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Resumen

En el presente trabajo hemos realizado un estudio tedrico y numérico sobre el com-
portamiento del fenémeno del caos clésico para el sistema de billares de Sinai, asi como
de los efectos cadticos en guias de ondas de cristal foténico (PCW) de tamano infinito
y finito con inclusiones cilindricas de distintos materiales.

El sistema de billares de Sinai consiste en representar el movimiento de una particu-
la libre rebotando dentro de una regién acotada del espacio. El sistema consiste en una
particula que se mueve en el plano dentro de un cuadrado y en cuyo centro se coloca
una inclusién circular. Entre las colisiones que experimenta la particula con las pare-
des del cuadrado y el perimetro del obstéculo, la particula se mueve de manera libre
y siguiendo una trayectoria rectilinea. Para realizar el estudié numérico del comporta-
miento de dicho sistema utilizamos el programa desarrollado por Lansel y Porter para
poder simular la dindmica de billares clasicos. Una vez analizada la dindmica en los
billares, se estudiaron también los mapas de Lorenz para observar los comportamientos
caoticos del sistema clasico.Las guias de ondas de cristal fotonico estdan compuestas por
superficies planas paralelas con un arreglo periddico de inclusiones cilindricas circulares
de conductor real y de materiales izquierdos dispersivos. Para abordar estos problemas,
hicimos uso de una técnica numérica conocida como el Método de la Ecuacién Integral
(IEM), que nos permitié obtener un sistema de ecuaciones integrales acopladas que
involucran como incégnitas el campo y su derivada normal evaluados en las superficies
involucradas. Se calcularon algunas propiedades estadisticas de las intensidades obte-
nidas; en particular, la funcién de autocorrelacién (ACF) y la longitud de correlacion,
que nos permitieron identificar el fenémeno de caos electromagnético. Se analiz6 el caso
clasico correspondiente por medio de los mapas de Poincaré y se realizé un comparativo
equivalente con el caso electromagnético (patrones de la intensidad del campo desorde-
nados). Una de las posibles aplicaciones de los resultados obtenidos es que se pueden
aplicar, como ocurre en los esquemas tradicionales de sincronizacion de caos y disenar
configuraciones especificas para encriptar informacion.

Palabras clave: Billar de Sinai, mapas de Poincaré, mapas de Lorenz, guia de ondas
de cristal foténico, materiales izquierdos dispersivos, método de la ecuacién integral.
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Abstract

In the present work we have carried out a theoretical and numerical study on the
behavior of the classical chaos phenomenon for the Sinai billiard system, as well as
chaotic effects in photonic crystal waveguides (PCW) of infinite and finite size with
cylindrical inclusions of different materials.

The Sinai billiard system consists of representing the motion of a free particle boun-
cing within a bounded region of space. The system consists of a particle moving in the
plane within a square and a circular inclusion is placed in the center of the square.
Between the collisions of the particle with the walls of the square and the perimeter
of the obstacle, the particle moves freely and follows a rectilinear trajectory. In order
to carry out the numerical study of the behavior of this system, we used the program
developed by Lansel and Porter to simulate the dynamics of classical billiards. Once
the dynamics of the billiards were analyzed, Lorentz maps were also studied to ob-
serve the chaotic behavior of the classical system. By parallel planar surfaces with a
periodic arrangement of circular cylindrical inclusions of real conductor and dispersive
left-handed materials. To address these problems, we made use of a numerical technique
known as the Integral Equation Method (IEM), which allowed us to obtain a system
of coupled integral equations that involve as unknowns the field and its evaluated on
the surfaces involved. Some statistical properties of the intensities obtained were cal-
culated; in particular, the autocorrelation function (ACF) and the correlation length,
which allowed us to identify the electromagnetic chaos phenomenon. The corresponding
classical case was The corresponding classical case was analyzed by means of Poincaré
maps and an equivalent comparison was made with the electromagnetic case (disorde-
red field strength patterns). One of the possible applications of the obtained results is
that they can be applied, as in traditional chaos synchronization schemes, to design
specific configurations for encrypting information.

Key words: Sinai billiards, Poincaré maps, Lorenz maps, photonic crystal wave-
guide, dispersive left-handed materials, integral equation method.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

A mediados del siglo XVII, cuando Newton invento las ecuaciones diferenciales, des-
cubrié sus leyes del movimiento y la gravitacion universal, y las combiné para explicar
las leyes del movimiento planetario de Kepler. Especificamente, Newton resolvio el pro-
blema de los dos cuerpos: el problema de calcular el movimiento de la tierra alrededor
del sol. Las generaciones posteriores de matematicos y fisicos intentaron extender los
métodos analiticos de Newton al problema de los tres cuerpos (por ejemplo, el sol, la
tierra y la luna) pero, curiosamente, este problema resulté ser mucho més dificil de
resolver. Después de décadas de esfuerzo, finalmente se dio cuenta de que el problema
de los tres cuerpos era esencialmente imposible de resolver, en el sentido de obtener
férmulas explicitas para los movimientos de los tres cuerpos. En este punto, la situa-
cién parecia desesperada.

El gran avance se produjo con el trabajo de Poincaré a fines del siglo XIX. Introdujo
un nuevo punto de vista que enfatizaba las cuestiones cualitativas en lugar de las cuan-
titativas. Por ejemplo, en lugar de preguntar las posiciones exactas de los planetas en
todo momento, pregunto: “;Es el sistema solar estable para siempre, o algunos plane-
tas eventualmente volardn hasta el infinito?” Poincaré desarrolldo un poderoso enfoque

geométrico para analizar tales preguntas. Ese enfoque ha florecido en el tema moderno
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de la dinamica, con aplicaciones que van mucho mas alla de la mecéanica celeste. Poin-
caré también fue la primera persona en vislumbrar la posibilidad del caos, en el que un
sistema determinista exhibe un comportamiento aperiodico que depende sensiblemente
de las condiciones iniciales, lo que hace imposible la prediccion a largo plazo [1].

Pero el caos quedd en un segundo plano en la primera mitad del siglo XX; en cambio,
la dindamica se ocupaba en gran medida de los osciladores no lineales y sus aplicaciones
en fisica e ingenieria. Los osciladores no lineales desempenaron un papel fundamental
en el desarrollo de tecnologias como la radio, el radar, los bucles de enganche de fa-
se y los laseres. En el lado tedrico, los osciladores no lineales también estimularon la
invenciéon de nuevas técnicas matematicas cuyos pioneros en esta area incluyen a van
der Pol, Andronov, Littlewood, Cartwright, Levinson y Smaleb [2, 3]. Mientras tanto,
en un desarrollo separado, los métodos geométricos de Poincaré se estaban ampliando
para producir una comprensién mucho mas profunda de la mecanica clasica, gracias al
trabajo de Birkhoff y més tarde de Kolmogorov, Arnol’d y Moser [4] .

La invencion de la computadora de alta velocidad en la década de 1950 fue un punto
de inflexion en la historia de la dinamica. La computadora permitié experimentar con
ecuaciones de una manera que antes era imposible y, por lo tanto, desarrollar cierta in-
tuicion sobre los sistemas no lineales. Tales experimentos llevaron al descubrimiento de
Lorenz en 1963 del movimiento caético en un atractor extrano [5]. Estudié un modelo
simplificado de rollos de convecciéon en la atmésfera para comprender mejor la notoria
imprevisibilidad del clima. Lorenz descubrié que las soluciones de sus ecuaciones nunca
se establecieron en equilibrio o en un estado periddico, sino que continuaron oscilando
de manera irregular y aperiédica. Ademds, comenzo6 sus simulaciones a partir de dos
condiciones iniciales ligeramente diferentes, cuyos comportamientos resultantes pronto
se volverian totalmente diferentes. La implicacion era que el sistema era intrinsecamente
impredecible: pequenos errores al medir el estado actual de la atmdsfera (o cualquier

otro sistema caético) se amplificarfan rdpidamente, lo que eventualmente conduciria a
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prondsticos vergonzosos. Pero Lorenz también demostré que habia una estructura en
el caos: cuando se representaba en tres dimensiones, las soluciones de sus ecuaciones
calan en un conjunto de puntos con forma de mariposa (Fig 1.1) [1].

El trabajo de Lorenz tuvo poco impacto hasta la década de 1970, los anos de auge

z

Figura 1.1: El mapa de Lorenz es un sistema que aparentemente tiene un comporta-
miento irregular y que es sensible a pequenos cambios en sus condiciones iniciales. La
imagen fue tomada de la Ref. [1]

del caos. Estos son algunos de los principales acontecimientos de esa gloriosa década.
En 1971, Ruelle y Takens propusieron una nueva teoria para el inicio de la turbulencia
en los fluidos, basada en consideraciones abstractas sobre atractores extranos [6] [7].
Unos anos mas tarde, May encontré ejemplos de caos en mapeos iterativos que surgian
en biologia de poblaciones y escribié un influyente articulo de revisién que enfatizaba
la importancia pedagdgica de estudiar sistemas no lineales simples, para contrarrestar
la intuicién lineal a menudo enganosa fomentada por la educacién tradicional [8]-[10].
Luego vino el descubrimiento més sorprendente de todos, debido al fisico Feigenbaum.
Descubrio que existen ciertas leyes universales que gobiernan la transicién del compor-
tamiento regular al caético [11]-[13]. En términos generales, los sistemas completamente

diferentes pueden volverse cadticos de la misma manera. Su trabajo establecié un vincu-
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lo entre el caos y las transiciones de fase y atrajo a una generacién de fisicos al estudio
de la dinamica. Finalmente, experimentadores como Gollub, Libchaber, Swinney, Lin-
say, Moon y Westervelt probaron las nuevas ideas sobre el caos en experimentos con
fluidos, quimicos reacciones, circuitos electronicos, osciladores mecanicos, y semicon-

ductores [14, 17].

En especifico en la actualidad existen muchos trabajos acerca del caos en siste-
mas dinamicos no lineales que utilizan circuitos eléctricos. Un ejemplo clésico es el
sistema de Chua debido a su robustez, bajo costo en su construccién y gran variedad
de regimenes dindmicos que presenta [18, 19]. Este sistema es de los pocos en que el
comportamiento cadtico tiene comprobacion teodrica, experimental y numeérica; por ser
simple de construir, lo que permite manipular facilmente algunos de sus parametros y
mostrar una amplia gama de fendmenos relacionados con el comportamiento cadtico
[20]. A medida que ha aumentado el interés cientifico hacia el estudio de los fendmenos
caodticos, el circuito electronico de Chua ha ido obteniendo una gran importancia como
objeto experimental, para analizar los mas variados fenémenos, tales como: control y
sincronizacion del caos, andlisis de bifurcaciones y atractores; en aplicaciones como las

comunicaciones seguras, biologia, quimica, sonido y musica, etc. [20].

Por otro lado el estudio de sistemas en los que hay una propagacion y esparcimien-
to de ondas cléasicas y cuanticas es un tema de gran interés actual desde un punto
de vista cientifico y aplicado [21]. Esto no es de sorprenderse puesto que las ondas
al interaccionar con la materia exhiben comportamientos peculiares, cuyo estudio ha
sido resultado en grandes avances de la comunicacién, deteccién y medicién [22, 23].
Este panorama presenta probleméaticas actuales que se vuelven cada vez mas dificiles
de abordar, englobando con ello, una gran cantidad de fenémenos electromagnéticos,

Opticos, acusticos, cuanticos, etc. Asi, entre los sistemas que presentan el fenémeno de
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caos podemos destacar las gufas de ondas de cristal foténico (PCWs!) o cudnticas; las
cuales, bajo ciertas circunstancias, presentan el fenémeno de caos [24, 25]. Algunos de
estos sistemas pueden ser comparados con sistemas clasicos de geometrias andlogas que
presentan el fenémeno de caos [26]-[29]. Claro esto no sélo es cuestién de un andlisis
tedrico, también se han obtenido resultados experimentales sobre el comportamiento
cadtico, en particular, en fibras dpticas con seccién transversal no circulares donde los
rayos de luz exhiben una dindmica cadtica [30]. Esta dindmica en sistemas de guias de
ondas, puede ser modelada a través de la intensidad del campo al interactuar en la guia,

mostrando bajo ciertas condiciones patrones irregulares.

Estos patrones irregulares se describen mejor mediante métodos de teoria de proba-
bilidad y estadisticas. Para explicar estos patrones irregulares, en algunos trabajos se
ha considerado que la geometria de las guias de onda infinitas tienen una analogia a sis-
temas clasicos conocidos como billares de Sinai. Esto permite estudiar sus propiedades
de transporte cudnticas y clasicas [24]. Ademéds es bien sabido que una guia de ondas
de cristal foténico infinita tiene asociada una estructura de bandas [31], lo cual es de
vital importancia en el estudio de propiedades estadisticas en este tipo de sistemas. Es
importante recalcar que para frecuencias altas se tiene el limite de la 6ptica geométrica,
de donde se obtiene una analogia con sistemas cldsicos que presentan el fenémeno de
caos electromagnético [24]. Un entendimiento pleno del caos en este tipo de sistemas
podria dar lugar a grandes aportes en areas como la criptografia y en circuitos opticos

integrados.

El interés de este trabajo es estudiar el fenémeno del caos cldsico mediante un anali-
sis numérico para el sistema de billares de Sinai asi como el estudio del fenémeno del

caos electromagnético en PCWs con superficies planas con un arreglo periédico de inclu-

1Pos sus siglas en inglés, Photonic Crystal Waveguides.
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siones cilindricas, tanto de metal como de “Metamateriales” o “Materiales Izquierdos”
(LHMs?). Cabe senalar que la gufa de ondas tiene un tamarfio finito; sin embargo, se
puede modelar para un tamano infinito. Para estudiar el comportamiento de la luz en
este tipo de sistemas se requiere dominar no soélo los aspectos tedricos si no también
los modelos numéricos. Asi, el estudio de la propagacion de la luz en PCWs se basa en
métodos numéricos que ha desarrollado el grupo de cristales fotonicos de la FCFM de
la UMSNH, para el estudio de estructuras de bandas en caso de tratarse de una guia

de tamano infinito y de la respuesta 6ptica para tamano finito.

1.2. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis estd estructurado de la siguiente manera:

= En el capitulo II se presentan algunos aspectos generales en cuanto a la dinamica
no lineal y el caos, asi como los métodos de cuantificaciéon del mismo. Ademas de
dos parametros muy importantes para nuestro estudio; la entropia e intensidad
media de la imagen. Por ultimo mostramos los sistemas de billares y el desarrollo

del algoritmo para el estudio numérico de nuestro sistema.

= En el capitulo III analizamos el estudio de los materiales y la propagacién de la
luz a través de la materia. También se da una descripcion del método numérico,
conocido como el Método de la Ecuacién Integral. El cual, se utiliza para obtener
patrones de modos electromagnéticos de una guia de ondas de tamano infinito y
finito con superficies planas y un arreglo periédico de inclusiones cilindricas que

contienen algiin material en la celda unitaria.

= En el capitulo IV se muestran los resultados obtenidos al analizar el caso clasico

mediante los mapas de Lorenz y Poincaré. Asi como los resultados obtenidos para

2Por sus siglas en inglés, Left Handed Material.
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el andlisis del caso electromagnético para los sistemas finito e infinito conside-
rados en este trabajo. Ambos sistemas estan formados por placas paralelas que
envuelven un arreglo de inclusiones cilindricas circulares de metal y de LHM. Para
observar el grado de desorden en el sistema se utilizo la funcién de autocorrelacién

y la longitud de correlacion.

= Finalmente, en el capitulo V se dan las concusiones principales después de analizar

los resultados obtenidos.



Capitulo 2

Estudio del fenémeno del caos
clasico para el sistema de billares de

Sinai

La palabra caos y el adjetivo cadtico se usan para describir un sistema que apa-
rentemente tiene un comportamiento aleatorio. Un claro ejemplo de esto es el llamado
“efecto mariposa”, que es tal vez la analogia mas divulgada para dar a entender que
en sistemas dinamicos las pequenas variaciones en las condiciones iniciales pueden con-
ducir a resultados inesperados. Muchos ejemplos interesantes de sistemas dinamicos de
problemas dentro de la mecéanica cldsica, cuantica, estadistica, acustica y 6ptica (espe-
cialmente aquellos en que la interaccién entre particulas involucra colisiones eldsticas)
pueden ser reducidos a sistemas de billares. En este capitulo explicaremos algunos de
los términos basicos que tenemos que considerar de suma importancia para nuestro

estudio del fenémeno clésico.
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2.1. Dinamica no lineal y caos

La nocién de dinamica ha evolucionado con el tiempo. Ahora cuando hablamos
de dinamica, no sélo entendemos el movimiento de los cuerpos celestes y los sistemas
mecanicos solidos, sino cualquier cambio con respecto al tiempo de una o varias va-
riables. Desde ese punto de vista podemos encontrar dinamica por todas partes, en
cualquier campo de la ciencia [33].

La dinamica no lineal es la disciplina que tiene por objeto el estudio de los sistemas
dindmicos no lineales, que son aquellos sistemas definidos por una o més variables y
que evolucionan con el tiempo en los cuales la respuesta no es proporcional al estimulo.
El caos es uno de las tres clases de movimiento, ademas de los movimientos periédico
y cuasi periodico. Como es natural, existen tantos sistemas dinamicos como variables
que tienen una evolucion temporal, lo que nos da idea de la naturaleza interdisciplinar
y del alcance de la dindmica no lineal [34]. Como se ha comentado anteriormente, la
dinamica es la ciencia que estudia la variacién en el tiempo de diferentes magnitudes, es
decir su movimiento. Basicamente existen tres tipos de movimientos: los estacionarios
y de equilibrio; los periddicos y cuasi peridédicos; y por ultimo, los cadticos. Conside-
rando en sentido amplio la nocién de movimiento, es facil de comprender que podamos
encontrar sistemas dinamicos en cualquier disciplina cientifica. Es por ello por lo que
se acostumbra a decir que una de las caracteristicas de la dindmica no lineal sea su
interdisciplinariedad, ya que con sus métodos podemos abordar el estudio de muchos

fenémenos diferentes que evolucionan con el tiempo.

La palabra caos y el adjetivo cadtico se usan para describir un sistema que aparen-
temente tiene un comportamiento irregular y que es sensible a pequenos cambios en
sus condiciones iniciales. Un claro ejemplo de esto es el llamado efecto mariposa, que es

tal vez la analogia mas divulgada para dar a entender que en sistemas dindmicos cadti-
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cos las pequenas variaciones en las condiciones iniciales pueden conducir a resultados
inesperados [1].

En la naturaleza, los sistemas de ecuaciones lineales idealizados son poco comunes.
Esto se debe a que el comportamiento de las soluciones suele ser impredecibles, comple-
jas y no cumplen el principio de superposicion; es decir, son no lineales y muchas veces
son cadticos. Los sistemas cadticos regularmente no tienen una solucién exacta y en
estos casos se recurre a métodos numéricos con lo que se puede hacer una aproximacion
a, sin perder las soluciones propias del sistema. En cualquier caso en un sistema que

presente caos estaran presentes también las siguientes caracteristicas globales:

» Determinismo. Las ecuaciones que describen los sistemas donde aparece el caos

clasico no deben tener elementos aleatorios.

= No linealidad. Los sistemas que presentan caos son no lineales, al menos débil-

mente.

= Dependencia sensible a las condiciones iniciales. Esta caracteristica se re-
vela cuando analizamos el comportamiento de las trayectorias dentro de un atrac-
tor, ya que si observamos el atractor como un todo, en tltima instancia todas las

orbitas que pasan por la cuenca de atraccién caen en él.

= Aperiodicidad. Las érbitas de los sistemas cadticos son aperiddicas, aunque en
el sistema pueden existir (y de hecho por lo general existen) drbitas periddicas,

que son muy importantes para calcular algunos parametros del sistema.

» Estabilidad global. Aunque el movimiento de los puntos en el espacio es lo-
calmente inestable, los sistemas fisicos que se estudian deben tener determinada

estabilidad durante un tiempo dado para poder ser estudiados.
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2.2. Cuantificacion del caos

En la naturaleza, los sistemas de ecuaciones lineales idealizados son poco comunes,
esto se debe a que el comportamiento de las soluciones suelen ser impredecibles, com-
plejas y no cumplen el principio de superposicion; es decir, son no lineales y muchas
veces son cadticos. Sin embargo, distinguir si el sistema tiene comportamiento cadtico
o hay “ruido” ocasionado por factores externos en el sistema no es tarea facil. Para ello
se debe hacer una identificacién cuantitativa calculando parametros que determinan
si el sistema presenta caos. Los sistemas cadticos regularmente no tienen una solucion
exacta y en estos casos se recurre a métodos numéricos con lo que se puede hacer una
aproximacion, sin perder las soluciones propias del sistema. A continuacién algunos de

los parametros mas conocidos se describen brevemente.

2.2.1. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov miden la tasa de separacion exponencial de dos trayec-
torias inicialmente préximas en el espacio fase. Tomese por ejemplo el caso del espacio

fase de una dimension y el sistema dado por

_d:v

f) =5 (2.1)

Sean zo(t) y z(t) un par de trayectorias que surgen de un par de puntos iniciales cercanos
del espacio fase g y x, respectivamente. Entonces la distancia s(t) = x(t) —zo(t) crece o
se contrae exponencialmente en el tiempo. Ademads, expandiendo hasta el primer orden
de su serie de Taylor la funcién f(z) en la Ec. (2.1), se tiene que el cambio en la distancia

con la evoluciéon del tiempo esta dado por

(x — ). (2.2)
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Como esperamos que s cambie exponencialmente en el tiempo, introducimos el ex-

ponente A de Lyapunov como la cantidad que satisface

s(t) = s(t = 0)eM. (2.3)

Al comparar las Ecs. (2.2) y (2.3) es sencillo notar que el exponente de Lyapunov esté

dado por la expresién

(2.4)

Similarmente se puede hallar que para un sistema discreto del caso unidimensional,

n—1
, 1
A= lim,,_ {ﬁ ;ln } , (2.5)

donde n es el numero de iteraciones. En ambos casos ya sea un sistema dinamico

el exponente de Lyapunov esta dado por [1]

a
dx

T

continuo o discreto, el exponente de Lyapunov es negativo para un atractor de punto
fijo, cero para un ciclo limite o un atractor toroidal y positivo para un atractor extrano
[1, 35]. La forma de calcular los exponentes de Lyapunov dados en las Ecs. (2.4) y (2.5)
y nos permite conocer el valor mayor de los diferentes exponentes de un sistema, ya
que hay tantos exponentes de Lyapunov como la dimensién del sistema. Si la dimensién
es mayor a uno se puede entender que los exponentes de Lyapunov como la tasa de
expansion o contraccion de trayectorias para cada una de las direcciones en el espacio
fase. Es decir, cada exponente mide el grado de divergencia del atractor en una direccién

diferente.

2.2.2. Mapas de Poincaré

Poincaré inventd una técnica matematica muy util que permite reducir el problema

de obtener informacién sobre la naturaleza de las soluciones de sistemas dindmicos a



2.2. Cuantificacion del caos 13

uno mas simple con menos dimensiones. Se trata de cortar el atractor m-dimensional de
un sistema, con una “superficie” (m-1)-dimensional. Esta geometria simplificada, sin
embargo, contiene la informacién “esencial” sobre la periodicidad, la cuasiperiodicidad,
bifurcaciones y caos de la dindmica del sistema. La Fig. 2.1 muestra la superficie (m-
1)—dimensional denotada por S. Se requiere que S sea transversal al flujo; es decir,

todas las trayectorias que comienzan en S fluyen a través de ella, no paralelas a ella.

Figura 2.1: Seccién de Poincaré para trayectorias en un espacio fase m—dimensional.

El determinismo de las soluciones de las ecuaciones diferenciales que describen la
dinamica del sistema implican la existencia de una funcién que relacione un punto de
interseccién x; de trayectoria con el siguiente punto de intersecciéon x;,;. La represen-
tacion de estos puntos constituye lo que se ha denominado como mapa de Poincaré.
El mapa de Poincaré P es un mapeo de S a si mismo, el cual se obtiene siguiendo
trayectorias de una intersecciéon con S con la siguiente. En general, el mapa de Poincaré
es descrito por

x;11 = P(x). (2.6)

La funcién P no depende sélo de las ecuaciones originales que describen el sistema,
sino también de la eleccién de la seccién de Poincaré. Una forma directa de evaluar
el resultado de una seccion de Poincaré es evaluando el aspecto de ésta; es decir, si es
complejo es indicativo de que puede ser caos. Suponiendo que x* es un punto fijo de

la Ec. (2.6), esto es, se cumple que x* = P(x*). Entonces, una trayectoria que empieza
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en x* vuelve a x* después de algin tiempo ¢, y por lo tanto es una érbita cerrada para
el sistema original. Ademas, al observar el comportamiento de P cerca de este punto
fijo, podemos determinar la estabilidad de la érbita cerrada. Asi, el mapa de Poincaré
convierte los problemas de las orbitas cerradas en problemas de los puntos fijos de un

mapeo, aunque no siempre es posible encontrar una féormula para P.

2.2.3. Mapas de Lorenz

Lorenz (1963) encontré una hermosa manera de analizar la dindmica de su atractor

extrano (Fig. 2.2(a)), en donde concluyé:

“La trayectoria aparentemente deja una espiral solo después de exceder cierta
distancia critica desde el centro. Ademds, la medida en que se supera esta distancia
parece determinar el punto en el que se entra en la siguiente espiral; esto a su vez

parece determinar el numero de circuitos a ejecutar antes de volver a cambiar de
espiral. Por lo tanto, parece que alguna caracteristica unica de un circuito dado

deberia predecir la misma caracteristica del siguiente circuito.”

a) b)

,, ZWWWMWW%M

d

Figura 2.2: (a) Atractor extrano de Lorenz (b) Gréfica de z,41 vs. z,. Tomados de la

Ref. [1].

La “caracteristica tinica” en la que se enfoca es z,, el n-ésimo méaximo local de z(t)

(Fig. 2.2(b)) [1].
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La idea de Lorenz es que z,, deberia predecir z,,,. Para verificar esto, integro
numéricamente las ecuaciones durante mucho tiempo, luego midié los méximos locales
de z(t) y finalmente trazé z,.1 vs. z,. Como se muestra en la Fig. 2.3, los datos de la
serie cadtica de tiempo parecen caer perfectamente en una curva.

Mediante este ingenioso truco, Lorenz pudo extraer orden del caos. La funcion
Zny1 = f(z,) tal como se muestra en la Fig. 2.3 ahora se llama el mapa de Lorenz.
Nos dice mucho sobre la dinamica en el atractor: dado zy, podemos predecir z;, por
21 = f(20), y luego usar esa informacién para predecir zo = f(z1), y asi sucesivamente,

arrancando nuestro camino a seguir en el tiempo por iteracién.

50 L L T T

45 - = =
40 - rl .,‘-, T
Zn+1 7 '

35 |- o N i

30 o

25 I J 1 |
25 30 35 40 45 50

Zn

Figura 2.3: Mapa de Lorenz.

El analisis de este mapa iterado nos va a llevar a una conclusién llamativa, pero
primero debemos hacer algunas aclaraciones. Primero, el grafico de la Fig. 2.3 no es en
realidad una curva, ya que tiene algo de grosor. Hablando estrictamente, f(z) no es una
funcion bien definida, porque puede haber mas de una salida z,,; para una entrada
dada z,. Por otro lado, el grosor es tan pequeno y hay tanto que ganar tratando el
grafico como una curva, que simplemente hara esta aproximacion, teniendo en cuenta
que el andlisis posterior es plausible pero no riguroso. En segundo lugar, el mapa de
Lorenz nos puede recordar un mapa de Poincaré. En ambos casos estamos tratando

de simplificar el andlisis de una ecuacién diferencial reduciéndola a un mapa iterado
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de algun tipo. Los mapas de Lorenz caracterizan la trayectoria por un sélo nimero,
en cambio los mapas de Poincaré lo hacen por dos. Este enfoque mas simple funciona
solo si el atractor es muy “plano”; es decir, casi bidimensional como lo es el atractor de
Lorenz.

Asi tenemos que las distancias entre el punto de emisién Sy y los puntos de colision S,
(n=1,2,3,...) son los pardmetros que definen una serie como funcién del nimero de

colision de la siguiente manera:

R, = 5,5,. (2.7)

Los mapas de Lorenz son construidos para las series R, de la Ec. (2.7).

2.2.4. Funcion de Autocorrelacion

La correlacion se denota por C,,, donde m es un valor proporcional al tiempo
de prediccion o estudio del comportamiento de una funcién. La funcién de correlacion
analiza la posible relacion de los valores de una funcién o una serie temporal respecto de
los anteriores de esa misma serie, con m intervalos de tiempo antes. Cuando se pretende
usar la funcion en el analisis del comportamiento de un sistema del que se conocen series

temporales de datos se procede a representar C,,, para valores de m = 1, 2, ..., n, siendo:

n—

>~ (@ = 7)(aem — 7). (23)

Cpm =

S|

donde, n es el nimero de datos que se manejan, T es el promedio de los datos y x;
es el dato j-ésimo. Estudios como los de Sugihara and May (1990), sugieren que una
funcién de correlacién que decrece deprisa con los intervalos de tiempo m indica caos,
mientras que una que no lo hace o lo hace y vuelve a aumentar, indica regularidad [36].

La funcién de autocorrelacién o ACF! se deriva de la Ec. (2.8) y responde a la pregunta

'Por sus siglas en inglés, Autocorrelation Function.
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de qué similitud hay entre el comportamiento de una serie de tiempo en cierto momento

y su comportamiento en cualquier momento posterior. Esta se calcula mediante

siendo C,,, y Cy la correlacién descrita por la Ec. (2.8) y el coeficiente de correlacién es
la desviacion estandar ¢ de la funcion de autocorrelacion y refleja el nivel de caos de
una serie temporal, ya que es una medida que se usa para cuantificar la dispersion de
un conjunto de datos numéricos. Asi mientras la desviacién estandar sea mas cercana a
cero, los datos se encuentran menos dispersos. Es decir, la mayor parte de los datos de
una muestra tienden a estar agrupados cerca de su media; mientras que un coeficiente
de autocorrelacién alto indica que los datos se extienden sobre un rango de valores mas

amplio [30, 37].

2.3. Entropia e intensidad media de la imagen

Para nuestro problema es de suma importancia conocer dos parametros importantes,
los cuales son la entropia de la imagen (F;) y la intensidad media de la imagen (I,,)
de nuestros sistemas. Para realizar el calculo de estos dos parametros hacemos uso del
software Wolfram Mathematica, versién 12.

La entropia es una medida estadistica de aleatoriedad que se puede utilizar para
caracterizar la textura de la imagen de entrada. Para realizar el célculo de esta medida,
este software pone nuestra imagen en pixeles y la convierte en tonos de grises. A cada
pixel le asigna un valor referente al tono de gris (siendo 0 si el pixel es completamente
negro y 1 si es completamente blanco). A esta asignacién de valor se le llama valor de
probabilidad. El total de pixeles que conforman nuestra imagen es equivalente al niimero

de datos que tenemos. En general lo que hace el programa es aplicar la definicién de



2.4. Sistemas de billares 18

entropia siguiente:

E;=-> pilog, (ps), (2.10)
k

en donde py es el valor de probabilidad asociada al nivel en la escala de grises.
De igual manera para la intensidad media de la imagen, lo que hace el software es tomar
uno por uno cada pixel de la misma y analiza como estd conformado. Una vez visto
que el pixel esta conformado por varios tonos de grises toma un promedio y se le asigna
un valor numérico al pixel. Lo mismo para todos los de mas y asi obtener un promedio
general para toda la imagen, por lo que los valores para la intensidad media estan dados
entre 0 y 1.

.0
— 0.7

_»1

Figura 2.4: Asignacion de la intensidad media de la imagen.

Usaremos las técnicas anteriores en el andlisis para nuestros casos de estudio.

2.4. Sistemas de billares

En la fisica clasica un gas en un recipiente cerrado puede considerarse como muchisi-
mas moléculas que se mueven y chocan entre si. Si no hay intercambio de energia con el
exterior esta situacién puede modelarse como un sistema conservativo. Sin embargo, el
diagrama de fases, que incluye las posiciones y velocidades de todas las moléculas, dista
mucho de ser simple. El hablar de sistemas de billares significara hablar de particulas

puntuales moviéndose sobre alguna regién (la “mesa de billar”) que puede o no conte-
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ner obstaculos convexos suaves y sufriendo colisiones elasticas contra ellos. Centramos
nuestra atenciéon en los billares periddicos, los cuales tienen la caracteristica de que, las
particulas al colisionar con el limite de la mesa desaparecen para reaparecer en el lado
opuesto. Ademas, algunas clases de billares presentan un destacable comportamiento
cadtico. Con esto en consideracion, realza la importancia del estudio de sistemas de
billares en el que los fotones son las particulas en interaccion. Describir trayectorias
de las particulas requiere un analisis matematico mas profundo, como el que puede ser
consultado en el trabajo de Fraczek and Ulcigrai [59].

El sistema clasico analogo al presentado en este proyecto de tesis consta de un
sistema de billar periddico con un obstaculo circular en el medio como se muestra en
la Fig. 2.5. Si consideramos fotones como las particulas emitidas por un laser ideal que
incide sobre el billar periédico de la Fig. 2.5, descartamos el concepto de elasticidad para
choques elésticos, por una reflexion que tiene lugar sin pérdidas de energia. También se
asume que las paredes reflectantes son conductores perfectos continuos en el sentido de

la teoria electromagnética cldsica [32].

Figura 2.5: Diagrama de movimiento de fotones en un billar periédico con un obstaculo
convexo.

En este sentido las trayectorias de los fotones pueden moverse de manera similar a
bolas de billar en una mesa de billar con caracteristicas similares a las planteadas en

el sistema de la Fig. 2.5. Puesto que este tipo de sistemas es tema de interés, nuestro
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trabajo de investigacion toma este arreglo del sistema para estudio y sera desarrollado

para un conductor real que es por ejemplo el metal y un metamaterial.

2.5. Desarrollo del algoritmo para el estudio numéri-
co

En los ultimos anos la investigacion de sistemas cadticos ha sido de gran importancia
en diferentes dreas de la ciencia y de la técnica [38]. En el caso de la fisica, los sistemas
mecanicos (cldsicos y cuanticos) de pocos grados de libertad han sido objeto de estudio,

observéndose en ellos propiedades y comportamientos dindmicos inesperados [39].

Al sistema dinamico que representa el movimiento de una particula libre dentro de
una regién acotada del espacio, con reflexiones elasticas en las fronteras, se le conoce
como un billar [40]. Las propiedades dindmicas de los billares estan determinadas por
la forma de la frontera y pueden variar desde los comportamientos totalmente regulares
hasta los totalmente desordenados o cadticos, similares en muchos aspectos al de los
sistemas de evolucién aleatoria [41]. Los ejemplos mejor estudiados de esta tltima clase
de sistemas son los billares de Sinai [42] y Bunimovich [43]. Particularmente, el billar
de Sinai consiste en una particula rebotando dentro de un cuadrado reflector con un
dispersor circular central, igualmente reflector.

En este trabajo estudiamos, a la luz de la mecanica clésica, el billar de Sinai el
cual es un sistema relativamente simple que presenta un comportamiento fuertemente
cadtico. El sistema consiste en una particula que se mueve en el plano dentro de un
cuadrado (arista L), en cuyo centro se coloca una inclusion circular (radio R), tal como
se muestra en la Fig. 2.6. Se supone que la particula (masa m) obedece las leyes de la

mecanica clasica y solo experimenta colisiones eldsticas contra las paredes del cuadrado
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y contra el perimetro del obstaculo circular. Esto es, entre colisiones la particula se

mueve de manera libre siguiendo una trayectoria rectilinea.

So pe- | L

) | ‘
) ¢(;\ ;El |
/
S,

Figura 2.6: El biliar de Sinai esta conformado por un cuadrado y una inclusion circular
en su centro. La particula se mueve clasicamente experimentando solo colisiones elasti-
cas.

Las colisiones de la particula contra las paredes del cuadrado las enumeramos de
manera consecutiva mediante el indice n que toma valores enteros, n = 0,1,2,3,.... . En
cada colisién (digamos, la n) se especifican dos variables, a saber: la posicién del punto
donde tiene lugar la colisién (variable S,,) y el dngulo, la direccién del movimiento
forma con la pared inmediatamente después de la colisién (dngulo 6,,). La posicién S,
la identificamos con la distancia a lo largo del perimetro medida a partir de la esquina

inferior derecha del cuadrado.

En el instante de tiempo inicial la particula estd en el estado (S, 0p), esto es, la
particula experimenta una colisién con la pared derecha en el punto Sy y emerge de
la colisién formando un angulo y, tal como se muestra en la Fig. 2.6. Conociendo
(S0, 00) queremos predecir el estado (S1,61) que corresponde a la siguiente colisién de
la particula contra una pared del cuadrado o posiblemente contra el objeto circular, la

existencia de una colision entre la particula y el disco central depende de los valores
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(So,0p) y del radio R del disco. Una vez determinado (57, 6;) queremos en la siguiente

etapa predecir el estado (S, 6y) y asi sucesivamente [44].

Para realizar este analisis hicimos uso del programa desarrollado por Lansel y Porter
[45] para simular la dindmica de billares cldsicos. La ventaja de este programa, escrito
en Matlab, es que presenta una interfaz grafica sumamente flexible para el analisis y
postprocesamiento de los datos. Este médulo estd destinado para ser utilizado como
herramienta de investigacion. En la actualidad, el programa simula de manera eficiente
tablas que se construyen completamente a partir de segmentos de linea y arcos elipticos.
El programa se ejecuta iterativamente en su simulacion de billar clasico. Dada la po-
sicion y la direccion de la colisién anterior, el programa calcula la posicion y direccion
de la particula puntual después de su posterior colisién con el limite. Para encontrar la
ubicacién de la proxima colision, el programa busca una interseccién entre la linea que
describe la ruta de la particula puntual y cada una de colisiones contra las paredes del
cuadrado. Dadas todas estas intersecciones, el punto con la distancia minima recorrida
es el siguiente punto de intersecciéon. Para encontrar la direccion en la que viaja la
particula puntual después de la colisién, el angulo normal al limite se calcula a partir
de la derivadas de las ecuaciones de la tabla en el punto de intersecciéon. La suma y

resta de angulos se usa para calcular el angulo de salida del angulo normal y el angulo

dy /[dx

0, = 2 arct — /[ =

arctan (dt/dt)

dy /dx

n = t _— _—
0} arctan (dt/dt)

donde 6,, representa el angulo con respecto a la horizontal de la n-ésima iteracién, ¢,

de entrada:

— 1, (2.11)

in

— Oy + /2, (2.12)

tn

representa el dngulo incidente de la n—ésima iteracion, y(t) y z(t) son las ecuaciones

paramétricas de la frontera del billar, y ¢,, es el valor de t que da la ubicacién de la
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n-ésima interseccién con la frontera.

Las distancias entre el punto de emisién Sy y los puntos de colisién S, (n =1,2,3,...)
son los parametros que definen una serie como funciéon del ntimero de colision de la
siguiente manera:

Rp,=505h. (2.13)

Se debe tener especial consideracién si la particula puntual choca con una esquina
de la mesa de billar, ya que tales puntos corresponden a puntos singulares del ma-
pa de billar (Poincaré) obtenido al examinar sélo las colisiones (y no las trayectorias
rectas entre ellas) del campo vectorial que describe el sistema de billar. Esto ocurre
cuando la trayectoria de la particula puntual alcanza un punto donde dos piezas de
la mesa se unen abruptamente (con la primera derivada discontinua con respecto a
la longitud del arco). Para calcular numéricamente el éngulo con el que la particula
puntual sale de la colisién, se promedian los angulos tangenciales de las dos piezas de
la mesa. Posteriormente, la particula puntual rebota de la frontera del billar, orienta-
da con este angulo, como si la colision fuera normal tal como se muestra en la Fig.
2.7. Al estudiar sistemas de billar usando este programa, uno debe tener cuidado si una

trayectoria colisiona demasiado cerca de una esquina como se muestra en la Fig. 2.7(c).

€) } (b) ©

Colisién en la esquina

Figura 2.7: Secuencia de acercamiento a una esquina de la mesa de billar. (a) Mesa de
billar con 381 iteraciones. (b) Acercamiento a la esquina superior derecha. (c¢) Rebote
de la particula entre las dos piezas de la mesa.
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2.5.1. Mapeo del billar

Entre impactos con B, la particula se mueve en linea recta. Por lo tanto, una orbita
puede especificarse completamente dando la secuencia de sus posiciones y direcciones
inmediatamente después de cada impacto.

La direccion de la érbita después del impacto estara marcada por el momento tan-
gencial p definido por

p = sin(#). (2.14)

Una 6rbita, entonces, consiste en la sucesiéon de pares de nimeros {S,, p,} correspon-
dientes al m-ésimo rebote, y se genera especificando un estado inicial (Sp, pg). Esta

dinamica discreta es un mapeo M del “espacio fase” con coordenadas S, p y estd sim-

(i::) - M(ﬁ:) (2.15)

(El “mapeo de rebote” generalmente no es lineal y, por lo tanto, M generalmente no

bolizado por

se puede representar mediante una matriz de 2x2). Si [ es la longitud de B, el espacio
de fase se puede restringir al rectangulo —1 < p < +1,0 < S <[, pero como S es una
coordenada periddica (S + [ es equivalente a S) su verdadera topologia es la de una

cinta circular. M conserva el drea (en términos de las variables S, p), es decir

8(Sl,p1): det 051/0Sy  0S1/0po (2.16)

d(So, o) dp1/0Sy  dp1/dpo

Hay tres formas en las que la 6rbita generada por un ntimero infinito de iteraciones
de M puede explorarse en el espacio fase.
(i) Un conjunto finito de N puntos Sy, po; S1,p1; ...; Sy — 1, py — 1 se pueden encon-

trar repetidamente, lo que corresponde a drbitas que se cierran después de N rebotes.
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Simbdlicamente, tal érbita cerrada satisface

S, S, S,
=y - , (2.17)

PniN Pn Pn

de manera que cada uno de sus N puntos es un punto fijo del mapeo M¥ [58].

(ii) Las iteraciones de Sp,py puede llenar una curva suave en el espacio de fase,
llamada curva invariante porque toda la curva se mapea sobre si misma bajo M (aunque
sus puntos individuales no se mapean sobre si mismos). Este comportamiento ocurre,
por ejemplo, si la dindmica es integrable en el sentido de que existe una constante de

movimiento en forma de funcién F(S,p) que satisface

F(51,p1) = F(50,p0), (2.18)

en cuyo caso las curvas invariantes son los contornos de F(s,p).

(iit) Las iteraciones de Sy, po pueden llenar un area en el espacio de fase. Esto sucede
cuando la orbita, no restringida por la existencia de ninguna cantidad conservada,
evoluciona de manera cadtica cuyo detalle depende sensiblemente de los valores de S
vy po. En términos de los angulos ¢, 6, las ecuaciones de mapeo son de la siguiente
manera. La pendiente del segmento de la trayectoria que comienza en ¢q, 0y estd dada
por el cociente de los incrementos de z y y alrededor de la curva entre ¢y y ¢;. Estos

incrementos se pueden encontrar usando

dz/dS = cos¢ dy/dS = sing, (2.19)

para relacionar los parametros S y ¢, B se puede definir dando su radio de curvatura
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R en funcion de ¢. Entonces

s Y A
RO =% i S = [ LIRS, (2.20)
de donde
ds 1
_ _ 45 = Daw=1| R do, 2.21
x(¢1) — (o) /cos¢ /COS(bdgzb ) 5 (¢)cospdp ( )
1
y(61) — y(do) = /qj R(6)singds. (2.22)

Por lo tanto, la pendiente es

(/:1 R(¢)Sin¢d¢> (/:1 R(¢)cos¢d¢) e tan(¢o -+ 0), (2.23)

0 0

y esta ecuacién determina ¢; (y por lo tanto S7) dado ¢g (0 So) ¥ 6o (0 po). 61 (y por

lo tanto p;) ahora estd determinada por otra relacién de pendiente, a saber
¢1— 01 = ¢o — b i.e. 01 = ¢1 — @0 — bo. (2.24)

Estas dos ecuaciones de mapeo se adaptan bien a la iteracién rapida por computadora.



Capitulo 3

Estudio del fenémeno
electromagnético en una guia de

ondas de cristal fotonico

En este capitulo se da una breve resena respecto al estudio de los materiales asi
como la propagacién de la luz a través de la materia. Asi como también se describe
una técnica numérica que puede ser usada para modelar la interaccion de la luz con
un sistema de cuerpos bidimensionales que forman una guia de onda con un arreglo de
inclusiones cilindricas circulares y puede considerarse de longitud infinita y finita. La
técnica en cuestién se conoce como el Método de la Ecuacién Integral. En el presente
trabajo se presenta un planteamiento tedérico de este método aplicado a los problemas
en cuestion, en los cuales es necesario calcular el campo cercano mediante los patrones
de intensidades de los modos electromagnéticos correspondientes para el sistema infinito

y finito, respectivamente.

27
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3.1. Estudio de los materiales

El estudio del comportamiento de la luz revela caracteristicas y efectos al interac-
tuar con la materia, que permite desarrollar algunas teorias sobre su naturaleza. En
los tdltimos anos se han hecho diversos estudios teodricos acerca de como controlar las
propiedades electromagnéticas de los materiales y el comportamiento de la luz a través
de estos. Es decir, el estudio de los materiales y su respuesta ante la incidencia de luz ha
revolucionado la tecnologia y generado muchos aportes al conocimiento. Por ello, se tie-
ne interés en disenar materiales que sean capaces de controlar la propagacién de ondas
electromagnéticas con una longitud de onda especifica, que controle las direcciones de
propagacién de ondas en el espacio; o bien, que permitan atrapar o localizar dichas on-
das en una determinada regién del espacio. Es por esto, que la tecnologia nanofoténica
se plantea como una candidata seria para resolver los problemas mencionados [46], ya
que es un campo de investigacion muy interesante para la comunidad cientifica debido
a sus numerosas aplicaciones, como son: la espectroscopia, sensado y bio-sensado o el
desarrollo de un chip todo éptico, entre otras. Con el descubrimiento de las numerosas
aplicaciones de la nanofoténica, aparecen retos como la mejora de la eficiencia en el
guiado de la luz sobre una guia de silicio o la radiaciéon de ésta mediante el uso de
nano-antenas [47]. Por consiguiente, la comunidad cientifica ha incursionado en la tarea
de desarrollar nuevas e innovadoras tecnologias basadas en este enfoque particular, en

un intento por consolidar con éxito una aplicacion de desarrollo esencialmente foténico.

Los dispositivos fotonicos ofrecen ciertas ventajas frente a los electrénicos. Princi-
palmente, mayor velocidad de operacién, derivada de la naturaleza intrinseca de los
portadores (fotones frente a los electrones) y de los procesos involucrados en su fun-
cionamiento (respuesta Optica frente a la electrénica de los materiales) que conllevan a

una menor disipacién. Es por ello, que se tiene interés en saber que tipo de materiales
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nos permiten la manipulacién de las propiedades épticas; por lo que se daran las ca-
racteristicas de algunos materiales cuyas propiedades Opticas como electromagnéticas
podamos controlar. Dentro de este tipo de materiales, tenemos a los cristales que se
caracterizan por poseer una periodicidad perfecta en su estructura atémica y debido
a ésta, presentan un potencial periddico para la propagacién de electrones a través de
estos. Por esta caracteristica también se determina la mayor parte de las propiedades

conductivas de dichos materiales [48].

Debido al reciente avance nanotecnolégico, la aplicacién practica de los llamados
cristales foténicos (CFs) [49] ha tenido un gran interés cientifico en lo concerniente a la
capacidad y la velocidad de la informacién que puede ser procesada en un determinado
lapso de tiempo. Los CF's son arreglos periédicos de una, dos o tres dimensiones de
diferentes materiales con una celda unitaria de la dimensién del orden de la longitud
de onda como se aprecia en la Fig. 3.1. Los cuales son materiales en los que existe una
modulacién periédica y ordenada de la constante dieléctrica (o indice de refraccién) y

presentan bajas pérdidas por absorcion.

(a)

1D 2D

Figura 3.1: Ejemplos de una estructura foténica (a) unidimensional, (b) bidimensional
y (¢) tridimensional.

Esta caracteristica les confiere interesantes propiedades en regiones concretas del
espectro electromagnético delimitadas por la periodicidad de la estructura y origina la
existencia de gaps (es decir, bandas prohibidas) en determinadas zonas del espectro en

las cuales se prohibe la propagacion de ondas con determinada frecuencia, definiendo
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asi sus propiedades para la propagacién de la luz [50]. Debido a que presentan estas
caracteristicas, recientemente han sido objeto de investigacién los CF's, ya que tienen
el potencial de desarrollar una nueva tecnologia de circuitos 6pticos integrados [51].

Cabe mencionar que en la naturaleza podemos apreciar cristales fotonicos naturales,
como es en los escarabajos, en las alas de las mariposas, en las plumas de los pavo

reales, en el épalo de un brazalete, entre otros (ver Fig. 3.2).

Figura 3.2: Las alas de la mariposa, el opalo del brazalete o las plumas del pavo real
contienen una microestructura periddica natural responsable del color iridiscente.

En los tltimos anos las investigaciones han demostrado que la adicién de nuevos ma-
teriales especiales con los CFs ha dado nuevas propiedades en estos sistemas que fueron
originalmente concebidos como la composicién de materiales puramente dieléctricos.
Este otro tipo de materiales estructurados son los llamados Metamateriales (LHM) o
Materiales Izquierdos, los cuales presentan propiedades interesantes en el comporta-
miento de la luz al interactuar con estos [52]. Los LHMs deben su nombre al hecho de
que los vectores de campo eléctrico E, del campo magnético H y del vector de onda
k forman un sistema de vectores ortogonales con una orientacion izquierda para una
onda que se propaga a través de estos medios. Tales materiales artificiales poseen un

indice de refraccién negativo n = —,/epn debido a que tienen funciones de permitividad
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eléctrica ¢ y permeabilidad magnética p simultdneamente negativas dentro de algin
rango dado del espectro electromagnético. Estos materiales no existen en la naturaleza;
sin embargo, son fabricados artificialmente y pueden ser disenados para tener casi cual-
quier propiedad éptica que deseemos. Para esto se necesita que la unidad de estructura
sea mucho mas pequena que el tamano de la longitud de onda del modo, tal que al pro-
pagarse la luz no distinga los detalles de la estructura y vea un medio continuo como se
muestra en la Fig. 3.3. Algunos de los fenémenos épticos que los hacen potencialmente
utiles para nuevas aplicaciones tecnoldgicas son por ejemplo: la refraccion negativa, la

invisibilidad y la transmisién de informacién, entre otros [53].

0000 ‘R E
0000 T
[ X X X ) » e e
X X X ) 2

[ o VI

Figura 3.3: Detalles que distingue una onda dependiendo de su longitud de onda. Si la
estructura es mucho mas pequena que la longitud de onda, el medio se puede aproximar
como continuo.

A pesar de que no se tiene una definicién general, se menciona la definiciéon que

propone Vladimir Shalaev, uno de los pioneros de esta nueva rama de la fisica [62]:

“Un Metamaterial es un material estructurado artificialmente, que puede ser periodico
0 no periodico, que obtiene sus propiedades, no directamente de los materiales que lo
constituyen (por ejemplo, la composicion quimica del material), sino a partir de una
unidad de estructura. Un Metamaterial tiene una escala mucho mds pequena que la
longitud de onda de interés y su respuesta electromagnética se expresa en términos de
parametros de los materiales como por ejemplo: la permitividad eléctrica, la

permeabilidad magnética y el indice de refraccion”
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3.2. Propagacion de la luz a través de la materia

El estudio de la propagacion de la luz a través de la materia, particularmente en esta-
do sélido, comprende una de las ramas mas importantes e interesantes de la 6ptica. Los
fenémenos opticos exhibidos por sélidos incluyen la absorcién selectiva, la dispersion,
la doble refraccién, los efectos de polarizaciéon y los efectos electro-épticos y magneto-
opticos. Muchas de las propiedades opticas de los sélidos se puede entender sobre la
base de la teoria electromagnética clasica. En la presente seccién se aplica la teoria de
Maxwell macroscépica a la propagacién de la luz a través de solidos, en especial para

metales.

3.2.1. Campos macroscopicos y ecuaciones de Maxwell

Todos los problemas sobre electromagnetismo, siempre que nos mantengamos en
una situaciéon macroscopica como es el caso de la propagacion de la luz a través de

solidos, pueden tratarse a través de las ecuaciones macroscopicas de Maxwell:

oH oM
VxE= Mo It Ho o1 s (31)
OE 0P
H=¢—+— 2
V x 608t+8t+J’ (3.2)
1
VE=——v.Pt+ 2 (3.3)
€0 €0
V-H=-V-M. (3.4)

Por otro lado, la respuesta de los electrones de conduccién al campo eléctrico esta
dada por J = oE (Ley de Ohm) siendo o la conductividad. Ademas, las relaciones

constitutivas reescritas como

D=¢E+P y B=_pH+M), (3.5)
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describen la respuesta total de las cargas ligadas al campo electromagnético.

En nuestro estudio de la propagacion de la luz a través de la materia nos ocuparemos
unicamente en los medios no magnéticos y eléctricamente neutros. Por tanto, M y p
se toman igual a cero. Asi, las ecuaciones de Maxwell, expresadas por las Ecs. (3.1) a

(3.4), se reducen a:

oH
E= g .
VxE= (3.6)

OE 0P
VXH—GOE—FE—FJ, (37)
V.E--—1vV.P, (3.8)

€o

V.H=0. (3.9)

Tomando el rotacional de la Ec. (3.6) y la derivada respecto al tiempo de la Ec. (3.7)

para eliminar H, obtenemos la ecuacién de onda para el campo eléctrico,

2 2
VX(VXE)-i—ia—E oP 0

2 0P = —MOW —Moa- (3-10)

Los términos del lado derecho de la ecuacién anterior se llaman términos fuente. Se
derivan de la presencia de las cargas de polarizacion y de conduccién, respectivamente,
dentro del medio. La manera en la que la propagacion de la luz se ve afectada por
los términos fuentes esta incluida. En caso de tratarse de medios no conductores el
término —pug0*P/0t? es de importancia, ya que conduce a una explicaciéon de muchos
efectos 6pticos como: la dispersién, la doble refraccion, por mencionar algunos. En el
caso de los metales, el término de conduccién —pg0J /0t es el importante. Las soluciones
resultantes de la ecuacién de onda explican la gran opacidad y alta reflectancia de los
metales. Es por esto que consideraremos el caso de interaccién de la luz con los medios

conductores metalicos utilizando el Modelo de Drude.
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3.2.2. Modelo de Drude

Las caracteristicas esenciales de los metales se pueden describir tedricamente con el
Modelo de Drude [54]. En este modelo, existe una frecuencia critica llamada frecuencia
de plasma, por debajo de la cual la permitividad eléctrica es negativa y en consecuencia
la propagacion de ondas electromagnéticas estd prohibida. Por este motivo, metales
como el oro y la plata a frecuencias dpticas e infrarrojas, los campos solo pueden pene-
trar una pequena distancia. Por encima de la frecuencia de plasma la permitividad es
positiva, el medio es transparente y permite la propagacion de ondas electromagnéticas.

Para analizar los efectos del comportamiento de la luz a través de medios metalicos,
nos interesa el término de conduccion en la ecuacién de onda sin el término de polari-
zacion. Debido a la inercia de los electrones de conduccién, no podemos simplemente
hacer uso de J = 0E (Ley de Ohm) para la densidad de corriente donde o es la conduc-
tividad estatica. Se debe considerar el movimiento real de los electrones bajo la accién
del campo eléctrico alterno de la onda luminosa.

Puesto que los electrones de conduccién no estan ligados, no existe una fuerza res-
tauradora. Por consiguiente, la ecuacion diferencial del movimiento del electrén es de
la forma:

dv 1

m—r +m7 v =—cE, (3.11)

donde v es la velocidad del electrén, 7 = 1/y &~ 107 es el tiempo de relajacién y m es

la masa del electréon. Dado que la densidad de corriente es

J=—Nev, (3.12)

siendo N el nuimero de electrones de conduccién por unidad de volumen o densidad
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electrénica. Entonces la Ec. (3.11) se puede expresar en términos de J como

dJ Ne2
i =""E 3.13
= T - (3.13)

Suponiendo que el campo eléctrico aplicado y la densidad de corriente de conduccion

estan dadas por

E=Epee ™ y J=Jpe ™, (3.14)

que sustituyendo en la ecuacién de movimiento Ec. (3.13) se obtiene

d(J —iwt ) ) ) N 2 )
( 0€ ) + ,yJoe—zwt — _Z-wJoe—zwt + ’YJ()@_Zwt — € ]__-Goe—uut7 (315)
dt m
y multiplicando por e*! tenemos
Ne?
—1 J=—"2UE. 3.16
(it )3 = = (3.16)
Para el caso de campos estaticos, w = 0, se tiene que
N 2
J=""F=0E, (3.17)
my
por lo que,
N 2
o= (3.18)
mry

que es la conductividad estatica.

Ahora, para el caso general de un campo oscilante aplicado

J:[ 7
] —

v

E=0,E, (3.19)
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obtenemos

: (3.20)

que es la conductividad dinamica.

A frecuencias muy bajas (w/7v) < 1, la conductividad dindmica es puramente real y
los electrones siguen el campo eléctrico. Conforme el campo aplicado va incrementando,
la inercia de electrones introduce un retardo de fase en la respuesta de electrones en el
campo y la conductividad dinamica es compleja.

Para frecuencias muy altas (w/v) > 1, J ~ icE = (¢'2)0E y la conductividad
dindmica o, es puramente imaginaria y las oscilaciones de los electrones tienen un
desfasamiento de 7/2 con el campo aplicado.

Ahora abordemos, la propagacion de ondas electromagnéticas en medios metalicos.
Haciendo uso de la expresion dada en la Ec. (3.19) y que ¢ = 1/egup en la Ec.(3.10) se

encuentra la ecuacion de onda para metales,

OE
ot’

2
C19E 1 [ o (3.21)

V’E = — :
2 Ot? * €c? |1 — %

Para resolver la ecuacién anterior, se propone un campo eléctrico oscilante, E = Eqe!kr—t)

que representa una onda dirigida por el vector de onda k. Sustituyendo directamente

la Ec. (3.21) se puede mostrar que ésta es una solucién, siempre que

w? Woo
— 3.22

donde ¢ = 1/¢ppp. Ademés por la forma de la ecuacién anterior se puede considerar a
k = k(w) como una funcién de la frecuencia w. Asi k se puede expresar en términos de
la parte real e imaginaria como k(w) = kgr(w) + ikr(w). Esto es equivalente a introducir

un indice de refraccién complejo n(w) = ngr(w) + ing(w), en términos de la relacién de



3.2. Propagacién de la luz a través de la materia 37

dispersién:

k(w) = =n(w). (3.23)

Indice de refraccién en un metal

Considerando nuevamente el caso general descrito por la Ec. (3.22), obtenemos

2 2 . 2
n® = C—2k2 —1i | T o) T (3.24)
w w(1—¢£> iy w(1—@'£>
v v
2
N "2“—0” (3.25)
w* +wy
de donde se define la “frecuencia de plasma” como:

Ne? Ne?
w}% = Clgoy =7 <—> g = —. (3.26)

my meg

Asi, el indice de refraccién del medio conductor estd dado por
2o |—2 3.27
" w2 4wy’ (3:27)

donde w, = \/Tij es la frecuencia de plasma.

Si los electrones en un plasma son desplazados de un fondo uniforme de iones, los
campos eléctricos seran construidos en una direcciéon para restaurar la neutralidad del
plasma regresando de vuelta a los electrones a sus posiciones originales. Debido a su
inercia, los electrones sobrepasan la oscilacion alrededor de sus posiciones de equilibrio
con una frecuencia caracteristica conocida por la frecuencia de plasma. Ademads, existe
una longitud de onda llamada critica A, (o longitud de onda de oscilacién de plasma) y
es aquella en la que por debajo de ella los metales alcalinos se vuelven transparentes, y

por encima de la cual son opacos y altamente reflectantes. Esta longitud de onda esta
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dada por
Ae = Ap = —. (3.28)

Analizando la expresion del indice de refraccién para frecuencias altas (w > ), se tiene

que

W

2
n?~1-— w—’;, (3.29)

donde hemos despreciado el término de ~.

Funcién dieléctrica de los metales

Considerando que €(w) = n(w)? y haciendo uso de la Ec. (3.25), tenemos que

e(w) = ep(w) +igr(w) = n(w)?

w2

. 2 p
= -+ =1—-—
(TLR ZTL[) 5 i ~

= (n% +in?3)* + i2ngn;

w? w2y
=(1- P | ——— 3.30
( w2+72)+2(w3+w72>’ (3:30)

es la funcion dieléctrica para materiales metalicos. Observamos que ya no es constante

ya que depende de la frecuencia de la radiacion que se utilice para iluminar el material.

3.3. El Método de la Ecuacién Integral

En este capitulo se describe una técnica numérica que puede ser usada para modelar
la interaccién de la luz con un sistema de cuerpos bidimensionales que forman una guia
de onda con obstaculos cilindricos y puede considerarse de longitud infinita y finita. La
técnica en cuestion se conoce como el Método de la Ecuacion Integral. En el presente

trabajo se presenta un planteamiento tedrico de este método aplicado a los problemas
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en cuestion, en los cuales es necesario calcular los modos electromagnéticos para el
sistema infinito y obtener la respuesta éptica (reflectancia y transmitancia) para el

sistema finito.

3.3.1. Descripcion del Método Integral

Aplicaremos el método numeérico de la ecuacién integral para calcular los modos elec-
tromagnéticos correspondiente a una PCW infinita con inclusiones cilindricas circulares
y para una PCW finita andloga mediante el cdlculo de la reflectancia para identificar los
modos electromagnéticos propagantes. Una vez que han sido identificados se represen-
taran mediante patrones de las intensidades del campo. Consideraremos que la guia de
ondas estd compuesta por superficies planas paralelas de cristal foténico con un arreglo
periddico de inclusiones cilindricas circulares de distintos materiales. El método parte
del segundo teorema integral de Green en la ecuacién de Helmholtz permitiendo obte-
ner un sistema de ecuaciones integrales acopladas que involucran, como incognitas el
campo y su derivada normal evaluados en las superficies involucradas. Posteriormente
se procede a la discretizacién del sistema de las ecuaciones integrales, que resulta en
un conjunto de ecuaciones lineales bajo condiciones de frontera que pueden ser mejor
representadas en una sola ecuacién matricial homogénea para el sistema infinito, e in-
homogénea para el sistema finito, cuya solucién determina las funciones fuente, con las
que se puede calcular los modos electromagnéticos o la reflectancia segin sea el caso.
Es importante mencionar que, solo se toma en cuenta un nimero finito de puntos de
muestreo a lo largo de los contornos que definen la superficie del sistema bajo estudio,
lo que permite ahorrar recursos computacionales. Enseguida daremos la descripcion del

método correspondiente a la PCW infinita y finita.
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Guia de ondas cristal fotdnico infinita

Como uno de los objetivos de esta tesis es estudiar la guia de ondas de cristal foténico
(PCW), compuesta por superficies planas paralelas con un arreglo periédico de inclu-
siones con geometrias arbitrarias de distintos materiales, vamos a describir el método
bajo esta consideracién. Debido a que el sistema bajo estudio es unidimensionalmente
periodico; es decir, sélo tiene periodicidad en una direccién del espacio, podemos con-
siderar solamente una celda unitaria. En la Fig. 3.4, se muestra una guia de ondas con
superficies planas y un arreglo periddico de inclusiones con geometria arbitraria. P es
el periodo del sistema en la direccion x, b es la distancia entre las superficies planas,
r representa el radio de las inclusiones cilindricas circulares (el cual puede estar en
términos de la fraccién de llenado f) y la regién encerrada por las curvas I'y, 'y, T's, T'y
y I's se puede considerar como la celda unitaria del sistema. El conjunto de un niimero

infinito de celdas unitarias constituye una guia de ondas de longitud infinita.

y
| P |
l |
:RU rl r’; : \
| £
—— X ?’\ =r4 R} ]"3= b

oL |

2 LV

Figura 3.4: Diagrama de una guia de ondas infinita con inclusiones cilindricas. Las lineas
punteadas en rojo delimitan la region de la celda unitaria.

Para iniciar con el método integral vamos a obtener la ecuacién de onda para nuestro
sistema propuesto. Consideremos medios sin cargas ni corrientes (p = 0y J = 0),
cuyas propiedades del material dadas por la permitividad eléctrica e(w) y permeabilidad
magnética p(w) dependerdn de la frecuencia w. Asumiremos ademads, que la amplitud

de los campos es lo suficientemente baja como para no exceder el régimen lineal.



3.3. El Método de la Ecuacién Integral 41

Asi, de las ecuaciones de Maxwell (Ecs. (3.1) a (3.4)), tenemos que las ecuaciones

de onda para los campos eléctrico y magnético respectivamente son:

VE — M(w)e(w)%—t}f =0, (3.31)
V?H — ,u(w)e(w)82H =0, (3.32)

ot?
siendo el p(w)e(w) = 1/(v (w))?, donde v (w) es la velocidad de la onda en el medio que
depende de la frecuencia w.

Como las ecuaciones de Maxwell son lineales, podemos separar la dependencia tem-
poral de la dependencia espacial de los campos electromagnéticos, considerandolas inde-
pendientes. Para esto, supondremos que los campos tienen una dependencia armonica

del tiempo, por lo que los campos los podemos expresar como

U(r,t) = [0, T, 0], (3.33)

En esta expresién r = (z,y) es el vector de posicién del punto de observacién en el
plano XY y ¥(r) una funcién escalar que representa a E,(x,y) (la tercer componente
del campo eléctrico) para el caso de la polarizaciéon s o Transversal Eléctrica (TE),
en la que el campo eléctrico es perpendicular al plano de incidencia y a H.(z,y) (la
tercer componente del campo magnético) para el caso de la polarizacién p o Transversal
Magnética (TM), en la que el campo magnético es perpendicular al plano de incidencia.
Esto permite transformar a las ecuaciones de onda de los campos eléctrico y magnético

como la ecuacién de Helmholtz

V2V, (r) + k*Y; (r) = 0, (3.34)

donde j indica el j-ésimo medio, r es el vector de posicién del punto de observacion
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y U, (r) representa el campo eléctrico o magnético. La magnitud del vector es k; =
n; (w) 2. La regién 0 caracterizada por el indice de refraccién real ng (w) = /g (w)
y la regién de la inclusién por n; (w) = £4/p; (w)e; (w) el indice de refracciéon que
involucra las propiedades de los materiales que se dan en términos de la permeabilidad
magnética p(w) y de la permitividad eléctrica e(w). El signo que aparece en la expresién
del indice de refraccién debe ser tomado como negativo cuando se considere un LHM y

positivo para un medio dieléctrico o conductor real.

Funcién de Green para la ecuacion de Helmholtz

Para resolver la Ec. (3.68) consideramos una funcién de Green G (r,r’) como la

solucién de la ecuacion
V2G; (r,v') + kG (r,x') = 4md (v — 1) | (3.35)

donde G; (r,r’) representa el propagador del campo debido a una fuente de luz puntual
que emite a la frecuencia w en la posicién r’ y correspondiente a cada medio. La d (r — ')
es la delta de Dirac. Una funcién de Green que es solucién de la Ec. (3.35) esta dada
por

G, (r,v') = inH" (k;|r — 7)), (3.36)

. 1 ., . .,
siendo Hé ) (2) la funcién de Hankel de primera clase y de orden cero. Esta funcién de
Green para el vacio satisface una condicion de radiacion, mientras que para el interior

del 7 -ésimo cuerpo satisface una condicion de absorcion.
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Forma Integral de la Ecuacién de Helmholtz

Aplicando el segundo teorema integral de Green [55], que establece que

Jv ou
43 2, _ 2, — / 2 - 2 )
/ z(uV7v — vV=u) sd T (u - v n) , (3.37)

donde u(z) y v(x) son campos escalares arbitrarios definidos en un volumen V' rodeado
por una superficie cerrada S, y d/0n es la derivada a lo largo de la normal a la superficie
dirigida hacia afuera del volumen V. Asi, haciendo uso de la Ec. (3.37) para las funciones
U,y G, (r,r') en cada regién correspondiente al j-ésimo medio. Ademas multiplicando
la Ec. (3.68) por G (r,r’) y la Ec. (3.35) por —t,; y sumando ambas ecuaciones que al
integrarlas sobre una superficie cerrada S; que estd limitada por un contorno cerrado

C; , se obtiene:

1

In (G (r,r') V¥, (r) — U, (r) VG (r,1')] - ds = j{ U, (r)d(r —r')da, (3.38)
Cj

S

siendo ds el diferencial de la longitud de arco y da el diferencial de area. Como la
derivada normal estd dada como 9/0n = i - Vu, para la funcién u que es diferenciable,

entonces la Ec. (3.38) toma la forma

1 N OV (1) 0G; (r,r') , ,
E c. |:G] (I',I' ) 57[, — \IJJ (I’) Ja—n ds = \D] (r ) 0 (r ) N (339)
donde 6 (r’) es la funcién escaldn,
1 sir'e Sj,
0 (') = (3.40)
0 sir' ¢.5;,

siendo S} una superficie cerrada que estd limitada por el contorno cerrado I'; corres-

pondiente. Intercambiando r y r’ para conservar la convencién de que r representa la
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posicién del observador (donde se mide el campo), y que r’ los puntos de integracién o

de contorno, se obtiene la siguiente ecuacién integral

1
47 T,

{Gj (r',r) allla]—n(/r’) — U, (r') % ds' =T, (r)f(r). (3.41)

Discretizacién de la ecuacion integral

Como el objetivo es calcular los modos electromagnéticos de bandas para una es-
tructura fotonica infinita que tiene un arreglo periédico de inclusiones de algtin material
dispersivo, consideramos una celda unitaria cuadrada y una inclusién con geometria ar-
bitraria como se muestra en la Fig. 3.4. La celda esta formada por la region 0 que esta
limitada por los contornos C; =11 + 1y +1's+ 14+ I's y por la region interior de la in-
clusién. Los vectores normales correspondientes a los contornos I'; son fiy, g, fig, fig
y ni5 hacia afuera de cada region, respectivamente.

De la Ec. (3.41) vamos a llamar

1 0U, (r)
o) =4 § 670, (3.42)
1 ~OG; (r, 1))

Correspondientemente a cada una de las regiones de la celda unitaria, dividimos los
contornos en pequenos segmentos de longitud de arco As suficientemente pequenos para
poder realizar un muestreo fino. Dicho sistema esta formado por dos superficies planas
infinitas y un arreglo periddicamente perfecto de inclusiones cilindricas circulares, cuyo
eje de simetria va a lo largo del eje z, como se muestra en la Fig. 3.4.

Asi, podemos considerar que el campo y su derivada normal son aproximadamente
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constantes y los podemos sacar de la integral de la siguiente manera

sn+As/2

1 )
Ig (r) ~ yym Z@ﬁl f G, (r,r')ds, (3.44)

sn—As/2

sn+As/2

1 , oG, (r,1r') ,
Iy (r) = yy Z v/ ]{ %ds . (3.45)

sn—As/2

En las Ecs. (3.44) y (3.45) hemos definido las funciones

a\lfj (I'/)

Pl = 3.46
n an/ ey ) ( )
W= 0, ()] (3.47)

Evaluando las integrales de las Ecs. (3.44) y (3.45) en el punto de observacién r = r,,,

podemos definir los elementos de matriz como:

sn+As/2
1
Lon = yo j{ G (rmr')ds', (3.48)
sn—As/2
sn+As/2
1 0G; (v, r'
Nown = £ f %ds’, (3.49)
sn—As/2

donde el subindice m indica el punto de observacién y el subindice n el punto de
integracion. Estos elementos de matriz (para més detalles de su deduccién ver la Ref.

[63]), estén dados por las expresiones:

, 1As 1As As
LY = TH(()” (kj Ryn) (1 = Gn) + {T ( (@2—6” 8 (3.50)
] A Rmn 1 A “ ~
N, = %k‘ij” (ks Rnn) B - T (1= On) + {5 + 4—7fnn - t;] Soms (3.51)
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siendo

n, - Rmn - _y, (S) ({L‘m - l‘n) + :E, (S) (ym - yn) )

fy, - t, =2’ (s)y" (s) =y (s) 2" (s),

Ry = \/(xm —22)° + (Ym — Yn)*

Asi, haciendo uso de las Ecs. (3.79) y (3.80) podemos reescribir las Ecs. (3.44) y

(3.45) como:
sn+As/2
Zqﬂ 7{ G (tp, Z Ll o (3.52)
sn—As/2 n=-o0
Sn+As/2
Z ]{ 9G; ( rm’ Z NI Wi (3.53)
sn—As/2 n=-o0

Sustituyendo las Ecs. (3.52) y (3.84) en las Ecs. (3.44) y (3.45) tenemos que

[G(T Z Lmn n’ (354)
Loy~ Y, Nj, Vi, (3.55)

y sustituyendo estas expresiones en la Ec. (3.41) para ambos contornos (C; y Cs)

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Ny
[Z Ly @y Z v ZL 2P~ Z w0 Vas
n=1

ZL w2y~ Z a0 Vns

N3
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Ns
ZL H@UE =D NL UL =0, (3.56)
n=1
N5
2 2
[ZL P =Y N2 U | =0, (3.57)
n=1

Ademas, la periodicidad que tiene el sistema en la direccién horizontal es una condicién
de simetria que es especialmente considerada. Debido a esta propiedad y a la forma de
la Ec. (3.68), el teorema de Bloch, establece una condicién de periodicidad ¥ (r + R) =
eERY (1), que se puede aplicar. Es decir, ¥ (x — P,y) = exp (—iK,P) ¥(z,y) por lo

que las condiciones de periodicidad del campo en los contornos I's y I'4 son

Ul =exp iK,P)V: v @} =—exp(iK,P)®:. (3.58)

Ademas Py K son el periodo del sistema y la componente en x del vector de Bloch, res-
pectivamente. Por otro lado, tenemos que las condiciones de frontera para los contornos

I'y y 'y son:
Np@

2

v =g@ v M = (3.59)

donde

pj(w) para pol. TE,
fi = (3.60)
€j(w) para pol. TM,

que en caso de tratarse de medios dieléctricos o metélicos py ~ g ~ g, pero de tratarse
de un metamaterial la condicién anterior no se cumple, es decir, py # ps.

Para cuerpos perfectamente conductores el problema se simplifica considerablemente,
debido a que una de las condiciones de frontera es cero. Es decir, para la polarizacién

s la funcién ¥,,(s) = 0 y para la polarizacién p la funcién 0V, (s)/0n = 0.
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Ahora aplicando las Ecs. (3.58), (3.59) y (3.60) en las Ecs. (3.56) y (63.57), obtenemos

Ny Ny Na N»
1 1 1 1
[Z L @)= D Nany Wy | T | D Lo Po) = D Nowniy Uiz
n=1 n=1 n=1 n=1
N3 N3
1 _iKP71 1 iKP A7l
122 [Emncey + € L] ®agay = D [Nongs) = €5 Ny s
n=1 n=1
N5 N5 T
1 1 _
+ Z Lrn(5)Pns)— Z Nins) ¥z | =0, (3.61)
n=1 n=1 .
N5 fl N5 7]
5 2 _
Z ELmn(5)q)n(5)_ Z Nons) Yoy | =0, (3.62)
n=1 n=1 i

para m = 1,2,.... N — N5 en la Ec. (3.61) y m = N — N5+ 1,..., N en la Ec. (3.62).
Los subindices n(j), j = 1,2,3,4,5 denotan el n-ésimo punto a lo largo del contorno
C; , y las expresiones f; o estdn dadas por las condiciones de frontera (3.59) y (3.60),

dependiendo de la polarizacién y de los medios f; y fs.

Con estas consideraciones encontramos un sistema lineal M (w)F(w) = 0 que tiene
una matriz representativa M, que depende de la frecuencia w y el vector de Bloch
K, el cual modelara nuestro sistema de estudio. Dado que el sistema es homogéneo,
una solucién no trivial puede obtenerse si el determinante de tal matriz es cero. Para

determinar la frecuencia w, definimos la funcién

D (K,w) = In|det (M), (3.63)

que numéricamente presenta puntos minimos locales que nos darén la relacion de dis-
persién numérica w = w(K) con la cual identificaremos el modo electromagnético pro-

pagante.
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Guia de ondas finita

El método desarrollado anteriormente puede calcular la estructura de bandas aso-
ciada a una estructura foténica infinita. Sin embargo, en la realidad, una estructura
foténica tiene una tamano finito (ver Fig. 3.5), por lo que vamos a estudiar la respuesta

Optica del sistema mediante este método integral.

Para esto consideraremos el problema de una estructura foténica finita que se ilu-
mina con un campo incidente que puede ser una onda plana o un haz Gaussiano. El

sistema formado se considera como un sistema de M cuerpos como se ve en la Fig. 3.5.

Haz incidente

Figura 3.5: Diagrama de una guia de ondas finita con inclusiones cilindricas de conductor
real o de LHM.

La region 0 se caracteriza por un indice de refraccion ng(w) = /eo(w) y las regiones
desde 1 a M estén definidas por las curvas C} y se caracterizan por los correspondientes
indices de refracciéon n;(w) = £4/p;(w)ej(w) que involucran las propiedades de los
materiales. De manera analoga al caso de una estructura foténica infinita, se obtienen
ecuaciones integrales acopladas inhomogéneas debido al campo incidente con que se

ilumina la PCW de longitud finita.
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El campo incidente

Se considera un sistema formado por una pelicula de espesor d entre dos medios,
iluminado con un haz Gaussiano el cual debe cumplir que la interseccion con el plano
de la interfaz sea el semiancho de ¢g. Este parametro debe ser menor que la longitud de
la interfaz L para evitar efectos de borde, ya que el sistema debe ser finito (ver Fig.

3.5). Para mayor detalle ver la Ref. [56].

Para describir un haz de este tipo, se propone una forma funcional del campo inci-

dente en términos de su espectro angular A(q, k;) de la siguiente manera:

1 . .
f(q;7 y) = / %A(q, kl)equ—mo(q)(y)d% (3.64)

donde «(q) = [(no (%’))2 — qﬂ 1/2, con Re{ap(q)} > 0 e Im{ay(q)} < 0. Por consi-

guiente, el campo incidente puede ser escrito como

\Iji(xv y) = \IJOf(Ia y)’ (365>

donde ¥, es una constante con las unidades apropiadas. En este caso, para un haz

Gaussiano se propone la funcion

Alg, k) = Vage " Hioo@a (3.66)

Sustituyendo la Ec. (3.66) en la Ec. (3.64) y evaluando en y = d,

g g 2
V(. d) = W, / VT o= 2055 gy (3.67)
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se obtiene el campo incidente sobre dicho plano, es decir,
U, (z,d) = Wyefrze—=?/9", (3.68)

El pardmetro ky = ny (%) sin (0;), donde 6; representa el dngulo de incidencia. Esto
muestra que sobre el plano y = d el campo incidente tiene una modulacién Gaussiana
y una fase que es la de una onda plana con un angulo de incidencia ;.

Potencia incidente

Para calcular el coeficiente de reflexion diferencial, el cual representa la fraccién de
energia incidente sobre una superficie que es esparcida por unidad de angulo, se necesita
calcular el flujo incidente total y el flujo esparcido total. Lo cual se obtiene del vector

de Poynting.

Para el caso de la polarizacién s, del vector de Poynting S = E x H* se tiene que la

componente del vector de Poynting a lo largo del eje y esta dada por
]' *
Sy = iRe {E.H}}, (3.69)
o bien, en términos del campo eléctrico,

1 OE.\"

Siguiendo el mismo procedimiento para el caso de la polarizacién p, la componente del

vector de Poynting es

1 OH,
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Ahora, de la ecuacién de campo incidente, dada por
nO(%) 2 2
() = Vo / gge—”f“eiqmao@“d—y)dq, (3.72)
T
—no(%)
se tiene la derivada del campo incidente
8‘1’1 xZ, .
% = —iag(k) Vi, y). (3.73)

En este punto, se ha puesto que la exponencial en el integrando es relativamente angosta

y que estd centrada en ¢ = ki, de manera que se puede considerar que ag(k;) es una

constante sobre el rango en el cual el integrando posee un valor significativo. Al evaluar

la derivada del campo incidente en y = d, obtenemos la siguiente expresion

dy = —iag(k1)V,(z,y).

y=d

donde tenemos V¥;(z,d) de la Ec. (3.68).

Asi, para la polarizacion s se tiene que

2
|Sy|y:d = 2wu1a0(k1>|\1ji(‘r7d)’ )

y para la polarizacién p
1 2
1Sulya = g0l Wiz, )

(3.74)

(3.75)

(3.76)

De esta manera, en general se puede escribir la componente y del vector de Poynting
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CcOo1mo

1 2
1Syly—a = mao(klﬂ‘l’i(%dﬂ 7

donde p = ¢, para la polarizaciéon p, y p = p1 para la polarizacion s.

(3.77)

Para obtener el resultado buscado, es necesario integrar sobre un area especifica. El

haz esta confinado a lo largo de x, con limites de integracién desde —L/2 hasta L/2.

Entonces, la potencia incidente en un area particular L,L, es

L./2 L./2
g—‘/ /|@bﬂm@
—Lo/2—L./2
La/2
L o)L /|\1f< a)?
= ——« z i\, 5
2wp ol
—L./2

y usando la expresién de W,(x,d) (Ec. (3.68)) reducimos la expresién a

1 T
Pi(kl) = mao(kl)[/szoﬁ\/; )

que es la potencia incidente al sistema de la Fig. 3.5.

Dado que ki = ny (%) sin (6;), entonces

1/2

ao(kr) = [(k1)* = (kysin (6:)°] 7,

=k [1 — sin? (91)] ,

= ky cos b;,

(3.78)

(3.79)

(3.80)
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donde si consideramos la Ec. (3.80) y |Wo|* = 1, entonces la Ec. (3.79) se transforma en

1
R(kl) = mk‘l COS (91) Lz\/gg (381)

Asi, para polarizacion s tenemos que:

YL L. 2myg, (3.82)

y para polarizacion p,

PP = "1 meos®) ;. fomg (3.83)

Potencia esparcida
Se puede obtener el diferencial de la reflectancia asociada (ver Ref. [64]) para polariza-

cién s, la cual esta dada por

dR (0.) = PR o 16:2?;1C|O’R( )|2A0
( 8) - F - ny cos( ’
i 4u1c macos(0s) . A/2Tg

1

2(2#)3/2gk cos (6;) lor (6 s)\QAQS, (3.84)

donde Pr denota la potencia esparcida de reflexion y og (6;) es la seccién eficaz de

esparcimiento para R definida como

N
or(0s) = As Z [ik1 (y/,, sin (05) — 2’5 cos (05)) Wy, — L] e (nsin(s)=yn cos(Bs)),
n=1

(3.85)
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Al integrar la Ec. (3.84) en el intervalo de [—%, %], se tiene que la reflectancia es

jus

R(0:) = 5579 /291]{:1 o5 ) / o (65)*d6.. (3.86)

Wl



Capitulo 4

Resultados

En este capitulo mostraremos los resultados mas sobresalientes para nuestros casos
de estudio. Primeramente mostraremos los resultados del caso clasico para el sistema
de billares de Sinai y posteriormente mostraremos la respuesta éptica de la PCW que
contiene un arreglo de inclusiones circulares, tanto de metal como de metamaterial

dispersivo.

4.1. Fenémeno del caos clasico para el sistema del

billar de Sinai

Se realiz6 un estudio para el caso clésico del billar de Sinai a partir de consideraciones
geométricas, como lo son la variaciéon de nuestra posicion de salida del rayo incidente
(RI), el radio de la inclusién circular (R) y la variacién de la posicién central de la
inclusion.

Para el anélisis en general se considera el plano dentro del cuadrado unitario (L = 1).
En nuestro estudio numérico consideramos principalmente tres radios para la inclusion,
un radio minimo (o pequeno RP =0.1), un radio medio (RM =0.3) y un radio méximo

(o grande RG =0.45), tal como se puede observar en la Fig. 4.1(a). Se analizé asi

o6



4.1. Fenémeno del caos clasico para el sistema del billar de Sinai 57

mismo distintos casos para la posicion del la inclusion; es decir, se estudiaron los casos
en donde la inclusién presenta desplazamientos grandes (DG =0.1) y desplazamientos
pequenos (una décima parte del desplazamiento grande DP =0.01) hacia arriba, abajo,
derecha e izquierda. También se estudiaron los escenarios en donde la inclusion presenta

desplazamientos sobre una linea diagonal respecto al origen (Fig. 4.1(b)).
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Figura 4.1: (a) Espacio de configuracién para los radios RP, RM y RG de la inclusién
circular. (b) Desplazamientos grandes para RM.

Por otro lado, para cada caso consideramos tres rayos incidentes como se puede

observar en la Fig. 4.2.
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Figura 4.2: Espacio de configuracién para RM con 2 iteraciones para: (a) RI1, (b) RI2
y (¢) RI3.



4.1. Fenémeno del caos clasico para el sistema del billar de Sinai 58

Esto para que cada uno de nuestros rayos colisionen contra la inclusién circular (en
una primera iteracién) dentro del segundo cuadrante del plano en una parte baja (RI1),

en una parte media (R12) y en una parte alta (RI3) de la misma (Fig. 4.2).

Para nuestro analisis se hizo una combinacién con los radios de la inclusiéon (RP,
RM y RG) y con cada uno de los rayos RI2 y RI3, ya que se observé que RI1 no
representa un caso importante de estudio para nuestro problema. Para nuestro estudio
numérico se consideraron dos mil iteraciones en para cada caso. A su vez en cada caso
se estudiaron también los desplazamientos DG y DP en todas las direcciones como se

muestra en la Tabla 77.

Numero Desplazamiento Nomenclatura | Centro de la inclusion
1 DP - Amriba DPA (0,0.01)
2 DG - Arriba DGA (0,0.1)
3 DP - Abajo DPB (0,-0.01)
4 DG - Abajo DGB (0,-0.1)
5 Origen C (0,0)
6 DP - Derecha DPD (0.01,0)
7 DG - Derecha DGD (0.1,0)
8 DP - Izquierda DPI (-0.01,0)
9 DG - Izquierda DGI (-0.1,0)
10 DP - Diagonal (Cuadrante 1) DPDC1 (0.01,0.01)
11 DG - Diagonal (Cuadrante 1) DGDC1 (0.1,0.1)
12 DP - Diagonal (Cuadrante 3) DPDC3 (-0.01,-0.01)
13 DG - Diagonal (Cuadrante 3) DGDC3 (-0.1,-0.1)

Tabla 4.1: Tabla de nomenclatura para consideraciones geométricas del billar de Sinai

En la Fig. 4.3 se muestran dos de nuestros 78 casos analizados. En la Fig. 4.3 se
muestra: (a) la configuracién para el sistema de billares con inclusién circular RP y rayo
de incidencia RI2 y desplazamiento DG A, en (b) se muestra la configuracién para el
sistema de billares con inclusién circular RG y rayo de incidencia RI3 y desplazamiento

sobre la diagonal en el tercer cuadrante DPDC'3.
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Figura 4.3: Espacio de configuracién para: (a) RP con RI2-DGA y (b) RG con RI3-
DPDC3.

Para nuestro problema es de suma importancia conocer dos parametros importantes,
los cuales son la entropia de la imagen (F;) y la intensidad media de la imagen (I,,)
de cada uno de nuestros sistemas. Para realizar el calculé de estos dos pardmetros
hacemos uso del software Wolfram Mathematica, versiéon 12. La imagen que se toma es
la trayectoria en el espacio de configuracion que resulta después de 2000 iteraciones.

Una vez calculados los parametros E; e I, se realizo el siguiente analisis. Para cada
uno de los radios se hizo un comparativo para RI2 y RI3 con los datos obtenidos para

E; e I, y los resultados fueron los siguientes:

= Para la F; encontramos un mayor nimero de diferencias que para I,, con una

serie de oscilaciones.

= Entre mas pequeno es el radio se presenta un comportamiento mas irregular res-

pecto a F,,.

= Los casos que presentan mayor entropia son los casos mas cadticos. Los casos mas
cadticos se presentan en RP para RI2-DPB (Fig. 4.4), en RM para RI3-DPA
(Fig. 4.5) y en RG para RI2-DGI (Fig. 4.6).
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= Mientras que los casos menos cadticos se presentan en RP para RI2-DPDC'3, en

RM para RI3-DGDC'1 y en RG para RI2-C.
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Figura 4.4: Graficos comparativos de RP para I,, e F; con RI2 y RI3.
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Figura 4.5: Graficos comparativos de RM para I, e E; con RI2 y RI3.
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Figura 4.6: Graficos comparativos de RG para [,, e E; con RI2 vy RI3.
Estos resultados son de suma importancia para nuestro trabajo de investigacion, de

aqui partimos al objetivo final de estudio que serd tratar de investigar cual es el tipo

de caos que podemos esperar. Es decir, podremos realizar un analisis para ver el caos
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en estos sistemas como aproximacion en un mapa. A partir de esto podremos también
realizar un andlisis del espacio fase para nuestros sistemas asi como un estudio de la

entropia de Shannon.

Para nuestros estudios posteriores podemos considerar también histogramas para
observar el fenémeno del caos en nuestros sistemas, como se puede observar en las Figs.
4.7 (que no presenta caos) y 4.8 (con un alto nivel de caos). En la Fig. 4.7 hacemos el
andlisis con 2000 iteraciones para un sistema sin inclusién con RI1 y un angulo para el
rayo de incidencia de 15°, En la Fig. 4.7(a) podemos ver el espacio de configuracién, en
el cual se nota como se cicla la particula colisionando continuamente las paredes. De
igual manera, en la Fig. 4.7(b) podemos observar el espacio fase para el angulo incidente
y nuestro angulo horizontal y en Fig. 4.7(c) se presenta un histograma del nimero de

veces que se golpea cada pieza (pared) para las condiciones iniciales dadas.
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Figura 4.7: Anélisis para un sistema sin inclusién. (a) Espacio de configuracién del
sistema. (b) Espacio fase. (c¢) Histograma de frecuencias de impacto en las paredes.

Asi mismo en la Fig. 4.8 hacemos el andlisis para un sistema con una inclusién muy
pequena de radio R = 0,01 con RI1 y un dngulo para el rayo de incidencia de 15°, con
2000 iteraciones deteniéndose el proceso en 1955 iteraciones debido al rebote del rayo
en una esquina del billar. En la Fig. 4.8(a) podemos ver el espacio de configuracion, el

cual presenta un visible desorden. Por otro lado, en la Fig. 4.8(b) podemos observar el
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espacio fase para el dngulo incidente y nuestro angulo horizontal y en la Fig. 4.8(c) se
presenta un histograma del niimero de veces que se golpea cada pieza (pared) para las
condiciones iniciales dadas, en el cual se puede observar una barra extra a diferencia de

la Fig. 4.7(c) esto debido a la inclusion.
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Figura 4.8: Andlisis para un sistema con inclusién muy pequena. (a) Espacio de confi-
guracion del sistema. (b) Espacio fase. (c¢) Histograma de frecuencias de impacto en las
paredes.

Tanto para el sistema sin inclusién (Fig. 4.7) como para el sistema con inclusién
pequena (Fig. 4.8), estudiamos también la serie que describe la distancia que hay desde
el punto de salida del RI hasta donde se presenta un choque con alguna de las paredes
como se muestra en la Figs. 4.9(a) y (c). También se estudiaron los mapas de Lorenz
representativos para cada caso. Para nuestro estudio podemos entender que los mapas
de Lorenz se basan en monitorear los maximos consecutivos de la serie. Estos mapas
de Lorenz nos muestran informacién dispersa sobre el comportamiento cuasiperiédico
irregular de nuestros sistemas. Esta seria una manera de ;medir cuantitativamente el

grado de caoticidad de nuestros sistemas.

En la Fig. 4.9(b) y (d) se ilustran los mapas de Lorenz correspondientes al sistema

sin inclusion y al sistema con inclusion pequena.
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Figura 4.9: Analisis para un sistema sin inclusién y con inclusién muy pequena. (a) y
(c) Espacio de configuracién para la distancia R. (b) y (d) Mapa de Lorenz.

En la Fig. 4.10 podemos observar un comparativo respecto a los mapas de Lorenz
de nuestro sistemas. Para nuestro sistema sin inclusion observamos una érbita cuasi-

periédica, mientras que para el sistema con inclusiéon, en comparacion con el anterior,

observamos una Orbita cadtica.
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Figura 4.10: Comparativo de los mapas de Lorenz para los casos sin inclusiéon (puntos
azules) y con inclusién pequena (puntos rojos).)

Con este comparativo podemos observar de una manera mas evidente la presencia
del caos en nuestro sistema con una inclusion. El objetivo de este estudio es poder ob-
servar como se modifica el mapa de Lorenz en funcién de las caracteristicas del billar.

Para ello realizamos el siguiente analisis.

En la siguiente tabla se muestran las trayectorias analizadas G,,, en donde se toma-
ron 2000 iteraciones en cada caso. Las caracteristicas de los rayos luminosos, posicién
inicial Sy y angulo inicial 6y, asi como las entropias de imagen E;, tanto para las tra-

yectorias con ausencia (TN) y presencia (TC) de inclusién circular, se muestran en la

Tabla 4.2:
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G So 0o E;(TN) | E(TC)
G | (—0,5,0,374) arctan(1) 1.47511 | 5.17524
Gy | (-0,5,0) arctan(3,5) | 4.06182 | 5.0533
Gs | (=0,5,0) | arctan(13,5) | 5.78356 | 5.0464
Gy | (-0,5,0) arctan(32) | 5.02251 | 5.13676
Gs | (—0,5,0) | arctan(v/2/2) | 5.03952 | 4.98736
Ge | (=0,5,0) | arctan(v/7/2) | 2.00555 | 5.1196

Tabla 4.2: Tabla de geometrias para el andlisis de trayectorias.

La Fig. 4.11 muestra el comportamiento entropico para nuestras trayectorias sin
inclusién (TN) mostrada con linea discontinua azul y con una inclusién (TC) con linea

discontinua roja.
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Figura 4.11: Entropias de imagen para TN y TC.

En la Fig. 4.12 se muestran las trayectorias TN y TC para una inclusion circular de
R = 0.2 para algunos de los casos de la Tabla 4.2 (G, G3 y Gg). La Fig. 4.13 presenta
las series asociadas a las distancias entre el punto de emision del rayo y los puntos de
colision como funcion del niimero de la colision. La Fig. 4.14 muestra los mapas de

Lorenz para las trayectorias TN y TC, algunos de los casos de la Tabla 4.2.
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Figura 4.12: Trayectorias sin inclusién (TN) y con inclusién (T'C), para algunos de los
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Figura 4.13: Series para las trayectorias sin inclusién (TN) y con inclusién (TC), para
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Se estudio la dinamica de la propagacion de un rayo de luz en el billar de Sinai para
las trayectorias TN y TC. El calculo de las entropias de imagen F; y la construccién de
los mapas de Lorenz permitieron identificar caracteristicas propias de la dinamica para

las trayectorias TN y TC.
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Figura 4.14: Gréficas comparativas de los mapas de Lorenz para G, Gy y G3.

En particular, los mapas de Lorenz mostraron graficamente regiones en donde la na-
turaleza cuasi-periddica y cadtica de las trayectorias TN y TC se pueden reconocer con
facilidad. Los resultados de este trabajo se podrian aplicar en el diseno y construccion

de trampas de luz bidimensionales.

4.2. Estudio del fenomeno del caos electromagnéti-
co en una guia de ondas de cristal foténico

Para nuestro trabajo de investigacién también realizamos un estudio numérico pa-
ra una PCW con las inclusiones cilindricas de dos distintos materiales. Para nuestro
primer caso realizamos el arreglo considerando dichas inclusiones de conductor real; en
particular, utilizamos como metal la plata y para el segundo caso lo hicimos con un

metamaterial.
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4.2.1. Respuesta optica de la PCW que contiene un arreglo de

inclusiones cilindricas de conductor real

Caso infinito

En esta seccion se muestran los resultados del campo electromagnético obtenido para
un sistema de una PCW infinita con periodicidad P = 27 pum formada con un arreglo
de inclusiones cilindricas circulares de radio a = 0.3 pum, y una separacion entre las
placas b = 1.5 um (ver Fig. 3.5). Se usaron las unidades reducidas de la frecuencia
dada por w, = wD/2wc y el vector de onda de Block k. = kD /2x, donde ¢ representa
la velocidad de la luz y D es una constante de normalizacién que elegimos para ser la
dimensiéon del lado de una celda unitaria cuadrada. Las intensidades del campo para
dos frecuencias reducidas w, = 1,1429 y w, = 70,0676 son mostradas en las Figs. 4.15(a)
y (¢), respectivamente; las cuales seran comparadas con nuestros resultados del caso fi-
nito. Para ambos casos, se calcularon las correspondientes funciones de autocorrelacion
(ACFs) (Figs. 4.15(b) y (d)) y sus longitudes de correlacién definidas como la desviacién
estandar de la funcién de autocorrelacién (ver seccion 2.3.4). Para la PCW infinita, por
simplicidad se consideré el vector de Bloch reducido K, = 0 bajo la polarizacion TE.

Para la obtencion de resultados confiables en el caso de frecuencias bajas y altas, es
necesario utilizar intervalos de discretizacion pequenos. Para los cédlculos del sistema
infinito se utilizé As = (P/wnnaz)/20 para bajas frecuencias y As = (P/wnaraz)/10
para frecuencias altas en la guia de ondas con inclusiones cilindricas circulares de plata

(n + ik = 0.051585+i3.9046).

Una herramienta matematica importante para la interpretacion del fenémeno de
caos en sistemas electromagnéticos es la funcién de autocorrelacién [30, 60]. La auto-
correlacién se calculd utilizando puntos localizados en la seccién superior de la celda

unitaria como se muestra con el rectangulo rojo en las Figs. 4.15(a) y (c). Una canti-
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dad que podria ser aiin mas importante es la longitud de correlacién [., pues bien para

sistemas donde se presenta el fenémeno de caos la longitud de correlacién tiende a cero
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Figura 4.15: Patrones de intensidad electromagnética en una celda unitaria de la PCW
infinita con inclusiones cilindricas de plata para las frecuencias reducidas (a) w,=1.1419
y (¢) w, = 70,0676. La curva circular sélida representa la inclusién y el rectdngulo la
region considerada para el calculo de la ACF. Las funciones de autocorrelacion corres-
pondientes se muestran en (b) y (d) con longitudes de correlacién I, = 0.54624 y [, =
0.10879 respectivamente.

Para la frecuencia mas baja, la longitud de correlacion obtenida es [. = 0,54624 y
para la frecuencia mas alta se obtiene una menor de /. = 0,10879. En especial para la fre-
cuencia méas alta se puede apreciar en la Fig. 4.15(c) que muestra una distribucién de los

patrones del campo con mayor desorden. Ademads por el criterio que se tiene cuando la
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longitud de correlacién tiende a cero da indicios del fendmeno de caos electromagnético.

Caso finito
En los resultados anteriores, asumimos una PCW de longitud infinita; sin embargo,
las guias de ondas que podemos analizar experimentalmente son de longitud finita.
Por consiguiente, vamos a ver si el patrén del campo desordenado de la PCW ideal
(longitud infinita) aparece en el caso de una PCW de longitud finita. Para ello, vamos
a considerar una PCW con 3 inclusiones cilindricas circulares iluminadas con un haz
Gaussiano con polarizacion TE a incidencia normal. El sistema estd formado por dos
bloques de conductor real que forman la guia de ondas con separaciéon entre las placas
de b = 7w pm, espesor | = 13.42 pm y longitud d = 67 pm, con inclusiones cilindricas
de radio a = 0.56 pum (ver Fig. 3.5). Como ejemplo para las frecuencias reducidas w, =
2.9246 v w, = 3.1212, las intensidades de campo obtenidas se muestran en las Figs.
4.16(a) y (c). Las curvas de las ACFs de las Figs. 4.16(b) y (d) fueron obtenidas con
la regién superior de la celda debido a la simetria de la PCW como se ilustran con los
rectangulos rojos. Ademas, las longitudes de autocorrelacion fueron [, = 0.4485 para la
frecuencia menor y para la frecuencia mayor de [, = 0.42539. Para este caso se puede
observar que no se logré un patrén de intensidades del campo desordenado, ya que el
nimero de inclusiones y el valor de la frecuencia reducida no fueron suficientes por
la limitacién de la memoria interna de las librerias IMSL utilizadas con el compilador
de FORTRAN. No obstante, son interesantes estos resultados ya que tienen posibles

aplicaciones en criptografia.
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Figura 4.16: Patrones de intensidad electromagnética en una PCW finita con 3 inclu-
siones cilindricas de plata para las frecuencias reducidas (a) w, = 2.9246 y (¢) w, =
3.1212. Las curvas circulares solidas representan las inclusiones y el rectangulo la regién
considerada para el calculo de la ACF. Las funciones de autocorrelacién correspondien-
tes se muestran en (b) y (d) con longitudes de correlacién [, = 0.4485 y [. = 0.42539
respectivamente.

4.2.2. Respuesta 6ptica de la PCW que contiene un arreglo de

inclusiones cilindricas de metamaterial dispersivo

Se presentan las caracteristicas de las funciones de permitividad eléctrica () y
permeabilidad magnética (u), las cuales son usadas para modelar numéricamente las
propiedades opticas de los LHMs.

El estudio tedrico-numérico de el comportamiento de los efectos cadticos en las PCW

de tamano infinito y finito que contienen medios de LHM, se llevé a cabo mediante la
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aplicacion de un método numérico conocido como el Método de la Ecuacién Integral, el
cual, su desarrollo fue presentado en el protocolo y avance de tesis I. Por esta razén en
este reporte no se hara el desarrollo del mismo. Sin embargo, lo que se presentara en esta
seccion son los desarrollos empleados en el presente semestre. Como nuestros sistemas
de PCW involucran medios de LHM, a continuacién se presentan las funciones de
permitividad eléctrica y permeabilidad magnética, usadas para modelar numéricamente
las propiedades opticas de los LHMs. Las propiedades épticas de un LHM estan dadas

por la funcién de permitividad eléctrica [65]

2

() =1- -2, (4.1)
p(w)=1- % (4.2)

Estas funciones permiten determinar la regiéon donde el LHM presenta un indice
de refraccion negativo, el cual estd dentro del rango de frecuencias wy < w < wpy
con wry = wo/vV1—F =0.96. Las funciones dadas por las Ecs. (4.1) y (4.2) estan
mostradas en la Fig. 4.17 con la frecuencias de plasma w, = 10¢/D, la frecuencia de

resonancia wy = 4c¢/D, y el factor F' =0.56 [65].

e(,), po,)

Figura 4.17: Funcién de la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética de un
LHM dispersivo como funcién de la frecuencia reducida [64].
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En la Fig. 4.17 se usaron las unidades reducidas de la frecuencia dada por w, =
wD /2mc. En estas expresiones ¢ representa la velocidad de la luz y D es una constante
de normalizacion que elegimos para ser la dimensién del lado de una celda unitaria cua-
drada. En unidades reducidas, las frecuencias de plasma y de resonancia son w, =1.592

y wo =0.637 [65], respectivamente.

Caso infinito
A continuaciéon se muestran los resultados del campo obtenido para un sistema de
una PCW infinita con periodicidad P = 27 formada con un arreglo de inclusiones
cilindricas circulares de radio r = 0.1, b = 47 y fraccién de llenado f = 0.56 (ver
Fig. 4.18). Estas intensidades del campo para cuatro frecuencias reducidas w, = 0.6488,
w, = 7.7721, w, = 27.0352 y w, = 87.1359 (cada una con su respectiva frecuencia
natural wg = 4/2m, wy = 10(4/27), wy = 30(4/27) y wy = 50(4/27)) son mostradas
en las Figs. 4.18(a), (c), (e) v (g) respectivamente. Para estos casos, se calcularon las
correspondientes funciones de autocorrelacién (ACFs) (Figs. 4.18(b), (d), (f) y (h)) v
sus longitudes de correlacién definidas como la desviacion estandar de la funcién de
autocorrelacién. Esta funcion de autocorrelacion es de suma importancia, ya que para
sistemas donde se presenta el fenomeno de caos la longitud de correlacion tiende a
cero. Para la primer frecuencia (mds baja), la longitud de correlacién obtenida es [, =
0.20072, para la segunda frecuencia [. =0.18978, para la tercer frecuencia [, = 0.14036
y para la cuarta frecuencia (més alta) se obtiene la menor [, = 0.0584. Observamos
que la longitud de correlacién disminuye a medida que el patrén de campo es mas
desordenado conforme aumenta el valor de la frecuencia. Ademads, creemos que esto es
una manifestacion del caos de ondas electromagnéticas, ya que en este régimen nos llevé
a pensar que la intensidad del modo propio es una variable aleatoria no correlacionada

en funcién de un punto (x, y) en la celda unitaria.
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Figura 4.18: Patrones de intensidad electromagnética en una PCW infinita con inclu-
siones cilindricas de LHM para la frecuencia reducida (a) w, = 0.6488, w, = 0.6488, (e)
w, = 27.0352 y (g) w, = 87.1359 . Las curvas circulares sélidas representan las inclusio-
nes y el rectangulo la regién considerada para el calculo de la ACF. Las funciones de
autocorrelaciéon correspondientes se muestran en (b), (d), (f) y (h) con longitudes de
correlacion [, = 0.20072, I. = 0.18978, [, = 0.14036 y [. = 0.0584 respectivamente.



Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo mencionamos un breve resumen y en base a los resultados obtenidos

enunciamos las conclusiones mas importantes del trabajo.

En el presente trabajo hemos mostrado un estudio tedrico y numérico para; el
fenémeno del caos clasico en el sistema del billar de Sinai y para el estudio del fenémeno
del caos electromagnético en una guia de ondas de cristal foténico con inclusiones de

distintos materiales.

Para el caso del fenémeno del caos cldsico realizamos un estudio a partir de con-
sideraciones geométricas para nuestro billar, realizando variaciones tanto en nuestra
posicion de salida del rayo incidente, el radio de la inclusién circular y la variacion
de la posicion central de la inclusién. Para realizar este andlisis hicimos uso del pro-
grama desarrollado por Lansel y Porter. Una vez realizado este analisis se calculé la
entropia asi como la intensidad media de la imagen. Mediante estos calculos realizamos
un comparativo para nuestros casos de estudio y con ello pudimos observar los casos
que presentan un comportamiento cadtico mayor. Consideramos también histogramas

y mapas de Lorenz para poder entender de manera grafica el fenémeno del caos clasico
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en nuestros sistemas.

Para el caso del fenomeno del caos electromagnético en una guia de ondas de cristal
foténico hemos mostrado un estudio tedrico y numérico de los modos electromagnéticos
calculados, la funcién determinante (caso infinito) y de la reflectancia (caso finito) de
una PCW formada por dos placas conductoras planas que contienen un arreglo pe-
riédico de inclusiones cilindricas, de conductor real o de metamaterial dispersivo. Para
el caso ideal en el que el tamano de la PCW metalica es de longitud infinita, se mo-
del6 por medio de una celda unitaria cuadrada conteniendo la inclusién cilindrica. Para
corroborar algunas propiedades obtenidas para la PCW infinita que son fisicamente
admisibles, también se estudié la correspondiente versién finita de este sistema. Asi,
para el caso de una PCW real se consideré una guia de ondas de longitud finita con
las inclusiones cilindricas de conductor real. Es por ello que se puso especial énfasis en
las correlaciones espaciales del campo cercano utilizando la informaciéon contenida en
el patrén de la intensidad del campo lejano mediante el cdlculo de la reflectancia del
propio sistema. Esto permitié comparar el comportamiento del sistema ideal con el real

por medio de los patrones desordenados del campo electromagnético.
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