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Resumen

En el presente trabajo de tesis se presenta una primera aproximacion de la
modelacion numérica de la hidrodinamica del Lago de Zirahuén y sus procesos de
transporte. Se presenta una aproximacion general para resolver de manera
numeérica los problemas inversos y como éstos se utilizan para la estimacion de

parametros.

Este trabajo se divide en tres partes principales. En la primera parte se presenta la
ecuacién de transporte; la formulacion matematica del problema directo y los
esquemas de discretizacion que se utilizan, asi como las condiciones que se

consideran o que se deben de cumplir para poder resolver el problema.

La segunda parte consiste en la obtenciéon de parametros Optimos mediante el
método de minimos cuadrados no lineales. Se presenta un panorama general de
cémo se plantea o se resuelve un problema inverso. Se resuelven dos problemas
inversos uno para estimar la concentracion y otro para encontrar los coeficientes de

difusién 6ptimos de la ecuacion de transporte.

En la dltima parte se hace una breve descripcion de las observaciones y tratamiento
de los datos obtenidos en el Lago de Zirahuén y se presenta una configuracion,

calibracion y resultados del modelo hidrodinamico y de transporte.

Palabras Clave: Elemento finito, diferencias finitas, métodos numéricos, adveccion-

difusion, modelo hidrodinamico.



Abstract

This thesis presents a first approximation of the numerical modeling of the
hydrodynamics and the transport processes of Lake Zirahuén. A general approach
to solve numerically inverse problems and how inverse problems are solved for

estimating parameters is presented.

This work is divided into three main parts. In the first part the transport equation is
presented; the mathematical formulation (of the direct problem) and the
discretization schemes that are used, as well as the conditions that are considered

or that must be fulfilled to solve the problem.

The second part is about finding optimal parameters using the non-linear least
squares method. A general description of how inverse problems are posed or solved.
Two inverse problems are solved, one to estimate the concentration and the other

to find the optimal diffusion coefficients of the transport equation.

In the last part, a brief description of the observations and treatment of the data
obtained in Lake Zirahuén is made, and a configuration, calibration and results of

the hydrodynamic and transport model are presented.

Keywords: Finite element, finite differences, numerical methods, advection-diffusion,

hydrodynamic model.



1.INTRODUCCION

El desarrollo de algoritmos nuevos y mas sofisticados para obtener la solucién de
ecuaciones diferenciales se determina al aumentar la complejidad dada por los
procesos involucrados, ya sean: cambios locales, advectivos, difusivos, de reaccion,
de fuentes/sumideros, de cambios de fase, etc. Para resolver estos problemas se
han desarrollado métodos como diferencias finitas, elementos finitos, volimenes
finitos, entre otros. Ademas, existen los modelos hibridos que se pueden dividir en
dos categorias: (i) hibrido entre diferentes tipos de modelos matemaéticos e (ii)
hibridos entre un modelo matematico y un modelo fisico (Liu & Cao, 2011). Por
ejemplo, se puede combinar la flexibilidad de los elementos finitos con la eficiencia
de las diferencias finitas, o también se pueden combinar los diferentes esquemas
de diferencias con volumenes finitos, todos ellos con el objetivo de resolver
numéricamente sistemas de ecuaciones diferenciales (Beilina, 2010; Cushman-
Roisin & Beckers, 2010; Hirsch, 2007a, 2007b).

El uso y valor de los modelos computacionales para la restauracion y manejo de
cuerpos de agua ha aumentado con el tiempo como resultado de los avances en la
modelacién numérica y computacional. La simulacion numérica de la hidrodinamica
brinda informacién de las variaciones espaciales y temporales que se pueden utilizar
para mejorar la comprension de los procesos de transporte de sedimento, que son
de gran interés para problemas ambientales y de ingenieria, ya que éstos pueden
ser de gran utilidad para el manejo adecuado y la conservacion de cuerpos de agua
(Jian et al., 2014; Zijlema M, 2015).

La parte de la hidrodindmica usualmente se modela numéricamente utilizando las
ecuaciones de aguas someras, ya que estas permiten simular problemas en la
naturaleza relacionados con cuerpos de agua en donde una de las caracteristicas
basicas que ayudan a simplificar la formulacion matematica del sistema de
ecuaciones, es suponer que las escalas horizontales son mayores que la
profundidad, por ejemplo, en la dinamica de algunos procesos del océano en la zona
costera, y en general en la hidrodinamica en estuarios, rios y lagos, es decir, en

sistemas de aguas superficiales. En estos lugares las leyes que gobiernan y que
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son la base de los procesos hidrodinamicos son la conservacion de la masa, la
energia y el momento (Cushman-Roisin & Beckers, 2010; Ji, 2017; Vreugdenhil,
1994).

Cuando una sustancia se transporta hacia los cuerpos de agua uno de los
principales factores que modifican la concentracion de esa sustancia son los
procesos de transporte los cuales pueden ser de adveccion, difusion, dispersion y
mezcla vertical. La ecuacion que ayuda a comprender o modelar estos procesos es

la ecuacion de transporte o de adveccion-difusion.

Debido a los escasos estudios y simulaciones numéricas que se han hecho en el
Lago de Zirahuén y tomando en cuenta que no se estudian en su totalidad los
procesos dinamicos del lago, es de gran importancia llevar a cabo un estudio de
simulacién numérica con la integracion de datos para analizar, comprender y
reproducir (al menos numéricamente) los procesos hidrodinamicos y de transporte

de sedimento en el lago de Zirahuén.

En este trabajo se plantea como hipoétesis que debido a los cambios que ocurren en
las corrientes y la hidrografia, se espera que los patrones del transporte en el interior
de lago cambien conforme a los parametros que gobiernan la ecuacion de

transporte en particular el coeficiente de difusion.

La metodologia propuesta, consiste en adaptar un esquema de diferencias-
elementos finitos para la modelacion del transporte de sedimento para obtener la
distribucion de la concentracion de algun trazador y posteriormente resolver el
problema inverso de la ecuacion de transporte con el fin de encontrar el coeficiente
de difusion 6ptimo. Ademds, obtener pardmetros Optimos para lograr tener una
configuracion adecuada del modelo hidrodinamico para el Lago de Zirahuén que
sera validada mediante el empleo de mediciones in situ de diferentes campafas
hidrodinAmicas y meteorolégicas que se han realizado en el lago, y asi obtener la
circulacion general y su variabilidad espacio temporal.

Los resultados de este estudio serviran para estimar el comportamiento de las

principales variables fisicas y se espera que los resultados a largo plazo ayuden a



establecer mejores practicas y toma de decisiones para el manejo y conservacion
del Lago de Zirahuén, ya que la falta de planeacién y control de las actividades

humanas conllevan a la pérdida irreparable de los recursos naturales.



2.ECUACION DE TRANSPORTE

La ecuacion de transporte de una sustancia tiene muchas aplicaciones tales como
predecir la transferencia de calor en una placa, el transporte del agua en el suelo,
el flujo en medios porosos, el esparcimiento o dispersion de contaminantes en rios,
lagos, océanos o la atmosfera, etc., (Brodkey R. E., 1988; Hasanoglu & Romanov,
2017; Holzbecher, 2012; Hundsdorfer & Verwer, 2003). En la naturaleza, el
transporte que ocurre en estos procesos es a través de la combinacion de los

términos advectivos y difusivos de la siguiente ecuacion:

%—‘f+u3—‘£+v3—§=1{1327(5+1(2327f+5, )
donde el primer término indica cdmo cambia una sustancia ¢ con respecto al tiempo;
el segundo y tercer término con derivadas espaciales y componentes de velocidad
promedio u y v, representan el transporte con el flujo (adveccién); mientras que el
otro grupo de términos del lado derecho de la ecuacion (el primero y segundo), son
los términos de difusion que representan el esparcimiento a lo largo y a través del
fluido, con K;yK, los coeficientes de difusion en las direcciones (x,y),
respectivamente, y S es el término donde se agregan fuentes o sumideros
(Cushman-Roisin & Beckers, 2010; Kuzmin, 2010).

Tradicionalmente esta ecuacion se discretiza mediante el método de diferencias
finitas, donde el flujo difusivo se calcula mediante una discretizacion centrada,
mientras que para el flujo advectivo que es un poco mas problematico, se considera
un esquema no centrado donde se tiene que hacer una reconstruccién lineal. Sin
embargo, se pueden implementar otros métodos dependiendo de los fenbmenos
que se consideren estudiar (Hundsdorfer & Verwer, 2003; Kuzmin, 2010).

El proceso de adveccidn esta gobernado por la velocidad. Si la velocidad es grande
entonces la adveccion domina el transporte de la sustancia. De lo contrario, si la
velocidad es muy pequefa, entonces el proceso difusivo determinaréa el movimiento
de la sustancia. La proporcion por la cual la advecciéon o la difusién contribuye al

transporte se puede definir en términos del nimero de Péclet.



Una vez que se ha planteado la ecuacion que gobiernan el transporte de una
sustancia y se han mencionado los procesos que intervienen de manera directa en
este fendbmeno, es necesario que el problema mateméatico sea completo, es decir,

gue el problema de un sistema fisico esté bien planteado.

2.1.Planteamiento del problema

Se dice que un problema de valores iniciales y condiciones de frontera esta bien
planteado si cumple lo siguiente:
i) Existe unay sélo una solucién, y
i) ésta depende de manera continua de las condiciones iniciales y de frontera
del problema (Hirsch, 2007a; T. & Strikwerda, 1990).
De manera general, las condiciones iniciales y de frontera que son esenciales para

definir un problema bien planteado son:

2.1.1.Condiciones Iniciales

¢(x,v,0) = @y(x,y), la cual expresa el valor de la funcién al tiempo t = 0.

2.1.2.Condiciones de Frontera

a) Condiciones tipo Dirichlet
o(x,y,t) = f(x,y) especifica los valores que la funcién ¢(x,y,t) toma en la
frontera.

b) Condiciones tipo Neumann

dp(x,y,t)

P = g(x,y) aqui se conoce el valor de la derivada de la funcion

¢(x,y,t) con respecto a la normal n a lo largo de la frontera.

La ecuacion de transporte puede representar una gran variedad de problemas. Sila
derivada temporal o la adveccion o la difusion se eliminan, la ecuacion resultante
puede ser mas simple, aunque puede resultar mas dificil de trabajar numéricamente.
A continuacion, se presenta una tabla resumida del tipo de problemas que se

pueden generar al modificar la ecuacion de transporte.



Tabla 1. Clasificacion de la ecuacion de transporte.

Tipo de EDP multidimensional Una dimension
V- (up — KVp) = s, dp ?p
- “ox 19,2 =%
eliptica
V- (KVp) = s K, 2O
Kigz =S
. - 0
V- (up) =5, W28
hiperbdli o
iperbdlica
P de 6_g0+u6_q0 =5
—+V-(up)=s ot dx
ot
a9 d¢ ¢
— =V (KV = —_ _— =
o~V KVe) =5, ot laxz =¥
parabdlica 5
% _ il il 0%¢
—+V-(up—KVgp) =s U K.~
ot o o T o Kigea
=S.
donde
0,00, 00
V_axl+6y]+az !

u = (u,v,w) componentes de velocidad,

K = (Ky, K, K3) coeficientes de difusion en las direcciones (x,y, z), respectivamente.

2.2.Dificultades numéricas para la ecuacion de transporte

La modelacion numérica de la ecuacion de transporte juega un papel muy
importante en las ciencias e ingenierias. Esta ecuacion se puede clasificar como
una ecuacion diferencial parcial hiperbélica-parabdlica. La presencia de la primera
derivada espacial (término advectivo) en la ecuacion usualmente causa gran
dificultad para la modelacion numérica.

Para una ecuacion hiperbdlica, los esquemas numéricos convencionales, tales
como: el método central, el método de segundo orden, el método Lax-Wendroff, el
método Beam-Warming, etc., tendran algunas dificultades computacionales, ya que
dardn oscilaciones no fisicas en la solucién (también llamadas oscilaciones

numeéricas), a pesar de que son menos disipativas en las regiones de la solucion.
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Por otra parte, los métodos de primer orden, como esquemas: upstream o de Lax-
Friedichs, pueden dar soluciones de oscilacion libre, pero usualmente poseen una
difusién numérica fuerte que causa inexactitudes considerables (Kuzmin, 2010).
Mas adelante se presentan algunos ejemplos de algunas de las dificultades

numeéricas.

2.3.Discretizacién por diferencias finitas

Tradicionalmente el andlisis que se hace es la implementacibn de esquemas
mediante diferencias finitas (Iserles, 2008; LeVeque, 2007).

Para pasar de una ecuacion diferencial a una ecuacion discretizada en diferencias
finitas se parte de considerar una serie de Taylor al proponer una expansion hacia

adelante y hacia atras de la siguiente manera:

f(x+Ax)=f(x)+f’(x)Ax+f”(x)A2i'+---, (2
Ax? 3
f(x—Ax)=f(x)—f’(x)Ax+f”(x)T+---, ©))

donde al truncar la ecuacion hasta la primera derivada se obtiene el esquema de

diferencias finitas hacia adelante:

f(x + Ax) — f(x) (4)

1) = Ax

mientras que del esquema de diferencias finitas hacia atras se obtiene:

iy LS80 ©

X
La siguiente aproximacion es una representacion de las diferencias centradas de la
primera derivada donde el error de truncamiento es de orden de (Ax)?, que
contrasta con las aproximaciones hacia adelante o hacia atras que fueron del orden
de Ax. La aproximacion centrada es una representacion mas exacta de la derivada:

flx+ Ax) — f(x — Ax) 6)

f1e) =~ 20x




De manera similar, la aproximacién para la segunda derivada resulta en

~f(x+Ax) —2f(x) + f(x — Ax)

(Ax)? @

f'(x)

2.3.1.Algunos ejemplos

Para ejemplificar algunas de las dificultades numéricas antes mencionadas

considere la ecuaciéon de adveccion

0 0

_(p + u _(p’

dat d0x
al hacer la discretizacion con base en (4) para la parte temporal y (6) para la parte
espacial se tiene

n+l _

P = 2 (s + 0l ~ o (gl — 0L,
donde
@i = @(x;, tn)
con
t, =ty + nAt; n=20,..T
X; = Xo + iAx; i=0,..,M.

Al reescribir la expresién

1 1
or =Sl T+ el

n+1 0

1 ult
P (i1 + o) + ol — o' — E(‘Pinﬂ - ©
0

1 _ 1 ult 1 -
S0P + 0l 71) =2 (0l = 207 + 9L1) — 5 (91 — 01-) — 5 (01! = 207 + 0 7Y),

y al volver a aplicar el limite, se tiene que:

2 12 272
Op _ax70%¢ 09 A07¢ 8)

ot~ 2At dx? dx 2 ot?

A pesar de que el ultimo término de (8) tiende a cero cuando At — 0, el
comportamiento del primer término de la derecha depende de Ax e inversamente

de At. Esto quiere decir que el método elegido para resolver la ecuacién de
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adveccion no es el adecuado ya que resulta en algo no consistente. Esto se puede
ver también si se calculan las derivadas parciales para obtener
2 2
0% _ 2070
ot? 0x?
Al sustituir esta expresion en (8) da como resultado, ademas del término advectivo,

un término difusivo,

% __ 00 0%

= —Uu :
ot 0x 0x2
donde
Ax? 5 At?

K=—-— ,
2At U 2

es un coeficiente de difusion constante positivo. Es decir, ha aparecido un término
difusivo extra en la ecuacion original, por lo que se debe considerar otro método
numeérico para resolver la ecuacion de adveccion.

Problemas de este tipo se analizan con base en la consistencia, estabilidad y
convergencia de las ecuaciones diferenciales, las cuales se abordaran a

continuacion.

2.4.Andlisis de Consistencia, estabilidad y convergencia

En el andlisis de los esquemas numeéricos, se deben revisar la consistencia,
estabilidad y la convergencia, para poder utilizar una aproximacion numérica con
fiabilidad ya que en algunas ocasiones las aproximaciones que se obtienen por
medio de métodos numéricos difieren de la solucién exacta. A continuacion, se

describen dichos conceptos.

2.4.1.Consistencia

La ecuacion resultante de la discretizacion es consistente con la ecuacion
gobernante si al tomar el limite cuando At,Ax — 0, el error local de truncamiento

tiende a cero.
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2.4.2.Estabilidad

La mayoria de las aproximaciones numéricas se suponen que estan bien
condicionadas de tal modo que la existencia y unicidad de la solucién se garantiza
bajo supuestos fisicamente razonables. La estabilidad y exactitud de algun método
empleado para resolver un problema esta relacionado directamente con la
convergencia del método numérico.

La estabilidad de un esquema numeérico se relaciona con la propagacion del error
numérico. Un esquema de diferencias finitas es estable si el error permanece
constante o disminuye conforme el proceso iterativo continua. Si el error crece con
el tiempo, se dice que el esquema es inestable (Cushman-Roisin & Beckers, 2010;
Hirsch, 2007a; Smith, 1985).

2.4.3.Convergencia

Un método numérico es convergente si la solucion numérica se aproxima a la
solucion exacta de la ecuacion diferencial en cualquier punto x; = iAx y t, = nAt
cuando At,Ax — 0. Esta condicién de convergencia de la solucion numérica a la

solucion exacta de la ecuacion diferencial expresa que el error:
E! = o7 — 3(iAx, nAt),
satisface la siguiente condicion de convergencia:

lim |El-”| =0,
At - 0,Ax -0

con x; = iAx y t, = nAt, fijos.

En general, la convergencia es un problema dificil de tratar ya que la expresion final
del error de discretizacion depende de la resolucién de la malla y del numero de
términos considerados que se utilizan para aproximar la derivada. Sin embargo, la
convergencia de ecuaciones en diferencias se puede investigar en términos de la

estabilidad y consistencia.

12



La importancia de las condiciones de consistencia, estabilidad y convergencia, y su

relacion entre ellas se encuentra contenida en el teorema de equivalenciade Lax,

(Lax & Richtmyer, 1956) el cual menciona que, para un problema bien condicionado
con valor inicial, en el cual su aproximacion de diferencias finitas satisface las
condiciones de consistencia y estabilidad, entonces estas seran las condiciones

necesarias y suficientes para la convergencia, es decir,

Consistencia + estabilidad < convergencia

Cabe mencionar que en la practica cuando se utilizan modelos numéricos, la
convergencia se puede verificar al ejecutar la misma simulacion con distintos
refinamientos de malla y variar el tamafio de paso del tiempo, si los errores
numericos son pequefios y la solucidon se aproxima lo suficiente a la solucidon exacta
entonces se dice que el método es convergente (Hirsch, 2007a; Iserles, 2008;
LeVeque, 2007; Smith, 1985).
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2.5.Andlisis de estabilidad para la ecuacion de transporte

En esta seccion se presenta la estabilidad numérica para la ecuacion de transporte
bidimensional.

Se parte de un esquema de diferencias finitas hacia adelante para el caso la parte
temporal y diferencias centradas para la parte espacial (FTCS, forward in time,

centered in space). Se analiza la estabilidad por el método de von Neumann ya

gue en general es una de las mejores técnicas para analizar la estabilidad de
esquemas numéricos, ademas de que en la literatura se sugiere que aunque se
utilice otra técnica, también es recomendable emplear este método (Hindmarsh et
al., 1984).

En este caso, para la ecuacion de transporte se supone gue se tiene suficiente
suavidad en las fronteras, ademas de que los coeficientes también son suaves y por
el teorema de Cauchy-Kovalevskaya (0 Kowalewski), se garantiza la existencia y
unicidad de la solucién de la ecuacion de transporte (Buske et al., 2012; Courant &
Hilbert, 2008; Mouamba et al., 2020).

Entonces se considera la ecuaciéon de transporte (1) con coeficientes constantes y

sin término fuente o sumidero:

dp dp  dp 2%¢ 0%¢
hiLd L Y =K, —+ K, —— 9

ot "M ax TV, T Mg TR gy ®)
enlaregion0 <X <1, cont=>0yK; =0,K, = 0, u, v, constantes, con condiciones
de frontera ¢,(0,y,t) =0, ¢,(x,0,t) =0, ¢, (1,y,t) =0, ¢,(x,1,t) =0, e inicial
¢ (X, 0) arbitraria.
Se considerara la discretizacion de diferencias finitas FTCS, es decir:

(Pin,j+1 - (PP] (pir}i-l,j - ‘Pin—1,j <pﬁ-+1 - (pir,lj—l
Y R Y
g (10)
K <P?+1,j—2(/’£lj + ‘Pzn—l,j ‘K ‘P?j+1_2‘/’{,lj + ‘plr.lj—l
1 Ax? z Ay? '
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2.5.1.Estabilidad de von Neumann

Para el andlisis de estabilidad se seguira el analisis del método de von Neumann
para determinar las condiciones necesarias y suficientes de estabilidad (Hindmarsh
et al., 1984; Hirsch, 2007a; Hundsdorfer & Verwer, 2003; LeVeque, 2007; Tinoco-
Guerrero et al.,, 2020) (Hindmarsh et al., 1984; Hirsch, 2007a; Hundsdorfer &
Verwer, 2003; LeVeque, 2007), que ademas es una de las metodologias mas
conocidas y clasicas que se basa en el andlisis de los modos de Fourier, en donde

se propone que la funcion ¢} se puede desarrollar de la siguiente manera:

(plnl — Lnei(ikAx+j€Ay)'

| (11)
(pln,] — Lnel(01+9]‘)’

con 6; = ikAx, 8; = j¢Ay,
donde L™ es la amplitud del armonico, 6; y 6; son los angulos de fase con ky ¢ los

nimeros deondapara—n <6, <my-m < 6; <m.

Al sustituir (11) en (10) se obtiene

[n+1i(6i+65) _ n,i(6:+6;) [nei(BitkAx+8)) _ n,i(6i—kAx+6;)

+u
At 2Ax
Lnei(61+9i+{’Ay) _ Lnei(9i+9]-—{’Ay)
+ v
2A
g (12)
[nei@itkAx+6)) _ ZLnei(eiwj) + [nei(Bi—kAx+6;)
=K
1 Ax?
[nei@it0+eAy) _ ZLnei(9i+9]-) + [nei(8i+8;—£4y)
+ K ,
y al reordenar términos
(9 9 ) LTl+1 - LTl uLn an
i(6i+0; + ikAx _ ,—ikAx + itAy __ ,—ifAy
€ At 2nx (¢ e™) 20y (e e™)
K n

. . KL, . .
22 (eLkAx + e—LkAx _ 2) + Ayz (eH?Ay + e—L{’Ay _ 2) ,
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y simplificar, se tiene que

At C C a a
[ =n AT 71 2isen(kAx) — 72 2isen(fAy) + 712 cos(kAx) + 722 cos(fAy) —a; — az],

A

donde se pueden definir los pardmetros de difusién como

At
al — ZKlA_xz,
At
az — ZKZ F,
los niumeros de Courant como
c At _
1 — qu;
c At
2 — vAy'
y los nimeros de Péclet como
p = Ax _ Cy _
1=U 2K, a;’
Ay C,
P=v—=—
=YK, " a,

(13)

(14)

(15)

(16)

Se dice que el esquema de diferencias finitas (10) es estable en el sentido de Lax-

n+1
Richtmyer si [L| = |LL—| < 1 para todo 6,,6,. Se conoce como estabilidad fuerte si

IL| <1y débil si |L] < 1+ yAt (Smith, 1985).

Teorema

El esquema (10) junto con (13) es estable en el sentido de von Neumann si y solo

Si

a1+a2S1,

(17)
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—+2 <1, (18)

Observaciones

e Estas condiciones implican las condiciones de Courant-Friedrich-Lewy
|C,] <1y|C,| <1, pero esto no es suficiente para la estabilidad.

e Una forma equivalente de (17) es C,P; + C,P, < 1, otra es PZa; + P?a, < 1,
de esta ultima desigualdad se puede ver que la desigualdad (17) permanece
(més restrictiva) cuando los P;, P, < 1, y (18) permanece cuando

P;, P, > 1. De otra manera ambas expresiones (17) y (18) son requeridas.

Demostracion
Primero se requiere el uso de identidades trigopnométricas en (13), es decir,

reescribir esta expresion como:

|L|?2 = [Cisen (kAx) + Cysen (£Ay)]% + [1 — a, (1 — cos(kAx)) — a, (1 — cos (£Ay))]?,
© (19)
2
|L|? = [C;sen (kAx) + Cpsen (£Ay)]? + [1 - 2alsen2(kAx/2) — 2a,sen? ({’Ay/z)] .
Ahora para la condicion Necesaria, es decir que |L|?> < 1 para todo 8, a partir de

(19) al hacer expansién en series de Taylor de la funcién seno, ésta se puede escribir

como:
ILI? = [ (kax + 0%) + C,(£8y + O*)]? + [1 — 2a,(*B%/, + 0*)’ - 2a, (My/2 + 03)2]2
= [ClkAx + C,fAy + 03]2 +|1—ag k2§x2 —ay fzéyz +0°,
Ahora al aplicar la aproximacion
(1+x)"~1+nx, (20)

en la expresion anterior, se obtiene

L]

(C1kDAx + C22AY)? + 1 — a k2 Ax? — ay#°Ay* + 0°
= C AR + C2 070y + 2C,CokAxPAy + 1 — aykPAx? — apf?Ay? + 0°
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La cual también se puede rescribir en forma matricial como:

i = 1-6"(a—cc")o+0", (21)
donde
0 = (kix,20y)7, C = (C,, C,)T, & = (061 0?2),
ya que

€6 3 )

o — CCT = a,—Cf  —CCy
—C,C,  ay;—Cj ’

(@— CCTYg = <kAx(a1—cf) —£2AyC,C, >

kAx(—C,C,)  2Ay(a, — C2)

0" (a — CCT)0 = K*Ax*(ay — CE)—kAx€AYC C,—kAxLAYC, C, + €Ay (ay — CF)

= C,°K*Ax? + C,2 02 Ay* + 2C,CokAxtAy + a k*Ax? — ay £2Ay2.

Entonces para que |L|? < 1 para 64, 6, falta verificar que 87 (a« — €C")08 > 0, por lo
que la matriz simétrica p = a — CC”, debe ser definida positiva; en particular, los

elementos de la diagonal a; — C2 y a, — C# deben ser positivos, entonces, CZ < a,

y C? < a,,ysialgln a = 0, entonces C = 0, por lo que se debe suponer que a;, a, >

0, entonces si se define

-1/2
’y:a_l/2:<a1 0/ >
-1/2 )
0 a,

por lo que

p= a2 -yCCTy)a™?,



' =1—yCCTy =1-({OYCO)T =1—-ddT; d=1yC,

B = (“1_1(1 —Cfay™h) artaz'C,C, >
—a;ta;'C 0, ar'(1—CiazY))

g < 1-Clay™) a;1/2a51/26162>
—a; a0, 1-CRayt )

de la forma cuadratica asociada,

Z'f'z=2"z— (dT z)?,

278’z = x2(1 — CPa;™Y) + 2xy(a; ;' %C,C)) + y*(1 — C2azh).
Esto es cierto siy solo sid’ d < 1, ya que
d'd = Cla,™' + C}a3?,
y por lo tanto la desigualdad (18) se cumple.

Suficiente: ahora al suponer que (17) y (18) se cumplen. Si a4, a, > 0, al utilizar la
desigualdad de Cauchy-Schwartz para el primer término de (19) se tiene

(Cisen (kAx) + Cysen (IAy))? < (|Cisen (kAx)| + |Cysen (£Ay)])?

Vaq \/052)2
< Cysen (kAx)|—+ |C,sen (YAy)| —
G CP X )
< |—+—)(a;sen*(kAx) + a,sen “(£Ay))
a, as
< a;sen?(kAx) + aysen 2(£Ay).

Si algun a4, a, = 0, entonces de (18) implica que C; = 0y C, = 0, entonces (22) se
cumple al considerar Unicamente los primeros términos para los que a4, a, > 0.

Ahora al sustituir (22) en (19) y considerar que

zy = 1—cos(kAx); z, = 1 — cos(£Ay),
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sen?(kAx) = 1 — cos?(kAx) = cos?(kAx) = (1 — z)?,

entonces

|L|?

IA

(1= ayz; — @32,)? + a; sen?(kAx) + a,sen 2(£Ay)

= (1- a1z — a;2,)% + a1 (1 = cos?(kax)) + ay(1 — cos?(£4y))

= 1-2m7 — 20,25 + @,221% + 0,°2,° + 200,217 + o, (1 = (1 = 2)?) + a, (1 = (1 = 2,)?) (23)
= 1-2a,21 — 24,25 + 0,°21% + 0,°2,% + 20,0,2125 + 2,21 — a,21% + 20,25 — a,Z,°

= 1 - 2a1a22122 + a12Z12 + 0(22222 - 0(1Z12 - 0(2222

= 1-— alzlz - a2Z22 + (alzl + azzz)z.

Nuevamente al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz en el ultimo término de
(23) se tiene

IA

(layzy| + lazz,])?

(v + ) 4

(a1 + az)(a121* + ayz,%)

(121 + ap2,)?

< alzlz + (XZZZZ,
y de (17) se tiene entonces que |L|? < 1.

Por lo tanto, el teorema queda demostrado y el esquema (10) junto con (13) es

estable en el sentido de von Neumann, (Hindmarsh et al., 1984; Hirsch, 2007a).

20



2.6.Método de elementos finitos

El método de elementos finitos es una de las técnicas numéricas principales para
calcular la solucion de ecuaciones diferenciales. La idea central de este método es
generar funciones de interpolacién requeridas para resolver alguna ecuacién
diferencial. En este método, esto se realiza dividiendo el dominio dado en un
conjunto de subdominios llamados elementos finitos. La frase elementos finitos
frecuentemente se refiere tanto a la geometria como al orden de la aproximacion
utilizada para la variable del problema sobre el elemento (Gockenbach, 2006;
Hirsch, 2007a; Kuzmin, 2010; Kwon & Bang, 2018; Ofate, 2013; Pozrikidis, 2014).

2.6.1.Aproximacidén por elementos finitos. El modelo
estacionario.

Aunque en este trabajo se realizo la implementacion para el modelo no estacionario,
por simplicidad en esta seccion solo se presenta el esquema estacionario, ya que
es la base para estudiar e implementar el no estacionario y la discretizacién para la
parte temporal consiste en agregar la implementacion dada por la aproximacion
mediante diferencias finitas (seccion anterior).

Ahora se desarrollara el esquema de la ecuacion (1) para el problema estacionario

y se obtendra la forma débil de la ecuacion (25) sobre un elemento del dominio Q€.

2 2
do  0p _, 9% . 09 (25)

Al ser o(%) = @°(¥) una aproximacion, la ecuacién (25) no se satisface por completo,

por ende, se define un residuo R de la siguiente manera:

gue generalmente no es cero. El residuo R depende de las funciones de

interpolacion y; y de los coeficientes ¢7, donde
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N
0@ ~ 97 (D) = ) g (26)
=1

con
e @°(X) representa la aproximacion de ¢(x) sobre el elemento Q¢,
» ¢ representa los valores de la funcion ¢°(x) en (x;), un selecto numero de
puntos llamados nodos del elemento, en el elemento Q°,
e y/(¥) son las funciones de aproximacion asociadas al elemento,

e X =(x,9).

Se aplica entonces el método de los residuos ponderados, donde ¢ es una funcién
de peso (Hirsch, 2007a; Reddy & Gartling, 2010), lo que resulta en:

f $dQ + v f —— pdQ = fn % (g—f) $dQ + K, fn :—y(g—?) PdQ, (27)

y mediante la propiedad del producto de la derivada y del teorema de la divergencia,
se obtiene la llamada forma débil del esquema. La forma débil de una ecuacién
diferencial es una ecuacioén integral, que es equivalente a la ecuacién diferencial
gobernante, asi como a sus respectivas condiciones naturales de frontera, pero con

un orden menor en su derivada para este caso, es decir:
o9 op . _ 0p ¢ Op ¢ 28
ulax¢d9+vfﬂ ay¢dn_ Klf ~———d - zf 3 ayd (28)
Al sustituir la aproximacién (26) se tiene que:

N N
0 0
u j P thfyje ¢dQ + vf 3y Z(pfyf ¢dQ
Q j=1 ]

Q j=1
f Z(p]y] _xd'Q KZf Z(PJVJ _dﬂ;

y como la suma es finita, se obtiene el modelo de elementos finitos:

(29)
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N
ayj ayf op y] 8(;[)

E i = 30

7 f (;bdﬂ+ f qbdQ+K1Q F ade+Kzn 3y ay 0, (30)

j=1 Q

0 de manera compacta

N
Z A8, (31)
donde

ay© ay¢ Y] 09, ay; 09,
Aij=uf—¢dﬂ+vf—¢dQ+K1fa— ldQ+K2f——‘dQ.
X 0X
Q

Q Q Q

Nétese que el desarrollo explicito de la ecuacion (31) es

PTAf + 03AL, + 03AL + -+ @R AL =0, (32)

es decir, se obtiene una ecuacion con n incognitas (5, @5, ©5, ..., PL).
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2.6.2.Método de Galerkin

Si se eligen n funciones ¢ linealmente independientes, las cuales en el método de
Galerkin se propone gque sean las mismas funciones de interpolacion, entonces se
determina un sistema de n ecuaciones con n incognitas (Gockenbach, 2006). Por

ejemplo, un esquema para cuatro elementos con nueve nodos se muestra en la

Figura 1.

1 2 114 2

® 2 B

Figura 1. Esquema para cuatro elementos con nueve nodos, en azul los nodos

locales para cada elemento. La numeracién de los nodos locales con direccion

positiva.

Al realizar el desarrollo para cuatro elementos con nueve nodos y al tomar en cuenta
la correspondencia entre nodos locales y globales se llega al siguiente sistema para

cada elemento en el nodo local:

e, e,
1411+ 92412 + PsA1z + QA1 =0, [1]  @2A11 + Q3415 + Pediz + @sAi, =0, [2]
1421 + QA2 + P5Azs + P4hzn = 0, [2] @245 + @3hs; + QeAzs + 9sAz =0, [3]
@1431 + Q2435 + P5Aszs + @43, =0, [5] @431 + 343, + @elss + @sAz, =0, [6]
1441 + 0244 + @sAsz + @44, = 0 [4] P2441 + 93442 + PcAaz + PsAs, =0 [5]
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€3 €4
@sA11 + QeAiz + PoA1z + @sAis =0, [5]  @4A1 + @sAiz + 9gAiz + @741, =0, [4]
@5Az + Pehoy + Pohos + Pghy, =0, [6] @ulAn1 + @shyy + @gdsz + @45, =0, [5]
@531 + PeAzy + Polzz + PgAzs =0, [9]  @udzs + PsAsy + @gdlsz + 9743, =0, [8]
@sAsr + PeAaz + Polyz + PgAss =0 [8]  @4Ass + Qs5Asy + Pghss + 97444 =0, [7]

donde el niumero que aparece a la derecha entre corchetes [#] corresponde a la
posicién global.

Al agrupar cada ecuacion que tiene en comun los nodos globales, esto para cumplir
con el balance de la variable secundaria del ensamble de elementos finitos, se

obtiene lo siguiente:

@141 + @241 + QsAis + @A =0, (1]

P14z1 + 9242 + P5Azz + Qahps + 92411 + 93415 + PeAiz + 9sA, =0, [2]
Q2421 + Q3Az; + Pehyz + PsAzs =0, (3]

91441 + 02402 + O5Asz + Qshss + QsA11 + PsArz + Qghiz + 9741, =0,  [4]
P1431 + Q2437 + PsAzz + Q4Azs + Q2441 + P3442 + PeAsz + PsAss + PsA1,

+ @sA12 + PoA13 + QPgAis + PsAz1 + PsAzz + Pghrz + P7A424 =0,

92431 + 9343, + PsAzz + @sAza + PsAz1 + Pz + Pohzz + Pghys =0, (6]
Pahar + @sAsz + PghAsz + 9744, =0, 7]

PsAs1 + P6Aaz + PoAsz + Pghss + Pahzs + @sAzy + ghzz + 743, =0, (8]

PsAz1 + PAzy + oAz + PgAz, =0, [9]

luego, al suponer que se conoce el valor de la variable principal en las fronteras, por
lo que los valores en los nodos 1,2,3,4,6,7,8 y 9 son conocidos, entonces se elimina

la ecuacion correspondiente a cada nodo y al final se obtiene:

01431 + 92(A32 + Ag1) + 93442 + @4(A34 + Az1) + @s(A11 + App + Azz + Agy)

(33)
+ 06 (A43 + A12) + 97424 + @g(Az3 + A1s) + @oAs3 = 0.
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2.6.3.Funciones de interpolacion y; y coeficientes ¢y
Si se considera la siguiente aproximacion
P¢(x,y) = ag + a1x + ayy + azxy,

es posible calcular ¢¢(x,y) en los nodos, es decir en los puntos 1 al 4.

Al considerar el siguiente esquema

X0y, (X))

(XY, (X,Y,)
Figura 2. Esquema para un elemento bilineal

se obtiene el siguiente arreglo matricial

P1 1 x5 y1 an Qo
P21 (1 x2 y1 X1 a;
P3| \1 x3 y2 x9, [\ a2/
Ps 1 x4 V2 x1¥> as

que al resolver es posible identificar las funciones de interpolacion, y/, de la solucion

aproximada, ¢¢(¥) = X1, ¢fyf (%), necesarias para estos elementos:

"= oAy [z = ¥) (2 = %)),
2= Ty [(v2 =¥ (x = x1)],
Vs = ixdy (1 =) = 0],
Ya [ = »)(x = x2)].

- AxAy
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2.6.4.Ejemplo de una region rectangular con nueve
nodos para evaluar la estabilidad

De la seccion anterior se tiene que

A f il dQ f i dQ+ K f 0, ¢, dQ+ K f 0, 9¢, dQ
j=u| ==¢dl+v | —¢.da+ ——tdQ+ ——dQ,
= X g v dy P 1) ox z dy dy

Q Q Q Q

y al utilizar las funciones de interpolacion ya mencionadas en la expresion (33), se

llega a que

Ao = Ay Ax 1
317 U T V12 T eaxdy

[K,(Ax)? + K, (Ay)?],

1
> [2K; (Ay)? — 4K, (Ax)?],

Ay Ax
~ U127 Y12 " eaxay

[K2(Ax)? + K1 (Ay)?],

Ax
A34 +A21 = —-u—+

2 _ 2
T+ Gaeny (2K (007 — 4K, (47)°),

Apg Ay, +Azs + Ay, = [4K,(Ax)? + 4K, (Ay)?],

3AxAy
Aus+ Ay = uX 4
43T M2 S U e Ay

Ay+ Ax 1
Y127 V12 7 saxhy

[2K,(Ax)? — 4K, (Ay)?],

Azg = — [K»(Ax)? + K, (Ay)?],

Ays + Ay = vX 4
R TN

Ay+ Ax 1
Y12 7Y12 7 6Axhy

[2K; (Ay)? — 4K, (Ax)?],

Az = [K,(Ax)? + K1 (Ay)?].

Entonces la aproximacioén por el método de Galerkin de elemento finito es

u

12Ax [((03 — @1) — 4(ps — @4) + (99 — @7)]

+ 12vAy [(@7 — @1) + 4(@g — @2) + (9g — (@3)]

K, (34)
~ 6(Ax)? [(03 — 202 + @1) + 4(Qs — 205 + P6) — (97 — 2005 + Q)]

K
- 6(A;)2 [@1 — 204 + @7) + 4(902 — 205 + P5) — (93 — 2906 + Po)].
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2.6.5.Analisis de estabilidad

De manera general la aproximacion de (1) en elementos finitos para un arreglo de

nueve puntos en una malla regular es el siguiente:

@s + m [((@3 — @1) — €(@s — @) + (99 — @7)]

v

* 20y(2 +€) [(p7 — 1) + €(@5 — @2) + (9o — (93)]

K,
_ m[(‘l’s =20, + @1) +€(Qs — 205 + @g) — (97 — 205 (35)
+ ¢9)]

K,

Ty T o) LT 2Pt 92) F€(92 = 205+ 0a) = (93 = 206 + 95)]

ﬁ(% — 97+ 91— 93),

donde e puede ser 4 o0 «. La aproximacion (34) de la seccion anterior corresponde
a e = 4 al utilizar el método de Galerkin de elemento finito. Mientras que con e = o
(y sin considerar el término cruzado de difusion) se recupera el arreglo de
diferencias finitas FTCS (10).

Con base en el trabajo de Hindmarsh et al. (1984), el analisis de estabilidad tanto
del esquema (34) como para el esquema (10), se obtiene al considerarlos como un
caso particular de (34), en donde, las condiciones necesarias y suficientes de
estabilidad son:

azgl,

Ci+C?<1,

de donde se puede observar que este esquema es mas estable que el esquema
2 2

FTCS, donde se requeriaque a; +a, <1y % + % < 1. Por lo tanto, el esquema
1 2

propuesto por el método de elementos finitos es también estable.
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3.PROBLEMA INVERSO

En secciones anteriores se hizo la suposicion (de manera implicita) de que se
cuentan con todos los parametros necesarios y adecuados para resolver el
problema de la ecuacién de transporte. Sin embargo, obtener datos o mediciones
de ciertas variables no resulta tan sencillo, por lo que ahora la motivacion en este
capitulo es la de resolver el problema inverso para estimar algunos parametros que
se requieren para solucionar el problema de la ecuacion de transporte, ademas
requerir que estos sean Optimos para que tengan la suficiente precision y permitan
encontrar una representacion valida de la realidad.

En este capitulo se introduce y se hace una breve descripcion de problema inverso,

la formulacion matematica y las técnicas que se utilizan para resolverlos.

3.1.El problema inverso

Los problemas inversos tienen grandes aplicaciones de caracter médico, industrial,
geofisico, ecoldgico, economico, entre otros (Dominguez-Mota et al., 2020;
Hasanoglu & Romanov, 2017; Kabanikhin, 2008; Nocedal & Wright, 2006).
Una de las caracteristicas mas importantes sobre este tema es comprender que los
problemas inversos se pueden describir como problemas donde se conoce la
respuesta, pero no la pregunta, o donde se conocen los resultados/consecuencias,
pero no la causa, es decir, donde se pueden hacer deducciones acerca de un
sistema a partir de algunos datos u observaciones.
Estos problemas se pueden clasificar como:
e De identificacion de coeficientes, es decir, problemas en los que los
coeficientes de la ecuacion se desconocen.
e De frontera, es decir, problemas relacionados con la determinacion de
parametros desconocidos en las condiciones de frontera.
e Geomeétricos, es decir, problemas que se relacionan con la determinacion de
dominios desconocidos.

e De retrospectiva, es decir, problemas con direccién inversa en el tiempo.
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A continuacion, se mencionan algunos ejemplos tipicos (Isakov, 2017; Kirsch, 2011;
Richter, 2016).

Ejemplo 1. Encontrar el polinomio p(x) de grado n con los ceros o raices dadas
X1, ..., Xn. La soluciéon al problema inverso es simplemente p(x) = c(x — x;) ... (x —
x,), c €R. El problema directo correspondiente seria, encuentra los ceros o raices
X1, -, Xy del polinomio dado.

Ejemplo 2. Tomografia. Considerar un plano fijo a través del cuerpo humano: sea
p(x,y) el cambio en la densidad en el punto (x, y). Suponga que un haz delgado de
rayos-X esta apuntando al cuerpo a lo largo de la linea L del plano, y mide cuanta
intensidad se atenua a través del cuerpo. El problema inverso consiste en
determinar la densidad p dada la atenuacion de la intensidad a lo largo de las
integrales de linea.

Ejemplo 3. Problema de eigenvalores Sturm_Liouville. Sea a una cuerda de
longitud L y densidad de masa p = p(x),0 < x < L, con puntos fijos en los extremos
x =0y x =L. Jalar o pulsar la cuerda produce vibraciones. Sea v(x,t),t > 0 el
desplazamiento en x al tiempo t. Considere un desplazamiento de la forma v(x, t) =
w(x)(acos(wt) + bsen(wt)). En el problema inverso se intenta determinar la

densidad de masa p a partir de las frecuencias medidas w.

Para poder plantear un problema inverso es necesario relacionar los parametros de
un sistema con las mediciones u observaciones, en este sentido al suponer
conocidas las leyes o procesos fisicos que gobiernan el sistema, es posible definir
un operador f que relacione los parametros x del modelo con los datos
experimentales y, que pueden ser de naturaleza continua o discreta.
De manera general al resolver cualquier problema inverso, surgen tres interrogantes
o tres propiedades que se deben cumplir: ¢existe la solucién?, ¢es Unica? y ¢es
estable?
Se dice que un problema esta bien condicionado (en el sentido de Hadamard), si se
cumplen estas tres propiedades (Nocedal & Wright, 2006):

1. Existe una solucion al problema (existencia).

2. Hay como maximo una solucién al problema (unicidad).

3. La solucion depende continuamente de los datos (estabilidad).
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Matematicamente, la existencia de una solucién se puede reforzar ampliando el
espacio de la solucion. Si un problema tiene mas de una solucién, entonces falta
informacion acerca del modelo. Si un problema carece de la propiedad de
estabilidad, entonces la solucién al problema es casi imposible de calcular debido a
gue cualquier medicién o calculo computacional estard contaminado por errores
inevitables. Si la solucion al problema no depende de manera continua de los datos,
en general la solucion calculada no tiene nada que ver con la solucion verdadera.
Esta falta de continuidad en la solucién se traduce en que pequefios errores
existentes en las mediciones generan grandes errores en el modelo (Kirsch, 2011;
Richter, 2016).

3.1.1.1dentificacién de parametros

Los problemas de identificacion de parametros consisten en utilizar como entrada
datos observacionales o mediciones indirectas con datos contaminados (ruido),
para encontrar los valores de estos parametros que caracterizan el sistema bajo
investigacion. En algunas ocasiones los problemas inversos estan mal
condicionados en el sentido de Hadamard ya que la mayoria de los problemas de
identificacion satisfacen las dos primeras condiciones, pero no cumplen la tercera
condicion que es la de estabilidad.

Al resolver un problema inverso se pueden aplicar dos enfoques diferentes. Una
estrategia es primero optimizar que discretizar y la otra estrategia es primero
discretizar que optimizar. Por ejemplo, para los problemas inversos de fendmenos
gue describen el transporte de sustancias dado por la ecuacién (1), el problema
resultante es un problema mal condicionado que no se puede resolver al menos que
se regularice adecuadamente. La regularizacion es el proceso de agregar
informacion como la eleccion de parametros o0 suavizar la solucion. La
regularizacion de problemas mal condicionados se puede abordar mediante el
método de regularizacién de Tikhonov. (Hanke & Hansen, 1993; Isakov, 2017,
Karalashvili et al., 2008, 2011; Kirsch, 2011).

Algunos de los métodos propuestos son una generalizacion de métodos que se han
aplicado a problemas de difusién y transferencia de calor. Las condiciones o
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coeficientes desconocidos se remplazan por una funcion constante que hace que el
problema resultante sea posible de resolver analiticamente y se puedan estimar los
coeficientes al comparar con valores experimentales y tedricos mediante el método
de minimos cuadrados.

Otro punto que también es importante mencionar es el conocimiento del problema,
ya que en ocasiones las matematicas no son suficientes, por ejemplo, obtener
valores razonables para los parametros y reconocer o detectar cuales pueden tener
cierto error, puede ayudar a determinar la falta de algin mecanismo importante en
el modelo o el sistema. En estos casos, conocer el problema y la habilidad para
identificar rangos tipicos de los valores de los parametros o variables es una

herramienta invaluable (Chapra, 1997; Forsythe, 1970).

3.1.2.Problema no lineal de minimos cuadrados

En esta seccion se consideran algunos métodos para resolver problemas no lineales
de minimos cuadrados. Estos problemas surgen en el contexto de ajustar un modelo
matematico parametrizado a un conjunto de datos para minimizar una funcion

objetivo f que se puede expresar como:

1 m
F0) =5 ) n@y?, (36)

donde cada r; es una funcion suave de R™ a R. Este problema de minimizar surge
de hacer un ajuste por minimos cuadrados, donde la funcion f(x) mide la

discrepancia entre el modelo y las observaciones, es decir, r; son los residuos.

Por ejemplo, supdngase que se tienen los datos (t;,y;),i = 1,2,...,m y se quiere
ajustar una curva F(t) para encontrar por ejemplo algunos parametros x que

minimicen
1 m
5N - P @)
i=1
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este problema se puede formular como (36), donde se busca minimizar f con

residuos
1i1(x) = 17(Xq,...,Xn) =y — F(t).

3.1.3.Método de Newton

Aungue existen una gran cantidad de métodos de optimizacién, la mayoria tienen la
misma estructura, es decir el método de Newton. Este método se basa en realizar
una expansion en series de Taylor hasta el término cuadratico, mediante el cual se
puede minimizar una funcion f, con Vf = 0, lo que resulta en el siguiente proceso

iterativo:
xk+1 = xk — (P2 (xk) 71T f (x). (38)
O reordenado de la siguiente manera:
Xkt = xk 4 pk,
con (39)

pk = —(72F(0) T PFGR),

donde p* es la direcciéon de busqueda del método de Newton. Se dice que es una
direccion de descenso si y solo si V2f(x¥) es definida positiva. Sin embargo, la
direccion p* puede no ser descendente ya que no hay certeza de que se cumpla la

condicion:
Vf(x)Tpk <0, (40)

ya que es posible que f(x**1) > f(x®)). Esto puede ocurrir si el punto inicial esta

lejos de la solucion. Por lo que una de las desventajas del método de Newton es la
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convergencia local, ya que el punto inicial no puede ser arbitrario para que el método

converja y la direccion p* sea de descenso.

Otro de los inconvenientes que surgen al utilizar el método de Newton es que es

necesario calcular segundas derivadas, lo que puede resultar lento y costoso

computacionalmente. Una manera de mejorar estas desventajas que se presentan

con el método es utilizar el método de Gauss-Newton.

3.1.4.Método de Gauss-Newton

El método de Gauss-Newton es simplemente una modificacién o aproximacion del

método de Newton aplicado a funciones f que son de la forma (36), de tal manera

que se minimice la funcion a partir de (39), por lo que se requiere de V2f(x*),
hessiano, asi como de Vf(x*), el jacobiano.
Al derivar (36) con respecto a x; se obtiene que
of _ arl (41)
ax]' 6
i=1
y como
_ |9 42
ax] l 1 m ( )
donde ] € R™" es el jacobiano de r, entonces el gradiente de f sera
Vf :]TI', (43)

donde r = (ry,...1,)T.

Al derivar nuevamente con respecto a x; se tiene que

el
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m
azf _ z aTi aTi n aZTi
0x;0x; £ \0x; 0x " 0x;0x; )’

=1

el cual se puede rescribir de la siguiente manera

vif=J"] +Q,

con
(44)

m
Q = z 4] Vzri.
i=1

De esta manera, el método de Gauss-Newton resulta de quitar el término Q a la

matriz hessiana, es decir considerar la aproximacion
v2f ~ 7. (45)
Por lo tanto, el método de Gauss-Newton es:

T, <
x D = x0O — (1 1), !

x®+D = x®O — (1, Ty T,

X041 = x (0 4 (o), (46)
donde

p® = - ) U 7

En general el método de Gauss-Newton convergente localmente a un punto

estacionario, pero si los elementos de Q son pequefios conforme se aproxima al

Y =J(x®) y 7, = r(x®)
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minimo, se puede esperar una convergencia rapida. Este seria el caso cuando algun
r; 0 la derivada parcial de segundo orden sean pequefios conforme se aproxima al
minimo.

Como se acaba de obtener, una de las ventajas de este método es que no se
requiere calcular la segunda derivada y que la direccion de busqueda siempre es
en direccion descendente (siempre y cuando J, sea de rango completo), esto debido
a que J;"Ji es semi definida positiva, lo que implica que (J,"J,)~* también lo es, lo
que significa que

PR = —7FGONT ()P F () < . “n
Si J, es de rango completo esta desigualdad se vuelve estricta. Pero no hay certeza
de que el método de Gauss-Newton converja. En general lo que se sugiere hacer

es incorporar un tamarfio de paso (longitud de paso) a® en la iteracion:

x(k+1) e x(k) + a(k)p(k),

y utilizar alguna de las condiciones como las de Armijo y Wolf para asegurar que la
direccién sea descendente en cada iteraciéon (Nocedal & Wright, 2006).

Para la mayoria de los casos de problemas de minimos cuadrados no lineales el
método de Gauss-Newton no es el adecuado ya que no converge de manera global,
es decir el jacobiano esta mal condicionado y la direccién de busqueda se vuelve
muy grande o no esta definida. Para asegurar la convergencia global es necesario
regularizar el problema original, es decir, redefinir p® como la solucién del
problema de optimizacion y utilizar el método de Levenverg-Marquardt (Gill &
Murray, 1978; Nocedal & Wright, 2006).

3.1.5.Método de Levenberg-Marquardt

El método de Levenberg-Marquardt se puede obtener al utilizar la misma
aproximacion de Gauss-Newton del hessiano, pero en vez de utilizar la busqueda
en linea (busqueda lineal), se utiliza la estrategia de una region de confianza (trust

region). Al usar la region de confianza se evita una de las desventajas de Gauss-
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Newton cuando el Jacobiano se dice que es de rango deficiente (Nocedal & Wright,
2006).

Un método de region de confianza al igual que los métodos de busqueda en linea
generan sus pasos con la ayuda de un modelo cuadratico basado en la expansion
de series de Taylor de la funcion objetivo, pero de manera distinta. Los métodos de
busqueda en linea utilizan este modelo para generar una direccion de busqueda y
se enfocan en encontrar un tamafio de paso adecuado a lo largo de esta direccion.
Los métodos de regién de confianza definen una region alrededor de la iteracion
actual dentro de la cual se confia que el modelo es una representacion adecuada
de la funcion objetivo y elige el paso como un minimizador aproximado del modelo
en la region de confianza.

El método de Levenberg-Marquardt combina dos algoritmos de minimizacion, el
método de descenso del gradiente y el método de Gauss-Newton. En el método de
descenso del gradiente, la suma de los errores cuadraticos se reduce al actualizar
los parametros en la direccion de descenso mas pronunciada. Mientras que en el
de Gauss-Newton, la suma de los errores cuadréticos se reduce al suponer que la
funcion de minimos cuadrados es localmente cuadréatica y encuentra el minimo de
ésta. El método de Levenberg-Marquardt funciona mas como un método de
descenso del gradiente cuando los parametros se encuentran lejos del valor optimo,
y funciona como el método Gauss-Newton cuando los parametros se encuentran
cercanos al valor 6ptimo (Croaze et al., 2012; Gavin, 2019; Gill & Murray, 1978;
Lourakis, 2005; Nocedal & Wright, 2006).

Para una region de confianza esférica, el subproblema a resolver (es decir, la

optimizacion de p®) en cada iteracion es

1
7;1(9’(1)15||]kp(") + 7e||°, conlarestriccion  [[p®|| < Ay (48)

con A, > 0 el radio de la region de confianza, donde se define la funcién m,; como:

1

2 T 1 T
m(p®) = > | e + kp®|” + p® Jime + Ep(k) JETkp®.

(49)
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(se quitara el contador k para el resto de la seccion)

Cuando la solucion pgy (GN: Gauss-Newton) de las ecuaciones de Gauss-Newton
se encuentra estrictamente dentro de la region de confianza (||pgy|l < A), entonces
el paso p;y también resuelve el problema (48).De lo contrario, existe un A > 0 tal

gue la solucién p;,, (LM: Levenberg-Marquardt) de (48) cumple que |lp.ull = A,y
J'J+ADp = =", (50)

donde A es el multiplicador de Lagrange correspondiente a A. El parametro A se
tiene que encontrar de manera iterativa y para reducir costos computacionales se
han desarrollado variantes de (46), que buscan una solucion para p en un
subespacio bidimensional (Branch et al., 1999).

La expresion anterior (50) se verifica mediante el siguiente lema que menciona que

si el vector p;,, es solucion del subproblema de la region de confianza
min||/p + 7||?, con la restriccién ||p|| < A,
p

esto se cumple si y solo si p;,, satisface la restriccion y existe un escalar 1 > 0 tal

que

(]T] + A])pLM — —]TT',
A(A = Ip"™) =o.
(JTJ + Al) es semidefinida positiva.

(51)

Las ecuaciones de (50) son las ecuaciones normales para el problema de minimos
cuadrados de:
2

(52)

gzl + o

La equivalencia de (50) y (52) da una manera de resolver el problema sin tener que
calcular el producto J7]. Para encontrar el valor de 1 que se aproxime al A dado, se

pueden utilizar diferentes métodos para encontrar raices (Nocedal & Wright, 2006).
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3.1.6.Rutina Isqnonlin (nonlinear least-squares)

Los algoritmos de optimizacion que se mencionaron anteriormente se pueden
implementar en el software de Matlab ya que este cuenta con la paqueteria de
optimizacion que tiene integrada la funcion Isgnonlin, que implementa un algoritmo
de regién de confianza para resolver problemas no lineales de minimos cuadrados

(36). A continuacién, se dara una breve descripcion de la paqueteria.

El comando de optimizacion que minimiza la funcidn objetivo se define de la
siguiente manera

x = 1lsgnonlin(fun,x0,1b,ub),

donde la funcion objetivo, fun, debe tener los parametros del modelo y los datos
experimentales. Esta funcion muestra el error del modelo tomando como referencia

los datos experimentales que se define como:

n
min|lr(x)|I7 = min (Z r? (x)>-
i=1

El comando 1sgnonlin encuentra un minimo para la suma de los cuadrados de la
funcion descrita en fun. Los parametros Ib, ub definen los limites inferior y superior,
por lo que la solucion puede acotarse en el rango de Ib < x < ub, y xe representa el
punto inicial. Una opcion es dejar los valores de Ib y ub como vectores vacios para
gue no existan cotas.

Esta rutina permite elegir el algoritmo de confianza-region-reflectante (trust-region-
reflective) por default que es un subespacio del método de region de confianza
basado en el método de Newton (interior-reflective Newton) o también se puede
utilizar el método de Levenberg-Marquardt (Coleman et al., 2008; Coleman & Li,
1994, 1996; Moré, 1978; Nocedal & Wright, 2006; Richter, 2016).
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https://la.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.html#buuhch7_sep_shared-x
https://la.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.html#buuhch7-fun
https://la.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.html#buuhch7_sep_shared-x0
https://la.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.html#buuhch7_sep_shared-lb
https://la.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.html#buuhch7_sep_shared-ub

3.1.7.Ejemplo de aplicacion de la rutina Isqnonlin

A continuacion, se presenta un ejemplo donde se considera una serie de datos
mi,¢), i =1,2,...n, correspondientes a los valores en la frontera de la

concentracion de un trazador, a los que se les desea ajustar una elipse como se
muestran en la Figura 3.

757

6.5 -

¢(m)

55¢

17 17.5 18 18.5 19 19.5 20
7 (m)

Figura 3. Elipse Optima para el conjunto de datos (n;,{;).
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En este caso, lo que se desea es que mediante el método de minimos cuadrados
se encuentren los parametros optimos (x4, x,), de tal manera que los puntos (;, {;),

se ajusten adecuadamente a la elipse cuya funcion es

((n —nc)cosd + ({ — {)senh)? N ((n —nc)send — ({ — {)cosh)? 1
(X1 * Oma)? (x2 - omi)? -

)

con centro en (n.,{.), un angulo de rotacion 6 y varianzas del eje menor y mayor de

la elipse dados por o,,,, Y 0., respectivamente.

De este modo el error r; debido a cada punto esta dado por:

(= n)c0s8 + (G — §)send)?  ((n; = no)send — (G — §)cosh)?
(xl ) O-ma)z (xz ’ Umi)z

T'i:1

)

por lo que la funcion f(x) a minimizar sera:

n

Flx) = Z <1 _ ((mi —nc)cosh + ({; — {.)send)? B ((n; —ne)senb — (¢; — (C)c056)2>2’

(xl ' Uma)z (xz ' Umi)z

=1

con base en los dos parametros (x; y x5).

Para resolver este problema con ayuda de la paqueteria de optimizacion Isgnonlin,

se programa:

x = lsgnonlin(r, [0.1,0.1],[],[],options),

donde

r = @)1~ ((1=7c)c0s0 + (¢ = £)5en0)/(x(1) * Tma))- 2 = (0 — nc)send — (¢
— 2.)c0s0)/(X(2) * Tni)). "2

Con los options dados por:

% options = optimset ('Display’','iter', ...
'Algorithm', 'levenberg-marquardt', ...

o°
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'"TolFun',le-16, 'TolX',le-16, ...
'FinDiffRelStep',le-2);

o o°

De esta manera se obtienen los pardmetros Optimos x; y x, para ajustar la mejor
elipse. N6tese que 1 y ¢ son los vectores que contienen todos los puntos y por lo
tanto r es el vector de todos los errores. La instruccion Isgnonlin de manera implicita
calcula la suma de los componentes de r, es decir, crea la funcidon f(x); comienza
en este caso en el punto 0.1 para ambas incognitas e internamente realiza el

desarrollo basado en el algoritmo de Levenberg-Marquardt.
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4 PROBLEMAS INVERSOS PARA LA
ESTIMACION DE PARAMETROS
FISICOS EN EL LAGO DE ZIRAHUEN

En esta seccién se resuelven dos problemas inversos para la estimacion de
parametros fisicos en el Lago de Zirahuén a partir del andlisis de imagenes de un
experimento con un trazador.

Primero se inicia con el problema de la estimacion de la concentracion del trazador,
en la cual se hace una aproximacion del area mediante un circulo y después se
aplica el problema inverso para obtener los parametros éptimos para ajustar una
elipse que representa mejor el area de la concentracion (ver seccion anterior).
Después se resuelve otro problema inverso, pero ahora aplicado a la ecuacion de
transporte para obtener los coeficientes de difusién éptimos para el Lago de
Zirahuén. Este problema matematico consistio en discretizar la ecuacion de
transporte bidimensional por el método de elementos finitos (2.6.Método de elementos
finitos) y después plantear un problema de optimizacién de minimos cuadrados no

lineales para la resolucién de problemas inversos (cap. 3.PROBLEMA INVERSO).
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4.1.Experimento de trazadory el problema inverso para
estimar la concentracion

Emplear imagenes para estudiar la dinamica y el transporte de los fluidos no es algo
reciente (Bezerra et al., 2009; Lawrence et al., 1995). Existe una amplia gama de
estudios para monitorear cuerpos de agua y asi comprender el transporte de
sustancias para conocer el destino y/o distribucién de dichos elementos. El uso de
experimentos de trazador y la informacion que se puede obtener de éstos se utiliza
para proporcionar mapas espaciales y temporales de la distribucion de la
concentracion de sustancias, por ejemplo, afloramientos algales, descargas de
residuos, transporte y destino de micro-plasticos, etc. Ademas, pueden servir para
alimentar modelos matematicos que simulen el transporte para la determinacion de
parametros mediante la resolucion de problemas inversos.

Los experimentos de trazadores se utilizan para comprender como es la distribucion
y dispersion de contaminantes (Li De-Sheng, 2015; Powers et al., 2018). En un
cuerpo de agua esta distribucién puede ser debida a escorrentias o a descarga de
aguas residuales y pueden tener afectaciones tanto ecoldogicas como de salud.
Aunque existe una gran variedad de técnicas que se utilizan para tratar de
comprender o predecir como se transportan o dispersan estos contaminantes,
muchas de estas técnicas pueden ser costosas, tardadas o dificiles de implementar
en lugares remotos.

Debido a que la difusion no se puede medir directamente salvo con equipos
altamente sofisticados que midan escalas turbulentas, en este estudio se realiz6 un
experimento con un trazador en el Lago de Zirahuén durante julio 2018, donde se
llevé a cabo la liberacion de colorante natural y se utilizé un drone DJI Phantom 4
(DJ1, Shenzhen, China) para grabar en video e imagenes la distribucidén de colorante
Figura 4. La captura de video, de aproximadamente 5 minutos de duracion, se
realiz6 a aproximadamente 50 m de altura. Las caracteristicas de cada video
presentan un ancho y alto de fotograma de 3840 y 2160 pixeles, respectivamente,
y una velocidad de 30 fotogramas/seg. Se consideraron imagenes cada 40

segundos.
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— 50m

Figura 4. Esquema de experimento de trazador.

Mediante técnicas de procesamiento de imagenes y video se manipularon los
componentes de color de las imagenes ajustando los niveles de rojo, verde y azul
(RGB) para aumentar el contraste de la distribucion de colorante (Figura 5).
Posteriormente se cre6 una mascara de segmentacion donde se transforman los

colores y se trabajo con la imagen binaria.

Figura 5. Procesamiento de imagenes.
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Para evaluar la extension del colorante se estimo la distribucion del area utilizando
dos aproximaciones. En la primera se consideré que la region del colorante se
podria aproximar mediante un circulo equivalente al area de la region del colorante
Cc (Concentracion de circulo), mientras que, en la otra aproximacion, la extension
del colorante se estim6 mediante una elipse Ce (concentracion de la elipse).

Para el caso del circulo, la manera de representar el area de cada region es con el
namero total de pixeles. Para esto se tomaron en cuenta las dimensiones de una
boya de referencia (de dimensiones conocidas de 15x8 cm?) que se utiliz6 para
sefalar el punto de la liberacion del colorante. Por ejemplo, el &rea de la primera 'y
ultima imagen fue de 0.63 m? y de 17.71 m?, respectivamente, de donde se puede
calcular el radio equivalente a partir de A = mR?, es decir, la primera y Ultima imagen
se puede caracterizar mediante un radio de 0.44 m y de 2.37 m, respectivamente.
El segundo caso, consistid en proponer una elipse que se ajustara a los datos ya
gue la propagacion natural del trazador se caracteriza mejor mediante esta forma.
Para el ajuste de la elipse primero fue necesario encontrar el centro y orientacion
de los datos, y después mediante el problema inverso se determiné la longitud
optima del eje mayor y menor (ver Figura 3 de la seccion anterior).

Para obtener los parametros de la elipse, primero considérese (n;,¢;),i =1,2,...n

los puntos frontera de la region. Entonces el centro geométrico (1., {.) se define

como:
1 1
Ne =Xt S =Xl (53)
y las varianzas:
1 1
0; = g Tl —n)? 5 0f =5 Xkl — ) (54)
y la covarianza como:
1 n
— ) (0. — 55
O_ni(n_l);(nc 771) ({c (l)' ( )

por lo que la orientacion de los ejes principales se determina por:
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1
0, = > tan~' (20707 [of — 0}), (56)

y la varianza en la direcciéon del eje mayor y menor por:

2 2 2 232

o5 +o (0f + 0f)

2 _ UM 4 n ¢ 2
+\/ —0,$U(+0,74-0,75,

O-ma - 2 4
(57)

2
- aﬁa{ + 0,0

, _aﬁ+cf§2 (0,?+0(2)2
Omi =T 7 4

Entonces para calcular la longitud 6ptima del eje mayor (x; - 6,,,) Y del eje menor
(x, - om;), Se considera la ecuacion de la elipse con centro en (7., {.) y rotada un

angulo 6:

((n —nc)cosd + ({ — {)senh)? N ((n —nc)send — ({ — {)cosh)* 1
(X1 " Oma)? (x2 - omi)? -

Si algun punto de la regidén no se encuentra en la elipse esto genera un error dado
por:

(1= 10050 + (G = G)send)? (i — n)send — (G — 5e)cosd)?
(X1 ) O-ma)z (xz ) Umi)z

T'l':1

)

y entonces el error cuadratico para todos los puntos sera
n
1 2
f0)=3) ()
i=1

Por lo tanto, esta ecuacion es la que se busca minimizar con base en los dos
parametros (x; y x,) para tener la mejor elipse que represente las areas del trazador
(Chaudhuri, 2010; Emery & Thomson, 1997; Peeters & Hofmann, 2015). Este
ejemplo se desarroll6 en la seccion anterior (3.1.7.Ejemplo de aplicacién de la rutina

Isgnonlin).

En la Figura 6 se muestran las imagenes del experimento de trazador junto con el

ajuste de las elipses realizado mediante el problema inverso.
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Figura 6. Experimento de trazador. Las imagenes (A-H) muestran la distribucion del
colorante y la evolucion temporal y espacial correspondiente después del
procesamiento de imagenes en (a-h). Las elipses de variabilidad Optimas se

muestran en color azul con centro geométrico marcado con un asterisco rosa.
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4.2.Problema directo e inverso de la ecuaciéon de
transporte

El objetivo de esta seccion es encontrar el coeficiente de difusion optimo para el
Lago de Zirahuén, y para poder encontrarlo, el procedimiento requiere de resolver
el problema directo (es decir, la ecuacién de transporte) utilizando el método de
diferencias y elementos finitos con un coeficiente de difusiébn y un campo de
velocidad dados, y después aplicar el problema inverso de manera iterativa
comparando la concentracion obtenida numéricamente del problema directo con los

datos observados, hasta obtener el coeficiente de difusion 6ptimo.

Para realizar esto, se comparara el area de la concentraciéon con base en los dos
meétodos descritos anteriormente, es decir, donde se sugiere que la concentracion
tiene forma circular (C.) o de forma de elipse (C,). Ademas, se consideraran los casos
donde K; =K, y K; # K, para la ecuacion (1), esto es, se consideran los

coeficientes de difusion distintos respecto a las direcciones x, y.

La formulacion matematica del problema inverso para encontrar el coeficiente de
difusion 6ptimo se desarrolla a partir de minimizar la funcion objetivo f(K) dada por

la diferencia entre la solucion ¢ y las observaciones ¢, de la concentracion:

min f (K) = lrll2, 7 =¢— @y donde K =K, = K, 0K; # K.
¢ se obtiene de resolver la ecuacion de transporte (1):

dp  dp 0 0% 0%
It It A ik U il
ot T Max TV, T Mg T2 52

dado un campo de velocidad (u,v) y el K o K; yK, (segun sea el caso) los
coeficientes del tensor de difusion.

El tensor diagonal de difusion se puede expresar como

K, O
k=( )
0 K,
si el flujo no es paralelo a los ejes cartesianos se requiere de los términos cruzados:
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K, K
K = ( 1 12)_
Ky K

Conocer el coeficiente de difusion es fundamental para los procesos internos como
la estratificacion y mezcla (Bachman et al., 2020; Edwards, 1998; Qian et al., 2009;
Starosolszky, 1974; Wang, 2013).

4.2.1.Campo de velocidad

Las observaciones de las velocidades del flujo se realizan usualmente mediante
sensores tales como correntimetros y perfiladores acusticos, pero uno de los
inconvenientes de estos métodos es que resultan muy costosos en términos del
equipo y muestreo. Una alternativa mas viable es el uso de vehiculos aéreos no
tripulados (UAV unmanned aerial vehicle) que permiten la recoleccion de datos de
alta resolucion y en areas mas grandes a un costo minimo. Esta tecnologia se utiliza
para medir el campo de velocidad superficial mediante el uso de técnicas basadas
en imagenes lo que resulta en un método rentable y ecolégico (Guerrero & Lamberti,
2007; Pinton et al., 2020). Este método fue el que se uso en este proyecto con base
en las mismas imagenes obtenidas del drone.

El campo de velocidad se obtuvo mediante la comparacion del desplazamiento de
dos contornos consecutivos al considerar el centro geométrico de la distribucion del
colorante, con un paso de tiempo de 40 segundos. A partir del centro geométrico
entre cada contorno se pudo calcular la velocidad al dividir la distancia recorrida
entre el paso de tiempo. De esta manera cada componente de la velocidad se
estimé como:

_ Xe(i+1) T Xe() | _ Ye(i+1) — Ve (@)

O]

tarn — ta tirny —tay

Los datos obtenidos se muestran en la Tabla 2 y en la Figura 7.
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Tabla 2. Datos de tiempo y centro geométrico entre cada contorno, para obtener u

yv.
t(s)| x Ye |u(m/s) | v(m/s)
30 |16.4837 | 6.4725 | 0.0250 | -0.0055
50 |16.9838 | 6.3624 | 0.0194 | 0.0029
90 |17.7586 | 6.4793 | 0.0231 | 0.0011
130 | 18.6824 | 6.5220 | 0.0225 | 0.0020
170 | 19.5822 | 6.6005 | 0.0220 | 0.0041
210 | 20.4634 | 6.7630 | 0.0231 | 0.0030
250 | 21.3856 | 6.8815 | 0.0251 | -0.0030
8.5 K T
8 i .,"\\I..\¥ - .
J’_ J ;_.' - Y \..I
7.5 " I/' : |
7 — .i = 5 |
/ | - —= \
6.5 e T e W ; -
T / N
5_5 — i ) e —1
5 - -~
0 1 2m
4.5 2.56x10 *m/s
I
4 | | | | |
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
x(m)

Figura 7. Contornos seleccionados para calcular el campo de velocidad, y vectores

de velocidad promedio para cada contorno.
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La velocidad promedio de cada componente

1% 1%
U=_> @) V= @),
n 4 N
=1 =1

fue

U =0.02m/s, V =635x10"*m/s.

4.3.Modelo matematico de la ecuacion de transporte

Para resolver el problema directo de la ecuacién de transporte se considerd la region
obtenida con base en el experimento del trazador Q = {(x,y):0<x <30m, 0 <
y < 17 m}, de acuerdo con la altura y al numero de pixeles de donde fue capturada
la imagen (Figura 6). Se consider6 un campo de velocidad constante con U =
0.02m/s, V = 6.35 x 10~* m/s (Figura 7) y para resolver el problema, un valor inicial
y constante de 0.005 m?/s para coeficiente de difusion K. Se utilizaron condiciones

de frontera tipo Neumann. Los parametros de la condicion inicial para cada caso se
muestran en la Tabla 3.

Tabla 3. Condicion inicial para casos C, y C,.

Trazador Trazador
C. C.
(1—(x—x,)cosO—(y—y.)senBd)? + (1—-(x—x;)cosO—(y—y.)senB)?
CO =e Uﬁu‘ arzrla
.C_E _(x=x)*+(Y—ye)?
9 Co=e 2R? 02, = 0.255 m?
= R =0.44m o2; = 0.498 m?
Ne)
2 Xc = 1648 m 6 = 0.4876 rad
C
3 Ye = 6.47m x, = 16.48 m
Y. = 647 m

Se utiliz6 la paqueteria PDE Toolbox de Matlab (Mathworks, 2016) para resolver la
ecuacion de transporte. Esta paqueteria cuenta con funciones integradas que

resuelve las ecuaciones diferenciales parciales mediante analisis de elemento finito,
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en la cual el dominio se dividié en elementos triangulares (Figura 8) con base en

varias pruebas para obtener una configuraciéon adecuada. En la Tabla 4 se muestran

las caracteristicas del dominio para el tamafio del elemento distinto.

10 T . -
WAVAYAVAVAVAVA <
9+ 4 _
<
8_ r
—_— 7 i / <—
E 1 2 <
> 6 e e .
\ 7 <
5 \\ 4
4_ S -
gD /N AN IN /N /N N /N /N /N /\
16 18 20 22 24 26
x (m)
10
9_
8_
g 7
> 6
5
4 b
3 2 L 2 2 I
16 18 20 22 24 26
x (m)

Figura 8. Dominio rectangular con tamaro del elemento = 1 y 0.5 m. Contornos en

negro indican condicion inicial/final.

Tabla 4. Caracteristicas de malla triangular

Tamano del elemento | Nodos | Elementos
1m 2447 1176
0.5m 9613 4712
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4.4.Caracteristicas generales de la distribucion del
colorante

En la Figura 6 se observd que la evolucion espacial del colorante presentd una
tendencia hacia la derecha debido al forzamiento del viento en la cual fue advectada
aproximadamente 6 m con una dispersion casi homogénea de aproximadamente 1

m hasta 5 m de extensién durante 290 s.

4.5.Estimacion del Coeficiente dptimo de difusion

4.5.1.Caso C.

En la Tabla 5 y en la Figura 9 se presentan los resultados del problema de

optimizacién cuando se considera la concentracion del trazador como una

: . - e g Ki O
circunferencia, para los coeficientes de difusion (Ig 2) y ( 01 K )
2

En la gréfica, la funcion f(K) y del numero de iteraciones se puede observar una
convergencia suave en la que el proceso de minimizar se logra para la tolerancia
prescrita de tol =1 x 107° (Figura 9). Cuando K = K; = K,, con un tamafio del
elemento de 0.5 m (representado con una linea con cuadrado), el primer valor para
la funcion inicia en 660.1 unidades y termina en 10.4 unidades. Para el tamafio del
elemento de 1 m, cuando K; = K, (linea-circulo) inicia en 159.3 unidades y termina
en 2.6 unidades, los valores son similares para K; # K, (linea-triangulo) y K; # K5,

por lo que en la grafica se observa como si solo estuviera una configuracion.
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—a— K1 = K2 tamarnio del elemento = 0.5

s K1 +* K2 tamano del elemento = 0.5

funcion objetivo

10°

0 2 4 6 8 10
lteracion

Figura 9. Funcion objetivo y nimero de iteraciones para tamafo del elemento de 1

m y tamafio del elemento de 0.5 m, con K; = K, y K; # K;.

Se puede observar que, a partir de la quinta iteracion sin importar el tamafio del
elemento o los coeficientes a encontrar, el problema converge mas rapido a la
solucién. Es decir, para esta iteracion la region de confianza logra encontrar el valor
optimo para K; = K, y K; # K;, ya que el error es minimo entre las observaciones y
la solucion numérica. La diferencia entre los valores que toma la funcion entre

iteraciones consecutivas es menor que la tolerancia.

En la Tabla 5 se muestran los valores obtenidos del coeficiente de difusién y el error
estimado para los distintos casos. Para las cuatro configuraciones distintas se logra
encontrar la solucién después de nueve iteraciones. Aunque al considerar distintos
tamafios del elemento el tiempo de computo incrementa proporcionalmente, no hay
mucha diferencia en los valores encontrados para K; y K,. Por lo que, a partir de
aqui se considerara la configuracion con elementos de tamafio de 1 m. Nétese que
ademas el tiempo de cOmputo aumenta dependiendo de los parametros a optimizar,
es decir, para uno (K, = K,) y dos (K, # K,) pardmetros.
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Tabla 5. Pardmetros y estimacion del coeficiente de difusion para el caso areas C..

CC Kl = Kz Kl #—' Kz
Ki; =K;; =0
Tamaro del
0.5m 1m 1m
elemento
No.
_No.de 9 9 9
iteraciones

No. Of function
evaluations at 20 20 30
final iteration

Tiempo
computacional ~189 ~56 ~81
(seg)
K; = 0.00724
K,y K, (m?/s) 0.006845 0.00677
K, = 0.00631
RMSE 0.0330 0.0331 0.0330

A manera de ejemplo, enseguida se muestra la evolucidon temporal de la
concentracion cuando K; = K, (Figura 10). Se puede observar que la distribucién
de la concentracion es de forma circular y con una tendencia hacia la derecha
debido al campo de velocidad dado. Se observa que a medida que la concentracion
se extiende o distribuye en un area mayor, la concentracién es menor en el centro.
El coeficiente de difusiébn optimo que se obtuvo en este caso fue de K; = K, =

0.006 m? /s, independientemente de la resolucién utilizada.
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Figura 10. Distribucion de la concentracion. Contornos de concentracion obtenida

con coeficiente de difusion éptimo K; = K, , para tamafo del elemento de 1m.

En Figura 11 se muestran la distribucion de la concentracion obtenidos para analizar
distintas resoluciones y verificar la estabilidad, convergencia y el tiempo de computo
del modelo. En las Figura 11 a y c el color representa la solucién final del modelo
matematico. Para un analisis visual mas simple, entre la solucion numérica y las
observaciones, se consider6 un solo contorno, la linea negra es de las
observaciones y la linea en rojo es para la solucion del problema de la ecuacién de
transporte una vez que se encontrd el coeficiente 6ptimo. Al considerar un solo
contorno, de manera visual se puede observar un ligero desface y una disminucion
en la solucidn, pero el error cuadratico medio que se obtiene es considerablemente
pequefio y se puede considerar como una buena aproximacion a la solucion (Tabla
5).
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Figura 11. Contornos de concentracion obtenida con coeficiente de difusion 6ptimo
K; = K, , para tamafio del elemento de 1 y 0.5 m. Contorno negro de las
observaciones y contorno rojo de la solucién. En b) y d) los datos vs. solucién

analitica con ajuste lineal con SSE y R?.

Para evaluar el desempefio se consideraron el error de la suma de los cuadrados

gue se define como:
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N
SSE = ) (0= Pone)’;
i=1
y el coeficiente de determinacién

s 30 = D) (P, ~ o)
5 2
\/Z?ﬂ(% - 9) \/Zln=1 (gpobSi - (pObs)

R

En Figura 11b y d ahora se presenta una comparacion entre todo el campo de
distribucion del colorante donde se presenta el error cuadratico (SSE) y el
coeficiente de determinacion (R?) entre la solucién numérica y las observaciones.
En este caso el coeficiente de determinacion en ambos resulté de 0.91, es decir que
los campos presentan una buena correlacion lineal. Cabe resaltar que el error SSE

en 10d es mayor, pero esto se debe a la resolucién considerada.

A continuacion, se muestran los resultados cuando K; # K,. En este caso los
coeficientes de difusion son del mismo orden que cuando K; = K,, con valores
aproximadamente iguales, aunque con el valor de K, ligeramente mayor (Figura 12).
Como se puede observar en la Tabla 5 el error obtenido es igual para los tres casos,
es decir, se reduce un poco donde se considera el tamafio del elemento menor y
cuando se consideran los coeficientes distintos. En Figura 12b se presenta el error
entre los datos y el ajuste (SSE) y el coeficiente de determinacion (R?), de 1.02 y
0.91 respectivamente, lo que indica una buena correlacion. Esto es de esperarse ya
gue se estd analizando y forzando a que la distribucibn sea en forma de

circunferencia Ce.
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Figura 12. Contornos de concentracion obtenida con coeficientes de difusion

optimos con K; # K, .

4.5.2.Caso C.

Ahora se considera la concentracion como una elipse. Se utilizan los mismos
pardmetros para alimentar la ecuacion de transporte como en el caso anterior y las
simulaciones se realizan con el tamafio de elementos de 1 m.

De manera similar que Cc se puede observar una convergencia suave en la
evolucion de la funcion objetivo y el nimero de iteraciones (Figura 13). De los casos
analizados también se tiene que cuando K; # K, (Tabla 6), el tempo de computo
es mayor y las iteraciones incrementan en 1 y 3 veces mas, pero la soluciéon se
puede decir que es mas exacta ya que el error disminuye. Cuando K; = K,, se
obtiene una solucion después de 7 iteraciones. Para el caso de las elipses ademas
se agregan los términos no isotropicos de la matriz de difusion K;,, K,;. Cuando
K: # K, y K;, = K,; =0, la convergencia se logra después de 8 iteraciones y
cuando K; #K,y K;, # K,;, la solucion optima se obtiene después de 10

iteraciones.
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Tabla 6.

Parametros y estimacion del coeficiente de difusion para el caso areas C,.

Ce K1=K2 Kl:pth Kl:pthy
Ki; =K1 =0 Kiz = K3y
_No.de 7 8 10
iteraciones
No. de
evaluaciones 16 27 44
de la funcién
Tiempo
computacional ~52 ~79 ~124
(seg)
K; = 0.0053
K, = 0.00516 K, = 0.0021
K,y K, (m?/s) 0.00328
K, = 0.00206 K;, = 0.0008
RMSE 0.031 0.0294 0.0286

Enseguida se muestra la evolucién temporal cuando K; # K, y K;, = K,;, donde se

puede observar la distribucion de la concentracion en forma de elipse moviéndose

hacia la derecha debido al campo de velocidad dado y conforme avanza en el

tiempo se observa menor concentracion en el centro.
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Figura 14. Distribucién de la concentracion. Contornos de concentracion obtenida

con coeficientes de difusion optimos K; # K, Y K;, = Ky4.

Cuando K; = K, se puede observar de los valores obtenidos que, aunque el error
sea pequefio, la solucion es muy similar al caso C, (Figura 15a). Mientras que para
K, # K, K, = K1 = 0, la solucion mejora ya que el error disminuye y se observa
gue la forma resultante es una elipse similar a la de las observaciones (Figura 15c)
pero con un ligero desface. En la Figura 15e (K; # K;,K;, = K,; # 0) se observa
una mejoria en la solucién ya que ademas de tener la forma de elipse, la orientaciéon
coincide con las observaciones. En Figura 15b, d y f se presenta el error entre los
datos y el ajuste (SSE) y el coeficiente de determinacion (R?). Para b) SSE = 0.93y
R?=084; end) SSE=0.71y R>=0.88; y en f) SSE =0.67 y R? = 0.89. Es claro que
se obtienen los mejores resultados en Figura 15e y 15f, ya que el coeficiente de

determinacién se aproxima mas a uno y el error tiende a cero (R? - 1y SSE - 0).
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solucion.
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4.6.Discusion y Conclusiones

En la primera parte de la tesis se describieron los métodos y algunas de las
consideraciones que se toman en cuenta para resolver la ecuacion de transporte,
en particular se analizé la discretizacion por el método de diferencias y elementos
finitos. Se realizo el analisis de estabilidad por el método de von Neumann y se una
generalizacion para el método de elementos finitos.

En la segunda parte de forma general se hizo una descripcién del problema inverso
y de algunos algoritmos que se implementan para resolver este problema.
Mostrando un ejemplo donde se aplica la metodologia para resolver un problema
inverso para la estimacion de parametros. Se hizo el uso de herramientas o
paqueterias de Matlab para encontrar los parametros, pero cabe sefalar que esto
fue para implementar de manera mas rapida y sencilla el algoritmo de optimizacion,
pero en este sentido se puede utilizar cualquier software que cuente con
paqueterias de optimizacion.

En la dltima seccion se resolvié la ecuacion de transporte, para esto se describio la
estimacion de la concentracion a partir de un experimento de colorante y la
estimacion de la concentracién de dos maneras una que consistio en considerar el
numero total de pixeles que cubren la mancha de colorante y la otra que consistio
en estimar los ejes mayor y menor que minimizan la elipse que representa mejor el
area de la concentracion. Por ultimo, se estimaron los coeficientes de difusion
Optimos, esto se logré al comparar la solucién del problema directo de la ecuacién
de transporte con la concentracion estimada mediante la circunferencia o la elipse.
De las simulaciones realizadas se puede decir que el modelo mateméatico que
resuelve el problema inverso para la ecuacion de transporte es adecuado y eficiente
para la determinacion del coeficiente de difusion. Los resultados de las simulaciones
para K = K; = K, cuando se considera una circunferencia es K = 0.006 m?/s,
mientras que para la elipse es K = 0.003 m?/s. Cuando se consideran los
coeficientes distintos K; # K, se encuentran valores para K; ~ 0.006 m?/s y para
K, ~ 0.007 m?/s para el caso C., mientras que para el caso de la elipse C,, K; ~

0.005m?/s y para K, ~ 0.002 m?/s, y el valor no cambia significativamente cuando
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se considera el término K;,. Sin embargo, este ultimo parametro resultd importante
para Ce ya que influye en la orientacion de la elipse.
Por otro lado, se observa que existe una variacion en los valores que se encuentran
para las simulaciones de la elipse y circunferencia, aunque en ambos resultados se
puede decir que son muy similares ya que los valores del error cuadratico medio
son RMSE = 0.033y0.029, la correlacion es mayor en la simulacion para la elipse
donde se encuentran K, K, y K;,. Se puede considerar que la aproximacion de la
concentracion mediante una elipse como una mejor solucién para obtener el
coeficiente de difusion.
Con base en estos resultados para el coeficiente de difusibn se puede acotar
significativamente el valor para este parametro para la zona de estudio y en
promedio los resultados son aceptables y similares a otros que aparecen en la
literatura, ya que en la literatura se reportan valores que oscilan entre 0.0001 y
1m?/s. Por ejemplo, existen trabajos donde analizan la distribucion de
contaminantes en lagos y estanques donde emplean modelos numéricos que
resuelven la ecuacion de adveccion difusion donde se consideran diferentes valores
para el coeficiente de difusion (ver Es importante notar que este rango tan amplio
puede complicar el calculo en el problema inverso, sin embargo, se lograron obtener

buenas aproximaciones.

Tabla 7. Es importante notar que este rango tan amplio puede complicar el calculo

en el problema inverso, sin embargo, se lograron obtener buenas aproximaciones.

Tabla 7.Estudios con diferentes valores para el coeficiente de difusion.

K; = 1.28 x 107> m?/s,
K, =1.02 x 1075 m?/s
Sunarsih et al. (2020) | K; = 1.37 x 107 m?/s
K, =1m?/s
K, =0.01 m?/s
K; = 0.0004 m?/s
K, = 0.00012 m?/s

Kusuma et al. (2017)

Ahmed (2012)

Hutomo et al. (2019)
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K, = 0.00028 m?/s
Lima et al. (2015) K; = 0.09 m?/s

Cabe resaltar que en algunos de estos estudios cuentan con informacion de
mediciones del campo de velocidad, asi como de la concentracion de diferentes
sustancias, y en algunos trabajos se hace la suposicion de que la tasa de
propagacién es proporcional al gradiente de concentracion para estimar el
coeficiente de difusion. En el presente estudio se utiliza un enfoque mas dinamico
en el cual se utiliza basicamente la ecuacion de transporte.

Contar con mediciones es de gran importancia ya que los resultados de distintos
estudios indican que los contaminantes se mueven junto con el flujo y se difunden
con el tiempo. Pero en ocasiones no se cuenta con los recursos para realizar estas
mediciones y es por ello la importancia de este estudio en cuanto a la técnica de
muestreo y obtencién de parametros que es relativamente simple.

De las simulaciones realizadas se puede decir que el modelo matematico que
resuelve el problema inverso para la ecuacion de transporte es adecuado y eficiente
para la determinacion del coeficiente de difusién, y con base en los resultados
obtenidos para el coeficiente de difusion se puede decir que el valor para este
parametro se puede acotar significativamente.

Se podrian haber planteado otras condiciones de simulacién tomando en cuenta
factores que afecten los procesos de transporte en el lago, como vientos mas
intensos, pero la idea principal era obtener coeficientes adecuados para la zona de
estudio bajo ciertas condiciones que reprodujeran el fendmeno observado.

Como trabajo futuro se plantea la posibilidad de mejorar el modelo matematico para

incluir algunos otros procesos, asi como la estimacion de otros parametros.
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5.MODELO HIDRODINAMICO PARA EL
LAGO DE ZIRAHUEN, CONFIGURACION
DE MODELO DELFT3D

La importancia de trabajar con problemas inversos es la aplicacion que se puede
tener al contar con los parametros que resultan de optimizar un cierto problema. Por
ejemplo, en muchas ocasiones configurar un modelo hidrodindmico mas completo
no es tan sencillo debido a la dificultad que surge en encontrar parametros
adecuados. En este trabajo se logré configurar y calibrar un modelo hidrodinamico
y de particulas de manera satisfactoria y eficiente a partir de optimizar algunos
parametros para el Lago de Zirahuén.

En esta seccidn se presenta la obtencién y procesamiento de algunos datos
hidrometeoroldgicos necesarios para la configuracion de un modelo hidrodinAmico
utilizado por la comunidad cientifica internacional y la aplicacion del modelo inverso
no lineal para la estimacién de algunos parametros para su calibracion.

Los modelos numéricos deben calibrarse para que sean Utiles para la solucién de
problemas practicos, es decir, que se deben estimar valores para los parametros
del modelo que permitan que el modelo reproduzca de manera adecuada el
comportamiento del sistema. En algunos casos, los valores apropiados para un
parametro del modelo se pueden determinar mediante mediciones directas. Sin
embargo, en muchas situaciones dichos pardmetros del modelo son
representaciones conceptuales de las caracteristicas de la zona de estudio y deben
determinarse mediante un proceso manual o automatico que ajuste los valores de
los parametros para hacer coincidir la respuesta del modelo con los datos (Gupta et
al., 1998).

Al contar con mediciones se pueden comprender mejor los problemas que se
presentan en algun cuerpo de agua y desarrollar modelos para predecir o conocer
los cambios que ocurren. Uno de los fendmenos mas importantes a comprender es
la hidrodinamica ya que es muy variable en los lagos debido a las diferentes
geometrias, topografia circundante, cargas hidrolégicas-geoquimicas y

exposiciones meteorologicas.
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La hidrodinamica es importante para comprender la estructura fisica, quimica y
biolégica de los lago (Ji, 2017; Martin et al., 2018), pero para tener una configuracion
adecuada del modelo y que este reproduzca adecuadamente el comportamiento de
alguna variable fisica, es necesario contar con observaciones de los principales

forzamientos como viento, corrientes, temperatura, entre otros.

5.1.Zona de estudio

El Lago de Zirahuén se localiza en las coordenadas 19°26’15"N y 101°44°30”W en
centro-occidente de México en el estado de Michoacan (Figura 16). Tiene
registradas profundidades mayores a 40 m y una superficie de aproximadamente
10 km?. Se localiza a una altura de 2082 msnm (metros sobre el nivel del mar),
presenta un clima templado de 15-16°C durante gran parte del afio con una
precipitacion promedio anual de 1182 mm? durante el verano (F. W. Bernal-Brooks
et al., 2002; Fernando W. Bernal-Brooks et al., 2016; Gasca-Ortiz et al., 2020;
Martinez-Almeida & Tavera, 2005; Mendoza et al., 2015; Ortega et al., 2010; Ortiz
Paniagua & Rendon Lopez, 2010).

El lago de Zirahuén es del tipo monomictico, oligo-mesotrofico y endorreico? que
posee una gran variedad de flora y vegetacion acuatica considerable (Madrigal
Guridi et al., 2004), pero, desafortunadamente se ve afectado por el deterioro de la
explotacion irracional de sus recursos, ademas de las fuentes de contaminacion de
los asentamientos locales, el pastoreo de los animales y el cambio de uso de suelo,
por mencionar algunos. Sin embargo, por sus propiedades de mezcla estacional y
caracteristicas quimicas no tan comunes, lo diferencian de otros lagos mexicanos

por el aporte de nutrientes que es transportado constantemente en su interior y que

2 Monomictico: se mezcla una vez al afio (ver Figura P2 mas adelante).

La clasificacidn tréfica de un lago puede ser oligotréfico, mesotréfico, eutrdfico e hipertroéfico.

Mesotrdfico: son lagos con nivel intermedio de productividad.

Oligotrofico es un cuerpo de agua con baja productividad primaria, como resultado de contenidos bajos de
nutrientes. Estos lagos tienen baja produccién de algas, y consecuentemente, poseen aguas sumamente
claras. Segun Renddn et al. (2010) y Vergara de Paz et al. (2010) el lago estd en transicidn de oligotrdfico a
mesotrofico es por eso la clasificacion de oligo-mesotrdfico.

Endorreico: Un Lago endorreico normalmente retiene agua y no permite la salida a otros cuerpos de agua
externos, como rios u océanos (Wetzel, 2001).
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aun no se ha identificado con precisién la dinamica de estos procesos en el

ecosistema (Tavera & Martinez-Almeida, 2005).
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Figura 16. Localizacion geogréfica y batimetria del Lago de Zirahuén. Ubicacion de
estacién meteoroldgica, ADP, sensores de temperatura y experimento de trazador.

Malla utilizada para modelo numérico.
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5.2.0bservaciones

La importancia de realizar muestreos o de obtener datos de la zona de estudio es
para tener una mejor comprension del lugar y ademas ayuda a que el modelo

numérico reproduzca de manera mas precisa fenbmenos reales.

Se analiz6 la variabilidad hidrodindmica del Lago de Zirahuén mediante datos de las
variables fisicas recolectados durante varias salidas de campo en el 2018, donde
se utilizaron: una estacién meteoroldgica, sensores de temperatura, perfilador con
sensores de conductividad, temperatura y presion (Conductivity-Temperature-Depth
CTD?®), perfilador acustico para medir las corrientes (ADP* Acoustic Current meter
Profiler) y una ecosonda con sistema GPS (Global Positioning System) para medir

batimetria del lago (Figura 16).

5.2.1.Estacion meteorologica

Los principales factores que influyen en los procesos del lago son debidos al viento
y el flujo de calor. Se monitorearon parametros meteorolégicos mediante una
estacion instalada a la orilla del lago con sensores de temperatura del aire, direccidon
y velocidad del viento, con resolucién de muestreo cada 15 min. Durante cada salida
de campo de marzo-julio la estacion se colocé en la parte noreste del lago y en una
ocasion durante noviembre en el lado noroeste.

La Figura 17 muestra la rosa de los vientos con la distribucion de la magnitud y
direccién del viento para los dias de medicion. La grafica utiliza barras o extensiones
gue van desde el centro de un circulo hacia un punto determinado que ilustra la
direccion del viento, la longitud de cada extension indica el porcentaje de tiempo en

el que el viento se dirigié hacia esa direccién (Ahrens, 2008). Se observa que la

3 CTD(Conductivity-Temperature-Depth): Un CTD es un arreglo de sensores que miden conductividad (la
conductividad mide qué tan bien una solucién conduce la electricidad que esta relacionada directamente con
la salinidad, en los cuerpos de agua dulce también se puede utilizar como indicador de contaminantes),
temperatura y profundidad (se deriva de mediciones de presion al calcular la densidad del agua).

4 ADP (Acoustic Current meter Profiler): Se utiliza para medir el movimiento del agua, como oleaje y corrientes
en la columna de agua. Utiliza ondas de sonido para medir los movimientos del agua.
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direccién del viento tiene una tendencia persistente de vientos provenientes del

suroeste hacia el noreste.
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Figura 17. Rosa de viento con la convencion meteoroldgica de las dos estaciones

ubicadas a la orilla del lago.

En la Figura 18 se puede observar que a lo largo del afio existe un patron persistente
en las variables meteoroldgicas con una variabilidad diurna bien definida. Con
temperaturas alrededor de 20 °C durante el dia de 9:00 am a 18:00 pm y
temperaturas por debajo de los 15°C durante la noche. Con variaciones en el viento
de calma (0.5 m/s) a periodos activos (3.5 m/s) con una rafaga de viento de 6.5 m/s
(Figura 16b y Figura 18). La direccion del viento es causada por el efecto brisa-valle-

montafia® debido a la topografia del lugar.

> Efecto brisa-valle-montafia: Durante el dia, el aire en las laderas despejadas de la montafia se calienta de
manera muy rapida, de tal manera que asciende con facilidad por la ladera de ésta. En cambio, por la noche,
éste aire en contacto con la pendiente de la montafia se enfria de manera mas rapida y se torna mas denso,
provocando que el aire frio descienda por accidn de la gravedad (Ahrens, 2008).

Carien:ej \L&”Ef"‘& / \'m
H

ek . /ﬁ. H\

Figura P1. Esquema de efecto brisa-valle-montana.
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Figura 18. Datos de estacion meteorologica de (a) temperatura del aire, (b)
velocidad y (c) direccion del viento para cada salida de campo durante uno o dos

dias en marzo, abril, mayo, junio, julio y noviembre (leyenda en color).

5.2.2.CTD y cadena de termistores

Se midio la estructura térmica del lago utilizando un perfilador CTD XR-620 (RBR
Ltd.) con una resolucion de muestreo de 1 dato por segundo. Los muestreos se
realizaron en tres ocasiones: 17 de febrero, 13 de mayo y del 21-23 de noviembre.
A estos datos se les hizo un tratamiento y se interpolaron a un transecto para

obtener la variabilidad espacial de la temperatura.

Para tener un registro continuo de la temperatura se colocO una cadena de
termistores (HOBO, Onset Computers Corporation) en la parte mas profunda del
lago (~40 m) como se muestra en la Figura 19, con una resolucion de muestreo de
5 min. Se colocé una cadena con 9 termistores a una profundidad aproximadamente
de 37 m con un arreglo de 11, 13, 16, 18, 21, 26, 28, 30 y 37 m de profundidad
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Figura 19. Esquema de cadena de termistores y de ADP.

De la Figura 20, se observa que en la capa superficial a 11,13 y 16 m hubo un
enfriamiento del 29 de junio al 3 de agosto. La termoclina se localiza entre las series
de tiempo de los 18 y 21 m donde se observa mas variabilidad de 3.2-3.4 °C que en
el resto de la columna de agua. En la base del metalimnio® también se observa una
sefial muy distintiva en las series de tiempo de 26, 28 y 30 m donde las temperaturas
estan alrededor de 16.5°C. La serie de tiempo de 37 m se mantuvo por debajo de
los 16°C, con una variabilidad menor a 0.28°C y una desviacién estandar de 0.05°C.
Al calcular el espectro de potencia para estimar la variabilidad en el lago muestra
que el desplazamiento principal de las isotermas es debido al forzamiento diurno
(Figura 20b). Los otros dos periodos de oscilacion muestran una alta variabilidad de
12-h (periodo principal) y otro alrededor de las 8-h. Los periodos de 8-h y 12-h se
observan mas intensos alrededor de la termoclina (entre los 18 y 21 m).

& Metalimnio: Los limites pueden ser variables, cambio brusco de temperatura. Capa de una masa de agua
térmicamente estratificada en la que el gradiente de temperatura es maximo.
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Figura 20. Serie de tiempo de la cadena de termistores para el periodo del 29 de
junio al 28 de agosto. Las lineas de color corresponden a las profundidades del
termistor. Mapa muestra la ubicacion de la cadena de termistores. En el lado
derecho, la posicién en metros de cada termistor se muestra en color, el rango de
amplitud °C y la desviacion estandar en °C. En (b) la densidad espectral de potencia
de la temperatura. Los nimeros en la parte superior corresponden a periodos en
horas. La barra roja es el intervalo de confianza de 95%.
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5.2.3.Datos de CTD

La distribucion vertical de la temperatura del lago de transectos especificos se
muestra en la Figura 21. Se observan las caracteristicas de la estratificacion a lo
largo del afio: el epilimnio, metalimnio y hipolimnio’. El lago de Zirahuén se
considera como un lago de alta montafia, con mezcla durante el invierno, donde el
lago alcanza temperaturas minimas de 16°C (Figura 21). Durante primavera, el calor
transferido a la superficie del lago comienza a desarrollar el perfil de temperatura y
el epilimnio y metalimnio comienza a hacerse mayor. El epilimnio tiene una capa
superficial mesclada de 5-7 m con temperaturas que alcanzan los 21°C y contindan
aumentando hasta principios de junio donde se estratifica completamente. La
profundidad de la base del metalimnio se encuentra a 20 m y a una temperatura de
16°C, en una capa de aproximadamente 10 m. La termoclina durante mayo es mas
profunda aproximadamente a los 15 m. Durante otofio comienza a enfriarse la
superficie y el epilimnio se desarrolla por completo aproximadamente a los 15 m
(Figura 21), la capa superficial de la isoterma a 19°C. El metalimnio disminuye a una

capa de 5 m con la termoclina a un nivel mas profundo de 20 m, pero con una

7 Epilimnio: Capa més calida, menos densa y mas dindmica con respecto a las demds. Agua por encima de la
termoclina en una masa de agua estratificada.

Metalimnio: Los limites pueden ser variables, cambio brusco de temperatura. Capa de una masa de agua
térmicamente estratificada en la que el gradiente de temperatura es maximo.

Hipolimnio: Agua mas fria y densa. Agua por debajo de la termoclina en una masa de agua estratificada. Esta
fuera de la influencia de la superficie y tiene un gradiente de temperatura relativamente pequefio (WMO,
2012).
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FiguraP2. Esquema de lago monomictico. Capas Epilimnio, Metalimnio e Hipolimnio.
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estratificacion menos fuerte con temperaturas en el fondo de 16°C y con una
temperatura superficial de 19°C y para mayo con temperaturas en el fondo que
permanecen igual (16°C) y en la superficie alrededor de los 21°C.

En particular, se observa una mayor variabilidad en el epilimnio en la orilla noroeste
del lago donde la temperatura del agua es un poco mas calida, de 0.5-1°C mayor
(Figura 21 b,e,h).

a) 161718192021 b)
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Depth (m)
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Distance (km) (°C)
16 17 18 19 20 21

Temperature (°C)

Figura 21. Transectos de datos de CTD obtenidos en (a) 17 de febrero, (d) 13 de
mayo y (g) 21 de noviembre. Los perfiles de CTD (b,e,h) que se interpolaron con
una técnica de mapeo objetivo en el transecto (a,d,g) para obtener la variabilidad
espacial de la temperatura con la profundidad a lo largo del lago como se indica en

el mapa de A-B (c,f,i).
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5.2.4.Perfilador de corrientes (Correntémetro)

Un perfilador acustico Doppler (ADP, Aquapro, 400kHz) se colocé en el fondo del
lago durante dos meses (julio-agosto) en el mismo lugar que la cadena de
termistores (ver Figura 24). Se obtuvieron mediciones del perfil vertical de las tres
componentes del campo de velocidad con un registro cada 5 min y una

discretizacion de 1 m del fondo a la superficie.

5.3.Modelo Hidrodinamico Delft3D

En esta seccion se presenta una breve descripcion del modelo hidrodinamico, las
ecuaciones gobernantes y los esquemas numéricos. Asi como la configuracion del

modelo para la zona de estudio.

Delft3D, desarrollado por Deltares (Deltares, 2020b), es un sistema de computo muy
completo que tiene integradas paqueterias de software para aproximaciones
multidisciplinarias. Esta disefiado para hacer simulaciones numéricas en 1D, 2D y
3D para regiones costeras, lagos, rios y esteros. Se pueden realizar simulaciones
de flujo, de transporte de sedimento, de oleaje, de desarrollos morfolégicos y de
calidad del agua. Delft3D cuenta con varios médulos que son capaces de interactuar
entre si: FLOW, WAVE, MOR, WAQ, PART vy Delft Dash Board. Este modelo
hidrodinamico se ha aplicado para simular la hidrodinamica, el transporte de
sustancias y la calidad del agua en distintos lagos alrededor del mundo
(Dissanayake et al., 2019; Jones & Hamilton, 2014, Liu, 2018; Ndungu et al., 2015;
Soulignac et al., 2017).

Delft3D es un modelo numérico basado en diferencias finitas. Resuelve las
ecuaciones de Navier Stokes para fluidos incompresibles, bajo la suposicion de
aguas someras y la aproximacion de Boussinesq donde se considera que las
variaciones en la densidad debidas a la temperatura o solidos disueltos no afectan
la dinamica o la inercia del flujo. En la ecuacién de momento vertical no se considera

la aceleracion vertical, lo que lleva a la ecuacion de presién hidrostatica. En modelos
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3D las velocidades verticales se calculan a partir de la ecuacién de continuidad
(Deltares, 2020b; Lesser et al., 2004).

5.3.1.Configuracion del modelo Delft3D

El dominio computacional de 4 x 3.5 km se discretizo en una malla irregular con
56 X 54 nodos en direcciébn horizontal y una resolucibn de malla de
aproximadamente 70 m (Figura 16). Se utilizo el médulo RGFGRID del Delft3D para
generar el archivo de la malla. EI dominio vertical de 42 m de profundidad se
discretizo en 40 capas verticales de aproximadamente 1 m cada capa desde la
superficie hasta el fondo. Se utilizo una configuracion Z para tener una malla regular
en la vertical. Los datos de las mediciones de batimetria que se obtuvieron durante
varias campafas se interpolaron con el uso del médulo QUICKIN del Delft3D, para
obtener el archivo de profundidad.
El tamafio del paso del tiempo fue de 12 s para satisfacer el numero de Courant-
Friedrichs-Lewy (Deltares, 2020b):

At\/gH

{Ax, Ay}

donde At es el paso de tiempo (s), g es la aceleraciéon debida a la gravedad (m/s?),

CFL =

H es la profundidad total (m) y {Ax, Ay} es el valor caracteristico de la resolucion de
la malla. La temperatura y el viento son los procesos fisicos activos del modelo.
Otros parametros fisicos como los que se muestran en la Tabla 8, se consideraron

como valores tipicos.

Tabla 8. Pardmetros considerados para configuracién del modelo

Pardmetros
Gravedad 9.81 m/s?
Densidad del agua 1000 kg/m3
Densidad del aire 1 kg/m3
Chézy uniforme 65 m'?/s
Viscosidad turbulenta
_ _ 0 m?/s
horizontal y vertical
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Difusividad horizontal y vertical 0 m?/s
numero de Dalton 0.0013
Profundidad de disco Secchi 3.8m

5.4.Resultados de modelo hidrodindmico

Para obtener una representacion del comportamiento hidrodinamico del Lago de
Zirahuén, se trataron de reproducir las caracteristicas del lago al utilizar el modelo
numeérico Delft3D. Los resultados numeéricos obtenidos, son la primera aproximacion
de cémo el Lago de Zirahuén responde ante forzamientos atmosféricos. Se realizé
la simulacién para el periodo de junio-agosto 2018 debido a la disponibilidad de los
datos meteoroldgicos.

En la Figura 22 se muestra que las temperaturas que se obtienen del modelo
numérico muestran buenos resultados acordes con las observaciones,
principalmente el comportamiento mensual. Sin embargo, se presentaron algunas
dificultades para reproducir de manera adecuada el comportamiento diario de la

variabilidad de la temperatura en diferentes niveles profundidad.
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2 20 promedio | | promedio | promedio |
e mensual mensual mensual
junio julio agosto
40} . L

16 18 20 22 24 16 18 20 22 24 16 18 20 22 24
Temperatura (°C) Temperatura {°C) Temperatura (°C)

Figura 22. Promedio mensual de la distribucion vertical de la temperatura del agua.

Linea continua los resultados el modelo numérico y en circulos las observaciones.
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Para resolver este problema, se utiliz6 la metodologia del problema inverso aplicado
al forzamiento del viento, el cual juega un papel importante en la calibracion del

modelo hidrodinamico.

5.4.1.Problema inverso para estimar Cq

El esfuerzo del viento juega un papel muy importante en los movimientos del agua
por lo que fue uno de los parametros principales considerados para la calibracion
del modelo numérico. En el modelo Delft3D el esfuerzo del viento se parametriza
con base en el coeficiente de arrastre del viento, Cq (Deltares, 2020b).

Para la calibracion del modelo se utilizé el método de identificacion de parametros
gue se basa en resolver un problema no lineal de minimos cuadrados. En este caso
implica determinar el valor del parametro C4 al resolver el problema inverso
ajustando las salidas del modelo con los valores de los datos observacionales al
minimizar el error entre ambos.

La descripcion de un sistema de agua superficial generalmente se basa en
identificar y comprender los forzamientos externos al sistema. Uno de los principales
forzamientos externos a las aguas superficiales son los atmosféricos, como el
viento. El viento es una de las principales fuentes de energia en los lagos. Las
corrientes debidas al viento son uno de los principales mecanismos en el transporte
y distribucion de contaminantes o particulas suspendidas.

El esfuerzo del viento es la fuerza tangencial por unidad de area debido al
movimiento horizontal del viento sobre la superficie del agua. Se determina por la
velocidad y direccion del viento y un coeficiente de arrastre que transforman la
velocidad del viento en esfuerzo del viento. Este coeficiente de arrastre se estima
utilizando algunos parametros del agua y aire. La velocidad del viento es el

parametro dominante que determina el esfuerzo del viento:
T= CdpAUZ'

donde U es la velocidad del viento a 10 m sobre la superficie del agua, p, la
densidad del aire, C4 es el coeficiente del esfuerzo del viento. La densidad del aire

varia con la temperatura, presion y humedad; los valores tipicos son de 1.2 —
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1.3 kg/m3. El coeficiente del esfuerzo del viento generalmente aumenta con la
velocidad del viento, con

Cq=1.0%x10"3 para U <5m/s,
y que aumenta linealmente a 1.5 x 10~3 para una velocidad de viento de 15 m/s y
Cq = (0.61 +0.063U) x 1073 para 6m/s <U < 22m/s,

este resultado se puede interpretar como un indicador de aumento en la rugosidad
de la superficie del agua que se atribuye al aumento en la altura del oleaje. Para
cuerpos de agua someras, Cq = 1.0 x 1073, para cualquier valor de la velocidad de
viento.

En este estudio de acuerdo con Dissanayake et al. (2019), se consider6 un
coeficiente C4 constante ya que la velocidad del viento oscila entre 0y ~5 m/s.
Este parametro C4 se buscé optimizar para lograr que el modelo hidrodinamico
reproduzca de manera adecuada la variabilidad de la temperatura en la vertical y
asi calibrar el modelo.

Se utilizaron dos dias de simulacion para determinar el coeficiente C4 6ptimo (Figura
23). La calibracion del modelo se determiné al comparar la desviacion estandar de
la serie de temperatura de las observaciones con la de la simulacion. El tiempo y
costo computacional se redujeron considerablemente al minimizar el error de
Unicamente una de las series de temperatura. En la Figura 23, la linea negra
representa la serie de tiempo registrada el 18 de junio por el termistor ubicado a 18

m de profundidad.
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Figura 23. Calibracion del modelo se basa en la optimizacion del coeficiente del
esfuerzo del viento (Cd) al considerar el campo de temperatura. (a) Diagrama de
Taylor con tres grupos de las simulaciones. En este diagrama la letra A representa
los datos observacionales y las otras letras representan 10 simulaciones; grupo 1
[B,C], grupo 2 [D,E] y grupo 3 [F-K], en la parte superior en los recuadros un
acercamiento del diagrama de Taylor. En (b) los valores numéricos obtenidos del
proceso de optimizacion. En (c) el procedimiento de optimizar que comienza (circulo
verde) con el valor tipico hasta encontrar el mejor parametro (circulo rojo). En (d) la
serie de tiempo de temperatura del termistor (linea negra), la simulacion con el valor
tipico (Cd = 1.3 x 10-3) para lagos (linea verde) y en rojo con el coeficiente optimo
(Cd =4.5x%x10-3).

Para realizar la calibraciéon del modelo se utilizé un valor inicial de Cq4 = 1.3 x 1073.
El algoritmo evalla alrededor de este punto y avanza hacia adelante o hacia atras
con un paso de tiempo adecuado para asegurar que la funcion objetivo disminuya.
En este caso el algoritmo avanzo hacia adelante a un nuevo minimo local en C, un
poco mas grande que B, después repitiendo este proceso de busqueda hasta que

converge al minimo en K (Figura 23 b).
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Se cuantifico la salida del modelo al hacer un andlisis estadistico. Con el uso de
diagrama de Taylor se pudo observar el desempefio del modelo (Figura 23). Se
realizaron un total de 10 simulaciones hasta que se encontrd el valor 6ptimo. El
diagrama de Taylor muestra tres grupos (letras mayulsculas) que se obtuvieron
después de varias simulaciones con una correlacion aceptable, en este diagrama la
letra A representa las observaciones y las otras letras representan las 10
simulaciones agrupadas en tres conjuntos cada uno con su desviacion estandar
(std), coeficiente de correlacion® (R) y error cuadratico medio® (RMSE). El grupo 1
[B,C] y grupo 2 [D,E] con una valor de std ~0.3°C, R alrededor de 0.1 y 0.2
respectivamente, y un RMSE mayor a 0.4°C. El grupo 3 [F-K] muestra una mejoria
considerable en el coeficiente de correlacion mayor a 0.5°C y una aproximacion
mejor a las observaciones, ya que el RMSE disminuye cerca de los 0.3°C y la std
cercana a A.

Con la simulacién en Delft3D con el valor de default de Cq4 = 6.3 x 107 se obtuvo
una serie de tiempo plana con un rango de amplitud malo y un orden de magnitud
distinto. Para la simulacién con el valor tipico para lagos (Cd = 1.3 x 107%) se obtuvo
una serie de tiempo con un rango de amplitud aceptable y una orden de magnitud
igual que las observaciones, pero con una correlacion baja (Figura 23d). Con el
procedimiento de optimizacién se encontré el coeficiente Cq = 4.5 x 1072 para el
Lago de Zirahuén, que es casi tres veces mayor que el valor tipico para lagos y
océanos. Tipicamente la velocidad del viento es mayor sobre la superficie del agua,

lo que puede explicar por qué se obtuvo un valor alto para Ce.

_ > ,(Mod;—Mod)(0bs;—0bs)
\/Z?=1(Modi—Mod)2JZ?=1(0bsi—m)2

8R2

9 1yn 2 1/2
RMSE = [;Zi=1(M0di — Obs;) ] .
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5.5.Validacién del modelo

La simulacion de la hidrodinamica del Lago de Zirahuén se valido al comparar los
resultados del modelo con las observaciones de junio del 2018 para la temperatura
del agua y para julio 2018 para las componentes de velocidad de las corrientes
(Figura 24).

Se observan buenos resultados del modelo en comparacion con las observaciones,
principalmente en cémo el modelo logra reproducir el enfriamiento en la capa
superficial alrededor del 11 de junio y hasta finales del mes. Ademas, el modelo

reproduce adecuadamente la variabilidad en el epilimnio, metalimnio y hipolimnio.
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Figura 24. Comparacion de las mediciones de la temperatura (a) y resultados de la
simulacién numérica (b) para junio 2018, en (c) el componente de velocidad u; y
en (d) el componente de velocidad v de julio 2018, las mediciones se muestran en
negro y del modelo en tonos de azul.
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En general una vez que se calibro el modelo se logra describir la hidrodinamica del
Lago de Zirahuén de manera satisfactoria, en particular con respecto a la evolucion
de la circulacion general y la hidrografia.

En la Figura 25 se muestran los resultados de las corrientes, temperatura y el
promedio de velocidad del viento cada 2 h. El promedio es por periodos de 2 horas,
es decir el resultado numérico obtenido para cada hora se promedio para cada dia.
Se observa la hidrodindmica que ocurre diario como: el calentamiento diurno, el

efecto de la brisa-valle-montafa, y el vaivén de las corrientes.
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Figura 25. El promedio de la termodinamica en la superficie del lago. El promedio
de la velocidad de las corrientes (vectores), temperatura (color) y la velocidad del
viento (vector en la parte superior de cada recuadro).
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5.6.0ptimizacién para a y b del coeficiente de dispersion
(D = atd)

Para simular la distribucion de la mancha de colorante se utilizé el modulo PART
del modelo Delft3D, éste utiliza los datos de las corrientes obtenidas de las
simulaciones del moédulo FLOW (seccion anterior). Para realizar el transporte o
distribucion de particulas en el modulo PART se utiliza el coeficiente de dispersion
que se define como D = at?.

El modulo de Delft3D-PART es un modelo aleatorio de seguimiento de particulas,
se basa en el principio de que el movimiento de sustancias disueltas en el agua se
puede describir por un numero limitado de particulas discretas que estan sujetas a
la adveccion debido a las corrientes y por la difusion horizontal y vertical. Los
coeficientes de difusion son los parametros de entrada para los procesos de
esparcimiento aleatorio. En el médulo PART todas las particulas tienen un
desplazamiento aleatorio, la distancia del desplazamiento depende de la difusion
local y el paso de tiempo del modelo, la direccion del desplazamiento es aleatoria.
El método que se utiliza es el método de caminata aleatoria o de Monte Carlo
(Deltares, 2020a).

El coeficiente de dispersion horizontal considera todas las fluctuaciones aleatorias
gue no se resuelven en la hidrodinamica del médulo FLOW. Para las simulaciones
de seguimiento de particulas en el periodo inicial después de que se liberan las
particulas, la concentracidon de particulas es relativamente pequefia y la distribucion
de las particulas es causada por un efecto de turbulencia de escala pequefia,
aunque después de algun tiempo la concentracién de particulas se distribuye lo
suficiente de tal manera que la circulacién de escalas mayores puede contribuir al
efecto de mezcla. El coeficiente de dispersion modela los efectos de turbulencia que
no se incluyeron en la hidrodinamica (Deltares, 2020a, 2020b).

La difusion turbulenta considera las desviaciones a pequefia escala del campo de
velocidad media. Estas desviaciones estan parcialmente correlacionadas y por lo
tanto conducen a un desplazamiento adicional neto. Este desplazamiento adicional

tiene una direccién aleatoria. Por lo tanto, es apropiado modelar el efecto como
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dispersion. Los coeficientes de dispersion son pequefios del orden de 1 m?/s, los
procesos de turbulencia en esta escala son dependientes del tiempo. Esto se
demuestra mediante el uso de la teoria cinética de los gases (Csanady, 1973;

Deltares, 2020a), que describe la difusion molecular E como:
t
E= f (v(0),v(1)) dr,
0

donde (¥(0),7(7)) es el coeficiente de correlacién Lagrangiana. Se utiliza la teoria

de movimiento browniano para obtener la siguiente aproximacion:
(5(0),¥(2)) = |vo|?e~"/"1,

con t; una escala de tiempo adecuada. Esta expresion conduce a un coeficiente de

difusion de la forma:
E = v2t;,(1 — e~ t/t),

Los limites de esta funcion son E = at paraun t; grande y E = a para un t; pequefio.
En el médulo PART se supone que los procesos de dispersion se pueden describir
de la misma manera en que se puede ajustar el coeficiente de dispersion a una
funcién con la potencia b con 0 < b < 1, por lo que el coeficiente de dispersion

horizontal se puede definir como:
D = at?,

con a y b los coeficientes del modelo y t el tiempo.

5.6.1.Problema inverso de dispersion

De la seccidon del experimento del trazador (4.1.Experimento de trazador y el problema
inverso para estimar la concentracién) se realiz0 una estimacion del area de la
concentracion a partir de las elipses 6ptimas, donde el area se define como
(Simmons, 1996):
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Ayps = mot,0%;,  concd?,, 0%, los ejes mayor y menor.

Entonces de las salidas del modelo PART se calcula el area que se obtiene de la
distribucion de particulas con el coeficiente de dispersion dado. De ahi que la
formulacién matematica del problema inverso para encontrar los parametros a y b
del coeficiente de dispersion se obtiene al minimizar la funcion f dada por la
diferencia entre el area A que se obtiene del modelo y el area de las observaciones

A,ps €n distintos tiempos:
minf(a,b) = |Irll3, 7=4—Ays.

Para esto se consideré hacer varias simulaciones para los valores de los
parametros, ya que a la hora de optimizar se presenta un problema debido a que el
valor inicial puede ser un minimo local (o global). Se considerdé tomar valores
iniciales para a y b en el siguiente rango

7x1078<a<1x1077,

7x1078<bh<1x1077,

con una tolerancia tol = 1 x 10716,

Para la configuracion del modelo se liberaron particulas en la region donde se
realizé el experimento del trazador (Figura 16). El modelo se ejecut6 por un periodo
de 1 h. Se liberaron cien particulas en la superficie. Como lo que se quiere simular
y observar ocurre en escalas mas pequefas y no en todo el lago, entonces el
modelo integra otra forma de simular los procesos de dispersion al incorporar
términos aleatorios de manera implicita con el coeficiente de dispersion. Al realizar
varias iteraciones con los valores que se toman como iniciales se logra encontrar
parametros Optimos que minimizan las areas. En la Figura 26 se muestran las areas

obtenidas al considerar distintos valores iniciales para a 'y b.
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Figura 26. Las lineas en color representan el area con diferentes a y b iniciales. En

azul punteada se muestra el promedio. En negro el area obtenida de las
observaciones.

Algunos de valores Optimos que se obtuvieron para a y b se muestran en la Tabla
9, independientemente del valor inicial considerado.
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Tabla 9. Valores 6ptimos obtenidos de a 'y b

a b a b
0.53 x 1073 1 790%x 1077 | 1.4
019 x107°% | 1.2 52x 1077 | 1.5
0.07x107°% | 1.4 3.93 x 107* | 0.09
0.49 x 1075 1 2.92%x107* | 0.16
019 x107°% | 1.2 3.46 x 107* | 0.13
0.07 x107° | 1.4 3.66 x 107* | 0.11
5.01 x 107¢ 1 41x107* | 0.07
3.19x107° | 1.1 461 x10"* | 0.05
2.03x107° | 1.2 5.53 x 107* | 0.02
1.22x107°% | 1.3 466 x 10™* | 0.06

Cabe sefialar que todos los valores para los pardmetros muestran un buen resultado
ya que se logra minimizar el error y las areas obtenidas tienen una buena
aproximacion a las observaciones (Figura 26). En Deltares (2020a) se menciona
gue el valor para b debe tomar valores entre cero y uno (0 < b < 1), los valores de
default que proponensona =1y b = 0.01, pero para los valores que estan en este
rango se obtiene una sobreestimacién del area, ya que se observa un desface en
las areas en los primeros tiempos (no mostrado).

A continuacioén, se muestran los resultados obtenidos al realizar la simulacion del
modelo hidrodindmico y de dispersion. Se considero el coeficiente de dispersion
optimo como a = 0.5 x 10> y b = 1, para considerar los rangos que se sugieren en
la literatura. En la Figura 27 se muestra la distribucion espacial y temporal de un
trazador para dos configuraciones con distinto forzamiento de viento, se observa
gue la concentracion sigue el patrén del viento, en (a) el trazador se movié ~15 m
hacia la izquierda y ~40 m al sur desde el punto de inicio hasta el tiempo final,
mientras que en (b) debido al forzamiento que se consideré se observa que la

mancha se desplaza Unicamente ~2 m hacia la derecha.
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Como se observa en la Figura 27 es importante que para la configuracion se tengan
mediciones de la mayoria de los paradmetros para que los resultados reproduzcan
resultados lo mas reales que sea posible, sin embargo, con estas configuraciones
se tiene una representacion adecuada de la distribucion de sustancias en el interior
del lago.

Como se mencion6 anteriormente, la importancia de realizar estudios de dispersion
de particulas sirve como herramienta para la planificacion y conservacion de
cuerpos de ecosistemas, ya que son de gran utilidad para identificar los sitios
prioritarios de cierta especie, de descarga de contaminantes 0 sustancias,
permanencia de patrones biofisicos, etc. (Li & Yao, 2015; Zhao et al., 2012). En
particular estudiar la dispersion de particulas ayuda a comprender la distribucion y
abundancia de sustancias, asi como ubicar los sitios de origen y de asentamiento y

cdmo es que se conectan las zonas mediante intercambio de particulas.

5.7.Conectividad

La conectividad es muy importante para resolver problemas de caracter ambiental
en cuerpos de agua. Por ejemplo, para evaluar el riesgo de la exposicidon a un

contaminante de una fuente puntual se requieren evaluar las concentraciones de
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contaminante que se han distribuido a otros lugares en la regibn como funcién del
tiempo. Existen métodos indirectos de conectividad tales como los de modelacion
numérica, que pueden brindar informacion acerca de la direccion, escala espacial y
la magnitud de la dispersion de particulas (larvas, contaminantes, micro-plasticos).
Ademads, la importancia de realizar estudios de dispersion y conectividad de
particulas sirve como herramienta para la conservacion y planificacion, ya que son
de gran utilidad para identificar los sitios prioritarios de cierta especie, aislamientos
y movilidad de poblaciones, permanencia de patrones biofisicos, etc. (Lynch et al.,
2014; Marinone et al., 2008; Mitarai et al., 2009; Mora & Sale, 2002). En particular
estudiar la dispersion de particulas ayuda a comprender la distribucion y abundancia
de organismos o sustancias, asi como ubicar los sitios de origen y de asentamiento
y como se conectan las zonas mediante intercambio de particulas.

A continuacion, se muestran los resultados obtenidos al realizar simulaciones del
modelo hidrodinamico y de dispersion que se utilizé para estimar la conectividad
superficial en el Lago de Zirahuén. Se muestran resultados donde se liberaron
particulas Unicamente de dos regiones por un periodo de 30 dias.

Se liberaron 1000 particulas de 2 regiones (total 2000) que representan posibles
zonas de descarga (en la region B y otra en la region D, Figura 28). Se dividi6 el
lago en siete regiones y se estimo el intercambio de particulas entre cada region y
de las salidas del modelo se calcularon las trayectorias de las particulas siguiendo

un esquema de adveccion difusion.
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Figura 28. Particulas liberadas de la regién B y D. Distribucion espacial y temporal

de las particulas en el Lago de Zirahuén.

En la Figura 29 se muestran los resultados de la distribucion de las particulas que
llegan a diferentes regiones en distintos tiempos. En el segundo dia la distribucion
de las particulas de la region D y B hacia las otras regiones, se puede observar que
la mayor cantidad de particulas siguen el patrén del viento hacia el noreste del lago.
En los dias posteriores la mayor parte de particulas liberadas de la region B se
encuentran en la region C y D siguiendo el patrén del viento (Figura 17), al igual que

las particulas liberadas de la region D.
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Figura 29. Distribucion de particulas liberadas de la regién B (café) y D (verde) en
Lago de Zirahuén dividido en 7 regiones (A-G), en (a) dos dias después de que se

liberaron, a los cinco dias (b), quince dias (c) y veinte dias (d).

Solo se muestra la conectividad que se obtuvo de liberar particulas de dos regiones

ya que falta hacer muestreo en el lago para poder validar esta parte de conectividad.
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5.8.Conclusiones para la modelacion numérica del Lago de
Zirahuén

En este capitulo se presenté un poco de la zona de estudio, de la recoleccion de

datos y de la configuracién del modelo hidrodinamico.

De los datos obtenidos en las salidas de campo durante el 2018, se puede decir que
el Lago de Zirahuén se ve forzado por un viento consistente proveniente del
noroeste debido al efecto topografico de brisa de valle y montafia. El viento
comienza a soplar alrededor de medio dia y para alrededor de las 19:00 pm se llega

a calma. Se observa una variabilidad diurna y temporal bien definida.

Los resultados del modelo hidrodindmico en promedio son aceptables, en particular
la evolucion de la temperatura y las corrientes en la capa superficial. El
comportamiento del lago muestra corrientes superficiales que reaccionan al

esfuerzo del viento diariamente y transporta la temperatura a la parte norte del lago.

Con base en los resultados preliminares se pudo obtener informacién acerca de la
direccién y la dispersion que siguen las particulas debido al patrén del viento.
Aunque ya se tiene una aproximacion inicial de como es la conectividad y el
comportamiento de particulas en el lago, falta cuantificar y hacer un andlisis

estadistico mas detallado del movimiento de éstas.

Finalmente, para la dindmica de interés de este problema es necesario conocer la
zona de estudio antes de proponer cualquier problema ya que no existe una solucién
general que pueda aplicarse a todos los casos, sin embargo, con el enfoque de
optimizacién se encontré una forma eficaz de encontrar parametros para diferentes
situaciones. Lo primero a considerar es tratar de comprender todos los fendbmenos
fisicos que ocurren en la zona de estudio para lograr tener una mejor configuracion

del modelo.

Como trabajo a futuro queda pendiente realizar un monitoreo continuo del lago, asi
como hacer mediciones para validar los procesos de conectividad, calibrar otros

parametros para el modelo hidrodinamico y acoplarlo con otros modulos para tener
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una representacion mas adecuada de los procesos biogeoquimicos. Se espera que
este trabajo de investigacion motive la elaboracion de otros similares y que sea una
herramienta que contribuya a minimizar los dafios ocasionados por la

contaminacion, mediante la elaboracion de planes de contingencia.
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