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Capitulo 1

Introducci on

En las Gltimas décadas se ha vivido una revolucion enslaaf tedrica debido a la
aparicion de dos nuevos problemas fundamentales en lsotogia moderna, ambos rela-
cionados con la formacion de estructura en el universoriglgro se refiere a una com-
ponente necesaria para la formacion de estructura, es pa la formacion de galaxias,
cumulos de galaxias, etc. De acuerdo al modelo estandarcdsmologia de constante cos-
molobgica y materia oscura frisldCDM) [Hinshaw 2009, Dundley 2009, Komatsu 2011],
el primer ingrediente constituye al menos el 26.8 % de |la naatiel cosmos y es llamada
materia oscura(MO). La segunda componente es la que acelera la expansiamiger-
S0, Y se le conoce conenerga oscuraque corresponde al 68.3 % de los componentes
del universo. Ademas, se tiene una tercera componenteaqusbto representa el 4.9 %
[Ade et al. 2013], esta es haateria bari6nicay de naturaleza conocida, que constituye a
los elementos conocidos del universo.

En este trabajo, la atencion se centra especificamendd\@ Vista primeramente des-
de el punto dAACDM, y después desde el punto de vista del modelo del Coaderde
Bose-Einstein (BEC). Antes de comenzar con una descri@das propiedades y proble-
mas que tiene la MO, primeramente se debe saber cuales sestlastiones cosmologicas
gue indican que no toda la materia existente en el univerbar&mnica, y por lo tanto sug-
ieren la existencia de MO. Dichas restricciones son: la @agihtesis del Big Bang (BBN)
y la Radiacion Césmica de Fondo (CMB). La BBN se descrilveata época en la cual los
protones se fusionan con los neutrones para producir dutetio, litio y algunos otros
elementos ligeros. Dentro de las estrellas se puede pratkudierio, pero este se destruye
casi de inmediato por la formacion de helio, asi, el déntgue se encuentra hoy puede
ser considerado como la cantidad que fue producida en la BBXa observado y estima-
do la razbn de abundancias de deuterio e hidrogeno emesgabonde el universo no ha
cambiado demasiado desde el Big Bang, y resulta que esta eazlltamente dependiente
de la cantidad de bariones en el universo. Cuando se calchiaihzon tebricamente, ésta
concuerda con las abundancias experimentales, R. H. Gyddaul6 el valor de la densidad
de bariones respecto a la densidad critigg,y encontrd que&, representa sélo un 4.9 %
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10 Capitulo 1. Introduccibn

de la densidad total del universo, lo cual es un indicio delgueateria que existe en el
universo no solamente es barionica.

La segunda restriccibn cosmologica importante es la opp@ine el CMB, que fue de-
scubierto por Penzias y Wilson en 1964, y se describe conaallaaion electromagnética
gue llena el universo por completo. Se dice que es el eco gueepe de un estado de equi-
librio que ocurri6 en el universo temprano interpretadmaoda etapa en que la radiacion
y la materia se desacoplaron. Dos cosas muy importantesegdessacan del CMB son:
la radiacion emitida se modela perfectamente como lacexdiade un cuerpo negro con
temperatura de aproximadamente R,7y aunque la temperatura es extraordinariamente
uniforme presenta anisotropias. La clave es que lasdstobservaciones del CMB indican
gue el universo es espacialmente plano salvo pequeiasrio cual significa que el re-
cuento de energia-materia del universo corresponde anfadaal critica, es decir, materia
conocida, mas materia oscura, mas energia oscura detmen sl 100 % del contenido en-
ergético del universo. La pregunta importante es si la n@atscura podria estar hecha de
bariones, y resulta que no por la siguiente razon: las fhoodmes del CMB son del orden
deoT/T ~ 10°y si se supusiera que la materia oscura fuera barionicagas~d 31 %
del universo fueran bariones, las fluctuaciones seriarodienes de magnitud mayores.
De hecho, esta estimacion implica que algunos candidald® a&omo los Objetos As-
trofisicos Masivos de Halo Compacto (MACHOSs), compuesimgnanas café y planetas
gigantes tipo Jupiter quedarian descartados.

Distinta a las dos restricciones anteriores sobre la posistencia de MO, hay otra re-
striccion que indica la existencia de energia oscurataymsviene de las observaciones de
supernovas, el “Supernova Cosmology Project” y el “Highdp&nova Search Team”han
encontrado evidencia de que el universo se esta expamdamieradamente. Esto es un
efecto a gran escala que no afecta en escalas subgalaleticasstion es que a gran es-
cala la fuerza dominante es la gravedad, pero para obteaeelaracion del universo es
necesario que la componente tenga un origen repulsivo, tamgmavedad originada de
la materia baribnica y oscura (energia) no tiene este odaapiento, entonces es nece-
saria una componente que se comporte repulsivamente aggala,eesta componente es
la llamada energia oscura, asociada a la constante cogiceEn el modela CDM.

Después de haber descrito las restricciones a nivel cagicolque implican la existen-
cia de materia adicional a la barionica, se debe menciareen este trabajo se estudiara a
la MO a nivel local, es decir, a nivel de cimulos galactigaglaxias, es por eso que es
importante mencionar cuales fueron las primeras obsemesiy estudios que indicaron
la existencia de materia extra aparte de la materia baatem las galaxias. Tales obser-
vaciones se basan en el estudio de las curvas de rotaciond&Jios primeros trabajos
fue el hecho por J.H. Oort en 1932, quien se baso en el esdedms movimientos de las
estrellas cerca del plano galactico de la Via Lactea,cpeimd que las estrellas deberian
estar moviéndose lo suficientemente rapido para escappoténcial gravitacional gener-
ado por la materia luminosa de la galaxia. Por lo tanto, Castyld que debia haber mas
materia presente para mantener a las estrellas en laadhiservadas. Sin embargo, por
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esa época fue descubierto el neutron por James Chadwitk @eal era impensable que la
masa faltante no fuera barionica. En 1933 el astrononmo $tiZwicky estudio las galaxias
del cimulo de Coma y utilizando el teorema del virial encogue la masa promedio de
las galaxias del cUmulo era 160 veces mas grande que leadapgtilizando solamente su
luminosidad, encontrb que las velocidades orbitales&aainun factor de diez veces mayor
gue las esperadas usando la masa de las galaxias del casiybotes, concluyd que para
mantener a las galaxias juntas en el cimulo, éste debiarwr una gran cantidad de mate-
ria no visible. Aunque en ese momento no habia observacamtos rayos X, hoy se sabe
gue en los sistemas virializados grandes como el de Comayiaasicion es de alrede-
dor de 85% de MO, 14 % de gas interestelar caliente y 1 de %lastreén 1970, Ford y
Vera Rubin midieron curvas de rotacion de galaxias y emaom que dichas curvas no
decaen con la distancia de la fuente del campo gravitacoomab se observa en el sistema
solar, es decir, las velocidades del gas neutro contini@ementandose con la distancia
respecto al centro galactico como si el campo gravitatelagido a la fuente no estuviera
contenido en la region luminosa. Esto va en contra de lo gesgeraria asumiendo orbitas
circulares y usando un tratamiento Newtoniano para mddsl|do que se esperaria es que
las velocidades de rotacion disminuyeran come/f, esto es lo que se le conoce como el
comportamiento Kepleriano observado en los planetas. Wplecacion simple del com-
portamiento observado en las galaxias es que contengamatasia de la que se puede
explicar con los objetos luminosos en ellas. De hecho, pupst la densidad de materia
luminosa disminuye exponencialmente mas alla del butbtad galaxias, la materia fal-
tante debe ser no luminosay estar distribuida de maneragumercial. Concluyd Rubin:
“la materia, al contrario de la luminosidad, no esta cotregla cerca del centro de las
galaxias espirales. Por lo tanto la distribucion de luz ea galaxia no es totalmente una
guia de la distribucion de la masa.”

Todas las observaciones descritas anteriormente indicaresencia de MO tanto a
escala cosmolbgica, como local (cUmulos y galaxias)eBibargo, para explicar el caso
especifico de las curvas de rotacion sin la necesidad deskzecia de MO y modifican-
do las leyes de la fisica conocidas, se encuentra que ellmmddeun potencial gravita-
cional modificado de la forma = —GM[1 + aexp(r/ro)]/(1 + a)r, cona = 0,9 y
ro ~ 30kpc puede explicar las curvas de rotacion para galasipisades que sean cer-
canamente planas de 10 a 100 kpc [Sanders 1984]. Otro malkldénamica Newtoni-
ana Modificada (MOND), fue propuesto por Milgrom [Milgrom83, en este modelo la
ecuacion de Poisson para el potencial gravitaci®ial = 47Gp es reemplazada por una
ecuacion de la form®-[u(X)(|V¢|/ag) Vo] = 4nGp, dondex = a/ag, cOnag CoOmMo constante
fija y u(x) una funcibn que satisface las condiciopés) = x parax < 1y u(x) = 1 para
x> 1. Laley de fuerza, dada la acelerac@de una particula de prueba llega aaer ay
paraay > agy a = yanay paraay < ap, dondeay es la aceleracion usual Newtoniana.
Este modelo predice curvas de rotacion planas, y se puadlariar una vez que se conoce
la distribucion de materia barionica.
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El enfoque de este trabajo es distinto al de proponer la neadifin de las leyes de la
fisica conocidas, mas bien se basa en el estudio de lososagiee proponen la existencia
de MO. Para entrar mas a fondo en los modelos de MO, primedglsen conocer sus
propiedades mas importantes, asi como las propieda@easogiiene. La MO se interpreta
como una materia hipotética que no emite suficiente rathagiectromagnética para ser
detectada con los medios técnicos actuales, pero cuyemsia se puede deducir a partir
de los efectos gravitacionales que causa en la materideyitales como el movimiento de
las estrellas o las galaxias. La MO también desempefapgi pantral en la formacion de
estructuras y en la evolucion de galaxias. El mode@DM sugiere que la formacion de
estructuras ocurrid de manera jerarquica, es decir guesiaucturas mas pequefnas fueron
uniéndonse hasta formar galaxias y después cumuloslaeam En este modelo la MO
actia como el responsable de formar los pozos de potemciat&ue posteriormente se
acumularia la materia luminosa.

Entre los candidatos que podrian constituir la MO se ertcaretos WIMPs (“Weakly
Interactive Massive Particles”), tales particulas sdrelse para el modelo der@ateria os-
cura fria(CDM). Una de las caracteristicas mas importante de tdetocse basa en laidea
de que la MO estaria formada por particulas lentas quarseapaces de formar pequefias
estructuras virializadas, es decir galaxias. Otro de lodetos de la MO es el dmateria
oscura tibia (WDM), tal modelo propone que la MO estaria formada poripalds que
tienen velocidades intermedias entre relativistas y néka#ivistas. Entre los candidatos de
WDM estan los neutrinos. Otro modelo de MO es ehulgteria oscura caliente(HDM),
este propone que la MO estaria formada de particulagellt&istas (calientes) que sbélo
podrian virializar estructuras grandes. Uno de los catdglmas probables para este tipo
de materia oscura es el neutrino.

La razbn mas importante por la que CDM se prefiere a las dvagosibilidades es
que se trataria de un tipo de materia que condensariasaeaitgeraturas, y que formaria
galaxias tempranas, porque se observan galaxias formadgmeas localizadas hace’10
anos.

A pesar de que el model®CDM, es el mas exitoso, dicho modelo presenta inconsis-
tencias, tanto a escala cosmologica como a escala lasalfos y galaxias). Las inconsis-
tencias son principalmente dos:

1) El problema de la sobreabundancia de galaxias satéétesfiere a lo siguiente. La
cantidad predicha en el modeddCDM de subhalos de MO de baja masa en los
halos galacticos mediante las simulaciones numeéricdsrdeacion de estructura,
es mayor que la cantidad de estructuras pequeias obsefidylain A. et al. 1999,
Moore 1999]. A esta discrepancia se le conoce como el pr@tensobreabundancia
de galaxias satélites o0 “missing satellite problem”. Dehtwe los analisis de fluctua-
ciones en el modelo CDM predicen una sobreabundancia desaitds que corre-
sponden a estructuras pequefias.
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2) El problema del “cusp-core”, surge al comparar las olzs@ovnes con las simula-
ciones deN—cuerpos que utilizan CDM no colisionante como /&8DM. Lo que
sucede es que en las simulaciones hechas a gran escalaaroesie MO, las partes
internas de los halos no presentan este nlcleo (core),cas m@ muestran que la
densidad de MO en la parte central de la galaxia se mantengéammpadamente con-
stante § ~ r%; sino mas bien presentan una densidad de masa que audeiol: r
mente al reducir su distancia al centro galactico. Se eéncempiricamente un perfil
gue ajusta a las distribuciones obtenidas en dichas simooks; y se observo que la
descripcion en esta region favorece la de una ley de patgner® cona = —1, esta
alta acumulacion de materia oscura en el centro galaetitmque se le conoce como
cUspide o “cusp”. Esta discrepancia en la distribuciortreé de la MO, obtenida de
las simulaciones con s6lo MO, y la observada en las galaeatisco, usualmente
las galaxias enanas y de bajo brillo superficial, es lo queseae como el problema
del “cusp-core”.

En vista de estos problemas que presenta el modelo estaadansidera que un buen
modelo de materia oscura debe tener las siguientes prajgiedsescala galactica:

= No debe presentar el problema de sobreabundancia de esgipequeias.
= No debe tener el problema del cusp-core.
= La materia oscura galactica debe explicar las curvas deitot.

= Los perfiles de densidad galacticos deben ser establederiplemente ser el re-
sultado de un proceso de relajacion dinamico, con corapovento atractor en el
tiempo.

El modelo CDM a pesar de ser el mejor modelo, tiene problemagsepuntos uno y
dos, y definitivamente es muy exitoso en los puntos tres yauat

Es por este tipo de problemas que se han propuesto altasatimodelo CDM. Una
de ellas es la que se estudia en este trabajo- propone que lsoR®osones de espin
cero en un estado coherente que interactiian repulsivarfeatractivamente) entre ellos.
Primeramente, dicho modelo es una solucion al problema siedreabundancia de estruc-
turas pequefias al costo de que la masa del boson seayeltaakes decim ~ 10-%%eV. Tal
modelo no presenta conflicto con las restricciones cosyitaé del CMB y BBN. Con-
siderando tal hipotesis del bosonmie< 10-2%eV se piensa en la posibilidad de que un gas
de bosones de esta naturaleza condense cuando alcancenpeeatera criticd. ~TeV
[Matos & Ureina-Lopez 2001], es decir, el condensado sedauy temprano. Una diferen-
cia importante con CDM es que no implicaria una formac@arquica de las estructuras.
A escala cosmolbgica el modelo no tiene problemas.
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A escala local, el condensado estaria descrito por la eatedad del condensado y por
la descripcion cuantica de éste. Para ello suele désgribl condensado atrapado en una
trampa gravitacional a través del sistema de ecuacion@sa$s-Pitaevskii-Poisson (GPP),
gue describen la dinamica del gas condensado en la aprcivimde campo medio para
un gas diluido, sometido al campo gravitacional debido arspip densidad de particulas.
Con el analisis en el marco del sistema GPP se espera qualdxsag y otras estructuras
correspondan a estados finales, incluso posiblementeat#adae fluctuaciones iniciales
0 regiones condensadas. Entonces tales configuracionesatelexplicar las curvas de
rotacion galacticas y de cimulos, y ademas debergiuer el problema del “cusp-core”.

En este trabajo se estudia el caso de un Condensado de Bwssehit(BEC) auto-
gravitante con auto-interaccion repulsiva entre los hesalescrito por el sistema GPP,
se enfoca en el problema de las curvas de rotacion galagfida estabilidad de dichos
objetos.

El contenido de este trabajo queda ordenado de la siguiesmena En el capitulo
2, se describe la materia oscura galactica. En el cap&ue describe la ecuacion de
Gross-Pitaevskii (GP) y el sistema Gross-PitaevskiigtmsGPP), como el sistema de
ecuaciones que gobiernan un BEC auto-gravitante. En éldag’ se presenta una prueba
de estabilidad para el perfil de densidad de materia oscsitdepor el perfil de densi-
dad BEC de Bohmer-Harko. Finalmente en el capitulo 5 segpitan las conclusiones del
trabajo.



Capitulo 2

Materia Oscura Galactica

En este capitulo se hablara en términos generales sabrateria oscura a escala
galactica, es decir a nivel de cimulos y grupos. Ademasdsmiuce el problema de las cur-
vas de rotacion galactica. Finalmente se hablara denafgde los modelos fenomenologi-
COs que se usan para describir la distribucion de matecir@®n las galaxias.

La materia oscura galactica comprende el estudio de @sngtupos y galaxias, una
de las primeras discrepancias de la masa en un cimulo foateada por Fritz Zwicky
(1993).El midi6 el corrimiento al rojo asociado al movimiento de gmlaxias en el cimulo
de Coma y encontr6 que las velocidades individuales dedksigs con respecto a la
velocidad media del cimulo son mucho mayores a las espedada estimacion a partir
de la masa total del cUmulo, calculadas a partir de las madasduales de las galaxias.
La Gnica forma de sostener al cimulo de la expansiordaaps asumir que el cimulo
contiene grandes cantidades de alguna materia oscurdlayi3e acuerdo a la estimacion
de Zwicky la cantidad de MO en el cimulo de Coma supera a latosal del cGmulo de
galaxias al menos diez veces, o probablemente mas. Estevabi®n fue confirmada por
Smith (1936), él cual midi6 las velocidades de 30 galagrasl cUmulo de Virgo.

En lo que respecta a los grupos de galaxias las primeragep#&wias en sus masas
fueron detectadas por Holmberg (1997), Page (1952,1969)1€stas determinaciones
producen valores para el cociente masa-luminosidad (eaudl de M/Lg = 1,...,20
para pares de galaxias espirale$)jLg = 5, ..., 90 para pares de galaxias elipticas. Estos
cocientes son mayores a los encontrados mediante indessdemasas locales de galaxias.
Sin embargo, no fue claro lo importante que era la discrepamtre las masas encontrada
usando indicadores globales o locales.

Una estimacion distinta a las anteriores en el estudio slanlasas de los sistemas
galacticos fue aplicada por Kanh y Woltjer (1959). Ellosceacentraron en el hecho de
gue la mayoria de las galaxias tienen corrimientos al rogitipos como resultado de la
expansion del universo; sbélo la galaxia de Andromeda (Mi&he un corrimiento al ro-
jo negativo el cual es de aproximadamente k&fs dirigida hacia nuestra galaxia. Este
hecho puede ser explicado, si ambas galaxias, M31 y nuedtda forman un grupo de
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galaxias.

Vale la pena destacar que la existencia de la materia osalaatiga se determina
observacionalmente, y no depende del modelo cosmologargue se trata de observa-
ciones locales de particulas de prueba. Sin embargo, etlmodsmologico es importante
al imponer condiciones que deben cumplir los candidatosgyeoponen para la materia
oscura.

2.1. Curvas de rotacon galacticas

Para calcular las curvas de rotacion se supone que lasypastde prueba siguen trayec-
torias circulares, entonces la fuerza de gravedad debidareaieria (luminosa oscura)
debe compensar la fuerza centrifuga y por ello se debe dJUmpdaIaci(’JnGME—?m = m%,
dondem es la masa de la particula de pruebas la velocidad de la particulags la dis-
tancia radial yM(r) es la masa integrada hasta la posiai@e la particula. Notar que en
este caso se considera simetria esférica. De acuerdangéelidoa la velocidad de rotacion
satisfacev> = GM(r)/r, de donde a partir de las observaciones se infiere la distdibu
de masaM(r) y de ahi la densidad. Como primer ejemplolVKr) es constante a partir de
cierto valor del radio, el decaimiento @iesera Kepleriano, que corresponde al caso que se
observaria si solamente contribuyera al potencial graidhal la materia luminosa. Como
segundo ejemplo, si la curva de rotacion es plana ¢onstantgse infiere que ~ 1/r?,
gue corresponde a uno de los modelos estandar de haltigaliaamado halo isotérmico.

De las observaciones se infiere que el cociente masa-luiti@tbde la galaxia es aprox-
imadamente 5 veces mas grande que el estimado considesalagoente la region lumi-
nosa interior. La conexion importante es que la materiarasgescrita a nivel cosmologico
se identifica con la materia oscura galactica que produos efectos, y a las distribuciones
de MO galactica se les conoce como halos galacticos.

2.2. Perfiles de densidad para halos de materia oscura

Se han propuesto varios modelos fenomenologicos parailiieda distribucion de
materia oscura en los halos galacticos. Entre los modedssonocidos de halos galacticos
estan los siguientes:

2.2.1. Perfil de densidad Pseudo-lsétmico
El perfil de densidad pseudo-isotérmico (PI) esta dad¢Begeman et al. 1991]:

P!

PP = m, (2.1)
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aguiR. es el radio al cual la densidad es la mitad de la densidadatelfdmado radio de
escala, yf' es la densidad central. La curva de rotacion en este perfil es

V(e = \/47erg'R§ (1 - % arctar(é)). (2.2)

Dicho modelo se basa en el hecho de que se modela el halo deanosteura como una
esfera isotérmica sin singularidad en el origen, esto farer una densidad suave en el
origen y evitar el problema del cusp-core. Este perfil ajusa con las curvas de rotacion,
sin embargo se trata de un modelo fenomenologico indepetadilel candidato de materia
oscuray se desconoce si es un perfil atractor.

2.2.2. Perfil de densidad de Navarro-Frenk-White

El perfil de Navarro-Frenk-White (NFW) surge de las simwaeis numéricas de for-
macion de estructura que se usaron para CDM y se basan edelon@€DM [Dubinski et al. 1991,
Navarro et al.1996]. El perfil de densidad de NFW [Navarrd.et297] esta dado por

_ Pi
Puenlt) = IR + TR 23)

dondep; esta relacionada con la densidad del universo al momemjaeel halo colapso
y Rs es un radio caracteristico. La velocidad para este perfil es

Vurn(r) = \JAGpiRe \/ E

Este modelo fenomenologico tiene buenas curvas de ootg@s atractor en el tiempo
porque es el perfil que adquieren las estructuras tras anabktadisticamente las simula-
ciones de formacion de estructura, sin embargo preseptaldema del “cusp-core”.

In(1+ ' r/Rs ]

— |- 2.4
R/ 1+r/Re (2.4)

2.2.3. Perfil de Materia Oscura de un Condensado de Bose-Etem
(BEC)

En el caso en que la materia oscura es un condensado de Bwtenitestatico y el
namero de particulas de materia oscura en el estado baseyegrande fue considerado
por [Bohmer & Harko 2007]. Asumiendo simetria esféricdgnotando & como el radio
al cual la presion y la densidad son cero, el perfil de dedsidma la siguiente forma
[Bohmer & Harko 2007]

polt) = p§ D), (2.5)
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dondek = /Gne/h%a = n/Ry pS = pg(0) es la densidad central del BE@es la masa del
bosbn,a es la longitud de dispersion de los bosonéggs el radio en el cual la densidad
(2.5) es cero. La velocidad tangenarglde una particula de prueba a una distan@s:

4rGpf (sin(kr)

Va(r) = 'z - —coskr)). (2.6)

Las curvas de rotacion se ajustan con los param&rpgg. Este modelo parece tener
buenas curvas de rotacion, de igual forma es una alteand¢ivsolucion al problema del
“cusp-core’[Harko 2011], sin embargo, como se muestra adl@$ante en este trabajo, el
modelo tiene varios problemas, en especial la inestaMilida

En el capitulo siguiente se estudiara el sistema GPP qte ldi dinamica de los con-
densados de Bose-Einsten autogravitantes, ademas deequesentaran las unidades
fisicas de dicho sistema, asi como su forma adimensiaral $u tratamiento numeérico.
Se hablara sobre la idea de tratar al sistema GPP como ulem@lde eigenvalores. Fi-
nalmente se estudiara la transformacion de Madelung igue [zara la formulacion tipo
hidrodinamica del sistema GPP.



Capitulo 3

Dinamica de los Condensados de Bose
auto-gravitantes

En este capitulo se obtendra la ecuacion de Gross-Bkia€@P), asi como el sistema
Gross-Pitaevskii-Poisson (GPP), que sirve para estual@dinemica de un Condensado de
Bose-Einstein (BEC) autogravitante, ademas se presegnidorma general la idea de tratar
al sistema GPP como un problema de Sturm-Liouville. Finateee introduce el enfoque
de la transformacion de Madelung para el tratamiento tigmdinamico del sistema GPP.

3.1. Laecuaocbn de Gross-Pitaevskii

En el limite no relativista la descripcion de un gas ditude N bosones condensados
en un volumerV que interactlian entre ellos y donde la mayoria estan estafio base se
describe por un operador Hamiltoniano de la forma

H = f dr¥(r) [—;—r;V2+Vext(F)] Ed(p) (3.1)
+% f drdP ¥ (AP (V- P)POT(E),

donde?(F) y ¥ (P) son los operadores de aniquilacion y creacion respentwnte) (F— )
es el potencial de interaccion de dos cuerpos (en el casa dasudiluido se desprecian
interacciones de orden mayor)nyes la masa del boson. El potencigl; corresponde
al potencial de una trampa para el gas atomico de labavatbgui el operadoF? es el
operador laplaciano que depende en generél de

Debido a que el nUmero de bosones en este sistema es muye gemwbntrar las
propiedades termodinamicas del sistema usando el Hamailto anterior se hace impracti-
co. Sin embargo, como interesan las propiedades micrssOgel sistema, hay una forma

19
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sencilla de estudiarlo usando la aproximacion del campadion&sta aproximacion con-
siste en separar el operador de cread@n t) en una parte que corresponde a la contribu-
cion del campo condensagdr, t), mas la parte de las excitaciones denotadas)(ot),
esto es:

WP, t) = Y(F,t) + d(P 1), (3.2)

dondey(r, t) es llamada la funciébn de onda del condensado, la cuabe§téida como el
valor de expectacion del operador de campo en el estadafiase = <‘i’(?, t)). Debido

a gque en la aproximacion se considbra> 1y que las excitaciones son una perturbacion
pequefila, es decir, se considera que la densidad del n®drasones en el estado base
es muy granden, ~ N/V, entonces esto permite aproximar el estado base como un esta
do coherente. Al hablar de un estado coherente es equiwaeatecir que muchas de las
particulas, en este caso lo bosones estan en el mismao estagtico. Para que sea posible
gue los bosones puedan estar en un estado coherente laadedsigarticulas debe ser
muy grande o la temperatura muy pequefa, condiciones guensecuando se forma el
condensado de Bose-Einstein. De acuerdo a la definiciGafdation de onda del conden-
sado, esta es un campo clasico porque se define como etieadoapectacion del operador
de campo? en el estado base, entonces por todo lo anterior se sigueuguedulo al
cuadrado nos da la densidad de particu(es), definida como

o(P,1) = (P, 1) (3.3)

Por otra parte la condicion de normalizacion esta dadaNpe fp(?, t)d®r, dondeN es el
numero total de particulas del condensado. La ecua@analimiento para la funcion de
onda esta dada por la ecuacion de Heisenberg correspomdieHamiltoniano (3.1),

L0 PO

i W) = |¥.H] = (3.4)
2 - A A
[—%Vz + Vext(F) + fdr”‘PT(r*, V(- r)¥(r, t)] Y(r, ).
En la aproximacion del campo medio es posible tomar en awsat@mente la aproximacion
a orden cero de la ecuacion de Heisenberg, para esto selazaii(r’, t) por la funcion de
onda del condensaddr’, t), con lo que se obtiene

ihi//(r* t) = —h—2v2+v ) + f dryt (@, OV (P - PP, 1) | w(P,1) (3.5)
at” 7 7| 2m ext ’ ’ o '

Al considerar al condensado como un gas diluido, a bajag&ersolo las colisiones bi-
narias son relevantes, estas colisiones se pueden ceracf@r un solo parametro, por
ejemplo la longitud de dispersion de la onsldenotada poa, la cual se define como el
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limite de energia cero de una amplitud de dispersion puede relacionarse con la sec-
cion eficaz de dispersitm por la relaciono = 4ra? [Pitaevskii & Stringari 2003]. Esta
longitud de dispersita es independiente de las caracteristicas del potencral leosones.
Ademas se toma en cuenta que las interacciones de cortcaleatre los bosones son
repulsivas. Asi pues, es posible aproximar las interaes@ corto alcance con un poten-
cial efectivoV(F — ) = A6(F — '), dondeds(F — 1) es la distribucion delta de Dirac y la
constante de acoplamienicse relaciona con la longitud de dispersi@n> 0) mediante

[Pitaevskii et al. 1999] ,
4rah
1= (3.6)
m
Al sustituir el potenciaV(f — ") = A6(F — ) en la Ec. (3.5) se obtiene lo siguiente

[Pitaevskii 1959]:

2

ih%w(rﬂ t) = —;l—mvz + VT, 1) + Ay (P, 1) 2| (7, 1). (3.7)
A esta ecuacion se le conoce con el nombre de ecuaciGnads-Pitaevskii(GP) dependi-
ente del tiempo (6 ecuacion de Landau-Ginzsburg). Estacean describe los fenbmenos
asociados al BEC, que se estudian en este trabajo. Paraitengescripcion mas completa
de la ecuacion de GP se supone un término no lineal que erajess una funcion de
[Chavanis 2011]. Dicho término no lineal es una funaifis (7, t)|%), entonces la ecuacion
de GP se expresa de la forma

H 6 = h2 > / P P
(1) = |5V 4 Vex(P 1) + 0 (W (T, t)lz)] v (1), (3.8)

donde se denotag = dg/dp’. La densidad de masa se obtiene de manera natural como
p(r 1) = p'(F, )m, (3.9)

dondem es la masa del boson.

Es importante notar que en la Ec. (3.7) aparace el potendein® Vey(T, t), que rep-
resenta el potencial gravitacional de confinamiento del BfEGe calcula mediante la
ecuacion de Poisson

V2Veu(P, 1) = 47Gp (P, 1), (3.10)

dondep(r’, t) = |¢(F,1)|? es la densidad de masa del condensado, y representa ladieénte
potencialVey(r, t).

Las ecuaciones (3.7) y (3.10) son un sistema acoplado deienea diferenciales par-
ciales de segundo orden, que se le llama sistema de ecuad®@ross-Pitaevskii-Poisson
(GPP), convencidn que se toma en este trabajo.

Las ecuaciones (3.7) y (3.10) son ecuaciones que dependeneral de, sin embargo
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en este trabajo se usa simetria esférica y coordenadagasfpor lo que tales ecuaciones
se reducen a

.0 3 K2 2 5
|haw(r,t)_ —%V + V(r, t) + A(r, t)17| w(r, 1), (3.11)

VAV(r,1) = 4nGp(r, 1), (3.12)

en donde la funcion del condensag, t) y V(r,t) dependen solamente de la coordenada
radialr y del tiempot.
Para especificar mejor, en este trabajo se escribe la Et) (bh1/2m en términos de
la longitud de dispersioa, esto es
2nh?a

ma (r,t) = —h—2V2+V(r t) + l(r, t)[?
a‘”’ | 2m ’ mp vir,

w(r, 1), (3.13)

El terminoA/2m se usa para ser consiste con las unidades dee deben ser de longitud.

Entonces, el sistema GPP con el que se trabajara duranésatdllo de este trabajo
es:

0 | ", 2rh?a 5
lhalﬁ(r,t) = [—%V + V(r,t) + - (1, t)] ]w(r,t), (3.14)
VAV(r,t) = 4nGly(r, )%, (3.15)

en donde = |y(r,t)? y el operador laplaciano en coordenadas esféricas y $aestierica
Vz = i + 29
— or? ror-

Debido a que el sistema GPP (3.14) y (3.15) sera resuelt@mncamente se quiere
tener un sistema adimensional de modo que se tengan varfaitas del mismo orden,
para lo cual se hace el siguiente analisis:

1. Para obtener el sistema GPP adimensional se hacen lesndéggucambios de vari-

able:

Po= %:r, (3.16)

¢ . mS (3.17)
h

- %

Vo= (3.18)

A Va4nGh

a = < a, (3.20)

2Gm
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donde las variables con gorro son adimensiondiess la constante reducida de
Planck,mla masa del boso1g la constante de gravitacion universat ka velocidad
de la luz.

Las unidades fisicas de las variabls, t, ¢, ¢? y a son las siguientes:

r — [L], (3.21)

t — [T], (3.22)

vV — [E], (3.23)
M

Voo [(E* L)Y/2 *T]’ (3:29)
2

v - [E*I\lil* Tzl ~ [%]’ (3:29)

a — [L][?] (3.26)

en dondel[] = longitud, [T] = tiempq [E] =energia, y M] = masa

Sustituyendo las variables adimensionales gorro en ($.{3)L5) se obtiene el sis-
tema GPP adimensional:

e A AL 2 (3.27)
VA = P (3.28)

2. Ya que se tiene un sistema GPP adimensional ahora se peedstdar que es in-
variante bajo una transformacion del tipo [Guzman & @red06]:

(€8, V.0, ) > {2 a7, a?V, o2, a2} (3.29)

dondea es un parametro real arbitrario que se elige dependientisd®ndiciones

fisicas del problema que se analiza. Las variables coe stth adimensionales y
constituyen los valores computacionales usados en la @@alael sistema GPP.
Para la transformacion de=> & se usa la relacion = o21; ademas, teniendo en
cuenta que es proporcional a, se obtiene

a=a2 (3.30)

Como se quieren obtener la mayoria de las cantidadeadidiinterés en el estudio
dinamico del sistema GPP, se puede ver que dichas cargidadénvariantes ante la
siguiente transformacion [Guzman & Urefla 2006]:

A

{0, N, K, W, l} — {a4ﬁ,aN,a3R,a3W, a/3|~}, (3.31)
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dondeg"es la densidad de masd,es la masa totaK y W son los valores de ex-
pectacion de la energia cinética y gravitacional retiggoente, € es el valor de
expectacion de la energia de auto-interaccion.

Debido a que el sistema GPP se define en términos de unafudeionda clasica
del condensado, es decir en donde la funcion es el valor glectacion de un op-
erador de campo mas general, es posible definir las caridaicas mencionadas
anteriormente como valores de expectacion. De esta maeetefinerN),(K),(\W)
e(I) en unidades computacionales, de la siguiente forma

(Ny = f 012dF, (3.32)
(Ky = —% f WV, (3.33)
(W) = % f o\ dF, (3.34)

(M (3.35)

Il
an
<
S

o

-

Entonces en términos de lo anterior se obtiene los val@expectacion de la en-
ergia totakE) = (K) + (W) + () y el teorema del virial &K) + (W) + 3(i) = 0, el
cual determina si un sistema esta en equilibrio dinamioo.d_as unidades fisicas
de los valores de expectacion de las energias con ladblewitide, se recuperan
multiplicando por un factor de’/4rGmpara tener unidades de Joules (J).

Ya que se han definido todas las transformaciones para lablfisicas de interés,
ahora se puede verificar que las ecuaciones (3.27) y (3.28)nsgariantes ante el
escalamiento dado por las transformaciones (3.29) y (323@) es:

A% = 20+ 0¥+ 0A, (3.36)
VYV = AW (3.37)
lo que claramente implica:
i% = —%%z + Vi + A4, (3.38)
VAV = g (3.39)

Por lo tanto el sistema de ecuaciones de GPP adimensionalasante ante el
escalamiento con el factar, este sistema es el que se evoluciond utilizando los
meétodos numeéricos que se muestran en el Apéndice A.
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El parametrar se utiliza para asociar a las cantidades fisicas corresgates con

un problema computacional manejable, como un ejemplo deiégnho para un do-
minio fisico der = 50 kpc el cual es del orden de magnitud del tamafo de una-galax
ia, tendriamos un dominio computaciomat =r = gjiﬂﬁ—\m x 50kpc = 781319,

lo que implica que si se usacomo el dominio computacional seria muy grande
y mas dificil de manejar en los calculos numéricos, e$ aguonde se aprovecha
que la variable sea invariante ante el escalamiento dadorper &~f, entonces
usando como dominio computaciomaldigamos para = 10, se fija une mediante

a = %9 = 128 x 10°%, tal valor afecta en las demas variables fisicas quensera
recuperadas en términos de las variables tilde, pero erast de = 50kpc me fija

un dominio computacional= 10 mucho mas manejable.

3.2. El sistema Gross-Pitaevskii-Poisson como un proble-
ma de eigenvalores

Otro enfoque en el cual se puede estudiar el sistema GPPdorpma las ecuaciones
(3.38) y (3.39) es el que permite calcular configuracionesqiglibrio, en dicho enfoque
se asume que la funcion de onda del condensado es de lafgtrilp= €"(F), donde
w es un parametro libre. Esta suposicion implica que laidadsle masa ¥ el potencial
gravitacionaV son independientes del tiempo, por lo tanto la funcion dia@voluciona
armonicamente en el tiempo. Entonces el sistema de ec@s0{8.38) y (3.39) en coorde-
nadas esféricas y simetria esférica se convierte en

Pp  20¢ ~ 517127

o T = 20(V+w)+ 288L9, (3.40)
N 20V -

a7 Trar - 340

Este sistema se resuelve bajo la condicion de regularidad erigeng(0) = ¢'(0) = 0,

y (F — o) = 0; también se demanda qix) = 0. Estas condiciones de frontera
determinan de manera Gnica los valore¥(@) y w, de forma que el sistema de ecuaciones
(3.40) y (3.41), junto con estas condiciones, define un problde eigenvalores, llamado
también de Sturm-Liouville.

Este problema ha sido resuelto con detalle en [Guzman &a&J26004]. En dicho tra-
bajo las soluciones son usadas como halos de materia o$aunhien se ha demostrado
numeéricamente que las soluciones con estados excitadasren soluciones del esta-
do base, y por lo tanto son tiles como halos de materia as®ar otra parte, se ha
demostrado que las soluciones del estado base son estatdgseaurbaciones radiales
[Guzman & Urefa 2006] y no radiales [Bernal & Guzman 2Q0G&lemas de que tienen
propiedades de ser atractoras en el tiempo tal y como setedeorjGuzman & Urefia 2006].
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3.3. Transformacion de Madelung

Existe otro enfoque para estudiar el sistema GPP que se basa#emer una version
hidrodinamica del mismo, esto mediante el uso de la reptasién de Madelung de la
funcion de onda del condensado. Para estudiar este endequansidera el sistema GPP
de la forma [Chavanis 2011]

A S
i = —5-V v+ m(V + h(p))y, (3.42)
VA = 47Gp = 4nGNmyl?, (3.43)

en dondeV es el potencial gravitacionalh(p) = go = gNmy|? es un potencial efectivo en
general, que para este caso modela la interaccion de doataca. El sistema anterior se
reduce al sistema GPP que se usa en este trabajo ch@ndoAy|?, V = V/my p = |y/°.

El sistema GPP anterior se puede tratar usando el enfoque tde@nksformacion de
Madelung para la funcion de ondalel condensado [Pitaevskii 1959, Pethick & Smith 2008],
con la cual la Ec. (3.42) se convierte en un sistema de eqexitipo hidrodinamicas.
Dicha representacion consiste en definate la forma

w(r,t) = AF, 1)/, (3.44)

dondeA(r,t) y S(r,t) son funciones reales, con las cuales para este trabajdiserd®s
campos de velocidad y densidad como

p=WF = A, (3.45)
i = %VS‘ (3.46)

Se nota entonces que si se define el flujo de esta maneras @stearional, ya qu¥ x U =
0. Sustituyendo la Ec. (3.44) en Ec. (3.42) y usando las emes (3.45) y (3.46), ademas
de separar parte real e imaginaria, se obtiene

‘;_f £V (o) = 0, (3.47)
S 1. ,
5 + 2m(VS) +V+Aylc+Q=0, (3.48)
donde ) v2 S s ,
h o ne |V 1(V
Q=1 ‘F:——[—p——(‘?], (3.49)
\p am| p 2 p

es una cantidad llamada potencial cuantico. La Ec. (3.4 8)milar a la ecuacion de con-
tinuidad en hidrodinamica. La Ec. (3.48) tiene una formailsir a la ecuacion de Hamilton-
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Jacobi clasica con un término cuantico adicional. Diebaacion también se puede inter-
pretar como una ecuacion de Bernoulli generalizada paftujmnpotencial. Tomando el
gradiente de la Ec. (3.48) y usando la identidad vectagiaV(ju = V(0?/2) — U x (V x O),

la cual para un fluido irrotacional se reduceiaY)d = V(i?/2), entonces se puede obtener
una ecuacion similar a la ecuacion de Euler con un potecu#atico adicional

ot B , 1
S+ (U V)i = AP - YV - —vQ. (3.50)

Esta ecuacion muestra que el potencial efectivg® puede ser interpretado como una
entalpia en las ecuaciones hidrodinamicas.

En conclusion, el sistema GPP formado por las ecuacioné2)($ (3.43) es equiva-
lente a las ecuaciones “hidrodinamicas”(3.47), (3.5@omde la ecuacion de Poisson Ec.
(3.43) queda de la misma forma. A estas ecuaciones se leerefimo ecuaciones de
Euler cuanticas barotropicas. En el case 0, el potencial cuantico desaparece y se recu-
peran las ecuaciones de Euler barotropicas ordinaria&\@i& Tremaine 1987]. Para un
potencial de la form&(p) = |/|?, la ecuacion de estado es

Aran® ,
= . 3.51
p=—5"r (3.51)
Esta ecuacion es equivalente a una ecuacion de estadopara
p = Kp?, (3.52)

dondey = 1+% y la constante politropick = 4ran?/m?. En este caso el indice politropico
n=1(oseay = 2).

Como una observacion, la interpretacion del potenciahtico que aparece en la Ec.
(3.49) se desarrolld por primera vez en el trabajo de Maude[Vladelung 1927] y fue
redescubierto por Bohm [Bohm 1952] (por lo cual a veces se@ce como potencial de
Bohm). Notando la identidad

1 1
- 2V0=-29:P: )
m Q paj ijs (3 53)
dondeP;; es un tensor de esfuerzos
h2
Pij = ——4mzp5iaj Inp, (3.54)
o]
Pi = 22 Eaipajp = 6ijVp|, (3.55)

esto muestra que el potencial cuantico es equivalente pres@n anisétropa analoga a la
gue se construye en mecanica de fluidos.
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En este trabajo no seran resueltas las ecuaciones hidroias (3.47) y (3.50) co-
mo tales, sin embargo se usaran aproximaciones basadaseeuil@brio hidrostatico,
simetria esférica y la aproximacion de Thomas-Ferma mhchas ecuaciones, como se
vera en el capitulo 4 donde se estudia mas a fondo el perfiedsidad de Bohmer-Harko
[Bohmer & Harko 2007].

En el siguiente capitulo se hablara sobre las solucioaesgdilibrio cuando se trata al
sistema GPP como un problema de eigenvalores. Se presehtasultado de este trabajo
en donde se mostrara la inestabilidad del perfil de densidddO de Bohmer-Harko para
un boson ultraligero de ~ 10-2%eV/c?.



Capitulo 4

Estudio de la estabilidad de los halos de
materia oscura formados por un BEC

En este capitulo se demuestra que los halos de materiaagssféricamente simétricos
formados por un BEC, con el perfil de densidad del tipa ginque ajusta muy bien las
curvas de rotacion galacticas y representa una solpcitencial al problema del cusp-core
son inestables.

4.1. Caso 1: Estabilidad de las soluciones del estado base
(Guzman-Ureia)

La estabilidad de las soluciones del estado base del sisk&tRaya ha sido analizada
en el marco de las configuraciones de equilibrio. Cuandowsaasgue la funcion de onda
tiene depedencia armonica en el tiempo y simetria esfé(r,t) = €5/"¢(r), el sistema
GPP se reduce a un problema de Sturm-Liouville, como senvé eapitulo 3, es decir en
un problema de eigenvalores pai@) y E, siempre y cuando se proporcionen condiciones
de frontera sobre la funcion de onda y sobre el potenciaitg@onal. Estas soluciones
ya se han construido numéricamente enfflRu& Bonazolla 1969], y de hecho han sido
usadas como halos de materia oscura [Sin 1994, Guzman 8al2@04].

También se ha demostrado que las soluciones del estadedrasstables ante pertur-
baciones radiales [Guzman & Urefa 2006] y no radialesi8les: Guzman 2006], ademas
de que tienen propiedades de ser atractoras en el tiemposmarxzontrd en el trabajo
[Guzman & Urefa 2006]. Por otra parte, se ha demostraddagueonfiguraciones de las
soluciones del estado base se virializan porque satisfacndicion X + W + 3l = 0,
dondeK, W, 1, son los valores de expectacion de la energia cinétatenpial y de auto-
interaccion respectivamente en términos de la soludérsistema GPP, para valores ar-
bitrarios de la longitud de dispersi@n Estas configuraciones del estado base muestran
propiedades de estabilidad interesantes, por ejemplogstables ante perturbaciones de
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distintos tipos y ademas son soluciones atractoras y iaganente estados finales de la
evolucion de fluctuaciones de perfiles iniciales bastamigrarios [Guzman & Urefa 2006].
Sin embargo la distribucion de materia de estas solucies@suy compacta, y si bien las
estructuras no tienen el problema del cusp-core y son mabplesty atractoras, no pueden
explicar las curvas de rotacion galacticas, pues éstagKeplerianas a distancias ya muy
pequefias. Esto es, si se desea explicar el nlcleo de los ialse pueden explicar las
curvas de rotacion y visceversa.

Un intento por resolver este problema incluy6 la consifutde las soluciones de
estados excitados, que en efecto presentan curvas dedrotaés satisfactorias a escalas
galacticas, pero desafortunadamente tales configueison inestables y decaen en una
configuracion de esta base [Sin 1994, Guzman & Urefia 2006]

Un intento interesante para rescatar este modelo consiatienir que los halos galacti-
cos son una combinacion de estados base con excitadosohfgucaciones resultantes
presentan curvas de rotacion aceptables y conforman coadignes estables que even-
tualmente podrian ser la solucion al problema de las suteaotacion galacticas
[Bernal & Urefia 2010].

Aunque esta Ultima propuesta no esta exenta de problgagse un problema en este
modelo es suponer que una buena parte de los bosones setearcearestados excitados,
porque se asume que la temperatura critica de condenszcitel orden de TeVs y esper-
ariamos que a las temperaturas actuales del universopargion de bosones en estados
excitados fuera insignificante.

Debido a que este tema ha sido ya estudiado extensamenteeholgstivo de esta
tesis, sino el estudio del siguiente tipo de de halos gat&echechos con un BEC.

4.2. Perfil de materia oscura de Bhmer-Harko

Una alternativa y una aproximacion totalmente diferersiie pos halos de materia os-
cura es la que propone que estan formados por un BEC, estaativa fue presentada
en [Bohmer & Harko 2007] por Bohmer y Harko, en donde loseesg aplican la repre-
sentacion de Madelung para la funcion de onda y construpanversion hidrodinamica
del sistema GPP. Lo anterior bajo la suposicion de eqidlibidrostatico e ignorando el
potencial cuantico resultante cuando se aplica la aprsibn de Thomas-Fermi, los au-
tores llegan a una ecuacion tipo Lane-Emden, la cual selkesusando una ecuacion de
estado barotropica para el indice politropice 1. Tales consideraciones llevadas a cabo
se explican a continuacion.

Si se quiere calcular el estado estacionario en la ecuaaimtica barotropica de Euler
(3.50), entonces se debe considerar que todas las vartehtesdinamicas no dependan
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del tiempo yu = 0, lo que hace que la ecuacion se transforme en la siguiente

Esta ecuacion generaliza la condicion usual de equilibidrostatico con la contribucion

de un potencial cuantico. La Ec. (4.1) describe el balante éa atraccion gravitacional,

la repulsion debida al potencial cuantico y la repuldiparaa > 0) o la atraccion (para

a < 0) debidas a las interacciones de corto alcance dadas pepkrsion de los bosones.
Aplicando la divergencia a la Ec. (4.1) y usando la ecuad®®oisson (3.43), se obtiene
la ecuacion del equilibrio hidrostatico para un sistemn@ntico

h2
Vp+pVV - —pv(

o (4.1)

Vp) n? _, (Vz( \/ﬁ))
-V |— |+ v = 4nGp. 4.2
( p) 2 VP P (#:2)
Para una ecuacion de estado de la forma (3.51), la ecuaktérior se convierte en
Arral? 12 . (V3(+p)
———V? V2 = . :
p—c p+ o ( 7P ) 4rGp (4.3)

Uno de los limites de la ecuacion anterior es la aproxiérade Thomas-Fermi que equiv-
ale a despreciar el potencial cuantico. Tal situacioseten cuenta en el trabajo de
[Bohmer & Harko 2007], en relacion con los halos de matesieura con auto-interaccion
repulsiva & > 0). Esta aproximacion corresponde también al limigsiclh de la teoria
(esto corresponde a despreciar todos los terminos con@asedei) o como el régimen
de interacciones repulsivas fuertes entre particulasd®an punto de vista matematico la
aproximacion de Thomas-Fermi corresponde a despredias tos términos que contienen
Vo y VS en la ecuacion de movimiento. En esta aproximacion sereeispel término
cinético en la ecuacion anterior en el limde— oo, es decir, cuando el término domi-
nante es el de autointeraccion. Entonces en esta apragimaéa Ec. (4.1) se reduce a la
condicion usual del equilibrio hidrostatico

Vp+pVV = 0. (4.4)

Esta ecuacion describe el balance entre la atracciontgecenal y la repulsion debida a
la interaccion de corto alcance. Entonces si se toma lag#iveia de la ecuacion anterior
y combinando con la ecuaciobn de Poisson (3.43), se obtemredacion del equilibrio
hidrostatico

-V. (E) = 4nGp. (4.5)
Je

Si se usa una ecuacion de estado de la forma (3.51), la éausttierior puede ser reescrita
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como

Gm?
ah?
Esta ecuacion es equivalente a la ecuacion de Lane-Enadanip indice politropica = 1,

la cual puede ser resuelta analiticamente [Chandras&Rbdi. En este caso la solucion
de la ecuacion de Lane-Emden con simetria esférica emfthsekhar 1957]

Vep + p=0. (4.6)

o) = g 4.7)

Dondef = - 2, €S la coordenada adimensional. Para el caso de un conden-
(n+1)Kpcﬁ’l/4nG]

sado de Bos&K = 2’%3 y n = 1. Ademas se defing, en donde la presion y la densidad
con cero por medio de la condici®¢;) = 0, esto se cumple cuange = n. Lo anterior
implica que el radidR de la configuracion autogravitante de BEC esta dado por

| h?a
R=n @ (48)

Entonces si se toma en cuenta la solucion analitica deic&m de Lane-Emden dada por
la Ec. (4.6), ademas de la definicipr= p.8", con el indice politrépico = 1, se obtiene el
perfil de densidad de Bohmer-Harko (BH) de los halos de naatsicura descritos por un
BEC [Bohmer & Harko 2007]

(1) = p D), (4.9)

dondek = ,/% = /Ry pc = p(0) es la densidad central del condensades la masa de

un boson ya es la longitud de dispersion. Con el perfil de densidad dadtaEc. (4.9) se
puede calcular la masa encerrada en el redi® cual esta dada por

m(r) =

4ﬁfcr (sir;((:«) - cos((r)), (4.10)

y llendo mas lejos, se puede calcular la velocidad tangéwgcide una particula de prueba
a una distancia que describe una trayectoria circular

V() = 4”30" (Sir;((:“) _ cos((r)). (4.11)

Este perfil de velocidades es el que se compara con los datas darvas de rotacion
galacticas.
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4.2.1. Prueba de estabilidad del perfil de densidad BEC

En el trabajo de [Bohmer & Harko 2007] se usa el perfil dadoladtc. (4.9), el cual
describe el perfil de densidad de materia oscura formado p&EC que modela a los
halos galacticos. Si se usan tales consideraciones dlgeedéensidad de un BEC queda de
la siguiente forma:

sin(rr /R)
ar/R
dondeR es el radio al cugbgec(r) = 0, definido como el tamafno de la galaxiapy

es la densidad central de materia oscura. Estas dos cagidad parametros de ajuste de
curvas de rotacion cuando se hacen comparaciones corslyvabiones. Ademas como se

C

peec(r) = Peec (4.12)

calcul6 anteriormentB = « \/% [Chavanis & Harko 2012]. Esta aproximacion funciona
bien para un condensado arbitrario, en particular en [Bait&Harko 2007] los autores
fijan el valor dea ~ 5,77x 10~" cm, motivado por el valor observado en el laboratorio para
el Rb y mediante los ajustes de las curvas de rotacion con tasnedros libreg§ ., R,

se infiere a través de la expresion anterior pawma masa del bosan ~ 1,44eV.

Usando este mismo modelo, pero considerando la masa d®i lwos 10-2%eV, que es
un candidato para la MO, se han llevado a cabo varios estudiiosjemplo se presenta
en [Matos & Robles 2013], los autores usan el perfil de dedgiid 2) para ajustar curvas
de rotacion para una cantidad de galaxias enanas y de bégoshiperficial (LSB), y al
mismo tiempo encontraron que el modelo podria ser unaisolulel problema del cusp-
core [Gross 1958, Harko 2011, Matos & Robles 2013].

Cabe enfatizar que las soluciones estacionarias del sisteracuaciones GPP original,
con sus configuraciones de equilibrio, asi como sus venyajiesventajas, son totalmente
diferentes de las soluciones de equilibrio construidasBgtymer y Harko. Una evidencia
clara es que los perfiles de densidad para configuracioneguildogo del sistema GPP
decaen exponencialmente en el espacio y son diferentes pedik(4.12). Por supuesto,
esto implica diferentes perfiles para las curvas de ratagientre los dos enfoques, el
perfil de Bobhmer-Harko parece ser el que ajusta mucho magocurvas de rotacion y el
problema de la cUspide en los nlcleos [Matos & Robles 20b29s & Robles 2013].

Sin embargo, a pesar de las ventajas que tiene el perfil dm@&dHarko, en este tra-
bajo se demuestra que es inestable. De hecho, esto se espghido a que en
[Guzman & Urefa 2006], se demostrd que las solucionesigieima GPP son soluciones
atractoras y entonces el perfil (4.12) seria inestable grielilecaer en una de las solu-
ciones del estado base de los construidos como solucioteesoesrias del sistema GPP,
sin la aproximacion de Thomas-Fermi en la version de Maugl

Si se habla de la estabilidad de las soluciones del sisterRee@ Bl problema de eigen-
valores, como se vio en la primera parte de este capitlks soluciones se construyen
bajo la suposicion de una dependencia temporal armomida flincion de onda, la cual
implica inmediatamente que la densidad de probabilidaddepiendiente del tiempo y por
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lo tanto el potencial gravitacional también lo es. Estgglicaciones sobre la independen-
cia temporal no garantizan que la soluciones sean estaeléscho soluciones excitadas
construidas bajo las mismas suposiciones de equilibriorsstables, como se muestra en
[Guzman & Urefa 2006]. Llendo mas lejos, en [Guzman &idr@006] se demostrd que
paraa negativas hay ramas estables e inestables, incluso paacss en el estado base.
Entonces se enfatiza que las configuraciones en el estad@besuna > 0 arbitraria
son estables y se ha demostrado mediante la evolucion figu@ciones perturbadas con
cascaras esféricas y no esféricas aplicadas a la funlgéonda, o simplemente con los
errores inducidos por los métodos numéricos usados.

Por otra parte, en la aproximacion de Bohmer-Harko, coewi® anteriormente las
suposiciones sobre la independencia del tiempo son apBoad el marco de Madelung,
con lo que se obtiene el perfil (4.12). Sin embargo nunca seoBrado su estabilidad. Para
probar las propiedades de estabilidad se pueden planteapdimnes simples. La primera
se basa en el analisis perturbativo de la solucion y larsayaonsiste en la evolucion de
la solucion. En este trabajo se elige la segunda opciéredieforma, lo que se hace es
estudiar la evolucion del perfil (4.12) en el sistema oagjgompleto GPP dependiente del
tiempo en coordenadas esféricas y simetria esférica.

4.2.2. Evolucdn de los halos gdcticos con el modelo Bhmer-Harko

Para evolucionar los halos galacticos tipo Bohmer-Harto la densidad (4.12) se
sustituye la funcion de onda que le corresponde en (3.3BB9)

Especificamente, como dato inicial se comienza la evotudel sistema GPP con una
funcion de onda consistente con (4.12), es deé¢irt) = /p(r,t) expSt9/" dondeS es una
fase con unidades de accion, la cual bajo suposicionegdiibgio hidrostatico demanda
VS = 0y asumiendo una dependencia armoénicayden el tiempo la fas& se puede
escribir comdS = —Et, dondeE es la eigenenergia del sistema [Chavanis 2011]. Entonces
el perfil (4.12) proporciona una receta simple para corrdaduncion de onda del halo de
materia oscura.

El tamafio de la galaxia € definida por la condiciopgec(R) = 0, el primer cero de la
densidad. Se hacen los calculos en un dominio extend@, rmay] CONrax ~ 4R > R,
lo que permite monitorear el movimiento de la densidad deabidad en regiones con
r > R. Asi, la funcion de onda inicial es de la siguiente forma

y(r.t=0)= { OVpBEC(r) r<Rk (4.13)

R<T < I'max

dondepgec(r) esta dada por (4.12).
Para las unidades se usa el reescalamiento de las variagsiestal en el capitulo 3,
i V4zGh 7 mcz v 2 A Api
es deciry — 2y, 1 — TPV — -5, a — -4, entonces las constantes numéricas

h, h?/m, 27h?/n?, 4nG no aparecen en las ecuaciones (3.14) y (3.15). Adiciondémnse
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usan las unidades de codigo (variables tilde) que permitenejor manejo de los calculos,
para eso se aprovecha la propiedad de invarianza del sideepr@iaciones (3.38) y (3.39)
bajo la transformacioh— f/a?,f — F/ay — a2,V — o?V, & - 8/a?, en donder es un
parametro arbitrario [Guzman & Urefa 2004].

Ahora es importante elegir el tipo de sistema bosonicowdest Por una parte, en el
trabajo original de BH, la masa de los bosones es del ordereifelmmcual desafortunada-
mente lo descarta como modelo de materia oscura pues nargLedtespectro de potencias
construido a partir del analisis de las fluctuaciones den@afcomo se describib en la in-
troduccion). Por el contrario, si se supone que el bosaheesspin cero y ultraligero se
resuelve el problema de espectro de potencias [Matos &dJrépez 2001] y el bosbn
funciona como materia oscura a escala cosmica, pues agalaréandria el primero de los
problemas que mencionamos, a saber, el de la sobreabuadanci

Se ha mencionado reiteradamente el trabajo de [Matos & R@0IE3] porque en &l se
aplica el perfil de BH considerando que el boson es precistnde espin cero y ultraligero,
y se han ajustado curvas de rotacion galacticas paraigalla®B y ademas se ha mostrado
gue el modelo no tiene el problema del cusp-core. En est@egese trata de un buen
modelo que:

- No tiene el problema de la sobreabundancia.
- No tiene el problema del cusp-core.

- Resuelve el problema de las curvas de rotacion galactica

Por ello se enfoca el esfuerzo a estudiar la cuarta de lasepiantes: la estabilidad y
comportamiento atractor del modelo con los parametrosapadan estas tres propiedades
y no los parametros del perfil original de BH.

De entre la muestra presentada en [Matos & Robles 2013] ertrab@jo se eligieron
dos que ilustran el comportamiento genérico de los perdigemateria oscura: la galax-
ia ESO3050090 y la galaxia ESO1870510, seleccionadas peemtar ajustes con gran
precision de las curvas de rotacion [Matos & Robles 20&8]la tabla 1 se muestran los
valores del radidz, la densidad centraly.. y la longitud de dispersioa calculada medi-
ante Ec. (4.8) para ambas galaxias. También se muestraaltwes computacionales tilde
calculados este trabajo mediante las transformaciond8E29).

Galaxia | R(kpc) | p&ec (Mopc™) am | 7 Poec a
ESO3050090 4.81 0.0217 7.554x10°°° | 20 | 0.0318292| 1.17
ESO1870510 2.93 0.0329 2.803x10°% | 20 | 0.0482571] 0.43

Tabla 1. Parametros fisicos y computacionales de las galaxiaSBS@M90y ESO1870510.
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Los resultados de la evolucion del sistema GPP (Ecs. 3.389) Bara ambas galaxias
con los parametros computacionales de la Tabla 1 se moesiras figuras 4.1y 4.2. El
factor de escala que se uso6 en este casp €90,0006399 para después de la evolucion
del sistema GPP poder recuperar las variables fisicaa.d@Paiempo inicial se grafica la
curva de rotacion por medio de la solucion numeérica dgésia GPP y se compara con la
curva de rotacion obtenida mediante los puntos obsemvalgs para cada galaxia con sus
correspondientes barras de error [de Blok et al. 2001], g@spués evolucionar el sistema
GPP y estudiar la dinamica de las dos galaxias como se rawsstas Figs. (4.1) y (4.2).
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Figura 4.1: Galaxia ESO3050090. Se muestran instantaledastencial gravitacional en
unidades de codigo para tres tiempos distintos, el tierspuedido en Mega aios (Myr),
y se puede notar que tal potencial no es independiente dgbdiecTambién se muestra la
curva de rotacion y lo rapido que se distorsiona en el terBe igual forma se muestra la
masaM contenida en el radio = R, como una funcion del tiempo y se aprecia lo rapido
gue decrece. Adicionalmente se muestran la cantidadV + | en Joules (J) y se aprecia
gue es positiva al principio; el hecho de que sea positizgaimente indica que el sistema
no es acotado y se debe dispersar. Que el sistema se dispedsanganifiesto en la pérdida
de masa contenida en el radio
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Figura 4.2: Galaxia ESO1870510. El comportamiento est@ate similar al de la galaxia
mostrada en la Fig. (4.1).



Capitulo 4. Estudio de la estabilidad de los halos de materia oata formados por un
38 BEC

En primer lugar, un dato determinante es que la energihdetasistemaE = K +
W + | es positiva de entrada al tiempo inicial. La primera implida es que el sistema es
no acotado y por tanto deberia dispersarse. Entoncesdagif@s perturbaciones debidas
a los errores de los métodos numeéricos son suficientesdesencadenar la fision del
sistema sin necesidad de aplicar perturbaciones exgdidiin seguida es de esperar que la
masa decrezca en el volumen contenido en la esfera deRagarque la configuracion se
esta dispersando, dato que también se muestra para aasuoss En consecuencia la curva
de rotacion y el potencial sufren las consecuencias debicaem el valor de la masa del
sistema.

También es importante indicar las escalas de tiempo dertxepos de decaimiento.
En ambas figuras se muestra que la masa del halo decrece adhenitlrededor de 20
y 50 Mega afos, respectivamente. Estas escalas de tiempmssiderablemente cortas
comparadas con la escala de€® Hiios que las galaxias parecen mostrar como escala de
tiempo de equilibrio.

Adicionalmente a la inestabilidad, los halos de Bohmerkblanuestran una incon-
sistencia importante y entonces en las aplicaciones detlmadmo tal: el radidR y la
densidad centrgbg. son los parametros de ajuste del modelo, que se relaciordir m

ante la expresioR = « \/% [Matos & Robles 2012, Bohmer & Harko 2007]. El punto es
gueR es un parametro que cambia de galaxia a galaxia. Esto englie para una masa
m del boson dada, como por ejemplo para el modelo de matestaabse tiene un bosén
ultraligerom ~ 1072%eV, entonces para una galaxia dada hayRfijo y una longitud de
dispersiora. Sin embargo, para el mismo boson y para una galaxia difeRees distinto
y por lo tantoa también lo es. Esto seria equivalente a considerar quigoesnes inter-
actlan de manera distinta en diferentes galaxias, lo suata@mente inesperado para una
candidato de materia oscura. Contrariamente, esta dada para todas las galaxias, en-
tonces todas las galaxias deben tener el miBmpara unanfijay es claro que las galaxias
tienen diferentes tamanos. Esto es tal vez un problemartande, tal y como es el de la
inestabilidad mostrado en este trabajo.

El hecho de que el valor d¢ contribuya de modo significativo a la energia tdia:
K +W + 1, indica que la aproximacion de Thomas-Fermi puede noa&tasén este caso.

Este hallazgo que pondria en duda el modelo de BEC resut@adi suposicion de la
aproximacion de Thomas-Fermi, motivd que se verificakal@ez de dicha aproximacion
al menos para el modelo de Bohmer-Harko original con masassqn atbmicas y no
de materia oscura. El resultado es que en efecto, la canti@agara el caso de masa
ultraligera es 80 6rdenes de magnitud menor que cuandonsédeoa la masa del boson
del orden de meV. Es entonces factible que los modelos deltgasco sean estables, pero
no se hace aqui porque de entrada el gas atbmico quedatddeaamo materia oscura.



Capitulo 5

Conclusiones

En el capitulo 1 se menciond parte de la historia, la motbray las observaciones
gue dieron origen a las hipotesis que sugieren la existelecmateria oscura, tanto a nivel
cosmologico como galactico. En este mismo capitulo sér@ea atencion en la materia
oscura vista desde el punto de vista del modgBbM, y se describieron sus propiedades
mas importantes, asi como algunos de sus problemas. &biken los modelos de ma-
teria oscura que se han propuesto, y como punto central $& $atire el problema de la
materia oscura a escala galactica, en especial el prollentas curvas de rotacion. Se
explicd porqué en este trabajo se considera la hipotiestpie la materia oscura esté for-
mada por un Condensado de Bose-Einstein (BEC), tal modst@ivexia los problemas
gue presenta el modelo CDM, los cuales son: la sobreabundaastructuras pequenas,
el problema detusp-corey el problema de las curvas de rotacion.

En el capitulo 2 se habl6 sobre la materia oscura gatadando a concer las princi-
pales observaciones que llevaron a inferir la existenciaateria oscura a nivel de cUmu-
los, grupos y galaxias. Las observaciones se basaron adcelacde las masas, usan-
do especificamente el cociente masa-luminosMadg, en donde se encontraron grandes
discrepancias entre los valores observados y los calculd@mbién se explico como se
calculan las curvas de rotacion galacticas para pdasale prueba que siguen trayecto-
rias circulares. Se vib6 que cuando se calculan tales calwastacion se encuentra que
no presentan un comportamiento Kepleriano como se espeaiagbdlamente contribuyera
el potencial gravitacional debido a la materia luminosa.eEte capitulo se presentaron
modelos fenomenolbgicos que tratan de resolver dichdgmubde las curvas de rotacion,
pero sin suponer un candidato de materia oscura. Sin emlzango se vido en este mismo
capitulo hay modelos que proponen gue la materia oscunda@&$brmada por un BEC,
y tal propuesta se basa en considerar que los halos de magetiea tienen un perfil de
densidad de la forma= pS25t,

En el capitulo 3 se obtuvo la ecuacion de Gross-Pitaey&#i), que junto con la
ecuacion de Poisson forman el sistema de ecuaciones Bitagsskii-Poisson (GPP), el
cual describe la dinamica de un condensado de Bose-Hisatgd-gravitante. Se obtu-
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vo el sistema GPP adimensional que permitid un manejo ctanjmnal adecuado y se
demostr6 que el sistema GPP adimensional es invariargeuanieescalamiento. Se estu-
di6 el enfoque del sistema GPP como un problema de eigeagalkon el cual es posible
construir configuraciones de equilibrio. Finalmente ss@m& el enfoque en donde el sis-
tema GPP se puede tratar como un sistema de ecuacionesitéanézhs en el limite de
Thomas-Fermi.

El resultado de esta tesis es el que se present6 en elloahiem el cual se demostro que
los halos de materia oscura esféricamente simétricositienBr-Harko son inestables si
m ~ 102%V, cuando se tratan en el marco del sistema GPP, esto esnsstde que los
halos que ajustan a curvas de rotacion galacticas y uEes una solucion potencial al
problema del cusp-core, pierden masa rapidamente en go tenla mitad de su masa en
un lapso de decenas de millones de aios. Este comportamseetspera ya que el perfil
sinr/r es totalmente inconsistente con el perfil exponencial dpdoles de densidad de
las soluciones del estado base.

Otro de los resultados encontrados en esta tesis han siibagps en el trabajo
[Guzman et al. 2013] que esta sometido, para el caso de sonbaltraligero dem ~
10-2%eV, la energia cinétic contribuye significativamente a la energia t@at K+W-+1,
lo que indica que la aproximacion de Thomas-Fermi (ne@egpara construir los perfiles
tipo Bohmer-Harko) podria no ser valida en este casoeBihargo este hallazgo que pon-
dria en duda el modelo de BEC, resultado de la suposicitaagoximacion de Thomas-
Fermi, motivd que se verificara la validez de dicha aproxigraal menos para el modelo
de Bohmer-Harko original con masas atomicas del ordemeV, y no de materia oscura.
El resultado es que en efecto, la cantidaB para el caso de la masa ultraligera es 80
ordenes de magnitud menor que cuando se considera la mMdssde del orden meV. Es
entonces factible que los modelos del gas atbmico seablest@ero no se hace en esta
tesis porque de entrada el gas atbmico queda descartagoncataria oscura.

Ademas de la inestabilidad, se encontrd que el perfil denir-Harko presenta una
inconsistencia importante, esta es: el relRjlipla densidad central§ . son los parametros

de ajuste del modelo, que se relacionan mediante la erpriest \/% El punto es que
R es un parametro que cambia de galaxia a galaxia. Por ejgmapdola masa del boson
ultraligerom ~ 1072%eV, entonces para una galaxia dada hayRfijo y una longitud de
dispersiora. Sin embargo, para el mismo boson y para una galaxia diteRees distinto
y por lo tantoa también lo es. Esto seria equivalente a decir de los besoteractian de
manera distinta en diferentes galaxias, lo cual es totakrieasperado para un candidato
de materia oscura.

A la luz de estos resultados, se puede resumir el estatusodiellonde halos de materia
oscura esféricamente simétricos formados por un BEC sigléente manera:

1. Las configuraciones de equilibrio del estado base queisaias en el trabajo
[Guzman & Urefia 2004] son estables en un sentido muy gepera muestran cur-
vas de rotacion insatisfactorias. Aunque hay intentosgsolver este problema, el
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cual consiste en la construccion de modelos con mezclatddossbase con esta-
dos excitados [Bernal & Urefia 2010], sin embargo no estatexde problemas, por
ejemplo, si la temperatura critica para que ocurra la cosaleon es tan alta (del
order de TeV) no es de esperar que haya estructuras que gantproporciones

parecidas de particulas si condensadas y de particukstados excitados.

2. Cuando se construyen las configuraciones estacionaria$ lemite de Thomas-
Fermi (halos de Bohmer-Harko), se muestran ajustes dexsut® rotacion acept-
ables y es una alternativa para resolver el problema del@ugpen las galaxias, sin
embargo como se demostr6 en este trabajo estas configugason inestables.

3. Pararescatar el modelo de halos de BEC como materia escnesesario: 1) preser-
var la masa ultraligera del bosoén sin espin para que seoarslas propiedades del
modelo a escala cosmolbgica, 2) explicar la existenciaatizshde distintos tamafos
sin que las propiedades de los bosones, en esprgia cambien de una galaxia a
otra. Por ahora no se conoce una solucion a este problentamasstrabajando en
la idea de incorporar la rotacion de los halos, que bienipasdr una propiedad local
de cada galaxia.

Aunque la naturaleza de la materia oscura sigue siendo ueriishay modelos que
pueden explicar muchas de las observaciones y hay otropgnasacomienzan a explicar-
las, lo que conlleva a la existencia de muchos modelos queidansu estudio y validez,
como en el caso especifico de este trabajo que se baso dandibatel Condensado de
Bose-Einstein (BEC) como candidato de materia oscura.






Apéendice A

M etodos Nunericos

En este apéndice se describen los métodos numéricossupach resolver el sistema
GPP como un problema de valores inciales.

A.0.3. Diferencias Finitas

Para integrar las ecuaciones involucradas en este trabajsason diferencias finitas
para aproximar las derivadas que aparecen en tales ecescianaproximacion en difer-
encias finitas se basa en lo siguiente [Guzman 2010]. Seeaslgaso de un dominio
hipotético finito con una coordenada tempdrgluna coordenada espacialLas coorde-
nadas espaciales son definidas como un conjunto discretentiespdados pax; = jAX, y
las fronteras corresponden a los puntgéen la izquierda) wy (en la derecha). El tiempo
t" = nAt también esta definido solamente para ciertos valoresedebb continuo, definien-
do asi una malla numérica. Entonces, una funcion es dafstlamente para los valores de
Xy t que corresponden a puntos en la malla de tal manera que pafangidn continua
f dada, hay valorestY xj), entonces en ese punto la funcion se denotaffoPara un
dominio uniformemente discretizadtx = .1 — X y At = t™! —t" indican la resolucion
en las coordenadas espacial y temporal respectivamenderdzrdefinido un dominio dis-
creto aproximado, procedemos a definir una aproximacioa paa Ecuacion Diferencial
Parcial (EDP), tal y como se ilustra en la Fig. (A.1). La ajpmacion en diferencias finitas
asume que la funcién involucrada puede ser expandida eseuigede Taylor alrededor de
cada punto de la malla a un orden de aproximacion deseadtn fmto, considerando la
funcion f suave en cads, el valor de la funcion para los vecinos mas cercanos psede

43



44 Capitulo A. M étodos Nungricos

Fronteras
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b,
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Punto del -~
dominio —
discreto
Datos iniciales -—— i \ t=0

Dowminic espacial

Figura A.1: Version discreta del dominio que define unaawdbre la que quedan definidas
las funciones involucradas en la EDP

calculado de la siguiente manera:

2 3
F(xj_0) = (X)) — AXF(x)) + ATX £7(x;) %‘ £7/(x;) + O(axY),
f(x;) = f(x)),

2 3
F(Xjp) = (X)) + AXF(x)) + ATX £7(x)) + %X £7/(x;) + O(AXY),

donde las primas denotan las derivadas respext€amenzando de estas aproximaciones
es posible construir operadores diferenciales para lagsadess def(x;). Por ejemplo,
sumando la primeray la tercera expresion se obtiene umaggp para la primera derivada
en el puntax; con un error de segundo orden

f(Xj1) = £(Xj-1)

Fi) = 2AX

+ O(AX);

notando que el valor de la funcion para los vecinos izqoegdderechos mas cercanos es
necesario para calcular esta derivada, por ello es llamiéglkia finita centrada. Para
obtener la segunda derivada fiees suficiente escribir la combinacion

F(Xj1) = 2F(x)) + f(Xj-1)

o + O(AX),

() =

la cual implica que la expresion para la segunda derivadhién tiene una aproximacion
de segundo orden. Como en el caso previo, esta también espumamacion centrada.
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Analogamente para la discretizacion temporal. En lagimside las fronteras espaciales,
uno de los vecinos mas cercanos se perderia (para el gyiiopunto de la izquierda
X_1 no esta definido, y para el puntg, el punto de la derechay,; no esta definido),
una aproximacion centrada requeriria la adicion de umigaextra (un punto fantasma) en
el dominio; en muchos de los problemas es preferible dejapsintos fantasmas para el
propo6sito de imponer condiciones de frontera. Por lo tasgoconsideran solamente los
puntos a la derecha en el dominio espacial (en el caso dectonels a la izquierda), o
solamente puntos a la izquierda (en el caso de condiciorzedexdcha). De esta forma se
procede a escribir las aproximaciones de la funcion tom@&mdcuenta solamente puntos
sobre la derecha o la izquierda:

fix) = f(x). (A.1)
f(Xje1) = () +AxT(x) + ATXZ £(x;) + O(AX),
f(Xj2) = f(X))+ 2AxF/ (X)) + 2A%% 7 (x;) + O(AXY)
fix) = f(x). (A.2)
f(xi-) = f(x) - Axf'(x) + ATXZ £(x;) + O(AX),
f(xi2) = f(x)—2AxF (X)) + 2A%% £ (x;) + O(AX).
La combinacion
f(Xj+2) — 41 (Xj41) + 3F(X;) = 2AxT'(x;) + O(AX®),

implica la expresion deseada para la primera derivadacegpke la funcibn con segundo
orden de aproximacion. De esta forma se tiene que pararigefeizquierda

_ ) +41(x1) - 37 (%)

f/
0 2AX

+ O(AX),

y en el caso de la frontera derecha,

_ f(Xn-2) — 4f(Xn-1) + 3F(Xn)

f/
N 2AX

+ O(AX).

A.0.4. Laevolucbn

Para evolucionar en el tiempo la Ecuacion de Gross-Piéesesutiliza el Método de
Lineas (MoL) por sus siglas en inglés, el cual consiste siguiente. La evolucion de datos
consiste en el calculo de una funciqff'rl a partir de datos en los niveles de tiempo previos.
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Figura A.2: Molécula correspondiente al algoritmo de aed@n de Ec. (A.3) para la con-
struccion de™! a partir de datos de tiemptsy t"1.

Para ilustrarlo considérese la Ec. (3.34) escrita en lad®iguiente para=1,--- ,N—-1:
~ i (Ui =20+ ¥ 25— Ui
)i = = — A3
@) = 3 AT2 TE T 2ar (A-3)
iV — 182

Esta version de la ecuacion se conoce como version ssereth, es decir, que solamente
la parte derecha aparece en forma discreta, denotada @sualporhs(y). Esto es, (A.3),

es una ecuacion ordinaria &dey para cada valor dg o sea se tieneN — 1 ecuaciones
diferenciales ordinarias drdey. Lo anterior indica que basta con un integrador de ecua-
ciones diferenciales ordinarias para evolucionar datogndeéempo al siguiente en cada
valor de j. Este método de evolucion es conocido como “método reali’(MoL) y se
trata de una herramienta muy utilizada para la evolucigoreblemas de valores iniciales.
La molécula usada para construir la solucion al tiempal se muestra en la Fig. (A.2).

Como se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales oedirse elige un integrador
en términos de la precisibn deseada, la disipacion queduce en los calculos y sus
propiedades de estabilidad, lo que implica para nuestm@a®! valor del factoAt/Ar?
[Thomas 1995, Gustafsson 1996, Teukolsky 1992]. Para ebtes resultados de este tra-
bajo se ha usado un algoritmo Runge-Kutta de tercer ordgansa cual, si una funcioh
satisface una ecuacion del tigo= rhs(f) = S, dondeS es laparte derechale la ecuacion
de evolucion pard y que puede incluir funciones y derivadas de funciones ddas@n
su version discreta, el algoritmo para calcui&r en terminos de valores de funciones en
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el tiempo previo se resume asi:

£ = 74 AtS", (A.4)
. 3. 1. At
f = 4f +4f + 48,
1. 2. 2
flZ Zgng Spey SALSH
3 tal +3As

Este algoritmo es usado ampliamente porque requiere sotame tres iteraciones de tiem-
po Yy es preciso y estable para valores suficientemente pesjaeT factont/Ar?.

Para resolver la ecuacion de Poisson (3.39) primero seriiee®n la siguiente forma
d2 ~ ~ ™~ 2
) =P, (A5)

y entonces se aplico el algoritmo de Numerov de sexto ordearin & Meredith 1990],
el cual se define como

2
(Vner = 2(V)n = (FV)n1 + %((FI@IZ)M + 101 )n + F1Y1)n-1) + O(h°).  (A.6)

En dondéh = rp.1 — Iy

Tratamiento en el origen

Como se puede observar en la forma en la Ec. (3.38) apareéemimd que va como
1/f y el cual diverge em = 0. Por esta razon es necesario hacer un tratamiento dspecia
para evitar dicha divergencia. Para resolver este probéencansidera lo siguiente

o oy oF 1oy

— === A7
or2  of o2 2F oF (A7)
Y de tal forma quér% = 2% por ello la discretizacion de (A.3) resulta ser
oy i ('}Hl 2+ i Wi - J’i—l)
—_— = = = + 4 = = (A8)
or 2 A2 L ri2+1 _Ii2—1~
Vi — &P,

de esta forma se evita la divergenciarea 0 en la evolucion del sistema GPP. El caso de
la ecuacion de Poisson se evita la divergencia si se eswibe la Ec. (A.5) y cuando se
aplico el algoritmo de Numerov se evita la division enteeos ya que el termino/f se
evalla hasta 1 solamente.
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A.0.5. Condiciones de frontera

A cada paso de tiempo, la ecuacion de Poisson (A.5) seiiatégtafuera hacia dentro,
usando el algoritmo de Numerov de sexto orden y aplicandigldemte condicion de
frontera
~ N(Fn-
) = )

Nrn—l
~ N(F
V(Fn) - E n)
n

: (A.9)

: (A.10)

dondeN = f|1/~/|2d3f, es el niumero total de particulas sobre todo el volumen.

Se quieren evolucionar sistemas fuera del equilibrio y gared flujo de particulas
fuera del dominio numérico, es por eso que se implementaspa@njasobre los puntos
exteriores de la malla, la cual consiste en afiadir un piteintaginarioV, () a la ecuacion
de Schrodinger. La expresion que usamos para el perfil esgplanja es

(7 - rC)] - tanh(%)}, (A.11)

V, = —12\7a {2 +tanh

la cual es una version suave de una funcion escalon cotitachl,, centrada e y
anchos. El signo menos garantiza que la parte imaginaria del ptktiene el efecto de
un sumidero de particulas.

A.1. Convergencia

En esta seccion se muestra una prueba de convergencial padige implementado
en esta tesis en el caso en que los datos iniciales son losad®uafiguracion de equilibrio
como la que se explico en el capitulo 3. En la figura A.3 seeqt la prueba de conver-
gencia para la densidad central con dos distintas resolesjdambién se muestra el virial
para dos resoluciones distintas. Es importante menciamaisg utilizo la aproximacion
de segundo orden para los esténciles en las derivadasadepag una aproximacion de
sexto orden para resolver la ecuacion de Poisson, entenceste trabajo se encontré una
convergencia a segundo orden, es decir tiene el orden dergamcia de la aproximacion
de segundo orden. La figura A.3 muestra este hecho.
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Figura A.3: Se muestra en unidades de codigo la evolucéia pistemas de equilibrio
cond = 0. En la figura de arriba se muestra el valor ceni(&l0)j para dos resoluciones

Ar = 0,04 y 008, con la frontera localizada en="50. La curva que corresponde a la
resolucion mas alta ha sido escalada copggs[- 1]/4+ 1, y de hecho estos valores ajustan
con los encontrados papgos, |0 que indica convergencia a segundo orden. Entonces, las
simulaciones se hacen en el regimen de convergencia detatiiacion de segundo orden
usada para los esténciles de las derivadas. En la figuraajie sdbmuestra la cantidad de
virializacion XK + 3 + W, la cual en el caso continuo debe ser cero. Se puede ver que sus
valores son 4 veces menores si la resolucion espacial exbkd. &Esto indica claramente
convergencia a cero de segundo orden para esta cantida@lla su vez significa que se
puede recuperar lo que se espera en el limite continuo.
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