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Resumen

El presente trabajo introduce las definiciones de grupos relativamente hiperbdlicos dadas por
Bowditch, Farb y Osin, asi como los preliminares necesarios para la enunciacion de las mismas; se
habla de cémo cada una de estas definiciones generalizan a los grupos hiperbdlicos y responde la
pregunta de si dichas definiciones son equivalentes.

Ademas, se da la definicién de descomposiciones JSJ, con base en el trabajo de Guirardel y
Levitt. Este trabajo da una demostracién al hecho de que los grupos relativamente hiperbdlicos (y
por tanto, los grupos hiperbélicos) admiten una descomposicién JSJ.

Palabras clave: Grupos relativamente hiperbélicos, subgrupos parabdlicos, subgrupos periferales,
espacios de deformacién, decomposiciones JSJ.

Abstract

This work introduces the definitions of relatively hyperbolic groups given by Bowditch, Farb
and Osin, as well as the necessary preliminaries to enunciate them; it is adressed how each of these
definitions generalizes the hyperbolic groups and it is answered the question about the equivalence
of such definitions.

Furthermore, this work gives the definitions of JSJ decompositions, based on the work of Gui-
rardel and Levitt; and it gives a proof to the fact that relatively hyperbolic groups (and hence
hyperbolic groups) admit a JSJ decomposition.

Key words: Relatively hyperbolic groups, parabolic subgroups, peripheral subgroups, deformation
spaces, JSJ decompositions.
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1. Introducciéon

Las descomposiciones JSJ fueron introducidas por Jaco-Shalen y Johannson en su trabajo sobre
teorfa de la subvariedad caracteristica de 3-variedades topoldgicas (ver [JS79] y [Joh79]). Dichas
descomposiciones fueron llevadas al contexto de Teoria de Grupos por diferentes autores, tales como
Kropholler, Sela, Rips, Bowditch, Dunwoody, Sageev, entre otros (ver [Kro90], [RS97], [Bow01] y
[DS99)). En este trabajo, se estudiardn descomposiciones JSJ en este tltimo contexto basdndonos
en el trabajo de Guirardel y Levitt en [GL17].

El problema que las descomposiciones JSJ de grupos aborda es la posibilidad de descomponer
a un grupo finitamente generado sobre alguna familia de subgrupos del mismo, de manera que se
satisfagan ciertas condiciones de maximalidad y unicidad (ver Seccién 4 para una definicién precisa
de descomposiciones JSJ). Es importante mencionar que dicha descomposicién no siempre existe.

Uno de los ejemplos de clases de grupos para los cuales existen descomposiciones JSJ son los
grupos relativamente hiperbdlicos. Dichos grupos se introdujeron por primera vez en el trabajo de
Gromov (ver [Gro87]) y su definicién ha sido abordada y reformulada por autores como Bowditch,
Farb y Osin. Las definiciones de hiperbolicidad relativa que se abordaran seran las dadas por estos
ultimos en [Bow12], [Far98] y [Osi06], respectivamente.

Preguntas naturales que pueden surgir al hablar de las distintas definiciones de hiperbolicidad
relativa son las siguientes: ;qué relacion tiene los grupos hiperbdlicos con los grupos relativamente
hiperbdlicos? y ;las diferentes definiciones de hiperbolicidad relativa coinciden?. Ambas de éstas
preguntas seran contestadas a lo largo de este trabajo: Cada una de las definiciones de hiperboli-
cidad relativa son generalizaciones de los grupos hiperbélicos y son equivalentes (agregando cierta
propiedad a la definicién de Farb). La definicién dada por Bowditch generaliza el hecho de que los
grupos hiperbdlicos no contienen elementos parabdlicos; la dada por Farb generaliza que el grafo de
Cayley de un grupo hiperbdlico sea un espacio hiperbdlico; y la defincién dada por Osin generaliza
el hecho de que los grupos hiperbdlicos sean grupos finitamente presentados con funciones de Dehn
lineales.

FEl presente trabajo se divide de la siguiente manera. La Seccién 2 se dedicard a introducir los pre-
liminares necesarios para entender las diferentes definiciones de hiperbolicidad relativa mencionadas
con anterioridad y se enunciaran dichas definiciones. Posteriormente, en la Seccién 3 abordaremos la
pregunta acerca de la equivalencia de las distintas definiciones de hiperbolicidad relativa. La seccién
4 se centrara en dar una definicién precisa de descomposiciones JSJ, basdndonos en el trabajo de
Guirardel y Levitt; para finalmente, en la Seccién 3 dar una demostracién al hecho de que los grupos
relativamente hiperbdlicos (y por tanto, los grupos hiperbélicos) admiten una descomposicién JSJ.



2. Definiciones de hiperbolicidad relativa

En esta seccién se abordaran algunas definiciones de hiperbolicidad relativa con base en las
obras de Bowditch, Farb y Osin (ver [Bow12], [Far98] y [Osi06]).

2.1. Hiperbolicidad relativa en el sentido de Bowditch

Se comenzarg este trabajo con la definicién dada por Bowditch en [Bow12]; para esto, se hablara
brevemente de grupos geométricamente finitos y grupos parabdlicos. Estos iltimos haran una reapa-
ricién al momento de hablar sobre descomposiciones JSJ para grupos relativamente hiperbélicos en
la Seccién 5.

2.1.1. Grupos geométricamente finitos

Sean M un espacio topoldgico metrizable y G un grupo que actia por homeomorfismos en M.

Definicién 2.1. Se dice que G es un grupo de convergencia si la accién inducida en el espacio
de tripletas distintas de M es propiamente discontinua. Se denotard por AG C M al conjunto
limite de G; esto es, el tnico subconjunto cerrado minimal no vacio G-invariante. Se dice que la
accion es minimal si AG = M.

Definicién 2.2. Si M es compacto y card(M) > 3. Sea v € M, se define el conjunto Fiz(y) =
{x € M:~-2=2x}. Se dice que v es

= eliptico si tiene orden finito,
= parabdlico si tiene orden infinito y card(Fix('y)) =1,
» loxodrémico si tiene orden infinito y card(Fiz(vy)) = 2.

Puede verificarse que todo elemento de G es eliptico, parabdlico o loxodrémico (ver Lema 2.1
de [Bow99)).

Definicién 2.3. Un subgrupo H < G es parabdlico si es infinito, fija algiin punto de M y no
contine elementos loxodrémicos. En este caso, el punto fijo se llama punto parabdlico y es unico.

El estabilizador G, de un punto parabdlico p es un grupo parabdlico (se sigue del Lema 2.2 de
[Bow99]), esto da una biyeccién entre subgrupos parabélicos maximales de G y puntos parabdlicos
en M.

Definicién 2.4. Un grupo parabélico H con punto fijo p es acotado si el cociente H\ (M —{p}) es
compacto. Un punto p € M es un punto parabélico acotado si su estabilizador H), es acotado.

Definicién 2.5. Un punto limite cénico es un punto y € M tal que exite una sucesion (g;)ien
en Gya,be M con a#b tales que para todo x € M — {y} se tiene que g; -y — ay g; - — b.

Puede verificarse que los puntos limites cénicos no pueden ser puntos parabédlicos (ver Proposi-
cién 6.1 de [Bowl2])

Definicién 2.6. Un grupo de convergencia G es geométricamente finito si todo punto de M es
un punto limite cénico o un punto parabdlico acotado.



2.1.2. Definicion de hiperbolicidad relativa
Sea G un grupo y ‘H un conjunto de subgrupos infinitos de G.

Definicién 2.7. El grupo G es hiperbdlico relativo a H si G admite una accién por isometrias
propiamente discontinua en un espacio métrico X (dotado con la métrica de caminos) tal que

1. X es propio e hiperbdlico,

2. todo punto de la frontera de X es punto limite cénico o punto parabdlico acotado (esto es, G
acttia como grupo geométricamente finito en la frontera de X),

3. los elementos de H son precisamente los subgrupos parabdlicos maximales de G,
4. todo elemento de H es finitamente generado.

A los elementos de H se les llama subgrupos periferales.
Esta definicién es equivalente a la siguiente (ver Teorema 7.10 de [Bow12]).

Definicién 2.8. El grupo G es hiperbdlico relativo a H si G admite una accién en un grafo
conexo K tal que

1. K es hiperbdlico y para todo n € Z cada arista de K estd contenida en unicamente una
cantidad finita de circuitos de longitud n,

2. existe una cantidad finita de G-drbitas de aristas y cada estabilizador de aristas en finito,
3. los elementos de H son precisamente los estabilizadores de vértices de K,
4. todo elemento de H es finitamente generado.

Observacion 2.9. Si G es relativamente hiperbdlico respecto a H y @ < G es un subgrupo
parabodlico, entonces Q esta contenido en algin elemento de H, pues H consiste de los subgrupos
parabdlicos maximales de G; de esto, si A es la familia de subgrupos parabdlicos de G, entonces

AC{Q<G:QCgHg™', paraciertos g € Gy H € H}.

Ahora, si R es un subgrupo de G tal que R C gHg ™! para ciertos ¢ € G y H € H, entonces Q no
contiene elementos loxodrémicos, puesto que H no los contiene; ademads, fija un punto, puesto que
gHg™" lo hace; se sigue que R es parabdlico y de esto,

A={Q <G:Q C gHg ', paraciertos g € Gy H € H}.

2.2. Hiperbolicidad relativa en el sentido de Farb

En esta seccion se introducird la definiciéon més geométrica de grupos relativamente hiperbdlicos
de la que se hablard en este trabajo; ésta es la definicién dada por Farb en [Far98].

Antes de comenzar, introduciremos la siguiente notacién: Dado I' un grafo, se denotard por
V(T) a su conjunto de vértices y por E(T') a su conjunto de aristas.

Sea GG un grupo finitamente generado con grafo de Cayley I y sea {Hq, ..., H,.} un conjunto de
subgrupos de G finitamente generados, con r € N.

Definicién 2.10. El grafo de Cayley aconado de G respecto a {Hi,...,H,} es el grafo
' =T({H,...,H}) dado como sigue:

= Vértices: son los vértices de I' y se agrega un vértice v(gH;) por cada clase lateral gH;, con
geEGeic{l,...,r}



= Aristas: son las aristas de I' y se agrega una arista de longitud % entre h y v(gH;) para cada
ge€GyhegH;, conie{l,...,r}, donde {h,v(gH;)} denota una arista entre los vértices h

y v(gH;).
Definicién 2.11. El grupo G es hiperbdlico relativo a {H, ..., H,} si el grafo de Cayley aconado
I' de G respecto a {Hj,...,H,} es hiperbdlico.

A los grupos relativamente hiperbdlicos en el sentido de la Definicién 2.11 se les suele llamar gru-
pos débilmente relativamente hiperbdlicos. A dicha definicién, dada por Farb, se le acompana
(por lo general) de una propiedad llamada la Propiedad de Clases Laterales Acotadas o Propiedad
BCP, por sus siglas en inglés. A continuacién se hablara de dicha propiedad.

Un camino w en I induce un camino en I', dicho camino se construye en la siguiente definicién
y se denotara por .

Definicién 2.12. Sea S un conjunto generador finito de G'y S; un conjunto de palabras y;, € F'(S)
las cuales representan los generadores de H;, con i € {1,...,r} y donde F'(S) denota al grupo libre
generado por S. Dado un camino w en I'; se construye a w como sigue.

1. Se busca de izquierda a derecha en w subpalabras y; ; si estas se traslapan, se consideran las
que se encuentran mas a la izquierda.

2. Para cada subpalabra maximal z de w dada por ygjs, si z va de g a gz en I, se reemplaza el
camino dado por z por una arista del vértice asociado a g al vértice v(gH;) y una arista de
v(gH;) al vértice asociado a gz.

Noétese que la definicién previa depende de los generadores de H;, para i € {1,...,r}

Definicién 2.13. Dado un camino w en I, si w pasa por algin vértice v(gH;) se dice que w (0 W)
penetra a la clase lateral gH,.

Definiciéon 2.14. Sea w un camino en I'.

= Si W es una geodésica en I' se dice que w es una geodésica relativa en I'.

= Si W es una (P,0)-cuasi-geodésica, con P > 1, a w se le llama una (P,0)-cuasi-geodésica
relativa en .

= El camino w (o @) es un camino sin backtracking si para toda clase lateral gH; penetrada
por w, w no pasa por gH; méas de una vez.

Definicién 2.15 (Propiedad BCP). El par (G,{H;,..., H,}) satisface la Propiedad BCP si
para todo P > 1 existe ¢ = ¢(P) > 0 tal que si u y v son (P,0)-cuasi-geodésicas relativas sin
backtracking con u— =v_ y dr(uq,v4) <1 (donde u_,v_ y uy,v; denotan los extremos iniciales
y finales de u y v, respectivamente), entonces se satisface lo siguiente.

1. Si u penetra un coset gH; pero v no penetra a gH;, entonces u viaja una I'-distancia a lo mas
cen gH;.

2. Si u y v penetran a un coset gH;, entonces los vértices de I" en los que u y v entran a gH;
por primera vez se encuentran a I'-distancia a lo més c; similarmente, para los vértices en los
que u y v salen de gH; por tultima vez.

2.3. Hiperbolicidad relativa en el sentido de Osin

La ultima defincion que se dara sobre grupos relativamente hiperbdlicos en este trabajo, la cual
protagoniza esta seccién, es la dada por Osin en [Osi06]. Dicha definicién generaliza el hecho de que
un grupo hiperbdlico es finitamente presentado y tiene una funcién de Dehn asociada lineal (ver
[BH99], paginas 450 y 451; y [BRS07], Seccién 1.1.1.1).



2.3.1. Presentaciones y distancias relativas

A continuacién, se dara la definicién de un grupo relativamente finitamente presentado, la cual
generaliza a los grupos finitamente presentados; ademas se introducird una distancia para grupos
que cuenten con una de estas presentaciones.

Sea G un grupo, {H)}rca una coleccién de subgrupos de G y X C G simétrico (esto es,
X=X"1)

Definicién 2.16. El grupo G es generado por X respecto a {H)}xca si G es generado por el

conjunto ( U HA) UX.

A€EA
Observacién 2.17. Un grupo G generado por X respecto a {H)}xea puede pensarse como un
cociente del grupo

F= (*AGAE) « F(X),

donde F'(X) es el grupo libre generado por el conjunto X C G y para cada A € A, PNI)\ es una copia
isomorfa de Hy.
Sea

H = |_| (ﬁx—{l}),

AEA

entonces F' estd generado por X U H. B
Para cada A € A se define el conjunto Sy como el conjunto de palabras en el alfabeto Hy que
representan la identidad en F', entonces

F:<X,H‘SzlsiSe U5A>.
AEA

Se denotara por N al nicleo del morfismo F' — G dado por extender los isomorfimos dados por
H), & H) y la funcién identidad en X.

Definicién 2.18. Siun grupo G generado por X respecto a { Hy }aeca satisface que N es la cerradura
normal de R en el grupo F', para algin subconjunto R C (X UH)*, entonces G tiene presentacién
relativa respecto a {H)}\ca dada como

<X,H

Para simplificar notacion, nos referiremos a la presentacion dada en la Definicién 2.18 escribiendo

S=1siSe€ US,\;RzlsiReR>.
AEA

(X,Hy, A€ A[R=1si R€R). (1)

Definicién 2.19. La presentacién relativa (1) es finita si los conjuntos X y R son finitos. Un
grupo G es finitamente presentado relativo a {H)} ca si admite una presentacién relativa
finita respecto a {Hx}aea-

A partir de ahora, asumiremos que G es un grupo con presentacién (1).

Definicién 2.20. Para g € G, la longitud relativa respecto a la coleccién de subgrupos
{Hx}xea de G, |g|xun, se define como la longitud de la palabra més corta en (X U H)* que
representa al elemento g en G. Dicha longitud induce una distancia relativa en G dada como

distxun (g, h) = |g_1h|XU’H-



La definicién de la funcién distancia relativa en G depende del conjunto generador relativo X y
la coleccién de subgrupos {H)}xea; sin embargo, se puede verificar que ésta es independiente del
conjunto generador relativo en el sentido del siguiente resultado (una prueba de este hecho puede
consultarse en [Osi06], Proposicién 2.8, pdgina 11).

Proposicién 2.21. Sean X y Y conjuntos generadores de G relativos a la coleccion de subgrupos
{Hx}xea- Entonces, las funciones distancia distxyy y distyuy son Lipschitz-equivalentes.

2.3.2. Diagramas de van Kampen

Un concepto de suma importancia para enunciar y entender la definicién de grupos relativamente
hiperbdlicos en el sentido de Osin son los diagramas de van Kampen, pues es a través de éstos que
es posible dar una definiciéon de area relativa y, con ésta, definir las funciones de Dehn relativas.

Definicién 2.22. Una funcién planar A sobre una presentacién
(ZIP) 2)
es un 2-complejo simplemente conexo dotado con una funcién de etiquetado
¢: B(A) — Z*1,

donde E(A) es el conjunto de aristas orientadas de A y ¢(e™1) = (¢(e))~!. Por definicién, la
etiqueta de un camino p = e; --- e, es la palabra ¢(e1)---¢(e,) y su longitud I(p) es el niimero
de aristas que conforman a p.

Dada una celda IT de A, se denotard por JII a su frontera y por A a la frontera de A.

Las etiquetas de OII y OA estan definidas hasta permutacién ciclica y toma de inversos. Si A es
una funcién planar, por convencion, se tomard la lectura de la etiqueta de A en el sentido de las
manecillas del reloj y la de OII en direccién contraria a ésta.

Definicién 2.23. Una funcién A sobre una presentacién (2) es un diagrama de van Kampen
si para toda celda IT de A, la etiqueta de la frontera ¢(91I) es una permutacién ciclica de alguna
palabra P!, con P € P.

La importancia de los diagramas de van Kampen puede verse reflejada en el siguiente lema (una
prueba de éste puede consultarse en [LS01], Proposicién 9.2).

Lema 2.24 (Lema de van Kampen). Dado un grupo con prsentacion (2). Una parabra W sobre
sobre el alfabeto ZE' representa la identidad en el grupo si y sdlo si existe un diagrama de van
Kampen A sobre (2) tal que ¢(0A) = W, donde = denota la igualdad letra por letra entre dos
palabras.

Definicién 2.25. Sea A un diagrama de van Kampen sobre la presentacion relativa (1). Una S -
celda es una celda IT de A tal que ¢(91I) es una relacién de Sy. Una celda de A es una S-celda
si es una Sy-celda para algin A € A.

Se define el andlogo para relaciones en R.

Definicién 2.26. Sea A un diagrama de van Kampen sobre la presentacién relativa (1). Una
R-celda es una celda IT de A tal que ¢(91I) es una relacién en R.

Definicién 2.27. Dado un diagrama de van Kampen A sobre (1), se denotard por Nr(A) al
nimero de R-celdas de A y por Ng(A) al nimero de S-celdas de A. El drea de A se define como

Area(A) = Ng(A) 4+ Ng(A).



Definicién 2.28. El tipo de un diagrama de van Kampen A es la tripleta
T(A) = (NR(A),NS(A),card(E(A))).
Se ordenan los tipos de diagramas de van Kampen con el orden lexicografico.

Definicién 2.29. Dada una palabra W € (X UH)*.
(a) Una subpalabra V' de W es una Hy-subpalabra si consiste de letras de H X

(b) Una Hy-subpalabra de W es una H-silaba si es maximal.

Si W es una palabra ciclica (esto es, representa el elemento neutro en el grupo), entonces conside-
ramos también subpalabras de rotaciones de W.

Se denotard por I'(G, X UH) al grafo de Cayley de G respecto al conjunto generador X U H.
Se traducen las definiciones previas para caminos en I'(G, X U H).

Definicién 2.30. Sea g un camino en I'(G, X U H).

(a) Un subcamino p de ¢ es un Hy-subcamino si la etiqueta de p es una Hy-subpalabra de la
palabra ¢(q).

(b) Una Hy-componente de ¢ es un Hy-subcamino p tal que la etiqueta de p es una Hy-silaba
de la palabra ¢(q).

En camino ciclicos se toman consideraciones analogas al caso de las palabras.

Definicién 2.31. Dos H)-componentes p1,ps de un camino g en I'(G, X U?H) estdn conectadas
si existe un camino ¢ en I'(G, X UH) que conecta a un vértice de p; con un vértice de py y ¢(c) es
una palabra con letras en Hy. A ¢ se le llama Hy-conector.

Similarmente, se tiene la definicién de Hy-silabas conectadas.

Observacion 2.32. Si p; y p2 son Hy-componentes conectadas, entonces para todos los vértices
en p; y po existe un Hy-conector entre ellos. Més aun, puede asumirse que dicho conector consiste
de una tnica arista en I'(G, X U H), puesto que estéd etiquetado por una palabra en H)y, la cual se
encuentra en el conjunto generador.

Noétese que en este caso, los vértices de dichas componentes se encuentran en la misma clase
lateral gH )y de G, para algin g € Gy A € A.

Definicién 2.33. Una H)-componente (H-silaba) de un camino (palabra) ¢ es aislada si no esta
conectada a ninguna otra Hy-componente (Hy-silaba) de gq.

El siguiente resultado se sigue de las definiciones previas.
Lema 2.34. En una geodésica en I'(G, X UH) toda componente es aislada.

Definicién 2.35. Para toda A € A, se denotard por ) al subconjunto de todos los elementos
g € H) tal que existe una relacion R € R y una Hy-silaba V' de R tal que V representa a g en G.
Se define el conjunto

0= U Q.

AEA

Observemos que si R es finito, entonces también lo es €.

el

Definicién 2.36. Sea ¢ un ciclo en I'(G, X U H). El drea relativa, Area (¢), respecto a las
presentacién (1) es

Arearez(q) = min{Ng (A)|A es un diagrama de van Kampen sobre (1) con ¢(0A) = é(q)}.



2.3.3. Funciones de Dehn relativas y grupos relativamente hiperbdlicos

En este apartado se dard la definicion de grupos relativamente hiperbdlicos en el sentido de
Osin; para esto, es necesario definir las funciones de Dehn relativas.

Sea G un grupo dado por la presentacién relativa (1). Para toda palabra W € (X UH)* que
representa 1 en G existe una expresion

k
W=p [[f7'Rifi, (3)

i=1
donde =p representa la igualdad en el grupo F', R; € Ry f; € F paratodoi € {1,...,k}.

Definicién 2.37. Una funcién isoperimétrica relativa de la presentacion (1) respecto a { Hx}aea
es una funcién f: N — N tal que para todo n € Ny cualquier palabra W € (X UH)* con ||WV|| <n
(donde || - || denota la longitud de W) que representa 1 en G, es posible escribir a W como en (3)
con

k< f(n).

Si H = 0, la definicién de funcién isoperimétrica relativa coincide con la definicién de funcién
isoperimétrica (ver Seccién 2 de [Far98]).
Puede verificarse que la Definicion 2.37 es equivalente a la siguiente.

Definiciéon 2.38. Una funcién f: N — N es una funciéon isoperimétrica relativa de la pre-
sentacién (1) con respecto a {H)}xea si para todo n € N y cualquier ciclo ¢ en I'(G, X UH) de
longitud I(q) < n, se satisface que

Area"™(g) < f(n).

Definicién 2.39. La funcién de Dehn relativa de un grupo G con presentacién (1) respecto a
{H)}xea es la funcién isoperimétrica relativa de (1) més pequena.

Si G no posee funciones isoperimétricas relativas finitas, se dice que la funcién de Dehn relativa
no esta bien definida.

Ahora, consideremos la siguiente relacién de equivalencia entre funciones.

Definicién 2.40. Dadas funciones f,g: N — N, se dice que f es asintéticamente menor que g
si existen constantes C, K, L € N tales que

f(n) < Cg(Kn)+ Ln

y se escribe f < ¢.Si f X gy g =< f, entonces f es asintéticamente equivalente a g, se denotara
ésto como f ~ g.

A partir de ahora, se pensaran a las funciones de Dehn relativas como a su clase de equivalencia.

Definicién 2.41. Sean G un grupo y {H)}xea una coleccién de subgrupos de G. Se dice G
es hiperbdlico relativo a {H)}xca si es relativamente finitamente presentado con respecto a
{Hx}xea v la funcién de Dehn relativa de G respecto a {Hy}aca es lineal.

2.3.4. Funciones de Dehn en grafos de Cayley

A continuacién, se definirdn las funciones de Dehn para grafos, las cuales permitiran dar in-
formacién sobre el grafo T'(G, X UH), cuando G es un grupo finitamente presentado relativo a la
coleccién de subgrupos H = {Hy, ..., Hy,}. La informacién que se dard al respecto serd breve, por
lo que se invita al lector a consultar la Seccién 2.5 de [Osi06] para méas detalles al respecto.

Se comenzard con algunas definiciones preliminares.



Definicién 2.42. Una funcién combinatoria entre complejos CW es una funcién tal que las
imégenes de celdas abiertas son homeomorfas a celdas abiertas, via la restriccién de dicha funcién.

Definicién 2.43. Un complejo combinatorio es un complejo CW, K, tal que para cualquier
(n + 1)-celda e de K, la funcién de pegado ¢.: 9D" ! — Sk K, donde Sk K denota el n-
esqueleto de K y D™ es el disco unitario n-dimensional, es combinatoria respecto al alguna estruc-
tura combinatoria en 0D"*!1 = S”.

Definicién 2.44. Una funcién combinatoria singular f: L — K entre complejos CW es una
funcién continua tal que para toda n-celda e en L se tiene que o bien f|. es un homeomorfismo con
imagen una celda abierta de K, o f(e) estd contenida en el (n — 1)-esqueleto de L.

Definicién 2.45. Sea k > 3. Una k-particion del disco unitario 2-dimensional D es un homeo-
morfismo de D a un 2-complejo combinatorio en el que cada 2-celda es un [-a4gono para algun
3<I<E.

En vista de las definiciones anteriores, ya es posible dar una definiciéon de funciones de Dehn.

Definicién 2.46. Sea X un grafo equipado con la métrica combinatoria y ¢ un ciclo combinatorio
en Y. Si k > 3, un k-relleno de ¢ consiste de una k-particion del disco unitario 2-dimensional D
y una funcién combinatoria singular ®: SE(VD — ¥ tal que ®(dD) = ¢, donde Sk(V D denota el
1-esqueleto de D con la estructura celular inducida por la k-particiéon de D.

Se denotard por |®| al niumero de caras de D respecto a la estructura celular inducida por la
k-particion. La k-area de ¢ se define como

A(k)|(c) = min{|®|: ® es un k-relleno de c},

si ¢ no admite un k-relleno, entonces A®)|(c) = oco.
La funcion de Dehn asociada a > se define como

ék) = sup A(k)(c)7
l(e)<n

donde el supremo se toma sobre los ciclos ¢ de longitud combinatoria a lo mas n.

Consideramos las funciones de Dehn asociadas a los grafos como su clase de equivalencia bajo
la relacién de ser asintéticamente equivalentes, definida previamente.

Teorema 2.47. Supongamos que G es un grupo finitamente presentado respecto a una coleccion
de subgrupos {Hx}ren y su funcion de Dehn relativa asociada, 0%, respecto a dicha coleccion estd
bien definida. Entonces, la funcion de Dehn fiq xy) del grafo de Cayley I'(G, X UH) es equivalente
a oret.

El Corolario siguiente nos permite relacionar ser un grupo hiperbdlico relativo a una coleccién
de subgrupos y la geometria del grafo de Cayley asociado a éste.

Corolario 2.47.1. Supongamos que G es un grupo finitamente presentado respecto a una colec-

cion de subgrupos {Hx}aen y su funcion relativa asociada 589[ respecto a dicha coleccion estd bien

definida. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. G es hiperbdlico relativo {Hy}xen-

2. El grafo de Cayley T'(G, X UH) es un espacio métrico hiperbdlico.



2.3.5. Caminos en I'(G, X UH).

Consideremos G un grupo generado por un conjunto finito X y H = {Hy, ..., H,, } una coleccién
de subgrupos de G tal que G es finitamente relativamente presentado respecto a H. Sea p un camino
en I'(G, X UH), se denotard por p_ y p4 a su inicio y fin, respectivamente.

Definicién 2.48. Sea 7 un camino en I'(G, X U H).

(a) El camino vy es sin backtracking si toda H;-componente de ~ es aislada, para todo i €

{1,...,m}.

(b) Sea v un vértice en una H;-componente s de 7, v es un vértice interno de s si v # s_ y
v £ Sy,

(¢) Un vértice v de v no es de fase si existe una H;-componente s tal que v es un vértice interno
en s, para algin ¢ € {1,...,m}. En el caso contrario se dice que v es de fase.

Definicién 2.49. Sean p y g caminos en I'(G, X,UH) y k > 0. Se dice que p y ¢ son k-similares
si

méx{dx(p—,q-),dx(p+,q9+)} < k.

Los resultados siguientes seran de suma importancia para la demostracién de la equivalencia
entre las distintas definiciones de hiperbolicidad relativa y sus demostraciones pueden verificarse
en el Capitulo 3 y el Apéndice de [Osi06].

Teorema 2.50. Para todo A > 1,¢> 0 y k > 0 existe una constante K = K(\, ¢, k) tal que para
cualesquiera par de (X, ¢)-cuasi-geodésicas k-similares p,q sin backtracking se satiface lo siguiente:

(1) Los vértices fase de p y los vértices fase de q estdn a distancia Haussdorff menor o igual a k.

(2) Sis es una H;-componente de p, para algin i € {1,...,m}, tal que dx(s—,ss) > K entonces
existe una H;-componente t de q conectada a s.

(8) Si s yt son Hi-componentes de p y q, respectivamente tales que estdn conectadas, entonces
mar{dx(s—,t_),dx(sq,t4)} < k.

Denotaremos la longitud de un camino p en I'(G, X UH) como I(p).

Definicién 2.51. Un ciclo p en T'(G, X UH) es atémico si cualquier subcamino ¢ de p tal que
I(q) < 3l(p) es geodésico en I'(G, X UH).

Lema 2.52. Supongamos que I'(G, X U H) es hiperbdlico y denotemos por 6 a su constante de
hiperbolicidad. Si p es un ciclo atdmico en T'(G, X UH), entonces se satisface los siguiente:

(1) l(p) <40 +9,
(2) toda H;-componente de p es aislada para cualquier i € {1,...,m}.

Corolario 2.52.1. Supongamos que I'(G, X UH) es hiperbdlico. Sea A el conjunto de etiquetas de
todos los ciclos atémicos en T'(G, X UH). Entonces, card(A) < oo.
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3. Equivalencia de definiciones de hiperbolicidad relativa

En esta seccion se hablara de las equivalencias que existen entre las definiciones de hiperbolicidad
relativa dadas con anterioridad. Se probard unicamente el hecho de que las definiciones de Osin
y Farb (agregando la propiedad BCP) son equivalentes; sin embargo, éstas también coinciden con
la dada por Bowditch. Una prueba de la equivalencia entre las definiciones de Bowditch y Farb
(agregando la propiedad BCP) puede consultarse en el Anexo de [Dah03].

3.1. Las definiciones de Farb y Osin

El objetivo de este apartado es verificar que la definciéon de Osin para grupos relativamente
hiperbdlicos es equivalente a la definiciéon dada por Farb agregando a esta tltima la propiedad de
clases laterales acotadas.

Comenzamos notando el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea G un grupo generado por un conjunto finito X C G y H = {Hi,...,Hy,} una
coleccion de subgrupos de G. El grafo de Cayley aconado T' es cuasi-isométrico a T'(G, X U H)
dotado con la métrica relativa distx .-

El Lema 3.1 se sigue de tomar el encaje cuasi-isométrico inducido por la funcién identidad en

G.

Observacion 3.2. En particular, el Lema 3.1 nos dice que T es hiperbdlico si y sélo si I'(G, X UH)
lo es, pues la hiperbolicidad es un invariante cuasi-isométrico.

El siguiente lema es una traduccién de la propiedad BCP en términos de la definicién de Osin.

Lema 3.3. Sea G un grupo generado por un conjunto finito X y {Hi, ..., Hy,} una coleccién finita
de subgrupos finitamente generados de G. El par (G,{H1,...,H,,}) satisface la propiedad BCP si
y solo si para todo A > 1 existe una constante b tal que se satisface lo siguiente:

Sean p, q (A, 0)-cuasi-geodésicas sin backtracking (esto es, toda componente es aislada) tales que

p- =q- ydistx(py,qy) < 1.

(1) Sis es una H;-componente de p, para algini € {1,...,m}, tal que distx(s_,sy) > b, entonces
existe una H;-componente t de p tal que t estd conectada a s.

(2) Si s,t son H;-componentes conectadas de p y q respectivamente, para algin i € {1,...,m};
entonces distx (s—,t_) <b y distx(sy,t4) <b.

A continuacion, se enuncia el resultado principal de este apartado.

Teorema 3.4. Sean G un grupo generado por un conjunto finito X y H = {Hy,...,H,} una
coleccion finita de subgrupos de G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) G es relativamente hiperbdlico respecto a {Hi,...,Hpn} en el sentido de Osin.

(b) G es relativamente hiperbdlico respecto a {Hy,...,Hy,} en el sentido de Farb y satisface la
propiedad BCP.

Demostracion. Del Teorema 2.50 y el Lema 3.3, se tiene que (a) implica (b).
Ahora, para verificar que (b) implica (a), probaremos que G tiene presentacién relativa

(XUH|R=15si Re A),

donde A es el conjunto de etiquetas de todos los ciclos atémicos de I'(G, X U H), y la funcién de
Dehn relativa correspondiente satisface 67¢(n) < 2m.
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Sea W una palabra sobre (X U #H)* de longitud a lo mds n que representa a 1 en G. Basta
verificar que existe un diagrama de van Kampen con frontera etiquetada por W con a lo mas 2"
celdas etiquetadas por palabras de A.

Sea p un ciclo en T'(G, X UH) con etiqueta W. Si p es atémico, consideramos el diagrama de
van Kampen dado por una tnica 2-celda con frontera la etiqueta de p. Si p no es atémico, entonces
procederemos por induccién sobre n.

Como p no es atémico, podemos asumir que es el producto de dos ciclos q1, g2 tales que

l(gi) <lp) -1,
con i € {1,2}. Entonces, salvo un movimiento ciclico,
W =p 1 Vs,

donde ||V;|]| < |[W]| —1 <n—1y V; representa 1 en G para ¢ = 1,2. Entonces, por hipétesis de
induccién, existen diagramas de van Kampen con fronteras etiquetadas por V;j y V3, respectivamen-
te, v tales que cada uno de dichos diagramas tiene a lo mas 2/V11l y 2lV2ll celdas, respectivamente,
etiquetadas por palabras de A. Pegamos los diagramas de van Kampen mencionados de manera
que obtenemos un nuevo diagrama de van Kampen cuya etiqueta de frontera es W y el nimero de
celdas etiquetadas por palabras de A es a lo més

olall  ollVall < gn=1 4 gn—1 _ gn

De esto, la funcién de Dehn relativa de G respecto a H estd bien definida. Ahora, como I'(G, X U

‘H) es hiperbélico, puesto que Tlo es, se sigue, por el Corolario 2.47.1, que la funcién de Dehn relativa
es lineal. m
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4. Descomposiciones JSJ

A lo largo de esta seccién se definirdan las descomposiciones JSJ para grupos relativamente
finitamente presentados en el sentido de Guirardel y Levitt (ver [GL17]). Otras construcciones de
estas descomposiciones para grupos finitamante presentados pueden consultarse en el trabajo de
Dunwoody (ver [DS99]), el de Fujiwara y Papasoglu (ver [FP06]), y el de Rips y Zela (ver [RS97]);
es posible verificar que dichas construcciones son descomposiciones JSJ en el sentido que se dara
en este trabajo (para detalles ver la Seccién 2.6 de [GL17]).

Sea G un grupo finitamente generado y T un arbol tal que G actia en T sin inversiones. Se
denotard por T' al grafo de grupos dado por el cociente I' = T'/G cuyos grupos vértices y aristas
asociados son los grupos estabilizadores de vértices y aristas, respectivamente (para més detalles
ver [Ser80]).

4.1. (A, H)-arboles

En este apartado hablaremos de (A, H)-drboles, los cuales méds adelante nos permitirdn dar la
definicién de una descomposicién JSJ.

Definicién 4.1. Un elemento g € G (o subgrupo H < G) es eliptico en el arbol T si fija un vértice
de éste.

Notemos que ser eliptico es equivalente a estar contenido en un conjugado de un grupo vértice
deT.

Consideremos H un conjunto de subgrupos de G y A una coleccién no vacia de subgrupos de G
tal que es estable bajo conjugacién y bajo tomar subgrupos; esto es, si H € A entonces g~ 'Hg € A
para todo g € G, y todo subgrupo de H es un elemento de A.

Definicién 4.2. Sea T un arbol en el cual G actia sin inversiones.
(a) Decimos que T es un A-arbol si sus estabilizadores de aristas pertenecen a A.
(b) SiT esun A-arbol tal que todo elemento en H es eliptico en T', entonces T es un (A, H)- arbol.

Observemos que un (A, H)-drbol T satisface que para todo H € H, H estd contenido en un con-
jugado de algun grupo vértice de I'. Ademads, el conjunto de (A, H)-drboles no cambia al reemplazar
elementos de H por conjugados.

4.2. Funciones entre arboles y espacios de deformacion.

A continuacion, se definird una relacién de equivalencia entre arboles denominada pertenecer
al mismo espacio de deformacién; dicho espacio, dado como una clase de equivalencia de esta
relacion, es otro de los ingredientes necesarios para definir descomposiciones JSJ.

Consideremos T',T" 4rboles tales que G actiia en estos sin inversiones.

Definicién 4.3. Una funcién entre arboles f: T — T’ es una funcién definida en vértices
f:V(T) — V(T') tal que la imagen de una arista de 7' es un camino de aristas en 7" (dicho
camino puede consistir tinicamente de un vértice) y es G-equivariante (esto es, f(g-v) = g- f(v)
para cualesquiera g € G y v € V(T)).

Definicién 4.4. Una funcién f: T — T es un morfismo si es posible subdividir a T de tal forma
que cada arista de T tiene como imagen a una arista de 7" y cada vértice de T tiene como imagen
a un vértice de T".

Dado f: T — T’ un morfismo entre drboles, se tiene que cualquier estabilizador de arista de T
estd contenido en un estabilizador de arista de T".
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Definicién 4.5. Una funcién entre drboles f: T — T’ es una funcién colapso si se obtiene de
colapsar aristas y aplicar un isomorfismo. El &rbol 7" es un colapso de T (o T refina a T’) si
existe una funcién colapso f: T — T".

Ser una funcioén colapso es equivalente a preservar alineacion, esto es, ser una funciéon f: T —
T’ tal que la imagen de cualquier arco [a,b] es un punto o el arco [f(a), f(b)]. A su vez, esto es
equivalente a que la primagen de todo subarbol sea un subérbol.

Definicién 4.6. Un 4rbol T domina a T” si existe una funcién G-equivariante f: T — T’. A la
funcién f se le denomina funcién dominante.

Equivalentemente, 7' domina a 7" si cada estabilizador de vértice de T fija a un vértice en T”;
esto es, todo subgrupo eliptico en T es eliptico en T".

Definicién 4.7. Dos drboles pertenecen al mismo espacio de deformacién D si tienen los mismos
subgrupos elipticos; esto es, se dominan entre si. Si se consideran exclusivamente a A-arboles, a D
se le llama un espacio de deformacién sobre A. Si consideramos unicamente a (A, H)-drboles,
D es un espacio de deformacion sobre A relativo a H.

Definicién 4.8. Sean D, D’ espacios de deformacién. Decimos que D’ domina a D si 7" domina a
T, para cualesquiera T',T" drboles tales que T €e Dy T € D'.

La dominacién es un orden parcial para los espacios de deformacién.

4.3. Refinamientos estandar

Los refinamientos serdn de suma importancia para verficar la existencia de los espacios de
deformacion JSJ, es por esto que en este apartado hablaremos de la existencia de refinamientos
estandar para arboles respecto a otros arboles.

Sean Ty y Ty arboles tales que G actia en éstos sin inversiones.

Definicién 4.9. Un arbol 77 es eliptico respecto a T5 si todo estabilizador de arista de 17 fija un
vértice en T5.

Noétese que si existe un refinamiento 7' de T} que domina a 15

T*>T27
Ty

entonces cada estabilizador de vértice en 17 fija un punto en 75, puesto que los estabilizadores de
T son elipticos en T y, por tanto, en T5; esto es, T} es eliptico respecto a T5. Un converso para esta
observacion estd dado en la siguiente proposicién, cuya prueba puede consultarse en la Proposicién
2.2 de [GL17].

Proposicién 4.10. SiTy es eliptico respecto a Ty, entonces existe un drbol T y funcionesp: T — T
y f: T — T tales que se cumple lo siguiente:

1. p es una funcion colapso,
2. para cada v € V(T1), la funcién f restringida al subdrbol Y, = p~1(v) es inyectiva.
En particular,

(1) T es un refinamiento de Ty que domina a Ty,
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(11) el estabilizador de cualquier arista de T fija una arista en Ty o en Ts,
(111) todo estabilizador de arista de Ty contiene un estabilizador de arista de T,
(1v) un subgrupo de G es eliptico en T si y solo si es eliptico en Ty y en Ts.

Definicién 4.11. Un &arbol 7' dado como en la Proposicién 4.10 es llamado un refinamiento
estandar de 77 que domina a T5.

De la Proposicién 4.10 (IV), se sigue que los refinamientos estindar pertenecen al mismo espacio
de deformacién; sin embargo, no hay unicidad para refinamientos estandar.

4.4. Subgrupos universalmente elipticos y descomposiciones JSJ

Finalizaremos esta seccién dando la definicién de descomposiciones JSJ y verficando su existencia
para grupos relativamente finitamente presentados.

Definicién 4.12. Un subgrupo H < G es universalmente eliptico si es eliptico en todo (A, H)-
arbol. Un arbol es universalmente eliptico si sus estabilizadores de aristas son universalmente
elipticos.

Algunas propiedades importantes de drboles universalmente elipticos se encuentran en el si-
guiente lema, cuya demostracién puede consultarse en [GL17].

Lema 4.13. Sean T y T drboles.
(1) Si Ty es universalmente eliptico, entonces algin refinamiento de Th domina a Ts.

(2) Si Th y To son universalmente elipticos, entonces todo refinamiento estindar T de Ty que
domina a Ty es universalmente eliptico. En particular, existe un drbol T universalmente eliptico
que domina a Ty y Ts.

(8) Si Ty y Ty son universalmente elipticos y tienen los mismos elementos elipticos, entonces Ty y
Ty pertenecen al mismo espacio de deformacion.

Se denotard por A, al subconjunto de A dado por los subgrupos universalemente elipticos.
Notemos que A.j; es cerrada bajo conjugacién y toma de subgrupos. Ademds, un (A, H)-drbol T
es universalmente eliptico si y sélo si es un (A, H)-drbol.

Definicién 4.14. Un espacio de deformacién JSJ es un espacio de deformacién D de (Agy, H)-
arboles que es maximal respecto a la dominacién; se denotard a D por D;g;. A los elementos
T € Djgy se les llama arboles (o descomposiciones) JSJ.

Notese, por el Lema 4.13, que si D ;g existe entonces es inico. Ademads, los elementos de D ;g s
son los arboles universalmente elipticos que dominan a cualquier otro arbol universalemente eliptico.

A continuacién, se verificard que los espacios de deformacién JSJ existen para grupos relativa-
mente finitamente presentados; para esto, nos apoyaremos fuertemente del siguiente resultado.

Teorema 4.15 (Accesibilidad relativa de Dunwoody). Sea G un grupo finitamente presentado
relativo a H = {H1, ..., Hp}. Supongamos que

Ty T Tpyq -
es una sucesion de refinamientos de (A, H)-drboles. Entonces exite un (A, H)-drbol S tal que

1. para k € N suficientemente grande, existe un morfismo S — T,
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2. cada estabilizador de arista de S es finitamente generado.

Antes de dar una prueba para el Teorema 4.15, observemos que se tiene la siguiente caracteri-
zacion de grupos relativamente finitamente presentados.

Observacién 4.16. Un grupo G es finitamente presentado relativo a la coleccién de subgrupos
H ={H1,...,H,} siy sélosi es el grupo fundamental fundamental de un 2-complejo simplicial X
con subcomplejos conexos disjuntos Y7,..., Y}, tales que

» X — (Y7 U---UY,) contiene una cantidad finita de celdas abiertas,
w j;: m1(Y;) = m1(X) es un encaje,
= Im(j;) es conjugado a H;.
(Una demostracién a este hecho puede encontrarse en la Seccién 2.5 de [GL17]).

A continuacién, se dardn algunas definiciones que serdn de ayuda para la demostracién del
Teorema 4.15, las cuales pueden consultarse en [Dun85] y [DS99].

Definicién 4.17. Sea X un 2-complejo poliedral (esto es, las 2-celdas son poligonos y sus funciones
de pegado son funciones simpliciales). Un patrén en X es un 1-complejo P encajado en X tal que
si o es una 2-celda cerrada en X, entonces P N o consiste de una coleccién finita de caminos de
aristas disjuntos cuyos extremos estan en Sk X — Sk(© X y sus vértices estédn en el interior de &
(aqui, SEOX yv Sk X denotan el 0-esqueleto y 1-esqueleto de X, respectivamente).

Definicién 4.18. Sea L un 2-complejo conexo. Una via es un subconjunto S de |L| (donde |- |
denota la realizacién geométrica) con las siguientes propiedades.

1. S es conexo.

2. Para cada 2-simplejo o de |L|, si S No es la unién de una cantidad distinta de lineas rectas
disjuntas que unen aristas distintas de o.

3. Si v es un 1-simplejo de L y o no es una cara de un 2-simplejo, entonces S Njo| =0 o S
consiste de un unico punto en el interior de |y|.

Definicién 4.19. Una banda es un subconjunto B de |L| tal que
1. B es conexo.

2. Para cada 2-simplejo o de L, BN |o| es una unién de una cantidad finita de componentes, las
cuales estan acotadas por dos intervalos cerrados en distintas caras de o y las lineas disjuntas
que unen los extremos de dichos intervalos.

3. Si vy es un 1-simplejo de L que no es cara de un 2-simplejo, entonces BN |y| = @) o B consiste
de un subconjunto de |y| acotado por dos puntos en el interior de |v|.

Definicién 4.20. Se define lo siguiente.

= Si B es una banda, entonces se obtiene una via ¢(B) al tomar el punto medio de cada com-
ponente de |y| N B por cada l-simplejo v de L y unir dichos puntos en las componentes
apropiadas de |o| N B, donde o es un 2-simplejo de L.

= Se dice que B no esta torcida si B es homeomorfa a ¢(B) x [0, 1] en cuyo caso B tiene dos
componentes homeomorfas a t(B).

= Dos vias son paralelas si existe una banda B no torcida tal que 0B = S U Ss.
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Ahora, se procederd a dar una prueba al Teorema 4.15.

Demostracion. Sean G un grupo finitamente presentado relativo a H = {Hi,...,Hp} y X el 2-
complejo simplicial dado como en la Observacién 4.16. Sea

X 5 X

el cubriente universal del X , con GG actuando en X por transformaciones de cubierta.

Parai € {1,...,p}, se considerard una componente conexa Y; de 7 ~1(Y;) tal que su estabilizador
es H; y levantamientos fijos v1,...,v4 € X para todos los vértices en X — (Y1U---UY,). Se denotard
por pi: Try+1 — T} a las funciones colapso dadas en el enunciado.

Nétese que la preimagen del punto medio de una arista ey € E(T) es un tnico punto, el cual
es el punto medio de la arista de Tjy; cuya imagen es ey.

A continuacién, se construirdn funciones equivariantes fy : X - Ty tales que satisfacen las
siguiente propiedades:

= f1(Y:) es un vértice fijado por H;,

» fr(v;) es un vértice,

= f; envia a cada arista de X aun punto o (de manera inyectiva) a un segmento en T,

m p(fet1(x)) = fr(x) six es un vértice de X osi fx (z) es el punto medio de una arista de Tj.

La construccién de dichas funciones fi se hard de manera inductiva. Se comenzara con un punto
To v fo, po las funciones constantes. Supéngase que fr: X — T} ha sido construida. Se procederd
a construir fryq.

Para definir fy1 en )7; notese que fi (}71) es un vértice de T} fijado por H;. Como pj preserva
alineacién, p,?l(fk(ffi)) es un subérbol H;-invariante; ademés, dado que H; es eliptico en Ty 1, éste
fija algin vértice en dicho subarbol. Se define fk“(ﬁ-) como dicho vértice.

Se toma fi+1(vj) como cualquier vértice en p; ' (fx(v;)) y se extiende equivariantemente.

Sea e una arista en X tal que no estd contenida en Y; U---UY, y € un levantamiento de e en
X. La funcién fr+1 ya ha sido definida para los extremos de €; a continuacién se definird en €. La
restriccién de py al segmento de Tx11 que une a las imagenes de los extremos de € es una funcién
colapso; entonces, la preimagen del punto medio de una arista e, de Ty es el punto medio de la
arista de Tx11 con imagen e;. Como f es constante o inyectiva en €, es posible definir f;; como
una funcién constante o inyectiva en € y que satisface que pg(fr+1(x)) = fr(z) si f(x) es el punto
medio de una arista de Tj. Se extiende dicha funcién equivariantemente para definir a fr41 en el
1-esqueleto de X.

Se extiende fj41 de manera estandar a todo tridngulo no contenido en 7= 1(Y;), parai =1,...,p.
Si fr4+1 no es constante en uno de dichos tridngulos, las preimagenes de puntos medios de aristas
de Ty11 son caminos de aristas que unen lados distintos.

La funcién fry1 ha sido construida de manera que satisface las propiedades deseadas. Esto
termina la construccién de las funciones f3.

Ahora, se define 7, C X como la preimagen, via la funcién f;, de los puntos medios de aristas
de T}; ésto es un patrén . Dicho patrén 7y no intersecta a ningin Y;, con i = 1,..., p; ademads, por
la construccién de las funciones fy, se tiene que 7y C Tgy1. Sea 7, = 7(Tx); este es un grafo finito,
pues se encuentra contenido en el complemento de Y; U---UY),.

Sea Sy el arbol dual de 7, en X. A continuacion, se verificard, que Sy es un (A, H)-drbol con
estabilizadores de aristas finitamente generados. Por construccién, fi induce una funcién

[0o) P Sk—>Tk
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que envia aristas en aristas; de esto, los estabilizadores de aristas de S estdn en A. Ademads,
son finitamente generados pues estdn generados por grupos fundamentales de componentes de 7.

También se tiene que todo H;, con i = 1,...,p, es eliptico en Sk, puesto que Y; no intersecta a 7.
De esto, Sy, es un (A, H)- drbol.
Sea X' C X la cerradura del complemento de Y3, ...,Y,. Por construccién, X’ es un complejo

finito. Por el Teorema 2.2 de [Dun85], se tiene que hay una cota en el nimero de vias no paralelas en
X'. Esto implica que existe kg € N tal que para todo k > kg se satisface que para toda componente
conexa o de 1, — Ty, existe una componente conexa o’ de T, tal que o U ¢’ acota una regién
producto que no contiene vértices de X'. Se sigue que para k > ko, es posible obtener Sy de Sk, .
Entonces, se considera S = Si,. ®

Corolario 4.20.1. Si G es finitamente presentado relativo a H y T es un (A, H)-drbol, entonces
existe un morfismo

f:8S—=1T,
donde S es un (A, H)-drbol con estabilizadores de aristas finitamente generados.

Ahora que se ha probado el Teorema 4.15 y obtenido el Corolario 4.20.1, se procedera a demostrar
la existencia de descomposiciones JSJ para grupos relativamente finitamente presentados.

Teorema 4.21. Sea G un grupo finitamente generado y finitamente presentado relativo a una
coleccion de subgrupos H = {Ha,...,H,}. Entonces el espacio de deformacion JSJ, Dys;, de G
sobre A relativo a H existe y contiene un drbol con estabilizadores de aristas (y por tanto vértices)
finitamente generados.

Demostracion. Sea U el conjunto de (A, H)-drboles T' universalmente elipticos tales que para cua-
lesquiera v € V(T) y e € E(T), los estabilizadores G, y G. son finitamente generados (hasta
isomorfismos equivariantes). El conjunto U es no vacio, pues el drbol que consiste de un tnico
vértice u satisface que G, = G es finitamente generado, y por tanto dicho arbol es un elemento de
U.

Nétese que si T' € U, entonces I' = T'/G es un grafo de grupos finito con grupos aristas y grupos
vértices finitamente generados.

A continuacién, se verificard que U es numerable. Como G es finitamente generado, entonces
tiene una cantidad numerable de subgrupos finitamente generados. Ademds, si Hy, Hs son subgrupos
finitamente generados de G, entonces Hom(Hy, Hs) es numerable. Se sigue que, hasta isomorfismos,
hay una cantidad numerable de grafos de grupos tales que sus grupos asociados son subgrupos
finitamente generados de G. De esto, U es numerable. Entonces se puede escribir U = {U, };en,
donde los U; son (A, H)-arboles universalmente elipticos con estabilizadores de vértices y aristas
finitamente generados, donde i € N.

Ahora, dado un (A, H)-arbol T universalmente eliptico, por el Corolario 4.20.1 exite un elemento
en U que domina a T'. De esto, se tiene que para probar el Teorema 4.21 basta encontra un (A, H)-
arbol que domine a todos los elementos de U.

Se construird una sucesién de (A, H)-arboles {7} } jen universalmente elipticos tal que para todo
k € N, T}, domina a U; para cualquier i < k y T refina a Tyy; (cuando los subindices tengan
sentido). Dicha construccién se realizard de manera inductiva. Se define Ty = Up y se asume que
para k € N existe un 7}, tal que cumple la descripcién previa. Se define a T 11 como el refinamiento
estdndar de Tj que domina a Uy11. Por el Lema 4.13 (2), Ti4+1 es universalmente eliptico; ademés,
como Tyy1 refina a T} y, por hipétesis de induccién, T domina a U; para todo i < k, entonces
Ty+1 domina a U; para todo ¢ < k 4 1. Se ha construido la sucesién {Tj }jeN deseada.

Ahora, la sucesion construida

Ty 4ot Tp 4= Thyg < -
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satisface las hipdtesis del Teorema 4.15 y entonces, por dicho resultado, existe un (A, H)-arbol
S € U universalmente eliptico que domina a T}, para k € N suficientemente grande, y por tanto a
cada U e U.

Sea T un (A, H)-arbol universalmente eliptico, por el Corolario 4.20.1, existe S’ € U tal que S’
domina a T'. Entonces, por lo dicho anteriormente, S domina a T'. Asi, S es un drbol JSJ, lo cual
prueba que existe un espacio de deformaciéon JSJ para G. m

Notese que, en particular, existen espacios de deformacién JSJ para grupos finitamente presen-
tados.
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5. Descomposiciones JSJ de grupos relativamente hiperbdli-
cos

En esta seccién, se usaran los resultados y teoria desarrollada con anterioridad para probar
que los grupos relativamente hiperbdlicos admiten una descomposicién JSJ sobre sus subgrupos
parabdlicos relativa a sus subgrupos periferales.

Consideremos GG un grupo relativamente hiperbédlico respecto a la coleccién de subgrupos fini-
tamente generados H = {Hi,...,H,}. Sea A la familia de subgrupos parabélicos de G, entonces
por la Observacién 2.9, se tiene que

A={H <G: HCgH;g !, para ciertos g € G e i € {1,...,p}}.
Proposicién 5.1. Los subgrupos parabdlicos de G son universalmente elipticos; esto es, A = A.y;.

Demostracion. Sea T un (A, H)-drbol, entonces T es un A-drbol tal que H; es eliptico en T para
todoi € {1,...,p}.
Sea H € A, entonces
HC gHig_lv

para ciertos g € Gei € {1,...,p}.
Como H; es eliptico en T', entonces

H; C hG,h™ 1,

para algunos h € H y v € V(I'), donde G, denota el grupo vértice asociado a v en el grafo de
grupos I' =T/G.
De esto,
H C gHig~" C ghG,h™'g™" = (gh)G.(gh) ™"

Entonces, H es eliptico en 7. Como T es arbitrario, se sigue que H es universalmente eliptico
para todo H € A. m

Proposicién 5.2. Los grupos relativamente hiperbdlicos admiten una descomposicion JSJ sobre
sus subgrupos parabdlicos relativa a sus subgrupos periferales.

Demostracion. Sea G un grupo relativamente hiperbdlico relativo a la familia de subgrupos fini-
tamente generados H = {Hz, ..., H,}. Por el Teorema 3.4, G tiene una presentacién relativa a H
finita.

Entonces, por la Proposicién 5.1 y el Teorema 4.21, se sigue que G admite una decomposicién
JSJ sobre sus subgrupos parabdlicos relativa a sus subgrupos periferales. m

Notese que, por el Teorema 4.21 y el hecho de que los grupos relativamente hiperbélicos son fini-
tamente presentados relativos a sus subgrupos periferales, pueden encontrarse diversas colecciones
sobre las cuales es posible obtener descomposiciones JSJ. Entonces, las descomposiciones propues-
tas en este trabajo no son las unicas que pueden hacerse. Otro ejemplo de descomposiciones JSJ
para grupos relativamente hiperbélicos puede encontrarse en [Bow01] y [Bow12], donde utilizan la
frontera de los grupos relativamente hiperbdlicos y puntos de corte para realizar descomposiciones
JSJ sobre subgrupos finitos relativas a sus subgrupos periferales.
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