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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar la finitud de los monoides efectivos y de los anillos
de Cox de algunas superficies racionales anticanonicas que tienen nimeros de Picard muy
grandes y que son construidas a partir de explosiones de una superficie de Hirzebruch en dife-
rentes configuraciones de puntos que podrian ser infinitamente cercanos. Para realizar tal es-
tudio, hemos introducido las nociones de superficie de Harbourne-Hirschowitz y de propiedad
ortogonal anticanénica. De manera particular, la conjetura de Harbourne-Hirschowitz es ver-
dadera para una superficie racional de Harbourne-Hirschowitz.

La finitud del monoide efectivo se estudia a través de condiciones numéricas que aseguren
su finitud, ademas, en algunos casos presentaremos explicitamente los conjuntos generadores
minimos para tales monoides y una descomposicion para cada clase efectiva. La finitud de los
anillos de Cox se estudia usando un criterio que consiste en verificar si se satisface la propiedad
ortogonal anticanénica. Ademads, para las superficies obtenidas como la explosion del plano
proyectivo P? en a lo més ocho puntos en posicién general, recuperaremos y extenderemos los
resultados de Rosoff acerca de los conjuntos generadores minimos de sus monoides efectivos,
de Harbourne acerca de la regularidad de los divisores nef sobre tales superficies, y de Batyrev

y Popov sobre la finitud de sus anillos de Cox.

Palabras clave: Superficie de Hirzebruch, transformaciéon monoidal, monoide efectivo, anillo

de Cox, conjetura de Harbourne-Hirschowitz, superficie racional anticanoénica.






Abstract

The aim of this work is to study the finiteness of the effective monoids and Cox rings of
some anticanonical rational surfaces whose Picard numbers are very high and which are con-
structed as the blow-up of a Hirzebruch surface in different configurations of points that could
be infinitely near. To do so, we have introduced the notions of Harbourne-Hirschowitz surface
and anticanonical orthogonal property. Particularly, the Harbourne-Hirschowitz conjecture
holds for a rational Harbourne-Hirschowitz surface.

The finiteness of the effective monoid is studied through numerical conditions that ensure
its finiteness, in addition, in some cases we present the minimal generating set explicitly and
a decomposition for every effective class. The finiteness of the Cox rings is studied using
a criterion that consists in verify if the anticanonical orthogonal property is satisfied. In
addition, for those surfaces obtained as the blow-up of the projective plane P? at most eight
points in general position, we recover and extend the results of Rosoff about the minimal
generating sets of their effective monoids, of Harbourne about the regularity of nef divisors

on such surfaces, and of Batyrev and Popov about the finiteness of their Cox rings.

Keywords: Hirzebruch surface, monoidal transformation, effective monoid, Cox ring, Harbo-

urne-Hirschowitz conjecture, anticanonical rational surface.
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INTRODUCCION

Entender la geometria birracional de una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo
algebraicamente cerrado k de caracteristica arbitraria es un problema interesante que hasta
el dia de hoy sigue abierto. Una manera para lograr tal objetivo es a través del estudio del
monoide efectivo y del anillo de Cozx de tal superficie.

Dada una superficie proyectiva lisa .S, el monoide efectivo de S es el conjunto de clases

de divisores efectivos en el grupo de Néron-Severi de S. Para entender el monoide efectivo es
necesario determinar si éste es finitamente generado y en tal caso, determinar un conjunto
generador minimo y una descomposicién para cada clase efectiva. Ambos cuestionamientos
no son interrogantes que sean sencillas de responder. Por ejemplo, en 1960 Nagata muestra en
[Nag60, Teorema 4a, p. 283] que la superficie obtenida como la explosién del plano proyectivo
P? en al menos nueve puntos en posicién general contiene un niimero infinito de curvas (—1),
éste hecho implica que los monoides efectivos de tales superficies no pueden ser finitamente
generados. Por otro lado, si se determina que el monoide efectivo de S no es finitamente
generado, entonces se tendria que el anillo de Cox de S tampoco seria finitamente generado
(ver abajo la definicién del anillo de Cox). Por tal motivo, el entender el monoide efectivo es
un problema de gran interés en la actualidad.
Algunos trabajos recientes sobre este problema son los de Rosoff en [Ros80] y [Ros02];
Campillo y Gonzdlez-Sprinberg en [CG98|; Campillo, Piltant y Reguera en [CPRO2] y
[CPROS5]; Monserrat en [Mon03]; Lahyane en [LahO4al, [Lah04b|, [Lah05a], [Lah05b] y
[Lah10]; Lahyane y Harbourne en [LHOS5]; Galindo y Monserrat en [GMO04], [GMO05b] y
[GM16]; Failla, Lahyane y Molica en [FLMO06], [FLMO07a] y [FLMO7b]; Cerda en [Cer12];
Taylor y Wang en [TW15|; y de De La Rosa en [DeL16].

Por otro lado, en [Cox95], Cox introduce la nocién de coordenadas homogéneas para

una variedad toérica X sobre C y define el anillo de coordenadas homogéneas para tales

XIII



variedades (ver pagina 19 de [Cox95]). Al considerar como ejemplo al espacio proyectivo P™
(como variedad térica) menciona que su anillo de coordenadas homogéneas coincide con el
anillo de coordenadas homogéneas C[xy, . .., x,] con la graduacién usual. Posteriormente, Hu
y Keel en [HKO0O0| definen el anillo de Cox para cualquier variedad proyectiva X tal que el
grupo de Néron-Severi con coeficientes racionales sea igual al grupo de Picard con coeficientes
racionales como
Cx(X)= @@ H'(X, L +---+ L"),
(n1ye..,np)ELT

donde Ly, ..., L, forman una base para Pic(X)g y cuyo casco afin estd contenido en el cono
de divisores efectivos de X. Ademads de mostrar que si el anillo de Cox de X es un anillo
de polinomios, entonces X es una variedad toérica, muestran que existe una relacion entre la
finitud del anillo de Cox y el Programa del Modelo Minimo (MMP por sus siglas en inglés).
En efecto, en [HKO00, Proposicién 2.9, p. 342] prueban que si X es una variedad proyectiva
Q-factorial que satisface las condiciones de la definicién del anillo de Cox, entonces son
equivalentes la finitud del anillo de Cox y el hecho que el Programa del Modelo Minimo pueda
llevarse a cabo para cualquier divisor sobre X . Por este motivo, el problema de determinar si
el anillo de Cox de una variedad proyectiva es finitamente generado es uno de los problemas
abiertos de mayor interés dentro de la Geometria Algebraica en la actualidad.

Dentro de algunos trabajos recientes en el caso general de variedades se encuentran los de
Elizondo, Kurano y Watanabe en [EKWO04]|; Castratev y Tevelev en [CTO06] y [CT15];
Castratev en [Cas09]; Birkar, Cascini, Hacon y McKernan en [BCHM10|; Prendergast-
Smith en en [Pre09], [Prel0] y [Prel2|; Bernal en [Ber12]; de Fernex y Hacon en [dFH12];
Donten-Bury en [Donl13]; Gonzilez y Karu en [GK14|; Keicher en [Keil4]; Okawa en
[Okal5]; Ottem en |Ott15]; Chen, Elizondo y Yang en [CEY16]; y de Hausen, Keicher
y Laface en [HKL16]. Para el caso concreto de superficies, en la Seccién |1 del Capitulo
mencionaremos con mayores detalles algunos trabajos realizados en dicho caso. Para conocer
mas acerca de los anillos Cox, Laface y Velasco en [LV09] y McKernan en [McK10] realizan
una presentacion general de los anillos de Cox y su relacién con la Teoria de Invariantes
Geométricos (GIT por sus siglas en inglés), los espacios sonados de Mori (MDS por sus
siglds en inglés) y presentan algunos ejemplos de variedades con anillos de Cox finitamente
generados. Ademds, el libro [ADHL15] de Arzhantsev, Derenthal, Hausen y Laface es una

buena referencia para el estudio de los anillos de Cox.

El objetivo general de este trabajo es estudiar la finitud de los monoides efectivos y la
finitud de los anillos de Cox de superficies proyectivas lisas racionales que provienen de con-
siderar explosiones de una superficie de Hirzebruch en ciertas configuraciones de puntos que
XIvV



Introduccién

podrian ser infinitamente cercanos. Para el estudio de la finitud del monoide efectivo utilizare-
mos algunas condiciones numéricas que nos aseguraran la finitud de tales monoides, ademas,
también serd de nuestro interés encontrar explicitamente los conjuntos generadores minimos
para los monoide efectivos y una descomposicion para cada clase efectiva. Es importante
senalar que las técnicas que utilizaremos permiten determinar de forma explicita los conjun-
tos de las curvas (—1) y (—2) sobre nuestras superficies en casos especificos y esto lleva a
poder determinar concretamente el conjunto generador minimo para sus monoides efectivos
gracias al trabajo [LHO5| de Lahyane y Harbourne. Respecto al estudio de los anillos de
Cox, utilizaremos un criterio con el que bastard verificar si dichas superficies satisfacen la
propiedad que llamaremos propiedad ortogonal anticanonica. Las caracteristicas comunes de
las superficies proyectivas lisas racionales que construiremos es que tienen ntimeros de Picard
que podrian ser muy grandes, son anticandnicas, sus monoides efectivos son finitamente gen-
erados y satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica, en particular, seran superficies de
Harbourne-Hirschowitz y tendran anillos de Cox finitamente generados. Cabe mencionar que
el concepto de superficies de Harbourne-Hirschowitz viene motivado de una manera natural
de la conjetura de Harbourne-Hirschowitz (ver Conjetura . Ademas, de manera particu-
lar recuperaremos los resultados que mencionaremos a continuacién. Sea X, la superficie

obtenida como la explosién de P? en r puntos en posicién general, donde r < 8.

(a) La lista de las curvas (—1) sobre X, determinada por Manin en [Man74], Teorema
26.2, p. 135]) y Demazure en [Dem80], Tabla 3, p. 35|,

(b) La lista de generadores del monoide efectivo de X, encontrada por Rosoff en [Ros80,
ver Teorema 1, p. 420],

(c) La finitud del monoide efectivo de la superficie obtenida como la explosién de P? en
a lo més ocho puntos en cualquier posicion mostrada por Rosoff en [Ros80, Teorema
2, p. 424],

(d) La regularidad de los divisores nef sobre la superficie X, obtenida por Harbourne en
[Har96l, Teorema 1.1 (b), p. 727],

(e) La finitud del anillo de Cox de X, determinada por Batyrev y Popov en [BP04,
Teorema 3.2, p. 6].

(f) La lista de de las curvas (—1) sobre la superficie obtenida como la explosién de una
superficie de Hirzebruch ¥, en a lo méds n puntos en posicion general determinada
por Matsuzawa en [Mat88|, Proposicién 1.1, p. 426], y

(g) La finitud del monoide efectivo de una superficie racional lisa S con K% > 0 asegurada
por Lahyane en [Lah04al, Teorema 1.1, p. 875] y por Lahyane y Harbourne en [LHOS5|
Proposicién 4.3 (a), p. 109].
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Debemos senalar que todas las figuras presentadas en este trabajo fueron elaboradas en
el editor de graficos vectoriales INKSCAPE y que algunos de los calculos que desarrollamos
fueron obtenidos usando el programa de lenguaje simbdlico MATHEMATICA. En los siguientes
parrafos mencionaremos de manera general como esta constituido este trabajo.

El Capitulo [1| corresponde a los preliminares donde realizaremos un recordatorio de las
nociones que necesitaremos a lo largo de este trabajo. En ¢l realizamos una recopilacion
de algunos conceptos y resultados sobre divisores sobre esquemas, superficies y nimeros
de interseccion, transformaciones monoidales y superficies regladas. Cabe mencionar que
pondremos particular atencién en las superficies de Hirzebruch que seran utilizadas en gran
parte de este trabajo. El contenido de este capitulo se basa principalmente en [Har77] y
también hemos considerado [Bad01] como referencia.

El objetivo del Capitulo [2| es presentar el anillo de Cox para una superficie proyectiva lisa
definida sobre un campo algebraicamente cerrado k£ de cualquier caracteristica y un criterio
geométrico para determinar cuando dicho objeto es una k-algebra finitamente generada.
Después de mencionar en la Seccion (1| algunos resultados conocidos sobre dicho objeto, en
la Seccién [2] presentaremos el concepto de superficies extremales (ver Definicion con el
cual presentaremos en la Seccién |3 el Teorema que consiste en nuestro criterio para
la finitud del anillo de Cox de una superficie proyectiva lisa; con dicho resultado también
estableceremos un criterio en el caso de una superficie proyectiva lisa racional anticanonica
en el Corolario [2.14] Los resultados de este capitulo estdn basados en el trabajo publicado
[IDFLMO15].

El Capitulo [3] sera de gran importancia para nuestro trabajo. En la Seccién [l revisare-
mos los problemas que dieron origen a la conjetura de Harbourne-Hirschowitz (ver Conjetu-
ra y hablaremos de algunos trabajos relacionados con tal problema. Posteriormente,
en la Definicion introduciremos el concepto de superficies de Harbourne-Hirschowitz
y mostraremos en el Teorema que para las superficies proyectivas lisas racionales de
Harbourne-Hirschowitz la conjetura de Harbourne-Hirschowitz es verdadera. La Seccién
se encargard de introducir la nocion de propiedad ortogonal anticandénica en la Definicion
3.5l Tal propiedad tiene un buen comportamiento respecto de morfismos birracionales como
se mostrard en la Proposicién [3.6] aiin mas, para el caso de una superficie proyectiva lisa
racional anticanonica S, dicha propiedad nos brindard un criterio para determinar si S es de
Harbourne-Hirschowitz y si S es extremal en los Teoremas y respectivamente, y
consecuentemente un criterio para la finitud de los anillos de Cox de superficies proyectivas
lisas racionales anticanénicas en el Teorema[3.20] Ademds de mostrar que el plano proyectivo
y que las superficies de Hirzebruch satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica (ver Ejem-

plos y respectivamente), mencionaremos algunos de ejemplos de superficies racionales
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Introduccién

anticanénicas que han sido estudiadas con anterioridad y que satisfacen tal propiedad (ver
Ejemplos [3.13} [3.14} [3.15} [3.16] y [3.17]).

La construccién de nuestra primera familia se realizard en la Seccién [2] del Capitulo {4y

para llevarla a cabo fijaremos puntos en dos curvas racionales lisas de manera que podamos
escribir a la clase anticanénica como la suma de las clases de tales curvas (ver Proposicién
. La segunda familia de superficies sera construida en la Seccién (1 del Capitulo [5| como
una variante de las superficies anteriores al considerar las mismas dos curvas con una configu-
racién de puntos distinta. La Seccién [T] del Capitulo [6] se encargard de presentarnos nuestra
siguiente familia construida al explotar una superficie de Hirzebruch en un ntimero finito de
puntos los cuales estan distribuidos en tres curvas racionales lisas que nos permitirdan descom-
poner a la clase de un divisor anticanénico como la suma de las clases de dichas curvas. Para
la familia que se construird en la Seccién [1] del Capitulo [7] la configuracién de puntos que
tomaremos sera de tal modo que podamos abarcar el mayor nimero de fibras que un divisor
anticanonico puede contener. Para las familias de superficies anteriores, mostraremos que bajo
una condicién numérica existe un nimero finito de curvas (—1) y (—2) sobre tales superficies

(ver respectivamente los Teoremas , y [7.2)); posteriormente, mostraremos que bajo
cierta condicién numérica tales superficies satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica (ver

respectivamente los Teoremas , , y . Como consecuencias de los resultados ante-
riores obtendremos que tales superficies tienen monoides efectivos finitamente generados, son
de Harbourne-Hirschowitz y tienen anillos de Cox finitamente generados. Ademas, utilizando
las técnicas desarrolladas para mostrar la finitud de las curvas (—1) y (—2), presentaremos

ejemplos concretos de los conjuntos generadores minimos de los monoides efectivos para cier-

tas superficies de cada una de las familias mencionadas (ver Ejemplos [4.8 [1.9] [4.10] [4.11]
, , , , y . Los resultados del Capitulo 4] estan basados principalmente en

el trabajo publicado [DFL16a] mientras que los del Capitulo |5 se basan principalmente en
[DFL16Db].

El concepto de puntos colineales para una superficie de Hirzebruch sera introducido en la
Seccién |1] del Capitulo |8 (ver Definicién y explotando puntos en tal configuracion cons-
truiremos nuestra siguiente familia de superficies. Por otro lado, en la Seccion [2| del Capitulo
9 presentaremos otra familia de superficies que provendra de considerar la explosién de X en
una cadena en la direccion de una curva Cj. Para ambas familias de superficies, mostraremos
la finitud de sus monoides efectivos presentando de forma explicita los conjuntos generadores
minimos y una descomposicién para cada clase efectiva (ver respectivamente Teoremas y
; asimismo, mostraremos que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica (ver respec-
tivamente Teoremas y [9.4)). Tales superficies seran de Harbourne-Hirschowitz y tendran

anillos de Cox finitamente generados como consecuencia de tales resultados. Es importante
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mencionar que no serd necesario fijar condicién numérica alguna para mostrar lo anterior.
Por 1ltimo, presentaremos algunos ejemplos de una descomposicion de ciertas clases efectivas
sobre tales superficies utilizando la descomposicion brindada por nuestra descomposicion y
mostraremos que la efectividad de tales clases no puede ser obtenida como una consecuencia
directa del teorema de Riemann-Roch (ver Ejemplos , y . El contenido del
Capitulo @ estd basado principalmente en el trabajo [DEFFLU16].

La familia de superficies que serd construida en la Seccién[I]del Capitulo [L0]serd construida
a partir de una constelacién con dos origenes sobre la superficie de Hirzebruch >,. Para tales
superficies, presentaremos la lista explicita de las clases de curvas (—1) y de las clases de
curvas (—2) (ver respectivamente Teoremas y y como consecuencia presentaremos
explicitamente el conjunto generador minimo de sus monoides efectivos (ver Corolario .
Ademas, verificaremos que estas superficies satisfacen la propiedad ortogonal anticandnica
(ver Teorema . El que estas superficies sean de Harbourne-Hirschowitz y que tengan
anillos de Cox finitamente generados serd una consecuencia de lo anterior. Cabe senalar que
no se requerira de condiciones numéricas para mostrar tales resultados. El contenido de este
capitulo esta basado principalmente en el trabajo [DFFLU16].

El Capitulo [11] y ultimo de este trabajo estudiara la familia de superficies que provienen
de considerar la explosién de una superficie de Hirzebruch ¥,, en puntos que se encuentran
en posicion general. En primer lugar, en la Seccién [l realizaremos un recordatorio de la
nocién de puntos en posiciéon general en el plano proyectivo P2, luego, en el Teorema
recordaremos el resultado de Rosoff acerca de como estan conformados los conjuntos gen-
eradores minimos de las superficies obtenidas como la explosién de P? en a lo mds ocho
puntos en tal posicion. Para finalizar dicha seccion, presentaremos la clasificacion de las su-
perficies obtenidas como la explosién de P? en puntos en posicién general que satisfacen la
propiedad ortogonal anticanénica en los Teoremas[I1.3]y[11.4] y algunas de sus implicaciones.
De manera particular, recuperaremos los resultados (d) y (e) mencionados anteriormente (ver
respectivamente Observacion y Corolario . A lo largo de la Seccién [2| estudiaremos
el caso de las superficies obtenidas como la explosién de 3, en puntos en posicion general.
Comenzaremos introduciendo la nocién de puntos en posicion general para una superficie de
Hirzebruch en la Definicion y posteriormente, en la Proposicion [11.11] estudiaremos la
clase anticanoénica de ciertas superficies obtenidas como la explosién de Y, en puntos en posi-
cién general. Después, realizaremos la clasificacion de este tipo de superficies a través de la
finitud de sus monoides efectivos en los Teoremas [T1.13], [I1.14], [I1.16], [I1.17]y[11.25] y ademds

presentaremos explicitamente los conjuntos generadores minimos de los monoides efectivos

que son finitamente generados. Particularmente, el primero de tales teoremas recupera el

resultado (f), y considerando el caso n = 1 en todos ellos recuperamos los resultados (a) y
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Introduccién

(b) (para el ultimo ver Observacién . Por otro lado, gracias a los primeros cuatro teo-
remas mostraremos en el Corolario la finitud del monoide efectivo para las superficies
obtenidas como la explosién de ¥, en ciertas especializaciones de puntos, y como consecuencia
recobraremos los resultados (c) y (g) (ver Corolarios[11.21]y respectivamente). Ademas,
para el caso de las superficies obtenidas como la explosién de X, en a lo mas n+3 puntos o 3
en cinco puntos presentaremos una descomposicién para cada clase efectiva en los Teoremas
y respectivamente. Para concluir con este capitulo, en los Teoremas y
presentaremos la clasificacion de esta clase de superficies respecto a satisfacer la propiedad
ortogonal anticanonica y posteriormente, mostraremos algunas implicaciones. En particular,
recuperaremos nuevamente los resultados (d) y (e) (ver respectivamente Observaciones [11.33
y [11.35)) v obtendremos la clasificacién de este tipo de superficies respecto a la finitud de sus
anillos de Cox (ver Corolarios y [11.34). Los resultados de este capitulo estdn basados
en el trabajo [FL16].

En el Capitulo [12] presentaremos nuestras conclusiones y sugeriremos algunos problemas
para un estudio posterior en base a los resultados obtenidos en este trabajo.

Finalmente, el Apéndice [A] nos presentard los cédigos que utilizamos en MATHEMATICA
para realizar los calculos de los sistemas de ecuaciones que nos permitieron determinar los
conjuntos generadores minimos de los monoides efectivos de las superficies obtenidas como
la explosion de ¥, en n + 5 puntos en posicién general con n < 3 y como la explosién de >

en siete puntos en posicion general.
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NOTACION Y TERMINOLOGIA

A lo largo de este trabajo, fijaremos la siguiente notacion y terminologia:

La letras N y Z denotaran respectivamente a los conjuntos de los niimeros naturales y
enteros, mientras que para referirnos al conjunto de los nimeros enteros positivos junto con

el cero utilizaremos el simbolo Z, .

El espacio proyectivo de dimension n definido sobre un campo algebraicamente cerrado
k serd denotado por P", es decir, P" = Proj(k[x¢,x1,...,2,]). En particular, para el plano

proyectivo P? se tiene que P? = Proj(k[xo, z1, T2)).

Una wvariedad sobre un campo algebraicamente k serda un esquema entero, separado, de

tipo finito sobre k.

Dada una gavilla invertible £ sobre una variedad X, el i-ésimo grupo de cohomologia de

L seréd denotado por H'(X, L) y su dimensidn se denotaré por h'(X, L).

El género aritmético de una curva C' sobre una superficie serd denotado por p,(C), de este

modo, p,(C) =1 — x(O¢), donde x(O¢) es la caracteristica de Euler-Poincaré de C'.

Todos los puntos que se consideraran en este trabajo seran puntos cerrados.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es recordar los conceptos y nociones bésicas que necesitaremos
a lo largo de este trabajo. Comenzaremos realizando una revision de los divisores de Weil, los
divisores de Cartier, las gavillas invertibles y mencionaremos algunas de las relaciones entre
los grupos que pueden definirse con dichos objetos. Posteriormente, en la segunda seccién
recordaremos el concepto de superficie, la nocién de sistema lineal completo, sistema lineal,
punto base y componente fija. Ademas, realizaremos una revision de la forma de interseccién
sobre una superficie proyectiva lisa y en particular, recordaremos el teorema de Riemann-
Roch y los conceptos de grupo de Néron-Severi, de monoide efectivo y de monoide nef que
tendran una gran importancia en los capitulos posteriores. En la tercera seccién daremos
un vistazo a las propiedades de una transformacion monoidal y recordaremos el criterio de
contractibilidad de Castelnuovo. Para concluir con este capitulo, realizaremos una revisién
de las superficies regladas y algunas de sus propiedades bésicas con especial énfasis en las

superficies de Hirzebruch.

1. Divisores

En esta seccion revisaremos las construcciones de los grupos de divisores de Weil, de
Cartier y del grupo de Picard para un esquema en general. Posteriormente, recordaremos
algunas relaciones que existen entre dichos grupos. Concluiremos este apartado con la nocién
de un divisor anticanénico sobre una variedad. El contenido de esta seccién estd basado en
la Seccion 6 del Capitulo II de [Har77].

Definicién 1.1. Sea X un esquema noetheriano, entero, separado y regular en codimensién
uno. Un divisor primo sobre X es un subesquema cerrado entero en codimension uno.
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1. Divisores

Un divisor de Weil es un elemento del Z-mddulo libre Div(X) generado por los divisores

primos.

Por definicién, un divisor de Weil D se escribe como g n;Y; donde cada coeficiente

finita
n; es un numero entero y Y; es un divisor primo. En el caso en que cada coeficiente en la

descomposicion anterior resulte ser un niimero entero no negativo, D es un divisor efectivo.

Para un esquema X noetheriano, entero, separado y regular en codimensién uno, considere-
mos un divisor primo Y sobre X y a su punto genérico n € Y. Se tiene que Oy, es un anillo
de valoracién discreta cuyo campo de fracciones es igual al campo de funciones racionales
K(X) de X. Denotamos por vy a la valoracién discreta asociada a Y. De esto se sigue la

proxima definicion:

Definicién 1.2. Sea X un esquema noetheriano, entero, separado y regular en codimensién
uno y sea f € K(X)*. El divisor de f es

(f) = Zyy(f)Y,
donde la suma se toma sobre todos los divisores primos sobre X. Un divisor principal es

un divisor de Weil que es igual al divisor asociado a un elemento de K (X)*.

Notemos que no existe algiin problema en la definicién anterior puesto que dada una
funcién racional no nula f sobre X, se tiene que vy (f) = 0 para cada divisor primo Y sobre
X a excepcién de un nidmero finito de ellos (ver [Har77, Lema 6.1, p. 131]).

Ahora, definiremos una relacién sobre el grupo de divisores Div(X): dados D y D’ en
Div(X), D esta relacionado con D’ siy sélo si D — D’ es un divisor principal. En tal caso,
D es linealmente equivalente a D’ y denotamos este hecho por D ~ D’. Esta relacion
resulta ser una relacién de equivalencia sobre Div(X) y se llama la relacién de equivalencia

lineal.

Definicién 1.3. Sea X un esquema noetheriano, entero, separado y regular en codimensiéon
uno. El grupo de clases de divisores sobre X es el cociente del grupo Div(X) por la

relacién de equivalencia lineal y es denotado por Cl(X).

Las nociones anteriores s6lo pueden definirse para esquemas que satisfagan las hipotesis
anteriores, asi que en esquemas arbitrarios no podemos definir la nocién de divisores de
Weil. Sin embargo, existe una clase de divisores que si pueden ser definidos sobre cualquier
esquema, hablamos de los divisores de Cartier.

Sea X un esquema. Para cada abierto U no vacio de X definimos el conjunto multiplicativo
R(U) de Ox(U) de la siguiente forma:

R(U) = {s € Ox(U) | s, no es un divisor de cero para todo p € U} .
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Asi, podemos considerar la localizacién de Ox(U) en R(U) que denotaremos por Q (U).
De esta forma, Q~ define una pregavilla sobre X donde Q~(0)) = {0}, para cada abierto U
no vacfo de X se tiene que Q (U) = R(U) 'Ox(U) y donde las restricciones de Q™ son
las inducidas de manera natural por las restricciones de Ox. Posteriormente, la gavilla de
cocientes totales Q de Ox es la gavilla asociada a la pregavilla Q~. Ahora, consideramos

las gavillas O% y Q* de elementos invertibles de Ox y Q respectivamente. Considerando a

*

% como una subgavilla de Q* podemos considerar la gavilla cociente

X

Definicién 1.4. Un divisor de Cartier sobre un esquema X es una seccién global de

0%
Q*
Ox

la gavilla Un divisor de Cartier es principal si estd en la imagen del homomorfismo

Q" (X) —

(X).

Puesto que un divisor de Cartier es una secciéon global de una gavilla cociente, podemos
representarlo como una familia {(U;, f;) }ie; donde {U;};c; es una cubierta abierta de X y
donde f; es una seccién de Q*(U;) para cada i € I. Ademds, un divisor principal de Cartier
se representa como (X, f) donde f es la seccién global de Q* que da origen a dicho divisor

principal. Por convencién se utiliza la notacién aditiva en el grupo de divisores de Cartier a
*

pesar de que (X) es un grupo multiplicativo.

(@

X

Luego, podemos definir una relacién de equivalencia sobre el grupo de divisores de Cartier
*

de la siguiente forma: dados D y E en (X), se tiene que D esta relacionado con E si

y sélo si su diferencia es un divisor de ga)lgtier principal. Dicha relacion también se llama
relacion de equivalencia lineal y denotaremos al grupo de divisores de Cartier modulo
dicha relacién por CaCl(X).

La ventaja de los divisores de Cartier es que pueden ser definidos sobre un esquema
arbitrario a diferencia de los divisores de Weil. Ademas, en el caso de un esquema que satisface
los requerimientos para definir los divisores de Weil, se tiene que el grupo de divisores de

Cartier coincide con el grupo de divisores de Weil.

Proposicién 1.5. Sea X un esquema noetheriano, entero, separado y localmente factorial.

or X)

Atn mds, los divisores principales de Weil corresponden a los divisores principales de Cartier

El grupo de divisores de Weil Div(X) es isomorfo al grupo de divisores de Cartier

y consecuentemente los grupos Cl(X) y CaCl(X) son isomorfos.

DEMOSTRACION. Ver [Har77|, Proposicién 6.11, p. 141]. O
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El siguiente grupo que construiremos para un esquema arbitrario sera definido utilizando
las gavillas invertibles, es decir, las gavillas localmente libres de rango uno sobre tal es-
quema. Una vez que construyamos dicho grupo, mostraremos su relaciéon con los grupos de
clases de divisores de Weil y de Cartier.

Consideremos un esquema arbitrario X y definamos el siguiente conjunto:
Qx = {E | L es una gavilla invertible sobre X } )

Luego, definimos una relacién sobre {2x al considerar las clases de isomorfismo de las gavillas
invertibles: para elementos £ y M de {2x, tenemos que L esta relacionado con M si y sélo si
L es isomorfa a M. De manera inmediata tenemos que ésta es una relacién de equivalencia,
por ello, podemos tomar el cociente de 25 por dicha relacién y denotaremos por Pic(X) al
conjunto resultante.

Por otro lado, recordemos que en general el producto tensorial de gavillas es asociativo,
conmutativo y se tiene que F ®p, Ox = F. Ademas, para gavillas invertibles se satisfacen

los siguientes hechos (ver [Har77), Proposicién 6.12, p. 143]):
1. El producto tensorial de gavillas invertibles es una gavilla invertible, y
2. Dada una gavilla invertible £ existe una gavilla invertible £7! tal que L&p, L7 = Ox
(de hecho L7 = Hom(L, Ox)).
De dichas propiedades, usando el producto tensorial podemos dotar de una manera natural

a Pic(X) con una estructura de grupo abeliano con la siguiente operacién:
+ : Pic(X) x Pic(X) —» Pic(X)
(£, M) = [L®oy M]

Definicién 1.6. El grupo de Picard de un esquema X es el grupo Pic(X).

Lo que revisaremos a continuacion es cémo construir una gavilla invertible a partir de un
divisor de Cartier. Sea D = {(Uj, f;)}ier un divisor de Cartier sobre X. Para cada i € [
consideramos la gavilla Ox (D), sobre U; generada por f; . Luego, para i,j € I se tiene que
fi fj_1 es invertible en la interseccién U; N U; y de esto sigue que los Ox-mdédulos generados
por fi 1y fj_l coinciden; gracias a ello podemos realizar el pegado de las gavillas anteriores
para construir la gavilla asociada al divisor de Cartier D que denotaremos por Ox (D).

El siguiente resultado nos presenta algunas propiedades de este tipo de gavillas.

Proposicion 1.7. Sea X un esquema. Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Para cada divisor de Cartier D, la gavilla Ox (D) es invertible. Ademds, la asignacion

que a cada divisor de Cartier lo envia a su correspondiente gavilla invertible induce
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una correspondencia 1-1 entre divisores de Cartier sobre X y las subgavillas invertibles
de Q.
2. Si Dy y Dy son divisores de Cartier, entonces Ox(D;—Dq) = Ox(D1)®0, Ox(D2)™ .
3. S8i D1 y Dy son divisores de Cartier, Dy es linealmente equivalente a Do si y solo si
Ox(Dy) es isomorfa a Ox (D).

DEMOSTRACION. Ver [Har77, Proposicién 6.13, p. 144]. O

Utilizando las propiedades anteriores obtenemos el siguiente resultado que establece una

relacion entre el grupo de clases divisores de Cartier y el grupo de Picard de un esquema.

Proposicién 1.8. Sea X un esquema. La asignacion

CaCl(X) — Pic(X)
(D]~ [Ox(D)]

es un homomorfismo de grupos que es inyectivo. Aun mds, st X es entero, entonces dicho

homomorfismo es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. La primera parte se sigue de la Proposicién . Para la segunda parte
puede consultarse [Har77, Proposicién 6.15, p. 145]. O

Como consecuencia al resultado anterior, de manera inmediata podemos establecer una
relaciéon entre el grupo de divisores de Weil moédulo la equivalencia lineal y el grupo de Picard

de un esquema.

Corolario 1.9. Sea X un esquema noetheriano, entero, separado y localmente factorial.

Eziste un isomorfismo natural entre los grupos C1(X) y Pic(X).

Para concluir esta seccién, recordaremos la nocién de un divisor canénico sobre una varie-
dad. En el contexto general, dado un morfismo de esquemas f : X — Y, la gavilla de

diferenciales de Kahler (2x,y de X sobre Y es la gavilla casi coherente obtenida del

pegado de las gavillas casi coherentes 20, (17)/0y (v) donde V' es un abierto afin de Y y U es
un abierto afin de X de modo que f(U) C V. Para mayores detalles de éstas gavillas puede
consultarse la Seccién 8 del Capitulo II de [Har77].

En el caso particular que tenemos una variedad X sobre un campo algebraicamente cerrado
k, usando el morfismo X — Spec(k) podemos considerar la gavilla de diferenciales de Kéhler
de X sobre Spec(k) que denotamos simplemente por {2x/,. De esta manera, realizamos la

siguiente definicion:
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Definicién 1.10. Sea X una variedad lisa de dimensién n sobre un campo algebraicamente
cerrado k. La gavilla canénica de X denotada por wx es la gavilla invertible A" Qx/, el

n-ésimo producto exterior de la gavilla de diferenciales 2y .

Puesto que en el caso de una variedad lisa X sabemos que el grupo de clases de divisores
de Weil médulo la equivalencia lineal es isomorfo al grupo de gavillas invertibles médulo
isomorfismo (ver Corolario , tenemos que a la clase de wy le corresponde una clase de
divisores de Weil. Un divisor en dicha clase es un divisor candnico y sera denotado por
K. Un divisor anticanénico es un divisor sobre X de la forma —Kx donde Kx es un

divisor candnico.

2. Superficies

En esta seccion nos enfocaremos en revisar algunos aspectos bésicos de una superficie.
Después de recordar la definicién de dicho objeto, recordaremos las nociones de sistema
lineal, punto base y componente fija. Luego, realizaremos una breve revisiéon del nimero de
interseccién, enunciaremos el teorema de Riemann-Roch y finalizaremos con las definiciones

del grupo de Néron-Severi y de los monoides efectivo y nef.

2.1. Nociones Generales. Comenzaremos este apartado recordando la definicién del
objeto que da nombre a esta seccion y posteriormente recordaremos algunas nociones rela-

cionadas con una superficie.

Definicién 1.11. Una superficie sobre un campo algebraicamente cerrado k es un esquema
entero, separado, de tipo finito sobre k y de dimensién dos. Una superficie es racional si es

birracionalmente equivalente al plano proyectivo P2

Las superficies que seran de nuestro interés durante el desarrollo de este trabajo seran
las superficies proyectivas lisas definidas sobre un campo algebraicamente cerrado. Notemos
que en tal caso las nociones de divisores de Weil y divisores de Cartier coinciden, y tenemos
que existe una correspondencia uno a uno entre clases de equivalencia de divisores (con la
equivalencia lineal) y las clases de isomorfismo de gavillas invertibles. Asi, podremos pasar
sin problema alguno entre las clases de divisores de Weil, de Cartier y de gavillas invertibles.
En adelante, una curva sobre una superficie proyectiva lisa sera cualquier divisor efectivo no
nulo sobre dicha superficie.

A continuacién introduciremos la nocion de sistema lineal, sus puntos base y presentaremos
algunos ejemplos.
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Definicién 1.12. El sistema lineal completo |D| asociado a un divisor D sobre una

superficie proyectiva lisa S es el conjunto
|D| = {E € Div(S) | E es efectivoy E ~ D},
donde ~ es la equivalencia lineal de divisores.

Observemos que un sistema lineal completo |D| estd en correspondencia uno a uno con
el conjunto (H°(S,Os(D)) —{0})/k* (ver por ejemplo [Har77, Proposicién 7.7, p. 157]), de
esta manera tenemos que |D| es un espacio proyectivo. En vista de este hecho, tenemos la

siguiente definicion:
Definicién 1.13. Un sistema lineal es un subespacio lineal de un sistema lineal completo.

Definicién 1.14. Sea D un divisor sobre una superficie proyectiva S y sea 9 un sistema

lineal del sistema lineal completo |D].

1. El soporte de D denotado por Supp(D) es la unién de todos los divisores primos que
se encuentran en la descomposicion de D.

2. Un punto p de S es un punto base de d si p € Supp(FE) para cada E € 0. El conjunto
de puntos base de 0 se denota por Bs(d).

Ejemplo 1.15. Dada una recta L en el plano proyectivo P?, se tiene que el conjunto de
puntos base de |L| es vacio. En efecto, si existiese ¢ € P? de modo que ¢ € Bs(|L]), entonces

implicarfa que cada recta en P? pasa por el punto ¢ lo cual es imposible.

Ejemplo 1.16. Para un punto fijo p € P?, sea 0 el sistema lineal formado por las rectas que

pasan por p. Se tiene que Bs(d) = {p}.

Ejemplo 1.17. Sean p; v p, puntos distintos de P? y sea 0 el sistema lineal de las rectas que
pasan por ambos puntos. Se tiene que Bs(d) esta formado por los puntos de la linea Ly, ,,

que pasa a través de p; y pa. Esto se sigue del hecho que 9 = {L,,,, }.

Para concluir esta seccion introduciremos la nocién de componente fija y presentaremos

algunos ejemplos.

Definicién 1.18. Sea D un divisor sobre una superficie S y sea 0 un sistema lineal del
sistema lineal completo |D|. Una componente fija F' de 0 es un divisor efectivo sobre X

tal que E — F es efectivo para cada E € 0.

Sea 0 un sistema lineal de un sistema lineal completo sobre S. En caso que ? tenga una
componente fija, existe una componente fija C' de 9 de modo que C' — F' es efectivo para cada

componente fija F' de 0. Dicha componente sera llamada la componente fija de 0.
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Ejemplo 1.19. Dada una recta L en el plano proyectivo P2, el sistema lineal completo |L|

no tiene componentes fijas.

Ejemplo 1.20. Para un punto fijo p € P?, sea 0 el sistema lineal formado por las rectas que

pasan por p. Se tiene que 0 no tiene componentes fijas.

Ejemplo 1.21. Sean p; v p, puntos distintos de P? y sea 0 el sistema lineal de las rectas que
pasan por ambos puntos. La componente fija del sistema lineal 9 es igual a Ly, ,,. Se sigue
del hecho que 0 = {L,,,, }.

2.2. Teoria de Intersecciéon en Superficies. En este apartado recordaremos la no-
cion de numero de interseccion para divisores que se encuentran sobre una superficie proyec-
tiva lisa. Dicha nocién sera fundamental en los capitulos posteriores. Asimismo, también
enunciaremos el teorema de Riemann-Roch para una superficie proyectiva lisa en general y
en el caso que ésta sea racional. Por ultimo, introduciremos la equivalencia numérica en el
grupo clases de divisores de Weil para definir el grupo de Néron-Severi de una superficie, la

clase anticanénica y los monoides efectivo y nef.

Definicién 1.22. Sean D y E divisores sobre una superficie proyectiva lisa S definida sobre

un campo algebraicamente cerrado. El niimero de interseccién de D y F' estd dado por
D.E = x(0s) = x(Os(D)™") = x(Os(E)™") + x(Os(D) ! @0, Os(E)™"),

donde para una gavilla invertible £, la caracteristica de Euler-Poincaré x(£) es
2

X(£) = (~1)'dimy H'(S, L).

i=0
Algunas de las propiedades que satisface el nimero de interseccién se muestran a conti-
nuacién (ver [Har77, Teorema 1.1, p. 357] para una demostracién). Si D, E'y F son divisores
sobre S, entonces se satisface lo siguiente:
1. Si D y F son curvas no singulares que se encuentran transversalmente, entonces D.FE
es el numero de puntos de D N E,
2. Simetria: D.EF = E.D,
3. Distributividad respecto a la suma de divisores: (D + E).F = D.F + E.F,
4. Compatibilidad con la equivalencia lineal: si D es linealmente equivalente a F, en-
tonces D.F' = E.F.

Teorema 1.23 (Teorema de Riemann-Roch). Sea D un divisor sobre una superficie proyecti-

va lisa S definida sobre un campo algebraicamente cerrado. La siguiente igualdad se satisface:

BO(S, Og(D)) — BA(S, Os(D)) + hA(S, Og(D)) = 1 + pa(S) + %(D2 _ Ks.D),
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donde p,(S) es el género aritmético de S y Kg es un divisor candnico sobre S.

En el caso de una superficie proyectiva lisa racional que es el caso que serd de nuestro
mayor interés, puesto que su género aritmético es igual a cero, tenemos la siguiente version

del teorema de Riemann-Roch:

Teorema 1.24 (Teorema de Riemann-Roch para superficies racionales). Sea D un divi-
sor sobre una superficie proyectiva lisa racional S definida sobre un campo algebraicamente

cerrado. La siguiente igualdad se satisface:
h°(S,0s(D)) — h*(S, Os(D)) + h*(S,0s(D)) = 1 + %(D2 — Kg.D),
donde Kg es un divisor canonico sobre S.
Definicién 1.25. Un divisor D sobre una superficie proyectiva lisa S es numéricamente

efectivo (abreviado nef en adelante) si para cada curva entera E sobre S se tiene que
D.E > 0.

A continuacién presentamos algunas equivalencias a la definicion de un divisor nef que

nos seran de utilidad en lo posterior.

Proposicién 1.26. Sea D un divisor sobre una superficie proyectiva lisa S. Los siquientes
enunciados son equivalentes:

1. D es nef.
2. Para cada divisor efectivo E sobre S se tiene que D.E > 0.

Proposicion 1.27. Sea D un divisor efectivo sobre una superficie proyectiva lisa S tal que

t ., . ..
D =>"._ nE;, dondet es un entero positivo, n; es un entero no negativo y E; es un divisor

primo para todo i = 1,...,t. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. D es nef.
2. D.E; es no negativo para cada i =1,...,t.

Usando el numero de interseccion podemos definir una relacién de equivalencia en el
grupo de clases de divisores de la siguiente forma: si D y E son divisores sobre S, entonces
D esta relacionado con F si y solo si para cualquier divisor F' se satisface que D.F' = E.F.
En tal caso, D y E son numéricamente equivalentes y denotamos este hecho por D = E.
Dicha relacién se llama relacion de equivalencia numérica y por las propiedades de la
forma de interseccién podemos tomar el cociente del grupo de clases de divisores CI(S) por

dicha relacion.

Definicién 1.28. El grupo de Néron-Severi de una superficie proyectiva lisa S es el grupo

de clases de divisores de S médulo la equivalencia numérica y se denota por NS(.5).



3. Transformaciones Monoidales y Contracciones

En capitulos posteriores, en algunas ocasiones denotaremos por [D] a la clase de un divisor
D en el grupo de Néron-Severi NS(S). La clase candnica K es la clase de un divisor canénico
en el grupo de Néron-Severi de S y de manera similar, la clase anticanénica —Kg es la
clase de un divisor anticandnico en el grupo de Néron-Severi de S. Una de las propiedades

principales del grupo de Néron-Severi es que es un grupo finitamente generado.

Teorema 1.29. FEl grupo de Néron-Severi NS(S) de una superficie proyectiva lisa S es un

grupo abeliano libre de rango finito. El nimero de Picard de S denotado por p(S) es el
rango de NS(S5).

Definiciéon 1.30. Sea S una superficie proyectiva lisa y sea D una clase en el grupo de
Néron-Severi NS(S5).
1. D es efectiva si existe un divisor efectivo D tal que D es igual a la clase de D.

2. D es nef si existe un divisor nef D tal que D es igual a la clase de D.

Ahora, consideraremos los siguientes subconjuntos del grupo de Néron-Severi:

Eff(S) = {D € NS(S) | D es una clase efectiva sobre S},
Nef(S) = {D € NS(S) | D es una clase nef sobre S} .

Por las propiedades de la equivalencia numérica es inmediato que ambos grupos tienen una

estructura de monoide. De esta forma, realizamos la siguiente definicién.

Definicién 1.31. El monoide efectivo de S es Eff(S) y el monoide nef de S es Nef(.S).

3. Transformaciones Monoidales y Contracciones

En esta breve seccién recordaremos algunas de los propiedades de una transformacién
monoidal, un tipo especial de explosiéon sobre una superficie. Asimismo, enunciaremos un
criterio que bajo ciertas condiciones permite revertir este tipo de modificacion. A lo largo de
toda esta seccién, una superficie serd un superficie proyectiva lisa definida sobre un campo
algebraicamente cerrado k.

Siguiendo la terminologia de [Har77, Capitulo 5], una transformacién monoidal de
una superficie es la explosion de ésta en un punto. El hecho de fijar esta definicién tiene el
fin de distinguir la explosion de una superficie en un punto de la explosion en subesquema
cerrado arbitrario.

Sea S una superficie y consideremos un punto p en S. Denotaremos por 7 : S—Sala
transformacién monoidal con centro en p. Luego, tenemos que 7 induce un isomorfismo entre
S— {m7Y(p)} y S—{p}, y que la imagen inversa de p es una curva E que es llamada el divisor
10
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excepcional (o la curva excepcional) correspondiente a p. A continuaciéon mencionaremos

algunos resultados que se obtienen cuando realizamos una transformacién monoidal.

Proposicion 1.32. La variedad S es una superficie proyectiva lisa. La curva E es isomorfa

a P! y la autointerseccion de E en S es E? = —1.
DEMOSTRACION. Ver [Har77, Proposicién 3.1, p. 386]. O

Proposicién 1.33. La aplicacion

Pic(S) ®Z —  Pic(S)
(E, n) — 1L+ nkE

es un isomorfismo de grupos. Ademds, la forma de interseccion en S estd definida de la
siguiente forma:

1. 8i L, M € Pic(S), entonces (m*L).(m*M) = L.M,

2. Si L € Pic(9), entonces (n*L).E = 0,

3. E?= -1,
ademds, si Ty : Pic(g) — Pic(S) denota la proyeccion en el primer factor, entonces

4. 81 L € Pic(S) y M € Pic(5), entonces (m*L). M = L.(m.M).
DEMOSTRACION. Ver [Har77, Proposicién 3.2, p. 386]. O

Proposicion 1.34. Un divisor candnico sobre S estd dado por Kg = m"Kg + E, y conse-

cuentemente KS% =KZ—1.

DEMOSTRACION. Ver [Har77, Proposicién 3.3, p. 387]. O

Lo siguiente que comentaremos es qué sucede con una curva bajo una transformaciéon
monoidal. Sea C' una curva sobre S. La transformada estricta C de C bajo 7 es el
subesquema cerrado de S obtenido de la explosién de C' en p. Ademads, también es igual
a la cerradura en S de m1(C' N (S — {p})). Asi, tenemos que C puede obtenerse de 7*C' al

eliminar la curva excepcional E con la multiplicidad que tiene en 7*C'.

Proposiciéon 1.35. Sea C un curva sobre S, sea p € S un punto con multiplicidad r en C

Y Sea T : S— S la transformacion monoidal con centro en p. Se tiene que ©*C' = C +rE.
DEMOSTRACION. Ver [Har77, Proposicién 3.6, p. 389). O

Corolario 1.36. Con las hipdtesis de la proposicion anterior, se tiene que C.E=r Y que

pol0) = pulC) — r(r — 1)

11
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Observacién 1.37. Para una transformacién monoidal 7 : S — S con centro en peSs
identificaremos a los puntos que se encuentran en el abierto donde 7 es un isomorfismo, es
decir, sige S—{p} yqe€ S — {m=!(p)} de modo que 7(q) = ¢, entonces diremos que ¢ es

un punto de S en el entendido que realmente nos referimos al punto ¢.

Definicién 1.38. Sea S una superficie. Cualquier punto de cualquier superficie S’ obtenida
a partir de S de una sucesion finita de transformaciones monoidales de S es un punto
infinitamente cercano de S. Si f : S” — 5’ es otra transformacién monoidal y si ¢ € S” es
un punto que se encuentra en el abierto donde f es un isomorfismo, entonces identificamos a ¢
con f(gq) como puntos infinitamente cercanos de S. En particular, todos los puntos ordinarios
de S se encuentran entre los puntos infinitamente cercanos. Ademas, ¢ es infinitamente
cercano a p si ¢ estd en el divisor excepcional correspondiente al punto p. Asimismo, si C' es
una curva en Sy ¢ € S’ es un punto infinitamente cercano a S, ¢ es infinitamente cercano

a (C si q estd en la transformada estricta de C' en 5.

Ahora bien, una pregunta natural que puede surgir es si es posible revertir una transfor-
macién monoidal, es decir, si consideramos una superficie S, jexistira una superficie T' de
modo que la superficie obtenida de una transformaciéon monoidal centrada en alguno de sus

puntos sea igual a S7 El siguiente resultado nos brindard una respuesta a ésta interrogante.

Teorema 1.39 (Criterio de Contractibilidad de Castelnuovo). Sea C' una curva sobre una
superficie S tal que C = P! y C? = —1. Existe un morfismo f : S — T a una superficie T y
un punto p en T' de modo que S es isomorfa via f a la transformacion monoidal de T en p

y C' es la curva excepcional.
DEMOSTRACION. Ver [Har77, Teorema 5.7, p. 414]. O

Ahora presentaremos dos clases especiales de curvas que serdn de gran importancia para
nuestro estudio, una de dichas clases esta motivada por las curvas utilizadas en el teorema

anterior.

Definicién 1.40. Sea C una curva sobre una superficie S.

1. C es una curva (—1) si C* = —1 y C es isomorfa a P'.
2. C es una curva (—2) si C? = =2 y Kg.C' =0, donde K es un divisor anticanénico
sobre S.

Para finalizar esta seccion, el siguiente resultado nos presenta una caracterizacién de las

curvas (—1) sobre una superficie que nos sera de gran utilidad.

Lema 1.41. Sea C una curva sobre una superficie S. Los siguientes enunciados son equiva-
lentes:
12
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1. C es una curva (—1).
2. Se tiene que C?* = —1 y p,(C) = 0.
3. Se tiene que C? = -1 y —Kq.C =1

4. Superficies Regladas

El objetivo de esta seccién es recordar a las superficies regladas y algunas de sus propieda-
des. En particular, centraremos nuestra atencién en las llamadas superficies de Hirzebruch.
Recordemos que en todo momento una superficie serd una superficie proyectiva lisa definida
sobre un campo algebraicamente cerrado k. El contenido de este apartado estd basado en la
Seccién 2 del Capitulo V de [Har77] y el Captulo 12 de [BadO01].

4.1. Conceptos Basicos. En este apartado revisaremos la nocién de una superficie

reglada y enunciaremos algunas de sus propiedades principales.

Definicién 1.42. Una superficie reglada es una superficie S junto con un morfismo so-
breyectivo 7 : S — C' a una curva lisa C' tal que la fibra de cada punto de C' es isomorfa a

P! y tal que 7 admite una seccién (es decir, un morfismo o : C' — S tal que 7o o = id¢).

La seccién a la que se refiere la definicién anterior es precisamente o(C) C S. De este
modo, cuando nos referimos a una “seccién de la superficie reglada” estaremos hablando de
o(C) para alguna seccién o. Ademds, por una “fibra de la superficie reglada” nos referiremos

a una fibra del morfismo 7.

S

FicuraA 1.1. Superficie Reglada.

Una de las propiedades més relevantes de las superficies regladas es que dichas superficies

siempre pueden ser construidas a partir de gavillas localmente libres de rango dos.

Proposiciéon 1.43. St : S — C es una superficie reglada, entonces existe una gavilla
localmente libre de rango dos G sobre C' tal que S = P(G) sobre C. Reciprocamente, P(G) es
una superficie reglada sobre C. Ademdas, si G y G' son gavillas localmente libres de rango dos,

13
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entonces P(G) y P(G') son isomorfas como superficies regladas sobre C' si y sdlo si existe una
gavilla invertible £ tal que G' =2 G ® L.

DEMOSTRACION. Ver [Har77, Proposicién 2.2, p. 370]. O

Proposicién 1.44. Sea 7 : S — C' una superficie reglada, sea Cy C S una seccion y sea F
una fibra. Se tiene que Pic(S) es isomorfo a Z@&7*(Pic(C)), donde Z es generado por la clase
de Cy bajo la equivalencia lineal. Ademds, NS(S) es isomorfo a Z[Cy) ® Z[F] y se satisface
que Co.F =1 y F? = 0.

DEMOSTRACION. Ver por ejemplo [Har77, Proposicién 2.3, p. 370]. O

Proposicion 1.45. Dada una superficie reglada m : S — C' existe una gavilla localmente
libre G sobre C tal que S = P(G) y de modo que H°(C,G) # {0} pero tal que para cualquier
gavilla invertible L sobre C' con deg L < 0 se tiene que H*(C,G ® L) = {0}. Asi, el entero
n = —degG es un invariante de S. Ademds, existe una seccion oy : C' — S con imagen Cy
de manera que Og(Cy) = Og(1).

DEMOSTRACION. Ver [Har77, Proposicién 2.8, p. 372]. O

Bajo las condiciones de la proposicion anterior, consideremos al divisor ¢ sobre C' como el
. . . . 2 , . .z
correspondiente a la gavilla invertible \° G, asi n = —dege. Luego, fijamos una seccién Cy de

S de modo que Og(Cy) = Op(g)(1). Con éstas condiciones tenemos los siguientes resultados.

Proposiciéon 1.46. Sea D una seccion de S correspondiente a un morfismo sobreyectivo
G — L, donde L = Og(d) para algin divisor d sobre C. Se satisface que degd = Cy.D y que

D es linealmente equivalente a Cy + 7*(0 — ¢). En particular, C§ = dege = —n.
DEMOSTRACION. Ver [Har77, Proposicién 2.9, p. 373]. O

Lema 1.47. Un divisor canonico Kg sobre una superficie reglada m : S — C' es linealmente
equivalente a —2Cy+(Kc+e)F, donde K¢ es un divisor candnico sobre C'. Consecuentemente,
la clase candnica KCg respecto a la equivalencia numérica es igual a —2[Col + (29 —n — 2)[F]

donde g es el género de la curva C'.
DEMOSTRACION. Ver Teorema 2.10 y Corolario 2.11 del Capitulo V de [Har77]. O

4.2. Superficies de Hirzebruch. En este apartado estudiaremos un caso especial de
superficies regladas que seran las de mayor interés para nuestro estudio, hablamos de las
superficies de Hirzebruch. Dicha clase de superficies es obtenida al considerar como base a la
linea proyectiva P!

14
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Definicién 1.48. La n-ésima superficie de Hirzebruch asociada a un entero no negativo

n y denotada como ¥, es la superficie reglada obtenida de la gavilla localmente libre de rango

dos Op1 @ Op1(—n) sobre PL.

El siguiente lema nos asegura la existencia de ciertas curvas lisas racionales sobre una

superficie de Hirzebruch.

Proposicion 1.49. Consideremos la n-ésima superficie de Hirzebruch ¥, asociada a un

entero mno negativo n. Sean a y b numeros enteros. Se satisface lo siguiente:

1. Existe una seccion linealmente equivalente a C, + bF si y solo si b =0 ¢ b > n.
En particular, existe una seccion Cy, llamada seccion al infinito que es linealmente
equivalente a C,, + nF', no intersecta a la curva C,, y satisface que C% = n.

2. El sistema lineal completo |C,, + bF| es libre de puntos base si y sélo si b > n.

3. Para un divisor aC,, + bF sobre ¥, los siquientes enunciados son equivalentes:

a) Bl sistema lineal completo |aC,, + bF| contiene una curva lisa irreducible.

b) El sistema lineal completo |aC,, + bF| contiene una curva irreducible.

c) Sucede que o bien (a =0yb=1),6(a=1yb=20),d(a>0yb> na),
6(n>0,a>0yb=na).

DEMOSTRACION. Ver el Teorema 2.17 y el Corolario 2.18 del Capitulo V de [Har77]. O

Denotaremos por § al elemento de NS(X,,) asociado a cualquier fibra F' del reglado de %,
sin > 0, y cualquier fibra de cualquier reglado de X en el caso n = 0. Ademds, denotaremos
por €, al elemento de NS(X,,) determinado por la tinica curva entera C,, de autointerseccién
igual a —n si n > 0, o cualquier fibra F” del segundo reglado si n = 0.

De las Proposiciones y se sigue que el grupo de Néron-Severi NS(X,,) de X, es
un grupo abeliano libre generado por €, y § y la forma de interseccion inducida esta dada

en los generadores de la siguiente forma:
¢ =-n F=0 y C.F=1

Asimismo, del Lema tenemos que la clase de un divisor anticanénico en el grupo de
Néron-Severi NS(X,,) es igual a 2&, + (n + 2)3§.
El siguiente resultado nos presenta una descripcion de los monoides efectivo y nef de una
superficie de Hirzebruch.
Lema 1.50. Sea ¥, la superficie de Hirzebruch asociada al entero no negativo n.
1. El monoide efectivo Eff(%,,) de 3, es igual a Z, €, + Z,5§.
2. El monoide nef Nef(%,) de X, es igual a Z, (€, +nF) + Z.F.
DEMOSTRACION. Ver [CFLO12|, Lema 31, p. 5. O
15
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4.3. Transformaciones Elementales. En este apartado recordaremos cémo es posi-
ble pasar de una superficie reglada a otra superficie reglada, ambas definidas sobre la misma
base, a través de aplicaciones racionales. Como caso particular revisaremos qué sucede con
las superficies de Hirzebruch.

Sea 7 : S — C una superficie reglada, sea p un punto de S y sea F’ la fibra de 7 que contiene
a p. Consideremos la transformacion monoidal f : S — S con centro en p. Denotamos por
E a la curva excepcional correspondiente a p. Observemos que la transformada estricta F de
F es isomorfa a P! y que F? = —1. En efecto, por un lado tenemos que p,(F) = 0 lo cual
implica que pa(ﬁ ) = 0, y por otro lado el hecho que F? = 0 y que F = f*F — E implican
que la autointerseccién de F es igual a menos uno. Asi, por el criterio de contractibilidad de
Castelnuovo podemos contraer la curva F , es decir, existe un morfismo g : S =9 que envia
F aun punto ¢ de S’ y de manera que g es la transformaciéon monoidal de S’ con centro en

q. De esta forma, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Denotamos G = ¢(E). Notemos que G = P! y que G* = 0 puesto que respectivamente
p(E) =0y ¢g°G = E + F. Por otro lado, existe un isomorfismo ¢ : 8" — G — S — F que
se construye a partir de los isomorfismos S — {¢} 2 S — F y S — {p} = S — E que son
inducidos por las respectivas transformaciones monoidales. Luego, usando a los morfismos
7y ¢ tenemos definida una aplicacién racional 7’ : S — C que de hecho es un morfismo
sobreyectivo. Aun maés, todas las fibras de 7’ tienen género aritmético igual a cero lo cual
implica que cada una de ellas es isomorfa a P!. Por tltimo, usando la seccién que admite
7 construimos una seccién para 7'. De esta forma, hemos construido una nueva superficie
reglada sobre C, tal superficie reglada se llama la transformacién elemental de S con
centro en p y se denota por elem,S.

En el caso de las superficies regladas que son de nuestro mayor interés, es decir las su-
perficies de Hirzebruch, estudiaremos cudl es el comportamiento de sus transformaciones
elementales. Consideremos la n-ésima superficie de Hirzebruch 3, para un niimero entero no
negativo n y fijemos un punto p en X,. En primer lugar, observemos que si n = 0, es decir
si estamos en Xy, entonces elem, > es isomorfa a ;. En efecto, en la explosiéon de ¥, en un
punto p se estan generando tres curvas (—1), el divisor excepcional correspondiente a p, la
16
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transformada estricta F de la fibra F del primer reglado que contiene a p y la transformada
estricta G de la fibra G del segundo reglado que contiene a p. Luego, al contraer la curva
F obtenemos que G la curva en elempEO cuya transformada estricta bajo la transformacion
monoidal inducida de la contraccién de F es igual a G, es la tinica curva sobre elem,> de
autointerseccién —1. Puesto que elem, Y es una superficie reglada sobre P! con una tnica
curva (—1) concluimos que debe ser isomorfa a 3.

En segundo lugar, supongamos que n > 1 y denotemos por F' a la fibra que contiene a p.
Denotaremos por 6; (respectivamente, por 6;) a la transformada estri\c/ta de C,, (respecti-
vamente, de Cy,) bajo la transformacion monoidal centrada en p, y por 6’; (respectivamente,
6’;) a la curva en elem,¥,, cuya transformada estricta bajo la transformacién monoidal in-
ducida de la contraccién de F' es igual a C (respectivamente, a Cwe ). Distinguiremos entre
dos casos:

a) p € C,. Para este caso, observemos que se satisfacen las siguientes igualdades:

9 — =2 —2

C, =-n—-1, Cyo =n, C, =-n—-1, y C, =n+1.

De esta forma, puesto que elem,),, debe ser una superficie de Hirzebruch, por lo

anterior concluimos que elem,,, = ¥, (ver Figura|[1.2).

F1GURA 1.2. Transformacién elemental de ¥,, cuando p € C,,.

b) p ¢ C,. Puesto que el punto no esta contenido en la curva negativa, sin pérdida de

generalidad podemos asumir que p se encuentra en la curva al infinito C.. Luego, de
17
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forma andloga al caso anterior, tenemos que se cumplen las igualdades

—9 —— 9 =2 —2

C, =—n, Co =n—-1, C, =—n+1, y (Cp =n-—1.

Asi, como elem,},, tiene que ser alguna superficie de Hirzebruch, lo anterior implica
que elem,,, = ¥, (ver Figura [1.3)).

Ficgura 1.3. Transformacion elemental de ¥, cuando p ¢ C,,.

Las transformaciones elementales de una superficie de Hirzebruch seran retomadas en la

Seccion del Capitulo (ver Lemas [11.23| y [11.24)) y nos ayudaran en la clasificacién

de las superficies obtenidas como la explosion de una superficie de Hirzebruch en puntos en

posicién general que tienen monoides efectivos finitamente generados (ver Teoremas [11.13]

[(T.14] [[1.16] [[1.17 y [[1.25).
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CAPITULO 2

ANILLOS DE COX DE SUPERFICIES

El concepto del anillo de Cox de una superficie proyectiva lisa definida sobre un cam-
po algebraicamente cerrado (ver Definicion serd introducido en este capitulo. Ademas
de definir dicha algebra en la primera seccién, presentaremos un ejemplo, mencionaremos
por qué es importante conocer si es finitamente generada y mencionaremos algunos trabajos
recientes basados en dicho objeto. En la segunda seccion introduciremos el concepto de super-
ficie extremal (ver Definicién , una clase especial de superficies proyectivas lisas que nos
ayudaran a establecer un criterio para la finitud del anillo de Cox, y presentaremos algunos
ejemplos. Para concluir, en la tercera seccién presentaremos un criterio para la finitud del
anillo de Cox de superficies proyectivas lisas (ver Teorema y cOmo una consecuencia

obtendremos un criterio para el caso de una superficie proyectiva lisa racional anticandnica

(ver Corolario [2.14)).

1. El Anillo de Cox de una Superficie

En esta seccién introduciremos el concepto de anillo de Cox para una superficie proyectiva

lisa y mencionaremos algunos de los resultados conocidos sobre tal objeto.

Definicién 2.1. Sea S una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente
cerrado k tal que la equivalencia lineal y la equivalencia numérica en el grupo de divisores

de Cartier son iguales. El anillo de Cox de S es la k-algebra
Cox(S)= @@  HUSLI™ +--+ L),
(n1y...,np)EZLT
donde Lq,..., L, 1y L, constituyen una base para el Z-mddulo libre Pic(S) de rango r.
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1. El Anillo de Cox de una Superficie

Ejemplo 2.2. Consideremos al plano proyectivo P?. Para determinar el anillo de Cox de P2
en primer lugar debemos encontrar una base para su grupo de Picard. Por el Corolario
tenemos que CI(P?) es isomorfo a Pic(P?), ademds, puesto que Cl(P?) estd generado por la
clase del hiperplano V (zg) se sigue que Opz(1) genera a Pic(P?). De esta forma, si £ es una
gavilla invertible sobre P? se sigue que existe un nimero entero n de modo que £ = Op2(n).

Por lo tanto, podemos describir al anillo de Cox de P? de la siguiente manera:

Cox(P?) = @ H°(P*, Oz (n)).

neL

Por 1ltimo, recordando que la suma directa de todas las secciones globales de las gavillas
invertibles de la forma Opz2(n) (donde n es un entero) es precisamente el anillo de polinomios
en tres variables sobre k (ver por ejemplo [Har77, Teorema 5.1, p. 225]), concluimos que las

k-algebras Cox(P?) y k[xg, z1, 5] son isomorfas.

Uno de los problemas de mayor interés en la actualidad es determinar cuando el anillo
de Cox de una superficie proyectiva lisa es finitamente generado como k-algebra y en tal
caso, determinar explicitamente sus generadores y las relaciones entre ellos. En efecto, es de
gran interés para el Programa del Modelo Minimo (MMP por sus siglas en inglés) que una
superficie tenga anillo de Cox finitamente generado ya que en este caso dicho programa puede
ser llevado a cabo para cualquier divisor sobre la superficie (ver [HKO0O0, Proposicién 2.9, p.
342]).

A pesar que la definiciéon anterior es muy concreta, el determinar si el anillo de Cox es
finitamente generado puede ser un problema complicado; de igual forma, en caso de saber que
tal algebra es finitamente generada el calcular sus generadores y relaciones es un problema
que esta lejos de ser sencillo. En lo que resta de esta seccién, comentaremos algunos de los
resultados conocidos en relacién con el anillo de Cox de superficies proyectivas lisas.

Una de las primeras clases de superficies estudiadas respecto a la finitud de sus anillos de
Cox fue la de las superficies de Del Pezzo, es decir superficies obtenidas como la explosién de
P? en r puntos en posicién general con r < 8. En [BP04], Batyrev y Popov muestran que el
anillo de Cox de una superficie de Del Pezzo obtenida al explotar 3 < r < 8 puntos es fini-
tamente generado y conjeturan que las relaciones para los generadores deben ser cuadraticas
para cada 4 < r < 8. Luego, Stillman, Testa y Velasco prueban en [STVO07] tal conjetura
para r = 4,5y para r = 6 cuando la superficie no tiene puntos de Eckart. Finalmente, Testa,
Vérilly-Alvarado y Velasco prueban tal conjetura de manera definitiva en [TVV09].

Galindo y Monserrat brindan un criterio para la finitud del anillo de Cox de una superficie
proyectiva lisa en [GMO5a] al demostrar que la finitud del anillo de Cox es equivalente a
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Capitulo 2. Anillos de Cox de Superficies

que el conjunto de las curvas de autointerseccion negativa sea finito junto con la existencia
de cierta k-dlgebra finitamente generada.

El caso de las superficies K3 fue estudiado por Artebani, Hausen y Laface en [AHL10J.
En dicho trabajo muestran la equivalencia entre la finitud del anillo de Cox de una superficie
K3 y el hecho de que su cono efectivo sea poliédrico. Atin mas, en dicho trabajo determinan
explicitamente el anillo de Cox algunas clases de este tipo de superficies. Posteriormente,
Ottem extiende el estudio de los anillos de Cox para otras clases de superficies K3 en [Ott13].

Regresando al caso de superficies racionales, en [Ott09] Ottem demuestra que el anillo
de Cox de la explosién del plano proyectivo P? en un nimero finito de puntos colineales es
finitamente generado, aun mas, presenta los generadores y las relaciones para dicha algebra
(dicho resultado fue publicado posteriormente en [Ott11]).

Por otra parte, la finitud del anillo de Cox de una superficie racional proyectiva lisa S
también ha sido estudiada a través de la dimensién anticandnica de litaka x(—Kg). En el
caso en que k(—Kg) =1, en [ALI11] Artebani y Laface muestran que el anillo de Cox de S
es finitamente generado, si y sélo si el cono efectivo es poliédrico, si y sélo si S contiene un
nimero finito de curvas (—1). Cuando se tiene que k(—Kg) = 2, Testa, Vérilly-Alvarado y
Velasco prueban en [TVV11] que el anillo de Cox siempre es finitamente generado.

Dentro de los trabajos mds recientes, Derenthal realiza en [Der14] la clasificacién de los
anillos de Cox de las superficies generalizadas de Del Pezzo presentando sus generadores
y relaciones. Derenthal, Hausen, Heim, Keicher y Laface determinan en [DHHKL15| los
anillos de Cox de las superficies obtenidas de las resoluciones de superficies ctiibicas con a lo
més puntos dobles racionales, y de las superficies obtenidas como la explosién de P? es ciertas
configuraciones de seis puntos que no estan en posiciéon general. En [HP14] y [HP15] Hwang
y Park estudian los anillos de Cox de las superficies obtenidas de explosiones redundantes.
En [GM16] una familia de superficies de dimensién anticanénica de Titaka que no es finita
cuyos anillos de Cox son finitamente generados fueron construidas por Galindo y Monserrat
utilizando valoraciones divisoriales. Artebani, Garbagnati y Laface muestran en [AGL16]
que las superficies racionales elipticas extremales (la nocién de extremal en este trabajo es
diferente de la que presentaremos en la proxima seccién) tienen anillos de Cox finitamente
generados y calculan sus generadores y sus relaciones.

En la Seccién [3| presentaremos nuestro criterio para la finitud del anillo de Cox de una
superficie proyectiva lisa utilizando la nocién de superficie extremal que serd introducida en

la siguiente seccion.
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2. Superficies Extremales

2. Superficies Extremales

El objetivo de esta seccién es introducir nuestro concepto de superficies extremales, para
ello necesitaremos introducir dos monoides especiales y posteriormente presentaremos al-
gunos ejemplos de tales superficies. La importancia de las superficies extremales se vera en la
proxima seccién donde utilizaremos dicha nocion para presentar un criterio para la finitud del
anillo de Cox de una superficie proyectiva lisa. Los conceptos presentados en este apartado
estan basados en el trabajo publicado [DFLMO15]. A lo largo de esta seccién, una superficie
sera una superficie proyectiva lisa que esta definida sobre un campo algebraicamente cerrado
de caracteristica arbitraria.

Sea S una superficie. Consideremos el siguiente subconjunto de elementos del grupo de

Néron-Severi de S:
Char(S) = {D € NS(S) | 3 D divisor efectivo tal que D = [D] y Bs(|D|) =0} .

Observemos que dicho conjunto tiene una estructura de monoide. En efecto, es claro que
[ODiv(sy] es un elemento de dicho conjunto. Ahora, sean D; y D, elementos de Char(5), asf,
existen divisores efectivos Dy y Do sobre S tales que Dy = [D;], Dy = [Ds] y de modo que
Bs(|D;|) = Bs(|Dz|) = 0. Es claro que D; + D5 es un divisor efectivo. Ahora, supongamos que
existe p € S tal que p € Bs(|D; + Ds|). Como |D;| no tiene puntos base, se tiene que existe
un divisor efectivo D) que es linealmente equivalente a D; tal que p ¢ Supp(D}); de manera
similar, como |Ds| no tiene puntos base, tenemos que existe un divisor efectivo D) que es
linealmente equivalente a Ds tal que p ¢ Supp(D5). De esta forma, D} + D) es un divisor
efectivo linealmente equivalente a Dy + D tal que p ¢ Supp(D] + Dj) lo cual contradice
que p es un punto base de |D; + Ds|. Por lo tanto, [D; + D] = D; 4+ D es un elemento de
Char(95).

Ahora, consideremos el siguiente subconjunto de elementos de NS(S5):
[Char(S) : Nef(S)] = {D € NS(S) | 3n € N con nD € Char(5)} .

Este conjunto al igual que Char(.S) también tiene una estructura de monoide. En efecto, es
evidente que el elemento nulo estd en [Char(S) : Nef(S)]. Luego, sean D; y D, elementos de
[Char(S) : Nef(S)] y consideremos enteros positivos ny y ne de modo que n1D; y noDs estan
en Char(.S). Se sigue de inmediato que Dy + D, es un elemento de [Char(S) : Nef(S)] pues
nine(D; + D) es un elemento de Char(.S).

Definicién 2.3. Dada una superficie S, el monoide caracteristico de S es el monoide
Char(S) y el monoide fraccional de las clases efectivas sin puntos base de S es el
monoide [Char(S) : Nef(5)].
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Antes de presentar una propiedad importante de los monoides que fueron definidos ante-
riormente, recordaremos el siguiente resultado que establece una relacién entre componentes

fijas y puntos base de un sistema lineal.

Lema 2.4. Sea D un divisor sobre una superficie S y sea 0 un sistema lineal del sistema
lineal completo |D|. Si el sistema lineal d tiene una componente fija, entonces Bs(d) es no

vacto.

Lema 2.5. Sea S una superficie. Se tienen las siguientes inclusiones de monoides:
Char(S) C [Char(S) : Nef(S)] C Nef(9).

DEMOSTRACION. Por definicién la inclusién de la izquierda se sigue de manera inmediata,
por tanto, sélo resta mostrar que [Char(S) : Nef(S)] es un submonoide de Nef(S). Sea D un
elemento de [Char(S) : Nef(S)], asi, existe un entero positivo n de modo que nD € Char(sS).
Ahora, consideremos un divisor D = "' a;D; tal que [D] = D, donde r es un entero
positivo, a; es un numero entero y D; es un divisor primo para cada ¢ = 1,...,r. Por
hipdtesis se tiene que nD es un divisor efectivo tal que Bs(|nD|) = 0, ain més, podemos
suponer que [nD| no tiene componentes fijas por el Lema 2.4} Consideremos una curva entera
H sobre S, y sin pérdida de generalidad podemos suponer que H es diferente de D; para
todo i =1,...,r. De este modo, tenemos que nD.H > 0 y esto implica que D.H > 0. Por lo

tanto, concluimos que D es una clase nef. O

El siguiente concepto sera uno de nuestros principales ingredientes para establecer el cri-

terio de finitud para el anillo de Cox de una superficie.

Definicién 2.6. Una superficie S es extremal si se satisface la siguiente igualdad:
[Char(S) : Nef(S)] N Eff(S) = Nef(S) N Ef(S).

El siguiente resultado cuya demostracion es obvia nos proporciona una herramienta para

detectar si una superficie es extremal.

Proposicién 2.7. Sea S una superficie. Si Char(S) = Nef(S) N Eff(S), entonces S es ex-

tremal.

A continuacion presentaremos algunos ejemplos de superficies extremales usando la propo-

sicion anterior.

Ejemplo 2.8. El plano proyectivo P? es una superficie extremal. Dada una linea L en P2,
su clase & genera al grupo de Néron-Severi de P2, es decir, NS(P?) = Z&y. Atin més, se tiene
que Eff(P?) = Nef(P?) = Z, &. Ahora bien, puesto que |L| no tiene puntos base (ver Ejemplo
se sigue que & es un elemento de Char(P?), esto implica que Char(P?) = Nef(P?).
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Ejemplo 2.9. Sea X la explosién de P? en r puntos pi, pa,...,p, colineales y ordinarios,
donde r es un entero positivo. El grupo de Néron-Severi de X esta generado por las clases &,
—&1, =&, ..., =&, donde & es la clase en NS(X) de la transformada estricta de una recta
L en P? que no contiene a alguno de los 7 puntos y donde &; es la clase en NS(X) del divisor
excepcional correspondiente a p; para cada ¢ = 1,...,r. Ademads, para cada i = 1,...,r
tenemos que & — &; es la clase de la transformada estricta de una linea L; en P? que contiene
al punto p; y que no contiene a alguno de los otros puntos. Se tiene que & y & — &; son clases
nef para cada i = 1,...,r, de hecho, tenemos que Nef(X) = Z, &+ Y. Z(E —E&;). Ahora
bien, el hecho de que Bs(|L|) = 0 y el hecho de que Bs(|L;|) = {p;} para cada i =1,...,r
(ver Ejemplos y implican que & y & — &; son elementos de Char(X) para cualquier
i=1,...,r. Por lo tanto, tenemos que los monoides Char(X) y Nef(X) son iguales.

En el Capitulo |8 extenderemos el resultado del ejemplo anterior a las superficies de Hirze-

bruch (ver los Teoremas [8.4]y [3.19)).

Ejemplo 2.10. Consideremos la n-ésima superficie de Hirzebruch 32, asociada a un entero
no negativo n. Sean €, la clase de una secciéon C,, de ¥,, (que es tnica si n es positivo) y § la
clase de una fibra F' de ¥,,. Recordemos que dichas clases generan al grupo de Néron-Severi
de ¥, y que Nef(3,) = Z,(€, + n§) + Z.F (ver Lema . Observemos que €, + ng
(respectivamente, §) es la clase del divisor efectivo C,, + nF' (respectivamente, F'). Como los
sistemas lineales completos |C,, +nF| y |F'| no tienen puntos base (en vista de la Proposicién
y del hecho que las fibras no se intersectan), se sigue que los elementos €, + n§ y §
estan en Char(3,). De este modo, se tiene que Char(X,) = Nef(X,) y esto implica que 3,

es una superficie extremal.
El siguiente ejemplo nos presentara una superficies racional que no es extremal:

Ejemplo 2.11. Sea Y la explosién del plano proyectivo P? en veinte puntos genéricos que
se encuentran sobre una curva entera lisa () de grado cuatro. Consideramos al divisor F
sobre Y definido como @ +C , donde @ y C son las transformadas estrictas de @ v de una
cénica genérica C' respectivamente. Sea F la clase de F' en el grupo de Néron-Severi de Y.
Las igualdades F.[Q] = 4 y F.[C] = 12 nos aseguran que F es una clase nef en NS(Y') (ver
Proposicién [1.27)), ademds, tenemos que Bs(|nF|) no es vacio pues la componente fija de
InF| es igual a {Q} para cada entero positivo n (véase la construccién en la pagina 562 de

[Zar62]). Por lo tanto, Y es una superficie que no es extremal.

La clave del ejemplo anterior donde presentamos una superficie que no es extremal es la
construccién de un divisor nef sobre la superficie de manera que cada uno de sus multiplos
tiene la misma componente fija, de este modo dicho divisor no podra pertenecer al monoide
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fraccional de las clases efectivas sin puntos base. Por consiguiente, la construccion mencionada

en [Zar62] nos brinda una manera para construir superficies que no son extremales.

Observacién 2.12. En el caso de las superficies racionales anticanénicas (ver Definicion
3.4) se satisface que cada clase nef en el grupo de Néron-Severi de tal superficie también es

una clase efectiva. Por lo tanto, para comprobar si una superficie racional anticanénica S es
extremal es suficiente comprobar la igualdad Nef(S) = [Char(S) : Nef(95)]

3. Un Criterio para la Finitud del Anillo de Cox de Superficies

Este apartado estda dedicado a presentar un criterio para la finitud del anillo de Cox de
una superficie proyectiva lisa usando el concepto de las superficies extremales. Al igual que en
la seccion anterior, una superficie sera una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo
algebraicamente cerrado k. Los resultados que se presentaran a continuacion se encuentran
en el trabajo publicado [DFLMO15]. Aqui, daremos una demostracién de dichos resultados

con mayores detalles.

Teorema 2.13. Sea S una superficie. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) El anillo de Coz de S es finitamente generado.
2) S es extremal y su monoide efectivo es finitamente generado.

3) S es extremal y su monoide nef es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Comenzaremos mostrando que el enunciado 1) implica al enunciado
2). Supongamos que el anillo de Cox de S es finitamente generado y que el monoide efectivo
Eff(S) no es finitamente generado. Asi, consideremos un conjunto infinito minimo I de curvas
enteras que genera a Eff(5), luego, la k-dlgebra k ® (@, H'(S, Os(D)) esté contenida en
Cox(S) y no es finitamente generada, lo cual es imposible. Consecuentemente, tenemos que
Eff(S5) es finitamente generado. Por otra parte, la finitud del anillo de Cox de S implica la
igualdad entre los conos Nef(S)g! v Sample(S)? (ver [BHO7, Corolario 7.4, p. 1233]) y a su
vez esto implica que cada elemento del monoide nef tiene un multiplo entero que no tiene
puntos base. Asi, el monoide Nef(S) es igual al monoide Char(S) y consecuentemente S es
extremal.

Ahora, asumamos el enunciado 2) para mostrar el enunciado 3). Puesto que Eff(S) es

finitamente generado se sigue el cono que NE(S)? es poliédrico, luego, se tiene que NE(S)*

INef(S)q es el cono generado en NS(S)q por las clases de divisores que son nef.

2Sample(S) es el cono semiamplio definido como el cono generado en NS(S )o por las clases de divisores
que son libres de puntos base.

3NE(S) es el cono de curvas definido como el cono generado en NS(S)g por las clases de curvas enteras.

4NE(S) es la cerradura topoldgica del cono NE(S) en NS(S)g
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también es un cono poliédrico y puesto que el cono Nef(S)g® es el dual de NE(S) también es
poliédrico (ver [Bry80|, Proposicién 3, p. 250]). Consecuentemente, se sigue que el monoide
Nef(S) es finitamente generado.

Finalmente, mostraremos que el enunciado 3) implica el enunciado 1). Supongamos que S
es extremal y que Nef(S) es finitamente generado. Observemos que el conjunto de las curvas
de autointerseccién negativa sobre S es finito. En efecto, si no lo fuese tendriamos que el cono
NE(S) no serfa poliédrico, esto implicaria que el cono NE(S) tampoco podria ser poliédrico
y como consecuencia tendriamos que Nef(S)g no seria un cono poliédrico lo cual contradiria
la hipotesis. Por otro lado, sabemos que existe un conjunto finito ¥ de clases nef de modo
que generan a Nef(.S). Ahora, vamos a considerar el conjunto {Hj, ..., H,}, donde r es un
entero positivo, formado por todas las clases efectivas de ¥. Luego, usando el hecho de que

S es una superficie extremal, de [HKO0O, Lema 2.8, p. 341] tenemos que la k-dlgebra
@ HO(S, Og(n1H1+---—I—nTHT))

(n1,...,nr)EZT
es finitamente generada. Ademds, dicha k-algebra contiene a las k-algebras A(S)% y S*(S)".
Consecuentemente, aplicando [GMO05a, Teorema 1, p. 94] concluimos que Cox(S) es finita-

mente generado. 0

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es un criterio para la finitud de los anillos

de Cox de superficies racionales anticanénicas (ver Definicion |3.4]).

Corolario 2.14. Sea S wuna superficie racional anticanonica tal que —Ks.H > 1 para
cualquier elemento no nulo H de Nef(S), donde —Kg es la clase anticandnica. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

1) El anillo de Coz de S es finitamente generado.
2) El monoide efectivo de S es finitamente generado.

3) S contiene un numero finito de curvas (—1) y un nimero finito de curvas (—2).

DEMOSTRACION. Los enunciados 2) y 3) son equivalentes por [LHO5|, Corolario 4.2, p.
109], y el enunciado 1) implica al enunciado 2) en vista del Teorema . Unicamente resta

mostrar que el enunciado 2) implica al enunciado 1). Asumamos que el monoide efectivo de

Nef(S)g es el cono generado en NS(S)g por las clases de divisores que son nef.

6A(S) es el conjunto de elementos homogéneos f en Cox(S) tal que cierto elemento D,, de Pic(S) es nef,
Kg.D, > 0, y divs(f) + D,, es un divisor primo, donde n es el grado de f (ver [GMO5al, Definicién 1, p.
93)).

78%(S) es la subalgebra de Cox(S) dada por @ H°(S, Os(D,,)), donde la suma se toma sobre los n € Z,
donde r es el rango de Pic(S) y de modo que | D, tiene a lo més un nimero finito de puntos base ver [GIMO05al,
Definicién 1, p. 93]).
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S es finitamente generado. El hecho de que S es una superficie anticanénica implica que
cada divisor nef es efectivo. Ademas, para cada clase nef no nula H en el grupo de Néron-
Severi de S por hipétesis se satisface que —Kg.(2H) > 2, consecuentemente, se tiene que
27H no tiene puntos base por [Har97, Teorema III.1 (a), p. 1197]. De este modo, S es una
superficie extremal y por el Teorema [2.13| concluimos que el anillo de Cox de S es finitamente

generado. 0
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CAPITULO 3

SUPERFICIES DE HARBOURNE-HIRSCHOWITZ Y LA
PROPIEDAD ORTOGONAL ANTICANONICA

La conjetura de Harbourne-Hirschowitz (ver Conjetura , un problema abierto hasta
el dia de hoy, sera discutida en este capitulo. En la primera secciéon revisaremos el origen
de éste problema, daremos el enunciado de tal conjetura y mencionaremos algunos trabajos
relacionados con ella. Ademas, presentaremos la definicion de una superficie de Harbourne-
Hirschowitz (ver Definicién : una clase especial de superficies que en el caso racional
cumplen con la conjetura antes mencionada. En la segunda seccion presentaremos la nocion
de propiedad ortogonal anticandnica (ver Definicién y nos enfocaremos en aplicarla en
el caso de una superficie racional anticanénica. Los resultados que obtendremos en dicho
caso relacionaran tal propiedad con las superficies de Harbourne-Hirschowitz y la extremali-
dad. Asimismo, presentaremos algunos ejemplos de superficies racionales anticanénicas que
satisfacen la propiedad ortogonal anticandnica y que han sido estudiadas con anterioridad.
Siguiendo la convencién que hemos tomado en los capitulos anteriores, por una superficie nos
referiremos a una superficie proyectiva lisa definida sobre un campo algebraicamente cerrado

k de caracteristica arbitraria.

1. La Conjetura de Harbourne-Hirschowitz y Superficies de

Harbourne-Hirschowitz

En este apartado hablaremos sobre los trabajos que dieron origen a la conjetura de
Harbourne-Hirschowitz y de algunos otros trabajos relacionados con tal problema. Poste-
riormente, introduciremos una clase de superficies que llamaremos de Harbourne-Hirschowitz
y mostraremos cudl es su relacion con la citada conjetura en el caso de superficies racionales.
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1. La Conjetura de Harbourne-Hirschowitz y Superficies de Harbourne-Hirschowitz

A lo largo de esta seccién, denotaremos por X, a la explosién del plano proyectivo P?
en r puntos pi, ..., p, genéricos (suficientemente generales), por & a la clase en CI(X,) de
la transformada total de una recta que no contiene a alguno de los puntos y por & a la
clase en CI(X,) del divisor excepcional correspondiente al punto p; para cada i = 1,...,7.

Observemos que los elementos &, —&;, ..., —&, forman una base para CI(X,).

En [Har86|, Harbourne estudia el problema de determinar la dimensién del espacio de
secciones globales H(Y, Oy (F)) de la gavilla invertible Oy (F') asociada a un divisor F' sobre
la superficie Y obtenida como la explosién de P2 en un numero finito de puntos que se
encuentran en una curva entera de grado menor o igual a tres, y logra dar una solucion a
dicho problema. En la Observaciéon 1.6.2 de dicho trabajo, menciona que los algoritmos para
encontrar la dimensién del espacio deseado dependen principalmente de poder calcular la
dimensién de H°(Y, Oy (G)) para cada divisor nef G sobre Y.

Para un contexto mas general, Harbourne realiza la siguiente conjetura que consta de dos
partes (ver [Har86l Observacién 1.6.2, p. 102]):

Conjetura (Harbourne). Con la notacién anterior,

1. Para una clase G sobre X,, se tiene que G es una clase nef si y sélo si G2 > 0y G
es una clase estandar, es decir, para alguna configuraciéon excepcional &, &1, ..., &,
sobre X, se tiene que G es la suma no negativa de las clases &, & — &1, 2&) — & — &
y 3& — & — -+ — &; para cada i > 3.

2. Si F es un divisor sobre X, de modo que su clase es estdndar, entonces se tiene que

hO(Xm OXT<F)) ’ h1<X7’7 OXT(F» =0.

Ademds, puesto que para una clase estdndar muestra que h*(X,, Ox,(F)) = 0, la segunda
conjetura implicarfa que se podria determinar h°(X,, Ox, (F)). Por dltimo, menciona que al

asumir la segunda conjetura como cierta podria suceder que ésta implicara a la primera.

Por otro lado, Hirschowitz en [Hir89)] considera el problema de determinar la dimensién
del sistema lineal completo de curvas con un grado fijo que pasan por un nimero finito de
puntos suficientemente generales con una multiplicidad dada. Es decir, si d,mq,...,m,_1 ¥y
m, son nimeros enteros positivos, jcual es la dimension del sistema lineal completo de curvas
de grado d que pasan por los puntos py, ..., p, con multiplicidad m; en el punto p; para cada
i =1,...,77 Observemos que si D es un divisor sobre X, de modo que su clase en CIl(X,)
es igual a d&y — m& — -+ — m,.&,, entonces se tiene que la dimension del correspondiente
sistema lineal es igual a la dimensién del sistema de curvas planas de grado d que pasan
por p; con multiplicidad m; para cada i = 1,...,r. De esta forma, calcular la dimensién de
H°(X,,Ox, (D)) resuelve el problema planteado en este trabajo.
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Para enunciar la conjetura propuesta en este trabajo, debemos de mencionar algunas no-
ciones. De manera general, un divisor D sobre una superficie racional S es especial si dos
de los tres grupos de cohomologia H°(S, O5(D)), H'(S, Os(D)), H*(S,Os(D)) son no nu-
los, en caso contrario D es no especial. Una clase excepcional ordenada sobre S es la
clase ep&y — 22:1 e;€; de una curva (—1) de modo que e; > --- > e,. Utilizando el lenguaje

anterior, Hirschowitz realiza la siguiente conjetura (ver [Hir89, Conjetura 4, p. 209]):

Conjetura (Hirschowitz). Sea D un divisor sobre X, cuya clase es igual a D = d&; —

S mi€;, donde d > my > -+ > m, > 1 son nimeros enteros. La gavilla Oy, (D) es no

. . . d
especial sobre X, si para toda clase excepcional ordenada € = eg& — Y ;_, €;&; con ey < 3 se

satisface que el nimero de interseccién D.€ es mayor que —1, es decir si deg—Y ;_, m;e; > —1.

Posteriormente, en el mismo trabajo presenta otra conjetura que es equivalente a la anterior
(ver [Hir89l Conjetura, p. 211]):

Conjetura (Hirschowitz). Sea D un divisor sobre X, cuya clase es igual a d& — Zzl m;E;
donde d > my; > --- > m, > 1 son numeros enteros de modo que d > my + msy +mgs. Se tiene

que la gavilla O, (D) es no especial sobre X,.

Ademas de presentar algunas consecuencias de ésta conjetura, Hirschowitz menciona que
dicha conjetura es equivalente a la propuesta por Harbourne en la Observacién 1.6.2 de
[Har86]. A continuacién presentaremos lo que se conoce como la conjetura de Harbourne-

Hirschowitz.

Conjetura 3.1 (Harbourne-Hirschowitz). Los divisores efectivos D sobre X, que son no
especiales son aquellos que satisfacen la condicion D.EE > —1 para cada curva excepcional E
sobre X,.

Algunos trabajos relacionados con la conjetura de Harbourne-Hirschowitz serdn menciona-
dos a continuacion.

Segre aborda en [Seg61] el problema de determinar el niimero de condiciones linealmente
independientes para que un sistema lineal pase por un conjunto de puntos en posiciéon genérica
con multiplicidad dada en un espacio proyectivo de dimension n, y se centra en estudiar el caso
del plano proyectivo P2. En particular, a partir de algunos ejemplos sugiere que el siguiente

enunciado podria ser verdadero (ver [Seg61], p. 72|):

Conjetura (Segre). Un sistema lineal completo de curvas planas con un nimero finito de
puntos base asignados en posicién genérica que tiene dimensién virtual d > —1, es superabun-
dante (y por tanto efectivo) y es necesario (pero no suficiente) que tenga alguna componente
fija multiple.
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Posteriormente, Gimigliano presenta en [Gim89] de una manera global problemas rela-
cionados con el estudio de los puntos gordos en P2. En particular, puesto que estudiar un
punto gordo lleva al estudio de la funcién de Hilbert asociada al subesquema cerrado del tal
punto gordo, y a su vez éste 1ltimo se relaciona con los sistemas lineales de curvas en P? de
grado fijo que tienen al menos una multiplicidad establecida en los puntos que dan origen al
punto gordo, el estudio inicial estd relacionado con las conjeturas de Hirschowitz y de Segre.
De hecho, en la Seccién 3 del trabajo citado se enuncia la conjetura de Segre haciendo men-
cién que ésta fue reformulada de manera independiente por Hirschowitz en [Hir89] y por el

autor en [Gim8T7]. La conjetura establecida en el iltimo trabajo mencionado es la siguiente:

Conjetura (Gimigliano). Sea D un divisor efectivo sobre X,.. Se tienen las siguientes posi-
bilidades:

1. h'(X,,0x (D) =0y
(a) El elemento genérico de |D| es una curva entera;
(b) |D| tiene componentes fijas y todas ellas son enteras y racionales si se tiene que
h°(X,,Ox, (D)) > 1, y todas ellas son racionales excepto posiblemente por una si
se tiene que h°(X,, Oy, (D)) = 1;
(c) |D] estd compuesto por curvas racionales que se mueven en un lapiz y, posible-
mente, por algunas componentes fijas racionales enteras;
(d) h°(X,,Ox,.(D)) = 1 y el tnico elemento en |D| es un miltiplo de una curva
eliptica;
2. h(X,,0x,.(D)) > 0y |D| tiene una o mas curvas racionales miltiples como compo-

nentes fijas.

Después de enunciar dicha conjetura en [Gim89, Conjetura 3.4, p. B29], Gimigliano muestra
que tal conjetura es equivalente a la conjetura de Hirschowitz asumiendo que la caracteristica
del campo es igual a cero. Debido a las equivalencias existentes entre las diferentes conjeturas,
es comun que la conjetura de Harbourne-Hirschowitz también se conozca como la conjetura
de Harbourne-Hirschowitz-Segre-Gimigliano.

Miranda presenta en [Mir99] una discusién de la conjetura de Harbourne-Hirschowitz y
de algunos trabajos relacionados con ella usando como punto de partida el problema de la
interpolacién: dado un nimero finito de puntos en el plano, encontrar un polinomio de modo
que tales puntos sean sus raices. De forma similar, en [Cil01] Ciliberto motiva el estudio de
los sistemas lineales de curvas con puntos base fijos con el problema de la interpolacién de
polinomios en varias variables. Luego, presenta la conjetura de Harbourne-Hirschowitz, su
relacién con otras conjeturas y algunos casos donde la conjetura de Harbourne-Hirschowitz
32



Capitulo 3. Superficies de Harbourne-Hirschowitz y la Propiedad Ortogonal Anticanénica

es verdadera. Ciliberto y Miranda demuestran en [CMO1] que la conjetura de Harbourne-
Hirschowitz es equivalente a la conjetura de Segre (ver la Seccién 4 de [CMO1]), ademas,
asumiendo que la conjetura de Segre es cierta, muestran algunos resultados sobre sistemas
lineales de curvas planas con puntos base generales y multiplicidades dadas.

Alexander propone en [Ale01] una generalizacién de la conjetura de Harbourne-Hirscho-
witz para sistemas lineales sobre superficies racionales genéricas que separan k-conglomerados.
En [Laf02], Laface reformula de una manera natural la conjetura de Harbourne-Hirschowitz
para superficies de Hirzebruch y muestra que se satisface al considerar puntos base con mul-
tiplicidad dos y tres. Para todos los sistemas lineales de curvas planas sobre P? que tienen
puntos base con multiplicidad a lo més siete, Yang prueba en [Yan07] que la conjetura de
Harbourne-Hirschowitz es verdadera. Dumnicki muestra en [Dum10] que para una superficie
de Hirzebruch la conjetura de Harbourne-Hirschowitz es verdadera al considerar puntos base
impuestos con multiplicidad acotada por ocho.

Después de haber discutido el origen del problema y presentar una vision global del mis-
mo, lo siguiente que realizaremos sera introducir el concepto de superficie de Harbourne-
Hirschowitz y mostraremos cual es su relacion con la conjetura anteriormente citada en el

caso racional.

Definicién 3.2. Una superficie de Harbourne-Hirschowitz es una superficie S tal que
el primer grupo de cohomologia H'(S,Og5(D)) se anula para cada divisor D nef y efectivo
sobre S.

Teorema 3.3. Sea S una superficie racional. Si S es de Harbourne-Hirschowitz, entonces la
conjetura de Harbourne-Hirschowitz es verdadera. Precisamente, si D es un divisor sobre S,

entonces se tiene que

0 si D no es efectivo,
h(8,0s(D)) = 1o, . . .
1+ §(M — Kg.M) si D es efectivo y M es su parte movible.

DEMOSTRACION. Sea D un divisor sobre S. Si D no es efectivo, entonces H°(S, Og(D))
es nulo y por lo tanto su dimensién es igual a cero. Ahora bien, en el caso en que D es
efectivo consideramos su descomposicion D = M + F', donde M es su parte movible y I es
su parte fija. Si D no tiene parte movible, entonces h%(S, Og(D)) = 1. Por otro lado, en el
caso que la parte movible de D no es nula tenemos que M es un divisor nef efectivo no nulo y
que h°(S,O5(D)) = h°(S,Os(M)). Ademds, como S es racional h*(S, Og(M)) = 0. De esta
forma, por el teorema de Riemann-Roch y el hecho de que S es de Harbourne-Hirschowitz

1
concluimos que h°(S,Og(D)) =1+ 5(]\42 — Kg.M). O
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El determinar la dimensién del primer grupo de cohomologia de una gavilla invertible
asociada a un divisor nef no sélo es de interés para las superficies racionales. Por ejemplo,
Ottem estudia en JOtt13] los anillos de Cox de ciertas superficies K3 y en su estudio es
importante identificar ciertos divisores nef de manera que la dimension de su primer grupo
de cohomologia sea igual a cero (ver Seccién 3.1 en dicho trabajo).

De esta manera, un problema interesante es el de clasificar todas las superficies que son
de Harbourne-Hirschowitz. En la siguiente seccion estudiaremos una clase de superficies an-

ticandnicas que son de Harbourne-Hirschowitz.

2. Superficies Racionales Anticandnicas y la Propiedad Ortogonal

Anticandnica

En este apartado nos enfocaremos en estudiar una condicion para asegurar si una super-
ficie racional anticanénica es una superficie de Harbourne-Hirschowitz. Después de recordar
la nociéon de una superficie anticanonica, introduciremos el concepto de propiedad ortogo-
nal anticandnica y mostraremos que en el caso de una superficie racional anticanénica tal
propiedad implica que la superficie serda de Harbourne-Hirschowitz. Asimismo, presentaremos
algunos ejemplos de superficies anticanénicas que satisfacen dicha propiedad y que han si-
do estudiadas con anterioridad. Concluiremos este apartado presentando la relacién entre la

propiedad ortogonal anticandnica y la extremalidad en una superficie racional anticanénica.

Definicién 3.4. Una superficie S es anticandnica si — K es un divisor efectivo para algin

divisor candénico Kg sobre S.

El siguiente concepto que introduciremos nos brindara una herramienta para identificar

superficies racionales anticanénicas de Harbourne-Hirschowitz.

Definicién 3.5. Una superficie S tiene la propiedad ortogonal anticandnica si cada

divisor nef sobre S que es ortogonal a un divisor anticanénico es el divisor cero.

Una propiedad interesante de la nocion definida arriba es que tiene un buen compor-

tamiento respecto a los morfismo birracionales.

Proposicién 3.6. Sea 7 : T — S una transformacion monoidal centrada en un punto p de
una superficie S. Si T satisface la propiedad ortogonal anticandnica, entonces S también la

satisface.

DEMOSTRACION. Denotamos por E a la curva excepcional asociada a p. Sea H un divisor
nef sobre S que es ortogonal a un divisor anticanonico —Kg. Considerando la aplicacion
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inyectiva 7* : Pic(S) — Pic(T), se tiene que 7*(H) es un divisor nef sobre T'. Luego, por las

Proposiciones y se tiene que
—Kp.n*(H) = (r"(—Kg) — E).n"(H) = " (—Kg).n*(H) — E.x*(H) = 0.

Consecuentemente, del hecho que T satisface la propiedad ortogonal anticandnica se sigue
que 7 (H) = 0 y la inyectividad de 7* implica que H = 0. Por lo tanto, S satisface la

propiedad ortogonal anticandnica. O

Corolario 3.7. Si T es una superficie que satisface la propiedad ortogonal anticanonica y
existe un morfismo birracional entre T' y una superficie S, entonces S satisface la propiedad

ortogonal anticanonica.

Observacion 3.8. Si S satisface la propiedad ortogonal anticandnica y existe un morfismo
birracional entre una superficie T'y .S, entonces T' podria no satisfacer la propiedad ortogonal
anticandnica. Por ejemplo, la explosién de P? en ocho puntos en posicién general satisface
la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teorema mientras que la explosién de P? en

nueve puntos en posicién general no satisface dicha propiedad (ver Teorema [11.4]).

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de superficies que satisfacen la propiedad
ortogonal anticandnica. Ademds, en los proximos capitulos construiremos otras clases de

superficies que también cuentan con tal propiedad.

Ejemplo 3.9. El plano proyectivo P? tiene la propiedad ortogonal anticanénica. Sea H un
divisor nef sobre P? que es ortogonal a un divisor anticanénico de P2. Denotemos por H a la
clase de H en el grupo de Néron-Severi de P2, asi, existe un entero no negativo n de modo
que H = n&y, donde & es la clase de una linea en P2. Puesto que la clase anticanénica —Kp2
es igual a 3&, por hipétesis tenemos que —Kpz.H = 0, es decir que 3nEF = 3n = 0, lo cual

implica que n = 0. De este modo, H es la clase nula y consecuentemente H es el divisor cero.

Ejemplo 3.10. Para cualquier niimero entero no negativo, la superficie de Hirzebruch ¥,
satisface la propiedad ortogonal anticandnica. En efecto, sea H un divisor nef sobre 3, que
es ortogonal a un divisor anticanénico. Si $ es la clase de H en el grupo de Néron-Severi de
Y., entonces existen enteros no negativos a y b tales que $ = a(€, + ng) + bF (ver Lema
[1.50). La hipétesis implica que —Ky,.$) = 0, luego, del hecho que —Ky,, = 2€, + (n+ 2)F se
tiene la igualdad (n + 2)a 4+ 2b = 0. Como n, a y b son no negativos, se sigue que a = b =0

y consecuentemente que ) es la clase nula. Por lo tanto, el divisor H es igual a cero.

Uno de nuestros principales intereses es estudiar las superficies racionales anticandnicas
que son de Harbourne-Hirschowitz. El siguiente resultado que presentaremos nos mostrara que
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en el caso anticanonico, el satisfacer la propiedad ortogonal anticandnica implica que la

superficie es de Harbourne-Hirschowitz.

Teorema 3.11. Sea S una superficie racional anticanonica. Si S tiene la propiedad ortogonal

anticanonica, entonces S es de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. Sea H un divisor nef sobre S. Si H = 0, entonces h'(S,Os(H)) =
h'(S,0s5) = q(S), luego, como S es racional se tiene que su irregularidad es igual a cero.
Ahora bien, si H es no nulo, por hipdtesis tenemos que —Kg.H > 1, luego por [Har97,
Teorema III.1 (a) y (b), p. 1197] se sigue que h'(S,Og(H)) = 0. Por lo tanto, S es de

Harbourne-Hirschowitz. O

Puesto que cada divisor nef sobre una superficie racional anticanénica es efectivo, podemos
verificar de manera inmediata que la dimension del espacio de las secciones globales de las

gavillas invertibles asociadas a los divisores nef sobre la superficie es la natural.

Corolario 3.12. Sea S una superficie racional anticanonica. St S tiene la propiedad ortogonal

anticandnica, entonces la dimension del espacio de secciones globales H°(S,Og(H)) de la

1
gavilla Ogs(H) es igual a 1+ §(H2 — Kgs.H) para cada divisor nef H sobre S.

A continuacién mencionaremos algunos ejemplos de superficies racionales anticandnicas

que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica y que han sido estudiadas con anterioridad.

Ejemplo 3.13. En [FLMO07al, Failla, Lahyane y Molica introducen las superficies racionales
platénicas Sy 4, donde p, ¢ y r son enteros no negativos, como la explosiéon de P2 enp+q+r
puntos donde se consideran respectivamente p, ¢ y r puntos en tres lineas distintas de modo
que ellas formen un tridangulo, cada punto tomado es liso y tal que o bien pgr = 0 o bien
pqr — pqg — pr — qr < 0. En dicho trabajo se muestra que éstas superficies racionales son
anticanonicas, que satisfacen la propiedad ortogonal anticandnica y posteriormente que son

de Harbourne-Hirschowitz (ver respectivamente Lema 1.1 y Teorema 1.2 en dicho trabajo).

Ejemplo 3.14. Posteriormente en [LFMO8]|, Lahyane, Failla y Moreno Mejia introducen
las superficies §(n7m) (que de hecho son una generalizacién de las superficies de tipo (n,m)
que fueron definidas en [FLMO6]) de la siguiente forma: se considera una ctibica degenerada
que consiste de una linea y de una conica entera. Luego, para enteros no negativos n y m
tales que mn = 0 6 mn — 4n — m < 0, la superficie g(n,m) es la superficie que resulta de
explotar P? en n puntos que estdn sobre la linea y m puntos que estdn sobre la cénica de
manera que ninguno de ellos esta en la interseccién de ambas curvas. Tal tipo de superficies
racionales también son anticandnicas, satisfacen la propiedad ortogonal anticandénica y son
de Harbourne-Hirschowitz (ver respectivamente Lema 1.1 y Teorema 1.2 en dicho trabajo).
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Ejemplo 3.15. Dada una ciibica degenerada en P? que consiste de una recta y una cénica
entera, su lugar singular puede ser un tnico punto o bien puede constar de dos puntos. Para
cada uno de los casos anteriores, en |[Lah10] Lahyane considera las superficies racionales
X1 v X, obtenidas respectivamente de los casos anteriores al considerar la explosién de
P? en una constelacién cuyo origen es el unico punto singular y una constelacién con dos
origenes que corresponden a los dos puntos singulares. En dicho trabajo se muestra en el
Lema 28 (respectivamente, Lema 40) que la superficie X; (respectivamente, la superficie
X5) es anticanonica y en el Teorema 37 (respectivamente, en el Teorema 48) se prueba que
bajo ciertas condiciones numéricas es de Harbourne-Hirschowitz mostrando que se cumple la

propiedad ortogonal anticandnica.

Ejemplo 3.16. Las superficies proyectivas armoénicas fueron introducidas por Cerda en
[Cer12] y resultan de considerar la explosién de P? en una constelacién arménica (ver
Definicién 4.10 en dicho trabajo). Luego, demuestra que tales superficies racionales son an-
ticanonicas y usando la propiedad ortogonal anticanénica muestra que son de Harbourne-

Hirschowitz (ver Proposiciones 4.12 y 4.9 en dicho trabajo).

Ejemplo 3.17. Sean p y q enteros no negativos. Consideremos dos lineas distintas Ly y Ly de
IP? y fijemos p puntos sobre L; y ¢ puntos sobre la cénica degenerada 2Ly de modo que ninguno
de ellos sea el punto de interseccion de L; con Ly. Recientemente, Cerda, Failla, Lahyane,
Moreno y Osuna muestran en [CEFLMO13] que la superficie racional X, ) obtenida como
la explosién de P? en dichos puntos (que podrian ser infinitamente cercanos) es anticandnica,
satisface la propiedad ortogonal anticandnica y es de Harbourne-Hirschowitz (ver Lema 1.4

y Teorema 1.5 en tal trabajo).

Observacion 3.18. Los ejemplos anteriores que se encuentran en la literatura muestran
la existencia de superficies racionales anticandnicas que satisfacen la propiedad ortogonal
anticanénica (y por tanto, que son de Harbourne-Hirschowitz) de una manera natural. En
los capitulos posteriores presentaremos otras nuevas familias de superficies racionales anti-
canonicas que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica con el objetivo de obtener una
pauta para realizar la clasificacién de las superficies racionales anticandnicas que satisfacen

dicha propiedad.

Para concluir con esta seccién, en el siguiente resultado se establece una relacién entre la

propiedad ortogonal anticandnica y la extremalidad en una superficie racional anticanénica.

Teorema 3.19. Sea S una superficie racional anticanonica. Si S tiene la propiedad ortogonal

anticanonica, entonces S es extremal.
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DEMOSTRACION. Sea H un clase nef no nula sobre S. Por hipétesis se sigue que —Kg.H
es al menos uno. Si —Kg.H > 2, entonces por [Har97, Teorema III.1 (a), p. 1197] se sigue
que H es libre de puntos base. Ahora bien, en el caso que —Kg.H = 1, usando [Har97,
Teorema III.1 (b), p. 1197] tenemos que H tiene un tnico punto base; luego, por [Zar62)
Teorema 6.2, p. 579] se sigue que existe un nimero entero ¢ suficientemente grande de modo

que tH es libre de puntos base. O

Una vez con el resultado anterior, podemos reescribir el Corolario en términos de la

propiedad ortogonal anticanénica.

Teorema 3.20. Sea S una superficie racional anticanonica. Si S tiene la propiedad ortogonal
anticanonica, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. El anillo de Cox de S es finitamente generado.

2. El monoide efectivo de S es finitamente generado.

3. S contiene un niumero finito de curvas (—1) y de curvas (—2).
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CAPITULO 4

EXPLOSION DE ¥, EN PUNTOS SOBRE C, Y T, I

En este capitulo presentaremos la primera construccion de una familia de superficies
racionales anticandnicas que tendran niimeros de Picard tan grandes como uno desee, monoide
efectivo finitamente generado, satisfaran la propiedad ortogonal anticandénica y como conse-
cuencia tendran anillos de Cox finitamente generados. En la primera secciéon fijaremos la
notacion que utilizaremos en este capitulo y los posteriores de este trabajo para las construc-
ciones que realizaremos y que provendran de considerar la explosién de una superficie de
Hirzebruch en un ntmero finito de puntos que podrian ser infinitamente cercanos. Después,
en la segunda seccion presentaremos la construccion de nuestra familia a partir de una super-
ficie de Hirzebruch de modo que la clase anticandnica pueda ser descompuesta como la suma
de dos clases de curvas lisas racionales. En la tercera seccién mostraremos que bajo cierta
condicién numérica tales superficies inicamente contienen un nimero finito de curvas (—1) y
de curvas (—2) (ver Teorema, lo que implicara que sus monoides efectivos son finitamente
generados (ver Corolario . La cuarta seccion se encargara de comprobar que bajo cierta
condicién numérica tales superficies satisfaran la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teo-
rema , en particular seran de Harbourne-Hirschowitz (ver Corolario . Para finalizar
con este capitulo, con las técnicas desarrolladas presentaremos en la quinta seccién de forma
explicita el conjunto generador minimo del monoide efectivo de ciertas superficies construi-
das aqui: la explosién de ¥, en ocho puntos particulares para n > 8 (ver Ejemplo |4.8) y
la explosién de ¥; en dos, cuatro y seis puntos particulares (ver Ejemplos , y
respectivamente). Los resultados presentados en este capitulo estan basados principalmente
en el trabajo publicado [DFL16al.
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1. Notacion

1. Notacion

Como mencionamos en el Capitulo 3, en este capitulo y en los restantes presentaremos
nuevas familias de superficies racionales anticandénicas que satisfacen la propiedad ortogo-
nal anticandénica (ver Capitulo 3, Definicién , p. 27), en particular, tales superficies serén
extremales (ver Capitulo 2, Definicién , p. 21) y de Harbourne-Hirschowitz (ver Capitu-
lo 3, Definicién 3.2 p. 26). Ademds, mostraremos la finitud de sus monoides efectivos y
mostraremos que tales superficies tienen anillos de Cox finitamente generados. Dichas fami-
lias serdn construidas explotando la superficie de Hirzebruch en ciertas configuraciones de
puntos.

Las siguientes convenciones que tomaremos respecto a la notacion seran utilizadas en los
préximos capitulos a menos que se indique otra cosa.

Sea ¥, la superficie de Hirzebruch asociada al entero no negativo n. Para un conjunto
finito €2 de puntos que estéan en ¥, y que pueden ser ordinarios o infinitamente cercanos, con-
sideremos la superficie X obtenida de la explosién de 32, en los puntos de €2. Por construccion
se sigue que existe un morfismo proyectivo birracional sobreyectivo 7 : X — ¥,, y ademas,
se tiene que una base para el grupo de Néron-Severi de X esta dada por los elementos C,,, F

y —&, con p € (1, donde

1. C, es la clase de la transformada total 7*(C,,) de C,, bajo m,
2. F es la clase de la transformada total 7*(F') de cierta fibra F' bajo 7, y

3. &, es la clase del divisor excepcional correspondiente a un punto p de €2.

La forma de interseccién en NS(X) es la inducida por el morfismo 7 siguiendo de manera
iterada la forma de interseccién inducida por cada transformacién monoidal (ver Proposicién
1.33)).

Para finalizar esta seccién realizaremos algunos comentarios acerca de las superficies que
seran presentadas en las siguientes secciones. En [Loo81]], Looijenga estudié las superficies
racionales lisas con un ciclo anticanoénico, es decir, aquellas con un divisor anticanénico — K
reducido de manera que o bien —K es una curva racional irreducible con un nodo o bien
las componentes irreducibles de — K son curvas racionales lisas que se intersectan entre ellas
transversalmente y de manera que su diagrama de interseccién forma un poligono. La mayor
parte de sus resultados se enfocan en los ciclos anticanénicos reducidos que tienen a lo mas
cinco componentes. Recientemente, Friedman en [Fril3] extiende el estudio de las superficies
racionales lisas con un ciclo anticanénico cuando éste es reducido y puede tener mas de cinco
componentes. Las nuevas familias de superficies que presentaremos en este capitulo y en los
Capitulos [§] y [6] extienden las superficies estudiadas en dichos trabajos: las superficies de
las primeras dos familias tienen un divisor anticanénico reducido con dos componentes (ver
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Capitulo 4. Explosion de ¥, en Puntos sobre C,, y T', I

Proposiciones y respectivamente) mientras que las superficies de la tercera familia
tienen un divisor anticanénico reducido con tres componentes (ver Proposicién .

A diferencia del tipo de superficies que mencionamos en el parrafo anterior, aquellas nuevas
familias de superficies que presentaremos en los Capitulos[7} [§y [9 son de una naturaleza dis-
tinta: tienen un divisor anticanénico que no es reducido, podria tener tantas componentes i-
rreducibles como uno desee y algunas de ellas no se intersectan transversalmente (ver Proposi-
ciones y respectivamente). El tipo de nuevas superficies que se construirdn en el
Capitulo tienen un divisor anticanénico que es reducido, podria tener tantas compo-
nentes irreducibles como uno desee y algunas de ellas no se intersectan transversalmente (ver
Proposicién .

Finalmente, para las de superficies que construiremos en el Capitulo tendremos que
se podran presentar diferentes comportamientos para un divisor anticanénico: podra tener
diferente niimero de componentes irreducibles que dependera de cierto parametro, en algunos

casos no sera reducido y en algunos casos no serd efectivo (ver Proposicion |11.11)).

2. Construccion

En esta seccién presentaremos la primera familia de superficies racionales anticandnicas
que tienen monoide efectivo finitamente generado y que satisfacen la propiedad ortogonal
anticanonica que estudiamos y que motivo el estudio de las familias que se presentaran en los
siguientes capitulos. Los resultados presentados en esta seccién estan basados en el trabajo
publicado [DFL16a].

FI1GURA 4.1. Configuracién de puntos de Z).

Para la construccion de esta familia, fijaremos niimeros enteros positivos n y r, y conside-
raremos la superficie de Hirzebruch ¥, asociada a n. Luego, tomaremos una curva racional
lisa I' sobre ¥, cuya clase en el grupo de Néron-Severi de ¥, sea igual a €, + (n + 2)3,
la existencia de tal curva estd asegurada gracias a la Proposicién [1.49] Ahora, fijaremos r
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2. Construccion

fibras Fy, Fy, ..., F, del reglado natural de ¥,,. Para cada i € {1,...,r} vamos a denotar por
p; al inico punto donde F; y I' se intersectan y de manera similar, denotaremos por ¢; al
unico punto donde F; y C,, se intersectan. Ademas, asumiremos que p; es diferente de ¢; para
cualquier i =1,...,r.

La superficie Z] sera la superficie proyectiva racional lisa obtenida de la explosién de ¥,
en el subesquema cerrado de dimensién cero |J;_,{pi, ¢;}. Por construccién, una base para el

grupo de Néron-Severi de Z; esta dada por los elementos

Co, F, =&y ooy =&y —Eqy ooy =&

.

Asimismo, se tiene que la superficie Z tiene nimero de Picard igual a 2(r +1). Adn maés, el

siguiente resultado nos muestra que dicha superficie es anticandnica:

Proposicion 4.1. Con la notacion anterior, la clase del divisor anticanonico puede escribirse
como la suma de dos curvas lisas racionales que se encuentran en dos puntos distintos.

Consecuentemente, Z, es una superficie anticanonica.

Fi(-2) Fy(—2) ~
F.(—2)
Eg, (1) Eg, (1) -
Eq~(*1)
//

~_ |mev
§—/

T (n+4—r)

FIGURA 4.2. La superficie Z}.

DEMOSTRACION. La clase de C, en NS(Z) es igual a C, — > i1 &gy v la clase de I en
NS(Z}) esté dada por C, + (n+2)F =3/, &,,. Ademads, tenemos que la interseccién C,NT
consta de dos elementos (ver Figura [4.2):

(C,].[T (c —251)( +(n+2)F - Zs)
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Finalmente, como consecuencia de la Proposicién se tiene que la clase —Kz: de un

divisor anticanénico —Kz- en NS(Z]) es igual a

(Cot (n+2)F - igpi) +(c->8,).

Por lo tanto, concluimos que Z; es una superficie anticanénica. O

3. Finitud del Monoide Efectivo

En esta seccion mostraremos que asumiendo una condicién numérica se tiene que los
monoides efectivos de las superficies construidas en la seccion anterior son finitamente gene-
rados. Observemos que sin pérdida de generalidad podemos suponer que r es mayor o igual
que cinco. En efecto, si 7 < 4, entonces tendriamos que la superficie Z] tiene nimero de
Picard a lo més diez. Ahora bien, las superficies racionales con numeros de Picard menor
o igual a nueve tienen monoides efectivos finitamente generados, ain més, se tiene que sus
anillos de Cox son finitamente generados (ver [TVV11l Ejemplo 1, p. 96]). El caso de las
superficies racionales con nimeros de Picard igual a diez ha sido estudiado por ejemplo en
los trabajos [Lah04b] y [Lah05a)].

Puesto que la superficie Z! es anticanénica, en vista de [LHO5L Corolario 4.2, p. 109]
tenemos que el monoide efectivo de Z es finitamente generado si y so6lo si Z contiene un
nimero finito de curvas (—1) y un nimero finito de curvas (—2). Por ello, para mostrar que
Eff(Z]) es finitamente generado sera suficiente mostrar la finitud de los conjuntos de curvas

citados anteriormente.

Teorema 4.2. Con la notacion anterior, si los enterosn yr satisfacen la condicion numérica

n?+ (4 —2r)n+4 > 0, entonces Z" tiene un nimero finito de curvas (—1) y (—2).

DEMOSTRACION. Comenzaremos mostrando la finitud de las curvas (—1). Sea & la clase de

una curva (—1) sobre Z], y asumiremos que dicha clase es diferente de las clases &, y &,

de divisores excepcionales para cada j € {1,...,r}. Existen nimeros enteros a, b, ¢y, ..., ¢,
dyi, ..., d, tales que
E=aC, +bF —ci&y — =&y —di&y — - —d, &,

Queremos mostrar que existe un nimero finito de posibilidades para tales enteros. Observe-
mos que los siguientes ndmeros enteros son no negativos: £.&,,, £.&,, E(F — &, — &),
£. (Cn — > i Sq].> y E. <Cn +(n+2)F->_, Spi> para cualquier 7 = 1,...,7; asi, tenemos
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3. Finitud del Monoide Efectivo

respectivamente las siguientes desigualdades:

(4.1) ¢i>0paracadai=1,...,r,
(4.2) d; > Oparacadai=1,...,r,
(4.3) a—c;—d; >0paracadai=1,...,r,
(4.4) b—na—ZdeO,y
j=1
(4.5) b+2a—» ¢ >0
i=1
Ahora, usando las igualdades £ = —1 y £.Kz = —1 obtenemos respectivamente las ecua-
ciones

Zcf—i—Zd?:—nanLQab—l—l y Zci+2dj:(—n+2)a+2b—1.
i=1 J=1 i=1 j=1

Para cada i,j € {1,...,r}, definimos ¢; y Jj de la manera siguiente:
— 2 2b—1 ~ — 2 2b—1
5i=C¢—< n+2)a+ . dj:dj_(n+ Ja + ‘
2r 2r

Luego, observemos que tenemos la ecuacion

2

r , r . , ((—n+2)a+2b—1>
c: di = — 2qb+ 1 —

ZCZ+; i na® + 2ao0 + 5 ,

i=1

y asi se sigue la desigualdad
2
—2r + 2rna? + <(—n +2)a— 1) + 4((—n —r+2)a— 1)b+ 42 <0,

de ella se concluird que b esta acotado por arriba. En efecto, simplificando términos obtenemos

que

<b+ (—n—r+2)a-— 1)2 < 7“((7'—4)@2+2a+2)7
2 4
consecuentemente se tiene la desigualdad:

1+ (n+r—2)a+ \/r((r—4)a2+2a+2)
2
y con ello que b estd acotado en términos de a, n y r. Ahora bien, las Ecuaciones (4.2)) y (4.4])

implican que na < b, y la cota superior que encontramos para b implica la desigualdad

(4.6) b<

(n*+ (4 —2r)n+4)a®> —2(n+2)a+ (1 —2r) <0.
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De este modo, tenemos la desigualdad

n+2+ \/Zr(n2+ (5—2r)n+4)
(4.7) 0= n?+(4—2r)n+4
y con ello que a estd acotado en términos de n y r. Por tanto, existe un nimero finito de
posibilidades para a puesto que a > 0 (ver Ecuaciones , y ) Aun mas, las
Ecuaciones , , y implican que b > 0, y la Ecuacion determina que
sOlo existe un numero finito de posibles valores para b. Por tltimo, usando las Ecuaciones

(4.2) y (4.4) vy las Ecuaciones (4.1]) y (4.5) obtenemos respectivamente las desigualdades

ngr:djgb—na y OSicigb—I—Qa

j=1 7j=1
de las cuales se concluye que ¢; y d; sélo pueden tomar un ntimero finito de valores para cada

i=1,...,r. De esta forma, concluimos que Z! contiene un nimero finito de curvas (—1).

Enseguida, mostraremos que Z’ sélo contiene un nimero finito de curvas (—2). Sea N la
clase de una curva (—2) sobre Z, asi, para ciertos enteros a, b,c1,. .., ¢, dq, ..., d, se tiene
que

N =aCy +bF —c1&, — -+ — ;& — diEq — -+ — d, &,

Queremos mostrar que hay un ntimero finito de posibilidades para tales coeficientes. Vamos
a suponer que N es diferente de la clase F — &,, — &, para cada i = 1,...,7 y que no es
una componente de —Kz,. Comencemos observando que los nimeros enteros N.E,,, N.&,,

N. (Cn — D i 8%,), N(F-=&, — &),y N. (Cn +(n+2)F->_, Spi> son no negativos

para cualquier ¢ = 1,..., 7. Asi, tenemos que se satisfacen respectivamente las desigualdades
(4.8) ¢; > 0paratodoi=1,...,r,
(4.9) d; > 0 paratodoi=1,...,r,
(4.10) b—na—Y d; >0,
j=1
(4.11) a—c;—d; >0paratodot=1,...,7,y
(4.12) b+2a—Y ¢ >0
i=1
Por otro lado, se tienen por hipdtesis las igualdades N? = —2 y N.Kz = 0 mismas que

implican respectivamente las ecuaciones

T T

Zc§+id§ = —na®+2ab+2 y Zcﬁidj = (—n+2)a + 2b.
j=1 j=1

i=1 i=1
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3. Finitud del Monoide Efectivo

Ahora, consideramos ¢; y d; definidos como:

— 2 2b ~ — 2 2b
éi:Ci_(n+ Ja + . dj:dj—( n+2)a+ |
2r 2r
para cualesquier i, j € {1,...,7}. De este modo, obtenemos la igualdad

2

- 2 - 72 2 ((—n—|—2)a+2b)
C: d: =2+ 2ab — — .

;cz—l—; j + 2a na o

A partir de la ecuacién anterior se deduce la desigualdad

—4r + ((—n +2)% + 2nr) a® —4(r+mn—2)ab+4b* <0

y a su vez dicha condiciéon implica que

(r+n—2)a+ \/r((r — 4)a? —|—4>
4.13 b < .
(4.13) < :
Consiguientemente, tenemos una cota para b en términos de n, r y a. Por otro lado, usando
las Ecuaciones (4.9) y (4.10) tenemos que na < b, luego, usando la cota superior que hemos

encontrado para b se sigue que

9 4r
< )
“n?P4+(4-2rn+4

y posteriormente tenemos que

4r
4.14 < .
(4.14) a_\/n2+(4—2r)n+4

Consecuentemente, obtenemos que a estd acotado en términos de n y r, ademas, las Ecua-

ciones (4.8), (4.9) v (4.11) nos muestran que a > 0. Con ello, tenemos que sélo existe un
nimero finito de posibilidades para a. Una consecuencia inmediata de este hecho es que

también existe un nimero finito de posibilidades para b en vista de la Ecuacién (4.13)). Por
ultimo, las Ecuaciones (4.9) y (4.10) y las Ecuaciones (4.8]) y (4.12)) nos dicen respectivamente

que

T T
OSZdjgb—na y OSZcigb—{—Qa.
j=1 i=1
De tales ecuaciones se sigue que tinicamente existe un nimero finito de posibilidades para c¢;

y d; para cada ¢ = 1,...,r. Finalmente, concluimos que el conjunto de las curvas (—2) sobre

Z) es finito y no vacio. O]

Corolario 4.3. Con la notacion anterior, si los enteros n y r satisfacen la condicion numéri-

can®+ (4 —2r)n+4 >0, entonces el monoide efectivo de Z" es finitamente generado.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema tenemos que los conjuntos de las curvas (—1) y las
curvas (—2) son finitos. Asi, por [LHO5L Corolario 4.2, p. 109] concluimos que Eff(Z") es

finitamente generado. O

4. Propiedad Ortogonal Anticanénica y Consecuencias

A continuacién probaremos que este tipo de superficies satisfacen la propiedad ortogonal
anticanonica asumiendo cierta condicién numérica y mostraremos algunas de sus implica-

clones.

Teorema 4.4. Con la notacion anterior, si los enterosn yr satisfacen la condicion numérica

n?+ (4 — 2r)n > 0, entonces Z" tiene la propiedad ortogonal anticandnica.

DEMOSTRACION. Sea H un divisor nef sobre Z" que es ortogonal a un divisor anti-
canénico. Denotamos por H a la clase de H en NS(Z]), luego, consideramos ntimeros enteros
no negativos a,b,cy,...,¢,ds,...,d, de modo que H = aC, + bF — c1&y, — -+ — ¢,.&y, —
di&q, — -+ — d.&,. Por la hipdtesis de ortogonalidad, se tiene que —Kz-.H = 0 y utilizando
la descomposicién de la clase anticanénica de la Proposicion se sigue que [f]?—[ =0y que
[CN’n]’H = 0. Luego, dichas igualdades implican respectivamente que

T

b+2a:Zci y b—an:idj.
j=1

=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales obtenemos que

1 r r 1 r r

Por otro lado, el nimero de interseccion (F —&,, —&,,).H es no negativo paracadai =1,...,7,

es decir que a — ¢; — d; > 0 para cualquier 7 = 1,...,r. Consecuentemente, se tiene que

r

(4.16) Z ¢+ ZT: d; <ra.
j=1

i=1
Ahora bien, usando la Ecuacién (4.16]) y el valor de a obtenido en la Ecuacion (4.15) obte-

nemos la desigualdad

r

(4.17) 0§(T+n+2)zr:dj§(r—n—2)2q.

j=1 i=1
Si Y i ,c > 0, entonces tendriamos que r > n + 2 pero esto contradiria el hecho de que
n? + (4 — 2r)n es no negativo. Asf, >, ¢; = 0 y como cada término en la suma es no
negativo se sigue que ¢; = 0 para cualquier i = 1,...,r. Aiin mas, la Ecuacién implica
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que Z;Zl d; = 0y el hecho de que cada término en la suma es no negativo implica que d; = 0
para cada j = 1,...,r. Finalmente, por las igualdades que aparecen en la Ecuacién (4.15))

tenemos que tanto a como b son iguales a cero y con ello que H es la clase nula. Por lo tanto,
H=0. O

Corolario 4.5. Con la notacion anterior, si los enteros n y r satisfacen la condicion numéri-

can®+ (4 —2r)n > 0, entonces la superficie Z" es de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. La Proposicién nos dice que Z; es una superficie anticanénica y
la condiciéon numérica de la hipdtesis implica que Z tiene la propiedad ortogonal anti-
candnica por el Teorema [4.4] Luego, por el Teorema [3.11] concluimos que Z}, es de Harbourne-
Hirschowitz. 0

Corolario 4.6. Con la notacion anterior, si los enteros n y r satisfacen la condicion numéri-

can®+ (4 —2r)n >0, entonces el anillo de Cox de Z" es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta el Corolario y el Teorema , la hipdtesis im-
plica respectivamente que la superficie anticanénica Z, tiene monoide efectivo finitamente
generado y que satisface la propiedad ortogonal anticandnica. Luego, el Teorema[3.20] implica

que Cox(Z") es finitamente generado. O

A continuacién presentamos dos familias de superficies dadas por la construccién anterior

cuyos anillos de Cox son finitamente generados.

Corolario 4.7. Sean m yt enteros positivos. Los anillos de Cox de las siguientes superficies

son finitamente generados:
m+4 o
1. Zt cont alo mds {TJ , donde | | es la funcidn piso.

2. Zt con m al menos 2t — 4 y t al menos dos.

DEMOSTRACION. En ambos casos, las condiciones impuestas en m y ¢ implican que el

, .. . m+4|
nimero entero m? + (4 — 2t)m es positivo. En efecto, si t < {T 0 2t —4 < m, entonces

m + 4 — 2t es no negativo. Por lo tanto, el Corolario implica que el anillo de Cox de Z!,

es finitamente generado. 0

5. Ejemplos Concretos

En esta seccion vamos a determinar el conjunto generador minimo del monoide efectivo
Eff(Z]) para ciertas superficies Z;. Es importante sefialar que utilizaremos la notacién de la
seccion anterior.
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Ejemplo 4.8. Para n > 8, consideremos la superficie Z1 con nimero de Picard p(Z%) = 10.
El conjunto generador minimo de Eff(Z%) estd integrado por las siguientes trece clases de

curvas negativas que aparecen naturalmente:

1. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto p; para:=1,...,4,

2. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto ¢; parai =1,...,4,

3. La clase F =&, — &,, de la transformada estricta de la fibra que pasa por p; y ¢; para

1=1,...,4,y

4. La clase C,, — Z?Zl &, de la transformada estricta de la curva C,,.
En efecto, observemos que las clases de la lista anterior estan en el conjunto generador de
Eff(Z}). Lo que mostraremos a continuacién es que no existen otras clases de curvas (—1) y
(—2) ademas de las ya mencionadas y concluiremos el resultado gracias a [LHO5) Lema 4.1,
p. 108]. Comenzaremos por las clases de las curvas (—2). Sea N = aC,, + F — S0, ;& —
Zle d;€, la clase de una curva (—2) para ciertos nimeros enteros a, b, ¢y, ..., cq,dy, ..., dy.
Supongamos que N es diferente de las clases de las fibras que contienen a los puntos donde
realizamos la explosion. En este caso, la Ecuacion nos diria que

4

n—2

Asi, como n es al menos ocho se seguiria que a = 0. Esto implicaria que N’ = bF la cual no

a <

serfa la clase de una curva (—2). Por lo tanto, no hay maés clases de curvas (—2) ademads de
las naturales.

Ahora, daremos paso al estudio de las clases de curvas (—1). Consideremos la clase
E=aC,+F -, cE — St di&, de una curva (—1) para ciertos niimeros enteros
a,b,cq,...,cq, dy,...,dy. Supongamos que & es diferente de las clases de los divisores excep-
cionales. Se tendria que la Ecuacion se escribiria como

n+2+1/8n% — 24n + 32
o (n—2)? |

y el nimero del lado derecho seria menor que uno pues n es al menos ocho. Esto implicaria

que a = 0 y consecuentemente se tendria que £ = bF, pero esto no corresponderia a la clase
de una curva (—1). Por lo tanto, no hay mas clases de curvas (—1) ademads de las clases de

curvas excepcionales.

Los siguientes ejemplos que presentaremos provendran del caso n = 1, es decir, provendran
de la explosién de P? en el nodo y en algunos puntos (ordinarios e infinitamente cercanos) de

una cubica entera.

Ejemplo 4.9. Consideremos la superficie Z] que tiene ntimero de Picard p(Z}) = 4. El
conjunto generador minimo de Eff(Z]) estd dado por las siguientes cuatro clases de curvas:
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5. Ejemplos Concretos

1. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto py,
2. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto ¢,
3. La clase 7 — &,, — &,, de la transformada estricta de la fibra que pasa por p; y ¢1, y

4. La clase C; — &,, de la transformada estricta de la curva Cj.

Observemos que cada elemento de la lista propuesta es un generador de Eff(Z]). Para concluir
con el resultado usaremos el Lema 4.1 de [LHO5] mostrando que no existen clases de curvas
(—1) y (—2) ademés de las ya mencionas. En primer lugar, verificaremos que no hay més clases
de curvas (—1) que aquellas que aparecen en la lista anterior. Sea £ = aCy +bF —c1&y, —di &,
la clase de una curva (—1) donde a, b, ¢; y d; son niimeros enteros. Supongamos que & es
diferente de las clases de las curvas excepcionales. La condicion sobre a que se obtiene de la

demostracion del Teorema 4.2/ es a < 1 por lo que ahora tenemos dos casos:

I) a = 1. En este caso, la condicién de b obtenida de la Ecuacién (4.6)) estd dada por

b < 1. Asi, tenemos dos subcasos:

[.1) b= 1. Puesto que en este caso d; = 0, tendriamos que ¢; < 1. Si ¢; = 1, entonces
E=C + F — &, pero ésta no serfa la clase de una curva (—1) pues £ = 0. En
el caso que ¢; = 0, se seguiria que £ = C; + F y tampoco seria la clase de una
curva (—1) puesto que £2 = 1.

[.2) b= 0. Este caso no podria suceder puesto que apareceria la condicién d; < —1.

IT) a = 0. La condicién ¢; + d; < a implicaria que ¢; = d; = 0, asi, tendriamos que

& = bF y consecuentemente descartariamos éste caso.

De este modo, tenemos que no existen méas clases de curvas (—1) sobre Z{ ademds de las ya
mencionadas.

Ahora, probaremos que no existen clases de curvas (—2) ademds de F — &,, — &,, y de
Cy — &, Sea N = aCy + bF — 1&y, — d1&,, la clase de una curva (—2) para ciertos nimeros
enteros a, b, ¢; y dy. Supongamos que N es diferente de F — &,, — &, v C1 — &, En este
caso, la cota superior para a obtenida de la prueba del Teorema [4.2l es a < 1 por lo cual

distinguimos dos casos:

I') a = 1. Para este valor de a, la cota superior de la Ecuacién nos diria que b = 0.
Sin embargo, descartariamos este caso pues tendriamos la condicién inconsistente
d; < —1.

IT') a = 0. Esta condicién implicaria que N/ = bF y no obtendriamos la clase de una

curva (—2).

Por lo tanto, tampoco existen otras clases de curvas (—2) sobre Z;.
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Capitulo 4. Explosion de ¥, en Puntos sobre C,, y T', I

Ejemplo 4.10. Consideremos la superficie Z? que tiene ntimero de Picard p(Z?) = 6. El
conjunto generador minimo de Eff(Z?) estd formado por las ocho clases de curvas que se

presentan a continuacion:

1. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto p; para i = 1, 2,

2. La clase &,, del divisor excepcional correspondiente al punto ¢; para i = 1,2,

3. La clase C; + F — &,, — &,, de la transformada estricta de la curva en |Cy + F| que
pasa por p1 'y pa,

4. La clase F —&,, — &, de la transformada estricta de la fibra que pasa por p; y ¢; para
i=1,2,y

5. La clase C; — &,, — &,, de la transformada estricta de la curva Cj.

Las clases anteriores se encuentran en el conjunto generador del monoide efectivo. Lo que
haremos ahora es mostrar que la tinica clase de una curva (—1) diferente de las que aparecen
de manera natural es la clase C; + F — &,, — &,, ¥ que no hay otras clases de curvas (—2),
posteriormente, por [LHO5, Lema 4.1, p. 108] tendremos el resultado. Comenzaremos por las
clases de las curvas (—1). Sea & = aCy +bF —c1&y, — c2&p, —d1 & — da&y, la clase de una curva
(—1) para ciertos nimeros enteros a, b, ¢y, ¢s, dy, dy de modo que dicha clase es diferente de
las clases de divisores excepcionales. De la demostracién del Teorema [4.2]se sigue que a < 1,

asi que tenemos dos casos a considerar:

I) a = 1. Fijando a como uno en la condicién de b de la Ecuacién , tenemos que
b < 2y por ello también consideramos las siguientes posibilidades:

I.1) b= 2. Las otras condiciones que tenemos nos dicen que ¢; +d; < 1 para i = 1,2,

di+dy <1y e+ ey <4. Usando la simetria de las condiciones, en la siguiente

tabla se presenta los posibles valores de los coeficientes:

dl d2 C1 Co 82
1 0 0 1 1
1 0 0 0 2
0 0 1 1 1
0 0 1 0 2
0 0 0 0 3

Como puede verse, ninguna de las posibilidades nos brindaria una de las clases

deseadas.
[.2) b = 1. Para este caso, las condiciones que tenemos nos dicen que d; = dy = 0,
c1 <1,c0 <1y +c < 3. En lasiguiente tabla verificaremos los posibles valores

de ¢; y co usando la simetria de las condiciones:
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5. Ejemplos Concretos

1 Co E?
1 1 -1
1 0 0
0 0 1

De este modo, se sigue que la clase C; + F — &,, — &,, es la clase de una curva
(—1) por la Proposicién m y el teorema de Riemann-Roch.
[.3) b= 0. Aqui apareceria la condicién d; + dy < —1 que no es consistente.

IT) a = 0. Este caso se descarta puesto que tendriamos que £ = bF.

De esta forma, la tunica clase de una curva (—1) que aparece es C; + F — &y, — &p,.
Continuaremos ahora con las clases de las curvas (—2). Sea N' = aCy + bF — ¢1&,, —

c2&p, — d1Ey — do&,, la clase de una curva (—2) para ciertos nimeros enteros a, b, c1, ¢a, dy, da.

Supongamos que N es diferente de F —&,, — &,, para i = 1, 2. Puesto que en este caso la cota

superior para a obtenida del Teorema nos dice que a < 1 distinguimos entre dos casos:

I') a = 1. Este valor de a aplicado en la condicién para b de la Ecuacién implica
que b < 1, asi, tenemos dos casos:
I'.1) b = 1. Usando la tabla del Caso 1.2), concluimos que no existen clases de curvas
(—2).
I'.2) b = 0. Esta posibilidad no podria suceder puesto que apareceria la condicién
numérica dy + dy < —1.
IT’) a = 0. Este caso se descarta de manera inmediata puesto que la hipdtesis implicaria
que N = bF.

Por lo tanto, concluimos que no aparecen clases de curvas (—2) ademas de las naturales.

Ejemplo 4.11. Consideremos la superficie Z} que tiene nimero de Picard p(Z7) = 8. Se

tienen los siguientes casos:

1. Si existe una curva en |Cy + F'| que contiene a todos los puntos py, ps ¥ ps, entonces
el conjunto generador minimo de Eff(Z}) estd dado por las siguientes once clases de
curvas:

(a) La clase &,, del divisor excepcional correspondiente al punto p; para i = 1,2, 3,

(b) La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto ¢; para i = 1,2, 3,

(c) La clase C; +F —&,, — &y, — &, de la transformada estricta de la curva en |Cy + F|
que pasa por todos los puntos.

(d) La clase F —&,, — &,, de la transformada estricta de la fibra que pasa por p; y ¢;
parat = 1,23y

(e) La clase C; — &,, — &,, — &, de la transformada estricta de la curva C}.
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2. Si no existe una curva en |C} 4+ F'| que contiene a todos puntos p1, pe y p3, entonces el
conjunto generador minimo de Eff(Z}) estd conformado por las siguientes trece clases
de curvas:

(a) La clase &,, del divisor excepcional correspondiente a p; para i = 1,2, 3,
(b) La clase &, del divisor excepcional correspondiente a ¢; para i = 1,2, 3,
(c) La clase C; + F — &,, — &,, de la transformada estricta de la curva en [Cy + F|
que pasa por p; y pj para 1 <1 < j <3,
(d) La clase F —&,, — &,, de la transformada estricta de la fibra que pasa por p; y ¢;
parat = 1,23y
(e) La clase C; — &,, — &,, — &, de la transformada estricta de la curva C}.
Como puede observarse en ambos casos, las clases anteriores estan en el conjunto generador
de Eff(Z}). Lo que realizaremos a continuacién sera determinar las clases de las curvas (—1)
y (—2) que aparecen en la superficie ademéds de las naturales, asi, usando el Lema 4.1 de
[LHO5| concluiremos con el resultado. Por conveniencia determinaremos en primer lugar las
clases de las curvas (—2) sobre Z3. Para el caso en que r = 3, la demostracién del Teorema

nos dice que a < 2. Consiguientemente, tenemos los siguientes casos:

I) a = 2. Para este caso, la Ecuacién indicaria que b < 2, por ello, debemos de

considerar los siguientes subcasos:
I.1) b = 2. Aqui, tendriamos las condiciones d; = dy = d3 = 0, Z?Zl ¢ <6y
¢; < 2 para cada i = 1, 2, 3. Consecuentemente, por simetria tinicamente debemos

comprobar los casos que aparecen en la siguiente tabla:

o Cs 3 N2
2 2 2 -8
2 2 1 -9
2 2 0 —4
2 1 1 —2
2 1 0 —1
2 0 0 0
1 1 1 1
1 1 0 2
1 0 0 3
0 0 0 4

Los valores de la cuarta fila nos indicarfan que la clase N' = 2C; + 2F — 2&,, —
&y, — &€y, podria ser una de las clases buscadas, sin embargo, dicha posibilidad es
descartada pues —K 3 N =2.
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5. Ejemplos Concretos

1.2)

b=1060b=0. Estos dos casos son desechados pues en ambos la condicion numérica

Z?Zl d; < b — 2 es inconsistente.

IT) a = 1. Para este valor de a, la cota de b obtenida de la Ecuacién (4.13)) nos indica

que b < 2 y de este modo tenemos los casos siguientes:

I1.1)

11.2)

11.3)

b = 2. Bajo estas condiciones, ahora aparecen las desigualdades Z?:1 d <1,
Zi’zl ¢ <4yc+d <1 parai = 1,2,3. Gracias a la primera condicién y
usando la simetria, es suficiente verificar los casos dy = dy =d3 =0;ydy =1y
dg = d3 =0:

dl d2 d3 C1 Co C3 N 2

SO OO OO
OO O |||
[l Bl el el B
[ e =l ek el
Rlolw|R|~|lo

=l Rl Bl B = =l e}
(el Neoll Nevll Nenll Nevll el e}

0 0 0 0 3

Se sigue de la informacién de la tabla que en este caso no encontrariamos otras
clases de curvas (—2).

b = 1. Las condiciones que se tiene en este caso implicarian que d; = dy = d3 = 0,
Zle ¢ <3y <1parai=1,2,3. Asi, por simetria es suficiente verificar los

siguientes casos:

c1 Co Cs N2
1 1 1 -2
1 1 0 —1
1 0 0 0
0 0 0

La clase de correspondiente a los valores de la primera fila, es decir cuando N =
Ci+F =&, — &y — &y, brindan la clase de una curva (—2) para el Caso 1) en
vista de la Proposicion y el teorema de Riemann-Roch; sin embargo, para el
Caso 2) tal clase no es una clase de dicho tipo.

. ey 3 . .
b = 0. Descartamos este caso pues la condiciéon ) >, d; < —1 es inconsistente.

I11) a = 0. Bajo esta condicién sucederia que N = bF, pero es evidente que ésta no serfa

la clase de una curva (—2) sobre Z3.

Por lo tanto, para el Caso 1) encontramos que C; + F — &,, — &,, — &, €s la clase de una

curva (—2) mientras que para el Caso 2) no se tienen nuevas clases de curvas (—2).
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A continuacién realizaremos un estudio de las clases de las curvas (—1). Sea & la clase de
una curva (—1) y supongamos que es diferente de las clases de los divisores excepcionales.
Existen ntimeros enteros a, b, ¢1, ¢o, ¢3,dy, ds, d3 de modo que & = aCy + bF — Z?:l ci&p, —
Z?:l d,&,,. En este caso, la cota para a que se obtiene de la demostracion del Teorema

es a < 2y por ello tenemos los siguientes casos:

I') a = 2. Para este valor de a, a partir de la Ecuacién se deduce que b < 3 por lo
cual distinguimos entre tres casos:

I'.1) b= 3. Con estas condiciones tenemos que Z?zl d; <1, Z?:l G <Tye+d <2
para cada i = 1,2, 3. Lo que haremos ahora sera utilizar la condicion 25’:1 d; <1
para estudiar todos los posibles valores y por simetria, bastara con verificar los
casos dy = dy = d3 =0; y dy =1y dy = d3 = 0. La siguiente tabla muestra los

valores que bastan a considerar:

dy dsy ds 1 o s &?
0 0 0 2 2 2 —4
0 0 0 2 2 1 -1
0 0 0 2 2 0 0
0 0 0 2 1 1 2
0 0 0 2 1 0 3
0 0 0 2 0 0 4
0 0 0 1 1 1 5
0 0 0 1 1 0 6
0 0 0 1 0 0 7
0 0 0 0 0 0 8
1 0 0 1 2 2 —2
1 0 0 1 2 1 1
1 0 0 1 2 0 2
1 0 0 1 1 1 4
1 0 0 1 1 0 5)
1 0 0 1 0 0 6
1 0 0 0 2 2 —1
1 0 0 0 2 0 2
1 0 0 0 0 0 7

Como puede apreciarse en la tabla anterior, las clases 2C; +3F —2&,, — 2E,, — &y,
y 2C1 4+ 3F —2E,, —2E,, —&,, son las que podrian pertenecer a las clases buscadas.
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Sin embargo, no es el caso pues para ambas clases la interseccién con —ICZi’ es
igual a tres.
I'.2) b = 2. Utilizando la tabla del Caso 1.1) obtenemos que la clase £ = 2C; + 2F —
2E,, — &,, satisface que £ = —1. Sin embargo, dicha clase no es la clase de una
curva (—1) pues —Kz3.& = 3.
I'.3) b=16 b= 0. Similarmente al Caso 1.2), ambos casos tampoco son considerados.
II’) a = 1. Para este valor de a la Ecuacién implica que b < 3, asi que distinguiremos
entre cuatro casos:
IT".1) b = 3. Para el primer caso tendriamos las condiciones 2?21 d; <2, Z?Zl ¢ <by

¢; +d; <1 para cada i = 1,2,3. Ahora, debemos comprobar los siguientes casos:

=9
S
=9
[\
,
w
o
S
(@)
[\-)
o
w
n
[N}

S| OO |||
[en)l ol Henll Hen Nl Heall Rea B Nl N o s
[en) Nenll Hell el Henll Henll Nenll e}l N en)
Ol ==kl O
[l Nl N o E=E R N el N en)
[l Neoll Neo R Rl Nl il el i
U | W IN | W N W] N

Asi, descartariamos todas las posibilidades que se presentarian.

I".2) b = 2. Usando la tabla del Caso II.1) se tiene que no existen clases de curvas (—1)
para estos valores de a y b.

II".3) b = 1. Utilizando la tabla del Caso I1.2) podemos ver que la clase & = C; + F —
Ep — &, satisface que £ = —1. En el Caso 1) la clase £ no es una de las clases
deseadas debido a la existencia de una curva en |C} + F| que contiene a los tres
puntos. Sin embargo, puesto que en el Caso 2) no existe tal curva, se tiene que £ es
la clase de una curva (—1) por la Proposicién y el teorema de Riemann-Roch.

II'.4) b = 0. Este caso se descarta pues la condicién Zle d; < —1 es inconsistente.

III') a = 0. En este caso sucederia que & = bF y ésta no seria la clase de una curva (—1).

De esta forma, hemos determinado todas las clases de curvas (—1) que pueden aparecer: para
el Caso 1) no existen mas clases de curvas (—1) mientras que para el Caso 2) encontramos

tres clases més de curvas (—1):

ClotF=Ep—Epy  CHF =6 =&y vy  CAHF—E,—Ey
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Con esto concluimos el estudio de las clases de curvas (—1).

Observacion 4.12. Harbourne estudia en [Har85| y [Har98| ciertas superficies obtenidas
como la explosién de P? en puntos lisos que se encuentran sobre una cibica entera. El ejemplo
anterior complementa el estudio de superficies obtenidas como la explosién de P? en puntos
que estan sobre una ctibica pues presenta un caso cuando explotamos el nodo de una cubica

entera. En el siguiente capitulo presentaremos otro ejemplo de éste tipo de superficies.
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CAPITULO 5

EXPLOSION DE ¥, EN PUNTOS SOBRE C, Y T, II

En este capitulo presentaremos la construccién de nuestra segunda familia de superficies
racionales anticandnicas cuyos ntimeros de Picard podrian ser tan grandes como uno desee,
que tendran monoides efectivos finitamente generados y que cumplirdn con la propiedad
ortogonal anticanénica, ademas, como consecuencia de tales propiedades sus anillos de Cox
seran finitamente generados. Tales superficies seran construidas en la primera seccién como
una variante de las superficies que fueron introducidas en el capitulo anterior al considerar
las mismas dos curvas con una configuracion de puntos diferente. Después, probaremos en la
segunda seccién que bajo cierta condicién numérica los conjuntos de las curvas (—1) y (—2)
sobre este tipo de superficies son finitos (ver Teorema y esto implicara que sus monoides
efectivos son finitamente generados (ver Corolario . La tercera seccion se encarga de
probar que dichas superficies satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica si una condicion
numeérica se cumple (ver Teorema y como consecuencia tendremos que son de Harbourne-
Hirschowitz (ver Corolario . Para concluir con el capitulo, en la cuarta seccion utilizando
las técnicas que desarrollamos en la segunda seccién presentaremos el conjunto generador
minimo del monoide efectivo de la superficie obtenida como la explosion de X, en n + ro
puntos (donde n y ro son nimeros enteros positivos) en cierta configuracién (ver Ejemplo
5.7) y como una consecuencia de tal ejemplo presentaremos el conjunto generador minimo
del monoide efectivo de la superficie obtenida de la explosién de P? en ciertos puntos en una
cibica nodal (ver Ejemplo . Los resultados de este capitulo se basan principalmente en
[DFL16Db].
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1. Construccién

1. Construccion

Consideraremos una variante de la construccién presentada en la Seccién 2] del Capitulo

[ Como puede observarse en la Figura [4.1] la configuracién de puntos tomada previamente

considera en términos generales fijar algunas fibras y tomar los puntos de interseccion de

dichas fibras con la curva negativa C), y con la curva I'. La configuraciéon que consideraremos
diferira por el hecho de que unicamente consideraremos un punto por cada fibra fijada.

Vamos a tomar un nimero entero no negativo n, nimeros enteros positivos r1 y 7, de

nueva cuenta consideraremos una curva I' cuya clase en NS(X,) sea igual a €, 4+ (n + 2)§

y fijaremos (r; + re) fibras F, ... s Fp s Fypy oo Fy,, del reglado natural de 3. Ademds,

consideraremos los siguientes puntos en X.,,:

e El punto p; serd el tnico punto de interseccién entre F,, y la curva I' para cada
i=1,...,7r1, y asumiremos que ninguno de estos puntos se encuentra sobre C,,.

e El punto g; sera el unico punto de interseccién entre Iy, y la curva negativa C,, para

cada 7 =1,...,ry, y asumiremos que ninguno de estos puntos se encuentra sobre I'.

F,,(0) Fp,(0)  F,(0) F,

F1GURA 5.1. Configuracién de puntos de Z;2.

La superficie obtenida como la explosién de 3, en el subesquema cerrado |J;*,{p;} U
U;il{qj} serd denotada por Z;"". De manera inmediata, tenemos que dicha superficie es
racional y que su nimero de Picard p(Z/'"?) es igual a (11 4+ 19 4 2). Asimismo, tenemos que
cualquier elemento del grupo de Néron-Severi NS(Z!"2) puede escribirse en funcién de las
clases

Cor Fy —Eps ooy —Eps—Eqrs ooey —E

qro *

Lo primero que mostraremos acerca de este tipo de superficies es que son anticanénicas.

Proposicién 5.1. Con la notacion anterior, la superficie Z7*" es anticanonica cuya clase
anticanonica puede escribirse como la suma de las clases de dos curvas lisas racionales que

se encuentran en dos puntos.
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DEMOSTRACION. Por construccién tenemos que la clase de la transformada estricta I’

de la curva I' es igual a C,, + (n + 2)F — > .1, &,, mientras que la clase de la transformada

estricta C,, de la curva C), es igual a C,, — 252:1 &y;- Luego, de la Proposicién |1.34] se sigue de

forma inmediata que la clase anticanénica —K  r1.m2 es igual a
T1 T2
(Cn +(n+2)F — ZEM) + (Cn — Zé’qj) ,
i—1 j=1
es decir, tenemos que la clase anticanénica puede escribirse como la suma de las clases de las

transformadas estrictas de las curvas I' y C,, las cuales se intersectan en dos puntos. 0J

Eys(—1)

Ep (-1), — - , | By, (-1)

F1GURA 5.2. La superficie Z]1"2.

2. Finitud del Monoide Efectivo

Lo siguiente que realizaremos sera estudiar los conjuntos de las curvas (—1) y (—2) que
se encuentran sobre Z1"? considerando una condicién numérica con el objetivo de mostrar

que el monoide efectivo de Z" es finitamente generado.

Teorema 5.2. Con la notacion anterior, siry es arbitrario y se satisface la condicion numéri-

cary < n+4, entonces los conjuntos de las curvas (—1) y (—2) sobre ZI"™ son finitos.

DEMOSTRACION. Con el objetivo de simplificar algunas expresiones que apareceran aba-

jo, denotaremos por ¢ al siguiente nimero entero:
C=(Mn+2)+ry(n+4) —ri(n+r).

Comenzaremos mostrando que unicamente existe un nuimero finito de curvas (—1) sobre
Z72 . Sea € la clase una curva (—1) sobre Z/"2 y supondremos que dicha clase es diferente
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2. Finitud del Monoide Efectivo

de las clases &, F — &, &, v F — &, para todo @ = 1,...,r1 y j = 1,... 7. Existen

numeros enteros a,b,cy,..., ¢, dy, ..., d,., tales que

& =aC, +bF — 7"21 ci&p, — Tzzdjé’qj.
j=1

i=1
Puesto que los niimeros de intersecciéon £.6,,, £.(F—=&,,), £.&;, y £.(F —&,;) son no negativos,
tenemos respectivamente que ¢;, a — ¢;, d; y a — d; son no negativos para cada ¢t = 1,...,7
y 5 = 1,...,r5. En particular, tenemos que a es no negativo. Por otro lado, puesto que
E.(C,— 252:1 &,,) es un entero no negativo tenemos que na < b. El hecho de que & es la clase
de una curva (—1) implica las ecuaciones £2 = —1y —K .. = 1. La primera de ellas nos

dice que
1

Zcf—i—id?:Qab—naQ—i-l.

i=1 j=1
Utilizando la descomposicién de la clase anticanénica de la Proposicién .1}, la segunda

ecuacién puede reescribirse como [I').€ + [C,].€ = 1, asi, vamos a distinguir entre dos casos:

A)[E=1 y [ClE=0y

B) [[].£=0 y [C..E=1
Lo que haremos en ambos casos sera mostrar que tanto a como b tienen cotas superiores y
ellas nos ayudaran a concluir la existencia de un nimero finito de posibilidades para cada
coeficiente de £.

Caso A) Las condiciones que tenemos en este caso son respectivamente:

ici:b—l—Qa—l y idj:b—na.
i=1 j=1

Vamos a definir los nimeros ¢; y d; de la siguiente forma:

- b+ 2a—1 ~ b—
Ci:Ci——a y dj:dj— na
™ T2
parai € {1,...,m}yj € {1,...,m}. Luego, tenemos que se satisface la ecuacion
- = - b+2a—1)?  (b—na)?
Zé?—i—ZdJZ:Zab—naQ—l—l—( a—1) —< na).
i=1 j=1 " "2

Dicha ecuacion implica que
(r1 4 72)0* = 2((r1(n + 72) — 2r9)a 4 72)b + (nri(n + ro) + 4ry)a® + ro(1 — r1 — 4a) <0,
y a su vez dicha condiciéon implica que

— 2 2
p_ (ni(ntrs) —2r)atr* S (r by = 1= a4 2 1+ 2)a).
T+ T ( )?
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De esta manera, se tiene una cota superior para b,

6.1 ) (ri(n+7r2) = 2ra)a+ro+ (/rira(r1 + 12 — 1 — Ca® + 2(n + ry + 2)a)
. < ,

T’1+7’2

y la siguiente desigualdad:
0<7r +ry—1—Ca®+2(n+ry+2)a.

De la dltima desigualdad se obtiene la siguiente cota superior para a:

< n+ry+24+/(ri +r2 — 1)C+ (n+ry + 2)2
< c :

Caso B) Para este caso, las condiciones que tenemos respectivamente nos dicen que

(5.2)

T1

Zci:b—i—Qa y f:dj:b—na—l.
j=1

i=1
Paracadat=1,...,7r1yj=1,...,ry definimos éiy(;lj como

b+ 2a ~ b—na—1
y dj=dj — ———.

1 T2

Ci = C; —

A partir de estos niimeros se obtiene la ecuacién

& 2 b+2a)> (b—na—1)>2
Zé§+2d§:2ab—na2+1—(+ o) (b=na-1)°
i=1 j=1

B T2
y posteriormente se sigue que
(11 + 12)b* — 2((r17g + nry — 2r9)a 4+ 11)b + (nri(n + o) + 4ry)a® +ri(na + 1 —ry) <O0.

De esta forma, encontramos la desigualdad

(b_ (ri(n + 1) —2r2)a+r1)2 . i

T+ T2 - T1+7’2)2

<r1+r2—1—Ca2—2(n+2—r1)a>

de la cual se deduce una cota superior para b

(rin+mry) —2ry)a+r; + \/Tl’l“g(?”l +ry—1—Ca>—2(n+2—r)a)

T1+7’2

(5.3) b < ;
y asimismo, se deduce que
0<r +ryo—1—C(a®—-2(n+2—r7)a.

La ultima desigualdad implica la siguiente cota superior para a:

<7"1—n—2—|—\/(r1+r2—1)C+(n+2—r1)2

(5.4) a < c
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En ambos casos, puesto que a es no negativo y las cotas superiores encontradas se encuentran
en funcién de n, ry y ry (ver Ecuaciones y ), concluimos que a tnicamente puede
tomar un numero finito de valores. Luego, puesto que na < b y las cotas superiores en las
Ecuaciones y (5.3)) s6lo dependen de a, n, r1 y ro, se sigue que b s6lo puede tomar un
numero finito de valores. Por tltimo, el hecho de que en ambos casos sucede que 0 < ¢; < a
y0<d; <aparacadai=1,...,r1y j = 1,...,7 implica que para cada uno de tales
nimeros sélo hay un nimero finito de posibles valores. De esta forma, se concluye que el

conjunto de las curvas (—1) sobre Z"'"2 es finito.

Ahora, mostraremos que el conjunto de las curvas (—2) sobre Z'"" es finito. Sea N la
clase de una curva (—2) sobre ZI™2  asi, existen nimeros enteros a,b,cy,..., ¢, dy ..., dy,

tales que
r1 9
N =aCp +0F =) ci&, = > d€,,.
i=1 j=1

Supongamos que N no es una componente de la clase anticanénica. Observemos que tenemos
que na < b puesto que N/ .(Cn—zgil &,,;) es no negativo. Ademas, tenemos que los nimeros de
interseccion N.&,,, N.(F =&,,), N.&, vy N.(F —&,,) son no negativos para cadai=1,...,r

y 7 =1,...,7ry, tales condiciones implican que

(5.5) 0<¢<a y 0<d;<a.

Del hecho de que N es la clase de una curva (—2) tenemos que se satisfacen las igualdades

N?P=-2y K rior N = 0. La primera de ellas implica que

r1 r9
ZC? —l—Zd]Q- = 2ab — na® + 2.
i=1 j=1

Usando la descomposiciéon de la clase anticandénica tenemos que la segunda ecuacion implica
que [N =0y que [C,].N = 0, es decir, tenemos respectivamente las ecuaciones

1 T2

Zcz-:b—i-Qa y Zdj:b—na.
i=1 j=1
Definimos los ntimeros ¢; y ch paracadat=1,...,71y j=1,...,7ry de la siguiente forma:
. b+ 2a = b—na
Ci = C; — N dj = dj — .
T1 T2

Luego, tenemos que se satisface la ecuacion

T1

o b+ 2a)? b— na)?
Zéf+zd§=2ab—na2+2_< + 2a) _( na) |

r r
i=1 =1 1 2
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y posteriormente se sigue la desigualdad
(11 +12)b* — 2a(ri(n 4 13) — 2r9)b + (rin(n + ro) + 4ry)a® — 2riry < 0.

La condicién anterior implica que

(b C (nln+ry) — 2r2)a)2 _

T+ T2 - (7“1+7’2

E (2(r1 +19) — Ca2>,

de esto se deriva una cota superior para b,

(ri(n+re) — 2r9)a + \/7"17’2 (2(r1 +72) — Ca?)

(5.6) b < )

I

y también la desigualdad
0 < 2(ry + 1) — Ca®.

Consecuentemente, encontramos una cota superior para a:

2(ry +12)
—C )

Como a es no negativo tenemos que inicamente existen un nimero finito de posibilidades para

(5.7) a <

dicho entero. La condiciéon na < by la cota superior de la Ecuacion para b implican que
sOlo existe un numero finito de posibilidades para tal entero. Por tltimo, de las desigualdades
en la Ecuacion y del hecho que a sélo toma un ntimero finito de valores se sigue que ¢;
y d; solo pueden tomar un nimero finito de valores para cada ¢ =1,...,ry j=1,...,72.

Por lo tanto, concluimos que el conjunto de las curvas (—2) sobre Z'"2 es finito. 0J

Corolario 5.3. Con la notacion anterior, si ro es arbitrario y se satisface la condicion

numérica r1 < n + 4, entonces el monoide efectivo de Z)"'" es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema [5.2] y de [LHO5|, Corolario 4.2, p. 109). O

3. Propiedad Ortogonal Anticandénica y Consecuencias

Lo siguiente que realizaremos serd mostrar que estas superficies satisfacen la propiedad
ortogonal anticanénica bajo una condicién numérica. Posteriormente, revisaremos algunas de

Sus consecuencias.

Teorema 5.4. Con la notacion anterior, si n+2 es mayor que r1+ 1o, entonces Z '™ tiene

la propiedad ortogonal anticanonica.
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3. Propiedad Ortogonal Anticanénica y Consecuencias

DEMOSTRACION. Sea H un divisor nef sobre Z''"2 y supongamos que es ortogonal a
un divisor anticanénico. Luego, denotamos por H a la clase de H en el grupo de Néron-
Severi de Z"? y tomamos numeros enteros no negativos a, b, cy, ..., ¢, d1,...,d,, tales que
H=aC,+bF —c1&y — - — e, &y, — i€y — -+ — d;, &, Usando la descomposicion de la
clase anticanénica de la Proposicién [5.1] el hecho que H sea ortogonal a la clase anticandnica

implica que H[f] =0y que ?—[[6’;] = 0, asi, tenemos respectivamente que

Y c=b+2a 'y Y d; =b—na.
Z Z j
i=1 j=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior obtenemos que
1 r1 9 1 71 T2
(5.8) o= izlci—jzldj y b:n+2 nizlci+2jzldj :

Ahora bien, del hecho que los ntimeros de interseccion H.(F — &,,) y H.(F — &) son no

negativos se tiene respectivamente que a—c; > 0y que a—d; > 0 para cualquier ¢ = 1,...,7;
y 7 =1,...,ry. Consecuentemente, tenemos que Z:;l ¢ < Triay que 232:1 d; < roa, y esto
implica que D %, ¢; + 372, dj < (r1 + 79)a. Luego, tomando el valor de a encontrado en la
Ecuacién (5.8) se sigue la desigualdad

T1

T2
0< (r1+r2+n+2)2dj < (T1+T2—n—2)Zci.
j=1 i=1
La condicién numérica de la hipétesis implica que Y ', ¢; = 0, y puesto que cada término
en la suma es no negativo se sigue que ¢; = 0 para todo ¢ = 1,...,r;. Este hecho implica
que 232:1 d; = 0y de esta forma d; = 0 para cualquier j = 1,...,7r2 pues cada término en
la suma es no negativo. Finalmente, de la Ecuacién se sigue que tanto a como b deben

ser iguales a cero. Por lo tanto, concluimos que H es la clase nula y consecuentemente que
H=0. O

Corolario 5.5. Con la notacion anterior, si n + 2 es mayor que 1 + ra, entonces Z*" es

una superficie de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Teorema m pues Z "2 es una superficie an-

ticandnica (ver Proposicion |5.1)) y satisface la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teorema

54). 0

Corolario 5.6. Con la notacion anterior, si n + 2 es mayor que r1 + ry, entonces el anillo

de Coz de Z]V"™ es finitamente generado.
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DEMOSTRACION. La condicién numérica en la hipdtesis implica que la superficie Z"1"2
satisface la propiedad ortogonal anticanénica por el Teorema Asimismo, dicha condicién
implica que n + 4 es mayor que r; y por el Corolario tenemos que el monoide efectivo
Eff(Z1172) es finitamente generado. Finalmente, concluimos que Cox(Z!"?) es finitamente

generado en vista del Corolario 3.20} U

4. Ejemplos Concretos

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos concretos del conjunto generador minimo
para el monoide efectivo Eff (Z1"2) de ciertas superficies Z/"2. Para lo siguiente, utilizaremos

la notacién fijada anteriormente.

Ejemplo 5.7. Para nimeros enteros positivos n y 79, consideremos la superficie Z""? que
tiene numero de Picard p(Z"?) = n 4 ro + 2. El conjunto generado minimo de Eff(Z7"2)
esta conformado por las siguientes (2(n +1r9) + 1) clases de curvas:

1. La clase &,, del divisor excepcional correspondiente al punto p; parai=1,...,n,

2. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto ¢; para j =1,..., 7y,

3. La clase F — &, de la transformada estricta de la fibra que contiene al punto p; para

1=1,...,n,

W

. La clase F — &, de la transformada estricta de la fibra que contiene al punto ¢; para
7=1,...,r9,y
5. La clase C, — 3772, &, de la transformada estricta de la curva C,,.
Es claro que cada elemento de la lista propuesta es un generador de Eff(Z]"2). Por otro
lado, usando el Lema 4.1 de [LHO5| y mostrando que no existen clases de curvas (—1) y
(—2) ademds de las ya mencionas, concluiremos con el resultado. Por ello, comenzaremos
mostrando que no existen clases de curvas (—1) salvo las que aparecen de forma natural. Sea
E=aCy, +bF =37, ¢i&, — > 72, d;&y; la clase de una curva (—1) sobre Z;"2 donde cada
coeficiente es un niimero entero. Supongamos que & es diferente de las clases &,,, &, F — &,
y F—¢&, paracadai=1,...,nyj=1,...,r. Luego, tenemos que o bien a cumpliria con
la Ecuacién :
_ntrt+24 VA +re— 1) (n+ro+ 1)+ (n+ry +2)2
- dn+re+1)
o bien que a satisfaria la Ecuacién :
o< —24+/An+rys—1)(n+ra+1)+4 (<1).
dn+1y+1)

Puesto que en ambos casos se tendria que a = 0, se seguirfa que £ es un multiplo de F lo

(< 1)7

cual no es posible. Por lo tanto, tal clase no existe.
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A continuacién mostraremos que la superficie Z""2 no tiene curvas (—2) (salvo en el caso
que 1y = 2 —n). Sea N' = aC,, + bF — >, ci&p, — D72, d;&y; 1a clase de una curva (—2)
sobre Z" (diferente de C, — ZJQ;? &, en el caso 1 = 2 —n) donde cada coeficiente es un

ntimero entero. De la Ecuacién (5.7)) tendriamos que

2(n +rg)

S\ Tmgmen Y

De esto se seguiria que a = 0 y consecuentemente que N = bF, algo que no podria suceder.

De esta forma, tenemos que tal clase no existe.

Ejemplo 5.8. Sea S la explosién del plano proyectivo P? en el punto singular p de una
cubica nodal, en un punto liso p; en dicha cibica y en ry puntos ¢i,...,q,, infinitamente
cercanos al punto singular que no estan en la direccién de la recta que pasa por p y pi.
Denotaremos por & a la clase de la transformada total de una recta genérica en P? y por
&y a la clase de la transformada total del divisor excepcional E,, correspondiente al punto
w € {p,p1,q,---,qr}- Notemos que p(S) = ry + 3. Tomando n = 1 en el ejemplo anterior,
podemos deducir que el conjunto generador minimo del monoide efectivo de S esta dado por

las siguientes (275 + 3) clases de curvas:

1. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto py,

2. Laclase &;, del divisor excepcional correspondiente al punto ¢; paracadaj = 1,..., 79,

3. La clase & — &, — &,, de la transformada estricta de la linea que pasa por p y pi,

4. La clase &y —&,— &, de la transformada estricta de la linea que pasa por p en direcciéon
de g paracada j =1,...,79, y

5. La clase &, — 252:1 &,; de la transformada estricta del divisor excepcional E,.

Observacién 5.9. Al igual que en los Ejemplos [4.9] y del Capitulo [4] el ejemplo
anterior presenta una clase de superficies obtenidas como la explosién de P? en el nodo de

una cibica nodal y en un nimero finito de puntos sobre dicha cibica (algunos de ellos son
infinitamente cercanos). Por ello, también extiende el tipo de superficies que fueron estudiadas
por Harbourne en [Har85|] y [Har98§].
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CAPITULO 6

EXPLOSION DE ¥, EN PUNTOS SOBRE C,, A Y UNA FIBRA

Continuando con la construccion de familias de superficies racionales anticandénicas con
monoides efectivos finitamente generados y que satisfagan la propiedad ortogonal anticanoni-
ca, en este capitulo presentaremos una familia méas construida al explotar una superficie
de Hirzebruch en un numero finito de puntos los cuales estan distribuidos en tres curvas
racionales lisas, dicha configuracién de puntos permitira descomponer la clase de un divisor
anticanénico como la suma de tres clases de curvas racionales lisas. En la primera seccién
realizaremos la construccién de esta clase de superficies y como podra verse, podran te-
ner numeros de Picard tan grandes como uno decida. En la segunda seccién impondremos
una condicién numérica para mostrar la existencia de un nimero finito de curvas (—1) y
(—2) sobre tales superficies (ver Teorema y con ello podremos asegurar la finitud del
monoide efectivo (ver Corolario[6.3). Como se verd en la tercera seccién, bajo otra condicién
numérica mostraremos que tales superficies satisfacen la propiedad ortogonal anticandnica
(ver Teorema por lo que en particular serdn de Harbourne-Hirschowitz (ver Corolario
y sus anillos de Cox seran finitamente generados (ver Corolario . Finalmente, usando
las técnicas desarrolladas en la segunda seccion, presentaremos el conjunto generador minimo
del monoide efectivo de una de estas superficies construida a partir de la explosion de ¥,
en un ndmero finito de puntos (ver Ejemplo y como una aplicacién de tal ejemplo
presentaremos el conjunto generador minimo del monoide efectivo de la superficie obtenida

de la explosién de P? en un ndmero finito de puntos ordinarios que se encuentran sobre una

cénica irreducible (ver Ejemplo [6.8).
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1. Construccion

La superficie que sera estudiada en esta seccién serd obtenida al explotar una superficie
de Hirzebruch en un numero finito de puntos que se encuentran en tres curvas racionales
lisas diferentes. Consideremos la n-ésima superficie de Hirzebruch ¥,, donde n es un entero
no negativo. Por la Proposicion podemos considerar una curva racional lisa A que es
linealmente equivalente a la curva C,, + (n + 1)F. Luego, consideramos nimeros enteros no
negativos 11, ro y r3 de manera que los tres no sean iguales a cero simultaneamente y fijaremos
(r1+ 72+ 1) fibras diferentes F},,, ..., Fy, , Fg,, ..., Iy, v Fo. Ahora, definimos los siguientes

conjuntos de puntos:

o P = {pl, . ,prl}, donde p; es el unico punto de interseccién entre A y Fj, y no se
encuentra sobre C,, o F, para cada i =1,...,rq;
e ()= {ql, e ,qm}, donde ¢; es el inico punto de interseccién entre C,, y Fj, y no se
encuentra sobre A o F, paracadai=1,...,r9;y
e 0= {01, e ,073}, donde o; es un punto sobre la fibra F, diferente de los puntos de
interseccion entre A y F, y entre C,, y F, para cadai=1,...,r3.
An +2) F, (0) F,(0)  F,,(0) Fo(0)

Cn (_”) 09
a1

Oy

F,

P1

(0)  Fpu(0)  Fp, (0)

F1Gura 6.1. Configuracién de puntos de Z;1"2"3.

La superficie Z]1"" es la superficie obtenida de la explosién de ¥, en el subesquema
cerrado de dimensién cero P U ) U O. Observemos que por construccién 2" es una
superficie racional cuyo nimero de Picard p(Z!">"3) es igual a (r; + ro + 3 + 2). Ademds,

cada elemento del grupo de Néron-Severi de Z]1">"3 se escribe en funciéon de las clases

Cm fa _gpw"'a_gprla —qu,...,—g

q7‘2 Y

&y —E

Or3 .

Una de las propiedades de la superficie Z]'"" es que su clase anticandnica es efectiva, en
efecto, el siguiente resultado muestra este hecho.
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Proposicién 6.1. Con la notacion anterior, la superficie Z7*">"3 es anticanonica cuya clase
anticanonica puede escribirse como la suma de tres clases de curvas racionales lisas que dos

a dos se encuentran en un solo punto.

DEMOSTRACION. Observemos que las clases de las transformadas estrictas ﬁ, 6’; y E
en NS(Z;1727#) estan dadas respectivamente por C, + (n+ 1)F =371, &), C = 3772 &
F =32, &, Luego, como consecuencia directa de la Proposicién tenemos que la clase

—K g2 de un divisor anticanénico — K r1.r2rs puede escribirse como

(et (n—i—l)}'—;gpi) + (cn—;gqj> + (f—;e’ol).

De esto se sigue que —K s es una clase efectiva. Por ultimo, tenemos los siguientes
numeros de interseccién (ver Figura|6.2)):

[C.)[A] = (Cn —ieqj).(cn+ (n—i—l)]—"—ié’i) —1
EAICAR (A i%).(]—"—ié’ol) -
[F,).[A ( Z&J (C +(n+1)F — ZE) O

=1

FIGURA 6.2. La superficie Z;1"2"3.
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2. Finitud del Monoide Efectivo

2. Finitud del Monoide Efectivo

Lo siguiente que realizaremos serd mostrar la finitud del monoide efectivo de Z,,"">" al
considerar una condicién numérica. Lo anterior sera realizado mostrando que los conjuntos

de las clases de las curvas (—1) y de las clases de curvas (—2) son finitos.

Teorema 6.2. Con la notacion anterior, sire y 3 son arbitrarios y se satisfacen la condicion
numérica r1 < n+2, entonces la superficie Z2">"3 contiene un nimero finito de curvas (—1)

y de curvas (—2).

DEMOSTRACION. Para simplificar expresiones que apareceran més adelante, denotaremos

como ¢ al siguiente nimero entero:
§=r3(n+ 1)2 +rors(n+2) + 11 + 19 — rir3(n + o).

Comenzaremos mostrando que el conjunto de las curvas (—1) es finito. Sea £ la clase de una
curva (—1) y supongamos que & es diferente de las clases excepcionales y de las clases de las
transformadas estrictas de las fibras que contienen a los puntos de P y (). Existen ntimeros

enteros a,b,cy,...,¢py,d1, ..., dy,, €1,. .., 6., tales que

73

£ =aC, +bF — Z iy — Z di€y = el
i=1 j=1

=1

Nuestra hipotesis de que £ es diferente a las clases mencionadas anteriormente implica que
ci, dj, y e son no negativos para todo i = 1,....m, j=1,...,rp, y Il =1,...,r3, y que a
es mayor o igual que cada uno de los ¢; y de los d;. Por otro lado, la condicién £2 = —1 da

como resultado la ecuaciéon

1

Zc?%—id?—i—ie?-%b—nf—kl,
j=1 =1

=1

y usando la descomposicién de la clase anticanénica de Z'™2" (ver Proposicién [6.1) la

condicién —Kr1r2rs.E = 1 puede ser separada en tres casos:

A) E[Al=1, E]C,]=0 y E.[F)=0;

B)S:[é]:(): E[C)=1 y E[F)=0;y

C) £.JA] =0

ElC]=0 y E[F]=1.

Lo que mostraremos a continuacién es que en cada caso a tiene una cota superior en términos
de n, r1, ro y 3 y de manera similar, que b tiene una cota en términos de a, n, r1, ro y 3.
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Caso A) Para el primer caso, las condiciones impuestas implican respectivamente las

igualdades
1 72 3
(6.1) Zci:b+a—1, Zdj:b—na y Zel:a.
i=1 j=1 I=1
Luego, paracadai=1,...,r,7=1,...,79 yl=1,...,r3 definimos
. b+a—1 ~ b—na . a
Ci=C — ——, dj:dj— y 6[26]'——.
T1 T2 T3

Usando la ecuacién

1 r r3 b —1)2 h— 2 2
Zé?"‘zd?"'zélz:%b—mﬂ%—l—(+a _zng” &
i=1 j=1 =1

T T2 T3
y reduciendo términos semejantes de la misma, obtenemos la desigualdad
r3(ry 4 12)b* + 2r3((r2 —ri(re +n))a — rg)b
+ (ryre + rors + n’rirs + m’lrgrg)aQ —ror3(2a+1m — 1) <0,

y después se tiene que

(b N rs((ro — ri(n +12))a — m)) < TZ(rlrﬂg

r3(ry + 1r2) T+ 139)?

<r3(r1 +ry—1) —&a® +2rs(n+1+ T2>CL>.

Posteriormente, de la desigualdad anterior se siguen una cota superior para b,

r3((ri(n+r2) —ro)a+ra) + \/r1r2r3 (r3(ri + 1o — 1) — &a® + 2r3(n + 1 4 ro)a)

(6.2) b< r3(r1 +72)

Y

y la condicion
0<r3(ri+rs—1)— €a® 4 2r3(n+ 1+ ry)a.

La ultima nos da una cota superior para a:

(r3(n+7’2+1)+\/7’3(7“1+7‘2—1)§+7’§(”+1+T2)2)
; .

Caso B) Las condiciones que tenemos en este caso implican respectivamente que

(6.3) a <

T1 T3

(6.4) ch:b—i-a, idj:b—na—l y Zel:a.
i=1 j=1 =1

Paracadai=1,...,m,7=1,...,royl =1,...,73 definimos ¢, d;, y & como
. b+a ~ b—na—1 . a
Ci = C; — R dj:dj—— y 6[26]'——.
1 ) T3
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2. Finitud del Monoide Efectivo

Elevando al cuadrado cada elemento anterior y tomando la suma sobre los respectivos indices

obtenemos la igualdad

T1

2 "3 b 2 h— _12 2
ZE?—FZd?—I—Zé?:?ab—naQ—l—l—( taf (b-na-l) .
j=1 =1

- 1 T2 T3
i=1

Dicha ecuacién implica la desigualdad
r3(ry 4 12)b* + 27“3((7"2 —ri(n+mry))a— rl)b
+ (rirg 4 1913 + n¥rirs + nrirors)a® 4+ rir3(2na —ry + 1) <0

que a su vez implica que

<b+ 7”3((7“2 —ri(n+ry))a— T’1)> < r2(r17“27“3

r3(ry + r2) 1+ 12)?

(7“3(7“1 +rg—1)—&a® —2r3(n+1— rl)a>.

De este modo, obtenemos una cota superior para b,

rs((ri(n+7r2) — ra)a+ry) + \/r1r2r3 (r3(ri 4+ 12 — 1) — &a® — 2r3(n+ 1 — r1)a)

r2(ry + 1r9)?

(6.5) b< ,
y también la condicién

0 <7r3(ry+79) —r3 —&a® — 2r3(n+1—1))a.

Como consecuencia, una cota superior para a estda dada de la siguiente forma:

< —rs(n4+1—7r1) +/r3(r+ro — DE+r2(n+1—rp)?
< ¢ :

Caso C) Para el 1ltimo caso los nimeros de interseccién que tenemos implican respecti-

(6.6)

vamente que

1 T3

(6.7) ch:b—i-a, idj:b—na y Zel:a—l.
j=1

i=1 =1

Consideramos ¢;, Jj y €; definidos por

. b+a ~ b—na N a—1
Ci = C; — s dj:dj— y € =€ —
A1 ) U]
paracadai=1,...,7r,j=1,...,79 vyl =1,...,r3. De los nimeros definidos anteriormente

se deriva la ecuacion

r1 T2 T3 b 2 h— 2 _12
YoE+ Y d+> él2=2ab—na2—|-1—( +a) (b—ne (e-1)°
=1 j=1 =1

(&1 T2 T3

y después de reagrupar términos obtenemos la desigualdad

r3(r +7"2)b2 +2r3a(ro—ri(n+ry) )b+ (r1re + 7973 +n2rry +nr1r2r3)a2 —rra(2a+rs—1) <0.
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Luego, de la condicién anterior se sigue que

r3(ry — 11(n +12))a
(b + r3(ry + 12)

2
1Tal'3 < 9 )
< + —1) —&a® +2(r +
) = r3(ry 4+ ro)? (rtra)(ra —1) —a (ri+ra)a),

de ésta obtenemos una cota superior para b,

r3(ri(n +ry) — r2)a + \/r1r2r3((r1 +12)(r3 — 1) — &a? + 2(r1 + r2)a)

r3(ry + 12)

(68)  b< ,
y también la siguiente desigualdad:

0 S (7”1 + 7”2)(7“3 — 1) - 5@2 + 2(7"1 + T2>CL.

Asi, tenemos que a esta acotado superiormente:

ri+ s+ /(4 7) (s — DE+ (11 + 7))
(6.9) a< :
3
En los tres casos anteriores hemos encontrado una cota superior para a en funcién de n, rq,

9, y r3 (ver las Ecuaciones (6.3)), y (6-9)), éste hecho junto con el hecho de que a es no
negativo implican que sélo existe un nimero finito de posibilidades para tal entero. Ademas,

en cada caso tenemos que na < b (pues el nimero de interseccién £.C,, es no negativo) y que
b tiene una cota superior en funcién de a, n, r1, 2, y 73 (ver las Ecuaciones (6.2)), (6.5) y
(6.8))), de esto se sigue que tinicamente existen un ntimero finito de valores para dicho ntiimero.

Por tltimo, usando las Ecuaciones (6.1)), (6.4) y (6.7) en su respectivo caso, obtenemos las
desigualdades

71 T2 T3
0<> e<b+a, 0<) di<b-na y 0<) ea<a

i=1 j=1 =1
las cuales implican que s6lo existe un nimero finito de posibilidades para ¢;, d;, y ¢ para
cadai=1,...,r;,j=1,...,r9 vyl =1,... r3. Finalmente, concluimos que el conjunto de

las curvas (—1) sobre Z'""2"3 es un conjunto finito.

A continuacién procederemos a mostrar la finitud de las curvas (—2). Sea A la clase una
curva (—2) sobre Z!"2"3 y asumiremos que AN no es una componente de la clase anticanénica.
Existen nimeros enteros a,b,c1,..., ¢, dy, ..., dyy,€1,..., 6, de modo que

T3

N =aC, +bF — Z iy — Z diEy =Y e,
i=1 j=1

=1
Comencemos observando que los niimeros de interseccion N'.&,,, N'.&,, y N.&,, son no nega-

tivos lo que implica que los enteros c;, d; y €; son no negativos para cada i = 1,...,7ry,
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2. Finitud del Monoide Efectivo

j=1,...,r9 yl=1,...,r3. Ahora bien, de la ecuacién N? = —2 obtenemos la igualdad

T1

Zc?+§:d§+§:e?:2ab—na2+2.
j=1 I=1

i=1
Utilizando la descomposicién de la clase anticandnica encontrada en la Proposicién [6.1] la
igualdad N .ICyrir2ms = 0 implica que N.[A] = 0, que N.[C,,] = 0y que N.[F,] = 0, de este
modo, tenemos respectivamente las siguientes ecuaciones:

T1

(6.10) Zci:b+a, idj:b—na y Zel:a.
j=1

i=1

Luego, definimos ¢;, d;, y € como

. b+a ~ b—na . a
Ci=¢ — ,  dj=d; — y € =¢€——

1 T2 T3
paracadai=1,...,7,7=1,...,mo yl=1,...,r3. De esta forma, se obtiene la ecuacién
r1 (&) 3 2 2 2
) 72 ~2 2 (b+a) (b — na) a
c; + d; + €; = 2ab—na”+ 2 — — - —

y de ella se sigue la desigualdad
r3(ry 4 72)0? + 2ars(ry — r1(n 4 19))b + (1179 + rors + nPrirs + nryrers)a® — 2r1rers < 0.

Asi, se deriva la condiciéon numérica

<b L ralrz = n(n 7“2))“)2 L (2r3(r1 o) - §a2>
r3(r1 +72) B r3(r1 +12)?

de la cual se obtiene una cota superior para b,

r3(ri(n+ry) —ry)a + \/7“17"27‘3 (2r3(r1 + 72) — &a?)

6.11 b <
( ) r3(ry + r2)

Y

y la desigualdad
0 <2rs(ry +re) — £a®.
Por tanto, se sigue que
2r3(ry + 19)
< —f .

De esta manera, hemos llegado a que a esta acotado superiormente en funcién de n, ry, ra, y

a

r3, y usando el hecho de que a es no negativo (pues por ejemplo N.(F —&,,) > 0) concluimos
que solo pueden existir un ntmero finito de valores para dicho nimero. Ademés, el hecho que
na < b (pues N.C, es no negativo) y la cota encontrada en la Ecuacién (6.11]) implican que
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solo tenemos un numero finito de posibilidades para tal entero. Por ultimo, de la Ecuacion

(6.10) y de nuestras observaciones anteriores se tiene que

r1 T2 T3
OSZci:b+a, OgZdj:b—na y OgZel:a.
i=1 j=1 =1

Asi, tenemos que sélo existe un numero finito de posibilidades para c;, d; y e; para cada
1=1,...,r,5=1,...,r9yl=1,...,7r3. Por lo tanto, concluimos que sélo existe un niimero

finito de curvas (—2) sobre Z/17273, O

Corolario 6.3. Con la notacion anterior, siry y r3 son arbitrarios y se satisface la condicion

numérica r1 < n + 2, entonces el monoide efectivo de ZV"*" es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Por el Teorema [6.2] tenemos que el conjunto de las curvas (—1) y (—2)
es finito. Asi, por [LHOS5| Corolario 4.2, p. 109] concluimos que Eff(Z7273) es finitamente
generado. O

3. Propiedad Ortogonal Anticandonica y Consecuencias

La siguiente cualidad que mostraremos de la superficie Z]*'">" bajo una condicién numéri-
ca es que satisface la propiedad ortogonal anticandnica. Luego, mostraremos algunas de las

implicaciones de tal propiedad.

Teorema 6.4. Con la notacion anterior, si r3 es arbitrario y n + 1 es mayor que ry + o,

entonces ZV"" tiene la propiedad ortogonal anticandnica.

DEMOSTRACION. Sea H un divisor nef sobre Z""2"% que es ortogonal a un divisor anti-
canoénico. Luego, denotaremos por H a la clase de H en el grupo de Néron-Severi de Z]1"2" y
consecuentemente existen nimeros enteros no negativos a, b, cy, ..., ¢y, d1, ..., dp,, €1, ..., €,
de modo que H = aC,, + bF — > 01 ;& — 252:1 d;Eq, — 212, ei&,,. Utilizando la descom-
posicion de la clase anticanénica de la Proposicion [6.1] el que H sea ortogonal a dicha clase

se traduce en las siguientes igualdades:

H.(Cn—l—(n%—l)}"—;zllgpi):O, H.(Cn—ggqj)zo y H.(F—g&l>:0.

Dichas ecuaciones implican respectivamente que

1

b—i—achi, b—na:idj y a:rzgel.
j=1 =1

=1
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3. Propiedad Ortogonal Anticanénica y Consecuencias

Tomando las primeras dos ecuaciones y resolviendo el sistema lineal obtenemos los siguientes

valores para a y para b:
1 T1 T2 1 T1 T2
(612 a:nH(;ci_;dj) , b:nH(n;cﬁ;@).

Por otro lado, tenemos que para cada ¢ = 1,...,r1 y 7 = 1,...,ry los enteros a — ¢; y

a — dj son no negativos pues H.(F — &) v H.(F — &;) lo son. De este modo, se sigue
que ;L ¢; < ray que 72 d; < rya, y combinando ambas expresiones obtenemos que
>ty ¢+ 2052, dj < (11 + r2)a. Luego, sustituyendo el valor de a obtenido en la Ecuacién
(6.12) y agrupando términos obtenemos la desigualdad

1

T2
Og(n—i-l—i-rl—l—rg)Zdj§(T1+7‘2—n—1)20i.

j=1 i=1
La condicién numérica n + 1 > ry 4+ 7o implica que ) .., ¢; = 0, y como cada término
que aparece en dicha suma es no negativo se sigue que ¢; = 0 para todo ¢ = 1,...,7q.

Esto implica que 232:1 d; = 0 y usando de nueva cuenta que cada término en la suma es
no negativo obtenemos que d; = 0 para todo j = 1,...,75. Con esto, las igualdades que
aparecen en la Ecuacion (6.12) implican que tanto a como b son iguales a cero. Por tltimo,
de la igualdad )";%, ¢, = 0 se sigue que ¢; = 0 para todo I = 1,...,73 pues cada término que
aparece en dicha suma también es no negativo. Por lo tanto, concluimos que H es la clase

nula y consecuentemente que H es el divisor cero. 0

Corolario 6.5. Con la notacion anterior, si r3 es arbitrario y n + 1 es mayor que r1 + 74,

entonces ZV"*" es una superficie de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. Puesto que la superficie Z"1"2"3 es anticandnica (ver Proposicion [6.1)) y

tiene la propiedad ortogonal anticandnica (ver Teorema|6.4), el resultado se sigue del Teorema

B.I1 O

Corolario 6.6. Con la notacion anterior, si r3 es arbitrario y n + 1 es mayor que r1 + 7o,

entonces el anillo de Cox de Z]""" es finitamente generado.

DEMOSTRACION. La condicién n+1 > ry +ry implica que Z"*"2"s satisface la propiedad
ortogonal anticanénica por el Teorema y también implica que el monoide efectivo de
ZMr273 es finitamente generado por el Corolario . Asi, por el Teorema [3.20] obtenemos el
resultado deseado. O
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4. Ejemplos Concretos

En esta seccién nos encargaremos de presentar el conjunto generador minimo del monoide

efectivo Eff (Z!1"273) para cierta familia de superficies Z/"2"3. Durante este apartado, seguire-

mos utilizando la notacién que fue fijada anteriormente.

Ejemplo 6.7. Para nimeros enteros no negativos r; y n, consideremos la superficie Z%0

que tiene nimero de Picard p(Z"*%) = r; + 2. Se tienen los siguientes casos:

1.

Si 71 < n, entonces el conjunto generador minimo de Z71%9 estd conformado por las

siguientes (2r; + 1) clases de curvas:

(a) La clase &,, del divisor excepcional correspondiente al punto p; para cualquier
1=1,...,7,

(b) La clase F — &,, de la transformada estricta de la fibra que contiene al punto p;
paracadat=1,...,7,y

(c) La clase C,, de la transformada estricta de la curva C,,

. Sin+1<r <n+2, entonces el conjunto generador minimo de Z’*%% se forma por

r
1 iguient 2 1
as sigulentes r+ 1+ (n 1

(a) La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto p; para cualquier

)) clases de curvas:

1= 17 ENNNGT
b) La clase F — &,, de la transformada estricta de la fibra que contiene al punto p;
Pi
paracadat=1,...,7;,y
(c) La clase C,, de la transformada estricta de la curva C,,
d) La clase C,, + nF — "tle  de la transformada estricta de la curva en C,+nkF
i=1 “Pj;
que pasa por los puntos p;,,...,pj,+1 donde j; € {1,...,m} y j; # ji si i # | para
L,l=1,....,n+ 1.

Si r; > n+ 3, entonces el conjunto generador minimo de Z%0 estd integrado por las

siguientes | 2(r; + 1) + < " >> clases de curvas:
n

+1

(a) La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto p; para cualquier
1= 1, BT

(b) La clase F — &,, de la transformada estricta de la fibra que contiene al punto p;
paracadat=1,...,r,

(c) La clase C,, de la transformada estricta de la curva C,,

(d) La clase C, +nF — .1} &p,. de la transformada estricta de la curva en |C,, +nF|
que pasa por los puntos p;,,...,pj,+1 donde j; € {1,...,m} y ji # ji si i # | para
,l=1,....,.n+ 1,y

(e) La clase C,, + (n + 1)F — > 71, &, de la transformada estricta de la curva A.
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Es claro que las clases anteriores estdn en el conjunto generador de Eff(Z71%9). Lo que
haremos para mostrar el resultado es determinar los conjuntos de las clases de curvas (—1)
y (—2) que existen ademds de las que aparecen naturalmente y después utilizar el Lema 4.1
de [LHO5|. En primer lugar, determinaremos las clases de las curvas (—1). Sea £ la clase de
una curva (—1) diferente de &,, y F — &,, para cada ¢ = 1,...,r; (y diferente de C; en el

caso n = 1 y de [A] en el caso r; = n + 3). Existen nimeros enteros a, b, cy, ..., ¢, tales que
E=aC, +bF -1, c&,. De la demostracién del Teorema [6.2| distinguimos tres casos:

A) Utilizando las expresiones de la Ecuacién (6.1) tenemos que se deben satisfacer las

siguientes condiciones respectivamente:
T1
b—l—a—lzg ¢, b=na y a=0.
i=1

Sin embargo, dichas condiciones no podrian satisfacerse y por tanto descartariamos
este caso.
B) Para este caso, las igualdades de la Ecuacién (6.4]) nos dirian respectivamente que

r1
b—i—azZq7 b=na+1 y a=0.
i=1
Esto implica que b =1y que > ', ¢; = 1. Sin embargo, puesto que también deberia
satisfacerse la condicién ¢; < a para todo ¢ = 1,...,r, este caso tampoco podria
suceder.
C) Para el tltimo caso, las condiciones impuestas por las igualdades de la Ecuacién (6.7)

se traducen respectivamente en
T1

b+a:E ¢, b=na y a=1.
i=1

T1

Asi, tenemos que b = n y por consiguiente la ecuacién ) ', ¢; = n + 1. Por otro

lado, recordemos que debe satisfacerse que ¢; < 1 para cada i = 1,...,r;. Conse-
cuentemente, si 71 < n, entonces no podria satisfacerse tal ecuacién. Si ry > n + 1,
entonces se tiene que £ = C, + nF — Z?jll &y, para algunos puntos pj,,...,Pj,+1
donde j; € {1,...,m}yji #jisii#lparai,l e {l,...,n+1}. Ademds, tal clase es
la clase de una curva (—1) por la Proposicién y el teorema de Riemann-Roch.

En conclusién, si r; < n, entonces no existen més clases de curvas (—1) ademds de las

" 1) clases de curvas (—1)

naturales; y si 1y > n + 1, entonces tenemos que existen ( N
n

diferentes de las naturales.

Lo que mostraremos ahora es que no existen clases de curvas (—2) sobre Z":%%. Sea N la
clase de una curva (—2) (diferente de Cy en el caso n = 2 y de [A] en el caso 11 = n +4).
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Existen nimeros enteros a, b, ¢y, ..., ¢, tales que N' = aC,,+bF —>_'', ¢;E,,. Las condiciones

que tenemos de la Ecuacién (6.10) se presentan a continuacién respectivamente:

T1

b—i—a:ZCi, b=a y a=0.

i=1
Esto nos dirfa que N deberia ser la clase nula, lo cual seria imposible. De esta forma, tenemos

que no existe tal clase .

Ejemplo 6.8. Sea S la superficie obtenida de explotar el plano proyectivo P? en r; +1 puntos
D, D1, .., Pr, SObre una cénica entera. Denotaremos por & a la clase de la transformada total
de una recta genérica en P? y por &, a la clase del divisor excepcional F,, correspondiente
al punto w € {p,p1,...,pr - Observemos que p(S) = r + 2. Usando el ejemplo anterior con

n = 1, obtenemos los siguientes casos:

1. Si 7 = 1, entonces el conjunto generador minimo de Eff(S) estd formado por las
(2ry + 1) clase de la siguiente lista:
(a) La clase &, del divisor excepcional correspondiente a w para w € {p,p1,...,Dr }»
(b) La clase & — &, — &, de la transformada estricta de la linea que pasa por p y w

para w € {p1,...,Dr }-
2. Si 2 <r; <3, entonces el conjunto generador minimo de Eff(.S) estd formado por las

siguientes | 2r; + 1+ (2)) clases de curvas:

(a) La clase &, del divisor excepcional correspondiente a w para w € {p,p1,...,pr },
(b) La clase & — &, — &, de la transformada estricta de la linea que pasa por p y w

para w € {pla s 7p7‘1}a
(c) La clase & — &y, — Eu, de la transformada estricta de la linea que pasa por w; y

wy para wy, wy € {p1,...,Pr } CcON Wy F# Wo.

3. Si r; > 4, entonces el conjunto generador minimo de Eff(S) estd formado por las
r
(2(7‘1 +1)+ ( 21 )) clases de curvas que se presenta a continuacion:

(a) La clase &, del divisor excepcional correspondiente a w para w € {p,p1,...,pr },

(b) La clase & — &, — &, de la transformada estricta de la linea que pasa por p y w
para w € {plu s 7p7‘1}7

(c) La clase & — &y, — Eu, de la transformada estricta de la linea que pasa por w; y
wy para wy, We € {P1,...,Pr } CON Wy F# wWo.

(d) La clase 28, — &, — > i1, &, de la transformada estricta de la cénica que contiene

todos los puntos.

Observacion 6.9. El ejemplo anterior recupera en el caso de puntos ordinarios el Corolario
2 de [GMO5b] donde se muestra que el cono de curvas de la explosién en puntos en P? que
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se encuentran en una cénica es poliédrico. Ademads, también complementa el Lema 3.1.1 de
[Har98|] donde se estudian las clases de autointerseccién negativa en la superficie obtenida
de la explosién de P? en puntos (que podrian ser infinitamente cercanos) en una cénica (no

necesariamente lisa).
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CAPITULO [

EXPLOSION DE ¥, EN PUNTOS SOBRE EL MAYOR
NUMERO DE FIBRAS

El objetivo de este capitulo es presentar una familia méas de superficies racionales anti-
canonicas que pueden tener nimeros de Picard muy grandes, cuyos monoides efectivos son
finitamente generados y que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica, en particular,
sus anillos de Cox seran finitamente generados. En esta ocasién construiremos tal tipo de
superficies al considerar la explosién de una superficie de Hirzebruch en cualquier niimero
finito de puntos en la curva negativa y en un nimero finito de puntos distribuidos en el mayor
nimero de fibras que un divisor anticanénico puede contener. Dicha construccién sera reali-
zada en la primera seccién. Posteriormente, fijando una condicién numérica mostraremos en
la segunda seccién que tales superficies tienen un nimero finito de curvas (—1) y (—2) (ver
Teorema y como consecuencia que sus monoides efectivos seran finitamente generados
(ver Corolario . Ademas, en la tercera seccién mostraremos que bajo la misma condicién
numérica tales superficies también tendran la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teore-
ma y en particular, serdn de Harbourne-Hirschowitz (ver Corolario y sus anillos de
Cox seran finitamente generados (ver Corolario . Para concluir el capitulo, usando las
técnicas desarrolladas en la segunda seccién presentaremos el conjunto generador minimo del
monoide efectivo de una superficie de este tipo obtenida de explotar ¥; en (¢ + 14) puntos
para cualquier nimero entero positivo t (ver Ejemplo y de manera similar presentaremos
el conjunto generador minimo del monoide efectivo de la superficie obtenida al explotar el
plano proyectivo P2 en (¢ + 15) puntos que se encuentran en cierta configuraciéon sobre una

cibica degenerada constituida de tres lineas diferentes (ver Ejemplo [7.9)).
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1. Construccién

1. Construccion

La siguiente familia de superficies que presentaremos se construye al explotar una superficie
de Hirzebruch en un nimero finito de puntos que se encuentran distribuidos en el mayor
nimero de fibras que un divisor anticanénico puede contener y en un nimero finito de puntos
sobre la curva C),. Fijemos nimeros enteros positivos n, ri, 7o, ..., Thi1 V Theo y NUMeEros

enteros no negativos ¢t y s de modo que s es menor o igual que n + 2. Para la n-ésima

superficie de Hirzebruch ¥,, tomaremos (¢t +n + 2) fibras distintas Fj,, ..., Fp,, Fy,. .., Fy,,
Fy ... Fy,,,- Luego, consideraremos los siguientes puntos de Xy,:

e Los puntos pi, ps, ..., pt, donde p; es el tnico punto de interseccién entre C,, y [},

para cada i =1,...,t;
e Los puntos o0y, ..., 0,, donde o; es el tinico punto de interseccion entre C,, y Fy, para

cada g =1,...,sy
e Para cadam = 1,...,n+ 2, los puntos ¢m 1,%m.2; - - @mr,, donde g, ; es un punto

en la fibra Fj, paracadal=1,...,r, y es diferente del punto de interseccién entre

On y FQm

q1,rq As,r. Qs41,r s
dn+2,rp 10
P1 q1,2 ] .
952 Gs+1,2 In+2,2
p2 q1,1 Qs.1
‘ N Is+1.1
Dy n+2,1
01
Os -
(’H(i”)
Fp,(0)  Fp,(0)  Fp,(0) Fq, (0) Fy,(0) Fon(0)  Fy, ,(0)

FiGUra 7.1. Configuracién de puntos de ZLsmm+2,

La superficie ZL%"™"n+2 eg la superficie racional obtenida de la explosién de 3, en el
subesquema cerrado de dimensién cero U;‘i:l{pi} U U;:1{Oi} U Ufnfl{Qm,l, Tm2s - s Qo -
Asi, por construccién tenemos que el nimero de Picard p(ZLS™"+2) de ZLST-Tnt2 eg
igual a (t+s+r; +ro+ -+ 140+ 2) y que cada clase en el grupo de Néron-Severi de

Zbs It egtd dada en funcién de las clases

Cry Fy=Epir oy —Epis —Eorse s —Eouvy —Earas v or—Eamrs s —Eamrans o+ —E

Int2,rp, 4 0°
El siguiente resultado nos confirma que la superficie Z%%"-"+2 es anticanénica y muestra

una forma de descomponer la clase anticanénica de una manera conveniente para nuestro

estudio.
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Proposicién 7.1. Con la notacion anterior, la superficie ZL5™"™+2 es anticandnica cuya

clase anticandnica puede escribirse utilizando (n+3+t+s) clases de curvas racionales lisas.

DEMOSTRACION. Comencemos observando que la clase de la transformada estricta a; de
C, en NS(ZLsmimn+2) estd dada por C,, — S0, &y — > i—1 Eo;- Luego, param =1,...,s, la

clase de la transformada estricta f’; de Fy,, en NS(Z}*"-"n+2) esigual a F =&, —> " &g .-

—

Por otro lado, para cada m = s+ 1,...,n + 2, la clase de la transformada estricta Fj, de
F,, en NS(ZLomm2) es F — Y7, €,

clase anticandnica —ICZZ,S,TL.”,%+2 COmo

2(c, - S, - fjsoj) +(F-& - Zé‘q) ot (Fog - qu)
i=1 j=1 =1 =1

Por dltimo, notemos que podemos escribir a la

'm,l°

Ts+1 Tn+42 t S
P (F oY ) o 4 (F= Y ) + D 428,
=1 =1 i=1 j=1
como una consecuencia directa de la Proposicion [1.34] 0

FIM (71) 1‘1112(71) }}}I (71) E[l (77.1 - 1) FT];(fTS - 1) F‘q\ ‘1 (77’~'+l) lﬂq,,+2(77ln,+2)

FIGURA 7.2. La superficie Z55" -tz

2. Finitud del Monoide Efectivo

Nuestro siguiente objetivo serd mostrar que bajo una condicién numérica el monoide efec-
tivo de ZL5™"n+2 eg finitamente generado. Para ello, usando el hecho de que tal superficie
es anticandnica bastard con mostrar que los conjuntos de las clases de las curvas (—1) y (—2)

son finitos.
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n+2

Teorema 7.2. Con la notacion anterior, si E — es mayor que n, entonces los conjuntos

m=1""

de las curvas (—1) y (—2) sobre ZL5™-"+2 son finitos.

DEMOSTRACION. Comenzaremos estudiando el conjunto de las curvas (—1). Sea & la
clase de una curva (—1) sobre ZL5™»"+2 v supongamos que £ es diferente de las clases ex-
cepcionales y de la clase F —&,, paracada¢ = 1,...,t. Existen nimeros enteros a, b, cy, . . ., ¢,
di,...,ds,€11,. . €1, €yl ..., Enyay, ., tales que

Tn+42

t S 71
E=aCy +bF =) iy =Y i€y =Y enify,— = Y €ns21Eq, 0,
i=1 j=1 =1

La hipdtesis de que £ es diferente de las clases excepcionales implica que los enteros ¢;, d; y
em, son no negativos paracada ¢ =1,...,¢,j=1,...,s, m=1,...,n+2yl=1,...,my,
pues los nimeros de interseccion .6, £.&,; y £.&,, , satistacen dicha propiedad. Por otro
lado, la condicién £2 = —1 implica que

Tn42

(7.1) Zc +Zd2+2611+ +Zei+2’l:2ab—na2+1.
I=1

=1

Luego, utilizando la descomposicién de la clase anticanénica de la Proposicién [7.1] la condi-

cion —IC Zt,s,rl,.,.,mm.g = 1 puede reescribirse como
n+2
1=¢.(2(C +Z i +Z£ +225 )

n+2

+Z Ey) +Z (£.E,) +2Z (£.E,)

Asi, debido a los coeficientes que aparecen en la igualdad anterior y a la simetria, bastara com-
probar los siguientes dos casos:
A) e &[C]=0,
e Existe £ € {1,...,n+ 2} tal que 5.[]7;] =1,
) 5.[]/7;,] = 0 para todo m € {1,...,n+ 2}\{/¢},
o £.&, =0paratodoi=1,...,1,y
o £.&, =0paratodo j=1,...,s;

B) e £.]C,] =0,
o £[F, ]=0,paratodom=1,...,n+2,
e Existe £ € {1,...,t} tal que £.&,, =1,
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o £&, =0paratodoie {1,...,t}\{¢},y
o £.&, =0paratodoj=1,...,s.
Lo que mostraremos a continuaciéon es que bajo las condiciones anteriores, en ambos casos es
posible obtener una cota superior para a y para b.
Caso A) En este caso, los niimeros de interseccién en las condiciones se traducen respec-

tivamente en

b = na,
T¢
a—1= Z 6[71,
=1
Tm

a= Z em, para cada m € {1,...,n+ 2}\{¢},

=1

c;=0paracadat=1,...,t,y

d; =0paracadaj=1,...,s.

Ademés, con dichas condiciones la Ecuacion ([7.1]) tiene la forma

Tn+2

r1

E 2 § 2 2
617l+"'+ €n+27l:na +1

=1 =1

Ahora, definimos
~ a N a—1
€Emil =€Emil — — Y €rh=C€Ehp—
T'm Ty

para cualquier m € {1,...,n+2}\{¢}, I =1,...,rn y h = 1,..., 7. Luego, utilizando los

nimeros anteriores se sigue la ecuacion

r1 Tn+2 2 n—+2 2
~2 ~9 2 (a - 1) a
e+ F+ )Y gy =na"+1————> — —,

’ ' T T

=1 =1 ¢ m=1 T

m#£L

y a su vez ésta implica la desigualdad

n+2
1 2a rp—1
o< —E —_ 24 .
_(n rm>a+rg+ )

m=1

De esta forma, obtenemos una cota superior para a:

(7.2) a <
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Por consiguiente, de ésta cota obtenemos una cota superior para b:

n+2 ]
1+ T’g(’f’g—l)(z T——n)—l—l
m=1Tm

b<n

Caso B) Para este caso, las condiciones que tenemos tienen la siguiente forma respecti-

vamente:

b=na+1,

a= Zem,l para cada m € {1,...,n+ 2},
=1

ngl,
¢; =0paracadaie {1,... . t}\{¢},y
d; =0 paracada j=1,...,s.

Dichas condiciones aplicadas a la Ecuacién ([7.1)) implican la igualdad

Tn+2

1

2 2 2
E eyt -+ g €2y = na” + 2a.
=1 =1

Ahora bien, definiendo

B a
Em,l = €ml — —
m
para cadam € {1,...,n+2}yl=1,...,r,, obtenemos la ecuacién
71 Tn+2 n+2 o9

a
=2 =2 2
E 61,l+"'+§ Cpiog = NA —|—2a—§ —.
Tm
=1 m=1

=1

De manera inmediata se deduce la desigualdad

n+2 1
og(n—z_>a2+2a,

r
m=1 ™

y posteriormente la siguiente cota superior para a:

(7.3) a <
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Luego, dicha desigualdad implica una cota superior para b:

2
b<n + 1.

n+2 ]_
(E . )

Puesto que en ambos casos las cotas superiores encontradas estan dadas en términos de

n,T1, ..., nta, usando la no negatividad de a (pues por ejemplo £.(F —&,,) > 0) concluimos
que sélo pueden existir un ntmero finito de valores para a y para b. Finalmente, tenemos
que para cadam = 1,...,n+2y [l =1,...,7r,, el entero e,,; tiene un nimero finito de
posibilidades puesto que en ambos casos se satisface que 0 < ', e,,; < a. De esta forma,

concluimos que el conjunto de las curvas (—1) sobre ZL5"™+2 eg finito.

A continuacién probaremos la finitud del conjunto de las curvas (—2) sobre la superficie

Zbsriamt2 - SQeg A la clase de una curva (—2) v supongamos que tal clase no es una compo-
n

nente de la clase anticanénica. Tenemos que existen nimeros enteros a, b, ¢y, ..., ¢, dq, ..., ds,
€115+ --5€1 55 C€n4215 - - End 2,10 tales que
t s 1 Tn+2
N = aCn + bF — E Cigpi — E djSOj — E eugqu — s = E en+27l5qn+2,l'
i=1 j=1 =1 =1
Es importante notar que los enteros ¢;, d; y e, son no negativos para cada 1 = 1,...,¢,
j=1,....,s, m=1,....n+2yl=1,...,r, puesto que respectivamente los nimeros de

interseccion NV.&,,, N'.&,, y N.&,,, son no negativos. De nueva cuenta, utilizando la descom-
posicién de la clase anticandnica de la Proposicién , de la ecuacién NI tsriirpis = 0
n

obtenemos las condiciones

b = na,

T'm

a= Zem,l para cada m € {1,...,n+ 2},
=1

¢; =0paracadai € {1,...,t},y
d; =0paracada j=1,...,s.

Utilizando las ecuaciones anteriores, la condicién N? = —2 nos dice que

Tn+2

T1
2 2 2
E eyt E Cnt2 = NA° + 2.
I=1 =1

Definiendo
- a
Em,l = €ml — —
T'm
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paracadam=1,...,n+2yl=1,...,r,, obtenemos la ecuacion
1 Tn4-2 n+2 9
~2 ~2 — na? 49 a
ClLutr 2 Gy =naT 2= )
=1 I=1 m=1 "

e inmediatamente después se deduce la desigualdad

n+2 1
0<2+[n-— — ] a®
m=1
Asi, a estd acotado superiormente:
2

Consiguientemente, tenemos que una cota superior para b estda dada por

9
n+2 1
(le e )

Del hecho que a es no negativo y de que las cotas superiores anteriores estan en funcion

b<n

de n,71,...,rhao Se sigue que existen un nimero finito de posibles valores para a y para

b. Ademds, la condicién 0 < Y /™ e,,; = a para cada m = 1,...,n + 2 implica que €.,

unicamente puede tomar un numero finito de valores para cualquier m = 1,...,n+ 2y

l=1,...,7,. Con esto, concluimos que el conjunto de las curvas (—2) sobre Z5*"-"nt2 eg

finito. 0
n+2 1

Corolario 7.3. Con la notacion anterior, si Z — es mayor que n, entonces el monoide
m=1 "™

efectivo de ZL5""n+2 es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Sabemos que los conjuntos de las curvas (—1) y (—2) sobre ZLS"-m+2
son finitos por el Teorema Consecuentemente, Eff(Z5%71™+2) eg finitamente generado
por [LHO5| Corolario 4.2, p. 109]. O

3. Propiedad Ortogonal Anticandénica y Consecuencias

El siguiente resultado nos mostrara que bajo la misma condiciéon numérica utilizada para
mostrar la finitud del monoide efectivo, la superficie ZL" - +2 gatisface la propiedad or-
togonal anticandnica.
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n+2

Teorema 7.4. Con la notacion anterior, si g — es mayor que n, entonces ZLSTInt2

m=1 "™

satisface la propiedad ortogonal anticanconica.

DEMOSTRACION. Fijemos un divisor nef H sobre ZL$"-"n+2 que es ortogonal a un
divisor anticanénico y denotemos por H a la clase de H en el grupo de Néron-Severi de
Zbsmrnt2 - Sabemos que existen nimeros enteros no negativos a,b, ¢y, ..., ¢, da, ..., ds,
€115+ Clrps- -1 Cng2 1y -+ Cng2m . de modo que

T'n42

H = aC, + bF — Z &, Zd Eoy — Z 1y, — = Y ens21Eq,iar-
=1

l_
La ortogonalidad de H con la clase anticandnica implica que H es ortogonal a cada una de
las componentes de —/C Stermie de la descomposicion brindada en la Proposicion . Asi,
n

tenemos que se satisfacen las ecuaciones

(7.5) b = na,
(7.6) a:ZemJ para cada m € {1,...,n + 2},

=1

¢; =0paracadai € {1,...,t},y
d; =0paracada j=1,...,s

Ahora bien, puesto que H es una clase nef satisface que H? > 0, asi, se cumple que

71 Tn+2

Zeu +Z Cri2l S

=1

Considerando
. a
Em,l = €ml — —
T'm
paracadam=1,...,n+2yl=1,...,r, se tiene la ecuacion
Tn42 n+2 2
1 ~2 < mna? — a
e1l €nt2, = 1A r
=1 m=1" "
y esto implica la condicion
n+2
1 2
0< [n— E — ] a”.
m=1 T'm
n+2
La hipdtesis E — > n implica que a = 0. De manera inmediata, la Ecuacion ([7.5)) implica
'm
m=1

que b = 0 y puesto que cada sumando que aparece del lado derecho de la Ecuacién ([7.6) es
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no negativo, obtenemos que e,,; = 0 paracadam =1,...,n+2yl=1,...,r,. Por lo tanto,

concluimos que H es la clase nula y consecuentemente que H = 0. U
n+2 1

Corolario 7.5. Con la notacion anterior, si g — es mayor que n, entonces ZLSTIntz
m=1""

es una superficie de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Teorema m puesto que ZbLSTTn42 eg una

superficie anticanénica (ver Proposicién [7.1)) y tiene la propiedad ortogonal anticanénica (ver

Teorema . O

n+2
. ‘ . : 1 .
Corolario 7.6. Con la notacion anterior, si g — es mayor que n, entonces el anillo de

m=1""
Cox de ZLS™ 42 eg finitamente generado.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia del Teorema [3.20] puesto que Z5*™-"n+2 tiene
monoide efectivo finitamente generado (ver Corolario [7.3) y ademds satisface la propiedad
ortogonal anticanénica (ver Corolario [7.4)). O

4. Ejemplos Concretos

En este apartado presentaremos algunos ejemplos concretos de los conjuntos generadores
minimos del monoide efectivo para ciertas clases de superficies Z55""n+2 En adelante,
utilizaremos la notacién utilizada en las secciones anteriores.

El siguiente lema que es una consecuencia del Teorema de Bézout sera utilizado en los

siguientes ejemplos.

Lema 7.7. Sean a y t numeros enteros positivos de modo que 1 < a < 5. En la superficie
ZU3E episte una curva en |aCy + aF| (respectivamente, una curva en |aCy + (a+1)F)) que
pasa por qi 1, por los puntos de un subconjunto de a elementos de {qa1,...,q25} y por los
puntos de un subconjunto de a elementos de {qs1,...,qs5} (respectivamente, pasa por qi 1,
por py, para h € {1,... t}, por los puntos de un subconjunto de a elementos de {qa1,...,q25}
y por los puntos de un subconjunto de a elementos de{qs1,-..,q35}) y que tiene multiplicidad

(@ —1) en q11 (respectivamente, multiplicidad a en gy 1).

Ejemplo 7.8. Sea ¢ un ntumero entero positivo. Consideremos la superficie Zf’3’1’5’5 cuyo
nimero de Picard es igual a (£ + 16). Si no existe una curva en |C} + F| que pasa por
los puntos ¢i11, ¢2; ¥ ¢3; para cualesquier ¢,j € {1,...,5}, entonces el conjunto generador

t,3,1,5,5
Zl

minimo del monoide efectivo de estd dado por las siguientes (253t + 279) clases:

1. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto p; para i =1,...,%,
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2. La clase &,; del divisor excepcional correspondiente al punto o; para i = 1,2, 3,

3. La clase &, , del divisor excepcional correspondiente al punto ¢ 1,

4. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto qg; para l =1,...,5,

5. La clase &, , del divisor excepcional correspondiente al punto g3; para [ =1,...,5,

6. La clase F — &, de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p; para
i=1,....¢

7. La clase F — &, | —&,, de la transformada estricta de la fibra que pasa por los puntos
qi1 Yy 01,

8. La clase F — 37, Eqy1 — &o, de la transformada estricta de la fibra que pasa por los
puntos gz1...,q25 y 02,

9. La clase F — 215:1 Eqs, — Eoy de la transformada estricta de la fibra que pasa por los
puntos gz ...,q35 Yy 03,

10. La clase C; — Zzzl Ep, — Z?:l Soj de la transformada estricta de la curva Cj,

11. La clase C; + F — &, , — &,,, de la transformada estricta de la curva en |C) + F| que
pasa por los puntos ¢ 1 y q2; paral=1,...,5,

12. La clase Cy + F — &, , — &,,, de la transformada estricta de la curva en |C} + F| que

pasa por los puntos ¢ 1 y ¢3; paral=1,...,5.
13. La clase aCi +aF —(a— 1), — 2211 €y, — 2251 Egum, de la transformada estricta
de la curva en |aC} + aF| que pasa por los puntos ¢1,1, @211 - - Q2,100 G3m1s - - - » 3,ma

y que tienen multiplicidad (@ — 1) en el punto ¢, donde a,l;, m; € {1,...,5} tales
que l; # l; y m; # m; cuando @ # j parai,j =1,...,a.

14. La clase aCy + (a + 1)F = &y, —a&y, — D1 Egyy — D5 Eqs.m, de la transformada
estricta de la curva en |aC} + (a+ 1) F'| que pasa por los puntos pu, q1.1, G2.4ys - - - » G214
Q3mys- -+ q3m. ¥ que tiene multiplicidad a en el punto ¢; 1, donde h € {1,...,t} y

a,l,mj € {1,...,5} con l; #1; y m; # m; cuando i # j parai,j =1,...,a.

Observemos que las clases anteriores se encuentran en el conjunto generador del monoide
. £,3,1,5,5 . . . . :
efectivo de Z;77””. Lo que realizaremos a continuacién para mostrar que la lista anterior

£,3,1,5,5
genera a Eff (7]

) es determinar las clases de las curvas (—1) y (—2) que aparecen sobre la
superficie y que son diferentes de las clases que aparecen de forma natural, y posteriormente
utilizaremos el Lema 4.1 de [LHO5]. Comenzaremos estudiando el conjunto de las clases de
las curvas (—2). Sea N la clase de una curva (—2) y supongamos que es diferente de la clase
F — &4, — &, . Existen nimeros enteros a,b, ¢y, ..., ¢, dy,dy,d3, e11,€21,...,€25,€31...,€35

tales que

5 5

t 3
N = CLCl + bF — Z Cigpi — Z djgoj — 61,15(11’1 — Z 62,15[1271 — Z 63,18(1371.
=1 j=1

=1 =1
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Del Teorema [7.2] sabemos que d; = ds =ds = ¢; =0 parai =1,...,t y que b = a, ademds,

tenemos las ecuaciones

5 5
€1,1 = a, E € =a |y E €31 = Q.
=1 =1

Por simplicidad, tomaremos la convencién de que los enteros ey; y e3; que no aparezcan con
un valor asignado explicitamente seran iguales a cero para [ = 1,...,5. Ahora, la Ecuacién

(7.4]) nos dice que a < 2. De este modo, debemos de estudiar tres posibilidades:

I) a = 2. Debido al valor de a de este caso, por simetria bastard con comprobar los

siguientes tres casos:

€2.1 €22 €3,1 €3,2 N2
0 -8

—6

1 1 —4

De esta forma, descartamos las clases que aparecerian en este caso.
ITI) a = 1. Por simetria, es suficiente estudiar tnicamente el caso en que es; = e3; = 1.

Para dichos valores tendriamos que N' = Cy +F — &, , — &g, , — &gy, » ademds, tenemos

3,19
que N? = —2. Sin embargo, tal clase no es la clase de una curva (—2) por hipétesis.
I11) @ = 0. Con este valor de a se seguirfa que N es la clase nula y no tendriamos la clase

de una curva (—2).

. . £3,1,5,5 .
Por lo tanto, tenemos que no existen més clases de curvas (—2) sobre Z] ademas de la

clase F — &, , — &, que aparece naturalmente.

) L . £,3,1,5,5

A continuacién procederemos con el estudio de las clases de curvas (—1) sobre Z;”7.
Sea & la clase de una curva (—1) y supongamos que es diferente de las clases de divisores
excepcionales y de la clase 7 — &, para i = 1,...,t. Existen nimeros enteros a,b,cy, ..., ¢,

d17 d27 d3> €1,1,€21,.--,€25,€31...,€35 tales que

t 3 5 5
&= aCl + bF — E Cigpi - E djgoj - 61715,1171 — E 62715(]2’[ — E 63,18(]31[.
i=1 j=1 =1 =1

De manera similar al caso de las clases de curvas (—2), convendremos que para cualquier
[ =1,...,5los valores de ey; y e3; seran iguales a cero si no estan indicados explicitamente.
Por el Teorema debemos distinguir entre dos diferentes casos:

A) Dentro de este caso distinguiremos entre dos posibles valores por simetria:
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A1) rp = ro = 5. En este caso se tiene que dy = dy = d3 = ¢; = 0 parai = 1,...,t, que

b = a y se tienen las ecuaciones:

WE

5
€11 = a, egr=a—1 'y E €3] = a.
=1

Ademés, la Ecuacién ((7.2) implica que a < 2. De esta forma, debemos de comprobar

=1

tres posibilidades:

A.1.1) a = 2. Por las ecuaciones anteriores bastard con estudiar dos casos:

€21 €3,1 €3,2 &?
1 2 0 -5
1 1 1 -3

De este forma, en este caso no encontrarfamos clases de curvas (—1).

A.1.2) a = 1. Para este valor de a se tiene que es; = 0 para cada | = 1,...,5. Asi,
serd suficiente revisar un tnico caso por simetria. Supongamos que ez; = 1. Se
tiene que £ = C1 +F =&, , — &,

la Proposicién y el teorema de Riemann-Roch.

A.1.3) a = 0. Este valor de a implicaria que £ es la clase nula lo cual no seria posible.

y dicha clase es la clase de una curva (—1) por

A.2) r, = r = 1. Para este caso se tienen las condiciones d; = dy = d3 = ¢; = 0 para

1=1,...;t,b=ay

5 5
el =a—1, E €1 =a Yy E €31 = Q.
=1 =1

De este modo, tenemos que £ tiene la siguiente forma:

5 5
E=aCi+aF —(a—1)E,, — Y €214, — Y 3050,
=1 =1

Luego, puesto que la Ecuacién ([7.2) implica que a < 5, verificaremos los seis casos
posibles:
A.2.1) a = 5. Para el primer valor de a, por la simetria en las condiciones serd suficiente

revisar veintiocho casos que se presentan en la siguiente tabla:

€21 €22 €23 €24 €25 €3,1 €32 €3,3 €34 €35 &?
) 0 0 0 0 ) 0 0 0 0 —41
) 0 0 0 0 4 1 0 0 0 —33
) 0 0 0 0 3 2 0 0 0 —29
) 0 0 0 0 3 1 1 0 0 —27
) 0 0 0 0 2 2 1 0 0 —25
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52

—23
—21
—17
—25
—21
—19
—17
—15
—13
—15
—13
—11

—13
—11

€35

€34

€3,3

€32

€3,1

€25

€24

€23

€22

€21

=1 g‘]a,l

5
l

1 gllQ,z - Z

5
l

Luego, por el Lema tenemos que £ = 5C, +5F —4&;, , —

es la clase de una curva (—1).

A.2.2) a = 4. En esta posibilidad por la simetria de las condiciones sélo debemos de

revisar quince casos que se presentan en la siguiente tabla:

g2
—25
—19
—17
—15
—13

€34

€33

€32

€3,1

€24

€23

€22

€21

96



Capitulo 7. Explosién de ¥, en Puntos sobre el Mayor Ntumero de Fibras
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Por tanto, tenemos que la clase & = 4C, + 4F — 3&,,, — S Eqpy — S Eqy, €8

una de las clases buscadas en vista del Lema [7.71

a = 3. En este caso, por las simetrias de las condiciones bastara con estudiar seis
posibles casos como se muestra en la siguiente tabla:
€2.1 €292 €23 €3,1 €3,2 €3,3 &?

3 0 0 3 0 0 | —13

3 0 0 2 1 0 -9

3 0 0 1 1 1 -7

2 1 0 2 1 0 -5

2 1 0 1 1 1 -3

1 1 1 1 1 1 -1

De nueva cuenta, del Lema se sigue que la clase & = 3C; + 3F — 2&;,, —

3 3 .
Y1 a0 — D11 Egy, s una de las clases requeridas.

a = 2. Para este valor de a bastara con verificar los siguientes tres casos:
€21 €22 €3,1 €3,2 &2
2 0 -5
-3
1 1 —1

Asi, por el Lema se sigue que € =201 +2F — &y, — S v Eant — 2oy s, €5
una de las clases que buscamos.

a = 1. Para este caso serd suficiente verificar una posibilidad gracias a la simetria.
Supongamos que e = e3; = 1. Es claro que £ = C, +F — &,;,, — &,,, es la clase

de una curva (—1) en vista de la Proposicién y el teorema de Riemann-Roch.
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A.2.6) a = 0. Para la tltima posibilidad se tendria que £ es la clase nula y por ello la

descartariamos.
B) Para el segundo caso que se presenta en las clases de curvas (—1), gracias a la simetria
podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢; =1y ¢; =0 para j = 2,...,t. Ademds,

tenemos las igualdades b=a+1,d; =dy=d3 =0y

5 5
€1,1 = a, E € =a |y E €31 = Q.
=1 =1

Observemos que las condiciones anteriores nos dicen que £ tiene la forma
5 5

E=aCi+ (a+1)F =&, —a&y,, — Z €218, — Z €31Eq,.,-

=1 =1
Por otro lado, la Ecuacién ([7.3)) nos dice que a < 5. Atn maés, observemos que la siguiente

igualdad se satisface:

5 5 2
£ = (aCl +aF —(a—1)E, =Y e, — Y e3,l5q3,l> :

=1 =1

En efecto,

5 5 2
82 = ((aC1 +aF — (CL — 1)8(11,1 - Z erlngl — Z 63715(13’[) + (.F — Epl — 81]1,1))
=1 =1
5 5 2
= <a01 +aF —(a—1)E,, =Y e, — Y 63,15q3,1> +2(a—(a—1))+(=1-1)
=1 =1

5 5 2
= (acl + aF — (a - 1>(€Q1,1 - Z eQ,lSt]z,l - Z 63»15%,1) :
=1 =1

De este modo, puesto que a < 5y ZZB:1 ey = a = 215:1 es; son las condiciones que nos
indican todos los casos que debemos verificar, y puesto que la autointerseccion de £ coincide
con la autointerseccion de la clase de la Ecuacién (7.7)), el Caso A.2) y el Lemal[7.7nos indican
las clases de las curvas (—1) que aparecen para cada posible valor de a y que presentamos a
continuacion:
B.1) a = 5. En este caso tenemos que £ = 5C; + 6F — &, —5&,, | — S, Eqoy — S, Eqsy
es la clase de una curva (—1).
B.2) a = 4. Aqui, tenemos que & = 4C; +5F — &, —4E,, — > 1, Eqoy — S gy, €5 UNA
de las clases deseadas.
B.3) a = 3. Laclase £ = 3C, +4F — &, — 3E, — i1 Eay — iy Eas, € una de las
clases que requerimos.
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B.4) a = 2. La clase de la curva (—1) que se obtiene en este caso estd dada por & =
20, +3F — 5171 - 28(11,1 - ZlQ:l g‘h,z - Zl2:1 EQ?),I'
B.5) a = 1. Para tal valor de a se tiene que la clase £ = C, +2F =&, — &, , — €&

q2,1

- 8%,1
es una de las clases deseadas.

B.6) a = 0. Este caso se descartaria por si mismo ya que implicaria que £ es la clase nula.

De esta manera, hemos determinado todas las clases de curvas (—1) que pueden aparecer.

Ejemplo 7.9. Consideremos tres rectas Li, Ly v L3 en el plano proyectivo P? que se inter-

sectan en un punto p. Consideremos un punto ¢;; en L; diferente de p y consideremos cinco

rectas [y, ..., l5 diferentes de L; que pasan por ¢; ;. Luego, sean g2, el punto de interseccion
de l; con Ly y g3, el punto de intersecciéon de l; con Lz para cada ¢ = 1,...,5. Sea S la
superficie obtenida de la explosién de P? en los puntos p, i1, q2.1,-- -, q2.5, Q3,15+ - -, 3.5, €N

los puntos o1, 02 y 03 infinitamente cercanos a p en las direcciones de las rectas Ly, Lo y L3
respectivamente y en ¢ puntos py, ..., p; (donde ¢ es un nimero entero positivo) infinitamente
cercanos a p en direcciones distintas a las de las rectas L; y [; parai=1,2,3y j=1,...,5.
Notemos que el nimero de Picard de S es igual a (¢ + 16). En la Figura se muestra la

configuracién de los puntos ordinarios en P? que estamos considerando.

FicuraA 7.3. Configuracion de puntos en tres rectas.

: . 3,155
Puesto que la superficie S no es otra cosa que la superficie Z;

en una especializacion de
los puntos considerados, utilizando un anélisis similar al del ejemplo anterior podemos deter-
minar el conjunto de las clases de curvas (—1) y de curvas (—2) sobre S y consecuentemente
al conjunto generador minimo del monoide efectivo Eff(S) de S. En efecto, al denotar por
& a la clase de la transformada total de una linea genérica en P2, se tiene que el sistema
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generador minimo de Eff(.S) esta dado por las (127¢ + 148) clases de la lista que presentamos

a continuacion:

100

—_

—
e

—_
—_

12.

13.

e B A T

. La clase &,, del divisor excepcional correspondiente al punto p; para i =1,...,¢,

La clase &,, del divisor excepcional correspondiente al punto o; para i = 1,2, 3,
La clase &,

1., del divisor excepcional correspondiente al punto g1,

La clase &,

4. del divisor excepcional correspondiente al punto gz, param =1,...,5,

La clase &, ,, del divisor excepcional correspondiente al punto g3, param =1,...,5

La clase & — &, — &

0. — &0, de la transformada estricta de la recta L,

La clase & — &, — anzl Eqp.n — oy de la transformada estricta de la recta Lo,

La clase & — &, — Zil:l Eqs.m — Eoy de la transformada estricta de la recta Ls,

La clase & — &, , — &4, — &g;, de la transformada estricta recta [; para ¢ =1,...,5,
Laclase &, — >\, &), — 25:1 &, de la transformada estricta del divisor excepcional

correspondiente al punto p,

. La clase & —&,—&,, de la transformada estricta de la recta que pasa por p en direccién

de p; parai =1,...,1,
La clase a&y — (a—1)E, , — 211 € — 251 &

por los puntos qi.1, Ga.nys - - - @2,nas 3mys - - - » @3,me ¥ que tiene multiplicidad (a —1) en

3.m; de una curva de grado a que pasa
el punto ¢y 1, donde a € {1,2} y n;,;m; € {1,...,5} son tales que n; # n; y m; # m,;
cuando i # j, y n; # m; parai,j = 1,a.

La clase (a+1)&0—&,—&p, —a&q,, =D i1 &g,
(a+ 1) que pasa por los puntos p, pn, ¢1.1, @nys- - - > Qs Qmys - - - 43,me ¥ QuE tiene
multiplicidad a en el punto ¢ 1, donde a € {1,2}, h € {1,...,t} yn;,m; € {1,...,5}

satisfacen que n; # n; y m; # m; cuando @ # j, y n; # m; para ¢,j = 1, a.

a
= e &g, de una curva en de grado



CAPITULO 8

EXPLOSION DE ¥, EN PUNTOS COLINEALES

En este capitulo presentaremos otra de nuestras construcciones de superficies racionales an-
ticanonicas que tienen nimeros de Picard tan grandes como uno decida, cuyos monoides efec-
tivos son finitamente generados y que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica. En par-
ticular, sus anillos de Cox son finitamente generados. Después de discutir el comportamiento
de la explosién del plano proyectivo P? en un nimero finito de puntos colineales y su relacién
con la superficie de Hirzebruch >, introduciremos el concepto de puntos colineales para una
superficie de Hirzebruch (ver Definicién y explotando puntos en tal configuracién con-
struiremos nuestras superficies. Posteriormente, en la segunda seccién mostraremos la finitud
del monoide efectivo (ver Teorema mientras que en la tercera seccién mostraremos que
tales superficies satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teorema. Como con-
secuencia, tales superficies serdn de Harbourne-Hirschowitz (ver Corolario y sus anillos
de Cox seran finitamente generados (ver Corolario . Ademas, el sistema lineal completo
asociado a cada divisor nef no nulo ser4 libre de puntos base (ver Teorema 8.4). Es importante
mencionar que a diferencia de los capitulos anteriores en este capitulo no fijaremos condi-
cién numérica alguna para asegurar la finitud del monoide efectivo y el cumplimiento de la
propiedad ortogonal anticandnica, en cambio, presentaremos el conjunto generador minimo
del monoide efectivo de dichas superficies y una descomposicién para cada clase efectiva. Para
finalizar el capitulo, presentaremos algunos ejemplos de una descomposicién de ciertas clases
efectivas sobre tales superficies utilizando la descomposicion brindada por nuestro resultado y

mostraremos que la efectividad de tales clases no puede ser obtenida como una consecuencia

del teorema de Riemann-Roch (ver Ejemplos [8.8] [8.9)y [8.10).
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1. Construccién

1. Construccion

En esta seccién construiremos una clase de superficies racionales anticanénicas a partir de
una superficie de Hirzebruch y que viene motivada de la explosién del plano proyectivo P2
en un conjunto finito de puntos colineales.

Para un nimero entero positivo r, consideremos r puntos pi, ps, . . ., pr de P? que son coli-
neales y denotemos por L a la linea recta que los contiene. Al considerar la explosion de
P? en p;, la superficie obtenida no es otra cosa que la superficie de Hirzebruch 3; donde el
divisor excepcional es precisamente la curva negativa C; y donde la transformada estricta L
de L es una fibra en ¥; que contiene a los puntos ps, ..., p,. De esta forma, podemos pensar
que la explosién de P? en un conjunto de r puntos colineales puede obtenerse de la explosién
de ¥ en un conjunto de » — 1 puntos que se encuentran sobre la misma fibra de manera
que ninguno de ellos se encuentra sobre la curva negativa. Lo anterior sugiere introducir la

siguiente definiciéon para extender la nocién de colinealidad en X2,,.

Definicién 8.1. Sea n un entero no negativo. Un numero finito de puntos de 3, son
colineales si todos ellos estan contenidos en una fibra o todos ellos estan contenidos en

la curva C,,.

F(0)

F(0) nZl

n Z 1 F1(0) F5(0) F5(0) F.(0)

Ficura 8.1. Configuraciones de puntos colineales en ,,.

Realizaremos algunos comentarios sobre la definicién anterior respecto a las posibilidades
de un conjunto de puntos colineales en ¥,,. En el caso que los puntos se encuentren sobre la
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curva C),, no tenemos mucho que decir en cuanto a posibilidades se refiere. Ahora, hablemos
del caso en que los puntos se encuentran sobre una fibra. En el caso en que los puntos se
encuentren en Xy, puesto que siempre es posible encontrar una curva linealmente equivalente
a Cy que pase por un punto dado, siempre podemos suponer que uno de nuestros puntos se
encuentra sobre la curva Cj. Para el caso en que los puntos se encuentren sobre 3, cuando
n > 1, puede suceder que ningin punto se encuentre sobre C,, o bien que algin punto se
encuentre sobre C,,. La Figura muestra los posibles casos que acabamos de discutir.
Ahora, denotaremos por Y, a la explosién de la superficie de Hirzebruch ¥, en r puntos
D1, D2, - - -, Pr que son colineales, donde n es un nimero entero no negativo y r es un nimero
entero positivo. Puesto que en este caso estamos trabajando con un mismo tipo de puntos,
por simplicidad denotaremos a la curva excepcional correspondiente al punto p; por E; y a
su clase por &; para cada ¢ =1,...,r. El grupo de Néron-Severi de Y, estd generado por las

clases
C’ru ]:) _517 I _5’/‘7

ademds, notemos que por construcciéon Y, es una superficie racional cuyo nimero de Picard
p(Y.") es igual a (r+2). Una de las propiedades que tienen este tipo de superficies es que son

anticanonicas. En efecto, el préximo resultado confirma este hecho.

Proposicion 8.2. Con la notacion anterior, la superficie Y, es anticanonica. Ademds, pode-
mos escribir a la clase anticandnica —Ky, utilizando (r+2) clases de curvas racionales lisas

de la siguiente forma:

1. Si todos los puntos estan contenidos en una fibra de ¥, entonces

Ky =2(Co— &) +2(F =D &) +3E+ ) &,

j=1 j=2

2. Si todos los puntos estan contenidos en una fibra de ¥, donde n > 1, y ninguno de

ellos se encuentra contenido en la curva negativa C,,, entonces

—Kyy =2C,+ (n+2)(F =) &)+ (n+1)) &
j=1 j=1
3. Si todos los puntos estan contenidos en una fibra de ¥, donde n > 1, y el punto py

esta contenido en la curva negativa C,, entonces

Ky =2Co— &)+ n+2)(F =D &)+ n+3)E+(n+1)) &
j=1 =1
i#k
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4. Si todos los puntos estan contenidos en la curva C,,, entonces

Ky =20Co =) E)+(n+2)(F=E)+(n+3)E+ ) &

j=1 j=2
DEMOSTRACION. En cada caso, los elementos que aparecen del lado derecho de las igual-
dades son las clases de las transformadas estrictas (Tn y F de la curva C, y de una fibra
adecuada respectivamente (para los Casos 1, 2 y 3 la fibra que contiene a todos los puntos, y
para el Caso 4 la fibra que contiene al punto p;), y de las clases de las curvas excepcionales.
Por tanto, cada una de las clases anteriores es efectiva. Luego, utilizando la Proposicion [1.34

tenemos que para cada caso la descripcion anterior es la clase anticanénica —/Cyr. U

FIGURA 8.2. La superficie Y, .

2. Finitud del Monoide Efectivo

A diferencia de las superficies estudiadas en los capitulos anteriores, lo que probaremos
a continuacion es que el monoide efectivo de Y, es finitamente generado sin fijar alguna
condicién numérica, presentaremos su conjunto generador minimo y una descomposicion
explicita para cada clase efectiva. Como podra verse, las clases de las curvas negativas que
aparecen de forma natural en la construccion de la superficie serdn suficientes para generar
todo el monoide Eff(Y)).
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Teorema 8.3. Con la notacion anterior, el monoide efectivo Eff(Y") de Y. es finitamente

generado. Ademdas, se tienen los siguientes casos:

1.

D —

Si todos los puntos estdn contenidos en una fibra de X, entonces el conjunto generador

minimo de Eff(Y]') consta de las siguientes (2r + 1) clases:

(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <,

(b) La clase F — Z;zl &; de la transformada estricta de la fibra que contiene a todos
los puntos, y

(¢) La clase Co — &; de la transformada estricta de una seccion que pasa por el punto
pi para 1 <@ <.

Ademds, si D = aCy + bF — c1&E1 — - -+ — ¢, es una clase efectiva sobre Y donde

a,b,cy,...,c. son numeros enteros y es diferente a las clases anteriores, entonces

r—1

ci(Co— &)+ (a—=Y ¢)(Co—&)+b(F— isj) + bigj +(a+b— ch)gr.

1 j=1 j=1 j=1 j=1

ﬁ
I
—

r

J

2. Si todos los puntos estin contenidos en una fibra de X, donde n > 1, y ninguno de

ellos se encuentra contenido en la curva negativa C,, entonces el conjunto generador

minimo de Eff(Y") es conformado por las siguientes (r + 2) clases:

(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <,

(b) La clase F — 22:1 &; de la transformada estricta de la fibra que contiene a todos
los puntos, y

(¢) La clase C,, de la transformada estricta de la curva negativa C,,.

Ademdas, si D = aC,, + bF — ;&€ — -+ — ¢.&, es una clase efectiva sobre Y, donde

a,b,cy,...,c. son numeros enteros y es diferente a las clases anteriores, entonces
D=aCy+b(F =D &)+ > (b—c)&
j=1 j=1

Si todos los puntos estdn contenidos en una fibra de %, donde n > 1, y el punto py
estd contenido en la curva negativa C,, para algin k € {1,... 1}, entonces el conjunto
generador minimo de Eff(Y") estd formado por las siguientes (r 4+ 2) clases:
(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <,
(b) La clase F — Z;Zl &; de la transformada estricta de la fibra que contiene a todos
los puntos, y

(¢) La clase C,, — & de la transformada estricta de la curva negativa C,,.
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Ademas, si D = aC,, + bF — ;& — -+ — ¢.&, es una clase efectiva sobre Y, donde
a,b,cy,...,c. son numeros enteros y es diferente a las clases anteriores, entonces
D = a(C, — &) + b(F — ZS +Z )& + (b4 a — cr)&p
J#k

4. Si todos los puntos estdn contenidos en una curva C,, (dnica si n > 1), entonces el
conjunto generador minimo de Eff(Y") se conforma por las (2r + 1) clases de la lista
que se presenta a continuacion:

(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <,

(b) La clase C,, — 375, & de la transformada estricta de la curva G,

(¢) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p;
para 1l <7 <r.

Ademdas, si D = aC,, + bF — c1&E — -+ — ¢, es una clase efectiva sobre Y, donde

a,b,cy,...,c. son numeros enteros y es diferente a las clases anteriores, entonces
r r—1 r—1 r—1 r
=a(Ch =Y ENH+D G(F=E)+ 0= c)(F=&)+a) E+(a+b=> ¢)E
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

DEMOSTRACION. En todos los casos se tiene que el monoide generado por los respectivos
elementos propuestos esta contenido en el monoide efectivo de Y," pues dichos elementos
son clases de divisores primos. Ahora, consideremos una clase efectiva D sobre Y. Existen
numeros enteros a, b, cq,...,c. tales que D = aC,, + bF — ;&1 — - - - — ¢,.&.. Ademas, supon-
dremos que dicha clase es diferente a los elementos de la lista de generadores propuestos en

cada caso y sin pérdida de generalidad que es irreducible.

Caso 1. [Los puntos estan sobre una fibra de ¥y] Comencemos observando que los nimeros
enteros a — Z;Zl ¢j, ¢ y b— ¢; son no negativos debido a que los nimeros de interseccion

D.(]—"—Z;zl &), D.E y D.(Cy—E&;) son mayores o iguales que cero para cualquieri = 1,...,7.

]

Por otro lado, tenemos que D puede escribirse de la siguiente manera:

r—1
S ei(Co— &) Zc] )+ b(F — ZS +b28+ a+b—2cj -
j=1

y ademads, tenemos que los coeficientes en la representacion anterior son no negativos.

Caso 2. [Los puntos estédn sobre una fibra de ¥, y ninguno de ellos esta en C,,, donde

n > 1] En este caso podemos escribir a D como

aCp +0(F = &)+ > (b—c))E;,
j=1 j=1
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y cada coeficiente es un nimero no negativo puesto que D.(F — 377 &) = a — Y1 ¢j,

D.C, =b—nay D.E = ¢; son no negativos para cualquier t = 1,...,7.
Caso 3. [Los puntos estdn sobre una fibra de ¥,, y el punto py estd en C,,, donde n > 1]
Bajo las condiciones de este caso tenemos que los nimeros de intersecciéon D.(F — > 7, &),

D.(C,, — &) v D.&; son no negativos lo cual implica que a — > "

i=1Gj >0,queb—na—c, >0

y que ¢; > 0 para todo ¢ = 1,...,r. Luego, podemos escribir a D como
a(Cp — &) +WF =D EN+ D (b= )&+ (b+a—cp)éx
j=1 j=1
ik
donde se tiene que cada coeficiente en dicha descomposicion es no negativo.

Caso 4. [Los puntos se encuentran sobre €] Por iltimo, tenemos que en este caso la

siguiente descomposicion de D tiene coeficientes que son no negativos:

r r—1 r—1 r—1 r
alCh =D EN)+ Y (F=E)+ (b= ¢)F=&)+ad &+ (a+b—> ¢)E.
j=1 j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

En efecto, tenemos que los niimeros enteros D.(C, — >, &) =b—na—>7"_ ¢;, D.& = ¢

y D.(F — &;) = a — ¢; son no negativos para cualquier i = 1,...,r. O

3. Propiedad Ortogonal Anticandnica y Consecuencias

Utilizando la descomposicion de la clase anticandnica en cada uno de los posibles casos y
sin fijar condicién numérica alguna, a continuacion probaremos que estas superficies tienen
la propiedad ortogonal anticanénica. Como consecuencia a este hecho tendremos que dichas
superficies son de Harbourne-Hirschowitz y que sus anillos de Cox son finitamente generados.
Ademas, probaremos que el sistema lineal completo asociado a cada divisor nef no nulo es

libre de puntos base.

Teorema 8.4. Con la notacion anterior, Y, satisface la propiedad ortogonal anticandnica.
Ademas, si H es un divisor nef no nulo sobre Y., entonces el sistema lineal completo |H| es

libre de puntos base.

DEMOSTRACION. Sea H un divisor nef sobre Y". Denotaremos por H a la clase de H
en NS(Y”) y consideraremos nimeros enteros no negativos a,b,cy, ..., ¢, tales que H =
aC, + bF — Z;:l c;&;. Para cada posible caso de puntos colineales, mostraremos en primer
lugar que si H es ortogonal a un divisor anticanénico — Ky, entonces H es el divisor cero. En
segundo lugar, mostraremos que si H es no nulo, entonces necesariamente H intersecta a un
divisor anticandnico al menos en dos ocasiones. Para ello, consideraremos la descomposicion
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de la clase anticanoénica encontrada en la Proposicion para cada uno de los posibles casos

de puntos colineales.

Caso 1. [Los puntos estdn sobre una fibra de ¥] Asumamos que —Ky;.H = 0. Usando la
descomposicion de la clase anticanénica, de la ecuacion —Kyr.H = 0 se siguen las igualdades
(Co=&)H=0,(F=>_,&)H=0y&H=0 para cualquier i € {1,...,r}, esto implica
respectivamente que b—c; = 0, que a—Z?Zl ¢; =0y que ¢; = 0 para cualquieri € {1,...,7}.
Por lo tanto, tenemos que cada coeficiente de ‘H es igual a cero y con ello que H es la clase
nula. Asi, H = 0.

Ahora, supongamos que H es diferente del divisor cero. Consecuentemente, tenemos que
el numero de interseccién de —ICyor y H es al menos uno. Probaremos que —leor.’l-l =1noes
posible. Supongamos que —Kyr.H = 1, luego, el nimero de intersecciéon de H con sélo una de
las componentes de —Ky; serfa igual a uno mientras que los demds ntimeros de interseccion
deberian ser iguales a cero. Debido a los coeficientes que aparecen en las componentes de
—Ky;, la tinica posibilidad es que existiese i € {2,...,7} de modo que &H =1, & H =0
para j € {1,...,7}\{i}, (Co — &) H = 0y (F =2, &)H = 0. Esto implicarfa que

H = Cy — &, pero esta no es una clase nef. Por lo tanto, concluimos que —Kyr H > 2.

Caso 2. [Los puntos estan sobre una fibra de 3, y ninguno de ellos estd en C,,, para
n > 1] Supongamos que H es ortogonal a —Kyr. Esto implica que el nimero de interseccién
de H con cada componente de —Ky. es igual a cero, es decir, tenemos que C,.H = 0, que
(F=221&)MH =0y que &H = 0 para todo i € {1,...,7}. De esta forma, tenemos

respectivamente las igualdades b = na, a — Z;Zl

¢ =0y ¢ =0paracadaie {1,...,r},
como consecuencia se tiene que H es igual a la clase nula y esto conlleva a que H = 0.

En el caso que H # 0 tenemos que —Kyr.H > 1. Ahora bien, supongamos que se cumple
la igualdad —Kyr-.H = 1. Dicha hipdtesis implicaria que el ntimero de intersecciéon de H
con alguna de las componentes de —Kyr es igual a uno mientas que los demds ntimeros de
interseccion serian iguales a cero, pero esto no podria suceder debido a los coeficientes en la

descomposicién de la clase anticanénica. Asi, se tiene que —Kyr.H > 2.

Caso 3. [Los puntos estédn sobre una fibra de ¥,, y el punto py estd en C,,, para n > 1]
Comencemos asumiendo que H es ortogonal a —Ky-. Utilizando la descomposicién de la
clase anticanonica para este caso, la hipétesis de que H y —Ky; son ortogonales implica las
igualdades (C,, — &) H =0, (F =351 &) H =0y &H =0 para cadai € {1,...,7r}, en
otras palabras, tenemos que b = na + ¢, a — 23:1 ¢;j =0y ¢ =0paratodoi e {l,...,r}.
De esta forma, se tiene que H es nula y consecuentemente que H es igual al divisor cero.

Enseguida, asumiremos que H no es el divisor cero y mostraremos que necesariamente
—KyrH > 2. 51 =Ky, H = 1, entonces el niimero de interseccién de H con sélo una de las
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componentes de —Ky serfa igual a uno mientras que el resto de los niimeros de interseccién
tendrian que ser iguales a cero, sin embargo, de forma similar al caso anterior, este hecho
no podria suceder debido a los coeficientes que aparecen en la descomposicién de la clase

anticandnica. De este modo, —Kyr.H > 2.

Caso 4. [Los puntos se encuentran sobre C,] Supongamos que igualdad —Kyr.H = 0 es
verdadera. De esto se sigue que el nimero de interseccion de H con cada componente de —Ky-r

es igual a cero, es decir que tenemos las igualdades (C, —>7_, &) H =0, (F = &) H =0y

& H =0paratodoi=1,...,r, yesto asuvez implica respectivamente que b = na+2§:1 c;,
que a —c; =0y que ¢; =0 para cada ¢t = 1,...,r. Por consiguiente, H es la clase nula y con
ello H = 0.

Ahora bien, si H # 0, entonces se sigue que —Ky-.H > 1. Ain mdés, tenemos que la
igualdad —Ky;.H = 1 no puede satisfacerse. En efecto, la condiciéon —Kyr.H = 1 implicaria
que el nimero de interseccién H con sélo una de las componentes de —Ky;» deberia ser igual
a uno y que los nimeros de intersecciéon con las otras componentes deberian ser iguales a
cero. La tnica posibilidad que podria ocurrir es que existiese i € {2,...,r} de modo que
EHMH=1,EH=0paratodoi € {1,...,r}\{i}, (C,—> i, &) H =0y (F—&)H=0. De
esta forma, se tendria que H = F — &;, pero esta no seria una clase nef. Consecuentemente,

tenemos que —/Cyr. H > 2.

Por lo tanto, en cada uno de los posibles casos tenemos que Y, satisface la propiedad
ortogonal anticanénica y ademas que el nimero de interseccion de cada divisor nef no nulo
con un divisor anticanénico es al menos dos. Finalmente, por el Teorema III.1 (a) de [Har97]
concluimos que el sistema lineal completo asociado a cada divisor nef no nulo es libre de

puntos base. 0
Corolario 8.5. Con la notacion anterior, la superficie Y, es de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. La Proposicién nos dice que Y, es una superficie anticanénica mien-

tras que el Teorema[8.4] que satisface la propiedad ortogonal anticanénica. Asi, por el Teorema
se concluye el resultado. O

Corolario 8.6. Con la notacion anterior, el anillo de Cox de'Y, es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Por el Teorema tenemos que el monoide efectivo de Y, es fini-
tamente generado y el Teorema [8.4] asegura que Y, satisface la propiedad ortogonal anti-
canénica. El resultado se sigue del Teorema [3.20 O

Observacion 8.7. Ottem muestra en [Ott11] que el anillo de Cox de la superficie obtenida
como la explosién del plano proyectivo P? en puntos colineales es finitamente generado. El
109



4. Ejemplos de Clases Efectivas

resultado anterior recupera este resultado y lo extiende para las superficies que se obtienen

como la explosion de una superficie de Hirzebruch en puntos colineales.

4. Ejemplos de Clases Efectivas

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos de una descomposicién de clases efecti-
vas de la superficie obtenida como la explosién de una superficie de Hirzebruch en puntos
colineales utilizando la descomposicién encontrada en el Teorema [8.3] Es importante obser-
var que la efectividad de las siguientes clases no es una aplicacién directa del teorema de
Riemann-Roch. Cabe aclarar que por simplicidad, si D es una clase efectiva sobre Y, en-
tonces h'(Y,", D) denotard la dimensién del i-ésimo grupo de cohomologia de las secciones
globales correspondientes a la gavilla invertible asociada a un divisor efectivo en la clase de
D parat=1,2,3.

Ejemplo 8.8. Con la notacion del Teorema 8.3, para el Caso 1, los siguientes elementos de

NS(Yy') son efectivos:
r(r+1)(2r+1)

1. La clase D = Co — Z;Zl 7%&;. Usando la descomposicién del Caso 1
del Teorema [8.3 podemos escribir
D = j2<CO — 5]) + T'Z(Co — gr),

1

[y

J
y de esto tenemos que D es una clase efectiva. Ahora bien, del calculo obtenido de
utilizar el teorema de Riemann-Roch no podemos determinar si ésta es una clase
efectiva. En efecto, tenemos que h*(Yy, D) = 0 pues F es nef y F.(Ky; — D) < 0.

Asi, tenemos que

ho()/()Tvp) - hl(YOTvp) =1+ % <Z<]2 - ]4)>

j=1
y el nimero que aparece del lado derecho es negativo si r > 2.
2. Laclase D = (r* —1)Co + F — 22:1 r&;. Utilizando la descomposicion del Caso 1 del
Teorema [8.3] tenemos que D es una clase efectiva pues
r—1 T r—1
D= r(Co—E)+(r—1Co—E)V+(F=Y &)+ &,
j=1 j=1

j=1

Ahora, intentemos utilizar el teorema de Riemann-Roch para deducir la efectividad
de la clase D. Observemos que h*(Yy, D) = 0 pues F es nef y F.(Ky; — D) < 0. Se
sigue que
1
WY D)~ WY, D) = 14 S (37— —2)
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y la expresion del lado derecho de la ecuacion anterior es negativa si r > 4.

1
3. La clase D = #CO + F— Z;Zl j&;. Por el Caso 1 del Teorema , puesto que

—_

r—

D=) jlCo—&)+r(Co—E)+(F-D &)+ &,
j=1 j=1

J=1

se sigue que D es una clase efectiva. Intentemos llegar a esta conclusién usando el
teorema de Riemann-Roch. Comencemos notando que h*(Yy, D) = 0 pues F es nef y

F.(Ky; —D) < 0. De esta forma, tenemos que

WY, D) — hNY, D) =1+ % (27"(7“ +1)+2— i(j +j2)> ,

j=1
y puesto que el nimero de la derecha es negativo si r > 5, no podemos concluir la
efectividad de D.

Ejemplo 8.9. Con la notacion del Teoremal8.3, para los Casos 2 y 3, los siguientes elementos
de NS(Y,) son efectivos:

1. Laclase D =C, + F — Z;Zl &;. Usando en Teorema , para el Caso 2 tenemos que

D=Co+ (F-) &),
j=1
y para el Caso 3 tenemos que

T

D= (Co— &)+ (F=) &) +&.
j=1
De este modo, en ambos casos D es efectiva. Sin embargo, al intentar conseguir infor-
macion de la efectividad usando el teorema de Riemann-Roch no podremos concluir
algo. Sabemos que h*(Y,),D) = 0 pues F es nef y F.(Kyr — D) < 0. Consecuente-

mente,
h0<Yr:7D) - hl(ngp) = 4—n—r,

y el lado derecho de la ecuacion es negativo cuando n +r > 5. Por ejemplo, si r > 5,
entonces 4 —n — r es un entero negativo para cualquier n.
2. Laclase D =C,, +rF — Z;Zl j€;. En ambos casos, D es una clase efectiva: en efecto,

por el Teorema [8.3] para el Caso 2

D=C,+r(F— Zgj) + Z(r - 9E;j,
=1 =1
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y para el Caso 3

=Con—E)+1(F=)_EN+D (r=7&+(r+1-kE
=1 =1
! §¢k
Sin embargo, el teorema de Riemann-Roch no puede confirmarnos que dicha clase sea

efectiva. Tenemos que h*(Y,",D) = 0 ya que F es nef y F.(Kyr —
como

D) < 0. Luego,
1
WY, D) = (Y7, D) = 1 5 (+ 1)

r
2——-)— n)
5)
y el lado derecho de la ecuacion es negativo si r > 4, no podemos concluir la efectividad
del elemento D.

La clase D = C, + r*F — Z;Zl J%&;. La efectividad de esta clase se sigue del Teorema
B.3] En efecto, para el Caso 2 se tiene que

D=0C,+r*(F — ZSj) + Z(T’Q - %€,
=1 =1

y para el Caso 3 se tiene que

= (Cp — &) +7*(F — ZT:EJ-) + Zr:(ﬁ — &+ (P +1-K)E

j=1 j=1

itk
Ahora, intentemos utilizar el teorema de Riemann-Roch para confirmar la efectividad
de D. Del hecho que F es nef y que F.(Kyr —

D) < 0 se sigue que h*(Y,", D) = 0. Asi
=22 L3
24
7j=1
y tenemos que el lado derecho de la ecuacion es negativo en general, por ejemplo, si
r> 2.

WY, D) — h'(Y], D

Ejemplo 8.10. Con la notacién del Teorema [8.3] para el Caso 4, los siguientes elementos de
NS(Y,7) son efectivos:

1. La clase D = C,, + (r — 1)F — 25:1 &;. Usando la descomposicién obtenida en el
Teorema para el Caso 4 tenemos que

Ze +T2:]-" &)+ iej.

Jj=1 Jj=1

Por lo tanto, D es efectiva. Ahora bien, observemos que el teorema de Riemann-Roch

no puede brindarnos dicha conclusién: se tiene que h*(Y", D) = 0 pues F es nef y
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F.(Kyr — D) < 0. De este modo, se sigue que
hO(Y;’D) - hl(YnT7D) =r—n

y el lado derecho de la ecuaciéon es negativo si n > r + 1.
2. Laclase D =C, + (r? = 1)F — >_7_, r&;. Puesto que

= (Cn— igj)—f—iT(/—"—g]) —|—(7“— 1)(f—8r> +i(€j,

el Caso 4 del Teorema|[8.3]implica que D es una clase efectiva. Desafortunadamente, el
teorema de Riemann-Roch no puede darnos tal conclusién: tenemos que h*(Y,", D) = 0

debido a que F es nef y que F.(Kyr — D) < 0. De esta manera, sucede que
1
RO(Y! D) — ' (Y], D) =1+ 5(37‘2 — 73— 2n—2)

y tenemos que el lado derecho de la ecuacién es negativo en general, por ejemplo,
cuando r > 4.

3. Laclase D =C, + 3rF — > 12, h E; —r&,. Del Caso 4 del Teorema se sigue que D
es una clase efectiva puesto que

r r—1 r—1
=(Co =Y ENHD (F=E)+@r+D)(F-E&)+ > &+ (r+2)&,.

Jj=1 Jj=1 Jj=1
Sin embargo, el teorema de Riemann-Roch no puede llegar a la misma conclusion:
como F es nef y F.(Kyr —D) < 0 se sigue que h*(Y;", D) = 0. De esta forma, tenemos
que

RO(Y, D) — A (Y D) =1+ %(97“ +4 —1r? —2n)
y en general, el lado derecho de la ecuacién es un nimero negativo, por ejemplo,
cuando r > 10.
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CAPITULO 9

EXPLOSION DE X, EN UNA CADENA

Hasta ahora, todas las superficies que hemos construido y estudiado en los capitulos an-
teriores han provenido de explotar puntos ordinarios en una superficie de Hirzebruch. En
este capitulo, la familia de superficies que presentaremos provendra de explotar la superfi-
cie de Hirzebruch ¥, en puntos infinitamente cercanos, concretamente, en una cadena en
la direccion de una curva Cj. La primera seccion de encargard de recordar las nociones de
constelacién y de cadena que seran utilizadas para la construccién de nuestras superficies en
este capitulo y en el préximo. La segunda seccion de encargard de la construccion de nuestras
superficies que son anticandnicas y que pueden tener niimeros de Picard muy grandes. En la
tercera seccién mostraremos la finitud del monoide efectivo (ver Teorema mientras que
en la cuarta seccién que tales superficies satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica (ver
Teorema . Como consecuencias de los hechos anteriores, los sistemas lineales completos
asociados a los divisores nef no nulos serén libres de puntos base (ver Teorema y tales
superficies tendrén anillos de Cox finitamente generados (ver Corolario[9.6). Cabe mencionar
que no sera utilizada condicion numeérica alguna para probar las propiedades anteriores, que
serd presentado el conjunto generador minimo para el monoide efectivo de tales superfi-
cies y ademas una descomposicion para cada clase efectiva. En la quinta y ltima seccion
presentaremos algunos ejemplos de una descomposicién de clases efectivas en términos del
conjunto generador minimo que hemos encontrado y mostraremos que la efectividad de tales
clases no puede obtenerse de aplicar el teorema de Riemann-Roch (ver Ejemplo . Los

resultados presentados en este capitulo se basan principalmente en el trabajo [DFFLU16].
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1. Constelaciones y Cadenas

En este breve apartado revisaremos los conceptos de constelacion y cadena que seran
utilizados en la préxima seccion y en la Seccion (1] del Capitulo para la construccion de
superficies racionales anticandénicas con nimeros de Picard que pueden ser muy grandes,
cuyos monoides efectivos son finitamente generados y que ademas satisfacen la propiedad
ortogonal anticanodnica.

Consideremos una superficie proyectiva lisa S definida sobre un campo algebraicamente
cerrado y fijemos un punto p de S. Denotaremos S = S; y ¢; = {p}. A partir de p realizaremos
la siguiente construccién: fijemos un nimero entero positivo r. Consideremos la superficie Sy
obtenida de la transformacién monoidal de S; en p;, luego, definimos ¢; como un conjunto
finito no vacio de puntos de S de modo que cada punto estda en el divisor excepcional
correspondiente al punto p;. A continuacién, tomamos la superficie S5 obtenida de la iteracion
de las transformaciones monoidales de los elementos de ¢5. Definimos el conjunto ¢3 como un
subconjunto finito no vacio de puntos de S3 de modo que cada uno de ellos se encuentre en
alguno de los divisores excepcionales generados por los puntos de ¢;. Continuando de manera
inductiva, para cada ¢ = 2,...,r tenemos que ¢; es un subconjunto finito de puntos de la
superficie S; de modo que cada punto de dicho conjunto se encuentra en el lugar excepcional
obtenido de considerar de manera iterada las transformaciones monoidales en los puntos de
Ci—1-

Una constelacién ¢ con origen p es ¢ = J;_, ¢;, donde ¢; = {p} y ¢ estd definido de la
manera anterior para cada ¢ = 2,...,r. Ahora bien, en el caso en que para cada:=1,...,r
sucede que ¢; consiste de un tinico elemento, ¢ es una cadena. Algunos ejemplos de superficies

construidas a partir de constelaciones pueden consultarse en los trabajos [Lah10] y [Cer12].

2. Construccion

El siguiente tipo de superficies que vamos a construir se obtendra al considerar la explosién
de la superficie de Hirzebruch ¥, una cadena en direccién de una curva Cj,.

Sea r un nimero entero positivo. Comencemos fijando un punto p = p; que se encuentra en
Yo y tomemos la explosion de dicha superficie en tal punto. Consideramos una secciéon Cy que
pase por p;. Ahora, vamos a considerar el punto de interseccion de la transformada estricta
de Cy con la curva excepcional F; y lo llamaremos p,. Luego, tomamos la explosion de la
superficie en el punto p,, y el nuevo punto a considerar para explotar que denotaremos por
ps3 serd el punto de interseccion entre la transformada estricta de 50 con la curva excepcional
E5. Continuaremos de esta manera hasta haber explotado r puntos. De este modo, la cadena
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¢ = [J;_, ¢ estd definida de modo que ¢; = {p;} para cadai=1,...,r donde cada uno de los
puntos esta definido de la manera anterior.

Asi, la superficie X sera la superficie obtenida de la explosiéon de X, en la cadena ¢
definida anteriormente. Analogamente a la seccion anterior, puesto que tinicamente estamos
trabajando con una clase de puntos y por simplicidad, denotaremos por FE; al divisor excep-
cional correspondiente al punto p; y por &; a la clase de tal divisor para cada i = 1,...,7.

Ademas, observemos que el grupo de Néron-Severi NS(X()) estd generado por las clases
COa -Fa _517 < _57'7

que X{ es racional y que su numero de Picard p(X() es igual a (r + 2). Atn maés, tenemos
que la superficie X es anticandnica.

F(0)

Co(0)

FI1GURA 9.1. Construccién de la superficie X{.

Proposicién 9.1. Con la notacion anterior, la clase de un divisor anticanonico de X§ puede
escribirse utilizando (r + 2) clases de curvas lisas racionales. Consecuentemente, X es una

superficie racional anticanonica.
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DEMOSTRACION. La clase de la transformada estricta Cy de Cy es igual a Co — Y1, &,
la clase de la transformada estricta de la fibra que contiene al punto p; es F — &1, para cada
t=1,...7r —1 la clase de la transformada estricta E del divisor excepcional F; es & — &;11,
y la clase del divisor excepcional E, es &,.. Puesto que cada una de las clases anteriores es

efectiva, por la Proposicién [1.34] concluimos el resultado gracias a la igualdad

T r—1
—Kxy =2(Co — Z&) +2(F = &) + Z(Z +2)(& — &) + (r +2)&,. O
=1 i=1
E1(-2)
Ey(-2)

FIGURA 9.2. La superficie X{.

3. Finitud del Monoide Efectivo

Lo que estudiaremos a continuacién serd la finitud del monoide efectivo de X y de forma
similar a lo hecho en el capitulo anterior, el siguiente resultado muestra el conjunto generador
minimo para Eff(X[) y una descomposicién para cada clase efectiva. Observemos que aqui no
se requerira de alguna condicién numérica y que las curvas negativas que aparecen de forma

natural en la construccién de X|j serdn suficientes para generar dicho monoide.
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Teorema 9.2. Con la notacion anterior, el monoide efectivo de X[ es finitamente generado.
Adun mds, el conjunto generador minimo de Eff(X() estd formado por las (r + 2) clases que

se presentan a continuacion:

1. La clase Co — & — -+ — &, de la transformada estricta de una seccion que pasa por
todos los puntos,

2. La clase F — &; de la fibra que pasa por el punto py,

3. La clase & — &;11 de la transformada estricta de curva excepcional correspondiente al
punto p; paral <i<r—1,y

4. La clase &, de la curva excepcional correspondiente al punto p,.

Ademdas, si D = aCy + bF — c1&E1 — - -+ — ;& es una clase efectiva sobre X[ para ciertos

enteros a,b,cq,...,c. y es diferente de las clases anteriores, entonces

D=a(Co— Y E)+bF —E)+(a+b—c)(E— &)+ 2a+b—c —c)(E — &)
=1
r—1 r

oot (r=Da+b=> a)E = &)+ (ratb—> )&,
i=1 i=1

DEMOSTRACION. Es claro que el monoide generado por las clases de la lista anterior
estd contenido en Eff(X[) pues cada una de ellas es la clase de un divisor primo.

Por otro lado, consideremos un elemento efectivo D de NS(X(). Existen nimeros enteros
a,b,cy,ca,...,c. de modo que D = aCy + bF — 1€ — -+ - — ¢.&,. Sin pérdida de generalidad
asumiremos que D es irreducible y que es diferente de las clases de la lista propuesta. De este
modo, tenemos que los nimeros de interseccion D.F, D.Cy y D.(Co — & — -+ — &,) son no

negativos, asi, tenemos que se satisfacen respectivamente las siguientes desigualdades:
a>0, b >0, y b—cg—--—c,>0.

Finalmente, observemos que podemos escribir a D como

D :CL(CQ — zr:gl) + b(f — 51) + (CL + b— Cl)(g1 — (92) + (2(1 + b— C1 — CQ)(SQ — 53)

r—1 T

ot (r=Da+ b= e)Er = &)+ (ra+b—Y )&,

i=1 i=1
y que cada coeficiente que aparece en dicha descomposiciéon es no negativo gracias a las

condiciones numéricas que se tienen. O

Observacion 9.3. En el caso que la cadena a considerar consta de un unico punto que es
un punto ordinario de X, la superficie X coincide con la superficie Y (ver la Seccién
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4. Propiedad Ortogonal Anticandénica y Consecuencias

del Capitulo @ y tenemos que los conjuntos generados minimos de los monoides efectivos
coinciden, aun mas, la descomposicion presentada para las clases efectivas en cada una de

las superficies también coincide.

4. Propiedad Ortogonal Anticanénica y Consecuencias

A continuacion vamos a comprobar que este tipo de superficies satisfacen la propiedad
ortogonal anticanénica y mostraremos algunas de las consecuencias de éste hecho. Ademas,
probaremos que el sistema lineal completo asociado a cada divisor nef no nulo es libre de
puntos base. Cabe senalar que no requeriremos de alguna condicion numérica para mostrar

los resultados de este apartado.

Proposiciéon 9.4. Con la notacion anterior, la superficie X tiene la propiedad ortogonal
anticanonica. Ademds, el sistema lineal completo asociado a cada divisor nef no nulo sobre

X es libre de puntos base.

DEMOSTRACION. Sea H un divisor nef sobre X|. Vamos a denotar por H a la clase
de H y vamos a considerar ntimeros enteros no negativos a, b, cy,...,c. de modo que H =
aCy + bF — & — -+ — &,

Supongamos que H es ortogonal a un divisor anticanénico. Por la Proposicién podemos
escribir a la clase —Kx; como 2(Co— 3 7_, &) +2(F — &)+ 252, (i +2) (& — Eipr) + (1 +2)&,.
Luego, de la igualdad —Kx;.H = 0 sigue que

2((Co - ZS)H) — 0,

2((]—" - 81).7-[> — 0,

(i + 2)((& - &-H).H) =0paratodoi=1,...,r—1,y
(r+2)(&.H) =0,

y esto implica respectivamente las siguientes igualdades:

b—cp—-—¢ =0,

a—c =0,

¢ —ciyp =0paratodot=1,...,r—1,y
¢ = 0.

De las ecuaciones anteriores se concluye que H es la clase nula y consecuentemente que H = 0.
Por lo tanto, X satisface la propiedad ortogonal anticanodnica.
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Ahora, supongamos que H es diferente del divisor cero. De este hecho tenemos que
—Kx;.H es al menos igual a uno. Lo que mostraremos ahora es que el numero de intersec-
cién de H con la clase anticanénica no puede ser igual a uno. Asumamos que —Kxr . H = 1.

Usando nuevamente la descomposicién de la clase anticandnica obtendriamos la ecuacion

2(((:0 - Z @).%) + 2((]—“ - aw) + Zl(z +2) ((&- = aﬂ).%) (e 2)(EH) =1,

pero dicha ecuacién no puede satisfacerse debido a que cada uno de los coeficientes que
aparecen en cada sumando del lado izquierdo es mayor que uno y al hecho que cada ntimero
de interseccion que aparece es no negativo. Por lo tanto, tenemos que —Kx;. H > 2 y por
[Har97, Teorema III.1 (a), p. 1197] concluimos que el sistema lineal completo |H| es libre

de puntos base. O
Corolario 9.5. Con la notacion anterior, la superficie X§ es de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. La Proposicién y el Teorema implican respectivamente que X
es anticandnica y que satisface la propiedad ortogonal anticanénica. Luego, del Teorema |3.11

se obtiene el resultado. 0
Corolario 9.6. Con la notacion anterior, el anillo de Cox de X[ es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Puesto que X[ satisface la propiedad ortogonal anticandnica (ver Teo-
remalJ.4) y tiene monoide efectivo finitamente generado (ver Teorema [9.2)), del Teorema [3.20]

obtenemos que Cox(X})) es finitamente generado. UJ

Observacion 9.7. Usando el hecho de que ¥ es una superficie reglada que tiene dos reglados
distintos, si cambiamos el reglado natural de ¥y, entonces podemos reformular los resultados

de esta seccién en términos del segundo reglado.

5. Ejemplos de Clases Efectivas

En este apartado presentaremos algunos ejemplos de una descomposicién de algunas clases
efectivas que se encuentran sobre la superficie X utilizando la descomposicién encontrada
en el Teorema [9.2] Ademds, hemos de senalar que la efectividad de los siguientes ejemplos
no puede ser deducida directamente del teorema de Riemann-Roch. De manera similar a lo
realizado en la Seccién [] del Capitulo [§] para una clase efectiva D sobre X§ denotaremos
a la dimension del i-ésimo grupo de cohomologia de las secciones globales correspondientes
a la gavilla invertible asociada a un divisor efectivo en la clase de D como h*(X};, D) para
i=1,2,3.

Ejemplo 9.8. Con la notacién anterior, los siguientes elementos de NS(X{) son efectivos:
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. La clase D = 2C, + r

2(Cy — ia) + N F e+ Y @it

1. La clase D = 2Cy + rF — Z::_ll & — r&,.. En efecto, utilizando la descomposicion

encontrada en el Teorema [9.2] podemos escribir
r—1

2(C0 — zr:gz) + T(f — 51) + Z(l + ’f‘)(gz — 5,‘_,.1) + (T‘ + 1)57"7

i=1 i=1
y de esto se sigue que D es una clase efectiva. Ahora, intentemos llegar a la misma
conclusién usando el teorema de Riemann-Roch. Se tiene que h?(Xj, D) = 0 puesto

que F es una clase nef y F.(Kx; — D) < 0. Luego, en la ecuacién
1
R (X5, D) — hY(X;, D) =1+ 5(37” +6 —1?)

tenemos que el lado derecho es negativo si 7 > 5. De esta forma, no podemos asegurar
la efectividad de D.

. La clase D = Cy+ r*F — Y_;_, r&;. Puesto que podemos escribir a dicha clase como

r—1

(Co — zr:gi) +r(F = &)+ ) (P i1 =) (E = Eipr) + 7,

i=1 1=1
del Teorema se sigue que D es una clase efectiva. Sin embargo, el cdlculo natural
obtenido del teorema de Riemann-Roch no puede brindarnos esta informacién. En
efecto, tenemos que JF es una clase nef y que F.(Kx; — D) < 0, esto implica que
h%(X}, D) = 0. Posteriormente,

1
h(X§, D) — hY (X, D) =1+ 5(37”2 +2— 1)

y observemos que el lado derecho de la ecuacién es negativo si r > 4.

1 T

#F — Z 1&;. Del Teorema tenemos que D se puede
i=1

escribir como
r(r+1)

r—1

r(r+1)—i(i+1)
2

5 )(Ei = Eipr) + 2rE,,

i=1
por lo cual se sigue que D es una clase efectiva. Desafortunadamente no podemos
llegar a ésta conclusion usando el teorema de Riemann-Roch: el hecho que F es una

clase nef y que F.(Kx; — D) < 0 implican que h*(X{, D) = 0. Asi, puesto que

(X, D) — h' (X, D) =1+ % (37“(7” +1)+4— i(i + ¢2)>

i=1
y el lado derecho de la ecuacion anterior es negativo si r > 8, no podemos concluir

que D sea una clase efectiva.



CAPITULO 10

EXPLOSION DE ¥y EN UNA CONSTELACION

Una familia més de superficies racionales anticanénicas con nimeros de Picard que pueden
ser muy grandes, con monoides efectivos finitamente generados y que satisfacen la propiedad
ortogonal anticanénica, en particular de Harbourne-Hirschowitz con anillos de Cox finita-
mente generados, sera construida en este capitulo. De forma similar al capitulo anterior, tal
familia serd construida considerando puntos infinitamente cercanos, de hecho, en este caso
utilizaremos una constelacién sobre la superficie de Hirzebruch ¥y que tendra dos origenes.
Después de realizar la construccion de tales superficies en la primera seccién y de verificar
que son anticanoénicas (ver Proposicién , en la segunda secciéon mostraremos que sus
monoides efectivos son finitamente generados (ver Corolario y en la tercera seccion
mostraremos que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teorema . Cabe
mencionar que para este tipo de superficies presentaremos la lista explicita de las clases de
curvas (—1) y de las clases de curvas (—2) en el contexto general (ver Teoremas y
respectivamente) y que los resultados que presentaremos a lo largo del capitulo no dependeran

de alguna condiciéon numérica. Los resultados presentados aqui estan basados principalmente

en el trabajo [DFFLU16].

1. Construcciéon

En esta seccién construiremos una familia de superficies utilizando una constelaciéon con
dos origenes sobre la superficie de Hirzebruch ¥,. Cabe mencionar que utilizaremos las con-
venciones acerca de la notacién que fijamos al final de la Seccion [3.2

Fijaremos nimeros enteros no negativos r,s,t,ms,...,my, ', s, t',m},... . m}. Para co-
menzar, tomaremos dos puntos o y o sobre ¥y que seran fijos. Luego, consideraremos la
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1. Construccién

Unica fibra V' y la tnica curva racional lisa horizontal H que pasan por o; de manera similar,
consideraremos la unica fibra V' y la tnica curva racional lisa horizontal H' que pasan por

o'. Vamos a suponer que V # V' y que H # H'.

FicurA 10.1. Origenes de las constelaciones de la superficie Z.

Ahora, definimos a la constelacién ¢ con origen o como

—_ 1 mi 1 mo 1 me
c—{o,pl,...,pr,ql,...,qs,ul,ul,...,ul JUY Uy v v ey Wiy ooy Uy Uy ooy Uy },
donde

e p; es el tinico punto en la primera vecindad infinitesimal de o determinado por la
interseccion de la transformada estricta de V' y el divisor excepcional E, correspon-
diente al punto o. Luego, para ¢ = 2,...,r, el punto p; es el tinico punto obtenido de
la interseccion de la primera vecindad infinitesimal de p;_; y la transformada estricta
de V,

e ¢, es el inico punto en la primera vecindad infinitesimal de o determinado por la
interseccion de la transformada estricta de H y el divisor excepcional E,. Luego, para
J=2,...,s, el punto g; es el unico punto obtenido de la intersecciéon de la primera
vecindad infinitesimal de ¢;_; y la transformada estricta de H, y

e Para ¢ = 1,...,t, uy es un punto en la primera vecindad infinitesimal de o que es
diferente de p; y ¢, donde ademas, u, # up si £ # ¢'. Luego, para j = 1,...,my, el
punto ug es el tnico punto determinado por la intersecciéon de la primera vecindad
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Capitulo 10. Explosion de ¥y en una Constelacion

. . . i1 . .. .
infinitesimal de u;  y la transformada estricta del divisor excepcional E, con la
convencién u = uy.

De manera similar, definimos a la constelacién ¢’ con origen o como

; ;o o roo ol ymy g1 7 mb roor 1 ) ml,
c—{o,pl,...,prl,ql,...,qs,,ul,ul,...,ul s Ugy Uy yev ey Uy “yeey Uy, Upr 5 eon Uy 00y

donde

e p} es el Gnico punto en la primera vecindad infinitesimal de o’ determinado por la
interseccién de la transformada estricta de V' y el divisor excepcional E, correspon-
diente al punto o’. Luego, para i = 2,...,7’, el punto p/ es el inico punto obtenido de
la interseccion de la primera vecindad infinitesimal de p}_; y la transformada estricta
de V7,

e ¢; es el unico punto en la primera vecindad infinitesimal de o' determinado por la
interseccién de la transformada estricta de H' y el divisor excepcional E,. Luego,
para j = 2,...,s, el punto ¢j es el tinico punto obtenido de la interseccién de la
primera vecindad infinitesimal de ¢;_, y la transformada estricta de H', y

e Para ¢ = 1,...,t, uj es un punto en la primera vecindad infinitesimal de o' que es
diferente de p} y ¢, donde ademads, uy # uy si ¢ # ¢'. Luego, para j = 1,...,mj, el
punto u,’ es el inico punto determinado por la interseccién de la primera vecindad

infinitesimal de u}’~" y la transformada estricta del divisor excepcional E, con la

convencién u,’ = uj.
De esta forma, la superficie Z es la superficie obtenida de la explosién de ¥y en la constelacion
¢ U ¢. De manera inmediata se sigue de la construccién que el nimero de Picard p(Z) de la
superficie racional Z es igual a (4 +r+r+s+s+t+t+ Zﬁzl m; + Zzlzl m;) y que cada

elemento del grupo de Néron-Severi de Z se escribe en términos de las clases

Co, Fr =€or —Epire v —Epr =Eqiy o os =y —Eurso oy =Eymis o, =Eupy o =€y,

U

~Eoty s —Eptys —Eees—E —Eutye s —E s —Eut s —E

7'” s 1 1 t ut, t/‘
La primera cosa que podemos observar es que esta superficie es anticanénica, en efecto, el

siguiente resultado nos muestra este hecho.

Proposiciéon 10.1. Con la notacion anterior, la clase anticandnica de Z puede escribirse

como la suma de (r+s+1r'+s' +6) clases de curvas racionales lisas. Asi, Z es anticanonica.

DEMOSTRACION. Por construccién tenemos que se satisface lo siguiente:
e La clase en NS(Z) de la transformada estricta H de la curva horizontal H es igual a
Co— & — 251 Eqp
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1. Construccién

e La clase en NS(Z) de la transformada estricta V de la curva vertical V es igual a
F—& - 22:1 gPi’

e La clase en NS(Z) de la transformada estricta E, de la curva excepcional E, es igual
a &, — & — &g — Z;:l > 5u§.:

e Paracadai =1,...,7r — 1, la clase en NS(Z) de la transformada estricta E; de la
curva excepcional F,, es igual a &,, — &, |,

e Para cada j = 1,...,s — 1, la clase en NS(Z) de la transformada estricta Eq/j de la
curva excepcional F,. esigual a &, — &, .,

e La clase en NS(Z) de la transformada estricta H’ de la curva horizontal H’ es igual

aCo— &y — Zjlzl gq_§-7

e La clase en NS(Z) de la transformada estricta V' de la curva vertical V' es igual a
F =& — Z:lzl EPQ’

e La clase en NS(Z) de la trans/formada estricta Z/?vo/ de la curva excepcional E, es igual
afy — Sp’l - gqi - 23/:1 ZZT;]O Su;.iv

e Para cadai =1,...,r" — 1, la clase en NS(Z) de la transformada estricta E;; de la
curva excepcional Ey es igual a & — 5P§+1’ y

e Paracada j =1,...,5 — 1, la clase en NS(Z) de la transformada estricta E\;; de la

curva excepcional Ey es igual a & — &y .
J J J

Luego, por la Proposicion se sigue que

s r t  my
(co—so—Z&]j) + (]—"—SO—ZSZ) + (50—5101 - &, —Zzgu;)
j=1 i=1

j=1 i=0
r—1 s—1
+> (& =) + &0+ D (8 — Euy) T &,
i=1 j=1
s’ r/ t’ m;
+ (CO — &y — qu;) + (]—" — &y — Zep;) =&y —Ey =D D &
=1 i=1 =1 =0
r'—1 s'—1
+ Z (&, = Eppyy) +Ep + Z (€ —Eq,) + &g,
i=1 j=1
es la clase de un divisor anticandnico. O
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FiGura 10.2. La superficie Z.

2. Finitud del Monoide Efectivo

A continuacién determinaremos explicitamente los conjuntos de las clases de las curvas
(—1) y de las curvas (—2) sobre Z, como consecuencia mostraremos la finitud su monoide efec-
tivo y presentaremos a su conjunto generador minimo. Cabe mencionar que no necesitaremos

asumir que se satisfaga alguna condicién numérica para mostrar dichos resultados.

Teorema 10.2. Con la notacién anterior, si € es la clase de una curva (—1) en NS(Z),
entonces es alguna de las siguientes clases:
1. La clase &,, del divisor excepcional correspondiente al punto p,,

2. La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto gs,

3. La clase &y, del divisor excepcional correspondiente al punto pl.,
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4. La clase £y, del divisor excepcional correspondiente al punto g,

5. La clase & inl del divisor excepcional correspondiente al punto u;" parai=1,...,t,

6. La clase 5 - del divisor excepcional correspondiente al punto u;mg paraj =1,...,t,

7. La clase Co + F =& — &y — &y, de la transformada estricta de la curva en |Cy + F|
que pasa por los puntos o, o' yu; parai=1,...,t, y

8. La clase Co+ F — &, — Ey — 5u3_ de la transformada estricta de la curva en |Cy + F)|
que pasa por los puntos o, o y uj para j=1,... 1.

Asi, existen 2(2 +t +t') clases de curvas (—1) sobre Z.

DEMOSTRACION. Consideremos la clase £ de una curva (—1) sobre Z. Existen nimeros

/ ! /
enteros a, b, ¢, dq,...,d,, e, ... es,fl,fl,... U U R I dy o d e
o100 g1 rmf 0 /1
e i T S ™y talesque

S

r t m;
€=aCo+bF — & — Y di€y, = > ey — Y > [ily
j=1

i=1 j=1 i=0

vom
—cgl—Zd'SI— e’lgqg—ZZf;"gu;i.

j=1 j=1 i=0

Supongamos que tal clase es diferente de las clases de las curvas excepcionales. Utilizando la
descomposicion de la clase anticandnica de la Proposicion podemos escribir la condicién
—Kz.E =1 como

(H).€ +[V].€ 5+Z( )+5PT5+Z( £)+8,:E

r'—1 s'—1

+[H).E+[V).E+[E 5+Z(E £)) +&, 5+Z( E)+EyE=1.

Puesto que cada sumando en la ecuacién anterior es un niimero entero no negativo, sélo
uno de ellos puede ser igual a uno y los demés deben ser iguales a cero. De esta forma, por

simetria es suficiente estudiar los siguientes tres casos:

A) [H].€ =1y los demés ntimeros de interseccién son iguales a cero;
B) [E;]E =1 y los demds nimeros de interseccién son iguales a cero; y
C) Existe ¢ € {1,...,r} de modo que [Ep/e].éf = 1 y los demds ntiimeros de interseccién
son iguales a cero.
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Caso A) En este caso, las condiciones que tenemos nos darian las igualdades

b—c=1, b=/¢,

a=c, a=c,

c= Y N fi=0, =30 S S =0,

d; =0 paratodot=1,...,r, d; = 0 para todo i = 1,. "

ej =0 paratodo j =1,...,s, = (0 para todot=1,.

/
]
Luego, dichas ecuaciones implicarian que 1 = b — ¢ = 0 lo cual es imposible. Por lo tanto,
este caso no puede ocurrir.

Caso B) Para este caso, tenemos que se satisfacen las ecuaciones

b: C, b: cla
a=c, a=~¢c,
=YL ik fi=1, =30 S =0,
d; =0paratodoi=1,...,r, d; =0 para todo i = 1,. ,
e; =0 paratodo j =1,...,s, L= Oparatodoz:l,...,s’.
Asi, tenemos que a = b = ¢ = . Por otro lado, bajo estas condiciones la ecuacién £2 = —1

se escribe como
t m vom
) -9
4 ne
DY Y =1
j=1 i=0 j=1 i=0

De esta forma pueden ocurrir dos posibilidades:

t  my ¢oml
9 ,
2.2 5 =1y Xy =06
j=1 i=0 j=1 i=0
t my o mg )
225 =0y Yy A=
j=1 i=0 j=1 i=0
Si ocurriera la primera posibilidad, entonces existiria a € {1,...,t} tal que f, = 1, fi =

para cada i = 1,...,mg, f; = 0 para todo j € {1,...,t}\{a} y para todo ¢ = 0,...,m;,
y fi' = 0 para todo j € {1,...,t'} y para todo i = 0,...,m}. Luego, de las condiciones
anteriores tendriamos que 2 = ¢ = ¢ = 0 lo cual es imposible. De esta forma, la segunda
posibilidad sucede y asi tenemos que existe § € {1,...,#'} tal que f; = 1, féz = 0 para
cada i = 1,...,mg, fi' = 0 para todo j € {1,...,#'}\{B} y para todo i = 0,...,m} y
f; = 0 para todo 7 € {1,...,t} y para todo ¢ = 0,...,m;. Consecuentemente, tenemos que
l=d=a=b=cyporlotantoque E =Co+F —& — &,y — 5%. Tal clase es la clase de
una curva (—1) por la Proposicién y el teorema de Riemann-Roch.

129



2. Finitud del Monoide Efectivo

De manera similar, en el caso simétrico a éste (es decir, cuando [E,].€ = 1) se obtiene que
existe a € {1,...,t} de manera que £ = Co+ F — &, — Ey — &, vy dicha clase también es la
clase de una curva (—1) sobre Z por los mismos resultados.

Caso C) Para el tltimo caso, las condiciones impuestas nos dirfan que

b=c, b=
a—c=1{, a=c
t P pi t mio i
C_ijl >t fi=1 d - 23:1 > i=0 f]” =0,
ej =0paratodoj=1,...,s ¢; =0paratodoi=1,...,5,
d; =1paratodoi=1,...,¢, d; =0 para todoi=1,...,7,

d; =0 paratodoi=¢+1,...,r.

Del hecho que a = ¢ = b = ¢ se seguirfa que £ = 0, pero esto no podria suceder puesto que ¢

es un entero positivo. Por lo tanto, este caso tampoco es posible. O

Teorema 10.3. Con la notacion anterior, si N es la clase de una curva (—2) sobre Z,

entonces es alguna de las siguientes clases:

1. La clase &,, — &,,., de la transformada estricta del divisor excepcional I, correspon-

Pit1
diente al punto p; parait=1,...,r —1,
2. La clase &, — &,,,, de la transformada estricta del divisor excepcional Ey; correspon-

diente al punto q; para j =1,...,5—1,

3. La clase &y — €P§+1 de la transformada estricta del divisor excepcional Ey correspon-
diente al punto p; parai=1,...,7" =1,

4. La clase ng - €q;_+1 de la transformada estricta del divisor excepcional Eq;, correspon-
diente al punto ¢ para j=1,...,8 —1,

5. La clase 8“§ — Suéﬂ de la transformada estricta del divisor excepcional Eu; correspon-
diente al punto uj para j=1,...,t et =0,...,m; —1, y

6. La clase 5u9i — 5%.”1 de la transformada estricta del divisor excepcional Eu;i corres-

pondiente al punto ugz paraj=1,...,t' et =0,...,m;— 1.
Ast, existen (r+s—+1'+s —4+ S mi+ Z;;l m}) clases de curvas (—2) sobre Z.

DEMOSTRACION. Sea N la clase de una curva (—2) sobre Z y sean a, b, ¢, dy, ..., d,,

0 rl1 m1 0 r1 me g ) o0 1 rmh
€1,---,6€s, flafla"'a 1 7"'aft>ft7"'7 t acadlw"adrv €15-+ € J1 5 J1 50 1 ot
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0 g1 m’

L f ..., f{¥ numeros enteros tales que
r s t mj
N =aCo+bF = € =Y di&p, =Y ;€ =Y > filu
i=1 j=1 j=1 i=0

,,,/ S/ t/ m;
/ E : ! E : / 2 : 2 : 11 ]
i=1 j=1

j=1 i=0

Supongamos que N no es una componente de la clase anticandnica. Utilizando la descom-
posicion de la clase anticanénica de la Proposicion la condicién —K . H = 0 implica que
el nimero de interseccién de N con cada una de las clases en dicha descomposicién es igual

a cero y asi obtenemos las siguientes igualdades:
b=c, b=/¢,
a=c, a=c,
¢ mas . " m'. .
€ — Zj:l >izo fi =0, d - Zj:l i f]/'Z =0,
d; =0paratodoi=1,...,r, d; =0 paratodoi=1,...,7,

ej =0paratodoj=1,...,s, ¢€;=0paratodoj=1,...,5"

Por otro lado, de la condicién N? = —2 se sigue la ecuacién
¢ m; o m; )
i e
22 =
j=1 i=0 j=1 i=0

y consecuentemente sélo puede ocurrir uno de los siguientes tres casos:

t my ¢omy A
sz;2:2’ y ZZfJI'Z2:()7 o

j=1 i=0 j=1 i=0
t my v m;- )

1 X ’
)IDDF/AEE N D D) D/ N
j=1 i=0 j=1 i=0

t my vm; ,

i2 i
DD DN S S A
j=1 i=0 j=1 i=0

Por simetria es suficiente estudiar los primeros dos casos. Asumiendo que el primero de ellos
sucede, tendriamos que o bien existiria a € {1,...,t} de modo que f, = f! =1, f\ =0 para
cadai=2,..., Mg, f; = 0 para todo j € {1,...,t}\{a} y paratodo i =0,...,m;, y f]’-i =0
paratodo j € {1,...,#'} y paratodoi = 0,...,m}; o bien que existirfan oy, ap € {1,...,t} de

modo que fo, = fo, =1, fi, =0 paracadai=1,...,mq,, f., =0paracadai=1,...,Mq,,
fi = 0 para todo j € {1,...,t}\{o1, a2} y para todo i = 0,...,m;, y f]’-i = 0 para todo
j € {l,...,t'} y para todo i = 0,...,m}. En cualquiera de los casos, de las igualdades
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2. Finitud del Monoide Efectivo

anteriores se tendria que 2 = ¢ = ¢ = 0 lo cual es absurdo. Por simetria, tenemos que el
tercer caso tampoco ocurre.

Ahora, asumamos que el segundo caso sucede. Asi, tendriamos que existiria o € {1,...,t}
de modo que fo =1, fi =0 paracadai=1,...,mqy f; =0 para todo j € {1,...,t}\{a}
y para todo i = 0,...,m;; y que existirfa 8 € {1,...,#'} tal que f; = 1, f;' = 0 para
cada i = 1,...,mg y fi' = 0 para todo j € {1,...,#'}\{B} y para todo i = 0,...,m/.
Consecuentemente, tendriamos las igualdades 1 = ¢ = ¢ = a = b y de esto se seguiria que
N=C+F—-E& —E&E, —Es— 5%. Sin embargo, esta posibilidad tampoco podria ocurrir

debido a que los puntos us,...,u; y uj,...,u, son generales. O

Corolario 10.4. Con la notacién anterior, el monoide efectivo Eff(Z) de Z es finitamente
generado. Aun mds, el conjunto generador minimo de Eff(Z) estd conformado por las siguien-
tes (20t +t' +3) + 1+ s+1"+ 8 + > mi+ Z;;l m}) clases de curvas:

1. La clase &,, del divisor excepcional correspondiente al punto p,,
La clase &, del divisor excepcional correspondiente al punto g,
La clase Ep;/ del divisor excepcional correspondiente al punto p..,
La clase Sq;, del divisor excepcional correspondiente al punto ¢,

La clase E,m: del divisor excepcional correspondiente al punto u;" parai=1,...,t,
1

,.
J

La clase Coj—i— F =&, — Ey — &y, de la transformada estricta de la curva en |Cy + F|
que pasa por los puntos o, o yu; parai=1,...,t,
8. La clase Co + F — &, — Ey — 5u3. de la transformada estricta de la curva en |Cy + F|
que pasa por los puntos o, o y uj; para j=1,....t,

9. La clase &,, — &

Pi+1

La clase € i del divisor excepcional correspondiente al punto u ™j paraj =1,...,t,
u’.

NS G e e

de la transformada estricta del divisor excepcional E,, correspon-
diente al punto p; parat=1,...,r —1,

10. La clase &; — &

41 de la transformada estricta del divisor excepcional E,; correspon-
diente al punto q; para j =1,...,5—1,

11. La clase &y — 6},;“ de la transformada estricta del divisor excepcional Ey correspon-
diente al punto p; parai=1,...,7" —1,

12. La clase é'q; - 5q§_+1 de la transformada estricta del divisor excepcional Eq; correspon-
diente al punto ¢ para j=1,...,s —1,

13. La clase Sué — (C:u;'_Jrl de la transformada estricta del divisor excepcional Eu;_ correspon-
diente al punto uj para j=1,...,t ei=0,...,m; — 1,

14. La clase €, — & i+1 de la transformada estricta del divisor excepcional E i corres-
J J J

pondiente al punto ugl paraj=1,... ' ei=0,...,mj— 1
15. La clase Cy — &, — ijl &Eq; de la transformada estricta de la curva horizontal H,
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16. La clase F — &, — Y ., &y, de la transformada estricta de la curva vertical V.,

17. La clase &, — &, — &4 — 22:1 S 5u;; de la transformada estricta de la curva ex-
cepcional E, correspondiente al punto o,

18. La clase Cy — Ey — Zj;l Sq‘;_ de la transformada estricta de la curva horizontal H',

19. La clase F — Ey — Z:lzl &Ep, de la transformada estricta de la curva vertical V' y

20. La clase Ey — &y — &y — 2?:1 Z:nzgo 5%_1- de la transformada estricta de la curva

excepcional E, correspondiente al punto o .

DEMOSTRACION. Se sigue del hecho que Z es una superficie racional anticanénica (ver
Proposicién [10.1)), del Lema 4.1 de [LHO5| y de los Teoremas y O

3. Propiedad Ortogonal Anticandénica y Consecuencias

Lo que mostraremos en esta seccion es que las superficies construidas en la primera seccién
tienen la propiedad ortogonal anticanénica. Después, mostraremos algunas de las consecuen-
cias que se tienen de éste hecho. De nueva cuenta, no sera necesario fijar alguna condicion

numérica para mostrar tales resultados.
Teorema 10.5. Con la notacion anterior, Z satisface la propiedad ortogonal anticandnica.

DEMOSTRACION. Sea H un divisor nef sobre Z que es ortogonal a un divisor anticanénico.

Luego, consideramos a la clase H de H en NS(Z), asi, existen nimeros enteros no nega-

tivos a, b, c, dl,;..,dr,el,...,es, flo,fll,..., T dy . d e e,
O R ™ de modo que
r S t mj
H =aCo+bF — € — Y di€p =Y €€, = > > fiu
i=1 j=1 j=1 i=0

» o v m;
/ E : ' 2 : / 2 : § : 11 )
i=1 j=1

j=1 i=0

Utilizando la descomposicion de la clase anticanénica de la Proposicién [10.1} la condicion

—Kz.H = 0 implica las siguientes ecuaciones:

b=c, b=/,
a = ¢, a:cla
_Zt S fi= () /_Zt’ ZW& i
¢ j=1 22i—0 fj = 0, ¢ j=122i=0f; =0,

d; =0paratodoi=1,...,r, d; =0 para todo i =1,...,7/,

1

ej =0paratodoj=1,...,s, ¢€;=0paratodoj=1,...,5"
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De esto se sigue que b = a = ¢ = /. Ademas, del hecho que H es nef tenemos que H2 > 0y

de esto se sigue la ecuacién

)SPIVED 9 SIS

j=1 i=0 j=1 i=0
Dicha ecuacién implica que f;f =Oparacada j=1,....,t ei =0,...,my, y que fi' =0
para cada j = 1,...,t" e i = 0,...,m}. Asi, se sigue que b = a = ¢ = ¢ = 0. Por lo tanto,
concluimos que H es la clase nula y consecuentemente que H es el divisor cero. O

Corolario 10.6. Con la notacion anterior, la superficie Z es de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Teorema m puesto que Z es anticandnica
(ver Proposicién [10.1)) y satisface la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teorema(10.5). O

Corolario 10.7. Con la notacion anterior, el anillo de Cox de Z es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Por el Corolario tenemos que Eff(Z) es finitamente generado y por
el Teorema tenemos que Z satisface la propiedad ortogonal anticanénica. El resultado
se sigue del Teorema [3.20 O
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CAPITULO 11

EXPLOSION DE ¥, EN PUNTOS EN POSICION GENERAL

Rosoff estudia en su tesis doctoral [Ros78] principalmente la finitud de los monoides efec-
tivos de las superficies obtenidas como la explosién del plano proyectivo P? en a lo més ocho
puntos en posicion general y determina el conjunto generador minimo para cada uno de di-
chos monoides. Los elementos de tales conjuntos generadores son las clases de las curvas (—1)
sobre tales superficies (excepto en el caso de ocho puntos en posicién general donde ademés
de las clases citadas es necesario agregar la clase anticanénica), dichas clases fueron determi-
nadas por Manin en [Man74] y por Demazure en [Dem80]. Nuestro objetivo serd recuperar
los resultados mencionados anteriormente y extenderlos.

Asi, en este capitulo presentaremos nuestra ultima familia de superficies racionales anti-
canonicas cuyos numeros de Picard pueden ser muy grandes, con monoides efectivos finita-
mente generados y que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica. Tales superficies seran
obtenidas de considerar la explosion de una superficie de Hirzebruch ¥, en puntos que se
encuentran en posicion general. Para comenzar, en la primera seccién recordaremos la nocion
de puntos en posicién general en el plano proyectivo P? y posteriormente, para las superficies
obtenidas como la explosién de P? en puntos en tal posicién, revisaremos cuéles de ellas tienen
monoides efectivos finitamente generados y recordaremos el resultado de Rosoff (ver Teorema
11.2)) sobre cémo estan conformados sus conjuntos generadores minimos. Para finalizar dicha
seccién, presentaremos la clasificacién de las superficies obtenidas como la explosién de P? en
puntos en posicion general que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teoremas

y [L1.4) y mostraremos algunas de sus implicaciones (ver Corolarios y [L1.7), en

particular, recobraremos los siguientes resultados bien conocidos:
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1. Elresultado de Harbourne [Har96l Teorema I.1 (b), p. 727] acerca de la regularidad de
los divisores nef sobre este tipo de superficies que sera una consecuencia del Corolario
L3}y

2. En el Corolario [11.7] recuperaremos el resultado sobre la finitud de los anillos de Cox

de tales superficies determinada por Batyrev y Popov en [BP04], Teorema 3.2, p. 6].

La segunda seccion a lo largo de sus tres subsecciones se encargara de estudiar el caso
de las superficies obtenidas como la explosion de ¥, en puntos en posicion general. Después
de introducir la nocién de puntos en posicién general para una superficie de Hirzebruch (ver
Definicién , en la primera subseccion estudiaremos la clase anticanénica de algunas su-
perficies obtenidas como la explosién de ¥, en puntos en posicién general (ver Proposicién

11.11f). Posteriormente, en la segunda subsecciéon realizaremos la clasificacion de este tipo de

superficies respecto a la finitud de sus monoides efectivos en los Teoremas|11.13] [11.14} [11.16},
11.17y |11.25, v presentaremos explicitamente los conjuntos generadores minimos para aque-

llos monoides que son finitamente generados. Como consecuencia, obtendremos los siguientes

resultados que son bien conocidos:

1. En el caso n = 1, en los Teoremas [11.13], [11.14], [11.16] y [11.17] recuperaremos la lista

de las curvas (—1) de la superficie obtenida como la explosién de P? en a lo més

ocho puntos en posicién general encontrada por Manin en [Man74l Teorema 26.2, p.
135] y Demazure en [Dem80, Tabla 3, p. 35], y la lista de generadores del monoide
efectivo dada por Rosoff en [Ros80, Teorema 1, p. 420]. Ademés, en el Corolario
recuperaremos el resultado de Rosoff [Ros80], Teorema 2, p. 424] sobre la finitud del
monoide efectivo de una superficie obtenida como la explosién de P? en a lo més ocho
puntos en cualquier posicion.

2. Para la superficie obtenida como la explosion de ¥, en a lo mas n puntos en posicion
general, en el Teorema recuperaremos la lista de las curvas (—1) sobre tal
superficie dada por Matsuzawa en [Mat88|, Proposicién 1.1, p. 426], y

3. En el caso que S sea una superficie racional lisa con K% > 0, gracias al Corolario
11.20] recuperaremos el resultado que nos asegura la finitud del monoide efectivo de
tal superficie, ver el resultado de Lahyane en |[LahO4al Teorema 1.1, p. 875] y de
Lahyane y Harbourne en [LHOS5| Proposicién 4.3 (a), p. 109].

Ademas, cuando explotamos ¥, en a lo méas n + 3 puntos é X en cinco puntos, ambos casos
en posicién general, presentaremos una descomposicién para cada clase efectiva en los Teo-
remas y Para concluir con este capitulo, en la tercera subseccién presentaremos
la clasificacion de esta clase de superficies que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica
en los Teoremas y [L1.30] Posteriormente, revisaremos algunas de sus consecuencias en
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los Corolarios y[11.34], y gracias a ello podremos realizar la clasificacién de este tipo de
superficies respecto a la finitud de sus anillos de Cox. Particularmente, recuperaremos nue-
vamente los resultados de Harbourne y de Batyrev y Popov mencionados anteriormente (ver
Observaciones y respectivamente). Los resultados de esta seccién estan basados
en el trabajo [FL16].

1. Explosién de P? en Puntos en Posicién General

En esta seccién recordaremos el concepto de puntos en el plano proyectivo P? que se
encuentran en posicion general y revisaremos los resultados acerca de la finitud del monoide
efectivo de la superficie que resulta de considerar la explosién de P? en puntos que estan en
dicha posicién, en particular, seran de gran interés para nosotros los resultados obtenidos
por Rosoff en ésta direccién (ver Teorema . Después de mencionar qué sucede con la
finitud de los anillos de Cox de tales superﬁ(nes, para concluir con esta seccién realizaremos
la clasificacién de las superficies obtenidas como la explosién de P? en puntos en posicién
general que satisfacen la propiedad ortogonal anticandnica y mostraremos algunas de sus
implicaciones, en particular, recuperaremos el resultado de Harbourne que nos habla acerca
de la dimensién de las secciones globales de las gavillas invertibles asociadas a los divisores
nef sobre una superficie racional obtenida como la explosién de P? en a lo méas ocho puntos
en posicién general (ver Observacién y también recuperaremos el resultado de Batyrev

y Popov acerca de la finitud de los anillos de Cox en tal caso (ver Corolario [11.7)).

1.1. Puntos en Posicién General en P2. Para introducir el concepto de puntos en
posicion general, en primer lugar sera necesario hablar de las transformaciones cuadraticas.
Recordemos que si consideramos el sistema lineal 9 de cénicas en P? con tres puntos base
p1, P2, 3 asignados de manera que no sean colineales, entonces al considerar la superficie X
obtenida como la explosién de P? en tales puntos se tendra que el sistema lineal ¢ en X que
corresponde a 0 serd libre de puntos base (ver [Har77, Proposicién 4.1, p. 396]). Ahora bien,
puesto que e es libre de puntos base se tiene que la aplicacién ¢, : X — P? es un morfismo
y al considerarlo como aplicacién racional entre P? y P? no obtenemos otra cosa que la
transformacion cuadratica. Aun mas, podemos pensar que P €8 el morfismo dado por la
explosion de los puntos py, pa, Py la contraccion de las rectas ng, L13, L23 respectivamente a
los puntos pj, p, v p, donde Lij es la transformada estricta de la recta L;; que pasa a través
de p; y pj para i,j € {1,2,3} con i # j (ver [Har77, Ejemplo 4.2.3, p. 397]).

Luego, si consideramos r puntos en P? de manera que cualesquier tres de ellos no sean
colineales, una transformacion admisible es una transformacion cuadratica centrada en
tres de tales puntos. Notemos que después de aplicar una transformacién admisible, en el
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“nuevo P?” tendremos un conjunto de r puntos que serdn precisamente las imdgenes de los
r puntos de los cuales partimos. Con esto, ya estamos listos para definir la nocién de puntos

en posiciéon general en P2

Definicién 11.1. Un conjunto de r puntos en P? estd en posicién general si cualesquier
tres de ellos no son colineales y al aplicar un niimero finito de transformaciones admisibles se
tiene que en el conjunto de los r puntos formado por las imagenes de los r puntos originales

no existen tres que sean colineales.

1.2. Finitud del Monoide Efectivo y del Anillo de Cox. Un problema natural que
surge es determinar si los monoides efectivos de las superficies obtenidas como la explosion
de P? en un ndmero finito de puntos que estén en posicién general son finitamente generados.
Este apartado se encargara de revisar la respuesta de tal problema. En adelante, denotaremos
por X, a la explosién de P? en r puntos pi,...,p, que se encuentran en posicién general.
Ademas, denotaremos por & a la clase en NS(X,) de la transformada total de una recta
en P? que no contiene alguno de dichos puntos y por &; a la clase en NS(X,) del divisor
excepcional correspondiente al punto p; para cadat=1,...,r.

Nagata prueba en [Nag60, Teorema 4a, p. 283| la existencia de un nimero infinito de
curvas (—1) sobre X, en el caso que r > 9. Como consecuencia de este hecho, se tiene que el
monoide efectivo de tales superficies no es finitamente generado.

Ahora bien, la situacién es diferente cuando consideramos la explosién de P? en un conjunto
con a lo mas ocho puntos en posicién general. Notemos que por definicién se sigue que un
conjunto de r < 8 puntos de P? estd en posicién general si (ver por ejemplo [Dem80, Teorema
L, p. 27]):

1. Cualesquier tres de ellos no son colineales,
2. Cualesquier seis de ellos no se encuentran sobre una conica,
3. En caso que r = 8, una cubica que pasa por todos los puntos no tiene multiplicidad

dos en alguno de ellos.

L

7

FIGURA 11.1. Tres y cuatro puntos en posicién general en P2,
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En [RosT78], Rosoff estudia el monoide efectivo de X, con r < 8 y presenta el conjunto genera-
dor minimo para Eff(X,), dichos resultados fueron posteriormente publicados en [Ros80].
Los elementos de dicho conjunto generador minimo coinciden con la lista de las clases de
curvas (—1) que Manin presenta en [Man74, Teorema 26.2, p. 135] y Demazure en [Dem80),
Tabla 3, p. 35|, y en el caso de ocho puntos Rosoff agrega ademds la clase de un divisor

anticanonico. A continuacion presentaremos el resultado de Rosoff en relacién con la finitud
de Eff(X,):

Teorema 11.2 (Rosoff). Sea X, la superficie obtenida de la explosion del plano proyectivo
P? en los puntos pi,...,p, que se encuentran en posicion general, donde r < 8. El monoide

efectivo Eff(X,.) es finitamente generado, ain mds:

1. El conjunto generador minimo de Eff(X;) estd formado por dos clases las cuales se

presentan a continuacion:
(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto py, y
(b) La clase & — & de la transformada estricta de una linea que pasa por p;.

2. El conjunto generador minimo de Eff(X5) estd integrado por las siguientes tres clases:
(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <2,y
(b) La clase & — & — &, de la transformada estricta de la linea que pasa por py y ps.

3. El congunto generador minimo de Eff(X3) estd constituido por las seis clases de la
siguiente lista:

(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <3, y
(b) La clase & — & — &; de la transformada estricta de la linea que pasa por p; y p;
para i,j € {1,2,3} con i # j.

4. El conjunto generador minimo de Eff(Xy) se integra por las diez clases siguientes:
(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <4,y
(b) La clase & — & — &; de la transformada estricta de la linea que pasa por p; y p;

para i,j € {1,...,4} coni # j.

5. El conjunto generador minimo de Eff(Xs5) se forma por las siguientes dieciséis clases:
(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <5,
(b) La clase & — & — &; de la transformada estricta de la linea que pasa por p; y p;

parai,j € {1,...,5} coni# 7],y
(¢) La clase 26y —S"0_, & de la transformada estricta de la conica que pasa por todos
los puntos.

6. El conjunto generador minimo de Eff(Xs) se constituye de las veintisiete clases que
se presentan en la siguiente lista:

(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <6,
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(b) La clase & — & — &; de la transformada estricta de la linea que pasa por p; y p;
parai,j € {1,...,6} coni#7j,y
(¢) La clase 2&) — Zle’i# & de la transformada estricta de la conica que pasa por

todos los puntos excepto por p; para 1 < j < 6.

. El conjunto generador minimo de Eff(X;) se encuentra constituido por las siguientes

cincuenta y seis clases:

(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <7,

(b) La clase & — & — &; de la transformada estricta de la linea que pasa por p; y p;
para i,j € {1,...,7} coni # 7,

(¢) La clase 2&y — 23:1,1'7&3',1 &; de la transformada estricta de la conica que pasa por
todos los puntos excepto por p; y p; para j,l € {1,...,7} con j#1, y

(d) La clase 3& — 2E; — ZZ:L#J. & de la transformada estricta de la cibica que pasa
por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en p; para 1 < j < 7.

. El conjunto generador minimo de Eff(Xg) se encuentra formado por las doscientas

cuarenta y un clases de la lista que se presenta a continuacion:

(a) La clase & de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i <8,

(b) La clase & — & — &; de la transformada estricta de la linea que pasa por p; y p;
para i,j € {1,...,8} coni # 7,

(c) La clase 2&y — Z?:L#Mm &; de la transformada estricta de la conica que pasa
por todos los puntos excepto por pj, pi Y pm para j,l,m € {1,...,8} con j # 1,

Jj#FmylFm,
(d) La clase 3& — 2&; — Z?ZLZ.#J & de la transformada estricta de la cibica que
pasa por todos los puntos excepto por p; y que tiene multiplicidad dos en p; para

g le{l,....8} conj#I,
(e) La clase 4y — 2E; — 2& — 2E,, — ZS & de la transformada estricta de la

i=1,i#4,l,m
cudrtica que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en p;, p; y

Pm parajaLmG {1a78} COTLj7éZ, ] %m yl%m?

(f) La clase 5& — & — & — 2 Z?:L#j’l & de la transformada estricta de la quintica
que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en todos ellos excepto
por p; y p para 3,1 € {1,...,8} con j #1,

(g9) La clase 6Ey—3E;—2 Z?Zl’#j & de la transformada estricta de la séxtica que pasa
por todos los puntos, tiene multiplicidad tres en p; y en el resto tiene multiplicidad
dos para 1 < j <8,

(h) La clase 3 — Y25 & de un divisor anticandnico.
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La demostracién de este resultado puede consultarse en |[Ros80, Teorema 1, p. 420].
Una observacién importante es que a pesar de que dicho resultado presenta de una manera
explicita al conjunto generador minimo de X, su demostraciéon tinicamente muestra que no
se necesitan mas elementos de los listados anteriormente para generar a las clases efectivas, es
decir, no muestra una descomposicién explicita para ellas. La idea usada en la demostracion
es fijar un encaje de X, en algin espacio proyectivo de dimension al menos tres para hablar
del grado de un divisor sobre X, respecto al encaje, luego, mostrar que para cualquier divisor
efectivo C' sobre X, se tiene que C'— L es efectivo, donde L es una curva cuya clase se encuentra
en la lista propuesta, y proceder por induccién en el grado. Ademéas, como una consecuencia
de éste resultado Rosoff también muestra que el monoide efectivo de la superficie obtenida
como la explosién de P? en a lo mds ocho puntos en cualquier posicién tiene monoide efectivo
finitamente generado (ver [Ros80), Teorema 2, p. 424]).

Recientemente, Araujo y Massarenti en [AM15] muestran una descomposicién para cada
clase efectiva en el caso general de la variedad obtenida como la explosion del espacio proyec-
tivo P™ en r puntos en posicién general cuando r < 2n y cuando (n =3 y r < 8). En el caso
del plano proyectivo P2, dicho resultado brinda una descomposicién explicita para las clases
efectivas sobre la superficie que resulta de explotar P? en hasta cuatro puntos en posicién
general. Por otro lado, De La Rosa calcula en [DelL16] los sistemas generadores minimos y
la descomposicion de cada clase efectiva sobre una superficie que tiene nimero de Picard a lo
més cuatro, en particular, para la explosién de P? en hasta tres puntos en posicién general.

Para concluir este apartado, hablaremos brevemente acerca de la finitud de los anillos de
Cox de estas superficies. Cuando r > 9, el hecho que el monoide efectivo de la superficie X,
no es finitamente generado implica que su anillo de Cox no puede ser finitamente generado.
Para el caso en que r < 8 tenemos que el monoide efectivo de X, es finitamente generado y
conocemos al conjunto generador minimo, sin embargo, recordemos que la finitud del monoide
efectivo no es suficiente para asegurar la finitud del anillo de Cox de una superficie (ver por
ejemplo [AL11l Proposicién 6.3, p. 5266]). En este caso, como mencionamos en la Seccion
del Capitulo[2] Batyrev y Popov probaron en [BP04, Teorema 3.2, p. 6] que el anillo de Cox

de la superficie X, es finitamente generado cuando r < 8.

1.3. Propiedad Ortogonal Anticandénica y Consecuencias. En esta seccién rea-
lizaremos la clasificacion de las superficies obtenidas como la explosién del plano proyectivo
en puntos en posicion general que satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica. Poste-
riormente, revisaremos algunas de las implicaciones para las superficies que satisfacen tal
propiedad, particularmente, cuando r < 8 recobraremos el resultado de Harbourne acerca de
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1. Explosién de P? en Puntos en Posicién General

la regularidad de los divisores nef sobre X, y el resultado de Batyrev y Popov sobre la finitud
del anillo de Cox de X,.

Teorema 11.3. Con la notacion anterior, si r < 8, entonces X, satisface la propiedad

ortogonal anticanonica.

DEMOSTRACION. Consideremos un divisor nef H sobre X, que es ortogonal a un divisor
anticandnico y denotemos a la clase de dicho divisor en el grupo de Néron-Severi NS(X,.) por
H. Asi, existen nimeros enteros no negativos a, by, ..., b, tales que H = a&y — b1& — -+ —
b.&.. Vamos a considerar cada uno de los posibles valores de r y en cada caso utilizaremos
cierta descomposicion de la clase anticandnica —Kx, como suma de ciertas clases efectivas

(a excepcién del caso r = 8 en el cual —Kx, es irreducible).

Caso r = 1. Para este caso tenemos que
—Kx, =3(& — &) + 2&;.

Luego, la hipétesis de ortogonalidad implica que H.(&y — &) = 0y que H.E = 0. Esto
implica respectivamente que a = b; y que by = 0. De esta manera, tenemos que H es nula y

por tanto que H es el divisor cero.

Caso r = 2. Aqui, usaremos el hecho de que
—Kx, =3(E& — &1 — &) + 2E1 + 2E,.

Utilizando la descomposicién anterior, el hecho de que H sea ortogonal a —Kyx, implica
que H.(Eg — & — &) =0, que H.E; = 0y que H.E; = 0. Asi, obtenemos respectivamente
las igualdades a = by + by, by = 0y by = 0. De esto se sigue que H es la clase nula y

consecuentemente que H = 0.

Caso r = 3. La descomposicién que consideraremos para la clase anticandnica sera
Kx;=(E—E —&E)+(E—E — &)+ (Eg—E— &)+ E + E+ Es.

Asi, del hecho que —Kx,. H = 0 se sigue que H.(E — & — &;) = 0 para 4,5 € {1,2,3} con
i # 7y que H.E = 0 para cualquier [ = 1,2, 3, esto implica que a = by +by = by +b3 = by + b3
y que by = by = by = 0. Consiguientemente, tenemos que H es la clase nula y por ello que H

es el divisor cero.

Caso r = 4. Tomaremos la siguiente descomposicion de la clase anticanodnica:
_’CX4 = (80—81—82>+(80—53—54)+(50—51 —53)+51+53.

Luego, la ecuacion —Kx,. H = 0 implica que H.(Eg — & — &) =0, H.(Eg — & — &) = 0,
H(E— & —&) =0, HE =0y H.E = 0. De esta forma, se tienen respectivamente las
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igualdades a = by + by, a = b3 + by, a = by + b3, by = 0y bg = 0, y de esto se deduce

inmediatamente que H es la clase nula. Por lo tanto, H es el divisor cero.

Caso r = 5. Ahora, descompondremos la clase anticanénica de la siguiente manera:

5
—Kx, =(E— & — &)+ <250 - Z&) +& + &
i=1
Las ecuaciones H.(E— & — &) = 0, H.(2E0— >0 &) = 0, H.E, = 0y H.E, = 0 se obtienen
de —Kx,.H = 0y de ellas se derivan respectivamente las igualdades a = by +bs, 2a = Z?:l bi,

by = 0 y by = 0. Consecuentemente, se tiene que H es la clase nula y por ello H = 0.

Caso r = 6. Observemos que podemos escribir la clase anticandnica de la siguiente forma:

5
—Kx, = (E— & — &) + <250 - Z&-) + &
i=1

El hecho de que H es ortogonal a la clase anticandnica implica que H.(E — & — &) = 0,

H.(2& — Zz (&) = 0y H.E = 0. Se siguen respectivamente las ecuaciones a = by + bg,
20 = Zi:l E yb =0, asi, a =bg Seai € {1,...,5}. Usando el hecho de que H es nef
tenemos que

OSH.((C;Q—(C:Z'—(‘:G):a—bi_b(i:_bia

y esto implica que b; = 0. De esto se sigue que a = 0 y luego que H es la clase nula. Por lo

tanto, H es el divisor cero.

Caso r = 7. Sea j € {1,...,7}. Para este caso podemos escribir a la clase anticanénica

CcOo1mo

7
—Kx, = |36 =25 - & | +&;.
=
Usando el hecho que ‘H y —Kx. son ortogonales se sigue que H.(3& —2&; — Z::L#j &E)=0
y que H.E; = 0, y a su vez esto implica respectivamente que 3a = 2b; + 21‘7:1,1'# b; y que
b; = 0. Fijamos m € {1,...,7}\{j}. Considerando la clase efectiva 3&, — 2&,, — ZZ:L#W &

y usando el hecho que H es una clase nef tenemos que

0<H. |38 —26n Zé’ = 3a — 2by, Zb_Zb Zb_—
Z#m Z#md 1753 179]
y de esto se sigue que b,, = 0. Usando el hecho que m fue arbitrario en {1,...,7}\{j},
obtenemos que b; = 0 para cualquier ¢ = 1,...,7 y de esto se deriva que a = 0. Por
consecuencia, H es la clase nula y por consiguiente H = 0.
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Caso r = 8. En este caso no podemos descomponer la clase anticandnica como suma de
otras clases efectivas. La condicion —Kx,.H = 0 nos brinda la ecuacién 3a = Z?Zl b;. Sean
g, le{1,...,8} tales que b; = max{by,...,bs} y by = min{by, ..., bs}. Consideramos la clase
efectiva 3&) — 2&; — Zle’ Y &;. Usando el hecho de que H es nef tenemos que

8 8
0<H. |36 —25-> & | =3a—2b;— > b=b—b,
i=1 i=1
i)l i)l
esto implica que b; < b; y de esto se sigue que b; = ;. Asi, tenemos que by = by = --- = bs.
Fijando b = by, tenemos que se satisface la ecuacién 3a = 8b. Ahora, consideramos a la clase

efectiva 6&y — 3E; — 2 Z?:Q &;. De nueva cuenta, usando el hecho de que H es nef se tiene que

8 8
0<H. (650—381—2251-> :6a—3b1—22bi:6a—17b:—b,

i=2 i=2
por lo cual se sigue que b = 0 y como consecuencia que a = 0. Finalmente, tenemos que H

es la clase nula y por lo tanto, concluimos que H es el divisor cero. O

Teorema 11.4. Con la notacion anterior, la superficie X, no satisface la propiedad ortogonal

anticanonica si r > 9.

DEMOSTRACION. Basta probar el caso en que r = 9 en vista de la Proposicién . En
tal caso, tenemos que la clase anticanénica —Kyx, = 36y — & — -+ — &y es la clase de una
curva irreducible, ademas, puesto IC§(9 = 0 se sigue que —Kx, es una clase nef. De esta forma,
tenemos que existe un divisor nef que es ortogonal a un divisor anticandnico pero que no es

el divisor cero. O

Corolario 11.5. Con la notacion anterior, st r < 8, entonces X, es una superficie de

Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. Puesto que la explosién de P? en a lo més ocho puntos en posicién

general es una superficie anticanodnica, el resultado se sigue de manera inmediata de los

Teoremas y [3.11] 0

Observacion 11.6. El resultado anterior recupera el resultado de Harbourne que asegura
que cada divisor nef H sobre una superficie racional Y obtenida como la explosion del plano
proyectivo P? en a lo més ocho puntos en posicién general satisface que h'(Y, Oy (H)) = 0
(ver [Har96l, Teorema 1.1 (b), p. 727]).

De estos resultados obtenemos una demostracion alterna al hecho bien conocido de la
finitud de los anillos de Cox de este tipo de superficies (ver [BP04], Teorema 3.2, p. 6]).
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Corolario 11.7. Con la notacion anterior, si v < 8, entonces el anillo de Cox de X, es

finitamente generado.

DEMOSTRACION. Por el Teorema sabemos que el monoide efectivo de X, es fini-
tamente generado, ademas, por el Teorema tenemos que la superficie anticanénica X,
satisface la propiedad ortogonal anticandnica. De esta manera, por el Teorema [3.20| con-

cluimos que Cox(X,) es finitamente generado. O

2. Explosion de ¥, en Puntos en Posicion General

En esta seccién nos encargaremos de estudiar a las superficies que son obtenidas como
la explosion de una superficie de Hirzebruch ¥, en puntos que se encuentran en posicion
general. En el primer apartado introduciremos la nocién de puntos en posicién general para
Y, v estudiaremos la clase anticanénica de algunas superficies que resultan de considerar la
explosion de X, en un conjunto de puntos en posicion general. Cabe mencionar que la defini-
ciéon de puntos en posicién general sobre Y, generalizara de una manera natural la nocién de
posicién general de P2, ademds, no sélo nos permitiré recuperar los resultados de la seccién
anterior si no que podremos extenderlos como lo mencionaremos mas adelante. En el segun-
do apartado realizaremos la clasificacion de dichas superficies que tienen monoides efectivos
finitamente generados y presentaremos los conjuntos generadores minimos en tales casos. De
manera particular, recobraremos la lista de las curvas (—1) para la superficie obtenida como
la explosion de X, en a lo mas n puntos en posicion general determinada por Matsuzawa
(ver Teorema y la lista de los generadores del monoide efectivo de la superficie obteni-
da como la explosiéon de P? en a lo méds ocho puntos en posicién general (ver Observacién
. Otra de las consecuencias de dicha clasificacién sera que la superficie obtenida como
la explosion de ¥, en cierto nimero de puntos especializados tendra un monoide efectivo
finitamente generado (ver Corolario [L1.20). Consecuentemente, recobraremos el resultado de
Rosoff sobre la finitud del monoide efectivo de una superficie obtenida como la explosion de
P? en a lo mas ocho puntos arbitrarios (ver Corolario y el resultado sobre la finitud
del monoide efectivo de una superficie lisa racional S con K% > 0 (ver Corolario [11.22)). Para
concluir, en el tercer apartado se determinara de una manera definitiva aquellas superficies
obtenidas como la explosién de ¥, en puntos en posicion general que satisfacen la propiedad
ortogonal anticanonica y revisaremos algunas consecuencias de éste hecho. De manera es-
pecial, recobramos de nueva cuenta el resultado de Harbourne sobre la regularidad de los
divisores nef sobre la superficie obtenida como la explosién de P? en a lo més ocho puntos en
posicién general (ver Observacién y el resultado de Batyrev y Popov sobre la finitud
de sus anillos de Cox (ver Observacién [11.35). Otra de las consecuencias de la clasificacién
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anterior es que podremos clasificar este tipo de superficies respecto a la finitud de sus anillos

de Cox (ver Corolarios [11.27|y [11.34)).

Es importante aclarar que a lo largo toda la seccién, n serd un nimero entero positivo.

2.1. Puntos en Posicion General en Y,. El objetivo de esta seccion es presentar
una nociéon de puntos en posicion general sobre una superficie de Hirzebruch ¥,, que extien-
da de una manera natural la nocién de posicién general del plano proyectivo P?. Ademas,
mostraremos algunos casos en que la superficie obtenida como la explosién de ¥, en puntos

tal posicion es anticandnica.

Definicién 11.8. Un conjunto finito de puntos en ¥, estd en posicion general si las curvas
de autointerseccion negativa sobre la superficie obtenida de la explosién de ¥, en tales puntos

son unicamente las curvas (—1) y la curva (—n) de la transformada estricta de la curva C,,.

Notemos que de manera particular, la definicion de puntos en posicién general en una
superficie de Hirzebruch nos dice que no puede haber una pareja de puntos que se encuentren

sobre la misma fibra y que ningin punto puede estar sobre la curva negativa C,,.

F(0)  F(0) F50) Fooa(0)  F.(0)

P2 g
P1 Pr—1

Cn -
p3 (=n)

Pr

FiGurA 11.2. Puntos en posicion general en X,,.

Observacion 11.9. De una manera natural, uno podria pensar que considerar tinicamente
puntos sobre 3,, de modo que cualesquier par de ellos no se encuentran sobre la misma fibra
y tal que ninguno de ellos se encuentra en la curva negativa C,, es adecuado para definir la
nocién de posicién general (por ejemplo, como se hizo en el trabajo [Mat93]). Sin embargo,

tal definicién no refleja el concepto de posicién general en P2, por ejemplo.

Observacion 11.10. La definicién de posicion general que estamos considerando cuando

n = 1 recupera obviamente el concepto de puntos en posicién general en P2

Ahora, denotaremos por W, a la superficie racional obtenida de la explosién de ¥, en r
puntos py, ..., p, en posicién general. De manera similar a la notaciéon fijada en los Capitulos
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y |§|, denotaremos por &; a la clase en el grupo de Néron-Severi NS(W) del divisor excep-
cional E; correspondiente al punto p; para cada i = 1,...,r. Ademads, tenemos que NS(WW))

estd generado por las siguientes clases:
C’ru f) _517 R _5’/‘7

y asi, tenemos que el nimero de Picard p(W)) de W] es igual a (r + 2). Lo primero que

estudiaremos sera la clase anticanénica de algunas de estas superficies.

Proposiciéon 11.11. Con la notacion anterior, si v < n + 5, entonces la superficie W es

anticanonica. En efecto, tenemos los siguientes casos:

1. St r <n, entonces
—Kw; =2(Cn) + Z(JE —&)+n+2-r)(F-&)+(n+2-r)&.
i=1

2. Sir=n+1, entonces

n+1

_ICWTTLLH = (C ) (C +nF — Zg> .7: 51) (.F— 52) + &+ &s.

=1
3. Str=n+2, entonces

n+1

—Kyyniz = (Co) + (c +nF — Ze) +(F=&)+ (F=Eua)+ &

=1
4. S8ir=n+ 3, entonces

n+3

—Kyyrss = (Ca) + (c +(n+1)F - Ze) H(F-&)+&.

=1
5. Sir=n+4, entonces

n+3

—Kyyna = (Ca) + (c +(n+1)F - Zs) + (F = Enpa.)

=1

6. Sir=mn-+5, entonces

n+5
—Kyynis = (Ca) + <cn +(n+2)F =) a) :

i=1
En el casor =n+6, paran = 1,2 la clase anticandnica es la clase de una curva irreducible
(y por lo tanto es efectiva), y para n > 3 la clase anticanonica no es la clase de una curva

wrreducible y no puede escribirse como combinacion lineal no negativa de clases efectivas.
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DEMOSTRACION. El resultado es claro para r < n + 5 en vista de la Proposicién y
debido a que la Proposicion y el teorema de Riemann-Roch nos aseguran la existencia
de una curva en las clases que aparecen del lado derecho de las ecuaciones en cada uno de
los casos. Solo resta estudiar el caso en que r = n + 6.

Para n = 1, sabemos que existe una curva irreducible en |2C} + 3F'| por la Proposicién
1.49| atin mas, por el teorema de Riemann-Roch tenemos que h°(WY, Oy 7(2C) + 3F)) = 9.
Asi, podemos considerar una curva irreducible en |2C} +3F| que pasa por los puntos py, ..., p7
y la clase de dicha curva en NS(W) serd precisamente —Kywr.

De manera similar al caso anterior, cuando n = 2, por la Proposicién tenemos que
existe una curva irreducible en [2Cy + 4F| y el teorema de Riemann-Roch nos dice que
hY(W3, Ows(2Cy +4F)) = 9. De esta manera, podemos considerar la curva irreducible en
|2C5 + 4F| que pasa por los puntos py, . .., pg y tendremos que su clase en NS(W3) serd igual
a _’CW28.

Por 1ltimo, consideremos el caso n > 3. Puesto que bajo esta condicién se tiene que
2n > n+ 2, por la Proposicién y por el teorema de Riemann-Roch se sigue que —/KCyn+6
no es la clase de una curva irreducible sobre ¥,,. Supongamos que la clase anticanénica puede
descomponerse como suma de ¢ > 2 clases de curvas irreducibles (algunas de ellas podrian

n+6 _j

ser iguales). De esta forma, para cada j = 1,...,t sea a;C,, + 5;F — > 7} & una de dichas

clases. Observemos que por hipétesis se tiene que no; < 5 y que 0 < 75 < «; para cada
j=1,...,tei=1,...,n+ 6. Asi, nuestra hipdtesis nos dice que

n+6 t

t t
Ko = > aiCo+ > BF =D A&,
j=1 j=1

i=1 j=1

y esto implica las ecuaciones 23:1 a; = 2, 23:1 B =n+2y Zé’ﬂ%j = 1 para cada

t=1,...,n 4 6. Por la simetria de la primera igualdad, bastard con verificar dos casos:

A) oq =2y a; =0para j =2,...t. En este caso, tendriamos que 2n < f; y luego, como

t t
4+ B<Y Br=mn+2
=2 j=1

se obtendria que 22:2 B; < 2 —n, pero dicha condicién no podria satisfacerse pues
n > 3. Asi, este caso se descarta.
B) ay =as =1y «a; =0 para j = 3,...t. Bajo estas condiciones tendriamos que n < /3

y que n < (s, esto implicaria que

t t
2+ B<> Bi=n+2
j=3 j=1
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y consecuentemente tendriamos que 2323 B; < 2 —n lo cual serfa imposible ya que

n > 3. De este modo, éste caso también es descartado.

Por lo tanto, tenemos que la clase anticanénica —Kyn+s no se puede descomponer como

combinacion lineal no negativa de clases efectivas. ([l

/

FIGURA 11.3. La superficie W} .

Observacion 11.12. En el caso en que consideramos r = n + 5 se tiene que si n > 5,
entonces la dimensién anticanénica de Titaka de W™t es igual a cero ya que el sistema lineal

completo | — mKyyn+s| consta de un tinico elemento (ver [[it82] Proposicién 8.5, p. 269)).

2.2. Finitud del Monoide Efectivo. Al igual que en el caso de la explosién de P?
en puntos en posicion general, una pregunta natural que surge al estudiar las superficies W)
obtenidas como la explosiéon de una superficie de Hirzebruch >, en r puntos en posicién
general es si sus monoides efectivos son finitamente generados. En este apartado daremos
una respuesta a esta pregunta al realizar la clasificacion de las superficies W, que tienen
monoides efectivos finitamente generados y presentaremos de manera explicita los conjuntos
generadores minimos de aquellos monoides que lo son. Ademads, revisaremos algunas conse-
cuencias de tal clasificacion.

Matsuzawa estudia en [Mat88]| algunas propiedades de la superficie W), en particular, en
[Mat88| Proposicién 1.1, p. 426] muestra que para cada n > 2 existen exactamente 2r curvas
(—1) sobre W/ siy sélo si n > r, y presenta la lista de dichas curvas. Dicho resultado brinda
informacién acerca de algunos de los generadores de Eff(IW)), sin embargo, Matsuzawa no
determina si dichas clases son suficientes para generar al monoide efectivo de W). Aun mas,
no estudia las curvas (—1) para el caso en que r sea mayor que n.
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En los siguientes resultados presentaremos de una manera definitiva la clasificacion de

las superficies W, cuyos monoides efectivos son finitamente generados y presentaremos de

manera concreta el conjunto generador minimo de tales monoides. Ademas, presentaremos

una descomposicién explicita para cada clase efectiva cuando » < n + 3, y cuando (n = 1

y 7 = 5). En particular, cuando r < n recobraremos la lista de las curvas (—1) encontrada

en [Mat88|, y cuando n = 1 recuperaremos los conjuntos generadores minimos encontrados

por Rosoff en [Ros78] para la explosién de P? en a lo méds ocho puntos en posicién general.

Teorema 11.13. Con la notacion anterior, el monoide efectivo E(W)) de W es finitamente

generado si v < n+ 3. Aun mds,

150

1. Sir < n, entonces el conjunto generador minimo de Eff(W) estd formado por las

siguientes (2r + 1) clases:

(a) La clase C,, de la transformada estricta de la curva negativa C,,

(b) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p;
paral <1< r, ¥y

(c) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 < i <r.

Ademds, si D = aCp, + bF — 1€ — - -+ — &, es una clase efectiva sobre W, donde
a,b,cy,...,c. son numeros enteros y es diferente a las clases anteriores, entonces
D=aCi+ (b= ) F-E)+a(F-E)+ - +e(F=E)+ (- )&
j=2 Jj=1

2. Sir =n+1, entonces el conjunto generador minimo de Eff(W™1) estd integrado por

2(n + 2) clases que consisten en:

(a) La clase C,, de la transformada estricta de la curva negativa C,,

(b) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p;
paral <1< n+1,

(¢) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i < n+1,
Yy

(d) La clase C,, + nF — Z?jll & de la transformada estricta de la curva en |C,, + nF|

que pasa por todos los puntos.

Ademds, si D = aC,, + bF — c1E — -+ — cpy1Ens1 €5 una clase efectiva sobre Wt
donde a,b,cq, ..., chr1 Son numeros enteros y es diferente a las clases anteriores, y st
@=min{cy,...,c,1}, entonces
D= (a - wCut Y (e~ W(F ~E) (b=~ — ) (F ~ Eunr)
i=1
+(b—C1 — e —Cn+1+u)5n+1+u(cn+n.7:—51 — _gn+1)-
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3.

Sir =n+2, entonces el conjunto generador minimo de Eff(W"*2) estd integrado por

las (3n +7) clases que se presentan a continuacion:

(a) La clase C,, de la transformada estricta de la curva negativa C,,

(b) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p;
para 1l <1< n+ 2,

(¢) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <i < n+2,

Yy

(d) La clase Cn+n]:—2?;2, i2; €i de la transformada estricta de la curva en |C,+nF|
que pasa por todos los puntos excepto por p; para 1 < j < n+ 2.

Ademds, si D = aC,, + bF — c1E — -+ — Cpi2€nia €s una clase efectiva sobre W2

donde a,b,cq, ..., chro SO numeros enteros y es diferente a las clases anteriores, y st

w=min{cy,...,c, 2}, entonces

n+1

D= +Z WF=E&)+b—c1— - —cpp1+ p)(F = Ensa)

+O—cr——coppt W+ puCo+nF =& — - = Enpa).

. Sir = n+ 3, entonces el conjunto generador minimo de Ef(W"3) se encuentra

3
constitutdo de las | 2n + 8 + (n—21— )) clases de la siguiente lista:

(a) La clase C,, de la transformada estricta de la curva negativa C,,
a clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p;

b) La clase F — &; de la t da estricta de la fib [ punt
para 1l <1 <n+ 3,

¢) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 < i < n+3,
La clase &; de l onal diente al t 1<i< 3

(d) La clase Cn—l—n}"—zzl:lg’ i1 Ei de la transformada estricta de la curva en |C,+nF|
que pasa por todos los puntos excepto por p; y p; para j,l € {1,...,n+ 3} con
J#Ly

(¢) La clase C, + (n 4+ 1)F — S.172 & de la transformada estricta de la curva en
|Cy 4+ (n+ 1)F| que pasa por todos los puntos.

Ademds, si D = aC,, + bF — c1Ey — -+ — cuy3Ens3 €s una clase efectiva sobre W3

donde a,b,cy, ..., chr3 Son numeros enteros y es diferente a las clases anteriores, y si

o =min{cy,...,Chis} Y Cm es el siguiente de los ¢; mayor o igual que ¢, entonces

n+3

D =(a— cn)C +Z ci—en)(F—E)+(b—ci— = oy +c+cn)(F— &)
i;él
+(b—c1— =3+ 2e)8 +cn(Ch+ (n+1D)F =& — - — Enys).
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DEMOSTRACION. Comencemos observando que ademés de las clases C,, F — & v & que
aparecen de forma natural para cada i = 1,...,r, la existencia de una curva en las demas
clases propuestas estd asegurada por la Proposicién [1.49)y el teorema de Riemann-Roch. Sea
D una clase efectiva sobre W, diferente de las clases en la lista propuesta en cada uno de
los respectivos casos y sin pérdida de generalidad supongamos que dicha clase es irreducible.

Asi, sean a, b, cq,...,c, nameros enteros tales que D = aC,, + bF — c1&1 — -+ — ¢,

Caso r < n. Para este caso tenemos que se satisfacen las condiciones b—na > 0, a—c; > 0

y ¢; > 0 puesto que respectivamente los nimeros de intersecciéon D.C,,, D.(F —&;) y D.E; son

no negativos para cada i = 1,...,r. Observemos que
D=aCi+ (b= Y )F-E)+a(F=E)+-+e(F-&)+ (- c;)é,
j=2 J=1

y como se satisfacen las desigualdades 22:1 ¢ <ra<na<b, tenemos que cada coeficiente

en la descomposicién anterior es no negativo.

Caso r = n + 1. En este caso, puesto que los nimeros de interseccién D.C,,, D.(F —

&), D.& vy D.(C + nF — S0 E) son no negativos para cada i = 1,...,n + 1, tenemos

respectivamente que b —na > 0, a —c¢; > 0, ¢; > 0y b— Z?j ¢; > 0 para cualquier

i=1,...,n+1. Sea p=min{cy,...,c,11}. Tenemos que se cumple la siguiente igualdad:
D=(a—pCi+ Y (c—m)(F—=E)+(b—cr— =) (F —Eup1)
i=1
+(b—c1 == cnp1 F )€1 +p(Cr+nF =& — -+ = Enr),

y cada coeficiente del lado derecho de la ecuacién anterior es un ntimero entero no negativo.

Caso r = n + 2. Aqui, tenemos que los siguientes nimeros de intersecciéon son no
negativos: D.C,, D.(F —=&;), D.E; y D.(C,, +nF — Z?:Et# &) paracadai,j € {1,...,n+2}.
Por consiguiente, tenemos respectivamente que b—na > 0, a—c; > 0,¢; > 0y b—zzrﬁ 1 Ct =
0 para cualquier 4,j € {1,...,n + 2}. Fijemos u = min{cy, ..., c,12}. Luego, se satisface la
igualdad

n+1
D=(a—p)Cn+ Y (ci—p)(F=E&E)+(b—c1— = a1+ p)(F = Enya)
i=1
+(b—cl—-~-—Cn+2+u)5n+2+u(cn+n]:—81—---—EnH)

y cada uno de los coeficientes es un nimero entero no negativo.

— . n+3
Caso r = n + 3. Tenemos que los numeros enteros b — na, a — ¢;, ¢;, b — thl’t#’j 'y

3 . . ’ . .
b+a— Z?:l ¢; Son no negativos puesto que respectivamente los nimeros de intersecciéon D.C,,,

D(F-&),D.&, D.(C,+nF — Z?Iﬁtyéi,j £)y D.(Co+ (n+1)F =377 &) son no negativos
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para cualesquier 4,7 € {1,...,n + 3} con i # j. Consideremos ¢; = min{cy,...,Cy13} ¥ Cm

como el siguiente de los ¢; mayor o igual que ¢;. Asi, tenemos que

n+3
D =(a—cn)C +Z Gi—cn)(F=&)+b—c1— - —chsta+cen)(F—8&)
i;él
+(b—c1— =zt 2em)E +cn(Ch+(n+ 1) F =& — - — Enys),
y cada coeficiente es un niimero entero no negativo. 0

Teorema 11.14. Con la notacion anterior, si v = n + 4, entonces el monoide efectivo

Ef(W") de WnT es finitamente generado cuyo conjunto generador minimo estd formado

+4 , »
por las | 3n + 13 + Z (7; 1) clases que se presentan a continuacion:

2<t<n+3
t es par

(a) La clase C,, de la transformada estricta de la curva negativa C,,

(b) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p; para
1<i<n+4,

(c) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 < i <n+4,
(d) La clase C, + (n + 1)F — Z?ifi# & de la transformada estricta de la curva en
|Cy, + (n+ 1)F| que pasa por todos los puntos excepto por p; para 1 < j <n+4,

(¢) La clase mC, +nmF — (m —1) 371 &, —m Zn+3 '&,, de la transformada estricta
de la curva en |mC, +nmkF| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad
(m—1) enpu,, ..., Pu,, Yy multiplicidad m en py,, ..., D, .5 ,, dondem es un nimero
entero tal que m > 1, t =2m y 2 <t <n+3, y donde u;,v; € {1,...,n+4} con
upFv;parat=1,...t+1yj=1...,n+3 =1y conu;, # u;, siiy # iz Y Vj; # Vj,
st j1 # jo para iy, is € {1,...;t+ 1} yji,je €{1,...,n+3 —t}.

DEMOSTRACION. Puesto que W es una superficie anticanénica y no contiene curvas
(—2), para mostrar la finitud del monoide efectivo bastara con determinar todas las clases
de curvas (—1) sobre tal superficie gracias al Lema 4.1 de [LHO5|]. Consideremos la clase
E=aC,+bF —c1& — -+ — ¢pya€nyg de una curva (—1) donde a, b, ¢q, . . ., ¢, 4 SON NUMeros
enteros. Supongamos que & es diferente de las clases F —&;, &y C,, + (n +1)F — Zf+14z7éj
para cada j = 1,...,n 4+ 4 (y de C, cuando n = 1). Utilizando la simetria que tiene la

descomposicion de la clase anticanénica y sin pérdida de generalidad, vamos a considerar que

n+3

~Kyyma = (Co) + (c +(n+1)F - Zs) + (F = Epsa).

=1
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Como & es la clase de una curva (—1) tenemos que —Kyn+4.€ = 1, asf, tenemos que pueden
ocurrir tres casos diferentes:
A)EC, =1, EC,+n+DF-=18)=0 v E(F—Eua)=0;
B) £C,=0, EC,+n+1D)F-12&)=1 v E(F—Eua)=0;y
C)EC,=0, EC,+n+DF-S1P6)=0 v E(F—Eua)=1

A continuacion revisaremos lo que sucede en cada uno de los casos anteriores.

Caso A) Las condiciones de este caso nos dirfan respectivamente que b = na + 1, que

b+a= Z:LJrl?’ ¢y que a = cpyq. Sea j € {1,...,n+ 3}. Por hipdtesis, observemos que

n+4 n—+4 n+3 n—+4
0<é&. Cn+(n+1)]:—z&- =b+a-— ci = ZcZ Zcz—cj—cnﬂ,
=1 =1
i i i
esto implicaria que ¢,44 < ¢;. Puesto que ¢,44 = ay ¢; < a (pues £.(F —&;) > 0) se seguiria
que a = ¢;, luego, a = ¢; para cualquier ¢ = 1,...,n+4. Asi, de la condicién b+a = Z?jlg G

tendrfamos que (n+ 1)a + 1 = (n + 3)a y por tanto que 2a = 1, lo cual seria imposible. Por
lo tanto, descartamos este caso.
Caso B) Las condiciones que son impuestas en este caso son respectivamente b = na,

b+a=1+ E”+13 ¢; y @ = Cpyq. Fijamos j € {1,...,n+ 3}. Por hipétesis tenemos que

n+4 n+4 n+3 n+4
0<E. Cn+(n+1).7-"—z& :b—l—a—Zci:l—l—ZCi—ZCiz 1+ ¢j — Cnya,
= 2 =

consecuentemente, c,14 < 1+ ¢;. Debido a que ¢4y = a'y c;i < a (puesto que se satisface
E(F—E&;) >0), se sigue que ¢; < a <1+ ¢;. De esta manera, se tiene que o bien ¢; = a o
bien que ¢; = a — 1. Puesto que j fue un indice arbitrario en {1,...,n + 3}, tal propiedad se
satisface para cualquiera de tales indices. Ahora, sea s el niimero de términos que son iguales
a ay sea t el nimero de términos que son iguales a (a — 1). Notemos que s y ¢ son nimeros
enteros no negativos tales que s+t = n+ 3. De este modo, de la ecuacion b+a = 1+ Z:”rf’ Ci

se sigue que
(m+1la=1+sa+tla—1)=(s+t)a+l—t=Mn+3)a+1-1t

y consecuentemente que 2a = t — 1. Por lo tanto, ¢ debe ser un nimero impar. Sea m un
nimero entero no negativo tal que t = 2m + 1 y t < n + 3. Observemos que si m = 0, es
decir si t = 1, entonces a = 0 lo que nos llevaria a una contradiccién. Asi, m > 1y t > 3.
De este modo, 2a =t — 1 = 2m y por consiguiente a = m, b = nm, ¢,, = m — 1 para
i€{l,...,t} y ¢pya = c,, = mpara j € {1,...,n+ 3 —t}. Consecuentemente, se sigue que
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E=mCp+nmF —(m—1)30_ Eu — m(Enya + Zzif_t &y;) es la clase de una curva (—1)
sobre W por la Proposicién y el teorema de Riemann-Roch.

Caso C) Para el tltimo caso que debemos revisar, de las condiciones dadas se tiene
respectivamente que b = na, que b+ a = Z?:f) ¢y que a = ¢,y4 + 1. Consideramos j €

{1,...,n+ 3}. De nuestra hipdtesis se sigue que

n+4 n+-4 n+3 n+4
OSg Cn+(n+1)]:—z& :b—l—a— C; = C; — C; = Cj — Cpy4,

i=1 i=1 i=1 i=1

i#j i#j i#j

y luego se tiene que ¢, 44 < ¢;. Del hecho que ¢,44 =a— 1y ¢; < a (pues E(F —&;) > 0),
se tiene que a — 1 < ¢; < a. Asi, tenemos que o bien ¢; = a o bien que ¢; = a — 1 de
manera similar al caso anterior. Asimismo, como j fue un indice arbitrario en {1,...,n+ 3},
tal propiedad se cumple para cualquiera de dichos indices. Sea s el nimero de términos que
son iguales a a y sea t el nimero de términos que son iguales a (a — 1). Observemos que s
y t son numeros enteros no negativos que satisfacen la igualdad s +¢t = n + 3. Usando la

sz 3 .
ecuacién b+a = Y7’ ¢; se tiene que

(mn+1la=sa+tla—1)=(s+tJa—t=(n+3)a—t

y como consecuencia que 2a = t. De este modo, t debe ser un nimero par. Sea m un
nimero entero no negativo tal que t = 2m y t < n + 3. Observemos que si m = 0, es
decir si t = 0, entonces a = 0 y esto nos llevaria a una contradiccién. De esta manera,
m > 1yt > 2. Consecuentemente, 2a = t = 2m y esto implica que a = m, b = nm,
Cn4a = Cy, = m — L parai € {1,...,t} y ¢,;, = m para j € {1,...,n+ 3 — t}. Finalmente,
se sigue que € = mC,, +nmF — (m —1)(Epra+ >0, ) —m Z;‘if’_t &, es la clase de una
curva (—1) sobre W en vista de la Proposicién y el teorema de Riemann-Roch.

Por tltimo, observemos que la clase de la curva (—1) obtenida a partir de un nimero par
t con 2 <t <n+ 3esigual ala clase de la curva (—1) obtenida del nimero impar (¢ + 1) si

t+1<n+3. O

El siguiente resultado nos presentara una descomposicién para cada clase efectiva sobre

la superficie W7.

Teorema 11.15. Con la notacion anterior, sea D = aCy + bF — c1&E1 — - - - — ¢5E5 una clase
efectiva sobre W7 diferente de las clases que se encuentran en el conjunto generador minimo
de Eff(W?}) y donde donde a,b,cy, ..., cs son mimeros enteros tales que c5 < ¢y < -+ < .
Se tienen los siguientes casos:
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1. Sia < c3+ ¢4, entonces se tiene la siguiente descomposicion para D:

5
D:(a—03)(2C1—1—2.7:—2&)+(03+c4—a)(C1+2]:—51—52—54—55)
=1
+ (03 — C4)(Cl +2.F—(€1 —52 —53 — 85) -+ (Cl — Cg)(f— 51) + (CQ — Cg)(f— 82)
4
+ (3 + ¢4 —a)(F — &) +(b+a—ZCi)(}"—85)+(b+a—cl —Cy — ¢4 — ¢5)Es.

i=1

2. St a > c3 + cq, entonces se tiene la siguiente descomposicion para D:

5
D:(a—03—c4)C1+C4(2C1—|—2]-"—Zgi)+(03—c4)(cl+2f—51—52—83—55)

-+ (Cl — C3)(F— 51) -+ (02 — C3)<.F— ((:2) -+ (b —C1 — CQ)(.F — 55)
+(b—c1 —ca+c3—c5)Es.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad supongamos que D es irreducible. Puesto
que los nimeros de interseccion D.Cy, D.(F —¢&;), D.E; y D.(Ci+F —E&;— &) son no negativos
para cada i, j,1 € {1,...,5} con j # [, para tales indices se sigue respectivamente que b — a,
a —¢;, ¢; y b—c; — ¢ son enteros no negativos. Distinguiremos dos casos:

Caso a < c3 + c¢4. Para este caso, tenemos la siguiente descomposicién de D en funcion

del conjunto generador minimo:

5
D :(a—03)(2C1 +2F— Zgl) + (63+C4 —a)((31 +2J—"—51 —52 —54 —55)
=1
-+ (63 — C4)(C1 +2f—51 —52 — 83 - 85) + (Cl — Cg)(f— 81) + (C2 — Cg)(f— 82)
4
—|—(03+c4—a)(]-"—Eg)+(b+a—ZCi)(}"—€5)+(b+a—cl—02—c4—c5)55,

i=1
y cada uno de los coeficientes anteriores es no negativo.
Caso a > c3 + c4. Aqui, se tiene que D puede descomponerse de la siguiente forma

usando el conjunto generador minimo:

5
D:(a—03—C4>C1+C4(2C1+2.F-ZE¢)+(C3—C4>(Cl+2f—(€1—82—83—85)

i=1
+ (Cl — Cg)(F— 51) + (CQ — 03)(./—"— 52) + (b —C1 — CQ)(JT — 55)
+ (b — C1 — Cy + C3 — 05)85,
ademds, cada coeficiente que aparece en la descomposicién es un niimero entero no negativo.

U
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Teorema 11.16. Con la notacion anterior, sir = n+5 y n < 3, entonces el monoide

efectivo EF(W"5) de W™t es finitamente generado. Ademds, se tiene lo siguiente:

1. Sin = 1, entonces el conjunto generador minimo de Eff(WPE) estd formado por las

siguientes cincuenta y seis clases:
(a) La clase Cy de la transformada estricta de la curva negativa Cf,
(b) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p;
para 1 <1 <6,
(c) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <1 <6,
d) La clase C; + 3F — (.5: &; de la transformada estricta de la curva en |Cy + 3F
=1
que pasa por todos los puntos,
(e) La clase Cy + F — & — &; de la transformada estricta de la curva en |Cy + F| que
pasa por los puntos p; y p; parai,j € {1,...,6} coni# j,
La clase C; +2F — (.5: .. & de la transformada estricta de la curva en |C+2F
i=1,1i#7,l
que pasa por todos los puntos excepto por p; y p; para j,l € {1,...,6} con j #1,
(g9) La clase 2C,+2F =50, i»j €i de la transformada estricta de la curva en [2C1+2F|
que pasa por todos los puntos excepto por p; paral < j <6, y
h) La clase 2C1+3F —2&; — 5: &, de la transformada estricta de la curva en |2C7+
J =1 (3
3F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en py,, ..., P,
donde t;;j € {1,...,6} cont; # j parai=1,...,5, y cont; #t;, siiy # iy para
11,19 € {1,,5}
2. Sin = 2, entonces el conjunto generador minimo de Eff(WY) estd formado por las
ciento ochenta y cuatro clases de curvas que se presentan a continuacion:
(a) La clase Cy de la transformada estricta de la curva negativa Cs,
(b) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p;
paral <1 <7,
(c) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 < i <7,
(d) La clase Cy + 4F — S.1_, & de la transformada estricta de la curva en |Cy 4 4F)
que pasa por todos los puntos,
(e) La clase Co+2F — &, —E;— & de la transformada estricta de la curva en |Cy+2F|
que pasa por los puntos p;, p; ypy parad, j,l € {1,..., T} coni#j,i#1lyj#l,
(f) La clase C2+3}—_ZZ:1,¢7A]',1 & de la transformada estricta de la curva en |Cy+3F|
que pasa por todos los puntos excepto por p; y py para j,l € {1,...,7} con j #1,
(9) La clase 2Cy + 4F — 2&; — 320 | &, de la transformada estricta de la curva en
|2Cy +4F| que pasa por los puntos pj,py,, - - ., P Y que tiene multiplicidad dos en
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p;, donde t;,5 € {1,...,7} cont; # j parai=1,...,5, y cont; #ti, siiy # is
para iy,is € {1,...,5},

(h) La clase 2C; +5F =30 &, —2 232':1 Em; de la transformada estricta de la curva
en |2Cy + 5F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en
Prmys Py, donde t;,my; € {1,...,7} cont; #mj parai=1,...,5, 7 =1,2, y con
my # mo Yty # ti, Siiy # iy para iy, is € {1,...,5},

(i) La clase 3Co+6F =0, &,—2 Z?zl Em, de la transformada estricta de la curva en
|3Cy+6F| que pasa por todos los puntos y tiene multiplicidad dos en pu, - - - Py,
donde t;,m; € {1,...,7} cont; #mjparai =1,2,3yj=1,...,4, y cont; #t;,
Siiy F iy Y My, F My, Sij1 # J2 para iy, is € {1,2,3} y 1, j2 € {1,...,4},

(5) La clase 3Cy + TF — & — 2320 | &, de la transformada estricta de la curva en
|3Cy + TF| que pasa por todos los puntos con multiplicidad dos excepto por el
punto p;, donde t;,5 € {1,...,7} cont; # j parai=1,...,6, y con t;, # t;, si
i1 # i para iy,iz € {1,...,6},

(k) La clase 4Cy + 8F — 3&; — 2320 | &, de la transformada estricta de la curva en
|4Cy + 8F| que pasa por todos los puntos con multiplicidad dos excepto por p; que
tiene multiplicidad tres, donde t;,7 € {1,...,7} cont; # j parai =1,...,6, y
con t;, # ti, siiy # iy para iy, iz € {1,...,6}.

. Sin = 3, entonces el conjunto generador minimo de Eff(W3) estd formado por las

dos mil trescientas noventa y cuatro clases de curvas de la lista que se presenta a

continuacion:

(a) La clase C3 de la transformada estricta de la curva negativa Cs,

(b) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p;
para 1 <1 <8,

(¢) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <1 <8,

(d) La clase Cs + 5F — 35, & de la transformada estricta de la curva en |Cs 4 5F)
que pasa por todos los puntos,

(e) La clase C3+3F — &, — &, — Ei, — &, de la transformada estricta de la curva en
|C3 + 3F| que pasa por los puntos p;,, Piy, Pis, Pis PATA 11,12, 13,14 € {1,...,8} con
i; #0 sij# 1 para gl e{l,... 4},

(f) La clase C3+4.7:—Z§:1’#j7l & de la transformada estricta de la curva en |C3+4F|
que pasa por todos los puntos excepto por p; y p; para 3,1l € {1,...,8} con j #1,

(9) La clase 2C3+6F — Zle &, —2 232':1 Em; de la transformada estricta de la curva
en |2C3+6F| que pasa por 1os puntos Py s Pmys Py s - - - » Pts Y que tiene multiplicidad
dos en Pmy, Pmy, donde t;,5 € {1,...,8} cont; #m; parai=1,....,5yj=12,
y con my # mo Yty #ti, Siiy # is para iy, iz € {1,...,5},
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(h)

(i)

(3)

(k)

(v

(m)

()

La clase 2C5+7F — Z?:l &, —2 Z?Zl Em; de la transformada estricta de la curva
en |2C3 + TF| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en
Prmys Pmg» Pms, donde t;,m; € {1,...,8} cont; # m; parai=1,...,5, j=1,2,3,
y con ty, # ti, sity F# s y my, # mj, si j1 # jo para iy, iz € {1,...,5} y
Ji.J2 € {1,2,3},
La clase 3C3+9F —2 2]7*:1 &, de la transformada estricta de la curva en |3C5+9F|
que pasa por los puntos py,, ..., pr, con multiplicidad dos, donde t; € {1,...,8} y
con t;, # ti, siiy # g para iy, iz € {1,...,7},
La clase 3Cs+9F — 35— 50 | &, —2 Z?:1 Enm; de la transformada estricta de la
curva en |3C5+9F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en
Pmys - - > Pmy Y multiplicidad tres en p;, donde t;,m;,1 € {1,...,8} con t; # m,;,
tiFlym; #lparai =1,2,3yj=1,...,4, ycont, #t;, siiy # iy ym; # mj,
i J1 # Ja para iy,ie € {1,2,3} y j1,742 € {1,...,4},
La clase 3C5+10F — &; — 36, — 2 Z?:1 &, de la transformada estricta de la curva
en |3C3 + 10F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en
Dtys - Dtg Y multiplicidad tres en p;, donde t;,j,1l € {1,...,8} cont; # j, t; #1
yjF£lparat=1,...,6, y cont; #t; siiy # iy para iy, iz € {1,...,6},
La clase 4C5 + 12F — & — 2300 [ &, —3 ijl Em, de la transformada estricta de
la curva en |4C5 + 12F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad
dos en p,, Dry, Pty Y multiplicidad tres en pp,, ..., Pm,, donde t;,;m;, 1 € {1,...,8}
cont; #mj, ti #lym; #1lparai=1,23yj=1,...,4, ycont, #t; s
i1 # 1y Yy my, # my, Sij1# jo para iy, iz € {1,2,3} y g1, j2 € {1,...,4},
La clase 4Cs + 12F — 3§, — 4§ — 230 &, de la transformada estricta de la
curva en [4C5 4+ 12F | que pasa por todos los puntos con multiplicidad dos excepto
en p; que tiene multiplicidad tres y en p; que tiene multiplicidad cuatro, donde
ti,j,le{l,....8 cont; #j,t; Zlyj#lparai=1,...,6,y cont; #t;, si
i1 # g para iy, iz € {1,...,6},
La clase 4C3 + 13F — 2223:1 & — 32?:1 Em; de la transformada estricta de la
curva en [4C5 + 13F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos
€N Dty s Diys Py Y multiplicidad tres en pu,, ..., Pms, donde t;;m; € {1,...,8} con
ti #mj parai = 1,2,3, j =1,...,5, y con t;, # t;, si i1 # i Yy Mmj, # mj, Si
J1 # J2 para iy,is € {1,2,3} y j1,752 € {1,...,5},
La clase 5C3 + 15F — 22?:1 & — 32?21 Em; — 4212:1 Es, de la transformada
estricta de la curva en |5C3 + 15F| que pasa por todos los puntos y que tiene
multiplicidad dos en py,, p,, multiplicidad tres en pmy,...,Pm, Yy multiplicidad
cuatro en ps,, Ps,, donde t;,;m;, s € {1,...,8} cont; #mj, t; # s, ym; # s, para
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(0)

()

(q)

(t)

(u)

i=1,2,7=1,...,4yl=1,2, yconty #ta, 51 # 52 Yy mj, # my, st j1 # j2 para
J1,72 € {1,...,4},

La clase 5C3 + 16F — 3320 &, — 42?:1 Em; de la transformada estricta de la
curva en |5C5 + 16F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad tres
en Py, .., Pty Y multiplicidad cuatro en pp,, Pm,, donde t;;m; € {1,...,8} con
ti #mj parai =1,,...,6, 5 = 1,2, y con my # my y t;, # ti, si i1 # iz para
i1,09 € {1,...,6},

La clase 6C3 + 18F — 2&; — 3& — 42?:1 &, de la transformada estricta de la
curva en |6C3 + 18F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad
dos en pj, multiplicidad tres en p; y multiplicidad cuatro en py,,...,py, donde
ti,j;le{l,....8  cont; #j, t; Zlyj#1lparai=1,...,6, y cont; #t;, si
i1 # g para iy,is € {1,...,6},

La clase 6C5+ 18F —5& — 3 Z?:l &, —4 Z?:l Em, de la transformada estricta de
la curva en |6C5 + 18F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad
tres en pyy, ..., Dy, multiplicidad cuatro en Py, Pmy, Pms Y multiplicidad cinco en
pi, donde t;,m;,l € {1,...,8} cont, #m;, t; #l ym; #l parai=1,...,4y
J=1,2,3, y cont; #t;, siiy # iz ymy #mj, st j1 # Jo para iy, iz € {1,...,4}
y ji,J2 € {1,2,3},

La clase 6C3 + 19F — 3&; — 422:1 &, de la transformada estricta de la curva
en |6C3 + 19F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad tres en
p; y multiplicidad cuatro en py,,...,pt,, donde t;,j € {1,...,8} con t; # j para
i=1,...,7, y conty #t;, siiy #iy para iy, is € {1,...,7},

La clase TCs+21F —35—43 | &, -5 2]3':1 Em; de la transformada estricta de la
curva en |7C5+ 21F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad tres
en p;, multiplicidad cuatro en py,,...,py, y multiplicidad cinco en P, Pmys Pms
donde t;,;m;,l € {1,...,8} cont, # m;, t; #l ym; # Ll parai =1,...,4y
J=1,2,3, y cont; #t, siiy # iy ym; #mj, Sij1# Jo para iy, iz € {1,...,4}
y Ji,J2 € {1,2,3},

La clase 8C3+24F —65,—437 | &, —5 2521 Em, de la transformada estricta de la
curva en |8C3+24F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad cuatro
en piy, Py, multiplicidad cinco en pp,, ..., Ppms Yy multiplicidad seis en p;, donde
ti,m;,l € {1,...,8} cont;y#my, t; Zlym; #lparai=1,2yj=1,...,5y
con ty # ta ymy, # my, st j1 # ja para ji,j2 € {1,...,5},

La clase 9Cs + 27F — 53+ &, — 62?21 Em, de la transformada estricta de la
curva en |9C5+27F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad cinco

€N Pty - - -, Py Y multiplicidad seis en pp,, ..., Pm,, donde t;;m; € {1,...,8} con
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tiFmjparai=1,....,4yj=1,...,4, yconty #t, siiy # iy ymj #mj, s
J1 # J2 para iy, is, j1,J2 € {1,...,4}, y

(v) La clase 10Cs + 30F — 7&; — 622.7:1 &, de la transformada estricta de la curva
en |10C5 4+ 30F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad seis en
Dtrs-- Dt Y multiplicidad siete en pj, donde t;,j € {1,...,8} con t; # j para
i=1,...,7, y conty #t;, siiy # iy paraiy,ig € {1,...,7}.

DEMOSTRACION. Puesto que la superficie W™ es anticanénica y no contiene curvas
(—2), para mostrar que su monoide efectivo estd generado por las clases de las respectivas
listas bastard con determinar explicitamente todas las clases de las curvas (—1) sobre tal
superficie gracias al Lema 4.1 de [LHO5|. Sea €& = aC,, + bF — 1&; — - -+ — ¢py5En45 la clase
de una curva (—1) donde a,b, ¢y, . .., ¢,15 SOn niimeros enteros. Mostraremos que sélo existen
un numero finito de valores para tales enteros. Supongamos que £ es diferente de las clases
F—-&,&yCh+ (n+2)F— Z"%E para cualquier j = 1,...,n+5 (y de C, en el caso
n = 1). En particular, tenemos que se satisface que 0 < ¢; < a para cada i = 1,...,n + 5.
Tomando la descomposicion de la clase anticanénica encontrada en la Proposiciéon |[11.11]

podemos reescribir la ecuaciéon —Kns5.€ = 1 como
n

n+5
() + <5. (Cot (n+2)F =" 5)) —1
i=1
y asi, debemos considerar dos casos:
A)EC, =1 v E(Co+(n+2)F-3108)
B)£C,=0 y EQC.+n+2F-3178)

Lo que realizaremos a continuacion es estudiar cada uno de estos posibles casos.

0,y
1

Caso A) Observemos que las condiciones en éste caso nos dan respectivamente las ecua-

cionesb=na+1y Z"f’ ¢; = b+ 2a, luego, podemos reescribir la tltima de ellas como

nt5
(11.1) Y e=(n+2a+l.
=1
Ademés, la ecuacién £2 = —1 implica que 2ab — na®> — Y777 ¢ = —1 y podemos reescribir
tal igualdad como
nt5
(11.2) > ¢l =na®+2a+1.

i=1
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos la condicién (Y o cl) (n+5)(30) ),
esto implica que
((n+2)a+ 1)2 < (n+5)(na®+2a+1),
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y reduciendo términos obtenemos (4—n)a? —6a < n+4. Posteriormente, se sigue la condicién
< 3+ V25 —n?

a < ———m.
- 4—n

Sustituyendo n = 1 en la desigualdad anterior obtenemos a < 2, sustituyendo n = 2 obtene-

(11.3)

mos que a < 3y sustituyendo n = 3 obtenemos que a < 7. De esta forma, fijando el valor de n
en las Ecuaciones (11.1]) y debemos de sustituir los posibles valores de a en el respectivo
caso (salvo por a = 0 que se descarta inmediatamente) y resolver los sistemas de ecuaciones
para determinar los valores de ¢; para cualquier ¢ = 1,...,n+5. Hemos realizado los célculos
de la solucién simultdnea de las Ecuaciones y (11.2) con la condicién que 0 < ¢; < a
para cada i = 1,...,n+ 5 en el programa MATHEMATICA (ver Seccién [1| del Apéndice [Al),
los resultados obtenidos hasta permutacién de los indices junto con la Proposicion [1.49] y el
teorema de Riemann-Roch implican la existencia de las clases de curvas (—1) que se muestran

en la siguiente tabla:

n a E
1 1 Ci+2F — 2?:1,1‘7&3',1 &i
2 2C, +3F =30 & — 28
1 Co+3F — Zz:u €
2 2 20, +5F — 0 1 &, — 23 1 Em,
3 3Cy +TF — & —230 | &,
1 Cs+AF =0 1 6
2 205+ TF =30 1 &, — 2301 Em,
3 3C; +10F — & — 36 - 230 &,
3 4 AC5 + 13F — 2320 1 &, =330 Em,
5 5Cs + 16F =330 1 &, — 437 Em,
6 6Cs + 19F — 3, — 431 &
7 No existe

Caso B) Las condiciones que se tienen en este caso nos dicen respectivamente que b = na
5 o s .
y ZZZ ¢; = b+ 2a — 1, luego, podemos reescribir la tltima ecuacién como

n—+5

(11.4) Y e=(n+2)a—1

i=1
Ahora bien, la ecuacién £2 = —1 se traduce en 2ab — na?® — E?:f’ c; = —1 y posteriormente
podemos escribirla como

n+5

(11.5) > ¢ =na®+1.
=1
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que (Z?:f ci)2 < (n+ 5)(2?:15 c?), esto
implica que

(n+2)a—1)* < (n+5)(na®+1)
y reduciendo términos obtenemos que (4 — n)a® — 2(n + 2)a < n + 4. Como consecuencia,

tenemos la desigualdad

a<n—|—2+2vn+5
- 4—n ’

Sustituyendo los valores n = 1, 2, 3 en la desigualdad anterior obtenemos respectivamente que

(11.6)

a <2, que a<4yquea<10. Lo siguiente es fijar n para los valores anteriores y encontrar
las soluciones simultédneas de las Ecuaciones y para cada posible valor de a con
la condicién 0 < ¢; < a para cada i = 1,...,n + 5 (excepto el valor a = 0 que no puede
suceder). De manera similar al caso anterior, hemos usado el programa MATHEMATICA (ver
Seccion (1| del Apéndice para resolver tales ecuaciones y los resultados obtenidos hasta
permutaciéon de los indices junto con la Proposicion y el teorema de Riemann-Roch

implican la existencia de las siguientes clases de curvas (—1):

n a €
1 Ci+F =& —§&;
1 2 20, +2F - 30 L&
i=1,ij
1 C+2F —& =& —&
, 9 20, +4F —2&; — Z?:l &,
3 3Cy + 6F — Zle E — 2 Z?:l Em,
4 A4C, +8F — 35 -2 | &,
1 C3+3F =&, =&, &, —&
2 2C3 +6F — Z?:l &, —2 232'11 Em,
X 3Cs +9F — 237 &,
3C3 +9F — 3& — Z?:l &, —2 Zj:l gmj
\ ACs+ 12F — & =237 1 &, — 33,1 Em,

ACs +12F — 36 — 4& — 2370 | &,
3 5 5Cs+ 15F =230 1 &, =33, 1 Em, — 21,1 &,
6Cs + 18F — 26, — 36 — 430 | &,

6 6Cs + 18F — 58 =331 1 &, — 4] Em,
7 TC3+21F — 36 — 43, &, — 420 1 Em,
8 8Cs + 24F — 68 — 430 1 &, — 511 Em,
9 9Cs +27TF =53 1 &, — 6311 Em,

10 10Cs + 30F — 78— 63, &,
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De

esta manera, hemos determinado todas las clases de las curvas (—1) sobre W™*5. Por

lo tanto, concluimos que el monoide efectivo Eff (") es finitamente generado y hemos

determinado el conjunto generador minimo en cada caso. 0

Teorema 11.17. Con la notacion anterior, si v =7 yn = 1, entonces el monoide efecti-

vo Ef(WY) es finitamente generado y su conjunto generador minimo estd formado por las

doscientas cuarenta y un clases de la siguiente lista:

164

(a) La clase Cy de la transformada estricta de la curva negativa Cf,

(b) La clase F — &; de la transformada estricta de la fibra que pasa por el punto p; para
1<i<T,

(c) La clase &; de la curva excepcional correspondiente al punto p; para 1 <1i <7,

(d) La clase 2C, 4+ 3F — S, & de un divisor anticandnico,

(e) La clase C; +F — & —&; de la transformada estricta de la curva en |Cy + F| que pasa
por los puntos p; y pj para i,j € {1,...,7} coni # j,

(f) La clase Cy +2F — 3"+ &, de la transformada estricta de la curva en |Cy + 2F| que
pasa por los puntos iy, Diy, Dty Y Pry DTG ty, o, ts, tg € {1,..., T} cont; #t; sii#j
para i,j € {1,...,4},

(9) La clase C; + 3F — Z::LZ.# & de la transformada estricta de la curva en |Cy + 3F|
que pasa por todos los puntos excepto por p; para 1 < j <7,

(h) La clase 2Cy + 2F — 327, &. de la transformada estricta de la curva en [2C) + 2F|
que pasa por los puntos py,, ..., Py, donde t; € {1,...,7} con t;, # t;, siiy # is para
Q1,90 € {1,...,5},

(i) La clase 2C,+3F —2&;—°0_, &, de la transformada estricta de la curva en |20, +3F|
que pasa por los puntos pj, Py, - - -, Pes Y que tiene multiplicidad dos en p;, donde j,t; €
{1,...,7} cont; # jparai=1,...,5, yconty #t;, siiy # iz paraiy,is € {1,...,5},

(j) La clase 2Cy + AF — 2&,, — 2E,, — Z?Zl &, de la transformada estricta de la curva
en |2C) + 4F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en ps,, ps,,
donde sj,t; € {1,....7} cont; # s; parai =1,....,5 yj = 1,2, y con s1 # s3 y
i, # ti, Si 1y # 19 para iy,is € {1,...,5},

(k) La clase 3C; + 3F — 2E; — S0 &, de la curva en |3C) + 3F| que pasa por todos los
puntos y que tiene multiplicidad dos en p;, donde j,t; € {1,...,7} con j # t; para
i=1,...,6 yconty #t;, siiy # iy paraiy,ig € {1,...,6},

(1) La clase 3C, +4F — >0 &, —2 25:1 &, de la transformada estricta de la curva en
|3CY + 4F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en ps,, Ps,, Pss
donde t;,s; € {1,...,7} cont; # s; parat =1,...,4 yj=1,2,3 y cont; #t;, si
i1 F 2 Y Sj, F Sjy St 1 F J2 para iy, is € {1,...,4} y j1, 752 € {1,2,3},
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(m) La clase 3C, + 5F — &, — Eoy —23°0_, &, de la transformada estricta de la curva en
|3Cy + 5F| que pasa por todos los puntos y que tiene multiplicidad dos en py,, ..., P,
donde s;,t; € {1,...,7} cont; # sj parai =1,....5 yj =12y con sy # sy y
ti, # ti, i1y # 19 para iy,ip € {1,...,5},

(n) La clase 3Cy + 6F — 22;1 &; de la transformada estricta de la curva en |3Cy + 6F)|
que pasa por todos los puntos con multiplicidad dos,

(1) La clase 4C, +5F — & — 235 &, de la transformada estricta de la curva en |AC) +
5F| que pasa por todos los puntos con multiplicidad dos salvo por p;, donde j,t; €
{1,...,7} conj #1t; parai=1,...,6 y cont; #t;, siiy # iz paraiy,is € {1,...,6},
Y

(o) La clase 4C; + 6F — 3&; — 22?:1 &, de la transformada estricta de la curva en
|4C1 + 6F| que pasa por todos los puntos con multiplicidad dos salvo en p; que tiene
multiplicidad tres, donde j,t; € {1,...,7} con j #t; parai=1,...,6 y con t;, #t;,
si 11 # 19 para iy, iz € {1,...,6},

DEMOSTRACION. Puesto que la superficie W} no contiene curvas (—2) y es anticanénica,
para concluir que la lista de clases propuesta es el conjunto generador minimo de Eff (1))
bastard con determinar todas las clases de curvas (—1) sobre W en vista del Lema 4.1 de
[LHOS5]. Sea & = aCy + bF — ¢1& — -+ — ;&7 la clase de una curva (—1) sobre W[ para
algunos nimeros enteros a, b, ¢y, . . ., c7. Supongamos que £ es diferente de las clases Cy, F —&;
y & para cada ¢t =1,...,7, de esta manera, tenemos respectivamente las condiciones a < b,
¢i<ay0<g¢paratodoi=1,...,7. De las ecuaciones —Ky7.& =1y £? = —1 obtenemos

respectivamente que
7 7
(11.7) Zcz-:%—l—a—l y Zc§:2ab—a2+1.
i=1 =1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que ( Zzzl ci)2 <7 23:1 c¢?, esto implica que

(2b+a—1)* < 7(2ab — a® + 1)

y posteriormente se sigue la ecuaciéon

1/5 2 7 707
11.8 b——(— 1) <Ly lop L
(11.8) ( SACR > ST 10T
La desigualdad anterior implica que
7 7 7
< ——q2 - -
Os—%¢ Tty

y de tal desigualdad se sigue que a < 2 + v/8. Por lo tanto, tenemos que a < 4.
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Ahora bien, sustituyendo los posibles de valores de a en la Ecuacion ((11.8) para obtener

una cota superior para b y recordando que a < b, obtenemos lo siguiente:

e Si a =4, entonces 4 < b <6,
e Sia =3, entonces 3 < b <6,
e Sia=2, entonces 2 < b <4,
e Sia=1,entonces 1 <b< 3,y
e Sia=0, entonces 0 < b <1.

Lo siguiente que debemos realizar es fijar cada posible valor de a con cada uno de los respec-
tivos y posibles valores de b en las igualdades de la Ecuacion (11.7]) y resolver tal sistema de
ecuaciones para determinar la existencia de clases de curvas (—1). Hemos utilizado el progra-
ma MATHEMATICA (ver Seccién [2[ del Apéndice|Al) para resolver tales sistemas de ecuaciones

encontrando las clases de curvas (—1) que se presentan en la siguiente tabla:

a b £
6 AC, +6F — 38— 230 | &,
4 5 AC, +5F — & — 230 | &
4 No existe
6 3C, +6F —23 &
; 5 8C1+ 5F — &, — €0y — 250 &,
4 3C +4F — 3, &, — 2200 | &)
3 3C; +3F — 25— 30, &,
4 20 +4F — 28, — 260, — S0, i
2 3 20, +3F — 25— 30 &,
2 20, +2F =30 &
3 CL+3F =0, . &
1 2 Cr+2F =Y &
1 Ci+F—&—&
1 No existe
0 0 No existe

Observemos que cada clase en lista existe gracias a la Proposicion y al teorema de
Riemann-Roch. De esta forma, concluimos que las clases de la lista propuesta forman el

conjunto generador minimo de Eff (TW7). O

Observacion 11.18. Para un nimero entero positivo r tal que r < 8, consideremos r puntos
P1, ..., Dy en posicién general sobre P?, consideramos la superficie X, obtenida de la explosién
de P? en tales puntos, denotamos por &) a la clase en NS(IP?) de una linea en P? que no contiene
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alguno de tales puntos y por & a la clase en NS(P?) correspondiente a la curva excepcional
del punto p; para cada i = 1,...,r. Luego, considerando a Y; como la explosién de P? en
P, tenemos que los puntos py, ..., p,_1 estan en posicién general sobre ¥;. Ademads, notemos
que existe un isomorfismo natural entre los grupos NS(W; ') y NS(X,) definido entre las
respectivas bases {Cy, F, —&1,..., &1} vy {&,=&,..., =&} como Cy — &, F — E[—Ey
& — & paracadai = 1,...,r—1. De esta manera, al utilizar tal isomorfismo tenemos que los

conjuntos generadores minimos de los monoides efectivos de las superficies W7 ! encontrados

en los Teoremas [11.13] [T1.14], [T1.16] y [11.17 son enviados a los conjuntos generadores minimos

de los monoides efectivos que Rosoff determina para las superficies X,. (ver Teorema [11.2)).

A continuacion presentaremos algunas consecuencias inmediatas a los Teoremas [11.13

[L.14 IT.16 y IT.17

Lema 11.19. Con la notacién anterior, sea W' la superficie obtenida como la explosién de
Y, en r puntos py,...,p. especializados donder <n+4, 6 (r=n+5yn<3),d(r="7y

n = 1). Eziste un nimero finito de clases de curvas (—1) sobre W'’

DEMOSTRACION. En el grupo de Néron-Severi NS(W!’) de W', denotaremos por C/, a la
clase de la transformada total de la curva negativa C,,, por F’ a la clase de la transformada
total de una fibra que no contiene alguno de los puntos y por &£ a la clase del divisor
excepcional asociado al punto p; para cadai = 1,...,r. Observemos que existe una biyeccién
natural entre la base {C,, F,—&,...,—&.} de NS(W!) y la base {C,,, F',—&,..., =&} de
NS(W!") dada por C,, + Cl,, F — F'y & > & para cada ¢ = 1,...,r. Tal biyeccién se
extiende a los grupos NS(W") y NS(W!') y ademés preserva la forma de interseccién. Sin

pérdida de generalidad supongamos que p(W!') > 3.

Sea & = d'C, + V' F — & — -+ — & la clase de una curva (—1) sobre W' donde
a',b',cy,...,c. son numeros enteros. Observemos que la clase inducida € = d'C,, + 0'F —
A& — - =&, sobre W satisface que £2 = —1 y que —Kr.€ = 1. Si € no fuese una clase

irreducible sobre W), entonces considerarfamos una de sus componentes irreducibles D. Por el
principio de semicontinuidad (ver el quinto parrafo en la pdgina 342 de [Mon11]) tendriamos
que la clase inducida D’ sobre W'’ serfa una clase efectiva, atin més, tendriamos que seria
igual a &£'. Esto implicaria que £ seria una clase irreducible y tendriamos una contradiccion
con nuestra hipétesis. Por lo tanto, descartamos tal caso.

Ahora bien, si £ es una clase irreducible, entonces tal elemento es la clase de una curva

(—1) sobre W/, luego, usando los Teoremas [11.13] [11.14} [11.16| y [L1.17| tenemos que existen

unicamente un numero finito de ellas. En particular, podemos dar explicitamente los valores

de sus coeficientes. Por lo tanto, existen un nimero finito de posibilidades para &’. O
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Corolario 11.20. Sean n y r numeros enteros positivos. El monoide efectivo de la superficie
W' obtenida como la explosién de la superficie de Hirzebruch X, en r puntos en posicion
arbitraria con r < n + 4, como la explosion de X, en n + 5 puntos en posicion arbitraria
conn < 3 y como la explosion de Y1 en siete puntos en posicion arbitraria es finitamente

generado.

DEMOSTRACION. Utilizaremos la notacién que fue fijada en el primer parrafo del lema
anterior y de nueva cuenta, supondremos sin pérdida de generalidad que p(W!") > 3.

Puesto que la superficie W’ es una superficie racional anticanénica, por el Lema 4.1
de [LHO5|] sabemos que las clases de las curvas (—1), las clases de las curvas (—2) y las
componentes irreducibles de la clase anticandnica generan a Eff (TW""). Mostraremos que existe
un numero finito de cada uno de los tipos de generadores.

Sea D' = aCl, + bF — 1€ — -+ — ¢,E. un generador de Eff(W') donde a,b,cy,...,c,
son nimeros enteros. Si D' es una componente irreducible de la clase anticanénica de W',
entonces claramente hay un ntmero finito de posibilidades para D’. Ahora bien, si D’ es la
clase de una curva (—1), entonces por el Lema tenemos que hay un nimero finito de
posibilidades para D’.

Por tltimo, supongamos que D’ es la clase de una curva (—2). Para cada uno de los
casos que queremos mostrar, vamos a considerar la descomposicién de la clase anticandnica
—Kyyr inducida por la descomposicién de la clase anticanénica —Kyr del caso de puntos
en posicién general que se encuentra en la Proposicion (excepto por el caso r = Ty
n = 1 donde la clase anticanénica —Ky; es irreducible). En primer lugar, supongamos que el
niimero de interseccién de D’ con cada una de las clases en la descomposicién de —Ky,v es no
negativo. Puesto que D’ es la clase de una curva (—2) tenemos las ecuaciones —/Cyr. D' = 0
y D'* = —2, ademds, puesto que D’ .£! es no negativo se tiene que el entero ¢; es no negativo
paracadait=1,...,7.

Caso r < n. En este caso, tenemos la siguiente descomposicién inducida para la clase
anticanonica:

r
Ky =2C) + > (F = &)+ n+2-r)(F &)+ (n+2-r)&.

i=1

Asi, la hipétesis de ortogonalidad de D' con — Ky implicarfa que D'.C;, = 0, que D".&] = 0
y que D'.(F'— &) =0 para cadai = 1,...,r. De esta forma, se tendria respectivamente que
b =na, que ¢c; = 0 y que que a = ¢; para cada ¢ = 1,...,7r y como consecuencia, se seguiria
que D’ seria igual a la clase nula, algo que no podria suceder. Por lo tanto, la clase D’ no
existe.
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Caso r = n+ 1. La descomposicién de —KC que es inducida en este caso se presenta

Wn+1’
n
a continuacion:

n+1
i = (C) + (C; +nF =Y 5{) F(F =)+ (F &) +E+E.
i=1
Luego, la ecuacién —IC;,»+1,. D" = 0 implicaria que los nimeros de interseccién D'.C,,, D'.(C;,+
nF =S HLEN, D (F &), D (F —&), D& y D' .E serfan iguales a cero. Asi, tendrfamos
respectivamente que b = na, b = Z”+11 ¢, 4 =c1,a =y, cp =0y cy =0y por consiguiente,

que D’ seria la clase nula, una contradiccién. De este modo, tal clase D’ no puede existir.

Caso r = n + 2. La descomposicién inducida para la clase anticanénica de este caso

esta dada por

n+1
_ICW,?+2' = (67/1) + (Cv/z +nF — ZSZ/) T (‘7:/ - 5{) + («7:/ - ’;L-‘r?) + ‘9{'
i=1

Ahora bien, tendrfamos que D'.C!, = 0, D'.(C/, + nF' — S &N = 0, D'.(F — &) =

)

D.(F' = &,p) = 0y D& = 0 debido a la ortogonalidad de D con —Kns2.
n+1

manera, se obtendrian respectivamente las igualdades b = na, b =)""] ¢;, a = ¢1, @ = Cpp0

De esta

y ¢; = 0, y consecuentemente tendriamos que D’ serfa igual a la clase nula lo cual no podria

suceder. Consiguientemente, la clase D’ no existe.

Caso r = n+ 3. La descomposicién de la clase anticandnica en este caso que es inducida

por la clase anticanénica del caso de posicién general esta dada por

n+3
—Kyymia = (Cp) + (c’ Z &l > — &)+ &

La condiciéon —/Cjn+s. D" = 0 implicarfa que D'.C;, = 0, D'.(C,, + (n + 1)F" — Srtien =o,
D.(F —&) =0y D.E =0, esto a su vez implicarfa respectivamente que b = na, que
b+a= Z7+13 ¢i, que a = ¢1 y que ¢; = 0. Se seguiria que D’ = 0, lo cual no podria suceder.

Por lo tanto, tenemos que la clase D’ no puede existir.

Caso r = n + 4. La descomposicion de —K;»+4 que estd inducida por —Kyn+a es la
n n

siguiente:

n+3
—ICWSH/_(C;)JF(C,Q +(n+1)F Zé’) — & s

De la ecuacién —/C;,na. D" = 0 se sigue que D'.C;, = 0, D'.(C;, + (n + 1) F' — SrREN =0y
D' (F —€&).,) =0,y como consecuencia obtenemos respectivamente las ecuaciones b = na,
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b+a= ZZ 1 ¢ ¥ a = cppa. De este modo, se sigue que

n+4

Z ¢ =n+2)a
Por otro lado, la ecuacién D'* = —2 nos dice que 2ab — na® — Y71 2 = —2, y de esto se
tiene que

n+4

Zcf:na2+2.

i=1
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que (32175 ¢;)? < (n +4) .10 2] asi,

tenemos que (n + 2)%a* < (n + 4)(na® + 2) y como consecuencia que

n+4
—_— 2 .

De dicha condicién tenemos que a unicamente puede tomar un numero finito de valores.

a

Asimismo, de la desigualdad anterior se deriva que

bgn( n+4>
2

por lo cual b también tiene un ntmero finito de posibilidades. Por tltimo, de las ecuaciones

Z?Jrlg ¢i=(n+1)ay cyiq = a se sigue que ¢; sélo puede tomar un nimero finito de valores
para cada ¢ =1,...,n+4. Por lo tanto, tenemos que existe un nimero finito de posibilidades
para D'.

Caso r = n+ 5 y n < 3. La clase anticanénica cuando los puntos estan en posicion

general con estas condiciones induce la siguiente descomposicién de la clase anticandnica

—ICWng{a/Z

n+5
—Kyymsr = (Cp) + (C; (n+2)F Z & )

Gracias a la ortogonalidad de D' con —KC;,.+s se siguen las ecuaciones D'.C;, = 0y D'.(C;, +
(n 4 2)F — 312 €l = 0, asi, tenemos respectivamente las igualdades b = na y b+ 2a =
Z;Hf ¢;. De este modo, se tiene la ecuacién

n+5

ZC’ (n+2)a

Notemos que en particular a es no negativo y por consiguiente b también es no negativo. Por
otro lado, de la condicién D’ = —2 se sigue que 2ab — na? — Z?Jrf’ c? = -2 y luego

n+5
E ¢ =na® + 2.
i=1

170



Capitulo 11. Explosion de ¥, en Puntos en Posicién General

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que (32777 ¢;)? < (n + 5) 3277 ¢2, es decir,
tenemos que (n + 2)%a* < (n + 5)(na® + 2). Reduciendo términos se obtiene la desigualdad
(4 —n)a® <2(n+5) y de ella se sigue que
2(n+5)
- 4—n

De esta forma, a sélo puede tomar un nimero finito de valores. Ademas, la desigualdad

2(n+5)
bﬁ”( ﬁ)

y consecuentemente tenemos que b sélo puede tomar un nimero finito de valores. Alin mas,

. 5 . .
de la ecuacion Z:L; ¢; = (n + 2)a obtenemos que ¢; inicamente puede tomar un nimero

anterior implica que

finito de valores para cada ¢ = 1,...,n + 5. Por lo tanto, tenemos que hay un ntmero finito

de posibilidades para D’ en este caso.

Caso r = 7 y n = 1. Para el tltimo caso que resta a verificar, no tomaremos descom-
posicion alguna de la clase anticanénica. De las igualdades —ICWf/.D’ =0y D" =-2se
siguen respectivamente las siguientes ecuaciones:

7 7
Zci:%—l—a y Zc?zQab—az—i-Q.
i=1

i=1
Consideremos a la clase (—1) C]. Si D'.C]; < 0, entonces D’ es una componente irreducible
de C] y sélo tiene un nimero finito de posibilidades. Asi, asumamos que D".C{ > 0. En tal
caso, tenemos que a < b. Observemos que si b < 0, entonces se seguiria que a < 0 y esto
contradiria el hecho que 21'721 ¢; = 2b+ a. Por lo tanto, b > 0. Ahora bien, si b = 0, entonces
la ecuacion 23:1 ¢; = a implica que a > 0. Por tultimo, consideremos el caso que b > 0y
supongamos que a < 0. Bajo tales condiciones tendriamos que el lado izquierdo de la ecuacion
Zzzl c? = 2ab — a® + 2 serfa un niimero no negativo mientras que el lado derecho serfa un
nimero negativo, algo que no podria suceder. Por consiguiente, si b > 0, entonces sucede que
a > 0. De este modo, podemos asumir que tanto a como b son nimeros enteros no negativos.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que (3.1, ¢;)? < 737, ¢Z, de este modo,
tenemos que (2b + a)* < 7(2ab — a* + 2). Reduciendo términos obtenemos la desigualdad

20% — bab < —4a® + 7y de ella se sigue la condicién

5\ 7 7
11. b— - < ——a? 4 -,
(11.9) ( 4a) <-13% ts
Tal desigualdad implica que
0< a2yt
__a p—
- 16 2
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y de ella obtenemos que a < /8. Consecuentemente, a < 2 y asi tenemos que tiene un
numero finito de posibilidades. Ahora bien, puesto que de la Ecuacién (11.9)) se deduce que

< S5a + v/—T7a2 + 56
_ 4 )

se tiene que b tnicamente puede tomar un nimero finito de valores. Finalmente, usando la

b

ecuacion 23:1 ¢; = 2b+ a se deduce que ¢; solo puede tomar un nimero finito de valores
para cada ¢ = 1,...,7. Por lo tanto, hemos llegado a que D’ tiene un numero finito de

posibilidades.

De esta forma, tenemos que en cada caso hay un numero finito de posibilidades para
la clase D’. En segundo, lugar asumamos que existe una componente en la descomposicion
de =Ky, tal que su nimero de interseccion con D' es negativo. En tal caso, D' es una
componente irreducible de tal clase y consecuentemente, hay nimero finito de posibilidades

para D'. Finalmente, concluimos que tinicamente existen un nimero finito de clases de curvas

(—2) sobre W' O

Como consecuencia inmediata recuperamos el resultado de Rosoff sobre la finitud de los
monoides efectivos de las superficies obtenidas como la explosién de P? en a lo més ocho
puntos en cualquier posicién (ver [Ros80, Teorema 2, p. 424]) y el resultado de la finitud
del monoide efectivo de una superficie proyectiva lisa racional con un divisor anticanénico de

autointerseccién no negativa (ver [LahO4al Teorema 1.1, p. 875] y [LHOS5|, Proposicién 4.3
(a), p. 109]).

Corolario 11.21. El monoide efectivo de una superficie obtenida como la explosion del plano

proyectivo P? en a lo mds ocho puntos en cualquier posicion es finitamente generado.

Corolario 11.22. 57 S es una superficie proyectiva lisa racional con Kg > (0, entonces su

monoide efectivo es finitamente generado.

Para concluir con este apartado, lo siguiente que realizaremos sera mostrar que los monoi-
des efectivos de las superficies W, en los casos restantes no son finitamente generados. Para

ello, necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 11.23. Con la notacion anterior, dada una superficie de Hirzebruch 3, y r puntos en
posicion general py,...,p, sobre ella, si consideramos una transformacion elemental en uno

e tales puntos, entonces los r — 1 puntos que estan fuera de la curva C,_1 en la superficie
de tal tos, ent [ 1 t t de [ C, [

de Hirzebruch %, _1 resultante estan en posicion general.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que realizamos la trans-
formacion elemental en p,.. Observemos que al considerar la transformacién elemental de X3,
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en p, obtenemos la superficie de Hirzebruch ¥, ; donde la transformada estricta de la fibra
que contiene al punto p, en X, ha sido contraida al punto ¢, de ¥, _1 que se encuentra en la

curva C,,_; (ver Figura|l1.4)). De esta forma, se sigue que W también puede obtenerse como

FicuraA 11.4. Transformacion elemental de X3, en el punto p,.

la explosion de 32,1 en los puntos py,...,p,—1 y en el punto ¢,. Si los puntos py,...,p,—1 no
estuviesen en posicién general, entonces al considerar la explosién de >, _; en tales puntos
obtendriamos una curva negativa que no seria una curva (—1) ni la transformada estricta
de C),_1. Posteriormente, al explotar el punto ¢, tendriamos que existiria una curva negativa
sobre W que no serfa una curva (—1) ni la curva (—n) proveniente de la curva C,, y esto
contradiria la posicién general de los puntos py, ..., p,. Por lo tanto, los puntos py,...,p,1

estan en posicion general sobre ¥, ;. 0

Lema 11.24. Con la notacion anterior, si el monoide efectivo de la superficie W) no es
finitamente generado, entonces el monoide efectivo de W) t; no es finitamente generado para

cualquier numero entero no negativo t y para cualquier nimero entero s tal que s > t.

DEMOSTRACION. Basta a probar el caso s = t. Procederemos por induccién sobre t.
Cuando t = 0, por hipétesis tenemos que Eff(IW) no es finitamente generado. Supongamos
que el resultado es verdadero cuando consideramos (r + ¢) puntos en posicién general sobre
Ynit. Ahora, consideremos un conjunto de (7’ +(t+ 1)) puntos pi, ..., Prit, Prats1 €N posicion
general sobre X, 411. Al realizar la transformacion elemental en el punto p,,;y1, obtenemos
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la superficie ¥, ; donde la transformada estricta de la fibra que contiene al punto p,,,;,1 en
Yn+t+1 ha sido contraida al punto ¢..411 de X1+ que se encuentra en C,,.; y ademas, ten-
emos que los puntos pi, ..., py4¢ estdn en posicién general por el Lema [I1.23] Por hipétesis
de induccién, el monoide efectivo de la superficie obtenida de explotar >, en los puntos
D1, --.,Dr1¢ DO es finitamente generado, y al explotar el punto ¢,,+1 en tal superficie ten-

dremos que la superficie obtenida tampoco tendra monoide efectivo finitamente generado.

Puesto que la superficie obtenida al explotar los puntos pi, ..., Pri¢, ¢ritr1 NO €S Otra cosa
que Wt concluimos que su monoide efectivo no es finitamente generado. 0

Teorema 11.25. Con la notacion anterior, si (r=n+5yn>4), 6 (r>n+6 yn > 2),

or>n+7, entonces el monoide efectivo de W no es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Para la primera parte, por el Lema [11.24| inicamente debemos verificar
el caso en que r = n+5 y n = 4. Sea d un nimero entero positivo. Consideramos la siguiente

clase sobre W7}:

Eq = 6d°Cy + 24d°F — (4d* + 2d)E) — 4d*E, — Ad*E3 — 4d*E,
— 4d*E5 — Ad*Eg — 4d*Er — (4d° — 1)E — (4d® — 2d)E,y.

Por simplicidad denotamos por ¢; al coeficiente de —&; para cada i = 1,...,9. Notemos que
por la Proposicion y el teorema de Riemann-Roch tenemos asegurada la existencia de
una curva |6d*Cy+24d*F'| que pasa por el punto p; con multiplicidad ¢; para cadai = 1,...,9.

Ademas, observemos que se satisfacen las ecuaciones

9 9
dod=144d' +1 y ) ¢ =36d"— 1.

i=1 =1

Por tltimo, como se satisfacen las igualdades £ = —1 y —Kws.Ea = 1, se sigue que & es
la clase de una curva (—1). De este modo, puesto que para cada nimero entero positivo d
podemos construir la clase &; de una curva (—1), como consecuencia se tiene que existe un
niimero infinito de curvas (—1) sobre W}. Consecuentemente, el monoide efectivo Eff(17})
no es finitamente generado.

Respecto a la segunda parte, basta probar el caso en que r = n+ 6 y n = 2 (ver Lema
. Observemos que en tal caso, por la Proposiciéntenemos que la clase anticanénica

es efectiva e irreducible. Ademds, como se tiene que K‘%Vs = 0, por la Proposicién [1.27| se
2

sigue que —Kyys es un divisor nef. De esta manera, como el conjunto de las curvas (—2) sobre
W3 es vacio, por [LHO5|, Proposicién 4.3 (d), p. 109] se sigue que Eff (W) no es finitamente
generado.
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Finalmente, para el caso que resta a verificar es suficiente verificar el caso en que r = n+7
y n = 1 en vista del Lema [11.24, Observemos que W¢ no es otra cosa que la superficie
obtenida como la explosién del plano proyectivo P? en nueve puntos en posicién general y el

monoide efectivo de ésta no es finitamente generado (ver [Nag60|, Teorema 4a, p. 283]). O

Observacién 11.26. Con la notacién del teorema anterior, podemos generar familias infini-
tas explicitas de clases de curvas (—1) sobre las superficies W cuando (r > n+6y n > 2)

ocuandor >n+ 7.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior se ve reflejada en los anillos de Cox de

tales superficies.

Corolario 11.27. Con la notacion anterior, si (r=n+5yn>4), 6 (r>n+6 yn > 2),

or>n+T7, entonces el anillo de Cox de W] no es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del Teorema [11.25| pues en tales casos

el monoide efectivo de W] no es finitamente generado. H

Observacién 11.28. Para n > 5, se tiene que W™ "5 es una superficie racional anticanénica
con dimensién anticandnica de Iitaka igual a cero (ver Observacién [11.12)) cuyo anillo de Cox

no es finitamente generado.

2.3. Propiedad Ortogonal Anticandnica y Consecuencias. A continuacion pre-
sentaremos la clasificacion de las superficies obtenidas como la explosién de una superficie
de Hirzebruch ¥, en puntos en posiciéon general que satisfacen la propiedad ortogonal anti-
candnica y posteriormente revisaremos algunas consecuencias para las superficies que satis-
facen dicha propiedad. De manera particular, extenderemos el resultado de Harbourne acerca
de la regularidad de los divisores nef sobre la superficie obtenida de la explosién de P? en a
lo mas ocho puntos en posicién general y el resultado de Batyrev y Popov sobre la finitud
del anillo de Cox de tal superficie. Ademéas, completaremos la clasificacion de las superficies
obtenidas como la explosién de ¥,, en puntos en posicién general cuyos anillos de Cox son

finitamente generados.

Teorema 11.29. Con la notacion anterior, sir <n+4, 6 (r=n+5yn<3), 6 (r=n+6

yn=1), entonces W satisface la propiedad ortogonal anticanénica.

DEMOSTRACION. Sea H un divisor nef sobre W’ que es ortogonal a un divisor anti-
candnico. Denotaremos por H a la clase de H en NS(WW)) y consideraremos niimeros enteros
no negativos a, b, ¢y, ..., ¢, tales que H = aC,, + bF — ;&1 — - - - — ¢.&,. Verificaremos que en
cada posible valor que puede tomar r se satisface la propiedad ortogonal anticanodnica.

175



2. Explosién de 32, en Puntos en Posicién General

Caso r < n. Para el primer caso, utilizando la descomposicion de la clase anticanénica
de la Proposicion , la ortogonalidad de H con —Ky; implica las ecuaciones H.C,, = 0,
H(F—-&)=0paracadai=1,...,ry H.E; = 0. De este modo, tenemos respectivamente
las igualdades b = na, a = ¢; para cualquier ¢ = 1,...,r y ¢; = 0. La ultima igualdad implica
que a = 0, consecuentemente ¢; = 0 para i = 2,...,r y ademas b = 0. Por lo tanto, H es la

clase nula y asi H = 0.

Caso r = n+ 1. En este caso, la descomposicién de —KCyyn+1 de la Proposicién [11.11] m y el
nimero de interseccién —/KCyn+1.H = 0 implican que H.C, = 0, H.(C, +nF — Zn+1 ;) =0,
H(F—&)=0H(F—-&)=0,HE =0y H.E; =0, y a su vez tales ecuaciones implican
respectivamente que b = na, b = Z:“Lll Ci, @ = ¢, a = Cg, ¢ = 0y cg = 0. Se sigue que
a=20,conellob=0y asi Z ' ¢; = 0, ademds, como cada término en la tltima ecuacién
es no negativo se sigue que ¢; = 0 para cada ¢ = 3,...,n + 1. De esta forma, H es nula y

consecuentemente, H es el divisor cero.

Caso r = n + 2. Usando el hecho que H es ortogonal a —Kyn+2 y la descomposicion

de ésta ultima clase encontrada en la Proposicion [11.11} obtenemos las ecuaciones H.C,, = 0,
H.(Cp +nF =30 E) =0, H(F — &) = 0, H(F — Enpa) = 0y HE = 0, es decir
que obtenemos respectivamente las igualdades b = na, b = z?+11 Ci, & = C1, G = Cpio Y
c¢; = 0. De manera inmediata se sigue que a = c¢,,o = b = 0, luego, puesto cada término
del lado izquierdo en la igualdad Zn+21 ¢; = 0 es no negativo, se sigue que ¢; = 0 para cada

i =2,...,n+ 1. Consecuentemente, H es la clase nula y por lo tanto, H es nulo.

Caso r = n + 3. Considerando la descomposicion de la clase anticanénica de la Proposi-
cion la condicién —Kyn+s.H = 0 implica los siguientes nimeros de interseccion:
HC, =0, H(Co + (n+ D)F =377 &) = 0, H(F — &) = 0y H.E = 0. Consiguien-
temente, se tienen respectivamente las igualdades: b = na, b+ a = 2;”13 c,a=cyc =0.
La ultima igualdad implica que a = 0 y luego b = 0. Por ultimo, tenemos que ¢; = 0 para
t = 2,...,n + 3 pues cada término del lado izquierdo de la ecuacion +23 c¢; = 0 es no

negativo. De esto se sigue que H es nula y por lo tanto, concluimos que H es nulo.

Caso r = n + 4. Sea j € {1,...,n+ 4}. Observemos que podemos escribir a la clase

anticandnica de la siguiente forma:
n-+4
—Kyres = (Co) + | Cot (n+ DF =D & | +(F-&)).
=
Tomando tal descomposicion, de la hipdtesis que H y —Kyn+a son ortogonales se obtiene
que H.C, =0, H.(C,, + (n+ 1)F — Z?TZ#] ) =0y H.(F —&;) =0, es decir, obtenemos
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que b=na, b+a= Z?:ﬁ#j ¢y a=cj. Parame{l,...,n+4}\{j}, al considerar la clase

efectiva C,, + (n + 1).F — 22141 £m &; v al usar el hecho que H es una clase nef se tiene que

n+4 n+4 n+4 n+4
OS,)L[ Cn+(n+1)]:—251) :b‘i‘(Z—ZCi:ZCi—ZCi:Cm—Cj,
Zm Zn S Gm

esto implica que ¢; < ¢, y puesto que ¢; = a se sigue que ¢, = a. Como m fue un indice
arbitrario, tenemos que a = ¢; para cada ¢ = 1,...,n + 4. Ahora, consideremos la clase

efectiva C,, + nF — Z?jll &;. Como H es nef se sigue que

n+1 n+1
0<H. (Cn%—n]:—z(‘,}) :b—Zci:na—(n—Fl)a:—a.

i=1 i=1
De este modo, a = 0 y esto implica que H es la clase nula. Se concluye que H es el divisor

cero.

Caso r = n+ 5 y n < 3. Utilizando la descomposiciéon de la clase anticanénica
encontrada en la Proposicion [11.11} se tiene que la condicion —Kyyn+s.H = 0 implica que
H.C, =0y que H.(C, + (n+2)F — 3777 &) = 0. De este modo, tenemos respectivamente

que

n+5
(11.10) b=na 'y Zci:b%—Qa,
i=1
y posteriormente podemos reescribir la ultima ecuaciéon como Z?IIS ¢; = (n+ 2)a. Por otro

lado, como H es nef tenemos que 0 < H?, consecuentemente 0 < 2ab — na? — ?:15 c? y luego
obtenemos la condicion Z?jf’ c? < na®. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos la

condicién (2?215 ci)2 < (n+45) 37 2, de ella se sigue que
(n+2)%a® < (n+5)na’

y reduciendo términos obtenemos que (4 — n)a® < 0. Por consiguiente, tenemos que a = 0
y por las igualdades en la Ecuacién ((11.10) se sigue que b = 0 y que ¢; = 0 para cada

t=1,...,n4 5. Por lo tanto, H es la clase nula y asi, concluimos que H es el divisor cero.

Caso r = 7 y n = 1. Puesto que la superficie W/ no es otra cosa que la explosién de P?
en ocho puntos en posicion general, por el Teorema sabemos que la propiedad ortogonal

anticandnica se satisface. O

Teorema 11.30. Con la notacion anterior, si (n <2 yr>38), 6 (n=3yr>9),d((n>4

yr >mn+D5), entonces W no satisface la propiedad ortogonal anticandnica.
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DEMOSTRACION. Por la Proposicién para verificar el resultado serd suficiente probar
en los casos que se presentan a continuacion la existencia de un divisor nef no nulo que sea

ortogonal a un divisor anticanonico.

Caso n = 1 y r = 8. Observemos que la superficie W2 es la explosién del plano
proyectivo P? en nueve puntos en posicién general y por el Teorema sabemos que tal

superficie no satisface la propiedad ortogonal anticanoénica.

Caso n =2y r = 8. En este caso tenemos que la clase anticanénica —Kyys es efectiva

(ver Proposicién [11.11)) y ademés es nef puesto que ICIQ/V8 = 0 (ver Proposicién [1.27)). De esta
2

manera, tenemos que existe un divisor nef que no es nulo y que es ortogonal a un divisor

anticanodnico.

Caso n = 3 y r = 9. Consideremos la clase H = 6C5 + 21F — 42?:1 &;. Observemos
que tal clase es la clase de la transformada estricta de la curva en |6C5 + 21F| que pasa por
cada uno de los nueve puntos con multiplicidad cuatro y que su existencia esta asegurada
por la Proposicion [1.49) y el teorema de Riemann-Roch. Ain mas, la clase H es nef puesto
que H? = 0 (ver Proposicién . Por tltimo, tenemos que

9 9
Ko H = (203 +5F =) 51-) . (663 +21F — 42@) =0.
i=1 i=1

Por lo tanto, hemos encontrado un divisor nef que es ortogonal a un divisor anticanénico y

que no es nulo.

Caso n > 4 y r = n + 5. Para este caso, vamos considerar la siguiente clase:

n+5

H= (n+5)Cn~|—n(n—|—5)]-"—(n—|—2)z&.

Observemos que H es la clase de la transformada estricta de la curva en |(n+5)C,,+n(n+5) F|
que pasa por cada uno de los (n 4+ 5) puntos con multiplicidad (n 4 2) y que existe gracias
a la Proposicién y al teorema de Riemann-Roch. Ademads, puesto que se tiene que
H? = n? +n — 20 y tal nimero es no negativo pues n > 4, por la Proposicién tenemos

que H es una clase nef. Finalmente, como

n+5 n+5
~RKyymts H = (26n + (n+2)F — Z &-) . ((n +5)C, +n(n+5)F — (n+2) Z &-) =0,
i=1

i=1
tenemos que existe un divisor nef ortogonal a un divisor anticanénico y no es nulo. 0
Observacién 11.31. El teorema anterior nos dice que en el caso r = n+ 5y n = 4 se

tiene que la clase H = 9C4 + 36F — 6 Z?:l &; es la clase de un divisor nef no nulo sobre la
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superficie W} que es ortogonal a un divisor anticanénico. De hecho, para cualquier niimero

entero positivo m se tiene que la clase

9
H,, = 3mCy + 12mF — 2m Z &
i=1
es una clase nef no nula sobre W} que ademés es ortogonal a la clase anticanénica. En efecto,
tal clase existe gracias a la Proposicién[1.49)y al teorema de Riemann-Roch, mientras que por
la Proposicion es nef pues H2 = 0. Particularmente, tenemos que H3 = H. Por tltimo,
notemos que podemos escribir a la clase H,, utilizando la clase anticanonica y la clase de

una curva (—1) de la siguiente forma:
9
Hyp = =Ky +m(Co+6F = 3 &),
i=1

Corolario 11.32. Con la notacion anterior, sir <n+4, 6 (r=n+5yn<3),d(r=n+6

yn=1), entonces W} es una superficie de Harbourne-Hirschowitz.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién [11.11| tenemos que la superficie W, es anticanénica
y por el Teorema [11.29 tenemos que satisface la propiedad ortogonal anticanénica. De esta
forma, por el Teorema tenemos que W) es de Harbourne-Hirschowitz. U

Observacion 11.33. Considerando el caso n = 1 en el teorema anterior, recobramos el
resultado [Har96, Teorema 1.1 (b), p. 727] de Harbourne acerca de la regularidad de los
divisores nef sobre las superficies obtenidas como la explosién de P? en a lo més ocho puntos

en posicion general.

Corolario 11.34. Con la notaciéon anterior, sir <n+4, 6 (r=n+5yn<3),6(r=n+6

yn =1), entonces el anillo de Cox de W es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Para cada uno de los posibles casos tenemos por el Teorema que la
superficie anticanénica W) satisface la propiedad ortogonal anticanénica y por los Teoremas
[11.13} [11.14} [11.16|y [11.17| se tiene que Eff (W) es finitamente generado. Asi, concluimos la
prueba por el Teorema [3.20] O

Observacion 11.35. Considerando el caso n = 1 en el teorema anterior, recobramos el
resultado de la finitud de los anillos de Cox de las superficies obtenidas como la explosién de
P? en a lo més ocho puntos en posicién general encontrado por Batyrev y Popov en [BP04,

Teorema 3.2, p. 6].
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CAPITULO 12

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos estudiado la finitud de los monoides efectivos y de los anillos de
Cox de ciertas superficies racionales anticanénicas cuyos nimeros de Picard pueden ser muy
grandes y que son construidas como la explosién de una superficies de Hirzebruch en diferentes
configuraciones de puntos ordinarios e infinitamente cercanos (ver Seccién [2| del Capitulo
Seccién [1] del Capitulo [, Seccién [I] del Capitulo [6, Seccién [I] del Capitulo [7, Seccién [1] del
Capitulo [ Seccién [2] del Capitulo [9) Seccién [I] del Capitulo [10]y Seccién [2.1] del Capitulo
).

Ademas, hemos introducido el concepto de una superficie de Harbourne-Hirschowitz (ver
Definicién y en el caso de las superficies racionales, ser de Harbourne-Hirschowitz implica
de una manera natural que la conjetura de Harbourne-Hirschowitz es verdadera para tales
superficies (ver Teorema. Asimismo, hemos introducido la nocién de propiedad ortogonal
anticandnica (ver Definicién que nos brinda un criterio para determinar si una superficie
racional anticanénica es una superficie de Harbourne-Hirschowitz (ver Teorema [3.11)) y para
determinar si es extremal (ver Teorema [3.19).

Para las superficies racionales anticandnicas construidas en las Capitulos [4] [5} [6] y [7 las
técnicas que desarrollamos nos permitieron determinar la finitud de los monoides efectivos
para ciertos tipos de estas superficies (ver Corolarios , , y , ademads, dicha
metodologia utilizada en casos concretos de tales superficies nos permitié determinar ex-
plicitamente los conjuntos generadores minimos de sus monoides efectivos (ver Ejemplos
, , , , , y . Posteriormente, bajo una condicién numérica deter-
minamos que se satisface la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teoremas , , y

7.4]) y gracias a ello pudimos determinar que dichas superficies son de Harbourne-Hirschowitz
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(ver Corolarios , y y que sus anillos de Cox son finitamente generados (ver
Corolarios , y .

A diferencia de las superficies mencionadas en el parrafo anterior, para las superficies
racionales anticandnicas construidas en los Capitulos [8] [9] y determinamos de manera
explicita los conjuntos generadores minimos de sus monoides efectivos (ver Teoremas y
y Corolario y para las primeras dos familias de superficies conseguimos presentar una
descomposicion para cada clase efectiva. Una de las ventajas de contar con tal descomposicion
es que puede ayudarnos a determinar si una clase es efectiva cuando el teorema de Riemann-
Roch no puede brindarnos informacién al respecto (ver Ejemplos [8.8] 8.9 y 0.§). Por
otro lado, mostramos que tales superficies satisfacen la propiedad ortogonal anticandnica
(ver Teoremas , y y como consecuencia, que son de Harbourne-Hirschowitz (ver
Corolarios y [10.6)) y que sus anillos de Cox son finitamente generados (ver Corolarios
56,50y [0,

Por ultimo, estudiamos el caso de puntos en posicion general. En el caso de las superficies
obtenidas como la explosién de P? en puntos en posicién general, realizamos la clasificacién
de dichas superficies respecto a la propiedad ortogonal anticanénica (ver Teoremas y
. Como consecuencia, recuperamos el resultado de Harbourne sobre la regularidad de
los divisores nef sobre las superficies obtenidas como la explosién de P? en a lo mds ocho
puntos en posicién general y el resultado de Batyrev y Popov sobre la finitud de los anillos de
Cox de tales superficies. Para el caso de las superficies racionales W, construidas a partir de la
explosién de una superficie de Hirzebruch ¥, en r puntos en posicion general (ver Definicién
que fue estudiado en el Capitulo , en primer lugar nos enfocamos en el estudio de
su clase anticanénica en ciertos casos (ver Proposicién . En segundo lugar, realizamos

la clasificacién de éste tipo de superficies en base a la finitud de sus monoides efectivos (ver

Teoremas [11.13] [11.14] |11.16} [11.17] y [11.25]), ademds, presentamos de una manera explicita

a los conjuntos generadores minimos de tales monoides cuando son finitamente generados.
Como consecuencia determinamos que las superficies obtenidas como la explosiéon de ¥, en
ciertas especializaciones de puntos también tienen monoides efectivos finitamente generados
(ver Corolario . De manera particular, considerando el caso n = 1 hemos recuperado
los conjuntos generadores minimos que Rosoff determiné para los monoides efectivos de las
superficies obtenidas como la explosién del plano proyectivo P? en a lo méas ocho puntos
en posicién general, la regularidad de los divisores nef sobre tales superficies encontrada
por Harbourne y la finitud de sus anillos de Cox mostrada por Batyrev y Popov. Ademas,
el Teorema recupera la lista de las curvas (—1) sobre W, cuando r < n que fue
determinada por Matsuzawa. Cabe mencionar que en el caso de posicion general cuando

r<n+3y(n=1yr =25) presentamos una descomposicién para cada clase efectiva.
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Por ultimo, hemos realizado la clasificacién de las superficies W, que satisfacen la propiedad
ortogonal anticandnica (ver Teoremas y y hemos obtenido como consecuencias
que algunas de éstas superficies son de Harbourne-Hirschowitz (ver Corolario . Ademas,
el estudiar la propiedad ortogonal anticandnica en tales superficies nos ha ayudado a clasificar

en su totalidad este tipo de superficies a través de la finitud de sus anillos de Cox (ver

Corolarios [11.27] y (11.34])).

A partir de los resultados obtenidos en este trabajo, proponemos los siguientes problemas

para su estudio posterior:

¢ Realizar la clasificacién de las superficies de Harbourne-Hirschowitz. En particular,
determinar si en el caso de una superficie racional anticandnica existe una equivalencia
entre ser una superficie de Harbourne-Hirschowitz, satisfacer la propiedad ortogonal
anticanonica y ser extremal.

¢ Como hemos mencionado, la mayor parte de superficies que hemos estudiado en este
trabajo son de Harbourne-Hirschowitz por lo cual podemos calcular de forma explicita
la dimension de las secciones globales para cada gavilla invertible asociada a un divisor
efectivo. En vista de dicha propiedad queda abierto el uso de tales superficies para
la construccion de codigos algebraico-geométricos con la posibilidad de determinar de
forma explicita sus parametros utilizando técnicas similares a las usadas por De La
Rosa en [DeL13] y por De La Rosa y Lahyane en [DL15].

4 Asimismo, para la mayor parte de superficies que hemos estudiado se ha determinado
que sus anillos de Cox son finitamente generados, lo siguiente a realizar es encontrar
de forma explicita sus generadores y sus relaciones. Recientemente Hausen, Keich-
er y Laface proponen en [HKL16| un algoritmo para calcular de forma explicita
los generadores y las relaciones de los anillos de Cox de variedades obtenidas como
modificaciones de espacios sonados de Mori a través de modificaciones del espacio
ambiente torico de tales espacios. Dicho método puede brindarnos una herramienta
para encontrar una respuesta a nuestro problema.

¢ En el Corolario mostramos que el monoide efectivo de superficie obtenida como
la explosion de una superficie de Hirzebruch ¥, (respectivamente, de 3;) en a lo mas
n+ 4 puntos 6 en n+ 5 puntos con n < 3 (respectivamente, en a lo més siete puntos)
en posicién arbitraria tiene monoide efectivo finitamente generado. Determinar el
conjunto generador minimo del monoide efectivo de tales superficies y determinar
si sus anillos de Cox son finitamente generados son problemas interesantes. Para
la dltima interrogante, una forma de abordar tal problema es determinar si tales
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superficies satisfacen la propiedad ortogonal anticanénica. Atin mas, determinar si la
propiedad ortogonal anticandnica se preserva bajo especializaciones de puntos.
Determinar las funciones de Hilbert asociadas a los esquemas de dimension cero
definidos a partir de las configuraciones de puntos que hemos considerado para la
construccion de nuestras familias de superficies.

Estudiar la existencia de foliaciones sobre las familias de superficies que hemos cons-
truido de manera que su lugar singular sea igual a los puntos que han dado origen
a tales superficies. Ademas, en caso de que dichas foliaciones existan, determinar de
manera explicita su grado.

Generalizar las técnicas que desarrollamos en este trabajo para para determinar si
el cono de curvas de una variedad de dimensién tres (o de dimensién superior) es
poliédrico y en tal caso, determinar si su anillo de Cox es finitamente generado.
Realizar un estudio de la finitud del monoide efectivo para superficies obtenidas como
la explosion de una superficie de Hirzebruch X2,, en un nimero finito de puntos cuando
Y, se encuentra definida sobre un campo que no es algebraicamente cerrado, en

particular, sobre un campo finito.



APENDICE A

CODIGOS USADOS EN MATHEMATICA

El objetivo de este apéndice es mostrar los cédigos que hemos utilizado en el programa
de lenguaje simbdélico MATHEMATICA para realizar algunos de los cdlculos del Capitulo
con los cuales hemos obtenido la existencia de clases de curvas (—1) sobre la superficie W,
obtenida como la explosién de la superficie de Hirzebruch ¥, en r puntos en posicién general
(ver Seccién 2| del tal capitulo).

1. Explosion de ¥, en n + 3 Puntos en Posicion General con n < 3

En el Teorema tomando n < 3, se determina el conjunto generador minimo del
monoide efectivo Eff(W"*°) de la superficie W que se obtiene de explotar la superficie
de Hirzebruch ¥, en (n + 5) puntos en posicién general. Para determinar tal conjunto se
determinan todas las clases de curvas (—1) sobre tal superficie y para ello es necesario resolver
algunos sistemas de ecuaciones. En la prueba de este teorema se consideran dos casos distintos,
el Caso A) y el Caso B).

Para el Caso A) es necesario resolver el sistema que se obtiene de las Ecuaciones ((11.1)) y

([1.2),
n+5 n+5

Zci:(n+2)a+1 y Zc?:na2+2a+1,
=1

i=1
fijando cada uno de los valores que n puede tomar y fijando respectivamente los posibles

valores de a obtenidos de la Ecuacién ((11.3)) al fijar el valor de n.

e Cuando n = 1, fijamos el valor de a y utilizamos el siguiente cédigo:
a
sl ==3a+1
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1. Explosion de ¥, en n + 3 Puntos en Posicion General con n < 3

s2 ==a’+2a+1
Solvel[cl + c2 + c3 + c4 + cb + c6 == sl &&
cl1? + ¢c2%2 + 3% + c4? + cb? + c6? == 52 &

cl < a&& c2 < a && c3 < a && c4 < a && c5 < a && c6 < a,

{c1, c2, 3, c4, c5, c6}, Integers]
e Para n = 2, fijando el valor de a utilizamos el cédigo que se presenta abajo:

a
tl ==4a+1
t2 == 2 a2 + 2 a + 1
Solvelcl + c2 + c3 + c4 + c5 + c6 + c7
cl? + ¢22 + c3% + c4? + cB? + c6% + cT? == t2 &
cl < a&& c2 < a && c3 < a && c4 < a &&
cb < a &k c6 < a && c7 < a,

{c1, c2, 3, c4, c5, c6, c7}, Integers]
e Cuando n = 3, fijamos el valor de a y utilizamos el cédigo que se presenta a conti-

== t1 &&

nuacion:
a
rl ==5a+1
r2==3a+2a+1
Solvelcl + c2 + ¢c3 + c4 + c5 + c6 + c7 + c8 == rl &&
c1? + c22 + c3% + c4% + c5% + c62 + c7? + c82 == r2 &&

cl < a&& c2 < a &k c3 < a&k c4 < a &&
ch < a && c6 < a && c7 < a && c8 < a,
{c1, c2, 3, c4, cb, c6, c7, c8}, Integers]

Ahora bien, en el Caso B) es necesario resolver el sistema obtenido de las Ecuaciones

Ly y QLI

n+5

n+5
Zci:(n+2)a—1 y Zc?:naQ—kl,

i=1 i=1
considerando cada uno de los posibles valores de n y cada uno de los posibles valores de a

que se obtienen de la Ecuacién ((11.6]) cuando se fija n.

e Para el caso n = 1, fijamos el valor de a y usamos el cédigo

a
sl ==3a -1
s2 == a’ + 1

Solvel[cl + c2 + c3 + c4 + cb + c6 == sl &&
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cl? + c2? + c3% + c4? + c5% + c6? == 52 &&
cl < a&k c2 < a&k& c3 < a&& c4 < a&k c5 < a&& c6 < a,
{c1, c2, 3, c4, c5, c6}, Integers]
e En el caso que n = 2, fijando el valor de a hemos utilizado el siguiente cédigo:
a
tl ==4 a -1
t2 == 2 a? + 1
Solvelcl + c2 + c3 + c4 + c5 + c6 + c7 == t1 &&
c1? + c2% + c3% + c4? + 5% + c62 + cT7? == t2 &&
cl < a&k c2 < a&& c3 < a&& c4 < a &&
cb < a&& c6 < a && c7 < a,
{c1, c2, ¢3, c4, c5, c6, c7}, Integers]
e Cuando n = 3, fijando el valor de a hemos utilizado el cédigo que se presenta a

continuacion:
a
rl ==5a -1

r2 == 3 a® + 1

Solvelcl + c2 + ¢c3 + c4 + c5 + c6 + c7 +c8 == rl &&
cl? + c22 + c3% + c4? + cB? + c6% + cT? + c8% == 12 &&
cl < a&& c2 < a && c3 < a && c4 < a &&

cb < a &k c6 < a && c7 < a && c8 < a,

{c1, c2, 3, c4, cb, c6, c7, c8}, Integers]

2. Explosion de Y; en Siete Puntos en Posiciéon General

En el Teorema [11.17| se determina el conjunto generador minimo del monoide efectivo
Eff(W]) de la superficie WY que es obtenida como la explosién de ¥; en siete puntos en
posicion general. En la demostraciéon de dicho teorema se determinan todas las clases de

curvas (—1) y para ello, es necesario resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene de la

Ecuacién (11.7)),

7 7
Zci:%—i—a—l y Zc?:2ab—a2+1,
i=1

i=1
fijando los posibles valores de a y de b que se establecen en dicha prueba y que son conse-

cuencia de la Ecuacion ([11.8]). Para resolver tales sistemas de ecuaciones, fijando a y b hemos

utilizado el siguiente cédigo:

a
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b

Solvel[ c1 + c2 + c3 +cd +cb+c6b+c7T==2b+a-124&&
cl? + c2? + c3%2 + c4? + 52 + c62 + c7? ==2ab - a’ + 1 &&
cl < a&& c2 < a && c3 < a && c4 < a &&

cb < a&& c6 < a &k c7 < a,

{c1, c2, ¢3, c4, cb, c6, c7}, Integers]
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