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Soluciones a las ecuaciones de Bring-Jerrard.

Resumen.

La demostracién més popular de que las ecuaciones de grado cinco no son
solubles por radicales fue dada por Evariste Galois, y usa una de las teorias més
significativas para el dlgebra: la teoria de Galois. En la presente tesina, deseamos
dar argumentos geométricos para convencer por qué las ecuaciones de grado cin-
co no pueden solucionarse mediante una férmula con radicales. Este aspecto es
bien conocido desde 1888, con el libro de Klein Lectures on the ikosahedron, and
the solution of equations of the fifth degree. La principal referencia para esta tesi-
na es el trabajo de Green On the analytic solution of the equation of fifth degree.

Solucionando ecuaciones de grado a lo més tres (que son solubles mediante
una férmula con radicales), encontrar las soluciones de cualquier ecuacién de
grado cinco equivale a encontrar las soluciones de una ecuacién de la forma
2% + az + b = 0; esta familia de ecuaciones es conocida con el nombre de ecua-
ciones de Bring-Jerrard.

Dado este hecho, es entonces deseable estudiar las soluciones de las ecuacio-
nes de Bring-Jerrard.

En esta tesina, vemos que la curva de soluciones compleja tiene una estruc-
tura natural de superficie de Riemann de género 4. Es un hecho notable que la
curva de soluciones resulte ser uno de los poliedros estrellados de Kepler-Poison
(el gran dodecaedro).

Usando la estructura de superficie de Riemann de la curva de soluciones,
podemos notar que solucionar una ecuaciéon de grado 5 equivale a encontrar
una uniformizacién para la curva compleja de género 4. El teorema de Uni-
formizacion garantiza la existencia de dicha funcién, pero el teorema no dice
cémo obtenerla. La historia es diferente para las ecuaciones de grado 3 y 4,
ya que en estos casos, la curva compleja de soluciones es simplemente la esfe-
ra de Riemann, por lo que no es necesario recurrir al teorema de Uniformizacién.

Finalmente en la seccién 4, cambiamos el enfoque y nos limitamos a ecua-
ciones donde a y b son numeros reales. Estudiamos el espacio de ecuaciones, y
damos una idea geométrica de como, dados a y b reales, encontrar las soluciones
reales de la ecuacién x® + ax +b = 0.

Palabras clave: Ecuaciones de grado cinco, soluciones, Bring-Jerrard,
gran dodecaedro, Teorema de Uniformizaciédn.



Soluciones de la ecuacién de Bring-Jerrard.
(Solutions of the Bring-Jerrard equation)

Abstract

The most popular proof about fifth degree equation not soluble by radicals
was given by Evariste Galois, and uses one of the most significant theories for
the algebra. In this thesis, we want to give geometric arguments to convince why
fifth degree equations can not be solved by radicals. This aspect is well known
since 1888, with Klein’s book Lectures on the ikosahedron, and the solution of
equations of the fifth degree. The main reference for this thesis is the work of
Green On the analytic solution of the equation of fifth degree.

Solving equations of degree at most three (which are soluble by radicals),
finding the solutions of any equation of fifth degree equates to find the solutions
of an equation of the form 2z° 4+ az 4+ b = 0; this family of equations is known
under the name of Bring-Jerrard equations.

Given this fact, it is then desirable to study the solutions of the Bring-Jerrard
equations.

In this thesis, we see that the complex curve of solutions has a natural
Riemann surface structure of genus 4. It is a remarkable fact that the solutions
curve prove to be one of the Kepler-Poison polyhedron (the great dodecahedron).

Using the structure of Riemann surface of the solutions curve, we can see
that address the solution of an equation of fifth degree equivalent to finding an
uniformization of the complex curve of genus 4. Uniformization theorem ensures
the existence of the function, but the theorem does not say how to obtain it.
The story is different for equations of degree 3 and 4, since in these cases, the
complex curve of solutions is simply the Riemann sphere, so it is not necessary
to appeal to the Uniformization theorem.

In the last part, we changed the focus of the thesis and we just work with
equations where the coefficients a and b are real numbers. We study the equa-
tions’ space and we give a geometric idea of how given a and b, find real solutions
of the equation z° + ax + b = 0.
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Introduccion.

Cuando hablamos de ecuaciones de grado cinco, el método mas popular para
probar que dichas ecuaciones no son solubles por radicales, es el algebraico (usan-
do la teorfa de Galois). El objetivo de esta tesina es dar un enfoque geométrico
y ver qué obstrucciones presentan estas ecuaciones. Este aspecto geométrico era
bien conocido desde Klein con su libro Lectures on the ikosahedron, and the
solution of equations of the fifth degree [9], y es retomado por Green en On
the analytic solution of the equation of fifth degree [6]. Este tltimo es la base
principal de la tesina.

Solucionando ecuaciones de grado a lo més tres (que son solubles mediante
una férmula con radicales), encontrar las soluciones de cualquier ecuacién de
grado cinco equivale a encontrar las soluciones de una ecuacién de la forma

P raz+b=0.

Esta familia de ecuaciones es conocida con el nombre de ecuaciones de Bring-
Jerrard. Este hecho, parece ser, fue probado por primera vez con todo detalle
por Cayley en 1861 en [1] (pdgina 575). Si se busca una idea mds moderna,
también puede consultarse [6].

Dado este hecho, es entonces deseable estudiar las soluciones de las ecuacio-
nes de Bring-Jerrard. En esta tesina, estudiamos a dicho conjunto de soluciones
desde varios puntos de vista.

En la secciéon 1, vemos que el conjunto de soluciones complejas tiene una
estructura natural de superficie de Riemann de género 4. Es un hecho notable
que el conjunto de soluciones resulte ser una cubierta del gran dodecaedro (uno
de los poliedros de Kepler-Poinsot). Este hecho es probado por Green y forma
parte del contenido de la seccién 2.

Con ayuda de la estructura descrita en la seccién 1, en la seccién 3 usamos
el Teorema de Uniformizacién para ver que las soluciones de las ecuaciones de
Bring-Jerrard dependen holomorfamente de los coeficientes a y b. También apli-
camos esta misma aproximacién a la curva de soluciones de ecuaciones de grado
tres y cuatro. El tratamiento dado para ecuaciones de grado cinco se aleja del
trabajo hecho por Green, mientras que para ecuaciones de grado tres y cuatro,
no tenemos conocimiento de que una aproximacién asi se haya hecho en otro
trabajo.

Finalmente en la seccién 4, cambiamos el enfoque y nos limitamos a ecua-
ciones donde a y b son numeros reales. Estudiamos el espacio de ecuaciones, y
damos una idea geométrica de cémo, dados a y b reales, encontrar las soluciones
reales de la ecuacién z° +ax +b = 0. Los textos [8] y [4] (lectura 8) sirven como
referencia para esta parte de la tesina.



1. La curva de soluciones de la ecuacién de Bring-
Jerrard.

La ecuacién de Bring-Jerrard es una familia de ecuaciones a dos pardme-
tros de la forma 2% +az+b = 0, con a,b € C no simultdneamente 0. Denotemos
por S C C® al conjunto de soluciones de dicha familia, es decir

S ={(21,...25) € C® | 21, ..., 25 son raices de 2° + az +b =0 con a,b € C}.

Notemos que si (21, 22, 23, 24, 25) € S son raices de la ecuacién 2°+az+b = 0,
entonces:

a = 04(21, 22, 23, 24, 25) 1= 22232425 + 21232425 + 21222425 + 21222325
+21222324. (1)
b= —05(21, 22,23, 24, 25) 1= —21222324%5.

Ademds el Lema 1 del Anexo muestra que (z1, 22, 23, 24, 25) € S satisfacen
el siguiente sistema de ecuaciones:

5
h(z1,...25) 1= Zzl =0, (2)
q(z1,...25) = sz =0, (3)

c(z1,...25) = Zz =0. (4)

Denotamos por H C S C C® al conjunto que satisface la ecuacién (2), Q C S
al conjunto que satisface la ecuacién (3) y C C S al conjunto que satisface la
ecuacién (4). Luego S = HN Q N C es una variedad compleja de dimensién
2, ya que por el Lema 2 del Anexo, hay al menos tres raices distintas y asi la
diferencial de F(z1,...z5) = (h(z1,...25),q(21, ...25), c(21, ...25) ):

1 1 1 1 1
dF = 22’1 22’2 223 224 22’5
322 325 325 327 322

es de rango maximo (tomando el menor con estas tres raices z;, z;, ), distintas,
el determinante de éste es 6(z; — 2;)(z; — zx)(2x — 2;) # 0). Por Teorema de la
funcién implicita (ver [7], pdg. 41) S es una variedad compleja.

Notemos que si (21, za, ..., z5) € H entonces para todo A € C*, A(z1, 22, ..., 25) €
H. Analogamente para QQ y C, por lo que es natural considerar V := §/C*: es
decir, V es la proyectivizacién usual de S.



Proposicién 1. V es superficie de Riemann compacta.

Demostracion. Como S es variedad afin compleja de dimension 2, entonces V
es variedad proyectiva compleja de dimensién 1 (ver [7], capitulo 1, seccién 9).
Y como S es conjunto de nivel en C®, entonces V es un cerrado en CP*. Como
CP* es compacto, se concluye que V es compacta. O

Notemos que si ¢ es raiz de la ecuacién z° +az+b =0y A € C*, entonces \(
es rafz de la ecuacién z° 4+ aA*z +bA\> = 0. Luego, es natural también introducir
la siguiente relaciéon de equivalencia:

Definicién 1. Dadas dos ecuaciones z° +az +b =0, 2° +cz+d = 0, decimos
que son equivalentes si y solo si existe A € C* tal que ¢ = a\* y d = bAS.

Las anteriores relaciones de equivalencia nos permiten definir la siguiente
funcién 7 : V — C mediante

0’4(,2’17 ceey 25)5

eyt z5) = P PO

Proposicién 2. Si (21, ...,25) son las raices de la ecuacién z° +az+b =10y
(w1, ...,ws) son las raices de 2° + cz +d = 0, entonces 7([21 : ... : 25]) = m([wy :
. iws]) siy solo si 25 +az+b=0 es equivalente a 2° + cz +d = 0.

Demostracion. <] Si las ecuaciones 2° +az+b =0y 2° +cz+d = 0 son
equivalentes, entonces existe A € C* tal que ¢ = a\* y d = bA®. Luego, como
21, ..., 25 son raices de la ecuacién z° + az + b = 0, por observacién (1), tenemos
que a = 04(z1,...,25) ¥ b = o5(21, ..., 25). Analogamente, ¢ = o4(wy,...,ws) y
d = o5(wy, ..., ws). Pero

ror o)) = D) O (@@ gulen, )
15t Ws os(wi,.ws)t  dt T (AT T b o5(z, ., 25)"

=m([z1 ...t z5)).

=] Usando la notacién de arriba para a, b, ¢, y d, notemos que si a = 0, eso
implica que ¢ = 0, y entonces b y d no son cero. Luego las ecuaciones z° +b =0
y 2°+d = 0 son equivalentes, usando \ una raiz quinta de d/b: d = b(d/b) = bA>.

Supongamos entonces que a # 0 (y por lo tanto, ¢ # 0). Notemos que las
ecuaciones z° +az+b =0y 2%+ z+bA} = 0 son equivalentes, donde \; es una
raiz cuarta de 1/a. También son equivalentes las ecuaciones 25+ cz+d =0y
2% + 2+ dX\3 = 0, donde Ay es una rafz cuarta de 1/c.

Definiendo &' = bA] y d’ = d\3, basta verificar que las ecuaciones 2°+z+b' =
0y 2% + 2z +d = 0 son equivalentes.



Por <], tenemos que a®/b* = 1/(b')*, y ¢®/d* = 1/(d’)*, y por hip6tesis,
/() =a’®/b* = 5 /d* = 1/(d’)*, de donde (d')* = (V).

Si b = rie’n y d = rye, como (d')* = (V)% entonces 1, = 1oy
42(91 — 02) = 27TTL7:, y asi 91 = 7TTL/2 + 92.

Luego Y = rlewl — T2€i(7rn/2+92) — Tzeiegeiwnﬂ _ d/ei‘n'n/Z.

Entonces 2° + z + 0 = 2° + 2 + d'e™/? = 25 4 (e™/2)*z + (ei™/2)5d ~
Pz +d. O

Gracias a esta Proposicion, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1. La funcién w:V — C es un cubriente 120 a 1, con tres valores
de ramificacion:

1. Uno en —5°/4* con 60 preimdgenes de orden 2.
2. Otro en 0o con 30 preimdgenes de orden 4.

3. Y uno mds en 0 con 24 preimdgenes de orden 5.

Demostracion. La funcién 7 es cubriente 120 a 1, ya que por la Proposicién 2,
la imagen de dos puntos [z1 : ... : 5], [wy : ... : ws] bajo la funcién son iguales si
y sdlo si son soluciones de ecuaciones equivalentes. Luego cada punto en C tiene
|S5| = 120 preiméagenes, donde Sy es el grupo de permutaciones de 5 elementos.

Por otro lado, un punto [z1 : ... : z5] € V es de ramificacién si y sélo si existe
7€ S5y A€ C* tales que (2-(1), ..., 27(5)) = A(21, ..., 25). Notemos que:
[(2r(1ys s 27(5))| = [A(21, .0y 25)| = |A||(21, .., 25)|
lo cual implica que |A| = 1. Partimos entonces en dos casos:

Caso 1. Si A =1, como las ecuaciones que estamos considerando no pueden tener
mas de una raiz doble (ver Lema 2 del Anexo), entonces existen exacta-
mente dos subindices 7, j € {1, ...,5} tales que z; = z;.

Si ¢ es una raiz doble de la ecuacién z° + az + b = 0, es porque ¢ también
es rafz de la derivada, es decir, de 52* + a. Luego, 5¢* + a = 0 lo cual
implica que ¢* = —a/5.

Por otro lado, sabemos que ¢® 4+ a{ + b = 0 asi que:

0=<5+a<+bzc4<+ag+b=%ac+ac+b=%aub

De donde b = —4a(/5, por lo que

(ic: ¢ I N AR

T([(:Cizmtazmz))=—= = = -2
1-%2-<3 b (_%a )4 4igich 44a4%“ 44

En este caso, obtenemos que 7([¢ : ¢ : 21 : 22 : 23]) = —5%/4% y entonces

—5° /4% tiene 60 preimagenes de orden 2.



Caso 2. Si A = € con § # 2rnk, entonces para cada subindice i, se satisface
Z'r(i) = )\Zi.

a) Si existe un subindice i tal que z,(;) = 0 (digamos z,(;) = 0), por el
Lema 3 del Anexo, el resto de las raices z,(;y = Az; son distintas de
0, y por lo tanto médulo dividir por zs, podemos suponer que zo = 1.
Luego z;(1) =0 =21y 2r(2) = A.

Por otro lado, Zr2(2) = Zr(r(2)) = Azr(2) = A2, En general, tenemos
que 2,52y = M. Como 7(1) = 1, 7 mueve 4 puntos a manera de
rotacién, de donde ord(7) es 2 o 4.

Si ord(r) = 2 entonces A = €™ por lo que [21 : ... 1 25] =[0:1:—1:
z : —z], pero por la ecuacién (3) del inicio de la seccién, tenemos que
2 +22%2 =0 y entonces z = +i.

Si ord(T) = 4 entonces A es una raiz cuarta primitiva de la unidad
vz i25) =[0:1:X:—1: =] (notemos que este caso incluye
cuando ord(1) = 2).

Obtenemos ([0 :1:¢: —1:i]) = co y entonces oo tiene 30 preimage-
nes de orden 4.

b) Si zr1) # 0, dividiendo entre Az,(;) = z1, podemos suponer que
z1 = 1. Como 7 mueve los cinco puntos como lo hace una rotacion,
ord(T) = 5y asi A es una raiz primitiva quinta de la unidad. Luego
[21 i 25] = [T A A2 0030 04,

En este caso, obtenemos que 7([1: A : A% : A% : M]) = 0 y entonces 0
tiene 24 preimagenes de orden 5.

O
Cololario 1. La superficie de Riemann V tiene género 4.

Demostracion. Es inmediato en el contexto de la Férmula de Riemann-Hurwitz
(ver la seccidn 1.2.6 del libro [5]) a partir del Teorema anterior, ya que 2 —2g =
xV)=V —A+C = (24+30+60) — (3 x 120) + (2 x 120) = —6 por lo que
g = 4. D

Cololario 2. Eziste una funcion cubriente ¥ : V — @ que es 60 a 1, con
tres valores de ramificacion: dos con 12 preimdgenes quintuples y uno con 30
preimdgenes dobles.

Demostracion. Consideremos la proyecciéon V — V/ A5 que es 60 a 1. Al igual
que en la demostracién del Teorema 1, (z1,...25) € V es de ramificacién si y sélo
si existe 7 € A5 y A € C* tales que (21,...,25) = A(27(1), .-+, 27(5))- De nuevo se
distinguen tres casos:

1. A=1.
Para este caso, observamos que 7 = (1,2) ¢ As, por lo que el punto
(¢, ¢, 21, 22, 23) no es de ramificacién.
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2. =€y 2z =0.
En este caso, 7 = (2,3)(4,5) € As con ord(r) = 2, y la imagen de
(0,1,4,—1,7) en V/ A5 sigue teniendo 60/2 = 30 preimégenes.

3. A=¢" y todo z #0.
Obtenemos 7 = (1,2,3,4,5) € A5 y entonces ord(t) = 5 de donde te-
nemos dos valores de ramificacién (1, A, A2, A3, A%), y (1, X, A2, \*, \3). Las
imagenes de cada uno en V/Ajs tienen 60/5 = 12 preimdgenes.

Para ver que V/ A5 = C usamos una variante de Riemann-Hurwitz: tenemos

que2—29g =x(V/A5) =V —-A+C =(24141)—(3x2)+(2x2) =2 entonces
g=20. O

11



Figura 1: El gran dodecaedro.

2. El gran dodecaedro.

Johannes Kepler y Louis Poinsot describieron 4 sélidos regulares estrellados
(conocidos como poliedros de Kepler-Poinsot (ver [3], pdg. 96)). Dentro de es-
tos cuatro, se encuentra el llamado gran dodecaedro, ¢l cual se construye a
partir de los vértices de un icosaedro regular. Para cada vértice en el icosaedro,
consideramos los cinco vértices adyacentes a él y el pentagono regular que tiene
por vértices estos ultimos. Todos estos pentdgonos conforman las caras del gran
dodecaedro.

Asi, el gran dodecaedro (que denotaremos de ahora en adelante por V#) es
un poliedro estrellado con 12 vértices, 30 aristas y 12 caras pentagonales, como
se ilustra en la Figura 1.

V# tiene estructura de superficie de Riemann si consideramos la estructura
que hereda de la funcién ¢ que proyecta a V# a la esfera S? ¢ R?, recordando
que C se identifica con S? mediante la proyeccién estereografica. ¢ es una funcién
cubriente 3 a 1 con 12 puntos de ramificacién en los vértices del poliedro.

Mas atin, usando ¢ podemos calcular la caracteristica de Euler de V#: 2 —2g =
x(V#) =12 x 2 30 x 3+ 20 x 3 = —6, lo cual implica que V# también tiene
género 4.

Ademis, podemos hacer actuar el grupo de rotaciones del icosaedro en V#, que
es isomorfo a As (este hecho puede consultarse en [3], pdg. 50). Una regién
fundamental de la accién de As en V# se ilustra en la Figura 2, contenida en
una de las caras de V#. Casi todos los puntos de V# tienen una érbita de orden
60, excepto los 12 vértices (o), los centros de las 12 caras (o) y los centros de
las 30 aristas (x).

Esto implica que V# /A5 = C con tres valores de ramificacién: dos con 12
preimégenes de orden 5 (correspondientes a los vértices y centros de cada cara),
y uno con 30 preimédgenes de orden 2 (los centros de cada arista).
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Figura 2: Una regién fundamental para la accién de As en V# contenida en una
de las caras del poliedro.

Teorema 2. Las superficies V y V# son iguales como superficies de Riemann.

Demostracion. Puesto que las transformaciones de Mobius mandan cualesquiera
tres puntos distintos en cualesquiera otros tres, mediante una de ellas podemos
hacer que los tres valores criticos a1, as y ag de cada cubierta coincidan.

Para probar que V = V¥, hay que ver que las representaciones de modronomia
p1,p2 : 1 (C\ {a1,a2,a3}) = Seo son iguales (ver la seccién 2.7.2 de [5], pag.
152).

Pero por simetria de las acciones que se consideran en V y V#, podemos
considerar las representaciones o1, 09 : T (C \ {a1,a2,a3}) — As y probar que
son iguales (es decir, el morfismo es tnico si p(a1) y p(az) son de orden 5 y
p(az) es de orden 2).

Consideremos g, s y as generadores de 771(@ \ {a1,a2,a3}) tales que
sélo le da una vuelta a la singularidad a; para todo i € {1,2,3}.

Los generadores satisfacen que ajasas = €, el orden de a; v as es 5 y el
orden de ag es 2. Como a3 € As, ag = (23)(45). Ademds as y afl = qp(r3 Son
5—ciclos.

Sin pérdida de generalidad, a(1) = 2. Si az(2) = 3, entonces a; *(3) =
aza3(3) = a2(2) = 3, que no puede ser, asi que podemos suponer ay(2) = 4.
Si aa(4) = 5, entonces a; ' (5) = asaiz(5) = aa(4) = 5, que no puede ser, por lo
que az(4) =3,y a2(3) = 5.

Esto significa que oy, ag, g € As estan totalmente determinados por el tipo
de valores de ramificacién, por lo que o y o9 son iguales, y asi V = V#. O
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3. Uniformizacion.

Dada la ecuacién 2° + az + b = 0, consideramos el cociente w = a’/b*.
Si tuviéramos una expresién local de 7~ : ¢ - V, podriamos considerar un
punto [z1 : ... : 23] € 7 }(w) y un representante (21, ...,25). Podrfa suceder,
en principio, que dicho punto no corresponda con el conjunto de soluciones de
nuestra ecuacién inicial; sin embargo, si es el conjunto solucién de una ecuaciéon
2% 4+ a’'z + b = 0 equivalente a la original z° + az + b = 0.
Observemos que a’ y b’ se expresan en funcién de 21, ..., z5. Por otro lado, como
25 4+a'z+ b =0 es equivalente a 2% + az + b = 0, debe existir A € C* de tal
suerte que a = a’\* y b = ¥’ \5. Luego, el conjunto solucién a la ecuacién inicial
es )\(Zl, 22y eeny 2’5).

Asi, encontrar las soluciones de una ecuacién de grado cinco, se reduce a
conocer la expresién de 7~!. A continuacién, analizaremos los casos para las
ecuaciones de grado tres, cuatro y cinco.

3.1. Ecuaciones de grado 3.

Considerando las soluciones de las ecuaciones de la forma 23 + az +b = 0,
la curva de soluciones para este caso satisface la ecuacion:

3

i=1

Este conjunto tiene una estructura de variedad compleja de dimensién 2, por
lo que al proyectivizar, obtenemos una superficie compleja de dimensién 1, a la
que llamaremos Vs.

Podemos definir la funcién w3 : V3 — C

0—2(217 22, 23)3

maller s 22 2 z]) = 03(21, 22, 23)*
) )

, v observar que esta funcién es un cubriente 6 a 1 de C con tres valores de
ramificacion ¢y, co v c3;

1. ¢; = —33/2% con 3 preimdgenes de orden 2.

2. cg = 00 con 3 preimagenes de orden 2.
3. ¢3 = 0 con 2 preimagenes de orden 3.

Esto implica que la curva de soluciones V3 para las ecuaciones de grado tres,
satisface que x(V3) = 3+3+2—-3x6+2x6 = 2y asi V5 es la esfera de Riemann.

Proyectando V3 y ¢ estereograficamente, salvo cambios de coordenadas, ob-
tenemos la Figura 3 para 3.
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Figura 3: Los puntos marcados con e en el dibujo de la izquierda representan
las preimagenes de 0, los marcados con o las preimagenes de oo y los marcados
con x las preimagenes de —33/22.

Para dar una férmula de 73! : C — Vs, basta dar un biholomorfismo
f:H — T, con T alguno de los tridngulos sombreados y que mande 0, co
y —3%/22 a los correspondientes vértices de T.

Dicha f existe gracias al Teorema de la aplicacién de Riemman ([2], capitulo
10, pag 214, Teorema 10-6). Y de hecho, podemos decir explicitamente cudl es
la funcién f que buscamos:
La funcién 23 envia el triangulo 7" al medio circulo superior {(z,y) | 224+y? <
1,y > 0}. Asi 0 y 1 quedan fijos, y la imagen de e™i/3 es —1.
Luego, se aplica la funcién z + 1/z para mandar el medio circulo superior al
semiplano inferior {(z,y) | y < 0}. La imagen de 0 es 0o, de 1 es 2y de —1 es
—2.
Despties usamos la traslacion z — 2: la imagen de 2 es 0, de —2 es —4 e oo se
queda fijo.
La funcién 1/z manda el semiplano inferior al superior, intercambia co y 0, y
a -4 lo manda a —1/4 Finalmente se dilata por 3%, para mandar los vértices a
donde queriamos.

Al definir f como la inversa de la composicién de las funciones anteriores, se
satisface lo requerido.

Luego, usando el Principio de Reflexién de Schwartz ([2], capitulo 11), la

funcién f puede extenderse a todo C produciendo 73 L
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3.2. Ecuaciones de grado 4.

Considerando las soluciones de las ecuaciones de la forma z* + az +b = 0,
la curva de soluciones para este caso satisface el sistema de ecuaciones:

4
> z=0 (6)
=1
Z z =0 (7)

El conjunto de soluciones V, tiene una estructura de variedad compleja de
dimensioén 2, por lo que al proyectivizar, obtenemos una superficie compleja de
dimension 1.

Podemos definir la funcién w4 : V4 — C,

03(21, ...24)4

ma([z1 0t 24]) = —04(21,...24)3

, ¥ observar que esta funcién es un cubriente 24 a 1 de C con tres valores de
ramificacion:

1. Uno en 4*/33 con 12 preimdgenes de orden 2.

2. Otro en oo con 8 preimagenes de orden 3.

3. Y uno mas en 0 con 6 preimagenes de orden 4.

Esto implica que la curva de soluciones V, para las ecuaciones de grado cua-
tro, satisface que x(V) =12+ 846 —3 x 2442 x 24 = 2 y as{ V4 es también
la esfera de Riemann.

De manera andloga, al proyectar estereograficamente V4 y @, salvo un cam-
bio de coordenadas, obtenemos la Figura 4. Al igual que en el caso anterior,

usando el Teorema de la aplicaciéon de Riemann y Principio de Reflexién, pode-

mos obtener la expresién para 7, !

3.3. Ecuaciones de grado 5.

Por otro lado, para las ecuaciones de grado cinco, teniamos que V es una
superficie de género 4. Mds ain, por el Teorema 1, 7 : )V — C es un cubriente
120 a 1, con tres valores de ramificacién:

1. Uno en —5°/4* con 60 preimagenes de orden 2.

2. Otro en oo con 30 preimégenes de orden 4.
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Figura 4: Los puntos marcados con e en el dibujo de la izquierda representan
las preimagenes de 0, los marcados con o las preimagenes de oo y los marcados
con x las preimagenes de —4%/33.

3. Y uno més en 0 con 24 preimagenes de orden 5.

Consideramos entonces la teselacion en el plano hiperbélico generada por
las reflexiones sobre los lados de un triangulo hiperbdlico con dngulos interiores
7/2 (correspondiente al valor de ramificacién en 5°/4* de orden 2), /4 (corres-
pondiente al valor de ramificacién en oo de orden 4) y 7/5 (correspondiente al
valor de ramificacién en 0 de orden 5). Asi, tenemos una funcién ¢ : H — C
y su inversa ¢~ ! se define, igual que antes, consiguiendo un biholomorfismo
f+H — T y extendiendo la funcién usando Principio de Reflexién de Schwartz.
La teselacion se ilustra en la Figura 5.

Notemos que esta vez el dominio de la funcién ¢ no es biholomorfa a V. Sin
embargo, H es precisamente el cubriente universal de V.

Luego:

Observacion 1. Dada una uniformizacion p: H — V, mediante la com-
posicién o p~!, conseguiriamos la inversa de w. Desafortunadamente,
aunque el Teorema de Uniformizacion garantiza la existencia de la funcion p,
no es constructivo.
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Figura 5: Los vértices marcados con e corresponden a ¢~1(0), los marcados con
oa (o) y el resto corresponden a ¢~ 1(—5°/4%).
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Figura 6: La envolvente de la familia de lineas 2% + az + b = 0.

4. Geometria de ecuaciones.

Cuando vemos la expresién z° + ax + b = 0, pensamos en una ecuacién de
grado cinco en la variable x con coeficientes a, b fijos pero arbitrarios. Esta es
una manera de verlo, pero otra forma es pensar en la ecuacién x° 4+ ax +b =0
como una ecuacion lineal de variables a,b y coeficientes que dependen de un

parametro x.
Luego, las ecuaciones b = —xa—2° describen una familia de rectas a un parame-
tro en el plano (a,b), como se ilustra en la Figura 6.

Deseamos encontrar la ecuacién de la envolvente de dicha familia de rectas:

Un punto («, §) forma parte de la envolvente si y sélo si:

1. (a, B) estd en la recta £ = {b = —wa — x°} para algtin z € R.

2. Y al considerar la familia de rectas £,, = {b = —a(z + 1/n) — (x + 1/n)%},
y la sucesién de puntos (an, b,) = £N¥£,, sucede que (a, 5) = lim (@n, bn).
n oo

Notemos que

1 1 1 1
0= (z+ )5+a(x+g)+b:(x5+ax+b)+ﬁ(5x4+a)+0(ﬁ).

n
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Para cada n € N, tenemos las siguientes ecuaciones:

(@, bn) € € siysélosiz® + apx + b, =0. (8)

(an,bp) € £y, siy solo si

(m+%)5+a(m+%)+b:(x5+ax+b)+%(5$4+a)+0(%):0~ (9)

Multiplicando la ecuacién (9) por n, y tomando en cuenta la ecuacién (8)
tenemos que 5z + a, + O(1) = 0 asf que lim 5z* +a, +O(2) =52" +a =0.
n—oo

Recordamos que (, 3) € £ entonces 0 = z-x*+ar+ 8 = —ar/5+ar+ 8 =
4ax /5 + B de donde B = —4ax/5, elevando a la cuarta, 3* = 4*a*z* /5.

Por lo tanto, f* = —4%a®/5°. Entonces la ecuacién de la envolvente es
bt = —4%aP/55.

Obtenemos asi la siguiente proposicion:

Proposicién 3. Las ecuaciones correspondientes a los puntos (a,b) que se en-
cuentran a la izquierda de la envolvente b= —4%a® /55 tienen tres raices reales.
Las ecuaciones correspondientes a los puntos (a,b) que se encuentran a la de-
recha de la envolvente tienen una raiz real.

Las ecuaciones correspondientes a los puntos (a,b) que pertenecen a la envol-
vente tienen dos raices reales, una de ellas de multiplicidad dos.

Recordemos que un polinomio real tiene una cantidad par de raices com-
plejas, por lo que nuestro polinomio z° + ax + b = 0 puede tener, en principio
1, 3 o 5 raices reales (contando con multiplicidad). Sin embargo la Proposicién
anterior reafirma la Observacién 2 del Anexo: No existe ecuacién de la forma
2%+ az+b=0con ay bno simultdneamente cero tal que sus cinco soluciones
sean todas reales.

Demostracion. Parametrizamos la envolvente, asignando a cada punto de la en-
volvente el valor = que corresponde a la ecuacién b = —za — 2° que es tangente
a la envolvente en dicho punto, como se observa en la Figura 7 (observemos que
dicho valor x corresponde a menos la pendiente de la recta que es tangente en
ese punto).

Dado un punto (ag,bg), consideremos zq tal que la recta b = —xga — zj
es tangente a la envolvente y pasa por (ag, bp). Esto dltimo implica que by =
Toap — xy, por lo que podemos concluir que zy es una solucién a la ecuacién
x® + agz + by = 0.
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Figura 7: La envolvente b = —4%a®/5° junto con algunos valores de z que vamos
asignando a cada punto de la curva. Observemos que cada valor x corresponde
con menos la pendiente de la recta tangente en ese punto.
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(a,b)

Figura 8: Soluciones reales z; a la ecuacién z° + az + b = 0.

Para los puntos (a,b) a la izquierda de la envolvente, existen tres rectas
tangentes a la envolvente que pasan por (a,b); los puntos a la derecha de la
envolvente sélo tienen una recta tangente a la envolvente que pasan por ellos;
mientras que para los puntos en la envolvente existen dos rectas tangentes que
pasan por dichos puntos, como se ilustra en las Figuras 8 y 9.

O

Luego, si se desea encontrar las soluciones reales a la ecuacién z° +agx+by =
0, se debe de encontrar menos las pendientes de las rectas tangentes a la curva
b= —4%a®/55 que pasan por el punto (ag, bo).
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(a,b)

x

Figura 9: Si (a,b) pertenece a la envolvente, hay dos rectas tangentes que pasan
por (a,b).
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5. Anexo.

El objetivo de este anexo es probar algunas propiedades que satisfacen las
raices de las ecuaciones de la forma 2° + az+b = 0 con a,b € C no simultdnea-
mente iguales a 0. La mayor parte de las demostraciones son cuentas explicitas,
por lo que en muchos casos sélo daremos una idea de las cuentas que deben
realizarse.

Lema 1. (21, 22,...,25) € S st y sdlo si satisfacen el siguiente sistema de ecua-

ciones:
5
E Z; = O,
i=1
5
Z 2
Zi = 0,
i=1
5
3 _
g z; = 0.
i=1

Demostracion. (z1,...,25) € S si y sblo si existen a,b € C tales que Hle(z —
2) = 2% +az +b.

Eso significa que el coeficiente de z* tiene que ser 0, por lo que
Z Zy = 0 (10)
i

obteniendo asi la primera ecuacion.

También el coeficiente de 23 debe anularse, de donde oo(z1, ..., 25) 1= ZKJ- Ziz; =
0. Junto con la ecuacién 10, tenemos:

2
0= (Zzz> :sz+22zizj si y sélo si

i<j
Z 22 =0. (11)
i
Finalmente, como también el coeficiente de 22 es 0, entonces o3(21,...25) 1=

>icjer %%z = 0. Usando las ecuaciones 10 y 11 obtenemos una ecuacién
equivalente:

3
02(2%) :sz’—l—i’) ZZZQ sz +6 Z zizjz | siy sélo si
i i

i i i<j<k
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Lema 2. Una ecuacion de la forma z°+az+b = 0 con a y b no simultdneamente
cero, tiene a lo mds una raiz de multiplicidad 2.

Lema 3. Si 0 es una raiz de una ecuacién de la forma z° 4+ az+b=0 cona y
b no simultineamente cero, entonces el resto de las raices son distintas de 0.

Para demostrar ambos lemas, se considera el sistema de ecuaciones del Lema
1 segun el caso. Resolviendo el sistema, obtenemos que soélo tiene solucién si todo
z; = 0. Pero eso significaria que a = b = 0, lo cual no puede ser.

Observacién 2. No eziste ecuacion de la forma z° +az+b=0 cona y b no
simultdneamente cero tal que sus cinco soluciones sean todas reales.

Las soluciones de una ecuacién de dicha forma deben satisfacer el sistema
de ecuaciones descrito en el Lema 1. Pero si todas las soluciones son reales, su
cuadrado es positivo, y entonces para satisfacer la ecuacién (11) del sistema, es
necesario que todas las soluciones sean 0.
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