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Introduccion

Desde el primer trabajo de Ursell [1] en 1951, se conoce que en el caso de

sierras submarinas ocurre el fenémeno de ondas guiadas para ondas de agua.

Jones, en el periodo inicial del desarrollo del andlisis funcional moderno, ob-
tuvo el primer resultado matematico concerniente al problema que tratamos
aqui. Usando andlisis espectral para el operador de Laplace en dominios no
acotados con varias condiciones de frontera, mostro los teoremas de compara-
cion, de los cuales se obtienen resultados esenciales en la teoria de ondas de
gravedad, como son la existencia de un nimero finito de modos guiados para

un cierto valor de k.

Dentro del marco de la teoria espectral, Garipov en 1965 (Ver [2]) obtuvo
el primer resultado general de existencia. El mostré que para k suficiente-

v



mente grande, en el caso de las sierras submarinas, existe una onda guiada
bajo el tinico supuesto que la funcién h(x) (fondo) presenta un minimo lo-
cal estricto. Este modo, conocido como el modo fundamental, fue estudiado
con mas detalle por Grimshaw en 1974 con particular atencion a bajas fre-
cuencias. Debido a los diferentes teoremas de comparacion dados por Jones,
Grimshaw obtuvo cotas superiores e inferiores para la relacion de dispercion
de este modo y una condicion necesaria para la existencia de estas ondas,
para cualquier valor de k. También obtuvo usando ecuaciones integrales, la

relacién de dispersion de las ondas guiadas para el caso del escalén.

Este caso especiifico, fue tratado para profundidades grandes por Evans y
Meclver, usando una aproximaciéon ligeramente diferente, demostrarén que el
modo fundamental fue el tinico para pequenos y grandes valores de k. Mas
aun, en relacién a el trabajo inicial de Jones, ellos con ayuda de resultados
numéricos, obtuvieron mejores estimaciones para el nimero de onda guiada,

para cierto valor de k.

En 1987, Ursell con argumentos mas sencillos, obtuvo los mismos resultados

que Jones y Garipov. En particular el uso el asi llamado teorema de Kelvin,
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el cual es una versién del principio min-max, usado en este trabajo.

A.S. Bonnet-Ben Dhia y P. Joly [5] en 1993, mostraron que a alta frecuencia
existe un unico modo atrapado, el cual se propaga en la direcciéon de la sierra,

también obtuvieron algunas estimaciones para la frecuencia de este modo.

En este trabajo nos concentramos al problema de ondas atrapadas por sie-
rras submarinas, y nuestro interés es construir la asintética de esta frecuencia,
para valores grandes de k, donde k es el nimero de onda que se propaga en

la direccién de la sierra.

En torno a este trabajo esta muy relacionado el problema de ondas de agua
atrapadas por una sierra submarina de pequena altura, el cual es tratado en
[7] por P. Zhevandrov y A. Merzon en el 2003, donde una cercania al problema
de ondas de agua y pequenas perturbaciones de la ecuacién de Scrhodinger
en dimension uno es establecida. Después este problema ha sido estudiado
por diferentes autores (mencionamos por ejemplo [8, 9, 10], en el contexto de

ondas de agua, [11]).
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Este trabajo se desarrolla en dos capitulos, en el primero usamos las técnicas
de Bonnet Ben Dhia y Patrick Joly, para demostrar la existencia y unicidad
de la onda guiada para valores grandes de k y en el segundo, usamos teoria
potencial para reducir el problema inicial a un sistema de dos ecuaciones
integrales, cuya solucion la encontramos utilizando una técnica similar a la
de P. Zhevandrov y A. Merzon [7], la cual nos lleva a encontrar la asintética

de esta frecuencia.

Observamos que con respecto al trabajo de P. Zhevandrov y A. Merzon la
asintética se vuelve exponencial, i.e., la distancia de la frecuencia de la onda
atrapada a la minima frecuencia del espectro continuo, es exponencialmente
pequena en k. Lo cual hace ver el problema complicado desde el punto de
vista de expansiones asintoticas, pero, en realidad construimos una expansion

exacta la cual es convergente y no presenta dificultades.
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Capitulo 1

Teoremas de existencia y
unicidad de ondas atrapadas

por sierras submarinas

1.1. Introducciéon

Consideremos el modelo matematico descrito con ayuda de las ecuaciones que
gobiernan desplazamientos pequenos asociados con el flujo irrotacional de un
fluido incompresible perfecto. Estas ecuaciones se deducen de la linealizacion

1



2 CAPITULO 1. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

de las ecuaciones de la dinamica clasica para un fluido, las cuales son validas
para la descripcién de ondas de agua. Supongamos que el fluido ocupa un

dominio cilindrico €2 x R, donde €2 esta definido como sigue:

Q= {(z,y) € R*: —h(x) <y < 0}, (1.1.1)

donde,

h(z) = ho + V (), (1.1.2)

es una funcién positiva, con V(z) € C§°(R) que alcanza un minimo en el

interior del soporte de V(x).

by
I'p

Figura 1.1: Dominio {2

Denotemos por (x,y) un punto arbitrario del dominio. La direccién y < 0
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indica la profundidad. Descompongamos la frontera de €2 de la siguiente

manera.:

0N =TrUlp,

donde I'r = {(z,y) : y = 0} es la superficie libre y I'g = 92 — ' es la base

del oceano, (Ver figura 1.1). Consideremos el siguiente problema:

(

Ap— k26 =0,  enQ,

g—z’ = w?e, en I, (1.1.3)

Q:le
Sie-

=0, en ['p.

Aqui ¢ € H'(Q) es el potencial de velocidad, H' es el espacio de Sobolev
estandar de funciones con energia finita, k£ es un parametro, h(x) es el fondo,
x vy y son las coordenadas horizontal y vertical, respectivamente, w es la
frecuencia y al mismo tiempo el parametro espectral. Utilizaremos la siguiente

notacion:

h™ = minh(zx) (1.1.4)

z€R

ho = h(z), para x & suppV(x).

Més atin, denotemos por wy := wy(k) la tnica solucién de la ecuacién trans-

cendental

ktanh khy = w?, k> 0. (1.1.5)
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En el presente capitulo demostraremos el siguiente resultado: Si0 < h™ < hy,

existe una onda atrapada a alta frecuencia. (Ver seccién 1.4). Consideremos

el siguiente problema auxiliar:

(

Ao — k% =0, en €2,

% =, en I'p, (1.1.6)
g—g =0, en ['p.

Lema 1.1.1. Dada ¢ € Lo(T'r), existe una tnica ¢ € H'(Q) tal que ¢ es

una solucion generalizada de (1.1.6) y satisface las siqguientes desiqualdades:

1@l i) < Const [l Loy, (1.1.7)

”(b‘FFH[Q(FF) < Const HQDHM(FF)' (1'1'8)

Demostracion. Sean ¢ € Lo(I'p) v ¢ una solucién de (1.1.6) entonces para
cualesquiera i) € H'(§2) tenemos que aplicando el Teorema de la Divergencia,
/[Agbl/} + VoVidady :/div(l/Jngﬁ)dxdy
Q Q

_[9 ¢
= [ 5,040+ / oo
I'p

I'r
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Luego de (1.1.6),

/[k%@b + VoVi|dedy = /(p(x)i/}(m,O)dx. (1.1.9)

Q R

Haciendo el cambio de variable 2’ = 2 y 3’ = £ donde ¢ = 1/k. Por tanto la
ecuaciéon anterior la podemos escribir como sigue:

1
/[k%(ax’, ey V(ex ey) + gv(x/,y/)ﬂgx’, ey )V w yy¥(ex’, ey’))da’ dy’
Q/

= /5g0(6x’)¢(5x’, 0)dz'.

R

Renombrando ez’ por x, ey’ por y, ' por Q y Iz por I'r tenemos la siguiente

ecuacion,
Blo, v] = (). (1.1.10)

Donde,

Bl o] = / Kov+ VeVildedy ¥y (o) =¢ / pbdo. (11.11)
Q

I'r

Definamos el funcional lineal

f:HY(Q)—R

P g/gmpda. (1.1.12)

I'r
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Dado que v € H'(Q) y de la desigualdad de Cauchy Schwarz f es acotado.

€ / odo

I'r

En efecto:

< Ol -

Del Teorema de Representacion de Riesz, dado que f es lineal y acotado,
existe un tnico elemento ¢y € H*(Q2) tal que f(v) = (¢o, V) w1 (q), para todo
Y € HY(Q), es decir,

I'r

Lo cual muestra que existe una tunica ¢y € H' () tal que ¢ es una solucién
generalizada de (1.1.6). Resta demostrar que ¢ satisface (1.1.7) y (1.1.8).
De (1.1.13) y de la definicién de producto interno en H'(Q),

e / o = / (b0t + VoV ) dedy v € H'(Q).

I'r Q

En particular para ¢ = ¢q, tenemos:

- / oo = / (62 + [V ool2)ddy = | 6oll3 (1.1.14)

I'r Q

Usando la Desigualdad de Schwarz

€/<P<150d0' < ellellowmllollarr < Cllelawmlldollar ). (1.1.15)

I'r

Por tanto de (1.1.15) y de (1.1.14), tenemos,

60l 710y < Cllelawm | Polla @)
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En consecuencia

Dol a1 ) < Clloll Loy

Lo que muestra (1.1.7). Para (1.1.8) tenemos de (1.1.15) y de (1.1.7)

| Polrpllzorry < Clldollar) < Cllolliywe)-

Lo cual muestra (1.1.8) y en consecuencia el Lema. O

1.2. Analisis espectral del operador A

En esta secciéon hacemos un analisis cualitativo y encontramos una cota in-
ferior del espectro del operador A que definimos a continuaciéon. Sea k un

entero, k > 1, definamos el operador acotado A como sigue

A LQ(FF) L LQ(FF)

© — Ap = @|r,. (1.2.1)
Donde ¢ es la solucién correspondiente a ¢, segun el lema (1.1.1).
Lema 1.2.1. El Operador A es lineal, acotado y simétrico.

Demostracién. Dadas @1 y o9 en I'p existen ¢ y ¢ en H(2) soluciones
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generalizadas de (1.1.6) y tales que

Ap1 = ¢ilr, v Ap2 = ¢dalry. (1.2.2)

Veamos primero que A es lineal. En efecto, de (1.2.2), de la linealidad del
operador derivada normal y Laplaciano tenemos que para A € R, ¢1 + Ao
satisface (1.1.6) y por tanto, A(p; + Apa) = A(p1) + AA(p2). Asi A es lineal.
De (1.1.8) se tiene que A es acotado. Veamos ahora que es simétrico. En
efecto de (1.2.2) y de la férmula de Green

[on0n = onanyiniy = [ (o552 - 0252 Y.

Q o0

De la descomposicién de la frontera de €2, sumando y restando en el lado

izquierdo de la igualdad anterior k%¢; ., tenemos que:

01202 K6n) = 0a(201 ~ on)dudy = | («b%% - ¢%%) ds
Q I'r
(o) o1
+/ (ﬁbl% —%%)d&
I'p

De la igualdad anterior y de (1.1.6) tenemos que,

_ Do O
0= / (¢1% - ¢2%) ds.

I'r

De (1.1.6) y sustituyendo en la ecuacién anterior (1.2.2) obtenemos,

/A<P1%02d3_ /A<P2901d8-

I'p I'p
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Por tanto A es simétrico. O
Lema 1.2.2. El operador A es Autoadjunto.

Demostracion. Del Lema 1.2.1 A es acotado y simétrico y como

D(A) = Ly(I'r) entonces A es autoadjunto. O

(1.1.3) y (1.1.6) se relacionan de la siguiente manera: Dada ¢ € Ly(I'r) existe

¢ € H'(Q) tal que satisface (1.1.6) y
0 =wdlr, v Ap=d|r,, esdecir, w o= Agp.

Por tanto,

(Ap, o) = / *(z,0)dz. (1.2.3)

R

Donde (.,.) denota el producto interno en Ly(I'r). En efecto,

(Ap,p) =(w™p,9) = w™*(W*¢(,0),w*¢(x,0))

—(6(,0),6(2,0)) = [ 6%(w,0)da
R
Denotemos por o(A) el espectro del operador A. Del Lemma 1.2.2, 0(A) C R.

Sea A € R. Supongamos A € p(A) (Conjunto Resolvente ), entonces para toda

¢ € Ran(A — \I), existe una ¢ € D(A) = Ly(I'r), tal que (A — A )p =&. De
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(1.2.3),
(A= XD)p,0) = (Ap, ) + (=N (¢, 0) =W+ (=N)) (¢, ¢)
>(=MllellZ,wp-

Donde (.,.) denota el producto interno en Ly(I'r). Por tanto, N(A — ) =
{0}, siempre que (—\) > 0, es decir, (A — AI) es una biyeccién y (A — \I)~*

existe, siempre que (—A) > 0. De la desigualdad de Schwartz,
—AMelywm < 1A =ADellowmllellame-
Llamando (A — Al)p = &, tenemos
1A =AD" oy < (SN €l o).

Lo cual significa que (A — AI)~! es acotada siempre que —\ > 0. Es decir

A € R pertenece al conjunto resolvente de A siempre que —\ > 0, entonces

o(A) € [0, 00). (1.2.4)

1.3. El espectro esencial

Determinaremos ahora el espectro esencial del operador A. Primero demostraremos

el siguiente Teorema.
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Teorema 1.3.1. Se cumple que [0, (ktanh khg)™'] C 0.ss(A).

Demostracion. Dado que el espectro esencial es un conjunto cerrado (Ver

[16]), es suficiente demostrar la siguiente inclusién

(0, (ktanh khg) ™) C 0ess(A).

Sea 0 < o < (ktanh khy)™!, consideremos la sucesién de funciones @, (x) €

Ly(T'r) dada por

on(x) = Vn,(2,0), n e N, (1.3.1)
donde
Y AP EA R
wn(xay)_ \/ﬁ9<n) U(n)e € ) n€N7

con 7 = Vk%+ 0. Ademés, ¥,(x,y) € H'(Q) satisface (1.1.6), § ,n €

C*(R) son tales que 0 < 0(y),n(x) < 1 con 0#(0), ¢(0) #0y

n(z) = - N (1.3.2)

Para demostrar que o € 0.45(A) de la definicién de espectro esencial (ver [17],
paginas 144 y 228), es suficiente mostrar que o € Co(A), es decir (¢,)nen

satisface:

1) ||<ID7L||L2(FF) > 07
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ii) ¥n € D(A) y im0 H ASOn + o0pn ||L2(FF) = 0.

De (1.3.1) y (1.3.2) tenemos

[len@Pds = [ (. 0Pds

- 7 (1) 5o+ 2o e
:ée(o) %9'(0)27772@)@
>0

que prueba i) y garantiza que ¢, € Ly(I'r). De (1.3.1) se tiene que

1/2
nlingo HAQOn - USOnHLz(FF) :nlingo (/ |¢n(l‘, O) - any@f, 0)|2d$>
R
1 1/2
= lim 9'(0)(/—772(5)@)
n—oo 1, n n
R

~ tim 7 9'(0)( / n2(u)du) v

R

=0.
Asi se demuestra ii). O

Ahora demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 1.3.2. Se cumple que 0ess(A) = [0, (ktanh(khg))™'].



1.3. EL ESPECTRO ESENCIAL 13
Demostracion. Del Teorema 1.3.1 es suficiente mostrar la siguiente inclusién
Oess(A) C [0, (ktanh(khg))™!].

Sea A € 0.s5(A), entonces existe una sucesion (¢, )nen del D(A) tal que

||SDTL||L2(FF) =1, Vn € N,
Ap, — Ap, — 0, fuertemente en Ly(I'r), (1.3.3)
o, — 0, débilmente en Ly(T'r).

Sumando y restando (k tanh(kho)) ™! (o,, ©,) tenemos que,

(Apn, on) — (ktanh(kho)) ™ (on, wn) = p(k; ©n, ©n),

donde,

p(k; on, @) = (Ap, — (ktanh(kho)) ™ ¢n, ¢n)

entonces
(Apn , @) — (ktanh(kho)) ™ 0all® = p(k; on, ¢n)- (1.3.4)
De (1.3.3), ¢, — 0, débilmente en Ly(I'r), es decir, para toda ¢ € Ly(T'p),

/wgon(:c)d:c — 0.
R

Asi que tomando:

v = Ap, — (k tanh(k:ho))_lgpn,



14 CAPITULO 1. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

tenemos que p(k; @n, on) < 0 v p(k; vn, ¢n) — 0 cuando, n — oco. en-

tonces,
(Apn, ¢n) — (ktanh(kho))™"[lenll* < 0.
De (1.3.3)
|(Apn = Apn s n)l = [(Apn, on) = Al
es decir

(Apn, pn) — A cuando  n — oo.
Por tanto, A — (ktanh(khy))~" < 0. Entonces, A € [0, (ktanh(khg))~']. Lo

cual completa la demostracién del Teorema. O

Denotemos por o4(A) al conjunto de valores propios del operador A que
no pertenecen al espectro esencial oes(A). De (1.2.4) y del Teorema 1.3.2
deducimos que:

o4(A) C ((ktanh(khg))™, +o0). (1.3.5)

En lo que sigue denotemos por

N := N(k) el nimero de valores propios de o4(A) (1.3.6)

cada uno de ellos contado un nimero de veces igual a su multiplicidad. De-

cimos que NN es el nimero de modos guiados para un cierto valor de k.
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1.4. Principios de comparacion

En esta seccién establecemos que existe una unica onda atrapada a alta
frecuencia cuando,

0 <h™ < hy, (1.4.1)

utilizando algunos criterios de comparacion. Los cuales pueden ser deducidos
directamente del principio minimax y nos dan estimatimaciones cuantitativas

para las funciones S,, := S,,(k) que definimos a continuacién. Definamos:

A
S, = sup ( 90’;0). (1.4.2)
©ELy (T g),p£0 ||90||FF

Y para cada entero m > 1,

Sm = 1Inf sup Ue. ) (1.4.3)

VEmel(FF‘) (pevl,tpsﬁo ||('0||12—‘F 7

donde (Ay, ) esta definida en (1.2.3). V,,(I'r) denota el conjunto de todos
los subespacios de dimensiéon m de Lo(I'r) y para V C Ly(I'r)

Vlz{\yeLQ(rF);/\pgdx:o VE eV}
R

Podemos usar la siguiente férmula equivalente:

(A2, ) (1.4.4)

)

Sm = sup inf
T Vevnrs) P20 lollf,
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Lema 1.4.1. Sean h(z) y h(z) funciones positivas que satisfacen (1.1.2)
tales que

h(z) < h(z) (1.4.5)

entonces

S < S, ¥m o> 1.

Mis aun, si h = h, cuando x ¢ [—xg, o], entonces N > N, donde xy es tal

que Supp h C [—xg, zo].
Sea © el dominio asociado a h. De 1.4.5

QcQ, (1.4.6)

donde €2 esta definida en (1.1.1). De manera similar como en la definicién de
operador A en (1.2.1), podemos definir el operador A, asociado al problema
(1.1.6), para el dominio Q, correspondiente a la funcién h. Luego, dada Y E
Ly(Tr), del Lema 1.1.1, existe ¢ € H'(Q), que satisface (1.1.6) con Ap =

}ly—o. Igualmente, existe ¢ € H'(Q), que satisface el siguiente problema

(

Aj — k2 =0, en Q,
?‘)_7; = ¢, enTp, (1.4.7)
g—flé =0, en y = —h

\

y es tal que Ap = q~5|y:0.
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Lema 1.4.2. Dada ¢ € Lol'p, se tiene

(Ap, @) < (Ap, )

Demostracion. Sea

z_/¢—d+/¢ 520 —9) d+/¢ —/ég—ids
0

Sean, 711, 13 los vectores normales exteriores a las funciones h y h respecti-
vamente y 7l = —1i3, entonces 11 y 7o son los vectores normales exteriores
correspondientes a J(2 — Q). De (1.1.6) se tiene que 3 99— (). Por tanto,

Tl

usando notaciones obvias,

- [ el [ el [l
Q-0 Lp

De (1.1.6) y (1.4.7) se tiene que ¢y|y—0 = dyly—0 = @, luego

Igz/(dl 020y,

on
Rly)
- fo- 0200+ [ (6-02520)| a

- [6-920= s,
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/gb—d —I/g?sg /¢>—d +/¢§—éd
/¢—a +F/_¢3_ﬁad
/ s —FB[ oo

[ ().

dr = /gb(m,())g&(x)da:

/ ¢—ds — - [ éa.0)ela)as

Entonces de Iy, I, I3y Iy, se tiene que

/¢_d0+/¢’y op(x dl’—/ ly=0p(

R

De (1.1.6), (1.4.7) vy (1.4.6) se tiene que, Adp — k2 = 0y Ad — k%p = 0 en
Q, entonces, aplicando el teorema de Green se tiene

= / [A¢d — Adg|dxdy = / ( aﬂb,cb - a_¢¢) (1.4.8)

Q oly)
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Dado que

/¢_d _/d’_d +/¢~5|y090($)dx,
[ o5 / o s / ly-ap(@)da,
o0

luego de (1.4.8) se tiene que

/ b o + / Slyop(e)ds = [ ol,op(a)ds

Reemplazando la igualdad anterior en I, se tiene que I = 0. Dado que

/ ¢—ds = / (V¢ + VoVo)drdy = / (K*¢* + |Vo|*)dxdy > 0

Q-0

y dado que A(¢ — ¢) — k(¢ — ¢) = 0, entonces

[6-022= s = [1G-0)26-0)+ VG- 95— d)ldady

0 L)

- / 12— 6)* + V(6 — o)) > 0

BGl9)

Luego de I se tiene

/¢—d </¢—d +/
/¢_ds

IO, [ 20,
o0
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En consecuencia,
d¢ - 09
“Tds < “ds.
/qbands < /gzﬁands
o0 80

Es decir

[ tlas@rts < [ dly-apla)da.

De lo cual se tiene (Ag,p) < (Ap, ). Con lo cual queda demostrado el

Lema. [
Ahora demostraremos el Lema (1.4.1)

Demostracion. Del Lema 1.4.2; se tiene que (Ap, p) < (flgo, ©). Supongamos

que ¢ es una la funciéon propia correspondiente a Sy, entonces

s, — (Asomgl) S(Asm,fl)
o1 Il

@EL(T ) p#£0 ]2

De manera analoga se concluye que S,, < S,,, de (1.3.6), se tiene que N < N.

Asi concluye la demostracion del Lema (1.4.1). O

Los dos principios de comparacion que establecemos son consecuencias par-

ticulares de los resultados de Jones [3]. Sea

Q= {(z,y) eR*: —h(z) <y <0, —xg <z <20} (1.4.9)
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Definamos AP : Ly(T'p) +— Ly(T'R), como AP¢ = ¢(x,0) donde, Ty, =

Lrl(czom) ¥ ¢ € H' () satisface,

Ap — k¢ =0, en €2;,
¢ =@, en FFZ-’
(1.4.10)
% =0, en y = —h(x)
¢ =0, en r = +xg.

\

El espectro de AP consta de una sucesién de valores propios SZ para la cual

usaremos la siguiente expresion

A
SP - sup inf —< SD’;D),
VevD(rp) ¥EV, ##0 ||90||FF1.

(1.4.11)
donde VP denota el conjunto de todos los subespacios m-dimensionales de
LP(Tr) = {p € Ly(Tk) : ¢lomtz, = 0}. De manera similar, consideremos

el operador AN, AN : Ly(T'p,) +—— Ly(T'R), como ANp = ¢(x,0) donde,

¢ € H(Q;) satisface,

Ap — k*p =0, en ),
(b =g, €n FFZ-;
(1.4.12)
0¢

52 =0, en y = —h(x)

99 _ _
7 = 0, en x = £x.

El espectro de AN, consta de una sucesién de valores propios, la cual deno-
b b
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taremos por (S),,>1, v la expresaremos como:

A
Vo aup ‘p’f). (1.4.13)
€Ly (LR, )70 HCJDHFFz
Y para cada entero m > 1,
A
SN = inf sup @, (1.4.14)
Vevrjr\ifl(FFi) (pEVJ‘Ap?éO ||(IO||FFZ

donde VN | denota el conjunto de todos los subespacios de dimensién m de

Ly(T'p,), con

Vi={pe Ly(Tg): /wwdm =0, WeV}

FF-

7

Con esta notacién tenemos la siguiente proposicién
Proposicion 1.4.3.

max (SN, wg?) > S, >SE, vm>1. (1.4.15)

m m
Entonces,
(i) Si SP > wy?, entonces N > m,
(ii) Si SN < wy?, entonces N < m,

Demostracion. El espacio LY (T'f,), definido antes puede ser considerado un
subespacio de Lo(T'r), dado que cada funcién de L2 (T'f,) puede ser trivial-

mente extendida a una funcién de Ly(I'r). Por tanto, tenemos V2 C V,,(I'f)
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para todo m > 1 y deducimos de (1.4.4) y (1.4.11), que S,, > SP. De otro

lado, de la férmula (1.4.3), tenemos

A; A,
Sm — inf Sup ( 1907 90) + ( QO ¢)7

VeVmi(Tr) pevipzo  [€lE, + I@lE,,

donde, I'y, = Tp\ T, Acp = Alr @y (Aew,0) = [ o(x,0)p(x)dz.

R—[—z0,x0]

Dado que
(Acp, ) < wi?llell?,, » (1.4.16)

entonces. Si méax (SN | wy?) = wy?, entonces (A0, ) < W0_2H90H%Fia luego

m )

Ai ) Ae 3 _
( w2w>+( f‘P)gw(ﬂ
lellt, + lell?y,

Por tanto, S,, < wO_Q. Si méax (SN

m uJ()_Q):SN

m?

entonces (A;p, @) >

w0’2||<p||%Fi, de (1.4.16), entonces

(A'L(P,(P) > (.4)_2 > (Ae% SD)

e, =% = ol

Luego,

(Aip, o)t + llelit.] = (A, ) + (Aep, )]l 0lI2,
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En consecuecia,

A;
SN> inf sup (ngp)
VeVl ((Tr) eVt p£0 HQOHFFZ
Ai ) A€ )
>t sup (Aig, p) + (Acp, ¢)

VeV (k) pevigzo ®lE,, + IlellE,

Asi se obtiene la desigualdad (1.4.15). Las desigualdades (i) y (ii) son
asi consecuencias del principio Minimax. En efecto, Si SP > w; 2 entonces
Sy > SP > %y N > m y asi se obtiene (i). Ahora para (i7), si, SV < w;?,

entonces max(SY | wy?) =wy?y wy? > S, en consecuencia N < m O

Figura 1.2: Escalén

De la proposicion anterior podemos obtener estimaciones cuantitativas para

el caso del escalén (Ver Figura 1.2), en efecto, si escogemos la funcién h como
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h=, si x € |-z, x
h(x) =

ho, sl x ¢ [—1’0, Io],

entonces 2z, es la anchura del escalén y €2; es un rectangulo de base 2z y

altura A~ sobre la sierra.

De manera similar a como se definieron los operadores A” y AN, para la
funcién h en el dominio €2, podemos definir AP y AV, para la funcién h,

correspondiente al dominio . En efecto, definamos

AP Ly(Tp) = Lo(T'),

ADSO = ¢<x> 0)

donde, I'p, =T'py_ con¢ € H'(;) tal que,

;

Ap — k*¢ =0, en Q;,
¢ = ¥, en FF’H
’ (1.4.17)
% =0, en y = —h(x)
¢ =0, en r = +xg.
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Definamos

AN LQ(FE> — L2<FE)7

AN = ¢(z,0)

donde, I'p, =T'p_ con¢ € H*(©;) tal que,

(

Ap — k*p =0, en ),

¢ =9, en I'z,,
(1.4.18)

% =0, eny = —h(x)

=0, en xr = £x.

\

Lema 1.4.4. El espectro de AP consta de la sucesion SE de valores propios,

tales que SP = w=?, donde w™? es la unica solucion de w=2ktanh(kh~) = 1.

Demostracion. Dada ¢ € Ly(I'z,), existe ¢ € H'(€;) que satisface el proble-
ma (1.4.17). Usando el método de Separacion de variables podemos suponer
que ¢(z,y) = F(x)G(y), para algunas funciones F'y G, luego tomando A

como constante de separacion tenemos que

Gy _ KF@)-F'x) o Gy _ KF(@) - F(2)

Gl () G o)

Imponiendo las condiciones de frontera obtenemos los siguientes problemas:
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—G"(y) = A\G(y),

(@) 4 G'(0) = w2G(0), (0) (1.4.19)

(€) G'(0) = w2G(0), (d) (1.4.20)

De (1.4.19-(a)), se tiene que

 Acos(/X(y + 1)
sin(v/Ah™) '

Gy) = (1.4.21)

De (1.4.19-(b)), se tienen los siguientes casos
1. Si A+ k? > 0, entonces F(x) = 0.

2. Si A+ k% =0, entonces F(z) = Cte. Por tanto de 1.4.21,

_ Ceos(VAl +h))

olz.y) = sin(v/Ah™)

Puesto que ¢,(z,0) = w?¢(x,0) encontramos que cuando A + k? = 0,

tenemos la siguiente relacion
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72 cot(ikh™) cot(kh™)
w = _ = — 1.4.22
ik koo ( )

3. Si A+ k? < 0, entonces

Creos(v/|N+ E2x) si /| + k2|zg = 5 + m,
Cysin(/|N+ k2|x) si /|\+ k%|zg = mm,

por tanto, de (1.4.21),

F(x) =

C cos(VA(y+h7)) cos(r/ |\ K2 |z) . -
_ ) Sin(vAh-) st /A + k| = § +mm,
A=y, (VA(y+h)) sin(y/ I iZle)
cos y+h™))sin +k“|x .
- sin(v\h-) st /|A+ k?|zg = mm,

Puesto que ¢,(z,0) = w?¢(x,0) encontramos que cuando X\ + k* < 0,

tenemos la siguiente relacion

w2 ) (1.4.23)

con
\/|/\+k2|m0:g+m7r 6 VIAN+ k2 |xg = mm

De (1.4.20-(c)), se tiene que

_ C cosh(VA(y + h_))‘

) cosh(vAh™)

(1.4.24)

De (1.4.20-(d)), se tienen los siguientes casos
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1. Si =\ + k% > 0, entonces F(z) = 0.

2. Si —A+ k? =0, entonces F(x) = Cte. Por tanto de 1.4.24,

~ Ceosh(VA(y +h7))
cosh(v/Ah™)

o(w,y) =

Puesto que ¢, (z,0) = w?¢(z,0) encontramos que cuando —\ + k? = 0,

tenemos la siguiente relacion

1 = w ?ktanh(kh™), (1.4.25)

3. Si =\ + k? < 0, entonces

Crcos(VA—k2z) si VA —k?z9 = 5 +mm,
Cisin(vVA — k?z) si VA — k%xg = mm,

F(zx) =

por tanto, de (1.4.24)

_Ccosh(ﬁ(y#»h_))cos(\/)\kaZ) s mxo =T Lo
2 )

cosh(ﬁh*)
o(z,y) =
_ . 5
_Ccosh(\fx\c(gsﬂ;’g\f;):f;(m@ si VA — k2xq = mm,

Puesto que ¢, (z,0) = w?¢(z,0) encontramos que cuando —\ + k? < 0,

tenemos la siguiente relacion
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1 =w 2V Atanh(VART), (1.4.26)

con

\//\—k2x0:g+m7r 0 VA —k2x9 = mm

Luego de (1.4.22), (1.4.23), (1.4.25) y (1.4.26) la sucesién de valores propios
SPviene dada por SP es igual a w”?, el cual satisface w2k tanh(kh™) = 1y
SP = w 2(k), m > 1, es latinica solucién de la ecuacién 1 = w=2u,, tanh(u,h~),

m m

con fi, = /A, escogido reordenando las sucesiones

A+ E <0y (VAmk?zg = g +mr 6\ Ay — K2z = mm).
]

Igual como en la demostracién del Lema 1.4.4, se muestra que el espectro
de AN consta de una sucesién de valores propios SV, con S) = w=?, el cual

satisface w2k tanh(kh™) = 1. M4s atin SY = SP.

Teorema 1.4.5. 510 < h™ < hg, entonces existe un solo modo guiado.

Demostracion. Dado que 0 < h™ < hg tenemos que w;2 < w”?. Por tanto

existen por lo menos m valores propios &, entre w,?, w”? asi SP = SN
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SD > w2y barSY < S; con J > m + 1, para todo m > 1. Por tanto de la
proposicién 1.4.3, tenemos que m < N < m + 1. y dado que cuando k — oo,

? — w72 tiende a cero entonces m a lo mas es igual a

la distancia d = w_
1. Ahora aplicando el Lema 1.4.1 a las funciones h(x) y h(z), tenemos que

N>N y en consecuencia N=1. Lo cual demuestra que existe un sélo modo

guiado. O
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Capitulo 2

Asintotica del valor propio

2.1. Introducciéon

En el capitulo anterior se mostré que para frecuencias altas, en el caso del
problema de ondas de agua atrapadas por una sierra submarina existe un
unico modo atrapado el cual se propaga a lo largo de la sierra. Nuestro
interés en el presente capitulo es construir la asintética de esta frecuencia,
para valores grandes de k, donde k es el nimero de onda.

32
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2.2. Formulaciéon matematica y resultado
principal

Consideremos como en el capitulo uno la capa de agua 2 = {—h(z) < y < 0},
(Ver 1.1.1), donde y es la coordenada vertical, x la horizontal ortogonal a la
direccién de la sierra, y = —h(z) como en (1.1.2) describe el fondo. Buscamos
el potencial de velocidad en la forma exp{i(wt — kz)}¢(z,y), donde z es la
coordenada horizontal a lo largo de la sierra, w es la frecuencia y k el niimero

de onda. Consideremos el siguiente problema para la funciéon ¢

4

Ap— k2 =0, en  Q

\ ¢y = Ao(x), en I'r (2.2.1)
g—z =0, en I'p.

\

Aqui A = w?/g. Soluciones de este problema para el espacio H'(f2) son
llamadas ondas atrapadas y existen solo para ciertos valores de A con k fijo.
Igual como en el capitulo anterior, suponemos que el fondo es plano (h(z) =
ho), para |z| > xo y h es una funciéon C§° que tiene exactamente un minimo
global no degenerado en x = 0, es decir A”(x) > 0. (Esta tltima condicién
es solo por simplicidad), ver Fig 1 para la geometria del problema. Como se

mostré en el capitulo anterior, el espectro continuo de (2.2.1) coincide con el
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del fondo plano y representa el rayo A € [k tanh(khg), 00). De los resultados
del capitulo anterior se sigue que existe un unico valor propio A por debajo
del espectro esencial para valores grandes de k. Nuestro interés es construir
una asintotica de esta frecuencia. El resultado principal es enunciado como

sigue

Teorema 2.2.1. FEl inico valor propio \(k) de (2.2.1) tiene la forma

A(k) =k tanh(khg) — 3%, (2.2.2)
donde
3 =k 2h+(0)e—%h<°>(1 +O(k™) (2.2.3)

En el resto del capitulo se desarrolla la demostracion del del teorema anterior.

2.3. Reduccion al fondo y a la superficie libre

El primer paso es usar teorfa potencial para reducir el problema (2.2.1) a
un sistema de dos ecuaciones integrales en términos de las funciones ¢ y

6, donde ¢(x) = ¢(x,0) v O(x) = ¢(x,—h(x)). Para este fin consideremos
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B, = B,(£,7n) la bola de radio p y centro en (£,7) € Q y Ky(kr) la funcién

de Macdonald con

r=(z—&?+(y—n? (2.3.1)
Dado que —%Ko(kr) es la solucién fundamental para el operador A — k2
entonces

A(—%Ko(kr)) - kz(—%Ko(kr)) _0, enQ\ B,

y en consecuencia

0= [ {5 Kokr) 806 ~0lA(~ - Kulkr)) ~*(— Ko(kr))]}dady.
O\B,

Usando la féormula EA¢ = div(EV¢) — VEV¢ se tiene que la ecuacién

anterior se puede escribir como sigue

0= / {div(—%Ko(kr)qu) - div(gbV(—%Ko(kr)) ) dxdy.
O\B,

Aplicando el teorema de la divergencia concluimos que

FF FF‘

p—0
0B, 0B,

+ lim (_%Ko(kr)vqs)-ﬁpds—gi% / (¢V(—%Ko(kr)))-ﬁpds

+ [ g Kalkn)V0) - sinds = [ (@9(- 5 Ko(kr)) - nds,

I'p I'p
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Para reescribir la ecuacién (2.3.2), tenemos en cuenta el resultado del sigui-

ente lema

Lema 2.3.1. Se cumplen las siguientes igualdades

(0) [ (3 Eo(kr)V0) fipds = =3 ] Kol o = €7+ 1P)pla)da

N

(0) [(OV (=& Ko(kr))) - iipds = k1 [ SRV @O e
I'r

(¢) im, o [ (—5=Ko(kr)Ve) - n,ds =0

0B,

(d) —limy—o [ (6V(—5;Ko(kr))) - fipds = 6(&,m)

0B,

(e) rf (—5=Ko(kr)V¢) - figds =0

- R 0@) [ (z)(z—€)—h(z)—n) K! z—8&)2+(h(z)+n)?2)dzx
V(—L Ko (k FAnds = £ 0(@) [P () (x—&) —h(z) —n] Kj (k+/ (=€) +(
) F{B OV (= Kalkr))ipds = 57 | VO (i) tn)?

Demostracion. Para demostrar el item (a), tenemos en cuenta que 7ip =

(0,1) y por tanto

/(—%Ko(kr)ng) -fpds = 7 < — %Ko(kr))

I'p —00

—— o [ Kok = O Pela)ds,

Ve - (0,1)dx

y=0

Lo que demuestra (a). Para demostrar (b) tenemos en cuenta que np = (0, 1)

y
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Luego
1 - i koo vt =8 Y=
(@V (=5 Ko(kr))) -fipds = [ o(x,0)( — —Ko(kr)(——, )-(0,1) )] da
2m 2m r r =0
I'r —00
_kn 7’ o) Ky (/o — &+ 1Pda
2m (e =2 +n>
donde r estd definida en (2.3.1). Asi obtenemos (b). Para demostrar (c)
tomamos 1 = p, y usando el hecho que Ky(kp) = —In(kp) tenemos que
lim [ (== Ko(kr)Vo) - yds < lim — In(kp)27psup [Vo| = 0
Pt on OV oS = D0 o TP ma%lf o
0B,
Lo que muestra (c). Para demostrar (d) basta mostrar que
OV (~ - Eo(kr)) iy = ~0(2. )5
27 o(RT ny = r,Y 27Tp’
en efecto,
OV (5 Kolbr) -y =0(e,) ( — oK) =€, y—m) ) (— 1€, y-n)
271_07” Ny =T,y 271_07435 y Yy—n Tx Y=

k
—(, )5 Ky (hr).

Tomando r = p, la parametrizaciéon de 0B, a(t) = (z(t) , y(t)) = (pcost +

¢, pcost+mn) y teniendo en cuenta que Ky(kz) ~ —In(z), para argumentos
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pequenos se tiene

. k
OV (=5 Ko(kr)) - 7i, =6(pcost +& , peost +1) - o—KG(kp)

1
=— —¢(pcost +&, pcost+n).
2mp

Dado que [|[&/(s)|| = p v ds = pdt, entonces

2T
~li [ @V 5 Ko(k) s = 5 [ S(€m)dt = o(6.n).
0B, 0

Lo que muestra el item (d). (e) es inmediata de la condicién de impermea-
bilidad en el problema (2.2.1) puesto que Voiig = %(m , —h(z)) = 0. Para

demostrar (f) tenemos en cuenta (2.3.1) y

np = \;Yi(—fzi?éxl))f ds = /1 + h'(z)%dx,

para concluir que

Vg otk i =~ o ko (6, E)) (D)

m r 1+ h'(z)?

_ kg @)@ =8 +y -
_27T7’K0(k ) 1+ 1'(2)? ’
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Luego

/ (6V (5= Kolkr) - Tnds

o0

@)@ =8 +y—n
/ e ( Ralhr) L+ h'(x)? ) y=—h(z>dm
_k [ 0@ (@) — &) — h(x) — ] Ky(k/(e = €2+ (h(x) +m)?)dz
s Ve =7+ ((z) +n)?
Asi queda demostrado (f) y en consecuencia el lema. O

Del lema (2.3.1) tenemos que tomando el limite cuando p — 0 en (2.3.2)

obtenemos

W)ZA/KO kv/(x —&)? +n?)p(x)dx
K/
/ 0\/—_‘_;_7] o(x)dx (2.3.3)

kT K/ O F @)+ )
7w ) e 0Pt (o)t

x [P (x)(z = &) = h(x) = nlf(z)dx, (&) €O

Lema 2.3.2. Tomando los limites cuando n — 0 en cada uno de los términos
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de la ecuacion (2.3.3) obetenemos la siguiente ecuacion integral

/Ko Hla — € p(e)dr + 5o(6)

ﬁ Ké(k\/(x_€)2+h($>2) W(z)(x— &) — h(x)|0(z)dx
o vl U R

Demostracion. Basta demostrar

, nK’ /{:\/ (x=¢ —I—n 1
1 — - . 2.3.4

En efecto, Usando la siguiente representacion integral para K{(kx)

Ky(z) = —Ki(2)

/ cos(kt) (2.3.5)

x
i) @ o
0

(Ver [12], pag 376). Tomando x = /(x — )% + n? tenemos

i —F [ (@) Ky(ky/Te — E2 + P)da
0 2 N TR

L / / 77¢ ) cos kt) i
S pS0- 27 2+ )2+ n?)3/2

oy n(p(§) + ¥(z))dx
= iim [ costht) / A . (236)

0 —00
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Donde 9(z) = p(z) — ¢(&). Dado que

00 b
ne(§)de ) ndz
| Tt g O, | G
e —b
b
=p(§) blglolo 042(1:27—7{—xa2)1/2 B
_ 2n9(8)
(2 +n?)

2+

41

(2.3.7)

Donde o? = t? 4+ 1% Luego de (2.3.6) se tiene
- ! d 1 [ ncos(kt
lfm — / cos(kt) / nl()d dt = lim — / neos(k)e(d) o,
S (RN e >
0 —o0 0
1
= 590(5)'
Para completar la demostracién basta mostrar que
lim I(n) = 0.
n —0
Donde
1 oo o0
= —/cos (kt) / ny(x)de dt.
2 T (o= O+ P
0 —00

Debemos establecer que para cualquier € > 0, existe 6 > 0 tal que |I(n)] <,

siempre que n < 0. Sea a € RT. Escribiendo I como

I'=1+1+1I,
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donde,
Ii(n) :%
hn) =5~
I3(n) :%

Para la integral /3. Sea
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cos(kt)dt

P e,

cos(kt)dt

62 4 2)3R dz,

d
cos(kt)dt .

M(a) =

— £)2 + 12)3/2

max [¢(r)].

—a<z<a

Entonces haciendo un cambio de variable tenemos que

|15] SM<a)
27

a o0

n cos(kt)dt

dx

[O/(tz—l— x
70(:05 kt)n /

_a_

7+ 7"

d
L

X

/cos(k:t)ndt ‘
2 +n?
0

(22 + a?2)3/?
a—¢§
)
—a—¢
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Donde o? = t? + n%. Dado que

7cos(kt)ndt T

— —— cuando n — 0.
t2 4+ n? 2’
, U]

Entonces debido a que (§) = 0 y ¢(x) es continua en = = &, tenemos
que (11111% M (a) = 0. Consecuentemente, para todo € > 0, existe a suficiente-
mente pequeno tal que |I3] < § y esto se cumple independiente de M. Para
demostrar que |1+ 15| es suficientemente pequeno cuando 7 — 0, observamos
que p(x) es acotada y |Y(x)] < |o(x)| + |p(€)] lo cual implica que |1 (z)| es

acotada en —oo < x < 00. Sea C' > 0 tal que |¢(z)| < C, entonces

g [+ ]
<[/
s%{ | ot u _/] <<tz e +n2>3/2)}dt

0
00

S%{/ - (g e

Donde o? = t? + n?. Puesto que la tltima desigualdad tiende a cero, cuando

n cos(kt)dtdx
(2 + (z =) + 772)3/2)

0\8 0\8

n cos(kt)dtdx
T )

n — 0, para a fijo. Por tanto podemos encontrar un 6 > 0 tal que [, 415 < §,

siempre que 17 < §. En consecuencia,

|]|:|Il+12+]3| < |Il+]2|+|]3| < €.
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Lo que muestra (2.3.7) y consecuentemente se demuestra (2.3.4). Dado que
los otros limites cuando n — 0 en (2.3.3) se obtienen de manera inmediata

el lema queda demostrado. O

Lema 2.3.3. Tomando los limites cuando n — —h(§) en cada uno de los

términos de la ecuacion (2.3.3) obetenemos la siguiente ecuacion integral

o0

/ (@) Ko(k/(x — €2 + h(€)? )da

—00

A

“or

0(¢)

o0

_ kh(g) / o) Kok /(2 — € + h(©)? )da
2 Ve =2 +h(e)

Lk f 0@ [ () (x = ©) — (h(x) — h(€))]
o )@=+ (h(@) — h(©)

x Ky(ky/ (@ =€) + (h(z) = h(€))? )dw

Demostracion. En los tres primeros términos el limite es inmediato, asi que

es suficiente demostrar

k 7 0(a) [ (@) (@ — &) — h(x) — | Ky(ky/T@ — £ 1 (h(@) + n)? )da
0= 2 ) V@ =07 + (h(@) + )2

Lo k[ 0@ @)@ =) — (h) = hE)] 2.3.8
= Ve — &2+ (hlx) — h(E)? o

x Ky(ky/ (@ — €2 + (h(z) — h(€))? )da.
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En efecto, tomando n = —h(x) + €, tenemos que
k[ Kk =P (@) + )
n ——h() 27r_ V(x—&)2+ (h(z) + n)?
x [ (z)(x = &) — h(z) — n)f(z)dz
= lm (Ji(§,€) + S2(E €)), (2.3.9)
donde
ek [ (@) Ky(ky/(e = 7+ (h(a) — h(§) + P)d
*“‘”‘%;/ V=€ + (W)~ h(E) + o

e /1%%¢x— T (h(z) — h() +0°)
V) a0t (@) - W)+ 0P

x [W(x)(z = &) — (h(x) — h(§))]0(z)d.

Procediendo como en la demostracién de la ecuacién (2.3.4) se obtiene

lim Jy(&,€) = %9(5)-

e—0F

Ahora tomamos el siguiente limite

_k 7 O(z) W (x)(x — &) — (h(z) — h(§))]

lim Js
e V(@ = &)% + (h(z) — h(€))?

e—0t 2T

x Kg(ky/(z — )2 + (h(x) — h(§))?)da.
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De (2.3.9) y de los dos limites anteriores se obtiene la demotracion del lema.

]

De los lemas (2.3.2) y (2.3.3) tenemos que tomando los limites cuando n — 0
y cuando n — —h(§) en cada uno de los términos de la ecuacién (2.3.3)

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones integrales

=\ / Ko(klz — &|)p(x)dx (2.3.10)

[ Ky(k/z =7+ h(z)?)

k h(x)(x — &) — h(z)]0(x)dx
+ T W@ =~ )
:A/J@@¢@—fv+uo%mmm: (23.11)

V(@ =82+ h(¢)?

/ Ko ( /f\/ z — &) + (h(z) — h(£))*
(h(x) = h(£))?

x W (z)(z = &) = (h(x) = h(§))]0(z)de.
Usando la férmula (Ver [12]) K{(z) = —K;(z), tenemos el siguiente lema

Lema 2.3.4. Tenemos las siguientes Transformadas de Fourier de & — p.
i)
Fep(Ko(k = —
13 P( 0( ’£|))(p) \/m
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ii)
f (Kl(k\/§2+h’g)>( )_i 7h0\/m
I Jernm kho
i)
[ BB (2)(z — O Kp(k/(x — &2 + h(w)?)da
7l Vo 67 WP Jo
_ ™ [ )€ e MOV 1 (1) e
mé o) W@
i)

oo

k() h(a) i (ko = P F FaP)
7l Jo—grrar Jo

=7 / 0(x)ePr e h@VE+P gy

—0o0

Demostracion. Para i) Dado que Melher en 1870 demostré que (Ver [12],p.

376)

i cos(zt)
Ko(z) = / dt, x>0
/ 2

J 1+t

cos(zu)

en consecuencia Ko(kx) = b[ mdu, y dado que

1 B [ e dy B Oocos(xﬁ)da: B

Luego tomando de nuevo Transformada de Fourier £ — = tenemos

\/% = fiﬂx(fxﬂg(\/ﬁ)) = 2.?5%1(}(0(/{}5))
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Asi queda demostrado 7). Demostremos ahora ii), en efecto,

FH(KMM)) o) = 7’ P (b E )

_ 7 (cos(pe) + i sin(p) K (b E )
/ Ve
» 7 cos(pE) Ka((ky/E D))
Usando J_q5(z) = (%)1/2 cosz (Ver [13], pag 54), tenemos que
- J—1/2(Pf) mpg
cos(ep) = AT,
Entonces,
K (/2 + h%)) e [ TGRS €2
Ahora usamos la siguiente férmula (Ver [13], pag 416)
/ Ju(bt) K, (av t12 + Zz)t““dt — L <—M>V_M_1KV_#_1(Z, /a2 + b2).
(2 + 22)P AN

Por tanto, tomando = —1/2, v =1,t =&, 2 = hg, b =p y a = k tenemos

que
Ky (ky/E + 12 Var (VR p\
]—“sﬂp( 1(\/5217;;3 0>>(p)— kﬂ( hjp) Kip2(hov/ k2 + p2).

De ([13], pag 80), tenemos que Ki2(z) = (£ )1/26_2. Asi se obtiene ii). Para

2z

demostrar iii) usamos 7i) y el hecho de que K{(z) = —K;(x) (Ver [12], pag
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376) obtenemos

o0

RO ) e — /T — B RGP
el ] o 67 - WP Jo

[e.o]

- é k9 () e (5 xﬁi;’“_ﬁg . sz; =L o
Z e e e

Z oo - o7 (G )
T

Asi obtenemos #ii) Para demostrar iv) procedemos como sigue:

o

K0(a)h(a) (kT =P AP
7l ] Vo Jo

s (MK G RGP
= [ ”TH”( NCETETCE >d

o0

= [ e,

—00

Ky (ky/E + h(@?)dw
& + h(z)?

=7 / 0(z)ePT e h@VEHP o

—0o0

Asi queda demostrado iv). O

Para aplicar las tecnicas de [7] a (2.3.10) y (2.3.11) es necesario pasar a la
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transformada de Fourier ¢ de la funcién ¢. Entonces usando los resulta-
dos del lemma (2.3.4), tenemos que tomando transformada de Fourier en la

ecuacién de (2.3.10) obtenemos el nuevo sistema

() =%¢+ 7 0(x) W(H”’ h/(”“"))e—h“)“p)dx,

J 7(p)
Z% / / eV Ko(ky/<(@, €))dod(p')dp
(5 %p/xK/ §(x7 ))d:lj~ N 7.
_ZZ Ve @(p")dp
kf;é%gv(f(gf W (@)(x — &) — (h(x) — h(€)))0(x)dx,

donde,

s(z,8) =:(z — &> + h*(§) (2.3.12)

o(x,8) =(z = €)* + (h(z) — h(€))*.

Reescribiendo el sistema anterior como sigue

(1= 2)6(p) = (W06)(0) (2313)

(0 — M30)(€) = (Map)(€) (2.3.14)
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donde
(V1,0)(p) = / M, (p, 2)0()dz,
(Mzsb)(f)=/M2(p’,£)¢(p’)dp’, (2.3.15)
(L) (¢) = / My (x, €)0(z)dz,

e}

M2(p/7£) :i / e—ip/x (/\Ko(k?\/m) B kh(g)Ké(k §($7£) ))dl’

2r J <(x,¢)
ooy FEo (V2. &) o v ey

donde 7(p), <(z,€), y o(z,§), estan definidas en (2.3.12). Obviamente una

solucién de (2.3.13)-(2.3.14) por medio de (2.3.3) es una solucién de (2.2.1).

2.4. Solucion del sistema de ecuaciones

integrales

Consideremos la ecuacién (2.3.14). Recordemos lo siguiente (Ver, por ejem-

plo, [15])
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Lema 2.4.1. Sea

[t <ar [ Kyl <
Entonces
|Kullz, < M| ullz,,
donde

Ku = /K(x,y)u(y)dy.

No es dificil ver que usando las expresiones asintéticas de K;(z) para valores
pequenos y grandes de x, que el ntcleo M; en (2.3.15) satisface las condi-
ciones del lema 2.4.1 con M = Ck~/?, donde C es una constante. En efecto,

consideremos el siguiente lema

Lema 2.4.2. De la definicion de Ms(x,§), dada en (2.3.15), se sigue que

/ |Ms(z,&)|dz < CE™Y2, / | Ms(z, €)|de < Ck™Y2,

Donde C es una constante.

Demostracion. Para d > 0, dividimos el intervalo de integracién en los domi-

nios klx —&| < d y klz — €| > 0. En el primer dominio usamos la asintética
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de Kj(z) ~1/z y en el segundo la asintética de Kj(z) ~ (/5-¢77, en efecto,

/|M3x£|dx—{ / / }|M3x§|dx

kle—&|<6  klz—¢&|>0

R CHE EUU RO
o(x,¢)
klz—&|<d
b e -9~ ()~ )
Vg e =)~ 0o e

donde o(z,€) esta definido en (2.3.12). Dado que cuando k|lz — & < 4,

W (z)(z =€) — (h(z) = h(£)) = O((z = £)?) v como o(x,§) = O((z — &)?),
por lo tanto el integrando en este caso es acotado, y como el tamano del do-

minio es del orden de 1/k | la integral a lo largo del mismo es del orden de 1/k.

Cuando k|z —&| > 9, de la definicién de o(z, £)

W) — &) — (h(x) — h(E)]
(@ e ¢y v

x)é) > ‘.’L‘—g‘,

“klz=€l La integral de esta

por lo tanto el integrando es menor que C'vke
expresién sobre el dominio k|z—&| > § es del orden de 1/v/k, luego se concluye

la primera desigualdad, de manera similar se concluye la otra desigualdad y

por tanto la demostracién del lema. O

Es decir el nucleo del operador M satisface el lema (2.4.1) y por tanto
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podemos invertir el operador (1 — Ms;) en (2.3.14) usando las series de Neu-

mann para encontrar la solucién 6 en términos de ¢

0(¢) = [(1 — Ma) ™' (Ma)) (), (2.4.1)

con (1—Ms)™! = Yoo M. Sustituyendo (2.4.1) en (2.3.13), obtenemos una

ecuacion para @

L(p)¢ = My,
donde,
Lip)=1— % (2.4.2)
y
(M) (p) = <M1<§ My (M, /M4 p, )W)y, (2.4.3)

mmmz/mm@mwmm

+Z/M3 tn, ) /Mg tnytno1) X - /Mg to, 1) X

X / M1 P, ZE)Mg(tl,p )dtndtn_l s dtldl’
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Vemos que para A en la forma A = ktanh(khy) — 32, 3 — 0 cuando, k — oo,

y haciendo una sustituciéon como en (cf. [7])

o(p) = %-

obtenemos la ecuacién

Alp')
0o dp'. (2.4.4)

A(p) =M4(%> (p) = /M4(p,p’) 0

Lema 2.4.3. L(p) = 0 para p = p+ = MT? + 0(e'?3%),  donde L(p) esta

definido en (2.4.2) y ¢ =1/k.

Demostracion. Supongamos que cuando p — 0, la expansion de Taylor de

7(p) — k en el punto p = 0 en potencias de p, esta dada por

7(p) — k = yp* + bop® + lsp® - + 0,07 + Ly r (p)p* ™Y, (2.4.5)
donde
€ o 3ed
=5 =—— == 2.4,
61 2 62 8 63 16 y ( 6)

con ty >0,y |l7n+1(p)\ < C para p suficientemente pequeno. Ahora usando
(2.4.5), podemos escribir una expansion en 3 para la solucién de la ecuacion
L(p) = 0. La cual esta dada por el Teorema de la funcién Implicita. Esco-
giendo la raiz de la soluciéon con parte imaginaria positiva y denotando esta

solucién por py, obtenemos
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Py = Blp1+ B°ps+ -+ B'pu + BT Pia (B)]

donde

Ry
pl_\/ga

De la expansion anterior se tiene que L

[Pra(B)] < C.

(p) se anula para

Py = i\@ﬂ +0(e"25%) (2.4.7)

Supongamos que A(p) es analitica en

una banda que contiene al eje real,

cambiando el contorno de integracién en (2.4.4) por:

v =(—00, = U {z+iy : 2 +y’

e

— 1l <1,y >0} UL, +00)

Hy

AW .

Figura 2.1: Camb

10 de Contorno
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Necesitamos aplicar el Teorema del Residuo en (2.4.4) llamemos

o My(p, p+)A(p+)
Rip) =2 dipL(p)‘p=p+

(2.4.8)

Lema 2.4.4. La funcion R(p) tiene la siguiente representacion

V2

R(p) = WM4(P>]0+)A(P+)~

Demostracion. De (2.4.2) y (2.4.5) se sigue que para valores pequenos de p,

L(p) tiene la siguiente expansién asintdtica
L(p) =€ <€1p2 + 3€2p4 ot an2n + Ln+1(p)p2(n+l)> )

donde, ¢; esté definido en (2.4.6) y |L,41(p)| < C. De la expansién anterior

tenemos que
L(p) = ep (261 + 126" + -+ Lp™™) 4 L (0)p*"*)

donde, |L,.1(p)| < C para p suficientemente pequefio. De la expansién de

L’(p) y (2.4.7) se sigue que L'(p, ) tiene la siguiente expansion

L(ps) = B [Lh+ 2Ly + -+ B'LL(E) + B Ly (B.0)] . (249)

donde

L = 2i\/0) = iv/2e, (2.4.10)
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donde /; esta definida de (2.4.6) y |L;,,(3,¢)| < C para ¢ suficientemente

pequeno. Usando la serie geométrica y de (2.4.9) se sigue que

1 1
L (p+) EBLE)

{1 _ 522_:2 e BP(e) + gnﬂpnﬂ(g,g)}, (2.4.11)
0

|Pri1(8,€)| < C para ¢ suficientemente pequeno. Entonces tomando el primer
término de (2.4.11) y reemplazandolo en (2.4.8) se obtiene la conclusién del

lema. ]

Del lema 2.4.4 tenemos que aplicando el Teorema del Residuo en la integral

del lado derecho de (2.4.4) obtenemos

Ap) = \/§7TM46(2;;£72+)A(29+) n / M4(p]3€;2;4(p,)dp/'

Reescribiendo la ecuacién integral anterior como

_ 2m My (p, p+)Alpy)
pV2e32

(1 — M;)A(p) (2.4.12)

donde,

- Mi(p, p) A
MsA(p) = | ——————=dp".
»AP) / L)
v
Lema 2.4.5. Para valores grandes de k, tenemos la siguiente desiqualdad

) < C/me~ k+7(P)hO)
~ V2V R+ () (L )

|M4(p7p
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Demostracion. De (2.4.3) y del lema 2.4.2 tenemos que

| Ma(p, p)| < ‘ / M,y (p, ©) My (p', z)d)|. (2.4.13)

Donde M; y M, estan definidas en (2.3.15). Utilizando el hecho que cuando
v es fijo, |z| es grande y p = 42 tenemos la siguiente expansién asintdtica

(Ver [12], pag 378)

K, (z) ~ \/gez{l + ”8_21 L _2!%(2”)2_ Dy } (2.4.14)

con (|arg z| < 7). Entonces tomando el primer término en (2.4.14) obten-

emos que para z = k+/¢(t,x), con v = 0 y v = 1 respectivamente tenemos

que

S N3 e k/s(t)
Ko(km)—\/ﬂ(g(t,x))l/‘* o (2.4.15)

Ki(k\/s(t, 7)) ~ m(g\(fx))l/f_km'
Luego de (2.4.15) y de la definicién de My(p’,z) dada en (2.3.15) tenemos
que
My(p', x) ~ % / e~ PN (t, x)dt, (2.4.16)
donde R

) o~k (t2) A kh(x)
My(t,z) = o {g(t,w)1/4 g(t,x)3/4}7

con ¢(t, ) esta definida en (2.3.12). Dado que My(¢,x) € S(RR;), entonces su

Transformada de Fourier de t — p’ también pertenece al espacio de funciones
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de Schwartz. Luego existe C' tal que para todo n € N se cumple

1
‘MZ(p/’x)’:‘%/eZptMQ(t,iL')dt‘ (2.4.17)

—00

ﬁz (V) / 0.

dt.

De (2.4.16) tenemos que

JE Qe

Utilizando el método de Laplace (Ver [14]) tenemos que

% /2= ky/s(t2) 1

J Vet T A

x kl/Qefk\M(t,:p) p
t
) V2r(s(t,x))

dt <

fkh(x)'

De la ecuacién anterior, (2.4.13) y (2.4.16) tenemos

c 7 : Il (2)
M) < — ¢ [ i (1+_ .

Por tanto, usando de nuevo el método de Laplace (Ver [14]) obtenemos que

C\/_e (k+7(p

M,y(p, < .
N O >><1+|pf|2>n

Asi queda demostrado el lema n

Lema 2.4.6. Para p € 7y se tiene que

1
| < 6k?
‘L(p) ‘
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Demostracion. De (2.4.2) se tiene que 1/|L(p)| = |7(p)| [L/|T(p) — Al] ¥

1 N 1 N 1 IT(p) + k| |p|+ 2k
IT(p) = Al |7(p) =k + 52 |7(p) — Kl Ip|? Ip|?
Por tanto

Si [p| = 1, L) < (14 26)(1+ ) < 68
2k k
Si [p| > 1, 1/IL(p)| < (1 + ?)(1 + ];) < 6k”.
Con lo que se completa la demostracion del lema. O]

Lema 2.4.7. ||M5||L2(R) — 0, cuando k — oo.

Demostracion. En efecto,

1512, ) = / (V5 A) (p) Pdp

- [/
(/)

— 00 ~
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De los lemas 2.4.5 y 2.4.6 tenemos que
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7° ( / ’M4<p,p'>A<p+> dp/fdp (Ome 210 76_%@%% ( =l )
(') - 2V7(0) (k+7(p)) (1+[p[?)>
Coo Y —00 8!
COkipe—2kh(0) T =27 (P)R(0) gy,
- 2v(0) / (k+7(p)
Dado que
T —2r(p)h(0 i
/e P)R(0) dp <l/6—27-(p)h(0)dp
IR
2 [ 2 |
-2 / TN 12 / ¢ 2 PhO)
1 0
™) oryno , L —okko)
< —
=2kn(0)° e
<C€_2kh(0).
Por tanto

J (/e

— 00 ~

2
dp’) dp <

Ok,47ref4kh(0)
217(0)

En consecuencia, cuando k — oo, || M5]| — 0, lo cual concluye la demostracion.

]

Del resultado del lema (2.4.7) vemos que es posible aplicar de nuevo las series

de Neumann para resolver (2.4.12), y asi obtenemos

~

A(p) = (1 = Ms)

-1 27TM4(P7P+)A(P+>

(2.4.18)

ﬁ\/§63/2
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A continuacién, mostraremos que efectivamente A(p) es analitica en una ban-

da que contiene al eje real, como lo habiamos supuesto.

Lema 2.4.8. A(p) es analitica en una banda que contiene al eje real

Demostracion. De (2.4.18), tenemos que A(p) = >~ a,(p), donde

an(p) = VI <2WM45<%9;>/;4@+>)

De (2.4.3) y (2.4.12), se tiene que a,(p) es analitica en una banda que con-

—2kh(0)

tiene al eje real, y como ||M;s| < e , entonces .~ a,(p) converge

uniformemente a A(p), en consecuencia, A(p) es analitica. O

2.5. Asintética del nimero

Tomando p = p, en (2.4.18), obtenemos la ecuacién para [

b= \5/3/2 (1= Ms) ™' Ma(psp+) = \/3_/2 Z M7 My(py, p+) (2.5.1)

Lema 2.5.1. Para valores grandes de k se tiene que

8=k 2v~(0)6_2kh (14 O0(k™h)).
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Demostracion. En efecto, tomando el primer término de la serie de Neumann

n (2.5.1), y de (2.4.3) se tiene

V2r 1

£3/2 o

5= / / PN (4 2) M (py, 2)dtde(1+ O(kY).  (2.5.2)

—00 —0OQ

Con 1 = k. Dado que e+' ~ 1, 7(p;) ~ k y de (2.4.3) tenemos que

//{/\Ko (/o)) ) K} (k §(t,x))}

2 7T€3/2_ §(t,ﬂ7)
' ip+h/(x)) —kh(z
x e+ 14 ——2 2 dtdz(1 + Ok~
( 7(p4) ( ( >>

Luego de (2.4.15) tenemos que para valores grandes de k:

i~ | ekm{méu@»w

—00 —00

kh(z)y/m ip+h (x) o~k @) Jt o -1
V2k [<(t,x)]3/4}<1 " 7(p+) > didz(l +O()

Utilizando el método de Laplace (Ver [14]) tenemos que

e—km{ A khfa) }dt:\/§(§+1)6—kh(x>(1+0(k—1)).

e V2k [c(t, 2)]/4  [s(t, x)]3/4 -
Por tanto,
ﬁ:# (%—i—l) / (14—%) —2kh(x dx(1+0(k ), 2.53)
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Aplicando de nuevo el método de Laplace (Ver [14]) tenemos que

[ ip+h'(x) o~ 2kh(@) 7, — T o~ 2kh(0) -1
/(H—T(p) ) iz =\ [5ew) (1+0E™). (25.4)

—00

Luego de (2.5.3) y de (2.5.4) tenemos que

_L é m —2kh(0) -1
0= 253/2(k; +1> 2kV”(0)e (14+O(k™)).

Dado que A ~ k — (3% tenemos que (% + 1) ~ 2y como k = é tenemos que

6 _ é /%/(O)e—ﬂch(oml + O(k’_l))

Lo que demuestra el lema. O

Y por tanto, se obtiene el resultado del Teorema 2.2.1.
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CAPITULO 2. ASINTOTICA DEL VALOR PROPIO
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