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Resumen

En este trabajo se exploran algunos de los avances que hay para la re-
solucién del problema de Scarborough-Stone (S-S), el cual pregunta si todo
producto topoldgico de espacios secuencialmente compactos es también se-
cuencialmente compacto. Este problema existe practicamente desde que se
definieron las primeras nociones de compacidad en matematicas. Comenza-
mos con una secciéon dedicada a exponer algunas de las definiciones y resul-
tados bésicos que son necesarios para comprender este trabajo. Luego, se
exponen algunos de los resultados pertinentes a la resolucién del problema,
asi como el método usual para responder de manera negativa a modificacio-
nes de la pregunta de Scarborough-Stone. Después, seguimos la construccion
realizada por E. K. van Douwen en la cual responde de manera negativa a la
pregunta de S-S suponiendo una hipétesis independiente a ZFC. Finalmente,
se exponen algunas de nuestras ideas e intentos para responder de manera
negativa a la pregunta de S-S para el caso de grupos topoldgicos.

Palabras clave: topologia general, teoria de conjuntos, combinatoria in-
finita, grupos topolégicos, sucesiones



Abstract

In this work, we explore some of the advances made in the resolution
of the Scarborough-Stone (S-S) problem, which asks if every topological
product of sequentially compact spaces is also sequentially compact. This
problem has been around practically since the definition of the first notions
of compacity in mathematics. We begin with a section dedicated to expose
some of the definitions and results needed to understand this work. Then, we
expose some of the relevant results to de resolution of the problem, as well as
the usual method to respond negatively to the S-S question. Afterward, we
continue the construction made by E. K. van Douwen in which he responds
negatively to the S-S question, assuming a hypothesis independent of ZFC.
Finally, we show some of our ideas and attempts to respond negatively to
the S-S question in the case of topological groups.
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Introduccién

Desde que A. N. Tychonoff probé que el producto de espacios topoldgicos
compactos es también un espacio topolégico compacto ([20]), los matemati-
cos se han preguntado por la veracidad de versiones andlogas del resultado,
para las muchas otras versiones de compacidad, asi como sus restriccio-
nes a diversas clases de espacios topoldgicos. Resulta que en la mayoria de
casos estas propiedades no se mantienen bajo el producto. Tal es el caso
de los espacios topolégicos numerablemente compactos; J. Novék en [13] y
H. Terasaka en [19] produjeron ejemplos de dos espacios topolégicos nume-
rablemente compactos cuyo producto no es numerablemente compacto. Mas
de sesenta anos después, en |[10] M. Hrusak, J. van Mill, U. A. Ramos-Garcia
y S. Shelah probaron la existencia de dos grupos topoldgicos numerablemen-
te compactos cuyo producto no es numerablemente compacto, resolviendo
asi un problema clasico formulado por W. W. Comfort en 1966. Por otro la-
do, en algunos casos el teorema anélogo fue verdadero: en [5] ([6]) se probé el
teorema de Comfort-Ross el cudl dice que el producto de grupos topoldgicos
pseudocompactos es pseudocompacto.

Se sabe que el producto de espacios topolégicos secuencialmente com-
pactos no necesariamente es secuencialmente compacto (e.g., el producto de
¢ copias de {0,1} con la topologia discreta). Como todo espacio topoldgico
secuencialmente compacto es numerablemente compacto, no fue raro que
en 1966, C. T. Scarborough y A. H. Stone plantearan en su articulo [18] la
siguiente pregunta:

Problema (Scarborough-Stone) ; Es el producto de espacios secuencialmen-
te compactos siempre numerablemente compacto?

A pesar de que el problema de Scarborough-Stone es una pregunta na-
tural acerca de nociones relativamente simples de compacidad y que ya
va mas de medio siglo desde su concepcién, no ha sido resuelto por com-
pleto. El problema ha sido replanteado muchas veces a lo largo de los
anos (e.g., |7, 22 23, 24]) y se han obtenido algunos resultados parciales.
En [22], J. E. Vaughan muestra, asumiendo ¢ (resp., CH), que hay fami-
lias de espacios perfectamente normales (resp., Tychonoff) secuencialmente
compactos cuyo producto no es numerablemente compacto. Asumiendo CH,
M. Rajagopalan y R. Grant Woods también construyen en [17] una familia
de espacios de Tychonoff secuencialmente compactos cuyo producto no es
numerablemente compacto usando una técnica distinta a la de Vaughan.
Esto muestra que la respuesta negativa al problema es relativamente con-



sistente con ZFC para espacios con un nivel de separabilidad de hasta T
(perfectamente normal).

En [15] P. J. Nyikos y J. E. Vaughan dan a conocer dos construccio-
nes en ZFC de familias de espacios Hausdorff secuencialmente compactos
cuyo producto no es numerablemente compacto; De esta manera queda cla-
ro que la respuesta al problema de Scarborough-Stone es negativa para el
caso de espacios Hausdorff. Mas adelante, en |14], P. J. Nyikos, L. Soukup
y B. Velickovi¢ muestran que, asumiendo PFA (Proper Forcing Axiom), el
producto arbitrario de espacios Ty (hereditariamente normales) numerable-
mente compactos es numerablemente compacto. Se sigue que el problema
de Scarborough-Stone para espacios T5 es independiente de ZFC. En con-
clusién, el problema en cuestiéon sélo ha sido resuelto completamente para
espacios Th y T5.

Aunque adn falta mucho para resolver completamente el problema de
Scarborough-Stone, a lo largo de los anos ha habido avances constantes pa-
ra restricciones del problema orientadas a la separabilidad de los espacios
en cuestién. Poco o nada se sabe para otro tipo de restricciones como por
ejemplo la restriccion a espacios homogéneos. Este es el caso de la versiéon
del problema para grupos topoldgicos que, como se menciona en [24], no
ha recibido mucha atenciéon por parte de la comunidad matematica. Dicha
versién es la siguiente:

Problema (S-S para grupos) ;Es el producto de grupos topolégicos secuen-
cialmente compactos siempre numerablemente compacto?

Esta pregunta ha sido planteada en 23,24 y es la que se estuvo atacando
mientras se elaboraba este trabajo. Si bien no se logra aun una respuesta
parcial significativa, las observaciones en este trabajo exponen algunas de las
dificultades a la hora de intentar construcciones similares a las ya existentes
en la literatura con respecto al problema general de S-S.

En la primera seccion se expone la notaciéon que serd utilizada y se dis-
ponen algunas definiciones que serdn fundamentales en este escrito. En la
segunda seccién se presenta el método comunmente utilizado para resol-
ver problemas del tipo Scarborough-Stone, el cudl sera el que se pretende
seguir para intentar responder la versién de grupos del problema. Esta con-
siste en construir un espacio secuencialmente compacto no p-compacto para
un p € w* dado. En la tercera seccion se sigue la construccion dada por
E. K. van Douwen en [21]. La construccién asume b = ¢ y se hace sobre ¢
de manera recursiva. Obtiene finalmente un espacio secuencialmente com-
pacto no p-compacto y de Tychonoff. Este procedimiento sirve como base



y motivacién para nuestro acercamiento al problema. En la cuarta seccién
se muestran algunas de las propuestas, observaciones y dificultades que se
presentaron al intentar una construcciéon de un grupo topoldgico booleano
secuencialmente compacto no p-compacto.



1. Notacion y Definiciones

Dados dos conjuntos A y B, escribiremos AP para referirnos al conjunto
de funciones de B a A y A A B para referirnos a la diferencia simétrica de
A en B, es decir, el conjunto (A \ B) U (B~ A). Dado un conjunto A y k
un cardinal, escribiremos [A]" (resp., [A]<") para referirnos a la familia de
subconjuntos de A que tienen cardinalidad k (resp., menor que k).

A partir de aqui escribiremos espacio en vez de espacio topoldgico. Dado
un espacio X, A C X y un punto x € X, denotaremos por V, al conjunto de
vecindades de  en X y A al conjunto cerrado C-minimo que contiene a A
cuando no sea necesario senalar en qué topologia. También denotamos por
V2 al conjunto de vecindades abiertas de x en X. A menos que se diga otra
cosa, el simbolo k denotara un cardinal. Dada una familia {X, : o < k}
de espacios topolégicos y 3 < , la funcién 7g : [],.,. Xa — Xp denotard
la proyeccién natural. Todos los espacios seran Hausdorff a menos que se
indique otra cosa.

Denotaremos por g [ A ala restriccion de una funcién f a un subconjunto
A de su dominio. Sea f : n —> A una funcién con n € w y sea x un conjunto.
Se denotara por (f~x) : n+1 — AU{zx} ala funcién tal que (f"z) [ n = f
v (f~a)(n) = o

Para términos utilizados y no definidos aqui que sean afines a las dreas
de Topologia General y Teoria de Conjuntos, puede consultar 8, 9].

Sean f,g € w*. Escribimos f <* g si el conjunto {n € w: f(n) > g(n)}
es finito.

Definicion 1.

(1) Sea A C w” una familia de funciones. Decimos que A es unbounded
si no existe f € w¥ tal que (Vg € A) (g <* f).

(2) Se denota por b a la minima cardinalidad que puede tener una familia
A C w® unbounded.

Sean A y B conjuntos, escribimos A C* B si A\ B es un conjunto
finito. Esta relacién es claramente un orden. Sea A una familia de conjuntos,
decimos que B es pseudointerseccién de A si B C* A para todo A € A.

Definicion 2.

(1) Una torre es una familia A C [w]¥ que no tiene pseudointerseccion
infinita y que es bien ordenada por C*.

(2) Se denota por t a la minima cardinalidad que puede tener una torre.



Tanto b como t fueron presentados junto con otros cuatro cardinales por
van Douwen en [21]; él atribuye b y t a F. Rothberger. Ambos cardinales
son regulares, menor o iguales que ¢ y no numerables. Para mas informacion
acerca de este y otros cardinales invariantes del continuo puede consultar
14, [21].

Recordemos que un espacio es numerablemente compacto si toda sucesion
tiene al menos un punto de acumulacién. Un espacio X es secuencialmente
compacto si toda sucesién en X tiene una subsucesién convergente. Note que
todo espacio secuencialmente compacto es numerablemente compacto y todo
espacio primero numerable y numerablemente compacto es secuencialmente
compacto.

Se denotara por w* al espacio de ultrafiltros libres en w.

Definicién 3 (A. R. Bernstein [2]). Sean p € w*, X un espacioy N : w — X
una sucesion. Decimos que x € X es p-limite de N si para toda vecindad U
de x se tiene que {n € w: N(n) € U} € p.

Definicién 4 (A. R. Bernstein [2]). Sea p € w*. Un espacio X se llama
p-compacto si toda sucesion en X tiene p-limite en X.

Escribiremos grupo en vez de grupo algebraico. Dado un grupo (G, -)
(resp., (G, +) cuando el grupo sea abeliano), denotaremos por 1 (resp., 0g)
al elemento neutro.

Sean (G, -) un grupo; A, B subconjuntos de G'y g € G. Denotaremos por
A-B,g-A A-gy Al alos conjuntos {a-b:a € A AN b B}, {g}-A,
A-{g} v {a7!:a € A} respectivamente.

Definicién 5. Decimos que un grupo (G,-) es booleano si para todo g € G
se tiene que g - g = 1g.

Definicién 6. Sea (G,T) un espacio topoldgico y sea (1) : G x G — G
una funcién. Decimos que (G,-,T) es grupo topolégico si (G,-) es un grupo
y tanto (-) como ()71, la funcién en GE que manda a cada elemento a su
inverso, son funciones continuas.

Escribiremos (G, -) en vez de (G, -, 7) cuando no haya riesgo de confusién.
Para mas informacién acerca de grupos topoldgicos puede consultar [1]. Un
grupo topolégico es booleano si es un grupo algebraico booleano.

2. El método clasico

Antes que nada vale la pena exponer un resultado mostrado en [18]. Es-
te fue el primer paso hacia la soluciéon del problema de Scarborough-Stone.



Aunque el teorema original sélo prueba que el producto de a lo méas Ny
espacios secuencialmente compactos es numerablemente compacto, la de-
mostracién de la siguiente versién es practicamente la misma.

Teorema 1 (Scarborough-Stone [18]). Sea {X, : a < k} una familia de
espacios secuencialmente compactos. Si k < t (resp., k < t), entonces
X = [lacr Xa es numerablemente compacto (resp., secuencialmente com-
pacto).

Demostracion. Sea {s(n) : n < w} una sucesién de elementos de X. Comen-
zamos construyendo por induccion transfinita para cada a € x, un conjunto
N(a) € [w]” tal que

(1) La sucesion {m,(s(n)) : n € N(a)} C X, converge a algin z, € Xq;
(2) Siempre que § < a, se tiene que N(a) C* N(3).

Supongamos que ya hemos construido N () para vy < a. Se tienen tres casos:

Caso 1. a« = 0. Hacemos que N(0) sea cualquier subconjunto infinito de
w para el cual {mp(s(n)) : n € N(0)} converja. Este subconjunto existe ya
que Xy es secuencialmente compacto.

Caso 2. o = B+ 1. La sucesién {m,(s(n)) : n € N(B)} C X, tiene una
subsucesion convergente {mo(n) : n € A} para algin subconjunto infinito
A C N(B). Hacemos que N(«) sea A.

Caso 3. a es ordinal limite. Como a < k < t, la familia {N(y) : v < a}
no es una torre. Se sigue que dicha familia tiene una pseudointerseccion
A € [w]¥; en otras palabras, (Vy < a)(A C* N(7)). Como X, es secuencial-
mente compacto, podemos encontrar un subconjunto infinito N(«) C A de
tal manera que {m,(s(n)) : n € A} es una sucesién convergente. Claramente
N(a) cumple lo deseado.

Defina z € X tal que 7o () = 24 para cada a < k.

Afirmacion: x es punto de acumulacion de {s(n):n < w}.

En efecto. Considere una vecindad abierta bésica de x en la topologia del
producto; es decir, una de la forma (), . wv_l(Uw) donde F' C & es finito y U,
es vecindad abierta de z, en X, para caday € F'. Sea 3 = méx F'. Como para
todo v € F se tiene que N(3) C* N(v) y {my(s(n)) : n € N(vy)} converge
a x~, debe pasar que (Vy € F) ({my(s(n)) : n € N(B)} converge a z-). Esto
significa que {s(n) : n <w} N cp 777_1(U7) es infinito y queda probada la
afirmacién.

Para el caso en el que x < t, la familia {N(«) : @ < k} no puede ser una
torre por lo que tiene una pseudointerseccion infinita B € [w]®.
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Afirmacion: {s(n) : n € B} converge a x.
Como antes, consideramos una vecindad abierta basica de z de la forma
MNyer 7,1 (U,) y debido a que B C* N(v) para cada v € F, se tiene que
(Vy € F)({my(s(n)) : n € B} converge a =, en X,). Se sigue que para
cada v € F el conjunto {s(n) : n € B} \ w;(U,) es finito y por lo tanto
{s(n):n€B}\ecr 75 1 (U,) también.

O

Este teorema nos indica que si queremos dar un ejemplo de una familia de
espacios secuencialmente compactos cuyo producto no es numerablemente
compacto tendria que ser una familia de cardinalidad estrictamente mayor
que t. Més atn, como hay modelos de ZFC en los que t = ¢ (e.g., aque-
llos en los que se cumple CH), dar dicho ejemplo requeriria una familia de
cardinalidad mayor que la del continuo.

En [2], Bernstein define a los espacios p-compactos (para p € w*) y
prueba el siguiente teorema:

Teorema 2 (A. R. Bernstein [2]). Sea p € w*. Entonces, el producto de una
familia de espacios p-compactos es p-compacto.

El reciproco del teorema también es cierto, es decir, si un producto de
espacios X = [[;c; X; es p-compacto entonces cada X; también lo es. Es
claro que si un espacio es p-compacto para algin p € w* entonces también
es numerablemente compacto. Estos dos hechos dejan claro que para que
un producto de espacios X = [];c; X; no sea numerablemente compacto
debe pasar que para cada p € w*, al menos uno de los espacios X; no sea
p-compacto. Es probable que sea por esta razén que en [24], Vaughan haga
las siguientes observaciones:

Definicién 7 (J. E. Vaughan [24]). Una familia de parejas {(Xa, Sa) 1 o <
Kk} donde X, es un espacio y sq es una sucesion en X, se llama SS-familia
st para todo p € W* existe a < Kk tal que s, no tiene p-limite.

Lema 3 (Folklore). Un producto ], Xo no es numerablemente compacto
si y solo si para cada o < Kk hay una sucesion s, en X, tal que {(Xq, sqa) :
a < Kk} es una SS-familia.

Demostracion. Veamos la suficiencia por contrapositiva. Supéngase que para
cada o < k logramos elegir s, sucesién en X, tal que {(X,, sq) : @ < K}
es SS-familia. Defina S como la sucesiéon en X := [] .. X, que satisface
Ta(S(n)) = sa(n) para cada n € w y cada o < k. Supéngase que S tiene
punto de acumulacién x € X.
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Sea p={ACw: AU €V,)(A={necw: S(n)€U})}. Se tiene que
p € w* vy que = es p-limite de S. Pero esto implica que z, es p-limite de
Sq para cada a < . Una contradiccion.

Reciprocamente, supongase que X no es numerablemente compacto.
Entonces, X contiene una sucesién S sin puntos de acumulacién en X.
Esta sucesiéon no puede tener p-limite para cualquier p € w*. Para cada
a < k hacemos que s, sea la sucesién tal que so(n) = m,(S(n)) para
cada n € w. Fijemos p € w*. Se afirma que s, no tiene p-limite para
algin a < k. Supdngase que S, tiene p-limite x, para cada a < k. Sea
x € X tal que mo(z) = z4. Si Uy es vecindad abierta de x,, entonces
{n€w:8Mn) e U} ={n € w:squn) € U} € p. Se sigue que si
W= Ngep ﬂﬁ_l[Ug] con F € [k]<¥ es una vecindad bésica de x, entonces
{new:Sn) e W}t =Ngep{n €ew:sp(n) € WB_I[UB]} € p. Por lo tanto, x
es p-limite de S; Una contradiccién. Se sigue que {(Xa, Sq) : @ < K} s una
SS-familia.

O

El Lema 3 nos dice que dar una respuesta negativa al problema de
Scarborough-Stone es equivalente a construir una SS-familia de espacios
secuencialmente compactos. Una manera de lograr esto es encontrando un
método para construir un espacio X, secuencialmente compacto que no sea
p-compacto para cada p € w*. Estos hechos ya habian sido observados por
otros autores (e.g. [13, 17, 21]) que a su vez atacaron el problema de esta
manera; el método clasico.

3. Construccion de Ostaszewski

En 1976, A. J. Ostaszewski publica en |16] una notable construccién
de un espacio no compacto, hereditariamente separable, perfectamente nor-
mal y numerablemente compacto asumiendo ¢. Después, la construccién fue
modificada por J. E. Vaughan en [22] para contestar de manera negativa la
pregunta de Scarborough-Stone asumiendo CH. En esta seccion se expone la
construccién presentada por E. K. van Douwen en [21], en la cudl nota que
la hipétesis CH puede ser debilitada a b = ¢. Esta construccién nos servird
de guia para intentar responder el problema de S-S para grupos .

Para lograr el contraejemplo, dado un p € w*, van Douwen construye
sobre el conjunto ¢ un espacio secuencialmente compacto no p-compacto.
Este espacio es primero numerable, numerablemente compacto (por lo tanto
secuencialmente compacto) y localmente compacto.
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A continuacién un debilitamiento de normalidad que es 1itil para la cons-
truccion.

Definicién 8 (R. L. Moore [12]). Decimos que un espacio X tiene la pro-
piedad D si para todo subcomjunto numerable cerrado y discreto Y, existe
una familia {Uy : y € Y'} tal que

(1) (vyeY)(Uy €Vy);
(2) VzeX)@V eV, ({ye Y :VNU, # 0} < R).

Note que en la definicién podemos suponer sin pérdida de generalidad
que las vecindades U, son ajenas entre si. Esto porque Y es un subconjunto
discreto.

Lema 4 (E. K. van Douwen [21]). Sean X un espacio reqular yY € [X]|¥ un
subconjunto cerrado discreto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Eziste una familia {Uy 1y € Y} tal que Uy € V) y para todo x € X,
existe W € Vy tal que [{y € Y : Uy N W # 0} < No.

(b) (VU C X abierto) (Y C U = (3W C X abierto) (Y C W Cc W C U)).

Demostracion. (a)=-(b). Suponga que los elementos de {U, : y € Y} son
ajenos entre si. Sea U C X abierto con Y C U. Para cada y € Y escogemos
una vecindad cerrada W, de y con W, C U N U,. Entonces, Uer W, es
vecindad de Y contenida en U.

Afirmacion: Uer Wy es un subconjunto cerrado de X.

En efecto. Sea = € X\Uyey W,. Siz estd en U, para algun z € Y, entonces
podemos hallar una vecindad V' de x contenida en U, tal que VW, =0y
como U, NU, =) para y € Y \ {z}, se sigue que VNJ,cy Wy, = 0. Por otro
lado, si z € X Uer Uy, entonces hay una vecindad V' de z que interseca
a una cantidad finita de elementos de {U, : y € Y'}. Basta considerar una
vecindad U de z contenida en V' tal que U N W, = () para aquellos y € YV’
tales que V N U, # 0.

(b)=(a). Comenzamos dandole a Y un orden < de manera que (Y, <)
sea un conjunto bien ordenado con tipo de orden w. Para cada y € Y elija
de manera recursiva una vecindad abierta Vj, de y tal que V, NV, = ) para
cada z <y (z € Y)y {2z €Y :2z>ytnV, = 0. Esta vecindad siempre
existe debido a que el espacio es regular. Note que las vecindades son ajenas
entre si. Sea W un conjunto abierto en X tal que Y C W C W C Uyey V-
Para cada y € Y definimos U, = V,, N W. Veamos que esta familia cumple
lo deseado. Sea x € X. Si x ¢ W entonces x tiene una vecindad U tal que
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UNW = 0. Se sigue que U N U, = () para cada y € w. Por otro lado, si
x € W entonces x € U, para algin y € w; Esta vecindad cumple lo que se

busca.
O

Esta equivalencia nos es 1til para demostrar el siguiente teorema clave
para la construccion.

Teorema 5 (E. K. van Douwen [21]). Sea X un espacio regular primero
numerable. Si |X| < b entonces X tiene la propiedad D.

Demostracion. Supéngase que |X| < b. Sea Y C X un subconjunto nume-
rable y cerrado. Sea U una vecindad abierta de Y. Por simplicidad, vamos
a pensar que Y = w. Para cada k € w, elegimos una base de vecindades
abiertas { By, : n € w} de k tal que (Vn € w)(Bgnt1 C Brn) y Bro CU.

Para cada f € w* definimos B(f) = e, Bk, fk)- Note que la familia
{B(f) : f € w¥} es base de vecindades de Y C X, es decir, para todo
subconjunto abierto V' de X que contenga a Y existe f € w* tal que B(f) C
V. Para cada € X \ U elegimos f, € w* tal que x ¢ B(f,). Este f,
siempre existe por cémo se elijieron los By, . Como | X \U| < | X| < b, existe
g € w¥ tal que (Vo € X~\U)(fs <« g). Se afirma que B(g) C U. En efecto, si
x € X \U, entonces existe m € w tal que (Vn € w)(n > m = f,(n) < g(n)).
Se sigue que

%C U Bk,OUB<f:c) = U K,OUB(fw)

kem kem

Como z no puede estar en ninguno de los uniendos del lado derecho de la
ecuacién, x ¢ B(g).

O

Note que en la demostracién del teorema se prueba que todo subconjun-
to numerable y cerrado de X satisface las afirmaciones de (b) en el Lema
4. Que un espacio satisfaga esto es una propiedad mas fuerte que tener la
propiedad D (la cual tinicamente pide que se cumplan dichas afirmaciones
para subconjuntos cerrados, numerables y discretos); A un espacio que cum-
ple esto se le conoce como espacio pseudonormal. Note que si hablamos de
espacios regulares, se tiene que: normal =pseudonormal=- propiedad D.

Cabe mencionar que hay espacios regulares primero numerables de ta-
mano b que no tienen la propiedad D. En [21] (Teorema 12.2, pag. 156) van
Douwen da el siguiente ejemplo:
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Sea B C w“ una familia unbounded de cardinalidad b que estd bien
ordenada por <* (algunos llaman a este tipo de familia escalera). El espacio
es X := (w X w) U BUw con base de topologia

(wWxW)U{{fIU(fNF): fe BAF € [X~{f}}U{kU(w~n)) : k,n € w}.

Con esta topologia no existen dos abiertos ajenos que separen a los subcon-
juntos cerrados w y B.

Lema 6. Eziste una funcion suprayectiva M : ¢~ w — [c|* de tal manera
que (Vo € e\ w)(M(a) C a).

Demostracion. Por simplicidad, de aqui en adelante escribiremos M,, en vez
de M(«). Como [[¢]¥ x ¢| = ¢ = |¢ \ w], existe una funcién f: ¢~ w — []¥
tal que (VN € [¢])({a € e~ w : fla] = N}| = ¢). Definimos M tal que
M, = f(a) si f(a) C @y My = w en otro caso. Para ver que esta funcién
es suprayectiva, considere N € [¢]“. Como ¢ es un cardinal regular, se tiene
que sup(N) < ¢. Por definicién de f, existe o € f~}[N] con a > sup(N). Se
sigue que M, = N.

O

Lema 7. Todo espacio topoldgico numerable, Hausdorff y compacto es pri-
mero numerable.

Demostracion. Recuerde que todo espacio Hausdorff y compacto es regular.
Sea X un espacio Hausdorff y compacto. Sea x € X, enumeramos X \ {z} =
{zp : n € w}. Para cadan € w elija V;, vecindad abierta de = que no contenga
a T, y de tal manera que V;,, C V,, C V,,_1. Veamos que {V,, : n € w} es base
de vecindades de x. Sea U una vecindad abierta de x. Como (1, ., Vo =
MNnew Vo = {2} C U se tiene que (,c,(Va N~ U) = 0. Como el espacio
es compacto y los V;, ~ U forman una sucesién C-decreciente de conjuntos
cerrados, existe k € w tal que Vi, ~ U = (). Se sigue que V;, C U.

O]

Teorema 8 (E. K. van Douwen [21]). Sea p € w*. Suponiendo b = ¢, existe
un espacio de Tychonoff, secuencialmente compacto y no p-compacto.

Demostracion. El espacio se construye sobre ¢ y la sucesién que no tendra
p-limite serd w C ¢ con su orden usual, es decir, la sucesién (n : n < w).
Para esto es suficiente que se cumpla que

(Vz € ¢)(3P € p)(z ¢ P).

15



En efecto, si z tiene una vecindad V tal que V N P = ) entonces V Nw no

puede pertenecer al ultrafiltro y asi  no puede ser p-limite de la sucesién.
Fijemos M una funcién como la del Lema 6. Para cada o < ¢+ 1 se

construye recursivamente una topologia 7, sobre o de tal manera que

(1) (o, 7Ta) es un espacio Hausdorff en el que todo elemento tiene una
vecindad abierta, numerable y compacta;

(2) (VB < a)((B,73) es un subespacio abierto de (o, 7a));
(3) (VB € a ~\w)(Mp tiene punto de acumulacién en (o, 74));

(4) (V8 € a~ w)(3P € p)(8 ¢ Cl,, (P)).

Note que por el Lema 7 y (1), cada («, 7,) es primero numerable.

Para n € w hacemos que 7, sea la topologia discreta. Ahora supéngase
que ya hemos construido 75 para 8 < a donde o € ¢\ w. Se tienen dos
casos:

Caso 1. a es un ordinal limite. Como (V3 < o)(Vy < B)(r, C 78),
U B<a TB €8 base de una topologia sobre « la cudl serd 7,. Claramente 7,
cumple (1), (2), (3) v (4).

Caso 2. a es un ordinal sucesor, digamos o =n+1 . Si M, tiene punto
de acumulacion en (7, 7,)) entonces hacemos que 7, sea la topologfa generada
por 7, U {n}. Es claro que en este caso se cumple lo deseado. En el caso de
que M, sea cerrado y discreto en (n,7;,), por el Teorema 5, (1, 7,) tiene la
propiedad D; Existe una familia {Ug : 8 € M,} que cumple:

(a) (VB € M,)(Us es vecindad abierta de 3 en ;)
(b) (Vv < n)(3U vecindad de v)([{8 < n:UNUg # 0} < Ro).

Ademas, por (1), podemos suponer que para cada 3 € M, el subconjunto
Upg es numerable y compacto en 7,,. Sean H y I dos subconjuntos infinitos
ajenos de M,. Se sigue que Ugeyy UsNUpe; Us = () y por lo tanto su traza en
w es ajena. Como p es ultrafiltro, existe J € {H, I} tal que wﬂUﬁeJ Us & p.
Definimos
B={tpv |J Us:Fel ™}
BEJNF

Hacemos que 7, sea la topologia generada por la base 7, U B. Es claro
que (n,7,) es subespacio abierto de (a,7,) y B es base de vecindades de 7
en 7,. Como {Us : B € M,} satisface (b), se tiene que el espacio (c, 7,)
es Hausdorff. Por construccion, cualquier elemento de B es numerable y
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compacto en 7,; Se cumple (1). Ademas, 1 es punto de acumulacién de M,
yP=w-\ UﬁeJ Up esta en el ultrafiltro p por lo que 7 ¢ P.

Por construccién ((3) y (4)), el espacio (¢, 7¢) es secuencialmente compac-
to no p-compacto. Por (1), el espacio es Hausdorff y localmente compacto;
Es de Tychonoff ([9], Teorema 7.28).

O

El espacio construido en el teorema anterior no necesariamente es sepa-
rable. Sin embargo podemos obtener una version separable considerando la
cerradura de w en dicho espacio.

Cabe mencionar que hay méas construcciones de espacios secuencialmente
compactos no p-compactos al estilo de Ostaszewski (e.g., [15]) sin embargo
son bastante similares en el proceso por lo que se optd por omitirlos.

4. Scarborough-Stone para grupos

En esta seccién se explora la pregunta de Scarborough-Stone para el
caso de grupos topoldgicos. Especificamente se busca construir un grupo
topoldgico secuencialmente compacto que no sea p-compacto para un p € w*
fijo.

Recordemos que un grupo algebraico es booleano si todos sus elementos
tienen orden dos. También, todo grupo booleano (G, -) es abeliano, libre e
isomorfo a ([dim G]<¥, A) donde A es la diferencia simétrica de conjuntos.
Es por esto dltimo que la construccion se pretende hacer, sin pérdida de
generalidad, sobre el grupo ([¢]<“, A). Por simplicidad, escribiremos + en
vez de A.

A continuacién un par de observaciones bien conocidas que se usaran
para construir la topologia.

Teorema 9 (Folklore). Sean (G,-) un grupo y U una familia de subconjun-
tos de G que satisface las siguientes propiedades:

(1) NU ={0¢};

(2) (VU,VeU) @AWelU)(WcCcUNV);

B) WWeld)(VzeU)3BV eld)(V-zCU);

(4) YU eU)(AV eU)(V -V CU);

5) VUeld)(VzreG)BV el)(z-V -zt CcU);
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(6) (VU elU)BV eU)(V-LcU).

Entonces, la familia B={g-U:g€ G N U € U} es base de una topologia
Hausdorff T sobre G con la que (G,-) es grupo topoldgico. En este caso
diremos que la topologia de (G,-,T) estd generada por U.

Note que si el grupo en cuestion es booleano entonces se pueden omitir (5)
y (6). Dada una familia S de subgrupos de un grupo (G, -), podemos definir
Us = {NF : F € [S]<¥}. Esta familia cumple trivialmente las condiciones
(2)-(6) por lo que para construir un grupo topoldgico de esta manera, sélo
se necesita asegurar la condicién (1).

Sea (G,-,7) un grupo topoldgico. Diremos que (G,-,7) (resp., 7) estd
generada por homomorfismos si existe F una familia de homomorfismos que
parten de G tal que la topologia del grupo estéd generada por {ker ¢ : ¢ € F}.

A partir de aqui, si « es un ordinal, G, denotard al conjunto [a]<“. Po-
demos entonces plantear la pregunta exacta que se estuvo atacando durante
la elaboracion de este trabajo: Si G = G, y p € w* ;Existe una familia de ho-
momorfismos F C 2¢ que genere un grupo topolégico Hausdorff (y en conse-
cuencia Tychonoff) (G, +) secuencialmente compacto no p-compacto? Para
tratar de responder esta pregunta, primero se elige una sucesiéon N € [G]* la
cudl serd la que no tenga p-limite. Similar a la construcciéon de Ostaszewski,
se opté por elegir N = ({n} : n € w). Con esta eleccién, la pregunta puede
ser contestada de manera afirmativa si existe una familia de homomorfismos
F C 2% tal que U = {ker ¢ : ¢ € F} cumple lo siguiente:

(1) NU = {0}
(2) (VX €[G]*)(3S € [X]¥) (Fx € G) (VU € U) (|(S+z) \ U| < Ny);
3) Vze@)EU eU)({new:{n} €U} ¢ p).

Como se mencioné antes, la propiedad (1) garantiza que (G, +) con la
topologia generada por U sea la de un grupo topolégico Tychonoff. La pro-
piedad (2) asegura que el grupo topoldgico sea secuencialmente compacto
(en particular, un espacio no discreto). Finalmente, la propiedad (3) ga-
rantiza que N no tenga p-limite. Note que (3) es equivalente a (Vax € G)
@B e U~)({n e w: {n} eNB} ¢p).

De manera similar a la construccién de Ostaszewski, se propuso fijar una
enumeracién {M, : « € ¢\ w} de todas las sucesiones no triviales de G tal
que (Va € ¢\w) (M, C G,), ademds de construir recursivamente una familia
de homomorfismos {¢; : j € J} C 2C tales que, si 7, es la topologia sobre
G generada por {¢; [ G, :j € J}, la familia {7, : @ € ¢\ w} cumple lo
siguiente:
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(a) (Vo € ¢\ w) (M, tiene una subsucesién convergente en (Go+1, Ta+1));

(b) (Vo € ¢\ w) (N no tiene p-limite en Gy).

Es importante notar que (Va,f € c\w)(a < f = 7o =73 [ Ga)
(ver Teorema . Para una construccién asi, tendremos que comenzar con
una familia {¢% : j € J,} C 2Gw v para cada o € ¢\ w ir extendiendo cada
¢ a una familia {¢71! i € I;}, es decir, (Vi € I;) (677" | Go = ¢9) y ast
obtener los homomorfismos {qﬁ?‘“ : j € Jat1} para Go41. En el caso de que
o € ¢\w sea un ordinal limite, se tendrfa que (Vy < o) ({¢ [ Gy :j € Ja}=
{qﬁj cjedy}).

Para este tipo de construcciones (ver Teorema , usualmente se logra la
compacidad secuencial de manera recursiva. Tratando de hacer algo similar,
dada una sucesién no trivial My, = (z, : n € w) C G4 sin subsucesiones
convergentes, se consigue un conjunto Y € [M,]“ discreto que se hard con-
verger a un nuevo punto en el siguiente espacio de la recursion. La manera
mas sencilla de que siempre exista este subespacio discreto es asegurando
que para cada « € ¢\ w se tenga que el espacio G, sea primero numerable.
Esto resulta bastante restrictivo ya que el teorema de G. Birkhoff y S. Kaku-
tani (3 |11]), nos dice que todo grupo topolégico Hausdorff es metrizable si
y s6lo si es primero numerable. Ademds, todo espacio metrizable es normal
por lo que se tiene que:

Corolario 10. Sea (G, ) un grupo topoldgico primero numerable. Entonces,
G tiene la propiedad D.

Note que en la construccién de Ostaszewski se requirié que cada subes-
pacio en la recursiéon tuviera la propiedad D. El corolario implica que, en
el caso de grupos topoldgicos, el resultado andlogo al Teorema 5| es cierto
sin la necesidad de suponer b = ¢. Sin embargo, todo espacio métrico se-
cuencialmente compacto es compacto y por lo tanto p-compacto para cada
p € w* (ver [2]). Esto nos indica que un grupo topoldgico secuencialmente
compacto no p-compacto no puede ser primero numerable. Por esta razon,
a diferencia de la construccién de Ostaszewski, ninguno de los subespacios
primero numerable G, puede ser abierto en G. Cabe entonces preguntarse si
existe una propiedad adecuada de grupos topoldgicos que sea méas débil que
ser primero numerable y que garantice que todo subconjunto numerable que
no contenga sucesiones convergentes tenga un subespacio infinito discreto.

Procedemos entonces asegurandonos de que cada G, sea primero nu-
merable, es decir, que para cada a € ¢\ w el conjunto {¢]O‘ c g € J}
es numerable. Analicemos el primer paso de la construccion, es decir, su-
pongamos que ya tenemos una topologia Hausdorff para G, definida por
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{¢¥ :n € w} C 2% con la cual N no tiene p-limite. Si M, € [G,]¥ no
tiene subsucesiones convergentes entonces existe Y € [M,]¥ discreto. Ne-
cesitamos lograr que algin Y € [Y]¢ converja en (Guy1,Twi1), digamos a
{w}. Note que para lograr esto sin alterar la topologia de G, se requiere que
(Vn € w) (¢¥ | Y es constante salvo por una cantidad finita de elementos),
ya que los homomorfismos con esta topologia son continuos. Esto lo podemos
garantizar de la siguiente manera. Para cada n € w, elegimos recursivamente
Y, € [Y]¥ de tal manera que para cada n € w

Yit1 CYn A ¢ [Y, es la funcién constante con valor by,.

Ahora, hacemos que Y € [Y]* sea una pseudointerseccién de {Y;, : n € w}.

Para lograr que Y converja a {w} en G, 41, simplemente extendemos cada
62 8 6211 Guyy1 — 2 de tal manera que 62+ | Gy = 62 v 621 ({w}) = by
En efecto, si Y no converge a {w}, se tiene que Y +{w} no converge a 0 = 0.
Entonces, (3F € [w]<%) (Y + {w}) \ N,.cr ker #2771 es infinito) por lo que
(Fn € w) (Y + {w}) \ ker ¢! es infinito). Pero esto tltimo implica que
{y €Y : ¢¥T1(y) # ¢=F1({w})} es infinito; Una contradiccion.

Las dificultades comienzan al tratar de asegurar que ninguno de los ele-
mentos nuevos, es decir aquellos en G,4+1 \ Gy, sea p-limite de N en Gy,41.
Como cada elemento de nuevo tiene la forma g+ {w} con g € Gy, definimos
ng = (max g) + 1 y notamos lo siguiente:

g+ {w} no es p-limite de N < ) no es p-limite de N + g + {w}
& (Fnew) (fmew: ¢ g+ {w} + {m}) =0} ¢ p)
& (Fnew)(fmew\ng: ¢ (g) + ¢ ({wh) + ¢ ({m}) = 0} ¢ p)

El problema recae en que el valor de ¢**!({w}) depende tinicamente de
la eleccién de Y. Queda entonces la cuestién de que si existe una familia
de homomorfismos {¢¥ : n € w} que garantice que para cualquier Y €
[G,]“ discreto exista Y € [Y]“ en el cual todos los ¢, sean eventualmente
constantes y que para cualquier g € G, se cumpla la dltima propiedad de
la serie de equivalencias antes expuestas. Una posible manera es hacer que
haya ”suficientes” homomorfismos para que siempre exista Y como antes y
que exista n € w tal que {m € w: ¢ ({m}) =0} ¢ py ¢*(9) = b, = 0. Sin
embargo es algo que no pudimos conseguir.
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