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Resumen

Palabras Claves: Oscilador Van Der Pol, Duffing, Caos, Circuitos Caóticos, Dinámica
No Lineal.

La tesis trata sobre el caos y su aplicación a la ingenieŕıa de los sistemas de co-
municaciones. Dentro del amplio espectro de problemas que se investigan actualmente
en esta área, este trabajo aporta resultados originales especialmente en el caso de los
sistemas analógicos basados en la sincronización caótica. Se investigan estos sistemas
no sólo desde el punto de vista teórico, sino también desde el punto de vista experi-
mental y de la implementación.En el primer caṕıtulo se ánalizara la dinámica de los
osciladores de Van Der Pol y Duffing. Para conocer más a detalle su estabilidad, puntos
de equilibrio y dinámica que presentan al variar los parámetros de los osciladores.En
el segundo caṕıtulo se describen métodos de control y sincronización más importantes
que dan el soporte teórico para la comprensión del presente trabajo y se realiza una
revisión de las técnicas de control y sincronización para, posteriormente, aplicarlas a
resolver el sistema Van Der Pol-Duffing.En el tercer caṕıtulo se aborda el problema de
control y sincronizacion del sistema Van Der Pol-Duffing mediante los esquemas uni-
direccional y bidireccional, para aśı, lograr resolver la siscronización completa de dos
osciladores distintos.Finalmente el cuarto caṕıtulo contiene una discusión detallada de
los resultados y conclusiones referentes al caṕıtulo tres.

Abstract
The thesis deals with chaos and its application to engineering communications sys-
tems. Within the broad spectrum of problems currently investigating in this area,
this study provides original results especially in the case of analog systems based on
chaotic synchronization. These systems are investigated not only from the theoretical
standpoint, but also from the experimental point of view and implementation.In the
first chapter the dynamics of oscillators Van Der Pol and Duffing be analyzed. For
more detail its stability and dynamic equilibrium points having varying parameters
oscillators. In chapter two most important methods of control and synchronization
which give theoretical support for the understanding of this study and a review of the
techniques of control and synchronization is performed to then apply them to solve
the system described Van Der Pol-Duffing. In the third chapter the problem of system
control and synchronization Van Der Pol-Duffing by the unidirectional and bidirec-
tional schemes in order to achieve full siscronización solve two different oscillators are

v
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addressed. Finally, the fourth chapter contains a detailed discussion of the results and
conclusions concerning the chapter three.
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Dinámica no lineal de los osciladores de Van

Der Pol y de Duffing

1.1 Oscilador Van Der Pol

El oscilador de Van Der Pol fue descrito por el ingeniero y f́ısico Balthasar Van Der
Pol mientras trabajaba en Philips [1]. Van der Pol encontró oscilaciones estables que
llamó oscilaciones de relajación [2], conocidas en la actualidad como ciclos ĺımite en
circuitos que usaban válvulas de vaćıo. Cuando esos circuitos se hacen funcionar cerca
del ciclo ĺımite entran en acoplamiento y la señal entra en fase con la corriente. Van
Der Pol y su colega, Van Der Mark, informaron en el número de septiembre de 1927
de Nature [3] que, para determinadas frecuencias aparećıa un ruido irregular, siempre
cerca de las frecuencias de acoplamiento. Fue uno de los primeros descubrimientos
experimentales de la Teoŕıa del caos [4].

La ecuación de Van Der Pol tiene una larga historia en la F́ısica y Bioloǵıa. Por
ejemplo, en Bioloǵıa, Fitzhugh [5] y Nagumo [6] aplicaron la ecuación a un campo
bidimensional en el modelo de FitzHugh-Nagumo para describir el potencial de acción
de las neuronas. También se ha usado en sismoloǵıa para modelar el comportamiento
de dos placas en una falla [7]. Aunque se conoce mejor a Van Der Pol por su tra-
bajo con circuitos eléctricos, descubrió una amplia variedad de sistemas que presentan
oscilaciones: el arpa eólica, un martillo neumático, el rechinido de un cuchillo en un
plato, el ondear de una bandera al viento, el ocasional zumbido de una llave de agua,
la recurrencia periódica de epidemias y crisis económicas y, por último, el latido del
corazón.[8] Van Der Pol agrupó varios fenómenos en una sola categoŕıa de sistemas que
presentan oscilaciones periódicas.

El oscilador de Van Der Pol es un sistema dinámico consistente en un circuito
eléctrico no lineal utilizado a principios del siglo pasado. De hecho, Van Der Pol fue
precursor de los primeros radios comerciales cuando propuso su modelo en 1920 siendo
ingeniero de Philips Company (Netherland). Este oscilador con amortiguamiento no
lineal está descrito por la siguiente ecuación diferencial de segundo orden homogénea:
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CHAPTER 1. DINÁMICA NO LINEAL DE LOS OSCILADORES DE
VAN DER POL Y DE DUFFING

d2x

dt2
− µ(1− x2)

dx

dt
+ x = 0 (1.1)

1.1.1 Análisis

Las ecuaciones de equilibrio que rigen el comportamiento de ciertos circuitos no lineales
autónomos pueden aproximarse por una ecuación diferencial denominada ecuación de
Van Der Pol.

Este oscilador con amortiguamiento no lineal está descrito por la ecuación diferen-
cial de segundo orden:

d2x

dt2
− µ(1− x2)

dx

dt
+ x = 0 (1.2)

donde x es la variable dinámica y µ el parámetro que indica la no linealidad y la
fuerza de amortiguamiento.

Podemos ver que cuando µ = 0 el oscilador se comporta como un oscilador armónico
simple sin embargo, conforme aumenta el valor de µ las formas de onda resultantes se
asemejan a las de un oscilador de relajación. A medida que aumente µ, el circuito es
más inestable, con lo que las variables abandonarán la vecindad de origen con mayor
rapidez [9]. Para poder entender mejor el comportamiento de este oscilador es nece-
sario empezar por resolver la ecuación.

Cuando x ≪ 1, el término cuadratico x2 es despreciable y la ecuación del sistema
se convierte en una ecuación diferencial lineal con amortiguamiento negativo −µ, aśı

d2x

dt2
− µ+

dx

dt
+ x = 0 (1.3)

Esta ecuación diferencial de segundo orden se puede representar, como un sistema
de ecuaciones de primer orden

ẋ = y

ẏ = µy − x

Los puntos x∗ para las cuales x∗ = F (x∗) = 0 se conocen como puntos fijos o
cŕıticos. Calculando el punto fijo del sistema, se tiene como punto fijo P (x = 0, y = 0).

y = 0

µy − x = 0

2



CHAPTER 1. DINÁMICA NO LINEAL DE LOS OSCILADORES DE
VAN DER POL Y DE DUFFING

Si se tiene un sistema dinámico lineal Ẋ = AX , es fácil conocer qué tipo de punto
fijo presenta dicho sistema; simplemente se calculan los eigenvalores λ a partir de la
ecuación caracteŕıstica del sistema det(A − λI) = 0 y se analiza la relación que hay
entre los eigenvalores.

Los valores propios de una matriz están dados por su ecuación caracteŕıstica det(A−
λI) = 0, que para 2 dimensiones es

λ2 − λTr(A) + det(A) = 0 (1.4)

entonces:

λ1,2 =
Tr(A)±

√

[Tr(A)]2 − 4det(A)

2
(1.5)

por lo que los valores propios dependen de la traza y del determinante de la matriz A
[10].

Podemos hacer un diagrama general por medio del discriminante de la Ec. 1.4,
graficando Tr(A) vs det(A), de donde tenemos las relaciones Tr(A) = λ1 + λ2 y
det(A) = λ1λ2

Figure 1.1: Clasificación de puntos fijos.

La matriz que corresponde al sistema lineal es:

A =

(

0 1
−1 µ

)

3
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Donde Tr(A) = µ y det(A) = 1 > 0, de esta manera, como se puede observar en el
diagrama de bifurcación traza-determinante Fig. 1.1, no tendremos puntos Silla y el
punto fijo P (x = 0, y = 0) es inestable (espirales inestables 0 < ε < 2 y nodos inesta-
bles para ε ≥ 2) Fig. 1.2. Por lo tanto cuando x es pequeño el sistema es inestable al
rededor del punto fijo.

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(a) µ = 0.

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(b) µ = 1.

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(c) µ = 2.

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(d) µ = 3.

Figure 1.2: Diagrama de fase del sistema para ciertos valores de µ.

Para el caso cuando x es grande, el termino x2 es el dominante y el amortiguamiento
es positivo. Por consiguiente, se espera que el comportamiento esté restringuido a
alguna área alrededor del punto fijo. El sistema de Van Der Pol satisface el Teorema
de Liénard [9], ya que de la Ec. 1.1 tenemos
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ẋ = y

ẏ = µ(1− x2)y − x

donde f(x) = −µ(1 − x2) y g(x) = x, ambas funciones cumplen el Teorema de
Liénard.

Ecuación de Liénard

ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0. (1.6)

Teorema 1.1.1 (Teorema de Liénard) Si f(x) y g(x) satisfacen las siguientes propiedades

• f(x) y g(x) son continuamente diferenciables para todo x

• g(−x) = −g(x) para todo x (g(x) es una función impar)

• g(x) > 0 para todo x > 0

• f(−x) = f(x) para todo x (f(x) es una función par)

• la función impar F (x) =
∫ x

0
f(u)du tiene exactamente un cero positivo en x = a,

es negativa para 0 < x < a, es positiva y no decreciente para x > a, y F (x) → ∞,
cuando x → ∞

entonces el sistema tiene un único ciclo ĺımite estable en torno al origen del espacio
fase.

El sistema original correspondiente tiene una única trayectoria cerrada que rodea
al origen y a ella tienden en espiral todas las demás trayectorias, asegurándose con esto
que hay un ciclo ĺımite estable en el espacio fase. Por lo tanto, el sistema Van Der Pol
es un sistema Liénard.

Usando la transformación de Liénard

y = x− x3

3
− ẋ

µ
(1.7)

se obtiene

ẋ = µ(x− x3

3
− y) (1.8)

derivando la Ec. 1.7 y despejando x de la Ec. 1.1.

ẏ = ẋ(1− x2)− ẍ

µ
(1.9)

5
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x

µ
= − ẍ

µ
+ (1− x2)ẋ (1.10)

igualando las Ecs 1.9 y 1.10

ẏ =
x

µ
(1.11)

Por lo tanto la Ec. 1.1 puede reescribirse como

ẋ = µ(x− x3

3
− y) (1.12)

ẏ =
x

µ
(1.13)

Cuando µ << 1, es conveniente reescribir la Ec. 1.1 como

ẋ = µ(x− x3

3
)− y (1.14)

ẏ = x (1.15)

Siguiendo los mismos pasos anteriores para el cálculo de puntos fijos y aśı encontrar
la matriz asociada al sistema. Tenemos nuevamente el punto fijo P (0, 0).

µ(x− x3

3
)− y = 0

x = 0

Consideremos las Ecs. 1.14 y 1.15. Si hacemos f = µ(x− x3

3
)−y, g = x y derivamos

parcialmente cada una de ellas con respecto a x y y obtenemos

∂f

∂x
= µ(1− x2)

∂f

∂y
= −1

∂g

∂x
= 1

∂g

∂y
= 0

La matriz Jacobiana del sistema evaluada en el punto fijo P (0, 0) para µ << 1:

J(0,0) =

(

µ −1
1 0

)

obtenemos Tr(J) = µ, det(J) = 1, por lo que alrededor del punto de equilibrio se
obtienen espirales inestables. El punto de equilibrio en estas condiciones resultó ser,
una vez más, inestable (repulsor) Fig. 1.3.

6
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-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

(a) µ = 0.1.

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(b) µ = 0.5.

Figure 1.3: Diagrama de fase del sistema para ciertos valores de µ.

En el caso ĺımite, para µ = 0 (amortiguamiento nulo) el sistema es lineal, preserva
la energia y se tiene que la matriz del sistema es

B =

(

0 −1
1 0

)

donde la Tr(B) = 0, det(B) = 1. Para este caso se obtienen centros Fig. 1.4.

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

Figure 1.4: Diagrama de fase del sistema para µ = 0.

El polinomio caracteŕıstico es p(λ) = λ2 + 1, los valores propios son λ = ±i.
Para λ1 = i:

(

−i −1
1 i

)(

x
y

)

=

(

0
0

)
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Para λ1 = i se tiene que, y = −ix, por lo tanto el vector propio asociado es

V1 =

(

1
−i

)

Para λ1 = −i se tiene que, y = ix, por lo tanto el vector propio asociado es

V2 =

(

1
i

)

Entonces, la solución del sistema en terminos de los vectores propios se puede
escribir como

(

x
y

)

= C1

(

1
−i

)

(cost+ isent) + C2

(

1
i

)

(cost− isent)

de modo que

x = Dcost+ Esent (1.16)

y = Dsent− Ecost (1.17)

Para obtener la solución aproximada para pequeños valores de µ(µ << 1) se con-
sideran nuevas variables (u, v), que rotan con la solución sin perturbarla, es decir

x = xcost + ysent

y = −xsent + ycost

Sustituyendolas en las Ecs 1.14 y 1.15 se obtiene

u̇ = µ

(

ucost− vsent− 1

3
(ucost− vsent)3

)

cost (1.18)

v̇ = −µ

(

ucost− vsent− 1

3
(ucost− vsent)3

)

sent (1.19)

Como u̇ y v̇ son O(µ), la velocidad cambiante de u y v es mucho menor que la
de cost y sent. Entonces se puede aplicar la teoŕıa del promedio a las Ecs 1.18 y
1.19. Integrando los miembros derechos de estas ecuaciones con respecto a t desde 0 a
T = 2π y manteniendo fijas a u y v se obtiene

u̇ =
µ

8
u
(

(4− (u2 + v2)
)

(1.20)

v̇ =
µ

8
v
(

(4− (u2 + v2)
)

(1.21)

Para mostrar que el sistema tiene un ciclo ĺımite hacemos un cambio de variables

8
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r2 = u2 + v2 (1.22)

derivando

rṙ = uu̇+ vv̇

Sustituyendo las Ecs. 1.20 y 1.21 en la Ec. 1.22 y usando r2 = u2 + v2

rṙ =
µ

8
u2

(

(4− (u2 + v2)
)

+
µ

8
v2

(

(4− (u2 + v2)
)

se obtiene la siguiente ecuación diferencial

ṙ =
µ

8
r(4− r2) (1.23)

Si 2 < r, ṙ < 0 el nodo es pozo o atractor pero esto no podria suceder porque en
casos anteriores, se demostró que el punto cŕıtico es un punto repulsor. Para r = 2 se
tiene un equilibrio estable del sistema. Por lo tanto, el sistema original de las Ecs 1.14
y 1.15 tiene un ciclo ĺımite con r = 2 para pequeños valores de µ Fig. 1.5.

Figure 1.5: Flujos del oscilador de Van Der Pol para µ << 1.

Cuando µ >> 1, es conveniente usar las Ecs 1.12 y 1.13. En este caso, si hacemos
f = µ(x− x3

3
− y), g = x

µ
y derivamos parcialmente cada unas de ellas con respecto a

x, y con respecto a y obtenemos

∂f

∂x
= µ(1− x2)

∂f

∂y
= −µ

∂g

∂x
=

1

µ

∂g

∂y
= 0

La matriz Jacobiana del sistema evaluando en el punto fijo P (0, 0) para µ >> 1:

9
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J(0,0) =

(

µ −µ
1
µ

0

)

Obtenemos Tr(J) = µ, det(J) = 1, por lo que el punto de equilibrio es un nodo
inestable, es decir, está expulsando sus trayectorias. Una vez mas se demuestra que el
punto de quilibrio del sistema es repulsor Fig 1.6.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

(a) µ = 0.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

(b) µ = 1.

Figure 1.6: Diagrama de fase del sistema para ciertos valores de µ.

En los términos que describe Kanamaru[11] cuando el sistema está fuera de la curva

y = x− x3

3

se obtiene la relación | ẋ |>>| ẏ |= O(1/µ). Entonces el sistema se mueve
rápidamente en dirección horizontal.

10
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Figure 1.7: Flujos del oscilador de Van Der Pol para µ >> 1.

Cuando el sistema entra en la región donde | x–x3/3–y |= O(1/2), ẋ y ẏ son com-
parables porque ambas son O(1/µ). Entonces el sistema discurre despacio a lo largo
de la curva y, eventualmente, sale de esta región como se muestra en la Fig.1.7. Se
puede observar que el sistema tiene un ciclo ĺımite estable.

También se ha observado que el periodo de oscilación está determinado en especial
por el tiempo durante el cual el sistema permanece alrededor de la función cúbica,
donde ambas ẋ y ẏ son O(1/µ). Por tanto, el periodo de oscilación estimado es apro-
ximadamente T ∝ µ.

Cuando Van Der Pol, en 1927, desarrolló la Ec. 1.1 con un circuito eléctrico formado
por dos resistencias R y r, un capacitor C, una inductancia y un tetrodo, el periodo de
oscilación determinado en el circuito fue µ = RC. Como RC es la constante del tiempo
de relajación en un circuito RC, Van Der Pol nombró a esta oscilación como oscilación
de relajación. Las caracteŕısticas de la oscilación de relajación son el comportamiento
asintótico lento y el salto discontinuo repentino hacia otro valor. Usando unas cuantas
oscilaciones de relajación, Van Der Pol y Van Der Mark modelaron la actividad eléctrica
del corazón en 1928.

1.2 Oscilador Duffing

La ecuación de Duffing, lleva el nombre del ingeniero eléctrico Alemán Georg Duffing
en 1918, ha sido ampliamente utilizado en f́ısica, economı́a, ingenieŕıa y muchos otros
fenómenos f́ısicos. Dada su caracteŕıstica de oscilación y la naturaleza caótica, muchos
cient́ıficos se inspiran en esta ecuación diferencial no lineal debido a su naturaleza de
replicar una dinámica similar en nuestro mundo natural. Esta ecuación, junto con la
de Van Der Pol, se ha convertido en uno de los ejemplos más comunes de los sistemas
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no lineales en los libros de textos y articulos de investigación[12].

La ecuación de Duffing es una ecuación diferencial para modelar un oscilador de
doble pozo tal como el sistema mecánico magneto-elástico. Este sistema consiste en
una viga colocada verticalmente entre dos imanes con el extremo superior fijo y el
extremo inferior libre para oscilar.

Figure 1.8: Sistema f́ısico que representa el oscilador de Duffing.

La viga será atráıda a uno de los dos imanes y dada una cierta velocidad oscilará
sobre ese imán hasta que la fricción lo pare. Cada uno de los imanes crea un punto
fijo donde la viga puede venir a parar sobre ese imán y permanecer en equilibrio.
Sin embargo, cuando el sistema entero es sacudido por una fuerza periódica, la viga
puede saltar hacia atrás de un imán a otro de una manera aparentemente al azar
[13]. Dependiendo de que tan grande sea la fuerza que sacude no puede haber puntos
fijos estables y ningún ciclo fijo estable en el sistema. Este sistema se puede modelar
matemáticamente por la ecuación

d2x

dt2
+ δ

dx

dt
+ αx+ βx3 = γcos(ωt) (1.24)

Según lo demostrado por Moon y Colmes (1979)[14], esta ecuación se conoce como
la ecuación de Duffing.
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1.2.1 Análisis

Iniciemos nuestro estudio considerando la ecuación de Duffing como un oscilador no
lineal que describe el movimiento de una part́ıcula clásica dentro de un potencial de la
forma

V (x) = −A
x2

2
+B

x4

4
(1.25)

con A > 0 y B > 0. Se trata de un potencial de doble pozo al estar formado por
dos mı́nimos simétricos respecto a una barrera de potencial centrada en x = 0. Este
potencial se conoce como potencial de Duffing [15]. Si elegimos A = B = 1 los mı́nimos
se encontrarán en x = ±1, y tendrán un potencial de V = 1/4.

La fuerza correspondiente a este potencial es

F = −dV (x)

dx
= Ax− Bx3

A través de las leyes de la dinámica clásica, el movimiento de la part́ıcula encerrada
en nuestro doble pozo vendrá determinado por la ecuación F = ma y si tomamos
la masa de la part́ıcula igual a la unidad, la ecuación diferencial que determina el
movimiento de part́ıcula queda de la forma

d2x

dt2
= Ax−Bx3 (1.26)

Para resolver esta ecuación diferencial de forma numérica usamos Mathematica y
representemos la solución en el espacio de fase.
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Figure 1.9: Trayectoria cerrada del sistema de Duffing.
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Cuando la part́ıcula está situada sobre el mı́nimo de la derecha en x = 1 y tiene
una velocidad inicial igual a 1, esta velocidad es suficiente para hacer que la part́ıcula
supere la barrera de potencial en x = 0 pase al pozo de la izquierda y vuelva a superar
la barrera de potencial y despues retorne al seno de la derecha y aśı continúa oscilando
indefinidamente. Esto siempre se ocurrirá si la velocidad inicial de la part́ıcula es mayor
que 1/

√
2, lo cual se puede verificar si se iguala la enerǵıa de la barrera de potencial a

la enerǵıa cinética inicial de la part́ıcula que parte de uno de los mı́nimos.

Como vemos la trayectoria de la part́ıcula es cerrada y su movimiento es periódico,
y esto era de esperarse, puesto que no existe en el oscilador ningún término disipativo
que impida la conservación de la enerǵıa.

Hay muchas maneras de analizar la ecuación de Duffing, cada una en función de los
valores que se asignan a los diferentes parámetros. Analizaremos el caso no forzado(γ =
0) con valores de α = −1 y β = 1 de la Ec. 1.24, presentado por Wiggens (1990)[16]
y se presentara un análisis.

ẍ+ δẋ− x+ x3 = 0 (1.27)

Rescribiendo la ecuación diferencial de segundo orden en un sistema de ecuaciones
de primer orden correspondiente a la Ec. 1.27 es

ẋ = y

ẏ = x− x3 − δy

el primer paso en este análisis es identificar y clasificar todos los puntos fijos del
sistema.

y = 0

x− x3 − δy = 0

los puntos fijos de este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas estan dadas
por

y = 0

0 = x(1− x)(1 + x)

Calculando los puntos fijos del sistema, se tienen como puntos fijos (0, 0),(1, 0) y
(−1, 0) como se muestra en la Fig. 1.10.
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Figure 1.10: Puntos fijos del sistema de Duffing.

Analizaremos la estabilidad de los puntos fijos linealizando el sistema de ecuaciones
diferenciales del sistema.

ẍ = ẏ = x− x3 − δy

ÿ = ẋ− 3x2ẋ− δy = (1− 3x2)ẋ− δy

Tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en forma matricial

(

ẍ
ÿ

)

=

(

0 1
1− 3x2 −δ

)(

ẋ
ẏ

)

Ahora, vamos analizar el polinomio caracteristico para cada punto fijo con la forma
generalizada de la ecuación caracteŕıstica para determinar la estabilidad.

Para el punto fijo P (0, 0), se tiene

C(0,0) =

(

0 1
1 −δ

)

teniendo como polinomio caracteristico λ2 + δλ− 1 = 0 para el punto fijo P (0, 0),
donde Tr(C) = −δ y det(C) = −1, de esta manera como se puede observar en el
diagrama de bifrucación traza-determinante Fig. 1.1, la clasificación de este punto fijo
se limita a un punto silla debido a que el det(C) = −1.

Para los puntos fijos P (±1, 0)

C(±1,0) =

(

0 1
−2 −δ

)
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Del mismo modo para este par de puntos fijos P (±1, 0) se tiene como polinomio
caracteŕıstico λ2 + δλ+ 2 = 0, donde Tr(C) = −δ y det(C) = 2. A diferencia del caso
anterior, tenemos que el det(C) = 2, dando como resultado una variedad de clasifi-
cación que se le asocia al valor de δ, teniendo como resultado 3 casos diferentes.

1. Caso (i)

Si δ > 0, esto implica que Tr(C) < 0 y det(C) = 2, por lo tanto este par de
puntos fijos P (±1, 0) corresponden a puntos estables.

2. Caso (ii)

Si δ = 0, esto implica que Tr(C) = 0 y det(C) = 2, por lo tanto este par de
puntos fijos P (±1, 0) corresponden a dinámica centro.

3. Caso(iii)

Si δ < 0, esto implica que Tr(C) > 0 y det(C) = 2, por lo tanto este par de
puntos fijos P (±1, 0) corresponden a puntos inestables.

Se ha descubierto que para ciertos valores de δ hay una transición en la dinámica
del sistema dependiendo del parámetro de amortiguamiento delta. Esto demostrado
en el análisis de la ecuación de Duffing (con γ = 0), donde dos de los tres puntos fijos
cambian de ser estables a inestables, dependiendo del valor de δ. En particular cuando
el amortiguamiento es positivo (δ > 0), el sistema sigue una trayectoria en espiral
estable. A la inversa, cuando el amortiguamiento es negativo (δ < 0), las espirales del
sistema son inestables en los puntos fijos P (±1, 0).

Sabemos que el oscilador Duffing corresponde a un modelo de oscilador forzado, por
este motivo vamos a complicar el movimiento de la part́ıcula que se mueve sometida al
potencial de Duffing introduciendo amortiguamiento (rozamiento) y una fuerza motriz
externa periódica. (Si sólo introdujeramos amortiguamiento, el comportamiento no
seŕıa muy divertido: al final la particula acabaŕıa siempre quieta sobre uno de los dos
pozos de potencial). La ecuación del movimiento es ahora

ẍ+ δẋ− x+ x3 = γcos(ωt) (1.28)

donde δ es el coficiente de amortiguamiento y γ es magnitud (amplitud) de la fuerza
motriz cuya frecuencia de oscilación es ω. Veremos que a medida que la fuerza externa
va aumentando en su magnitud, el movimiento de la part́ıcula se irá haciendo más
complejo hasta convertirse en caótico. Fijaremos δ = 0.1 y ω = 1.4 en todo lo que
sigue, y empezaremos con la amplitud de la fuerza externa γ = 0.1 (veremos que esto
hace que estemos fuera del regimen caótico). En la Fig. 1.11 se muestra el aspecto que
toma la trayectoria en el espacio fase para condiciones iniciales del sistema x(0) = 0 y
ẋ(0) = 0.
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Figure 1.11: Espacio fase para un valor de γ = 0.1.

Ahora veremos cómo cambian las trayectorias en el espacio fase cuando se aumenta
la amplitud de la fuerza motriz. En la Fig 1.12 se muestra la dinámica para el valor
de γ = 0.35, donde se puede observar que para este valor de γ, el sistema ya presenta
caos.
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Figure 1.12: Espacio fase para un valor de γ = 0.35.

La ecuación de Duffing puede tomar diferentes dinámicas en el espacio fase, de-
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pendiendo de la elección de los parámetros. A pesar de esta gran variedad, el sistema
puede ser diseñado para generar trayectorias que presenten una transición de órbitas
periodicas a comportamiento caótico. La ecuación de Duffing se ha utilizado en los
campos de la ingeneŕıa, economı́a, f́ısica, crecimiento de la población y la genética, por
nencionar algunos, teniendo la ecuación un gran reto en la exploración de los diferentes
parámetros que influyen en la dinámica global del sistema.
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Control y sincronización de sistemas

caóticos

2.1 Introducción

El comportamiento caótico de un sistema dinámico puede ser indeseable, como en el
caso de las fibrilaciones card́ıacas, en la predicción de fenómenos climáticos, o en pro-
blemas ocasionados por la desincronización, etc.; aunque también puede ser deseable,
como en los procesos de mezclado o de transferencia de calor. Por ese motivo el “control
del caos” ha sido uno de los tópicos de interés en los últimos años [17-19]. Obviamente
siempre es posible controlar el caos utilizando grandes perturbaciones, pero el punto
importante es obtener una técnica de control eficiente, que requiera una enerǵıa de
control mı́nima. Es decir debe constituir sólo una pequeña perturbación del sistema
dinámico.

Otro tópico de gran importancia, en función de sus aplicaciones, y estrechamente
relacionado al “control del caos” es la “sincronización de sistemas caóticos”. La posi-
bilidad que dos o más sistemas caóticos oscilen de manera sincronizada y coherente
no es obvia, debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales. Sin embargo Pecora y
Carroll [20] demostraron que es posible acoplar dos sistemas caóticos, que parten de
estados iniciales distintos, de modo tal que sus oscilaciones se sincronicen. El estudio
de la sincronización ha dado origen al surgimiento de nuevos métodos para controlar
un sistema caótico [21]. En este sentido se han obtenido logros importantes en lo refer-
ente a estrategias para controlar arritmias card́ıacas, reacciones qúımicas industriales
de tipo oscilatorio y sistemas electrónicos [22-24].

El presente capitulo tiene como finalidad describir métodos de control y sincronización
de sistemas caóticos ya que constituye uno de los métodos principales para la obtención
de un sistema de comunicaciones analógicas seguras. Sin embargo, por razones de com-
plejidad, se hará referencia en este caṕıtulo, a algunos de los métodos más utilizados
para el control de sistemas caóticos.
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2.2 Métodos de control caos

El objetivo básico del control de un sistema caótico es forzarlo a seguir una determi-
nada trayectoria. Obviamente el objetivo espećıfico vaŕıa en función de cada aplicación
particular, aunque el más común es lograr que el movimiento caótico se transforme en
periódico. No obstante, recientemente se han presentado aplicaciones donde el estado
final deseado del sistema es también de caracteŕısticas caóticas; es decir el problema de
control, en ese caso, consiste en transformar un comportamiento caótico indeseado, en
otro comportamiento también caótico, pero cuyas propiedades pueden fijarse de alguna
manera. De hecho la sincronización caótica utilizada en los sistemas de comunicaciones
puede pensarse como un método de control de este tipo.También es importante el es-
tudio del proceso inverso, donde se trata que un sistema que inicialmente es periódico
cambie su comportamiento a caótico. En este caso el método de control se conoce
como de anti-control del caos.

Sea el sistema dinámico alineal n− dimensional de la forma:

dx

dt
= f(x, p, t) (2.1)

donde las componentes del vector x = (x1, x2, x3, ..., xn) son las n variables de es-
tado, en tanto que p es un parámetro externo o de control cuyo propósito es modificar
la dinámica del sistema mediante la mı́nima perturbación posible. En lo que sigue se
supone que para el valor elegido de este parámetro, x(t) es una solución caótica de la
Ec. 2.1.

Los métodos de control del caos generalmente utilizan dos propiedades fundamen-
tales de los sistemas caóticos: la sensibilidad a las condiciones iniciales, y la existencia
de infinitas órbitas periódicas inestables embebidas en el atractor (estable).

Si x(t) es la trayectoria del sistema, sin aplicar el control, y g(t) es la trayectoria
deseada, el propósito del control puede expresarse matemáticamente:

lim
t→∞

||x̃(t)− g(t)|| = 0 (2.2)

en donde x̃(t) es la trayectoria modificada por el sistema de control.

Según la aplicación particular g(t) puede ser una de las soluciones inestables exis-
tente en el propio sistema, o bien una señal externa que se desea imponer. En base
a las distintas estrategias utilizadas para influenciar la dinámica del sistema pueden
distinguirse cuatro tipos distintos de control que se describen a continuación.
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2.2.1 Control a través de un parámetro accesible del sistema.

El estudio de la influencia de las variaciones de los parámetros en el comportamiento
asintótico del sistema es el objeto de la teoŕıa de bifurcaciones [15]. Si el propósito
del control es suprimir oscilaciones caóticas y obtener comportamiento regular, éste es
el método más simple. En efecto, en el caso de los circuitos electrónicos, basta con
modificar el valor de uno de los componentes pasivos (resistencias o capacitores).La
principal desventaja del método es que pueden requerirse variaciones grandes en los
valores de los parámetros, para lograr el comportamiento deseado. Por otro lado, el
método es dif́ıcil de aplicar en la etapa de diseño, donde existen pocas herramientas
de simulación que cuenten con la posibilidad de realizar un análisis de bifurcaciones, y
aún existiendo esa posibilidad, se requiere una descripción del problema en una forma
matemática cerrada (ecuaciones diferenciales o en diferencias) que no siempre se puede
obtener en forma simple.

Otra alternativa es hacer variable el parámetro de control aplicando una pequeña
perturbación de una frecuencia adecuada. Es decir se sustituye en la Ec. 2.1 a p
por p+ ηcosΩt [25]. Merece mencionarse especialmente el método Ott-Grebogi-Yorke
(OGY), propuesto en 1990, que se basa en aprovechar la existencia de un número
infinito de órbitas periódicas inestables, embebidas en el atractor caótico. Aplicando
pequeñas perturbaciones temporales al parámetro p (Ec. 2.1), se busca estabilizar la
trayectoria caótica haciendo que el sistema siga la órbita periódica seleccionada. Para
determinar los valores de las perturbaciones se necesitan conocer los autovalores y au-
tovectores de la órbita inestable; información que no está disponible si no se cuenta
con el modelo matemático del sistema. Pero los datos necesarios pueden obtenerse a
partir de las órbitas reconstruidas en el espacio de fases por el método “embebimiento
por retraso temporal”, que transforma una serie temporal de las mediciones de una
variable del sistema, en una trayectoria (vectorial) en el espacio de estados. Una ven-
taja adicional del método OGY es la flexibilidad de poder elegir la órbita periódica
que se va a controlar.

El método OGY se ha utilizado para controlar sistemas dinámicos, sistemas Hamil-
tonianos (conservativos), transitorios caóticos y dispersiones (scattering) caóticas. Cuando
esta técnica se aplica a un circuito f́ısico real, el principal problema se encuentra en
los errores introducidos por el ruido, la cuantificación de los conversores (A/D y D/A)
y los efectos de redondeo en los cálculos. Se encontró que el método es muy sensible
al nivel de ruido, ya que las señales de control pequeñas pueden quedar enmascaradas
por el mismo, imposibilitando cualquier intento para modificar el comportamiento en
la forma deseada.

2.2.2 Control por modificación de la estructura del sistema.

Uno de estos métodos es de del absorción de oscilaciones que se basa en una técnica
usual en la ingenieŕıa mecánica, donde se utilizan dispositivos que absorben las vibra-
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ciones indeseadas (tal es el caso de los amortiguadores o las mesas diseñadas para una
máquina-herramienta). Para su implementación se acopla el sistema caótico principal
a un nuevo sistema (controlador) más simple y de parámetros fácilmente modificables.
En el caso de un sistema electrónico el elemento absorbente puede ser tan simple como
un capacitor adicional puesto en paralelo o un circuito tanque LC [26].

2.2.3 Control por inyección de señales externas.

Ejemplos de estos métodos son la estimulación resonante que consiste en la pertur-
bación con señales aperiódicas [27-29]; el agregado de una segunda fuerza externa
periódica [30]; el empleo de un término que contemple una débil polarización constan-
te adicional [31], o la adición de un nivel adecuado de ruido externo que, se ha de-
mostrado, puede ayudar a eliminar el comportamiento extraño de un atractor caótico
[32-33].

Pyragas [34] propuso la interesante idea de realimentar una de las variables del
vector de estados, utilizando una señal de control proporcional a la diferencia entre esa
variable y su copia retardada. La ecuación diferencial para la variable elegida resulta:

xi

dt
= fi(x(t) +K[xi(t)− xi(t− τ)] (2.3)

Empleando el método de Pyragas se han podido obtener diferentes tipos de com-
portamiento, conforme a los valores del retardo τ y del factor lineal K.

Técnicas clásicas de Ingenieŕıa de control.

Se ha trabajado mucho en técnicas de control clásico, proporcional integral (PI),
proporcional integral derivativo (PID), lineal, alineal, estocástico, etc. Huberman y
Lumer [35], por ejemplo, propusieron llevar un sistema de un estado x a un estado
deseado xs , modificando dinámicamente el valor del parámetro de control p, por
medio de la ecuación:

dp

dt
= εG(x− xs) ε ≪ 1 (2.4)

donde ε es un parámetro que ajusta la dureza del control y G es una función
lineal o no lineal de la diferencia entre ambos estados. Este método, conocido como
Algoritmo de Control Adaptativo (Adaptive Control Algorithm - ACA), no requiere
señales externas ni el acceso a los parámetros internos y la acción de control es inmune
a pequeñas variaciones en los valores de los parámetros. Su principal desventaja es
que no se conoce a priori cuál es la meta que se debe alcanzar, sino que se trabaja por
“prueba y error”.
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2.3 El problema general de la sincronización

La sincronización de señales periódicas es un fenómeno bien conocido en F́ısica, Inge-
nieŕıa y muchas otras disciplinas cient́ıficas. En su acepción tradicional, se dice que
dos señales periódicas están sincronizadas cuando sus peŕıodos son conmensurables.
Una de las formas de lograr esta sincronización es mediante el empleo de fuerzas ex-
ternas, como sucede en el caso de las comunicaciones electrónicas, donde se utiliza un
oscilador patrón, de frecuencia muy estable (oscilador a cristal), pero de baja potencia
como sincronismo de varios osciladores de inferior calidad y de mayor potencia [36].

La sincronización de osciladores, desacoplados entre śı,resulta, en esencia, más
simple que el alterar el sincronismo natural que se establece cuando osciladores casi
idénticos se acoplan entre śı, constituyendo un sistema más robusto [37]. Pero aún el
problema más sencillo de varios osciladores independientes entre śı, sincronizados por
una única señal periódica externa, presenta una estructura de resonancias múltiples
muy compleja [38-41].

La posibilidad de que dos o más sistemas caóticos oscilen de manera sincronizada
y coherente no es obvia debido a la conocida dependencia sensible con las condiciones
iniciales. Sin embargo Pecora y Carroll [20] demostraron que es posible acoplar dos
sistemas caóticos, que parten de estados iniciales distintos, de modo tal que sus oscila-
ciones (que no tiene por qué ser periódicas) se sincronicen. Esta sincronización puede
ser idéntica (las señales correspondientes en ambos sistemas coinciden exactamente) o
bien generalizada (existe una relación funcional fija entre las variables de uno y otro
sistema). En ambos casos, la sincronización es un proceso asintótico. También es
posible lograr una sincronización de fase [42], que es una noción más débil y de alguna
forma equivalente a la sincronización usual en señales periódicas.

La sincronización y el control son temas estrechamente vinculados. A partir de
técnicas de sincronización se han podido inferir nuevos métodos para controlar sis-
temas caóticos [21] y se han obtenido logros importantes en el control de arritmias
card́ıacas, reacciones qúımicas industriales de tipo oscilatorio y sistemas electrónicos
[22-24].

Ha habido un amplio desarrollo en la aplicación de técnicas de sincronización a
sistemas de comunicaciones [43-45]. Algunas de las más utilizadas se describen a
continuación.

2.4 Sincronización de sistemas caóticos

Los fenómenos caóticos se presentan en muchos sistemas naturales y en dispositivos
artificiales. Muchos trabajos de investigación se han centrado principalmente en el des-
cubrimiento y caracterización del caos. Recientemente, se han propuesto varias ideas
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y técnicas para utilizar las caracteŕısticas del caos para alcanzar ciertos objetivos. La
sincrońıa de caos se ha empleado para incrementar la potencia de lasers, sincronizar
circuitos electrónicos, controlar oscilaciones en reacciones qúımicas, estabilizar el ritmo
card́ıaco en animales y para seguridad en las comunicaciones mediante la codificación
de información. Las aplicaciones del caos en diferentes campos de la ciencia y tec-
noloǵıa tienen su base en dos problemas, que son el control del caos y la sincronización
en sistemas caóticos.

La sincronización de sistemas caóticos es el problema que se abordará en este tra-
bajo de tesis; por tanto, se tratará de proporcionar una explicación más detallada del
mismo.

La posibilidad de que dos o más sistemas caóticos oscilen de manera coherente y
sincronizada no es obvia. Una de las principales caracteŕısticas asociadas al compor-
tamiento caótico, es la sensibilidad a condiciones iniciales. De lo anterior se pudiera
concluir que la sincronización de sistemas caóticos no es factible, porque en sistemas
reales no es posible reproducir exactamente condiciones iniciales idénticas. Aśı, incluso
una desviación infinitesimal en los parámetros o de las condiciones iniciales eventual-
mente dará lugar a la divergencia de trayectorias. En este contexto, el hecho de alcanzar
sincrońıa de sistemas caóticos, pueden considerarse como un problema fascinante e im-
portante.

2.4.1 Métodos de sincronización

La sincronización, que puede ser entendida como el ajuste de ritmos entre dos o más
osciladores debido a sus interacciones, es un fenómeno presente tanto en sistemas nat-
urales como artificiales y es un t́ıpico ejemplo de auto-organización. El análisis del
fenómeno de sincronización de sistemas dinámicos ha sido objeto de un área de inves-
tigación muy activa desde su primera observación por el cient́ıfico holandés Christian
Huygens en 1673 quien observó sincronización en dos péndulos acoplados.

El estudio sistemático moderno, tanto experimental como teórico, de este fenómeno
fue iniciado por Edward Appleton, Balthasar Van der Pol y Andronov y Vitt que
observaron sincronización en generadores eléctricos. Cobra popularidad hace aproxi-
madamente 20 años, tiempo en el cual se produjeron diversidad de art́ıculos y libros
que tratan de una u otra manera sobre la sincronización en sistemas que van desde
los biológicos tales como luciérnagas, grillos, cigarras, hormigas, sistemas ecológicos,
diferentes comportamientos en poblaciones humanas, células cardiacas, neuronas en
el sistema nervioso y en la relación fisiológica entre el corazón y pulmones, pasando
por sistemas qúımicos (osciladores bioqúımicos) y llegando a sistemas artificiales como
circuitos electrónicos, etc.
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CAÓTICOS

Los grandes trabajos sobre la sincronización del caos se atribuyen a Fujisaka, Pi-
covsky y Afraimovich [46-47] y a Pecora y Carroll [20] quienes presentaron los primeros
ejemplos sobre la sincronización unidireccional de sistemas caóticos acoplados [48]. Sin
embargo, tras el trabajo de Pecora y Carroll, se ha mostrado que dos comportamien-
tos caóticos imprevisibles, que inicialmente evolucionan sobre trayectorias diferentes,
pueden fundirse en una única trayectoria común si se acoplan adecuadamente. El de-
sarrollo de los sistemas de comunicaciones utilizando caos nació a partir de esa idea
y se ha afianzado, a través de trabajos fundamentales de un número importante de
investigadores.

Los circuitos se presentan como una herramienta de una gran utilidad para estudiar
una gran variedad de procesos, actuando como complemento entre el experimento en
śı y la simulación numérica por computadora. Entre las ventajas que ofrece la simu-
lación con circuitos se encuentran tanto el alto grado de desarrollo de componentes
electrónicos como el bajo costo de los dispositivos. Y son varios los ejemplos de cir-
cuitos electrónicos utilizados para el estudio de Caos; el sistema de Lorenz, Rössler y
Chua, por mencionar solo algunos.

El significado de sincronización de caos se refiere al proceso en el que se involu-
cran dos (o varios) sistemas caóticos (equivalentes o no equivalentes) ajustando sus
propiedades para que tiendan a un comportamiento común (periódico o ruidoso) [49].
Este fenómeno de sincronización inicialmente hace que los sistemas evolucionen sobre
atractores diferentes para que finalmente puedan lograr empatar, acoplarse y coincidir
en una misma trayectoria [50, 51]. Es sorprendente que la sincronización entre dos
sistemas caóticos aparece cuando se considera la dependencia de la dinámica caótica
en las condiciones ińıciales del sistema.

Hay que destacar que hay una gran variedad de esquemas de acoplamiento que
conducen al régimen de sincronización. Dependiendo de la configuración particular del
acoplamiento, podemos distinguir dos casos principales: acoplamiento unidireccional
y acoplamiento bidireccional.

1. Acoplamiento unidireccional.

El sistema global está formado por dos subsistemas acoplados según una config-
uración de tipo maestro-esclavo Fig. 2.1. Eso implica que el comportamiento
del sistema esclavo depende del comportamiento del sistema maestro, mientras
que este último no se ve influido por el comportamiento del sistema esclavo.
Como resultado, el sistema esclavo se encuentra forzado a seguir la dinámica (o
una función propia de la dinámica) del maestro. Dicho de otro modo, cuando
la evolución de uno de los dos sistemas no es alterada por el acoplamiento la
configuración resultante es un acoplamiento unidireccional.
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2. Acoplamiento bidireccional.

Aqúı ambos subsistemas son acoplados con otro, o cuando los dos subsistemas
son conectados de tal forma que sus trayectorias están mutuamente influenci-
adas por el comportamiento del otro. Esta situación ocurre en fisioloǵıa, entre el
sistema cardiaco y el respiratorio, también se da en láseres con retroalimentación.

Es sorprendente que la sincronización entre dos sistemas caóticos aparece cuando se
considera la dependencia de la dinámica caótica en las condiciones ińıciales del sistema.

Cuando las condiciones ińıciales en los sistemas caóticos, al tener la mas mı́nima
variación en el sistema, provoca que se obtengan resultados y evolucione en un sistema
más complejo que al que originalmente se teńıa, esto hace que a simple vista sea dif́ıcil
la sincronización en sistemas caóticos reales, ya que en la práctica no es posible igualar
las condiciones ińıciales o hacer dos sistemas totalmente idénticos, para poder lograr
la sincronización; se pueden crear sistemas muy parecidos pero siempre existirá un
margen de error.

En telecomunicaciones la sincronización brinda comunicaciones seguras [52]. Exis-
ten dos formas principales de acoplamiento, de forma unidireccional la cual consiste en
sistemas Maestro-Esclavo (Master -Slave) ver figura 1.1, donde el maestro es el sistema
gúıa o de referencia y el esclavo es el sistema guiado el cual es dependiente del maestro.
En el caso de ser bidireccional ambos sistemas interactúan entre śı y están acoplados
uno con el otro creando una sincronización mutua.

Figure 2.1: Esquema de sincronización.

La sincronización entre dos sistema, se consigue cuando uno de los sistemas mo-
difica su comportamiento y sigue la trayectoria del otro sistema, o ambos oscilan en
una nueva trayectoria común [53]. El acoplamiento podrá ser de dos tipos difusivo o
conductivo [54, 55].

La aparición y la robustez de los estados de sincronización ha sido establecida
mediante diferentes esquemas de acoplamiento, tales como el método de Pecora y Car-
roll [20], la realimentación negativa [56], acoplamiento esporádico [57], descomposición

26



CHAPTER 2. CONTROL Y SINCRONIZACIÓN DE SISTEMAS
CAÓTICOS

activa-pasiva [58-59].

En el contexto de sistemas caóticos acoplados, diferentes clases de sincronización
han sido estudiadas recientemente. Sincronización idéntica ó completa, sincronización
en fase, sincronización de retardo, sincronización generalizada, sincronización de re-
tardo intermitente, sincronización de fase imperfecta, y finalmente la casi sincronización
[50-57].

2.4.2 Sincronización Completa o idéntica SC (complete or
identical synchronization)

Cuando uno trata con sistemas idénticos acoplados, la sincronización aparece como
la igualdad de las variables de estado, mientras que evoluciona en el tiempo. Para el
acoplamiento, debemos distinguir entre dos diferentes situaciones. Cuando la evolución
de uno de los sistemas acoplados es inalterada por el acoplamiento, tenemos como resul-
tado el acoplamiento unidireccional o maestro-esclavo. Por el contrario nos referimos
a un acoplamiento bidireccional cuando ambos sistemas son conectados de manera
tal que influyen mutuamente en su comportamiento. Dentro de esta clasificación la
apariencia y robustez de los estados de sincronización ha sido establecida por medio
de varios esquemas de acoplamiento diferentes, como el de Pecora y Carroll [20,56,57],
la retroalimentación negativa [58], la conducción esporádica [59], la descomposición
activa- pasiva, el acoplamiento difusivo y algunos otros métodos h́ıbridos.

2.4.3 La configuración Pécora y Carroll (PC)

Iniciamos considerando un sistema caótico cuya evolución temporal está dada por la
siguiente ecuación:

ż = F (z) (2.5)

Aqúı z = (z1, z2, ..., zn) es un vector de estado n−dimensional definiendo un vector
de campo F : Rn → Rn . El esquema PC consiste al suponer un sistema dinámico de
Ec.1., y descomponiendo el maestro en tres subsistemas.

u̇ = f(u, v) (2.6)

v̇ = g(u, v) Maestro

ẇ = h(u, w) Esclavo

Donde u = (u1, u2, ..., um) , v = (v1, v2, ..., vk), w = w1, w2, ..., wl y n = m + k + l.
El primer subsistema de Ec.1.6 define el sistema maestro, considerando el segundo
subsistema de Ec.1.6 que representa el sistema esclavo, su evolución es guiada por la
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trayectoria del maestro utilizando la señal u.

Aśı la sincronización completa es definida como una identidad entra las trayectorias
del sistema respuesta w y una réplica w′ de esta w′ = h(u, w′) para la misma señal de
conducción caótica u(t) . La existencia de CS implica que la respuesta del sistema es
asintóticamente estable (limt→∞e(t) = 0 , siendo e(t) el error sincronización dado por
e(t) = ||w−w′|| ). En otras palabras, el sistema olvida sus condiciones ińıciales, evolu-
cionando en un atractor caótico. Este tipo de sincronización se puede lograr siempre
que los exponentes de Lyapunov del sistema esclavo bajo las órdenes del maestro (los
exponentes condicionales de Lyapunov) sean negativas, es decir el sistema es conser-
vativo. Como condición se cumple solo si u es una señal de sincronización.

2.4.4 Configuración APD (active-passive decomposition method).

Este método se considera un sistema caótico autónomo y es rescrito como un sistema
no autónomo.

ẋ = f(x, s(t)) (2.7)

En donde s(t) es la señal de conducción s = h(x) o ṡ = h(x, s) , y f : Rn → Rn .
La sincronización completa se refiere a la relación entre el sistema Ec. 1.7 y una réplica
(el sistema de respuesta) que es conducida por la misma señal s(t) . Cabe mencionar
que esta última afirmación no excluye un comportamiento caótico de s(t) , ya que es
conducido por una señal caótica s(t).

Para poder ilustrar mejor esta configuración, L. Kokarev y U. Parlittz [59] analizaron
el sistema propuesto por Lorenz.

ẋ = −10x+ s(t) (2.8)

ẏ = 28x− y − xz

ż = xy − 2.66z

Conducido por s = h(x) = 10 y , se puede comprobar mediante el uso de los ex-
ponentes de Lyapunov que el sistema se sincroniza con su copia para todos los tipos
considerados de la señal de conducción s(t).

En comparación con la configuración PC que solo puede lograr sincronizarse un
numero finito de formas para un sistema caótico dado, APD permite elegir libremente
la señal de conducción s(t) , o alternativamente la función h(x) lo que la hace muy
poderosa y en general extrema flexibilidad en aplicaciones.
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2.4.5 Sincronización en un sistema no idéntico de baja di-
mensión.

Hoy en d́ıa una de las areás de investigación de sistemas dinámicos es poder sincronizar
sistemas no identicos, llegar a sincronizar este tipo de sistemas es un grán reto, ya
que implica aplicar teorias de control. La parte fundamental de la tesis es llegar a
sincronizar los osciladores Van Der pol y Duffing, ya que estos osciladores presentan
dinámica muy diferente entre śı. Se ha visto que cuando sistemas caóticos idénticos son
acoplados con una fuerza de acoplamiento lo suficientemente fuerte, se puede alcanzar
la sincronización completa, siguiendo una misma trayectoria caótica. La sincronización
en este caso es asociada con la transición de los exponentes de Lyapunov de valores
positivos a negativos. Sin embargo, sistemas experimentales y cada vez más reales, a
menudo no son completamente idénticos, especialmente si existen discrepancias en los
parámetros de los sistemas. Es por ello que la sincronización completamente idéntica
no se puede esperar en los sistemas que no son completamente idénticos por que no
existe una relación x = y, al ver una sincronización completa se veria una linea recta a
45 grados al observar los señales x vs y. Para sistemas caóticos que no son identicos se
pueden sicronizar completamente para tener la relación x = y, mediante forzamientos
de señales periodicas y diseñando sistemas de control apropiados para los sistemas a
sincronizar.

29



CHAPTER 2. CONTROL Y SINCRONIZACIÓN DE SISTEMAS
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SISTEMA VAN DER POL-DUFFING

3.1 Introducción

El oscilador de Van Der Pol y el oscilador de Duffing amortiguado se destacan como
paradigmas de osciladores no lineales. El primero es el prototipo de ciclo ĺımite, mien-
tras que el último es el prototipo del atractor extraño. Los extensos estudios dedicadas
al oscilador Van Der Pol han revelado que posee un rico comportamiento dinámico es-
pecialmente cuando presentó a una excitación sinusoidal. El oscilador de Van Der Pol
con un pozo doble de potencial exhibe ricos y sorprendentes estructuras de bifurcación
con un importante número de estados, el mar caótico que contiene muchas islas de los
estados periódicos y las transiciones del caos a estados normales que se producen a
través de diversas v́ıas: peŕıodo de duplicidad, caos transitoria y cuasi-periodicidad.

Para el oscilador de Duffing, su régimen autónomo conduce a oscilaciones amor-
tiguadas mientras que en la presencia de una fuerza externa sinusoidal, demuestra
histéresis, multiestabilidad, peŕıodo de duplicación, y los escenarios intermitentes al
caos.

Un modelo de osciladores acoplados de diferentes atractores podŕıa servir como un
buen modelo para los sistemas reales en la naturaleza [60]. Tal sistema acoplado ex-
hibe algunos fenómenos como la histéresis, fenómenos resonantes y antiresonante que
se pueden encontrar en la f́ısica, biológica, económica, o sistemas electromecánicos. En
cuanto a la unión entre un oscilador de Van Der Pol y el oscilador Duffing, tres esque-
mas básicos se pueden enumerar: acoplamiento giroscópico (acoplamiento a través de
la aceleración), acoplamiento disipativo (acoplamiento a través de la velocidad), y el
acoplamiento elástico (acoplamiento a través de soluciones).

En este Caṕıtulo vamos a analizar la dinámica que presentan determinados os-
ciladores electrónicos del tipo Van Der Pol-Duffing. El primero de ellos es una versión
propuesta recientemente [60], donde no se llega a la sincronización del sistema. El
segundo sistema se hace una acoplamiento similar para llegar a sincronizar al sistema
mediante forzamiento externo y un tipo de acoplamiento elástico y disipativo.
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3.2 Sistema Van Der Pol-Duffing

La dinámica de un sistema que consta de un oscilador Van Der Pol elasticamente y
simétricamente acoplado a un oscilador de Duffing se describe por el siguiente conjunto
de ecuaciones diferenciales

ẍ− µ(1− x2)ẋ+ x−K(y − x) = 0 (3.1)

ÿ + αẏ − y + εy3 −K(x− y) = 0 (3.2)

donde µ y ε son parámetros positivos que controlan la no linealidad del sistema, el
parámetro α para la disipación, mientras que K representa la fuerza de acoplamiento.
Expresado en la forma:

ẍ− µ(1− x2)ẋ+
∂U1(x)

∂x
−K(y − x) = 0 (3.3)

ÿ + αẏ +
∂U2(y)

∂y
+ εy3 −K(x− y) = 0 (3.4)

donde U1(x) y U2(y) son las funciones potenciales de cada oscilador del sistema de
Ecs 3.1 y 3.2, representan un pozo simple el oscilador Van Der Pol acoplado un pozo
doble del oscilador de Duffing. Una representación grafica de los potenciales U1(x) y
U2(y) se muestra en la Fig. 3.1, se puede observar que hay dos mı́nimos locales (pozo
doble) en y = ±1/

√
ε y un máximo local en y = 0 para U2(y), U1(x) tiene un único

mı́nimo (pozo simple) en y = 0.
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Figure 3.1: Gráficas de las funciones potenciales U1(x) y U2(y) correspondiente a los
osciladores Van Der Pol y Duffing (ε = 1).

Recordando del Capitulo 1 que el oscilador de Van Der Pol se caracteriza por ser un
oscilador con amortiguamiento no lineal, mientras que el oscilador de Duffing describe
el movimiento de una part́ıcula clásica en un doble pozo de potencial. Haciendo un
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cambio de variables ẋ = u y ẏ = v, del sistema de Ecs. 3.1 y 3.2 puede reescribirse
como un cojunto de cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden:

ẋ = u (3.5)

u̇ = µ(1− x2)u− x+K(y − x)

ẏ = v (3.6)

v̇ = −αv + y − εy3 +K(x− y)

Para K = 0, ambos osciladores están desacoplados: el Van Der Pol presenta un
atractor ciclo ĺımite, mientras que el oscilador de Duffing experimenta un movimiento
oscilatorio amortiguado. El acoplamiento empleado en el sistema es una retroali-
mentación lineal que puede ser visto como una perturbación de cada oscilador por
una señal proporcional a la diferencia de su posición. Las Ecs 3.5 y 3.6 admiten una
interesante simetria que es revelante para las investigaciones de la dinámica de sistemas.

sea (x(t), u(t), y(y), v(t))T solución de las Ecs 3.5 y 3.6 para los parámetros α, µ, K,
y ε, entonces (−x(t),−u(t),−y(t),−v(t))T es también una solución para los mismos
parámetros establecidos. Esto implica que los atractores en el espacio fase tienen que
ser simetricos respecto al origen;de lo contrario deben aparecer en parejas, a restablecer
la simetŕıa exacta del sistema.

3.3 Análisis de estabilidad

Los puntos fijos del sistema Van Der Pol-Duffing acoplado son calculados mediante
las Ecs. 3.5 y 3.6 igualando a cero el lado derecho, por lo tanto las soluciones son
E0 = (0, 0, 0, 0)T , E1 = (a, 0, b, 0)T y E2 = (−a, 0,−b, 0)T , donde a y b se definen
como:

a =
K

(1 +K)
√

ε(a+K)
(3.7)

b =
1

√

ε(a+K)
(3.8)

Teniendo en cuenta que E1 y E2 son simétricas con respecto al origen; también
comparten las mismas propiedades de estabilidad. La matriz Jacobiana evaluada en
cualquier punto fijo (x0, u0, y0, v0)

T puede ser calculada.

J =









0 1 0 0
−1−K − 2µu0x0 µ(1− x2

0) K 0
0 0 0 1
K 0 1−K − 3εy20 −α








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Por lo tanto la estabilidad del punto fijo (x0, u0, y0, v0)
T se determina de acuerdo a

la parte real de las ráıces de la siguiente ecuación caracteristica det(J − λI) = 0.

λ4 + A3λ
3 + A2λ

2 + A1λ+ A0 = 0 (3.9)

donde

A0 = −1 + 3εy20(1 +K) + 2µu0x0(−1 +K + 3εy20) (3.10)

A1 = α(1 +K + 2µu0x0) + µ(1−K − 3εy20)(1− x2
0) (3.11)

A2 = 3εy20 + 2(K + µu0x0)− αµ(1− x2
0) (3.12)

A3 = α− µ(1− x2
0) (3.13)

Un cojunto de condiciones son necesarias y suficientes para todas las raices de las
Ecs. 3.10-3.13, la obtener las partes reales negativas propuesta por Routh-Hurwitz
expresado por las siguientes ecuaciones.

Ai > 0 (i = 0, 1, 2, 3) (3.14)

A3A2 − A1 > 0 (3.15)

A3(A1A2 − A0A3)− A2
1 >= 0 (3.16)

El origen del sistema E0 = (0, 0, 0, 0)T es siempre inestable independiente de
los parámetros del sistema dado que A0 = −1. Fijando los parámetros α = 0.5,
µ = 0.8, ε = 0.3 y K = 0.5, implica que a y b tengan los siguientes valores:
(a, b) = (0.4969, 1.4907). Por lo tanto los valores propios asociados a E0 son (0.3675±
1.1939i, 0.6120,−1.0471), mientras que los valores propios relacionados con E1 y E2

son (0.2075±1.1658i,−0.1563±1.1840i). Obviamente para estos valores de parámetros
del sistema fijados, tanto E0,E1 y E2 son puntos sillas.

3.3.1 Bifurcación y el inicio del caos

Analizaremos el comportamiento del sistema acoplado con respecto a los cuatro parámetros
(µ,α, ε y K), nos concentraremos en fijar tres parámetros del sistema y haremos variar
el cuarto parámetro, con la finalidad de obtener los diagramas del bifurcación y ver las
regiones donde se presenta en caos en el sistema Van Der Pol-Duffing, para este objetivo
las Ecs. 3.5 y 3.6 se resuelven numéricamente utilizado el algoritmo de Runge-Kutta
de cuarto orden, para definir rutas hacia el caos en nuestro sistema. Los diagramas de
bifurcación teniendo como parámetro de control ε, se obtienen mediante el trazo de
los maximos de x(t) y y(t) en términos de ε como parámetro de control que se varió
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en pequeños pasos, fijando α = 0.5, µ = 0.8 y K = 0.5.

Las estructuras de bifurcación incluyen periodo de duplicación, simetŕıa de ruptura
y pequeñas regiones de periocidad en dominios caótico. En los diagramas de difurcación
para ε (Figs. 3.2 y 3.3) observamos que el sistema acoplado manifiesta un ciclo ĺımite
para valores pequeños, asi como también para grandes valores de ε. Los cálculos de los
diagramas de bifurcación se han hecho con las mismas condiciones iniciales: x(0) = 0.8,
y(0) = 2.0, u(0) = 0 y v(0) = 0.
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Figure 3.2: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenada x en términos del
parámetro de control ε.
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Figure 3.3: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenada y en términos del
parámetro de control ε.

El segundo parámetro de control α que presenta el oscilador de Duffing se utizara
como control del sistema Van Der Pol-Duffing, los diagramas de bifurcación se obtienen
mediante el trazo de los maximos de x(t) y y(t) en términos de α como se muestran
en las Figs. 3.4 y 3.5, fijando ε = 1, µ = 0.4 y K = 0.5.
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Figure 3.4: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenada x en términos del
parámetro de control α.
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Figure 3.5: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenada y en términos del
parámetro de control α.

El oscilador de Van Der Pol solo tiene un parámetro de control µ, para este caso
los 3 parámetros ε, K yα se fijaron a 0.5. Los diagramas de bifurcación teniendo como
parámetro de control µ, se obtienen mediante el trazo de los maximos de x(t) y y(t) en
términos de ε como parámetro de control que se varió en pequeños pasos, en las Figs.
3.6 y 3.7 se observa que la transición al caos es mas notoria para valores grandes de
mu, y para valores pequeños de mu hay una bifurcación de periodo 3.
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Figure 3.6: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenada x en términos del
parámetro de control µ.
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Figure 3.7: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenada y en términos del
parámetro de control µ.

Para investigar la dinámica del sistema acoplado Van Der Pol-Duffing, se dibuja
un diagrama de bifurcación. El diagrama de bifurcación, como se muestran en las
Figs 3.8 y 3.9, se señala para amplitudes máximas de x e y contra el acoplamiento
K. Los cálculos se han hecho para los valores fijos de µ = 0.8, α = 0.5 y ε = 1. El
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sistema acoplado desarrolla algunas regiones periódicos y caóticos si la constante K de
acoplamiento es variado, teniendo ciclo ĺımite para valores grandes y pequeños de K.
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Figure 3.8: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenada x en términos del
parámetro de control K.
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Figure 3.9: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenada y en términos del
parámetro de control K.

Algunos retratos de fase se observan en las Fig 3.10-3.13. haciendo variar el
parámetro ε, muestran estados t́ıpicos del sistema. Observamos que el sistema acoplado
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muestra un comportamiento ciclo ĺımite simple para valores pequeños como para
grandes valores de ε, tambien presentando periodo-2, periodo-3 y caos, estas tran-
siciones de pueden observar en los diagramas de bifurcación.

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x

u

(a) Oscilador forzado de Van Der Pol.
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(b) Oscilador forzado de Duffing.

Figure 3.10: Dinámica de los osciladores Van Der Pol y Duffing ε = 0.15.
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(a) Oscilador forzado de Van Der Pol.
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(b) Oscilador forzado de Duffing.

Figure 3.11: Dinámica de los osciladores Van Der Pol y Duffing ε = 0.22.
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(a) Oscilador forzado de Van Der Pol.
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(b) Oscilador forzado de Duffing.

Figure 3.12: Dinámica de los osciladores Van Der Pol y Duffing ε = 0.30.
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(a) Oscilador forzado de Van Der Pol.
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(b) Oscilador forzado de Duffing.

Figure 3.13: Dinámica de los osciladores Van Der Pol y Duffing ε = 0.55.

3.4 Implementación del circuito analógico

La implementación de la computadora analógica es una herramienta necesaria para es-
canear el rango de parámetros a fin de encontrar los valores adecuados de los parámetros
para una simulación numérica.

Otra ventaja de este enfoque en comparación con el cálculo numérico es que no
hay necesidad de esperar largos periodos para encontrar las regiones de interés. Esto
puede servir para justificar el creciente interés dedicado a este tipo de aplicación para
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el análisis de sistemas no lineales y caóticos. El objetivo de esta sección es el diseño de
un circuito analógico apropiado para la investigación del modelo descrito por las Ecs.
3.5 y 3.6 con el fin de validar y apoyar a los resultados teóricos. Las rutas hacia el
caos en el sistema son investigados experimentalmente; retratos de fase numéricos son
comparados con los experimentales.

3.4.1 Diseño del simulador analógico

La Fig. 3.10 es un diagrama esquemático del circuito electrónico Van Der Pol-Duffing.
Los multiplicadores electrónicos son las versiones analógicos AD633JN de los AD633,
multiplicadores de voltaje. Se utilizan para implementar los términos no lineales de
nuestro sistema. Los integradores son amplificadores operacionales (TL081) con con-
densadores de retroalimentación. Las sumatorias se obtienen utilizando amplificadores
operacionales con resistencias de retroalimentación y resistencias de entrada. Las sal-
idas del circuito se puede mostrar directamente en un osciloscopio para observar el
retraso de fase. Para el oscilador de Van Der Pol, los retratos de fase se obtienen de las
salidas U1A para X y de U1B para Y . El mismo procedimiento se aplica al oscilador de
Duffing y los retratos de fase se obtienen de las salidas U2D paraX y de U3A para Y . Se
puede demostrar que el voltaje en X (salida de U1A) e Y (salida de U2D) se describen
por el conjunto de ecuaciones diferencial no lineal acopladas 3.5 y 3.6. En términos de
los componentes del circuito, los parámetros de las Ecs. 3.5 y 3.6 se definen como sigue:

α =
1

104R14C3

ε =
1

1010R12R18C3C4

µ =
R3

106R2R6C1

K =
R10

R9

Estas definiciones tienen en cuenta las siguientes relaciones cŕıticas entre resisten-
cias y condensadores:

R7 = 100R6

R1R8C1C2 = R11R18C3C4
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R1R5C1C2 = 10−8

R13R18C3C4 = 10−8

Figure 3.14: Diagrama esquematico del circuito electronico Van Der Pol-Duffing.

3.4.2 Observaciones experimentales

Ahora nos centramos en el estudio experimental de nuestro sistema. Los efectos de
no linealidad cúbica (es decir, el parámetro ε) en la dinámica del sistema se analiza
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mediante el control de una sola resistencia (R12) mientras se mantiene el resto de los
componentes electrónicos valores constantes. Se seleccionan los siguientes valores de
los componentes de circuitos: C1 = C2= C3 = C4 = 1nF , R1 = R8= R11 = 100kΩ,
R2 = 33kΩ, R3 = 26, 4kΩ, R4=R15 = R17= 68kΩ, R5 = 100kΩ, R6 = 1kΩ, R7 =
100kΩ, R9 = 12kΩ, R10 = 6kΩ, R13 = 100kΩ, R14 = 200kΩ, R16= R18 = 100kΩ. La
elección de estos valores se justifica por nuestro deseo de utilizar los mismos conjuntos
de parámetros del sistema para ambos estudios numéricos y experimentales. Cuando el
control de la resistencia de control R12, se encuentra que el circuito electrónico exhibe
un comportamiento dinámico rico y complejo. Proporcionamos en la Figs. 3.15-3.18
muestra algunos retrasos de fase obtenidos experimentalmente. Tenga en cuenta que
las imágenes de la Figs. 3.15-3.18 están muy cerca de los retratos de fase calculados
numéricamente (ver Figs. 3.). Además de las Figs. 3.15-3.18, se puede ver que el cir-
cuito experimental presenta las mismas estructuras de bifurcación como los obtenidos
numéricamente.

Figure 3.15: Espacio fase experimental del sistema Periodo-1, R12 = 6665Ω.

Figure 3.16: Espacio fase experimental del sistema Periodo-2, R12 = 4545Ω.
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Figure 3.17: Espacio fase experimental del sistema región caótica, R12 = 3330Ω.

Figure 3.18: Espacio fase experimental del sistema Periodo-3, R12 = 1820Ω.

Con este tipo de acoplamiento [60], no es posible llegar a la sincronización completa.
Para llegar a sincronizar se tendria que ver al sistema Van Der Pol-Duffing como uno
solo de 4-Dimensión y acoplarlo con otro sistemas identico, como se analiza en el
art́ıculo [60].

3.5 Sistema Van Der Pol-Duffing forzado

Esta sección se forzara a los osciladores Van Der Pol y Duffing para llevarlos a estados
caoticos sin estar acoplados para posteriormente acoplarlos mediante la diferencias de
posiciones y velocidades. Como se vio anteriormente no se pudo acoplar al sistemas
Van Der Pol-Duffing solo utilizando la diferencias de posición.

El nuevo acoplamiento que se utilizara para el sistema Van Der Pol-Duffing forzado
se describe por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales.
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ẋ = u+K(y − x) (3.17)

u̇ = µ(1− x2)u− x+ A1Cosw1t +K(v − u)

ẏ = v +G(y − x) (3.18)

v̇ = −αv + y − εy3 + A2Cosw2t+G(v − u)

Para K = 0 y G = 0, ambos osciladores están desacoplados: el Van Der Pol
forzado presenta un atractor ciclo ĺımite, mientras que el oscilador de Duffing forzado
experimenta un movimiento oscilatorio amortiguado con forzamiento externo. El
acoplamiento empleado en el sistema es una retroalimentación lineal que puede ser
visto como una perturbación de cada oscilador por una señal proporcional a la difer-
encia de su posición y velocidad.

Los parámetros de acoplamientro se fijanK = 0 y G = 0 para llevar a los osciladores
Van Der Pol y Duffing por separado a sistemas caóticos iniciales. Posteriormente se
fijaran los parámetros del oscilador Van Der Pol y Duffing forzados con µ = 0.8,
α = 0.25, ε = 1, A1 = 1, W1 = 0.4, A1 = 0.3 y W2 = 1. En la Fig. 3.19 se observa la
dinámica de los osciladores forzados con condiciones iniciales: x(0) = 0.8, y(0) = 2.0,
u(0) = 0 y v(0) = 0.
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(a) Oscilador forzado de Van Der Pol.
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(b) Oscilador forzado de Duffing.

Figure 3.19: Dinámica de los osciladores Van Der Pol y Duffing en una región caótica.

LLevando a los osciladores a una región caótica ambos, veremos su comportamiento
haciendo G = 0, y tendremos como variable de acoplamiento K que sera nuestro
control. Para este caso se tendra un acoplamiento unidireccional por lo que Duffing
actuara como el sistema Maestro y Van Der Pol como el sistema Esclavo. Los diagramas
de bifurcación teniendo como parámetro de control K, se obtienen mediante el trazo
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de los maximos de x(t), y(t), u(t) y v(t) en términos de K como parámetro de control
que se varió en pequeños pasos de 0− 100.
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(a) Diagrama de bifurcación x(t) vs K.

0 20 40 60 80 100

-1

0

1

2

3

4

K

Y

(b) Diagrama de bifurcación y(t) vs K

Figure 3.20: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenadas x(t) e y(t) en
términos del parámetro de control K.
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(a) Diagrama de bifurcación u(t) vs K.
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(b) Diagrama de bifurcación v(t) vs K

Figure 3.21: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenadas u(t) y v(t) en
términos del parámetro de control K.

Como se puede observar en la Fig. 3.20 los diagramas de difurcación de de x(t) e
y(t) en términos de K son muy similares, como también en la Fig. 3.21 muestra el
diagrama de difurcación de de u(t) y v(t), esto significa para ciertos valores de K, el
sistema Van Der Pol-Duffing forzado se acoplan de manera unidreccional, tambien se
puede observar que la sincronización se realiza en los canales x−y como en los canales
u−v. En ambos existe la sincronización completa, pero para cuestiones practicas envio
de información el canal x− y es mas amplio el rango del parámetro K.

En la Fig. 3.22 se toma el valor de K = 20, y se puede observar que ya se logra
una sincronizacion en los canales x− y, y la dinámica Van Der Pol es afectada ya por
Duffing.
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(a) Dinámica de Van Der Pol paraK = 20
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(b) Espacio fase entre los canales x− y

Figure 3.22: Sincronización Van Der Pol-Duffing para K = 20.

Ahora se tomara K = 0, y tendremos como variable de acoplamiento G que sera
nuestro control. Para este caso se tendra un acoplamiento unidireccional por lo que
Van Der Pol actuara como el sistema Maestro y Duffing como el sistema Esclavo. Los
diagramas de bifurcación teniendo como parámetro de control K, se obtienen mediante
el trazo de los maximos de x(t), y(t), u(t) y v(t) en términos de G como parámetro de
control que se varió en pequeños pasos de 0− 100.
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(a) Diagrama de bifurcación x(t) vs K.
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(b) Diagrama de bifurcación y(t) vs K

Figure 3.23: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenadas x(t) e y(t) en
términos del parámetro de control K.
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(a) Diagrama de bifurcación u(t) vs K.
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(b) Diagrama de bifurcación v(t) vs K

Figure 3.24: Diagrama de bifurcación del sistema de la cordenadas u(t) y v(t) en
términos del parámetro de control K.

Como se puede observar en la Fig. 3.23 los diagramas de difurcación de de x(t)
y y(t) en términos de G son similares para cierto valor de G, como también en la
Fig. 3.24 muestra el diagrama de difurcación de de u(t) y v(t) muy parecidos, esto
significa que también para ciertos valores de G, el sistema Van Der Pol-Duffing forzado
se acoplan de manera unidreccional, se puede observar que la sincronización se realiza
en los canales x − y como en los canales u − v. En ambos existe la sincronización
completa, pero para cuestiones practicas envio de información el canal x − y es mas
amplio el rango del parámetro G.

En la Fig. 3.25 se puede observar como es afectada la dinámica de Duffing, llegando
a la sincronización variando el parámetro de control K.
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(a) Dinámica de Duffing para G = 10
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Figure 3.25: Sincronización Van Der Pol-Duffing para G = 10.

Cuando los parámetros de acoplamiento K 6= 0 y G 6= 0, se tiene un acoplamiento
bidereccional, entre ambos sistemas, una cuestión interesante a resolver es como debe
ser la relación entre K y G, para ver quien actua como Maestro y Esclavo. Lo que se
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hizo de manera numerica que para ciertos valores de K y G se observo la influencia
quien actuaba como Maestro y Esclavo.
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Conclusiones

Esta tesis está basada en el estudio de los osciladores dinámicos no lineales que en
los últimos años ha tenido gran interés por parte de la comunidad cient́ıfica. Los
sistemas no lineales pueden presentar inestabilidades que en ocasiones conducen a
un comportamiento no periódico conocido con el nombre de caos determinista. En
particular, los osciladores de Van Der Pol y Duffing, ha sido sistemas utilizados en todos
los caṕıtulos expuestos aqúı, debido a las ventajas que presenta cuando se comparan
con sistemas reales.

Es importante volver a mencionar que todos los resultados obtenidos en esta tesis
están basados en simulaciones numéricas (utilizando el algoritmo de Runge-Kutta de
cuarto orden) de las ecuaciones que describen la dinámica del sistema Van Der Pol-
Duffing.

Abordamos el problema del control y la sincronización del caos en el sistema Van
Der Pol- Duffing. En los caṕıtulos 2 hemos presentado las tecnicas necesarias para la
obtención del control del sistema Van Der Pol-Duffing y la sincronización entre dos de
ellos respectivamente.

En el Capitulo 3 vimos dos acoplamientos diferentes, el primero un oscilador Van
Der Pol elasticamente y simétricamente acoplado a un oscilador de Duffing, mediante
la diferencias de sus posiciones. Este sistema se analizaron los 4 parámetros de control
para encontrar rutas hacia el caos y analizar si era posible tener una sincronización en-
tre ambos osciladores, por lo que dicho sistema no fue posible sincronizarlo. El sistema
Van Der Pol-Duffing solo es posible acoplarlo con otro sistema similar Van Der Pol-
Duffing, teniendo sistemas hipercaóticos de dimensión 4 []. El segundo acoplamiento
propuesto no se conoce en la literatura, el metodo implementado era llevar a estados
caóticos ambos sistemas Van Der Pol y Duffing forzados ambos, para despues medi-
ante acoplamientos de diferencias de posición y velocidades, llevarlos a sincronizar. Se
observaron que mediante este tipo de acoplamiento propuesto ambos sistemas tienen
dinámica diferente, por lo que se pudo lograr la sincronización unidireccional y birec-
cecional. En el área de comución es un resultado muy importante ya que se planteo
una manera distinta a la que actualmente existe en la literatura para poder sincronizar
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estos osciladores de Van Der Pol y Duffing.

Finalmente queremos mencionar que los objetivos de esta tesis se han cubierto de
manera satisfactoria. Y también queremos mencionar que este trabajo también puede
ser utilizado de utilidad para trabajos futuros en la ĺınea del control y la sincronización.
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