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Resumen

Abstract.

We define for a commutative ring R, an additive category %% such that
contains a full subcategory Zr and for every finite group G, subcatego-
ries /¢ r, With Zr equivalent to the biset category, . r equivalent to the
Spang (G—set) and €x equivalent to AddZ. We prove that Fung(¢, R—mod)
is equivalent to the biset functors category while Fung (%, R—mod) is equi-
valent to the Mackey functors category over GG. For X a G-set we give an
explicit construction of the representation functor valuated on X as the
Grothendieck group of Vector bundles over X.

Resumen.

Definimos para un anillo conmutativo R, una categoria aditiva € tal que
contiene una subcategoria plena Yy y para cada grupo finito G, construimos
subcategorias .7 i tales que Zy es equivalente a la categoria de biconjuntos,
. r es equivalente a Spang (G — set) y €r es equivalente a AddZ. Demos-
tramos que Fung(%, R — mod) es equivalente a la categoria de biconjuntos
mientras que Fung(-%5, R—mod) es equivalente a la categoria de funtores de
Mackey sobre GG. Para X un G-conjunto, damos una construccién del funtor
de representaciones valuado en X como el grupo de Grothendieck de los
haces vectoriales sobre X.

Palabras clave

Funtor en biconjuntos, Funtor de Mackey, grupos finitos, teoria de repre-
sentaciones, haces vectoriales sobre G-conjuntos.



Introduccion

Tanto los funtores de Mackey, definidos global o localmente, asi como los
funtores en biconjuntos aparecen naturalmente en el estudio de las repre-
sentaciones modulares de grupos finitos, cohomologia de grupos, topologia
algebraica, entre otras areas. Estos funtores permiten generalizar las nocio-
nes de induccién, restriccion, deflacion, inflacién y conjugacion.

En [3] se definen los funtores en biconjuntos asi como los funtores de
Mackey globales a partir de ciertas subcategorias de la categoria de bicon-
juntos. Cuando hablemos de funtor de Mackey siempre nos referiremos a un
funtor de Mackey de Dress (ver definicién 1.19) a menos que se diga lo con-
trario. Para ciertos propositos, la definicién de funtor de Mackey de Dress es
mas apropiada que la definiciéon de funtor de Mackey de Green, en el contex-
to de Green, dado un grupo finito G un funtor de Mackey sobre GG sera una
coleccién de R-médulos M (H) y una coleccién de morfismos

i% . M(H) — M(G)
r& . M(G) — M(H)

cou © M(H)— MFH)

que satisfacen ciertas propiedades (ver [4] , definicién 1.1.1 | pagina 5). La de-
finicién de funtor de Mackey de Dress puede ser mas conveniente en ocasiones
puesto que la definicién de funtor de Mackey de Dress es funtorial mientras
que la definiciéon de Green no lo es, pero en la definicién de Green se extien-
den de manera explicita las nociones de induccién, restriccion y conjugacion
y es mas clasica. Las demostraciones de algunos hechos con la definicion de
Dress pueden ser mas sencillas, como por ejemplo, en la estructura monoidal
para la categoria dominio y para la estructura monoidal en la categoria de
funtores.

Un hecho muy importante a tener en cuenta es que los funtores de bicon-
juntos no generalizan a los funtores de Mackey propiamente, generalizan a
los funtores de Mackey sobre G donde para todo g € G y todo H < G

co: M(H)— M(¥H)

v
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es la identidad para todo g € C(H), es decir, los funtores de Mackey donde
el centralizador de H en GG actia trivialmente en M (H), para todo g € G y
para todo H < G. En la definicién de funtor de Mackey de Green pedimos
que ¢g : M(H) — M(YH) sea la identidad para todo h € H pero no
necesariamente se tiene la identidad para elementos del centralizador de H
en (G, esto se puede apreciar en funtores de Mackey clésicos como por ejemplo
F Py para un kG-médulo fijo, F Py (H) = V! el k-espacio vectorial de puntos
fijos. Otro ejemplo donde el centralizador no actia trivialmente es el dlgebra
de Mackey g visto como funtor de Mackey.

El estudio de los funtores de Mackey que pueden ser expresados como
funtores de biconjuntos fue hecho por Hambleton, Taylor y Williams en [11]
y en [6] encontramos una reformulacién que no depende de representantes.

La categoria de biconjuntos es una categoria preaditiva y tomando la
subcategoria formada por los biconjuntos yGa, ¢Gr y nH,,,; y sus com-
posiciones para cada grupo finito GG, cada subgrupo H < GG y cada elemento
g € G, obtenemos una definicion funtorial de funtor de Mackey global. Pode-
mos encontrar una mejor explicacién de esto en [3]. El problema es que solo
recuperamos los funtores de Mackey donde los centralizadores actian trivial-
mente y no es facil identificar una subcategoria equivalente a la de funtores
de Mackey de Dress.

La aportacién de esta tesis es el estudio de los funtores de biconjuntos
desde el punto de vista de Dress, definidos en una categoria dominio lo sufi-
cientemente pequena, en este caso resulta ser la aditivizacién de la categoria
de biconjuntos y los objetos de la categoria dominio pueden verse como sumas
directas formales finitas de la categoria dominio. El problema de encontrar
una definicién global de funtor de Mackey con biconjuntos es estudiado en [9]
usando 2-categorias. Nuestra definicién es diferente (por ejemplo, la categoria
dominio de Nakaoka es més grande, ésta tiene un objeto inicial (G, () para
cada grupo G y un objeto terminal (1,1/1) los cuales no son isomorfos). Para
recuperar los funtores de Mackey se toman ciertas propiedades adicionales.
En nuestro caso tenemos una categoria aditiva R-lineal con objeto cero (G, )
para cada grupo G y ademas, dentro de la tesis vemos que es la categoria
aditiva mas pequena que contiene a la categoria de biconjuntos.

En el capitulo 1 damos una pequena introduccién a los funtores en bicon-
juntos y a los funtores de Mackey, asi como establecemos nuestra notacion.
Para una version extendida de esto consultar [3] y [4]. En el capitulo 2 de-
finimos nuestra categoria dominio ¢ y probamos propiedades basicas de la
categoria. En capitulo 3 estudiamos la estructura aditiva de %, con la cual
identificamos las clases de isomorfismo en % y con esto identificamos a &
con Add(2) donde Z es una subcategoria de € equivalente a la categoria
de biconjuntos. Para cada grupo finito G identificamos categorias S equiva-
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lentes al Span(G — Set) con lo que identificamos sus categorias de funtores
respectivas con la categoria de funtores de Mackey de Dress.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Anillos de Burnside

Tanto el anillo de Burnside de un grupo finito como el de un G-conjunto
son importantes en la teoria de representaciones de grupos finitos. El anillo de
Burnside serd usado de manera fundamental en la definicién de morfismos en
las categorias de biconjuntos y Span(G — Set). El mismo anillo de Burnside
es un funtor en biconjuntos y, ademas es el objeto inicial de la categoria de
funtores en biconjuntos.

Dado G un grupo finito y X un G-conjunto denotamos por X a X.
Como constantemente tomaremos valores distintos, tanto de X como de G,
¢X denotard también a la pareja (G, X) con G un grupo finito y X un
G-conjunto.

Dado g € Gy x € X, la érbita de x, denotada por Og(x) es el siguiente
subconjunto de X

{gz : g € G}.

El estabilizador de x en G, denotado por G, es el siguiente subgrupo de

G

{9€G:gx=nx}.

Un G-conjunto X es transitivo si existe z € X tal que Og(x) = X.

Dados X,Y G-conjuntos, un morfismo de G-conjuntos es una funcién
f: X =Y tal que f(gx) = gf(z) para todo x € X y para todo g € G.

Notemos que Og(z) = G/G, como G-conjuntos por medio del isomorfis-
mo azx — aG, donde G /G, denota el G-conjunto de clases laterales izquierdas
con la accion traslacién. De esta forma, dado que todo G-conjunto es unién
disjunta de transitivos, entonces todo G-conjunto X es isomorfo a la suma
de clases laterales izquierdas, es decir,



2 Capitulo 1. Preliminares

xX= || G/G..

z€[G\X]

Observacién 1.1. Dado G un grupo finito y H, K < G es fdcil ver que
G/H = G/K siy sdlo si H =¢ K donde H =¢ K denota que H es G-
conjugado a K . Usando lo anterior y fijando un conjunto de representantes
de las clases de conjugacion de subgrupos de G podemos escribir todo G-
conjunto de manera unica como

Hels(G)
donde nyg son enteros no negativos.

Dado G un grupo finito y X un G-conjunto, s(G) denota el conjunto de
subgrupos de G, [s(G)] denota un conjunto de representantes de las clases
de conjugacién de los subgrupos de G, G\ X denota el conjunto de G-6rbitas
de X y [G\X] denota un conjunto de representantes de las érbitas de X.

Dado R un anillo conmutativo con 1, denotamos por R — Mod a la ca-
tegoria de R-moddulos izquierdos y denotamos por R — mod a la categoria
de moédulos izquierdos finitamente generados. Definiremos las categorias de
biconjuntos con coeficientes en R y para G un grupo finito fijo la categoria
Spang g usando el anillo de Burnside de un grupo finito y el anillo de Burn-
side de un G-conjunto respectivamente.

Definicién 1.2. Sea G un grupo finito, definimos el anillo de Burnside de G
como el grupo de Grothendieck de la categoria G —set de G-conjuntos finitos.
Lo denotaremos por B(G). Sea R un anillo conmutativo con 1, definimos el
anillo de Burnside en G con coeficientes en R, denotado por RB(G), como

R ®y B(G).
Notemos que B(G) es un anillo con el producto definido por el producto
cartesiano de G-conjuntos, bilinealmente extendido, i.e. sean a,b € B(G) y

fijando un conjunto de representantes [s(G)], a partir de la observacién 1.1
vemos que

B(G) = @ Leiu
Hels(G)]

donde cada Zg,y es isomorfo a los enteros como grupo abeliano.
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En isomorfismo entre B(G) y @ Z¢,u s6lo es un isomorfismo al nivel de
H

grupos abelianos. De esta forma,

a= Z nyG/H

Hels(@Q)]

b= > muG/H

He[s(G)]

Donde n g, my son nimeros enteros. Como X x (Y;UY3) = (X xY7)U(X xY3),
entonces el producto definido por

ab = Z ngmy (G/H x G/K)
(H,K)€[s(@)]x[s(G)]

le da a B(G) estructura de anillo.

Ejemplo 1.3. Para el grupo trivial (denotado por 1) el anillo de Burnside
estd generado por el G-conjunto trivial 1/1 como grupos abelianos, de manera
que B(1) =2 Z como grupos abelianos, este isomorfismo es de anillos puesto
que 1/1 x 1/1 = 1/1 como 1-conjuntos.

Definicién 1.4. Sea X un G-conjunto, definimos el anillo de Burnside de
X como el grupo de Grothendieck de la categoria de G — set [x de parejas
(T, @), T un G-conjunto finito y p : T — X un morfismo de G-conjuntos.
Lo denotaremos por B(¢X). Sea R un anillo conmutativo con 1, definimos

el anillo de Burnside en ¢ X con coeficientes en R, denotado como RB(X)
como R @z B(¢X)

Notemos que B(¢X) es un anillo con el producto fibrado de morfismos
de G-conjuntos, extendido bilinealmente.
La relacién entre los anillos de Burnside es la siguiente.

Proposicion 1.5. Sea G un grupo finito y X un G-conjunto, entonces

n: B(eX) = [Leewx B(Ge), n(U,¢) = IL, ¢ 1(x) es un isomorfismo de
anillos.

Demostracion. = 7) esta bien definida.

Sean (U, ), (U’ ¢") € B(¢X) con U,U" G-conjuntos y sea o : U — U’
isomorfismo de G-conjuntos tal que

p=ya

Entonces
_ 1
a7 @) = ¢ @)
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1

es un isomorfismo de G, -conjuntos con inversa o
7
nU, ) =0’ ¢)

71 define un morfismo de grupos abelianos.

, por lo tanto,

Lo que tenemos que probar es que dados (U, ), (V,9) € B(gX) con
U,V G-conjuntos, n (U, ) + (V) = n(U, ) +n(V,4).

Esto se cumple pues para ¢l : UUV — X tenemos que (pLi) ! (z) =

“Ha) Uy (a).

1(1sex)) = 1, BG.):
La unidad de B(gX) es el elemento (X,1x) con 1x : X — X la
identidad pues para (U, ¢) el diagrama

U—*2~X

o

U—">X
es un diagrama de producto fibrado.

Tenemos que 13" (z) = {z}, el G, conjunto trivial, por lo tanto,

XlX H GO—1®BG’I)
z€[G\X]

Es biyectiva. El morfismo ¢ : [T ¢/ x) B(Gz) = B(¢X) definido por

MUONCEESS

Donde z&Tx es la induccion de G, en G del G-conjunto T, es decir, es
el G-conjunto de G- érbitas de G x T}, para la accién de G, en G x T},
definida por

a(g,t) = (ga~', at)
Denotaremos la G,-6rbita de (g,t) por [g,t].

El morfismo ¢, estd definido como

¢clg, tz] = gz para t, € T,

Veamos que (7 es la identidad
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W) = ¢ J] ¢ '@ (1.1)

Tomando ¢ : < L] G xg, go_l(x),<,0<> — (U, ¢) definida como

z€G\X
€lg, uls = gu
y con inversa 7y definida como
y(u) = [a, a7 ul,
para ¢(u) = ax con x € [G\X]. v estd bien definida puesto que [G\ X]
es un conjunto de representantes de las orbitas.
De esta forma el siguiente diagrama conmuta

U iGe @)
z€[G\X]

©¢

AR \X
<

U

Anélogamente, n¢([[,7.) = = puesto que si ¢,[g,t,] = = entonces
g € G, por lo tanto, cpc_l(:v) =T,

Veamos que 7 es un morfismo de anillos. Para (U, ¢), (V, 1) generadores
en B(gX) y (W, pa) el producto fibrado de (U, ¢) y (V, ), es decir,

W ={(v,u) e VxU:¢w)=epu)}
con a(v,u) =uy B(v,u) =v.
W —==U
8 ¢
v x
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De esta forma tenemos que

n(W,ap) = [ oy (@)

Mientras que (v,u) € ap (z) siy sélosiv € v 1(z) y u € p (),
por lo que

ap™H(z) =7 (z) x ¢~ (2)
de esta forma. 1 (U, ) (V. ) = n(U, £n(V.6).

1.2. Biconjuntos

Definicién 1.6. Sean G, H grupos finitos, un (H,G)-conjunto U es un
H x G°P-conjunto. Lo denotaremos por yUg.

Un (H, G) biconjunto U viene siendo un H-conjunto a la izquierda y un
G-conjunto a la derecha tal que las dos acciones son asociativas en el sentido
de que h(ug) = (hu)g.

Definicién 1.7. Dados G, H, K grupos finitos, U un (H,G) biconjunto y V
un (K, H)-biconjunto, definimos el (K, G)-biconjunto V x g U como

H\(V x U), el conjunto de H-drbitas de V x U donde la accion de H en
V x U esta definida como

h(v,u) = (vh™', hu).
La H-orbita de (v,u) serd denotada por [v,u).

Proposicién 1.8. Dados G, H, K grupos finitos, U un (H,G) biconjunto y
V un (K, H)-biconjunto, tenemos que V x g U es un (K, G)-biconjunto.

Demostracion. Las acciones de K y G vienen dadas por
kv, ulg = [kv, ug]
que estan bien definidas puesto que para [v,u] = [vh, h~'u] tenemos
[kvh, h~tug] = [kv, ug]

Y son acciones de grupo puesto que (lg,1lg) actia trivialmente y dados
(a,b), (c,d) € K x G tenemos

clalv,ulb)d = clav,ubld
= [cav, ubd]

= calv,u)bd
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Proposicion 1.9. Sean G, H, K, L grupos finitos y sean gUq, kVu, tWk
biconjuntos, entonces

WXK(VXHU)%J(WXKV) XHU
como (L, G) biconjuntos.
Demostracion. El isomorfismo viene dado por

gOiWXK(VXHU) — (WXKV) xg U
[w, [v,u]] = [[w,v],u]
O]

Proposicién 1.10. Sean G, H grupos finitos y U un (H,G) biconjunto, en-
tonces

1%

UXG(;GG
HHH XHU

U
U

I

Demostracion. El isomorfismo U xg G — U viene dado por [u,g] — ug
mientras que para H Xy U — U viene dado por [h, u] — hu. O

Ejemplo 1.11 (Biconjuntos bésicos). » Dado X un G-conjunto, por de-
finicion X es un (G, 1)- biconjunto.

Para ¢ : H — G y ¢ : K — G morfismos de grupos finitos, G tiene
estructura de (H, K)-biconjunto dada por

h-g-k=@(h)gy(k),
denotamos este biconjunto por geGu.

s Para H < G, oGy es llamada la induccion de H en G y es denotada
por IndS;

» yGg es llamada la restriccion de G en H y es denotada por Res%

» Para K <G, ¢k (G/K)g es llamada la deflacion de G en G/K y es
denotada por Defg/K.

» ¢ (G/K)g) es llamada la inflacion de G/K en G y es denotada por

]nfg/K.

n Sean G, L grupos finitos yp : L — G un isomorfismo de grupos, deno-
taremos a ¢Ger, por 1so(p).
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Proposicién 1.12. Sean G, H, K grupos finitos y yUq, gUl, k Vi biconjun-
tos, entonces
VXH(UUUI):<V XHU)U(V XHU/)

Demostracion. Para [v,u] € V xu (UUU’) tenemos que u € U 6 u € U,
por tanto estos (K, G)-biconjuntos son iguales. O

Observaciéon 1.13. El producto Xy puede ser bilinealmente extendido a
Xpg: B(K x H?) x B(H x G) — B(K x G)
puesto que para U, U’, (H,G)-biconjuntos y V , (K, H)-biconjunto,
Vxg(UUU)2(VxgU)U((V xgU)
como (K, G)-biconjuntos.

Lema 1.14. Sean G,H grupos finitos y sea L < (H x G), definimos los
siquientes grupos

» A=p(L)={9€G:3he H(g9,h)e L} <G
Ai=k(L)={9eG:(g9,1)e L} < A
C=p(L)={he€eH:3g€G,(9.h)e L} <H
Ci=pm(L)={heH:(1,h)e L} aC

L] B:A/Al
« B'=C/C,

Entonces ¢ : B — B’ definida por p(aAy) = cC) si(a,c) € L es un isomor-
fismo.

Demostracion.
v(aAy) = cCy si (a,c) € L

Si (g,h),(g,h') € L, entonces (1,h"*h') € L por lo que h'h’ € C;. De esta
forma hCy = h'CY por lo que ¢ estd bien definida.
Si (g1, M), (g2, he) € L, entonces

80(9192141) = h1hoCy = hiC1hoCy

Por lo que ¢ es un homomorfismo.
El nicleo de este morfismo ¢ es A; y ¢ es suprayectiva ya que si cCy €
C'/C entonces existe a € A tal que (a,c) € L, por lo que p(aA;) = cCy. O
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El papel fundamental de los biconjuntos mostrados en el ejemplo 1.11
viene del siguiente teorema

Teorema 1.15 (Descomposicién de Bouc). Sea ¢Up un biconjunto transitivo
con U = (G x H)/L, entonces tenemos que

U = Ind§ x4 Inff xg Iso(p™") xp DefS x¢ Rest
Para
= A=pi(L)={9€G:3he€ H (g9.h) €L}

» Ay=ki(L)={9€G:(9,1) € L}

C=p(L)={heH:3g€q,(g,h)eL}

Ci=p(L)y={heH:(l,h)e L} aC

B = A/A,

B =C/Cy
» ¢ : B — B eselisomorfismo dado por aA; — cC si (a,c) € L.
Demostracion. Definimos
V:(Gx H)JL— gGaXxaaBp xXp pBp Xp By Xc cHu
como ¥((g,h)L) = [g,1,1,1,h71].

= ¢ estd bien definida.

Sean (I1,1y) € L entonces [; € Ay ly € Cy o H(;'Cy) =17 Ay, por lo
que

(gl hla)L) = [gl, A1, Ay, Cy, 1y A1
[9, WAy, Ay, 151 Cy Y
— [0, AL LA Cy 1 R
[9, Av, (WA (T Ay, Cy, 1, B

= [g9,1p,1p,1p,h7"]
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= ¢ es de (G, H)- biconjuntos.
Sean (a,c),(g,h) € G x H, tenemos que

(g (a,e)L-h) = o((g,h7") - (a,c)L)
= o((ga,h™"c)L)
= [ga,1,1,1,c7'h]
= gla,1,1,1,¢7 1A
= g-¢((a,c)L)-h

= ) es invertible. Sea
HigGA XAABB XBBBB’ X p B/C chHH—> (GX H)/L

definida por

N9, a1A1, a2Aq, cCy, h] = (gaias, h_lc_l)L
Entonces 7 es la inversa de 1.
O

A la descomposicién de un biconjunto transitivo como producto de bi-
conjuntos basicos le llamaremos descomposicién de Bouc.

Definicién 1.16. Sea R un anillo conmutativo, definimos la categoria de
biconjuntos con coeficientes en R, denotada por Qg como la categoria con
objetos grupos finitos y para G, H grupos finitos,

Homg,, (G, H) = RB(H x G?) = R®y; B(H x G).
Para G, H, K grupos finitos, la composicion

o: RB(K x H?) x RB(H x G?) — RB(K x G)
estd dada por Xp.

Notemos que las clases de isomorfismo de 2r son las mismas que de Gr
donde Gr denota a la categoria de grupos finitos.

Proposicién 1.17. Sean G, H grupos finitos, entonces G = H en Gr si y
solo si G = H en Qg
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Demostracion. Supongamos que ¢ : G — H es un isomorfismo de grupos,
entonces glso(p)g: es un isomorfismo de G en H en la categoria Qr con
inversa gIso(o™!)y.

Supongamos que ]

Definicién 1.18. Definimos la categoria de funtores en biconjuntos con va-

lores en la categoria R — Mod de mddulos sobre R como la categoria de
funtores R-lineales Fung(2r, R — Mod).

1.3. Funtores de Mackey

En esta seccion veremos dos definiciones de funtor de Mackey y su equi-
valencia.

Definicién 1.19 (Dress). Sea R un anillo conmutativo y G un grupo finito,
un funtor de Mackey sobre G es un funtor bivariante de G — set en R— Mod,
es decir, M = (M., M*) donde M, es un funtor covariante de G — set en
R — Mod, M* es un funtor contravariante de G — set en R — Mod con las
siquientes propiedades:

1. M.(X) = M*(X) para todo G-conjunto X (denotaremos el valor comin
de M, y M* en X como M(X)).

2. (Aditividad) Para X,Y G-conjuntos, sean ix : X — X UY,
ity Y — X UY las inclusiones respectivas, entonces el morfismo
M*(ix) @ M*(iy) es un isomorfismo de M(X UY) en M(X)® M(Y)
Con IMVersa

M, (ix) © M.(iy)

M*(ix)®M* (iy) (ix)®Mx(iy)

M(XUY) M(X)® M(Y) - M(XUY)
3. Sea
Xty
1l
Z 4T

un diagrama de producto fibrado en G — set, entonces

M. (BYM*(a) = M*(d)M.(c)
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Un morfismo de funtores de Mackey f : M — N es una transformacion
natural de funtores bivariantes, es decir, f = {fx}x, fx : M(X) = N(X) el
siguiente diagrama conmuta para X,Y G- conjuntosya: X - Y, b:Y — X
morfismos de G-conjuntos.

M(X)—X~ N(X)
M*(b)T lM* (a) M*(b)T N.(a)
M(Y) — o N(Y)

la composicion de morfismos es la composicion de funtores.
En esta seccion denotaremos la categoria de funtores de Mackey de esta
definicion por Dressg(G)

Definicién 1.20. Sea G un grupo finito y sea R un anillo conmutativo,
definimos la categoria Spangr como R ® Span(G — set) donde

Span(G — set) es la categoria con objetos G-conjuntos finitos y para X,Y
G-conjuntos, Homgpan, (X,Y) = B(q(Y x X)). Para X,Y,Z G-conjuntos,
B(Y x X) es generado por (S, X a)

YyZXX

Para (T,0 x ) :Y — Z la composicion (T, x v)(S, 5 x «) estd definida
por el producto fibrado de B y 7.

(W, on x «e).

Observacion 1.21. Para < T, >€ Span(G — set), el morfismos de G-
conjuntos m: T — (Y x X) es igual a b x a donde a,b son las proyecciones
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de ¢, es decir,
T—2YyxXXX X

a = XY

b = Ty

de forma que ¢ = (t) = b x a(t) = (b(t),a(t). por lo que podemos denotar
a los elementos de Span(G — set) que son de la forma < T,b X a > como
<T,a,b>dondea:T — X,b:T —Y ya,b son morfismos de G-conjuntos.

Definicién 1.22 (Lindner). definimos la categoria de funtores de Mackey
sobre G con coeficientes en R como la categoria de funtores R-lineales

Fung(Spang g, R — Mod).

La denotaremos por Mackr(Q)

Teorema 1.23. Sea G un grupo finito y R un anillo conmutativo, entonces
Dressr(G) = Mackgr(G)

Demostracion. Sean : Dressg(G) — Mackgr(G) el funtor definido en objetos
como n(M)(X)=M(X) . Para (T,bxa): X =Y

/ T\
Y X
definimos n(M) (T, a,b) : M(X) — M(Y) como n(M) (T, a,b) = M,(a)M*(b)

Definimos 7 en un morfismo f: M — N, como n(f)x = fx.

» 1)(M) es un funtor de Sg g en R — Mod pues para (T,b x a), (S,d x ¢)
generadores de Bg(Y x X) y B(Z x Y) respectivamente tenemos que

S/WXT
NN
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n(M)(S,d x ¢)(T,b x a) = n(M)(W df x ae) = M, (df)M*(ae
(d)M.(f)M*(e)M"(a

:M( )M () M..(b)M'a

=n(M)(S,d x c)n(M)(T,b x a

\_/\_/\_/\_/

» Por definicién 7 es fiel y pleno. Para ver que 7 es denso, Sea F' un funtor

en Mackr(G) y p(F) el funtor en Dressg(G) definido por
p(F) en objetos como p(T)(X) =T(X) y p(F) en morfismos

p(F).(a) = F(X,ax Ly)
p(F)(a) = F(X,1x xa)

Para a : X — Y de G-conjuntos.
Entonces n(p(F)) = F'.

Sea f una transformacién natural entre funtores en Dressg(G), en-
tonces f : M — N es una transformacién natural entre funtores en

Mackg(G)



Capitulo 2

Categoria de biconjuntos
generalizada

2.1. Definiciéon de la categoria éx

En el presente capitulo definimos nuestra categoria de biconjuntos ge-
neralizada. Esta categoria serda denotada por €. Probaremos propiedades
basicas e identificaremos ciertas clases de isomorfismo en %, mas especifi-
camente, dado G un grupo finito y H < G, damos un isomorfismo explicito
entre (G,G/H)y (H, H/H) que usaremos en la seccién de estructura aditiva
para identificar todas las clases de isomorfismo en €% y finalmente identificar
a €r con Add(ZR).

Definicién 2.1. Sea R un anillo conmutativo con 1, definimos la categoria
€ = Gr con objetos

ob%r = {(G,X) : G es un grupo finito,X es un G-congunto}

(G, X) serd denotado por ¢X.
Para ¢ X,gY € ob%r definimos Homy (o X,z Y) como

Homg(gX,H Y) = RB(HxGOPY X X)

Un morfismo entre ¢ X y gY es una combinacion R lineal de clases de
equivalencia de (U, «, 3), donde yUqg es un (H,G)-biconjunto , o : U — X,
B:U —Y son funciones tales que a(hug) = g *a(u), B(hug) = hB(u) para

cadah e H, ge GyuelU.
U
N
Y X

15
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(U,a, B) = (U, B) si existe ¢ : U — U’ isomorfismo de biconjuntos
que hace conmutar el siguiente diagrama:

Yy @XX
Ny

Denotaremos las clases de equivalencia de (U, «, 8) por (U, «, B3).
La suma en parejas de morfismos (U, a, B), (U, o/, '), de (G, X) a (H,Y)
esta dada por

(U,a, B) + (U, o, Yy =(U LU ,aUd, U S

vuv

alle! W

Y X

Para ¢ X, gY € ob%, el morfismo cero viene dado por (0,1, 7) donde i,j son
los inicos morfismos del vacio en X y'Y respectivamente.

0

T
Y X .
La regla de composicion en €, para morfismos de la forma

G, x) 2 (g vy (K, z)

estd dada por las H-drbitas del producto fibrado de 8 y v (como H- mor-
fismos).

W—=sU
n B
V—sY
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H\W

bilinealmente extendido a € .
Para (G, X) € ob¥%, el morfismo identidad estd dado por <G x X, 1, l>

GxX
/ \
X X
Donde G x X¢ es el (G, G)-biconjunto dado por la accion

a(g, 2)b = (agh, az)
1,1: G x X = X estdn dados por

1(g,z) = g 'a
1(g,z) = «x

Observaciéon 2.2. Notemos que para ¢ X, gY € ob%r los elementos de
RB(gxcY x X) son combinaciones R- lineales de clases de isomorfismo de
parejas (U, T) donde U es un (H,G) biconjunto y 7 : U — Y x X es un
morfismo de H X G-biconjuntos. Tomando px y py como las proyecciones
px Y XX = X ypy : Y XX = Y réspectivamente obtenemos o y 3 a partir
de T que cumplen con las propiedades a(hug) = g~ a(u) y B(hug) = hB(u)
como « :=pxT Yy B =pyT, es decir, T = [ X a.

Definicién 2.3. Sean T, X G-conjuntos y f : T — X morfismo de G-
conjuntos, definimos f: G xT — X ((Gx A)g)° = By [f:c(GxA) - B
como

f(g,t)
flg,t) = f(t)

I
Q
L
~
~~
~
~—
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de manera que si < T,a,b >€ Span(G — set), donde

a:T — X
b: T — Y

son morfismos de G-conjuntos, entonces (G x T,a,b) € Homg (¢ X, gY). El
morfismo identidad 1, x estd definido de esta forma.

Observacion 2.4. Sea G un grupo finito, go denotard a (G,G/G) € ob% .
Sean G, H grupos finitos, notemos que por definicion

Home(go, yo) =2 RB(H x G)

como R-mddulos puesto que para un morfismo < U, a, B >: go — go tenemos
que o y B son constantes. Si denotamos como pg a la funcion constante pg :
U — G/G, entonces < U,a, f >=< U, pg, puy > y la clase de equivalencia de
< U,a, B > esta en correspondencia con la clase de isomorfismo de U como
(H, G)-biconjuntos.

Proposicién 2.5. G es una categoria preaditiva.

Demostracion. Probaremos primero que 2 es una relacion de equiva-

lencia.
Reflexiva : Sea (U, «, ) como antes, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:
U
SN
Y 1y X
y /
U

entonces (U, a, 8) = (U, a, )

» Simétrica: Sea (U,«,5) = (U',/, (') , entonces existe ¢ : U — U’
isomorfismo de biconjuntos que hace conmutar el siguiente diagrama:
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Por lo que ¢! hace conmutar el siguiente diagrama:

entonces (U', o/, ") = (U, «, 5)

» Transitiva: Sean (U, o, ) = (U o/, p") v (U',d/,5") = (U",a",5"),
con o : U — U', ¢ : U — U” isomorfismo de biconjuntos que hace
conmutar el siguiente diagrama:

/\ /\
\/ \/

Entonces ¢ hace conmutar el siguiente diagrama:

U
VAR
Y Y X
6” Oé”

Ul/

Por lo tanto (U, a, B) = (U", ", B")
Ahora probaremos que la composicién esta bien definida en .
Sean

(U,a, B) (U, &, 8"y € Homy(cX,nY)
(V.v,0) ., (V',4,0") € Homyg(uY,x Z)

con ¢ : (U,a,p) = (U, a,5), v(V,7,0) = (V',+,0") donde ¢ : U — U’,
¥V — V' son los isomorfismos de (H, G)-biconjuntos y (K, H)-biconjuntos
respectivamente que dan la equivalencia. Tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:
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H\W'

donde
W={(v,u) €V xU:pu) =)} W ={(v,u) € V' xU": f'(u) =+(v)}

La accién de H en W estd dada por h(v,u) = (vh™' hu), por lo que
identificar H\W con el subconjunto de V' x g U definido como

{lv,ul €V xu U:r(v) = Bu)}.

La estructura de (K, G)— biconjunto de H\W es la estructura de V x g U
restringida a H\W.
La funcién p : H\W — H\W' dada por p(v,u) = (¢¥(v),¢(u)) es el

isomorfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:
H\W
/ K

H\W'

Por lo tanto , la composicién de morfismos en % esta bien definida.
La composicion es asociativa:



2.1. Definicién de la categoria €r 21

U,a1,B1 V,aa,B2 W,a3,0:
Sea (G, X1S 2 2H, Xy) , (H, Xo) 22 K, X)L (K, X222 L, X)

Entonces el siguiente diagrama conmuta para

(W, as, B3) ((V, ag, B2) (U, an, Br))

En este caso <W? Qasg, 53) ((Vv? Qo, 62> <U7 a17ﬁ1>) = <K\T,ZL/AI, BB>
donde

K\T = {[w, (v,u)] € W xg (V xg U) : ag(w) = P2(v), aa(v) = Br(u)}

By([w, (v,0)]) = Ba(w), d ([w, v, u]) = a (u)

mientras para

(<VV’ a37ﬁ3> <V7 Ck27ﬁ2>) <U7 alaﬁl) = <H\R7 @17ézl> )

donde el (L, G)-biconjunto

H\R = {[(w,v),u] € (W xg V) xg U :az(w) = B2(v),as(v) = f1(u)}

Bal(w,v),u]) = Ba(w), dx(lw, (v,u)]) = a1 (u).

El isomorfismo [w, (v, u)] — [(w,v),u] hace la equivalencia en este caso.

El morfismo (G x X,1,1) es la identidad en (G, X). Para (U,a,f8) :
(G, X)— (H,Y)

Consideremos la funcién ¢ : G\S — U definida por ¢([u, (g,z)]) = ug.
Entonces ¢ es un isomorfismo de (H, G)-biconjuntos que hace conmutar el
siguiente diagrama
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/ \ 1 \
SN
X X
= El morfismo ¢ esta bien definido:
Para [u, (g, 2)] = [ur, (r~!(g,2))] = [ur, (r~'g,r™'2)] tenemos que
p(lur, (r~g,r7'2)]) = ug

» El morfismo ¢ es un morfismo de (H, G)-biconjuntos.

G\S ={[u,(g,2)] € U xg (G x X) : a(u) =z}

p(alu, (g,2)]b) = ¢lau, (g,2)b]
= ¢lau, (gb, z)]
= augb

ap ([u, (9, 2)]) b

= El morfismo ¢ es un isomorfismo.
Su inversa estd dada por ¢ : u — [u, (1, a(u))].

» El morfismo ¢ hace conmutar el siguiente diagrama.

Y ;B/G\S\ X
N

U
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ag([u, (g, a(w))]) = alug)
(

Be([u, (g,7)]) =

Se sigue que (U, o, 8) (G x X,1,1) = (U, a, B).
Andlogamente para (V,~,6) : (H,Y) — (G, X),

G\T = {[(g,2),v] € (G x X) xgV :g7'x =6(v)}

Tenemos el isomorfismo ¢ : [(g, B(gv)),v] — gv de (G, H)-biconjuntos que
hace conmutar el siguiente diagrama:

G\T

Hemos visto que € es una categoria. Por definicién de € cada conjunto
Home, (¢X, 1Y) es un grupo abeliano.

Sea <U17 a, Bl> ) <U27 a2, 52) : (Ga X) - (H7 Y)a
(V.v,0): (H,Y) — (K, Z), probaremos que

(V,7,0) ((Ur, on, Br) + (Us, a2, B2))
= (V,7,0) (U, a1, B1) + (V,7,0) (Uz, az, Ba)

Consideremos los siguientes diagramas

H\W

U1I_|U2

y ozl as
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donde

H\W; = {[v,u] €V xg Ui :y(v) = Bi(w)},i=
H\W = {[v,u] € V xgu (U1 UUy) : y(v) = ( 1uﬁg)( )}
= H\W; U H\W,.

Mientras que ai_l\aQ = a; U .

6= (5) U (6)2.

La distributividad de la composiciéon sobre la suma por derecha se sigue
de manera anéloga.

Por lo tanto % es una categoria preaditiva. O]

2.2. Propiedades basicas

Proposicién 2.6. € es una categoria autodual.

Demostracion. Lo que haremos sera construir un funtor contravariante F :
¢ — € tal que F? =1 rune. ¢ de tal forma que F' serd un isomorfismo de
categorias.

Sea F' : € — % el funtor contravariante definido como identidad en
objetos y dado (U, o, B) : (G, X) — (H,Y) morfismo en %,
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F(U,a,B)) = (U, 6% 0% : (HY) = (G, X)

donde U es U visto como (G, H)-biconjunto con la accién dada por
gouoh=h"tug™!. Los morfismos o, ° igual a a y 3 respectivamente.

U uer
N
Y X X Y

Veamos que F(ligx)) = ligx). Sea ¢ : G x X — (G x X)? definida
por (g,z) — (g7 g to). De esta forma, ¢ es un isomorfismo de (G, G)-
biconjuntos que hace conmutar el siguiente diagrama:

GxX

N
\

entonces F(1,x) = ((G x X)?,1°,1°) = (G x X,1,1) = lgx.
Veamos que F'((V,7,6) (U, a, B)) = F({U, v, B)) F((V,7,6)).

w
V/ \ )
K Y ¥
F({(V,~,0)(U,«a,B)) = <(H\W)0p7$o’do>

/\
/\/\
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H\S = {u,v] €U’ xyg V°:p%u)=~°(v)}
H\W = {jv,ul € VxygU:v(v)=pu)}

La funcién ¢ : H\S — (H\W)’ tal que ¢([v,u]) = [u,v] es un isomorfismo
de (K, G)-biconjuntos que hace conmutar el siguiente diagrama

H\S

e

(H\W)*
luego <H\5,§o,a?> - <H\W, 50,d">.

Como (U?)°? = U tenemos que F? = 1p,n¢.%, ¢l morfismo identidad.

Lema 2.7. Sea G un grupo finito y sea H < G, tenemos que
(G.G/H) = (H,H/H)
como objetos en €

Demostracion. El isomorfismo esta dado por

aGa
SN
H/H G/H

Y su inversa esta dada por

¢Gu
G/H H/H

Donde la estructura de (H, G)-biconjunto de G es la de induccién y la de
(G, H)-biconjunto esté dada por restriccion definidas en el ejemplo 1.11.

En este caso a(a) = a™'H y B(a) = aH Ya € G. Mientras que p : G —
H/H es la funcién constante a — H.
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~

donde H\S = G xyg G, &([a,b]) = a(b), B(]a,b]) = B(a).

Sea ¢ : H\S — G x G/H definida por ¢([a,b]) = (ab,aH). Probare-
mos que ¢ es un isomorfismo de (G, G)— biconjuntos que hace conmutar el
siguiente diagrama:

H\S

G/H ¢ G/H

AT

GxG/H

= Veamos que ¢ estd bien definida.

[a,b] = [ah,h 'b] para h € H.

p(lah, hb]) = (ab,aH).
» Veamos que ¢ es un morfismo de (G, G)— biconjuntos.
o(rla,bls) = p([ra,bs]) = (rabs,raH) = r(ab,aH)s = rp([a, b])s.
= Veamos que ¢ es un isomorfismo.
Y : G x G/H definida por ¥ (c,dH) = [d,dc] es su inversa.

= Veamos que ¢ hace conmutar el diagrama.

Sea [a,b] € H\S, entonces

To(la,b) = (b YataH = b 'H = a([a, b]).
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~

Mientras que 1¢([a,b]) = aH = 3([a, b]).

Para (G, «, p) o (G, p, 3) tenemos que

a\W

H/GxG/H%GXH

donde G\W = {[a,b] € G xc G :a 'H = bH}
Sea ¢ : G\W — H definida por (([a,b]) = ab.

H/ /H

= Veamos que ( estd bien definida. [a, b] = [ag, g~'0], ab = agg~'0.

» Veamos que ¢ es un morfismo de (H, H)— biconjuntos. {(r[a,b]s) =
rabt = r{(|a, b])t.

» Veamos que ¢ es un isomorfismo con inversa & : H — G\W h > [h, 1].

= Veamos que ¢ hace conmutar el siguiente diagrama

~ G\W ~
S
H\H ¢ H\H

A

H

donde ¢ : H — H\H es la funcién constante (en el caso de morfismos
entre objetos que consisten de un solo punto estan determinados por el
biconjunto).
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Teorema 2.8. (Férmula de Mackey). Sea <y Ug, o, B >€ Homyg(cX,qgY),
(kVu,v,0) € Homy(gY,x Z) con U,V biconjuntos transitivos tales que
B(ug) = y(vo). Sea E = (K x H), , D= (H xG)

H' = Hp,,y), entonces tenemos que

up”’

<K VH7775 ><g UGaaaﬁ >= < |_| (K X G)/(E* (h71)D>7&75>

heA\H'/B
donde
Ex"D = {(a,b) € K xG:3c€ H,(a,c) € E,(c,b) € "D}
A=p(E) = {beH:Ja€K,(a,b) € E}
B =py(D) {a€ H:3e€d,(a,b) € D}
(5((a b)E « "D D) = ab(vo)
& ((a,b)E = hl)D) = ba(ug)

Demostracion. Primero tenemos que

VxpU= || (KExG)/(Ex"D)
he[A\H/B]

usando el siguiente isomorfismo [avob, cuod] + (a,d™')E x "1 D donde be €
AhB (Ver [3], Lema 2.3.24, pag 26).

Dado que U y V son biconjuntos transitivos tenemos que Ima es G-
transitivo, Imf = Im~ es H-transitivo e Imé es K-transitivo.

Sean G' = Gafug)s K' = Kswy) ¥ H' = Hy(00) = Hp(ug)-

Seann : U — (HxG)/Dyp:V — (K x H)/E isomorfismos de
biconjuntos respectivamente y redefiniendo o = an™!, 8/ = Bn~t, v = yp~!
y & = dp~! tenemos entonces (U, o, 8) = ((H x G)/D,d, 3"y y (V,7,8) =
(K x H)/E,~',0"). Ademas podemos identificar Im¢’ con K/K’, Imy = Imf
con H/H" y Ima con G/G'.

Por lo anterior podemos asumir sin pérdida de generalidad que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo para < V,v,0 >< U, a, 3 >

W
/ \
(K x H)/E (H x G)/D
Z/ \ Y/ \ )
K H G
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Veamos que A < H'.
Sea b € A entonces existe a € K tal que (a,b) € E, ahora,
H =~(FE)=~((a,b)E) = bH', entonces b € H'.
Anéalogamente B < H'.
Ahora, [(a,b)E, (¢,d)D] = [(a,1)E, (h,d)D] € V x5 U con b~'c € AhB.
H\W ={[(a,1)E, (h,d)D] € V xg U : hH' = H'}
— H\W = {[(a, 1)E, (h,d)D] € V xz U : h € H'} O

2.3. Estructura aditiva de %5

En esta seccién probaremos que 6 es una categoria aditiva y que todo
objeto en ¥ puede ser expresado como suma directa de objetos en la categoria
de biconjuntos, probaremos ademéas que esta descomposiciéon es tnica salvo
isomorfismo de grupos finitos y esto nos da una forma sencilla de entender las
clases de isomorfismo de %r que nos permitiran dar una equivalencia entre

CgR y Add.@R

Proposicién 2.9. Sea G un grupo finito y sean X, X' G-conjuntos finitos.
Definimos los siguientes morfismos
i P
(G, X)=— (G, XU X' ~— (G, X")

Donde i = <G X X7E7il>7j = <G X lel_)(/al‘£>7p = <G X X/7§7£>7
q= <G X X,@'X,l_X> y donde 1x,ix,1x/,ix es la identidad en X, la inclu-
sion de X en X U X', la identidad en X' y la inclusion de X' en X L X’
respectivamente. Los morfismos satisfacen los axiomas de suma directa en

Cr.

Demostracion. Sean S, T G-conjuntosy f : .S — T morfismo de G conjuntos,
las funciones f, f : G X § — T, estén definidas como en la definicién 2.3, es
decir,

—~
=
~
S~—
|
Q
L
-
/
~
S~—
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Tenemos que probar que

pi = 0
g =0
g = ligx
ri = lex)

ig+Jp = lxuxn

= Veamos que pi = 0:

X' XUuX’ X

G\W = {[(a,x1), (b,12)] € (G x X') xg (Gx X):alxy =13} =0
Entonces pr = 0.

Usando el mismo argumento tenemos que qj = 0.

» Veamos que g = 1,x:

Gx X GxX
X XUuXx’ X

G\W = {[(a,x1), (b,z2)] € (G X X) x¢ (G x X) :a tx; =29}
Sea ¢ : G\W — G x X definida como

(@, 21), (b, 25)]) = (ab, 1),

entonces ¢ es el isomorfismo que hace conmutar el siguiente diagrama
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GxX

Por lo que tenemos ¢qi = 1, x.

Anélogamente tenemos que pj = 1,x.

= Veamos que iq + jp = Ixux’ :

Wi
GxX GxX
27N N
XuXx’ X XuUuXx’
Ws
Gx X' Gx X'
=N 2N
XUuX’ X' XuXx’

G\W1 = {[(a, 1), (b,22)] € (G x X) x¢ (G x X) :a  wy = 29}

G\W2 = {[(a,xl), (b, 1‘2)] € (G X X/) Xa (G X X/) . Cl,fll'l = ZL‘Q}

Sea ¢ : (G\W7) U (G\W3) — G x (X U X') definida por
el(a,z1), (b, 22)] = (ab, z1).

Entonces ¢ es un isomorfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

(G\W1) U (G\Wy)

XUuX’ @ XuXx’
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Teorema 2.10. G es una categoria aditiva.

Demostracion. Probaremos que % tiene sumas finitas.
Sea ¢ X,z Y € ob¥%. Tenemos que ¢ X Zgxg (X X H) en €, esto porque
para cada x € X tenemos que

c(G/G) Za, (G1/G) = ox1(Ge x 1) /(G x 1) =2 (G x H)/(Gy x1)en €

por el lema 2.7. Andlogamente, gY =gy G X Y por lo que podemos definir
aX ® gY como

GX@HYZZGXH(XXH)U(GXY).

©r tiene un objeto cero:

Demostraremos que si G, H son grupos finitos, se tiene que (G, 0) = (H, ()
y este es un objeto inicial y final.

Primero, 1,9 = <(D,1_@, M>, también tenemos que

homy (0,5 Y) = {<®71_@= Z_®>}
donde

0
AN
Y/ 0

con ip la inclusién de ) en Y y 1j la identidad. Andlogamente
homy (¢ X, 1 0) = {(0,7p, 1) }. Por lo que el tnico morfismo de o0 a 0 es
un isomorfismo. O]

Lema 2.11. Sean ¢ X,q Y, Z € 0b(6Rr). Si ¢ X &y Y =¢ X &1 Z, entonces
Y = 7.

Demostracion. Sea K un grupo finito y sea o = (K, K/K) como en la
observacién 77, definimos el funtor Home (o, ) : €r — R — Mod definido
en objetos como

Hong(Ko,G X)

( Y. Homg(go,c X)Homg, (ko,n o))

|H|<|K]|

Homgy (k0,6 X) = (2.1)
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En otras palabras, cada morfismo f : xo —¢ X que puede ser expresado
como suma de morfismos Y f; de tal forma que f; se factorize a través de

m,0 con |H;| < |K| Vi, es cero.

Veamos que Home,(x0,¢ X) es un R-mdédulo libre. Sea M un grupo
finito, por la observacién 1.1, RB(M) es R libre con base {M/N}yc
como R-médulo. Fijando un conjunto de representantes [s(G x K°P)] el R-
médulo Homg (g0, ¢ X) es libre con base (¢(Uy) g, ar, Br >}, donde
U, = (G x K?)/L , Uy, es un conjunto de representantes de las clases de
equivalencia del conjunto

{(W,a, 5) : W = UL, como biconjuntos }

U= |_| Us.

Le[s(Gx Kop)]

y se define U como

De esta forma, por como estd definido Y Homg(go,c X)Homeg, (ko0, go)
|H|<|K]|
podemos tomar {U;,Us} la particién de U definida como

U, :Uﬂ Z Homeg(go,¢ X)Homg,(ko,m o)

|H|<|K]|

y sealy = U\U,, entonces U es una R-base para Y, Homeg(go,c X)Homg, (ko,m0)
[H|<|K]|

y Homg, (k0,c X) = R%2.

KO aX

N

HO

Veamos que Home, (k0,¢ X) es un funtor. Para o :¢ X —p Y tenemos
que

Homg(ko,c X) — Homg(ko,ngY)
P = ap
que esta bien definido pues

Q€< Z Homeg(go,c X)Homeg(ko,m 0),
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por lo tanto, ap € >~ Homg(go,q Y )Homeg(ko,m ©)

K© aX 704
\LO/

Ahora, Hom(ko,__) es un functor puesto que Hom(go, ) lo es y la
proyeccion Hom(xo, ) — Hom(xo,_ ) es tal que ¢ — % es un morfismo
de R-moédulos. De la observacion 1.1 tenemos que

X = @ Gx(G/Gz)’

z€|G\X]

ademés, para cada © € G\ X, tenemos que ¢,(G/G,) = ¢,0 en €, de la
estructura aditiva de % tenemos que

Hom(ko,gX) = @ Hom(ko,¢,0).
z€[G\X]

Si nos fijamos en Homy(xo,q,0), este es un funtor valuado en G, que es
definido y estudiado en [5].

Ahora, probaremos que Hom(xo,cX) # 0 si y solo si 3z € X tal que K
es subcociente de G, (Denotado por K C G,).

Para esto, sea Homg, (0, X) # 0, entonces Iz € X tal que Homg, (ko, ¢,0) #
0. Sea a € Homg, (Ko, ¢,0) distinto de cero donde

n
a= Zaia € Hom(ko,g,0)
i=1
, con g, U, transitivos, no isomorfos y coeficientes a; € R , e esta forma,
existe ¢ tal que

U; ¢ Z Homeg(go,a, o)Homyg(ko,m o)

|H|<|K]|
Por la descomposicion de Bouc,
Ui = ]ndiz X Gy Inff/N XA/N ]SOM Xc’/N’ Defg,/N, X Resg/

con u: A/N — C'/N’ isomorfismo.
Si C"# K, entonces U; € >, Homeg(no,g X)Homg, (ko,m o) pues U;

|H|<|K]
se factoriza a travez de C’, por lo que Res, = K. Similarmente N =1y
DefC,I/N = C{,, entonces



36 Capitulo 2. Categoria de biconjuntos generalizada

U = IndGe xq, Infi)n xan Isop

con p: A/N — K isomorfismo de grupos, por lo tanto, K C G,.

Para el regreso, sea x € X y sea K subcociente de G, con A < G,, N<A
y ¢ : K — A/N un isomorfismo de grupos.

Definimos el siguiente (G, K )-biconjunto U:

U =1Ind§ x4 Infi/n Xan Iso(p)

Y sea 8 : U — X definida por §([g,aN,bN]) = gz que estd bien defini-
da puesto que A < G,. como go es un punto, la funcién constante p es
trivialmente de K-conjuntos, G-invariantes.

De esta forma, el morfismo ¢ = (U, p, ) no se puede factorizar a través
de subgrupos menores a H por la descomposicién de Bouc y la férmula de
Mackey.

Regresandoa X @Y 2 X @ Z,seaa: X Y — X @ Z un isomorfismo
en G, aplicando
Homg(ko,a) y eliminando Homg, (ko,q X) puesto que « es un isomorfismo
de R-moddulos libres, tenemos que

Homegy(ko,nY) = Homgy (k0,1 Z)
como R-modulos libres y por lo tanto,

|Home,, (k0,n Y)| = [Homeg, (k0,1 Z)|

Donde para M un R-médulo libre, |M| denota el rango de M.
entonces,

> Homg,(K,H/H,) =~ > Homg,(K,L/L.)
y€E[H\Y] 2€[L\Z]

Sea K un grupo de orden maximal en el conjunto

{Hy:yeY}J{L.:2€ 2} (2.2)

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que K = H,, con yp € Y.
Como Home(p,, 0,Y) # 0 entonces existe z € Z y tal que

Hom(gR(Hyo7 Lzo> ?é O

, por la maximalidad de K = H, tenemos que H, = L.
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De lo anterior tenemos que Y = o®Y), Z = o Z;. Haciendo induccion
en el nimero de orbitas de Y y Z tenemos Y = Z.

Particularmente, para ¢ X = G/G y gY € 0b% tal que go = Y tenemos
que existe yo € Y tal que H, C G con H, maximal y por lo tanto, H, = G,
por lo tanto,

GO = g oY

Donde Y] es el H-subconjunto de Y formado por el complemento en Y de

O (yo)-
Ahora, Y7 = () puesto que Endy(go) = Endyg(gY') como R médulos libres

y
|Endg(gY)| = |Endg| + |Endy| + | Homg(go, Y1)| + | Homg(gY1, co)|
(2.3)
De lo cual tenemos que Y; = () y por lo tanto, go es inescindible para cada
grupo finito G. ]

Teorema 2.12. Sean G;, H; grupos finitos donde 1 <i<n yl <j<m,
entonces

=1 j=1

sty s6lo sin =m y eviste 0 € S, tal que Gy = H; como grupos finitos.

Demostracion. Definimos ¢X como el G-conjunto | | G/G; y definimos gY
i=1

como | | H/H;.
=1

Ji
Sin=my G; = H,; por medio de un isomorfismos ¢; : Gy — Hy),

entonces . . .
i=1 i=1 j=1

definida como ¢;; = 0;j1s0(y;) : G/G; — H/H; es un isomorfismo entre ¢ X
yuY.

Veamos que si ¢ X = gV, entonces existe o e isomorfismos
©; + Gi — Hy(;). De la ecuacion 2.3 tenemos que go es inescindible por lo
tanto, la implicacion es cierta para ¢ X = go dado que

Homg (G, H) = Homg, (G, H)

y G = H en Qg siysélosi G = H como grupos finitos (ver proposicién 1.2).
Si X = gY, entonces |Homg,(ko, X)| = |Homeg,(ko,Y)| para todo
grupo finito K.
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Sea K un grupo de orden maximal del conjunto

{Go:xe X} J{H,:yeY}

Z godX 1Y = g od®Y;

Donde el G-conjunto X satisface | X;| < |X| mientras que el H-conjunto Y;
satisface |Y1| < |Y|, mds ain, tenemos que

Homg, (ko, X1) = Homegy(ko, Y1)

Por lo que existe K; grupo finito tal que X; = g, o ®Xs, Y] = g, 0 ®Ys.
De manera recursiva tenemos que n = m y existe o € S, tal que H; = G,;).
Por el mismo argumento que en 2.2 existen y € Y y z € Z tal que

H,= L., por lo tanto,
O]

Veremos que 6 admite una categoria plena equivalente a la categoria de
biconjuntos.

Proposiciéon 2.13. Sea Ygi la subcategoria de €r con objetos go para G
grupo finito. Sea V : Qr — € el funtor definido en objetos como W(G) = go
y U definido en un morfismo de la forma yUg : G — H como V(U) =<
U,pg,pg > donde pg : U — G/G es la funcon constante G /G, andlogamente
pr €s la funcion constante H/H. Entonces VU es un funtor fiel y pleno, mds
ain, es un isomorfismo de categorias e su imagen.

Demostracion. W es un funtor puesto que para yUqg, xVy V(V x U) =<
V x U, pa, px > v es fiel y denso puesto que la funcién

U : Homg,, (G, H) — Homg, (co, no)

es un isomorfismo de R-mddulos (mds atn, de anillos) entre B(H x G) y
B(HXGOPO) . O

Definicién 2.14. Sea o/ una categoria preaditiva, Add(</) denotard a la
minima categoria extension de o/ que es aditiva.

Podemos construir Add(<7) como la categoria de sumas formales finitas,
es decir, los objetos de Add(«/) son n-adas de objetos en &7 y para
a={ai}i_;,b={b}j, € obAdd(</) un morfismo f : a — b es una coleccién
de morfismos {f; ;}:; tal que f;; : a; — b; con f; ; morfismo en &7
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Notemos que para G un grupo finito y X un G-conjunto, c X = @ O(z)
z€|G\X]
en ¢. Cada G conjunto O(z) es isomorfo a G/G, como G-conjunto y cada
G-conjunto ¢(G/G,) es isomorfo en € a ¢, o0, por lo tanto,

X= P ao
z€[G\X]

por el teorema 2.12 esta descomposicién es tnica, salvo isomorfismo y los
objetos de la forma o son inescindibles en €.

Teorema 2.15. € = AddZ, mads aun, todo objeto de € se descompone de
manera unica, salvo isomorfismo como suma de elementos de Z.

Demostracion. Sea VU : ¢ — Add(2) el funtor definido en objetos como
U(eX) = {a,°}ecic\x] ¥ en un morfismo < U, a, B >: ¢ X — Y como V(<

Ua,B >) = {n, (@ (x) N7 W))a, }ewele\xixay)- ¥ es un isomorfismo
con inversa 7 definida en objetos como

n({co}iz1) @G o
=1
y en morfismos como n ({Ui;}45) : {c: bier — {175
n({Uistig) = <|_|H xu,; Uij Xa, G,a,6>
J»J

Donde G =[[;G;, H=1];H; y

a([hu,g)) = g7'G; € Ui(G/G;) siu € Uy

™

fan

=
I
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Capitulo 3

Funtores a R-moddulos

En este capitulo identificaremos las categorias de funtores de Mackey y
funtores de biconjuntos como subcategorias de ¥r. Ademas construiremos el
funtor de representacion como funtor de % en grupos abelianos, generalizando
esta prueba tenemos una construccién que incluye mas ejemplos clasicos de
funtor de biconjuntos.

3.1. Funtores globales

% admite una subcategoria plena equivalente a la categoria de biconjuntos
Qg de biconjuntos definida en el capitulo 1.

Definicion 3.1. Sea Zg la subcategoria plena de €g con objetos de la forma
¢o para cada grupo finito G.

Notemos que para un morfismo béasico < U, «, 8 > tenemos que o y 3
son proyecciones a un punto por lo que

Homg(go, HO) = B(H X GOP)
De donde recuperamos la categoria de G-Conjuntos.

Teorema 3.2. Sea R un anillo conmutativo y sea Y la subcategoria plena de
Cr con objetos de la forma go = (G,G/QG) o el G-Conjunto trivial, entonces
hay una equivalencia de categorias

Fung(Zr, R — Mod) < Fung(%g, R — Mod)

Demostracion. Sea Resgfz : Fung(%r, R — mod) — Fung(Zg,R — mod) el
funtor definido por restriccion, i.e. dado M € Fung(%, R — mod)

41
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Res§(M)(G) = M(ao)

en objetos y
Rest(M)(yUg) = M((U, pa, pu))

U
N
H/H G/G

en morfismos, extendido bilinealmente.
Sea f: M — M' una transformacién natural, definimos

Res?(f) : Rest (M) — ResS(M')

como
ResS(f)a = f,: M(go) — M'(go).

la cual es natural pues si tenemos « : G — H un morfismo en &, entonces «
es un morfismo en % y el siguiente diagrama conmuta

figo)

M(go) —— M'(go)
M(a)l fHoM/(a)l
M(go) —— M'(go)

Sea Ind% : Funp(2, R — mod) — Fung(%, R — mod) el funtor definido en
objetos como

G
I’I’Ld% (@M Gz ° > R
reX

La accién de G en @ M (g, o) param € M(g,0) y g € G definida por
rzeX

gm = M(g,,Iso(cy)a,)(m) € M(g,,°)

para ¢, : G, — 9G, el isomorfismo conjugaciéon donde Iso(c,) denota el
(Gya, G3) biconjunto ¢, (Gya), -
9Gy

Sea ¢ = (gUg, o, B) :¢ X — g Y, definimos (Ind%ﬁ(]\/[)) () como

Ind%R (M)(p) (Z m) => <Z M (Ugc,y)(m:c)>

zeX yeY \zeX
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donde m, € M(g,0) y Uy, es el (H,,G,) biconjunto a!(x) N 7 (y).
Indg’;(M)(gp) estd bien definida pues si h € H entonces p, Iso(ch)u, X,
Us.y = U,y por medio del isomorfismo [hah™!, u, ,] — au para"a € "(H,) =

Hp,. De esto tenemos que

Y MU (ma) = Do M (w,Isolen)n, ) ) M (Unieiy) ()

zeX zeX
= ZM( [SO Ch Hy,—1(,) XHh—ly Ux,h—l(y)> (m1>
reX
= 3 MO,,)m,)
rzeX

Tenemos que

IndZE (M)() (Z mx> € (@ M (Hy0)>

zeX yey

puesto que

Iso(cn) X, Uy = Up py

por medio del isomorfismo
[h,u] — hu
1 ndcgf; estd definido en un morfismo f: M — N como

Ind%(f) : Indo,M — Ind% N tal que para ¢ X € €

cX reX
Indg (f)GX (Z mx) = Z meo(mx)
reX zeX

Indg’;(f) es natural puesto que f( o) es natural.
Ahora, Resgl ndg = 1Pung(2,R—mody Mientras que

n: Ind% Rest — 1g
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se define para M € Fung(%, R — mod)

G

zeX

Nex (Z mx> =Y M(G)(my)

zeX zeX
Con (, : (Gy,0) = (G, X) el morfismo de escisién, es decir,

(G./G.)
/ o C./G.

donde o y B son como en el morfismo ¢ definido en la Proposicion 2.9.
De esta forma 7 es un isomorfismo natural con inversa p definida en un
objeto ¢X como

pax : M(cX) = (@M )G

zeX

ng Z M px

zeX

donde p, : (G, X) — (G,,0) la proyeccién de (G, X) en (G,,0), es decir,

G x Oz G x Oz

/G/\/\/\

pr = (6, Ga, 7, t) (G x O(x), Loy, a) (G x O(z), iz, low))
y esta bien definida pues Iso(cy)py = Dga ]

3.2. Funtores locales

Recapitulando, € es una categoria aditiva y & es una subcategoria plena,
equivalente a la categoria de biconjuntos, cada objeto en % puede ser escrito
de manera tinica como suma directa de objetos en Z, salvo isomorfismos en
2. Ahora, veamos que € admite para cada grupo finito G, una subcategoria
equivalente a Span(G — Sets)(Ver definicién 1.20).
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Teorema 3.3. Sea G' un grupo finito fijo y sea S = S r la subcategoria
de € con objetos de la forma (G,X). Sea Homgy,(cX,cY) el R-modulo
generado por los morfismos de la forma <G X Z,Q, §>

donde Y <"— 7 %~ X son morfismos de G-conjuntos ya(g, z) = g 'a(z),
B(g,2) = B(z), entonces S es equivalente a la categoria Span(G — Sets) y
Fun(%g, Ab) es equivalente a la categoria de funtores de Mackey.

Sea
S<tw-lez 7z yv-e.x
Para componer en % consideremos el siguiente diagrama
GxW GxY
/ \ / \
S A X
Sea T" el producto fibrado de vy

T—=Y
nl J{B
W—=2Z
donde G\U' = {[(a, w), (b,9)] € (G x W) x (G x ¥) : a™y(w) = A1)}
definimos ¢ : G\U — G x T como

o([a, w], (b, 2)) = (ab, (w, ay))
© estd bien definida porque para t € G,
[(at™', w), (tb, t2)] = (at™'tb, (w, at™'t2))

© es un morfismo de biconjuntos porque s,t € GG, entonces
sl(a,w), (b, 2)|t = [(sa, sw), (bt, 2)] — (sabt, (sw, saz)) = se([(a,w), (b, z)])t.
Es un isomorfismo con inversa ¢ dada por ¥ (b, (w, z)) = [(1, w), (a, 2)].
Ahora, el morfismo < G x W.,7,6 >< G x Y,a, 8 > en la categoria &
puede ser escrito en g como < G x W, ag >< G x Y, 0n >, asociado a los
morfismos de G-conjuntos o

7S w . .y 2 X
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por lo tanto, < G x W,7,6 >< G x Y, «a, 8 > es un morfismo en sCg, esto
se debe a la conmutatividad de los diagramas

GxT

PN

GxW GXxY
/ \ / \
S Z X
Es importante notar que .#; no es una subcategoria plena de € puesto
que .7 pues |B(g(Y x X))| < |B(gxa(Y x X))|, esto pues Hom.g, (¢ X, nY)

estd generado por los (G, G) biconjuntos de la forma ¢G4 x4 4G que se
obtienen de G x (G/A) = ¢Ga x4 4Ge.

Ejemplo 3.4. Para ¢ X un G-conjunto finito, el anillo de Burnside de X,
B(gX) es isomorfo a Homy (11,6 X), esto pues dado (T'¢) € B(x) tenemos
que ¢ es de G-conjuntos 1-invariante de manera que podemos definir

(T’ 90) =< Top’ Spop7p1 >
Andlogamente, para un morfismos < U, «, 8 >€ Homg (11,6 X) tenemos que
B es la funcion constante 1 y por lo tanto podemos definir el morfismo

<u,q,f > (UP a®?).

Este es un funtor de € en R — Mod que extiende anillo de Burnside como
funtor en biconjuntos, es decir, RB : ¢ — R — Mod cumple que RB(go) =
B(G) y para f: G = H morfismo en 2 de la forma < yUq,pc/c, Pa/m >,
RB(f) = B(U) donde B(U)(cT) =U xgT.

3.3. Haces vectoriales sobre (G-conjuntos

En esta seccion R = 7Z. Sea G un grupo finito y sea k un campo de
caracteristica cero, el funtor de representacién, como funtor en biconjuntos
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es el grupo de Grothendieck de la categoria de kG modulos finitamente ge-
nerados. El grupo de Grothendieck se toma como categoria exacta y puede
ser extendido en un funtor muy particular en Fun (%, Ab). En esta construc-
cién es facil ver la estructura de funtor de Mackey de Dress del funtor de
representacion.

Definicién 3.5. Sea k un campo, G un grupo finito y M un kG-mddulo.
Definimos el k-modulo Mg como el mdximo cociente de M donde G actia
trivialmente, esto es:

Mg = M/(IcM)
donde Iy = @ k(1 — g) es el ideal aumentacion de kG

geG

Definicién 3.6. Sea X un G-conjunto, definimos la categoria X con objetos
el conjunto X y para x,y € X definimos para z,y € X

Homg (x,y) ={(g,%) : g € G, 97 = y}

con la composicion dada por

(h, gz)(g,7) = (hg,x)

Sea k un campo de caracteristica cero, definimos el funtor de representa-
cion Ry - € — Ab en un objeto o X como GoFun(X, k—Vec) donde k—Vec
es la categoria k — mod, es decir, k-espacios vectoriales de dimension finita
sobre k; Gy es el grupo de Grothendieck como categoria abeliana, i.e.

! I

Rk(G’X) _ Z[Fun(X,k—Vec)]/<[M/] _ [M] _ [M”] - 0 M M

Para ¢ = (U, a, B) :¢ X =g Y definimos el funtor exacto
¢, : Fun(X, k — Vec) — Fun(Y, k — Vec)

en un objeto M € Fun(X, k — Vec) valuado en un objeto y € obY como

uef~1(y) G
La accion de G en @ M,

u€B™(y)
se define como sigue:

0 es exacta > .
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Parage Gy >, m,€ @ M, tenemos :
u€f1(y) u€f1(y)

gmu = M(g, a(u))(ma) € Myg-1 = M(a(ug™)),
donde ug™ € 7 (y)
Ahora, o.M (h,y) : p.M(y) = p.M(hy), estd definida por
oM (h,y)(my) = my € My, = M(a(hu))
pues
my € M, = M(a(u)), alhu) = a(u) y h, € 37 (hy).

El funtor ¢, estd definida en un morfismo f: M — N como

uep1(y) G wep~1(y) G
(@ f)y Z my | = Z Ja(uyMu
ueB~1(y) ueB~1(y)

Definimos Ri(p) : Ri(¢X) — Ri(gY) como el morfismo inducido por
v« en el grupo de Grothendieck.

Teorema 3.7. Ry, € Fun(%,Ab) y extiende al funtor de representacion en
biconjuntos.

Demostracion. = El funtor ¢, no depende de la eleccion del representante
(U, , 8) de la clase de equivalencia ¢ =< U, «, 8 >.

Supongamos que (U, «, 8) = (U',/, "), con n : U — U’ isomorfismo
de biconjuntos tal que o/'n = a y 'n = [ Tenemos que

o, 0T W) = 8N )
es un isomorfismo de (H,, G) biconjuntos.

» La funcién ¢.M(h,y) estd bien definida y se calcula con la regla:

W*M(h7y) Z My | = Z Mp—1y

u€B™1(y) veB~ ! (hy)

Es suficiente probar que el morfismo ¢, : @ M,— @ M,,
u€B~1(y) veL™ 1 (hy)
My, = My, € My, satisface ¢, (gm) = gon(m). En efecto,
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ool D mu| ]| = on M (g, a(ug))(mu,)
u€B™(y) u€B~1(y)
= Z M (g, a(h™ vg))mp-1,4
veB~ ! (hy)
= g Z Mp—1y
vepH(hy)
= gon | D ma
ueB(y)

Luego tenemos el diagrama conmutativo

& M, —" DS M,

uef~1(y) veB™L(hy)

i l

( @ M)v*M(hy)( @ Mv)
u€eB~ () el ”Ugﬁil(y) G

Es claro que p, M preserva identidades y composicion.

= Veamos que @, esta bien definido en morfismos. Sea f : M — N una
transformacién natural, es suficiente probar que

@Mﬁ@N
B1(y)

Definida por

Z TrLu'_> Z fau) mu

uep—1 uef !

satisface @ ¢(gm) = gps(m).
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erle Do ma| = er| D Mg alug))(mu)

u€B~(y) uef~(y)

— Z fa(u)mu - fa(u)M(gv a(ug))<mU9)

ueB~1(y)

= ) N(g,a(ug)) fa(ug) (Mug)

ueB1(y)

= gor | D M

uef~1(y)

= Veamos que @, f es una transformacién natural.

Ny e fly | D mu| = @N(hy) Z fau

uef~(y) uep—!

= Z fahlv)mhl)

veBL

= (0xf)ny Z (mp-1,)

veEL1(hy)
= (‘P*f)hy(P*M(ha y) Z mu
ueB—1

Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

uep—1(y) o weby) ) g

Lp*M(h,y)l l«p*N(h,y)

( @ Mv> ((P*f)hy ( @ NU>
veB iy ) g veBhy) ) g

» Veamos que ¢, es un funtor. Por definicién ¢, (1y) = 1,, 0. Sea M, N, L €
Fun(X,k — Vec) y sean f: M — N, f': N — L transformaciones
naturales, entonces
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(et f)y Z My = Z (f' e (ma)

ueB~(y) u€B~(y)

= Z f/a(u)fa(u) (mu)

ueB1(y)

= (So*f/)y(@*f)y Z My

wEB™1(y)

» Veamos que (Yp). = . para ¢ = (gUq, o, 0), ¥ = (xVu,7,6).
Yo = <H\W,&,5> donde H\W = {[v,u] € V xyg U : v(v) = (u)}.

Sean: (WOZ* — Y4, la transformacién natural que para cada
M € Fun(X,k — Vec)

()| D M@ | - D M(a(u))

[v,u]€6—1(2) a vedT1(z) \ueB 1 (v(v) a/ "
DM D Y M
[v,u]€6—1(2) vEST1(2) u€B(v(v))

Que esta bien definida pues

¢: P M@pu)—| P P Ma(w)

[v,u]€6—1(z) ved™1(2) \ueB(v(v))

, definida como

C Z My, Z Z Miyu] = Z Cu Z M[v,u)

[v,u]€d—1(2) vES—1(2) u€B~1(v(v)) ved—1(z) [v,u]€8-1(2)

satisface

pulgm) = gpu(m), por lo que ¢ = > Gy, satisface ((gm) = g((m),
u€d—1(z)
es decir,
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> Gulgm)= > gCu(m)

ves~1(2)

m[v,u]) = Z Z
(2)

(5
[v,uled—1(z

P Ma@apu)| - | P

[v,u]€d—1(2)

ved—1(2)

M- De esta forma
v ~1(2) uef=1(v(v))

D Maw)

o vEST1(2) \u€B1(y(v)) a

estd bien definida. Se define (1,7). como ( seguida de la proyeccién a

[

(pM)z (

D

vES—1(2)

[

D

ueB~1(y(v

M(M)> ) 7 es un isomorfismo con inversa p,
(v)) a/ u

2.

veES— (2

) 2 (g )
) u€B~(v(v)) [v,u]€6—1(z) heH

p esta bien definido porque para

ve6~1(2) u€B~ (v(v)) [v,uled—1

Yo D mMuw| = Z() (Zm(vhlhu)>

heH

El siguiente diagrama conmuta

ved~H(2) ueB~(v(v))

D

D Muw

(@ ( D M(w)))
vES1(2) \ueB~1(y(v)) G/ H

= Sean ¢ = (U,q, B),¢' = (U', o, f') € Homy(cX, #Y'), entonces, para
cada M € Fun(X,k — Vec) se tiene que (¢ + ¢')s = @x + .. Esto es
porque
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® wl=(@w o @mn

uE(,Bu,B’)_l(y) a uEﬁ_l(y) a u'ep’— 1 G
v (o 4+ ¢ )(M)(h,y) = @.M(h,y) + @, M(h,y).

/ !

= Veamos que @, es exacta. Sea 0 M M’ M 0 su-
cesién exacta en Fun(X,k — Vec). oy = >  f,, entonces tenemos
uef 1 (y)
que

0— @ M, @ M- @ M —0
ueB~H(y) ueB™H(y) ueB~(y)

es una sucesion exacta de k-espacios vectoriales.

Como ¢yg Z my | = gpr Y. m, | entonces ys es morfis-
u€B(y) u€B~1(y)
mo de kG-mddulos derechos.

Usando el lema del 9 para el siguiente diagrama conmutativo con ren-
glones exactos

ot (@) 1o (@30) 1o (1) o

tenemos que la sucesion

0 < @ MU> (e« f)y ( @ M/) (s f)y ( @ M{L/) 0
uelgil(y) G uef~1 (v) G uef~1 (v) G
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es exacta pues los dos primeros renglones son exactos. El primer renglén
es exacto pues por el teorema de Maschke, kG es semisimple y por lo
tanto, I es proyectivo.

Ry, restringido a & es el funtor de representacion.

Sea (__) : Fun(go,k — Vec) — (kG — mod) el funtor definido en un
objeto M como

M= M(x)

zeX

Sea f: M — N transformacion natural, entonces f definida por

f (Z mx) = folma)

zeX zeX

satisface f(gm) = gf(m) pues cada f, hace conmutar el siguiente dia-
grama

M(z) — N(2)
N(gvx)l

foa
—— N(gr)

M (g,x)i
M (gr)

Tenemos que 7 : kG — mod — Fun(X, R — mod) definida en un kG
moédulo T como n(T)(G/G) = Ty para f : Ty — T3 definimos n(f) .o =
f, de esta forma, 1 es una equivalencia de categorias con quasi inversa
()

Sea ¢ = (gUg) : go — po entonces el funtor ¢, : Fun(Fun(go, k —
Vec), Fun(go, K — Vec)) se identifica con kU Qe __ : kG — mod —

kH — mod por lo que ¢, T es identificado como ( &P I) = kU Qo
z€G/G G

T.El isomorfismo es dado por > > My, > D, U® My 4.
uelU zeX ’

]

Haces fibrados sobre G-conjuntos

Una forma de generalizar el funtor Rj es cambiando k — Vec por una

categoria o/ cerrada bajo colimites finitos, dado que (M)s es un colimite;
en particular existiran coproductos y coproductos fibrados. En este caso las
clases de isomorfismo de funtores forman un monoide y tomando su grupo
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de Grothendieck como monoide podemos construir un funtor de % en grupos
abelianos. Aqui encontramos una diferencia, dado que @ tiene que ser aditiva
en el sentido de que

P (MUN) = (M) Up.(N)

Donde (M U N)(x) = M(z) Uy N(x) y Uy denota el coproducto en .

Tenemos que ¢, no necesariamente exacta, aunque la exactitud tenga
sentido. Un contraejemplo de que ¢, no necesariamente es un funtor exacto
es tomando k£ un campo de caracteristica p. Sean X,Y triviales, es decir,
conjuntos con un solo elemento y ¢ = Defg/N donde N < G y p||N]|. Por el
criterio de Higman, ¢ no puede ser exacto.

Dos ejemplos que podemos obtener de esta forma son el anillo de Burnside
y el anillo de Green para una campo k de caracteristica p, tomando o/ = set 'y
o/ = k—Vecréspectivamente, este tltimo tomando el grupo de Grothendieck
del monoide de clases de isomorfismo de kG-médulos finitamente generado,
modulo las sucesiones exactas cortas que se dividen, lo cual veremos mas
adelante.

Definicién 3.8. » &/ una categoria, un G-objeto de </ es un funtor T :
q6 — /. Notemos que un G objeto define una accion de G en T(o)
por automorfismos en < .

» Sea J una categoria finita y F @ J — o un funtor. Un cocono de F
FEs el un objeto N € ob(/) y una familia de morfismos 1, : F(x) — L
para cada x € obJ de tal forma que v, = Y, F(f) para todo morfismo
f:x —y en la categoria J. Un colimite es un cocono finito, es decir,
un objeto L € oba? y funciones o, : F(x) — F(y) tal que para (N, )
cocono de F, existe un unico morfismo ¢ — N que hace conmutar el
siguiente diagrama

F(z)— Y Py
Xw\\ y
vs
N

» Dado T un G-objeto, definimos Tz como el colimite de T': 6. En este
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caso particular la propiedad universal se traduce como

T(o)
\\p
T(g,0) (W S
T(o) p

Definicién 3.9. Sea &/ una categoria de esqueleto pequeno con colimites
finitos, definimos el funtor Lo en objetos como Go(Fun(X,)).
Para p = (U,a, B) :¢ X =g Y definimos el funtor aditivo

¢, : Fun(X, o) = Fun(Y, o)

en un objeto M : X — o/ como

e My) = || M
ueB™1(y) el

Con M, = M(a(u)). Uy denota el coproducto de o/ y LI denota el copro-
ducto inducido por o en Fun(X, o) respectivamente.

Notemos que para el G-Conjunto trivial, o, la categoria o es la categoria
del grupo G. Sea T un G-objeto en o/ ymg : T — T. Tz denota el colimite
del siguiente diagrama

TATG

>

T
Es decir,
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Si denotamos el morfismos M (g, )

dado ( tal que (my = my existe un unico morfismo ¢' : Mg — T tal que el
diagrama anterior conmuta.
La accion de G en || M,

u€B™! (y)
para cada g € G estd dada por el morfismo

L] M(g.a(u)

ueB1(y)

donde M(g, o(u)) : My, — M1 = M(a(ug™)).
oM (h,y) : . M(y) = 0. M(hy), estd definida por

@*M(hu y) = |_| Thau

uef~1(y)

donde 14, + M, — Mp,. es la funcion identidad, recordando que M, =
M(a(u)) = M(a(hu)) = Mp,.

Definiremos Loy () : Ly (¢X) — Lo(gY) como el morfismo inducido
por o en los grupos de Grothendieck.

Teorema 3.10. L, € Funy(€, Ab).

Demostracion. Muchas de las cosas que hay que probar se siguen del caso del
funtor de representaciéon cambiando suma directa por coproducto. Daremos
otra demostracion de que dados ¢ X, gY, xkZ € b€y ¢ = (U,a,3) : X = Y,
v =(V,7v,d) : Y — Z sin suponer nada més sobre o7, se tiene

Vuipr = (V)
Sea C : |_| M[Mu] — |_| |_| M(v,u) el morfismo |_| t[v,u}
[v,u]€é—1(z) vEITL(2) ueBT(v(v)) [v,u]

donde tpy ) : M(a(u)) = My — || My es la inclusion de M, ) = My u)

en el coproducto.
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Sea £ : |_|v7u My — | M,y el morfismo || (. donde 7, es la
[v,u] (v,u)
inclusion de M, , en el coproducto, identificando a M, ) con M, , nueva-
mente.

Tenemos el siguiente diagrama

[LI} Mo

‘| E l

( |_| M[v,u}) I_l <|_| M(v,u))
[u,u] a v u G

(UM(M)) (|_|(|_| M) )

H

G
Donde s, : <|_| M, u)> = (|_| My ) > son las inclusiones al coproducto.
G v \u G
Sea m = |_| 7, donde

Ty - <|_|M(”’“)> — <|_| M(v’u)>
u U G

son las proyecciones al cociente.
Sea g € GG, veamos que m(my = (.

| |t | | L] Mgoa@) | = = | ] (tpawM (g, a(u))

[v,u] [v,u] [v,u]

= m |_| t[vug

[v,u]

= MmNy |_| tv, u

[v,u]

= 7T1|_|t[vu

[v,u]

Esto pues mn, = m para n, el morfismo de la accion de G en | | M, ).
v,
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Por lo tanto, existe (" : ( L] M[%u]) — | (|_| M(M)) tal que ¢ = ('
G v u

[v.u]
Andlogamente existe £ : | | <|_| M(M)) — <|_| M[M}) , tal que {'m =
v u G [v,u] a
€.

Mas aun, como H actua trivialmente en <|_| M[v,u]> , entonces existe
G

o
§": (LI (I_IMwm) ) — <|_| M[v,u}) ~
v \u G/ H [v,u] a

tal que £"my = &'.
Ahora, por la definicion de colimite, las proyecciones 7y, o, T sSon epimor-
fismos, esto pues tomando

«
L Mg —> (I_I M[m]) F r
foru] foru] G
a'y 8 son dos morfismos distintos que cumplen ar = B,y dado que mmy = 7
se tiene que « esta determinado por la propiedad universal del colimite y es
igual a (.

Sea (" = m(’ entonces 7("¢” = 7 y por lo tanto, ("¢” = 1. Analogamente
tenemos &' = (.

Sea 7 la transformacién natural que se obtiene de (”, es decir,

y p la transformacién natural que se obtiene de £”, entonces (1), es

naturalmente isomorfo a 1.y, e inducen el mismo morfismo en el grupo de
Grothendieck. O

Proposicion 3.11. Sea G un grupo finito y X un G-conjunto, entonces las
siguientes categorias son equivalentes

Fun(X, set) = G — st
Demostracion. Definimos 71 funtor de Fun(X, set) en G — set;x como

77(M) = (TM,CLM)
Ty = | | M(x)
ay(m) =z sim e M(x)

Sea f: M — N transformacién natural, f = (f.)zex,

fx : M(z) — N(x), entonces e = || f, : || M(z) — || N(x) satisface
zeX reX reX
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e(gm,) = ge(my,) por ser f natural, por lo tanto, induce un morfismo de
G-conjuntos 1(f) = : Ty — Ty
Sea p el funtor definido en un objeto (7, a) como p(T,a) := St,

Sra(r) =a ()

Para b: (T1,a1) — (T, a2) tal que asb = ay definimos p(b) = by, al(z) —
a5 '(x). Esta resulta una transformacién natural y 7, p resultan mutuamente
inversas. [l

Corolario 3.12. )
GoFun(X, set) = B(g(X))

Demostracion. El funtor n : F un(X ,set) = G — Setiownarrowy Manda copro-
ductos en coproductos y por lo tanto, 7 induce un isomorfismo en los grupos
de Grothendieck. n

Ejemplo 3.13. s L es equivalente al anillo de Burnside como funtor,
esto se obtiene restringiendo a Pr obtenemos el anillo de Burnside.

n Ly _vee €s equivalente al funtor de Green a(k__), para esto vemos que
el funtor de Green se obtiene como el grupo de Grothendieck de kG-
modulos generados, modulo las sucesiones exactas que se dividen.

Finalmente, esta construccién nos da una versién explicita de la estruc-
tura funtorial de Dress de los funtores antes citados y una forma de construir
funtores a partir de ciertas categorias que nos dan ejemplos clésicos de fun-
tores en biconjuntos.

Como conclusién, la categoria Fung(%r, R — mod) es otra forma de es-
tudiar a la categoria de funtores de biconjuntos desde el punto de vista de
los G-Conjuntos y enlazar conceptos de los funtores de Mackey que sue-
len ser mas sencillos desde el punto de vista de Dress y viceversa. Ademéds
Fung(€r, R—mod) es una generalizacién de la categoria de biconjuntos que
nos permite estudiar estos funtores desde el punto de vista de la aditivizacion
de la categoria de biconjuntos.
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