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Resumen

Abstract.
We define for a commutative ring R, an additive category CR such that

contains a full subcategory DR and for every finite group G, subcatego-
ries SG,R, with DR equivalent to the biset category, SG,R equivalent to the
SpanR(G−set) and CR equivalent to AddD . We prove that FunR(C , R−mod)
is equivalent to the biset functors category while FunR(SG, R−mod) is equi-
valent to the Mackey functors category over G. For X a G-set we give an
explicit construction of the representation functor valuated on GX as the
Grothendieck group of Vector bundles over X.

Resumen.
Definimos para un anillo conmutativo R, una categoŕıa aditiva CR tal que

contiene una subcategoŕıa plena DR y para cada grupo finito G, construimos
subcategoŕıas SG,R tales que DR es equivalente a la categoŕıa de biconjuntos,
SG,R es equivalente a SpanR(G− set) y CR es equivalente a AddD . Demos-
tramos que FunR(C , R −mod) es equivalente a la categoŕıa de biconjuntos
mientras que FunR(SG, R−mod) es equivalente a la categoŕıa de funtores de
Mackey sobre G. Para X un G-conjunto, damos una construcción del funtor
de representaciones valuado en GX como el grupo de Grothendieck de los
haces vectoriales sobre X.

Palabras clave
Funtor en biconjuntos, Funtor de Mackey, grupos finitos, teoŕıa de repre-

sentaciones, haces vectoriales sobre G-conjuntos.



Introducción

Tanto los funtores de Mackey, definidos global o localmente, aśı como los
funtores en biconjuntos aparecen naturalmente en el estudio de las repre-
sentaciones modulares de grupos finitos, cohomoloǵıa de grupos, topoloǵıa
algebraica, entre otras áreas. Estos funtores permiten generalizar las nocio-
nes de inducción, restricción, deflación, inflación y conjugación.

En [3] se definen los funtores en biconjuntos aśı como los funtores de
Mackey globales a partir de ciertas subcategoŕıas de la categoŕıa de bicon-
juntos. Cuando hablemos de funtor de Mackey siempre nos referiremos a un
funtor de Mackey de Dress (ver definición 1.19) a menos que se diga lo con-
trario. Para ciertos propósitos, la definición de funtor de Mackey de Dress es
más apropiada que la definición de funtor de Mackey de Green, en el contex-
to de Green, dado un grupo finito G un funtor de Mackey sobre G será una
colección de R-módulos M(H) y una colección de morfismos

iGH : M(H)→M(G)

rGH : M(G)→M(H)

cg,H : M(H)→M(gH)

que satisfacen ciertas propiedades (ver [4] , definición 1.1.1 , página 5). La de-
finición de funtor de Mackey de Dress puede ser más conveniente en ocasiones
puesto que la definición de funtor de Mackey de Dress es funtorial mientras
que la definición de Green no lo es, pero en la definición de Green se extien-
den de manera expĺıcita las nociones de inducción, restricción y conjugación
y es más clásica. Las demostraciones de algunos hechos con la definición de
Dress pueden ser más sencillas, como por ejemplo, en la estructura monoidal
para la categoŕıa dominio y para la estructura monoidal en la categoŕıa de
funtores.

Un hecho muy importante a tener en cuenta es que los funtores de bicon-
juntos no generalizan a los funtores de Mackey propiamente, generalizan a
los funtores de Mackey sobre G donde para todo g ∈ G y todo H ≤ G

cg,H : M(H)→M(gH)

v
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es la identidad para todo g ∈ CG(H), es decir, los funtores de Mackey donde
el centralizador de H en G actúa trivialmente en M(H), para todo g ∈ G y
para todo H ≤ G. En la definición de funtor de Mackey de Green pedimos
que cg,H : M(H) → M(gH) sea la identidad para todo h ∈ H pero no
necesariamente se tiene la identidad para elementos del centralizador de H
en G, esto se puede apreciar en funtores de Mackey clásicos como por ejemplo
FPV para un kG-módulo fijo, FPV (H) = V H , el k-espacio vectorial de puntos
fijos. Otro ejemplo donde el centralizador no actúa trivialmente es el álgebra
de Mackey µG visto como funtor de Mackey.

El estudio de los funtores de Mackey que pueden ser expresados como
funtores de biconjuntos fue hecho por Hambleton, Taylor y Williams en [11]
y en [6] encontramos una reformulación que no depende de representantes.

La categoŕıa de biconjuntos es una categoŕıa preaditiva y tomando la
subcategoŕıa formada por los biconjuntos HGG, GGH y HHcg gH

y sus com-
posiciones para cada grupo finito G, cada subgrupo H ≤ G y cada elemento
g ∈ G, obtenemos una definición funtorial de funtor de Mackey global. Pode-
mos encontrar una mejor explicación de esto en [3]. El problema es que solo
recuperamos los funtores de Mackey donde los centralizadores actúan trivial-
mente y no es fácil identificar una subcategoŕıa equivalente a la de funtores
de Mackey de Dress.

La aportación de esta tesis es el estudio de los funtores de biconjuntos
desde el punto de vista de Dress, definidos en una categoŕıa dominio lo sufi-
cientemente pequeña, en este caso resulta ser la aditivización de la categoŕıa
de biconjuntos y los objetos de la categoŕıa dominio pueden verse como sumas
directas formales finitas de la categoŕıa dominio. El problema de encontrar
una definición global de funtor de Mackey con biconjuntos es estudiado en [9]
usando 2-categoŕıas. Nuestra definición es diferente (por ejemplo, la categoŕıa
dominio de Nakaoka es más grande, ésta tiene un objeto inicial (G, ∅) para
cada grupo G y un objeto terminal (1, 1/1) los cuales no son isomorfos). Para
recuperar los funtores de Mackey se toman ciertas propiedades adicionales.
En nuestro caso tenemos una categoŕıa aditiva R-lineal con objeto cero (G, ∅)
para cada grupo G y además, dentro de la tesis vemos que es la categoŕıa
aditiva más pequeña que contiene a la categoŕıa de biconjuntos.

En el caṕıtulo 1 damos una pequeña introducción a los funtores en bicon-
juntos y a los funtores de Mackey, aśı como establecemos nuestra notación.
Para una versión extendida de esto consultar [3] y [4]. En el caṕıtulo 2 de-
finimos nuestra categoŕıa dominio C y probamos propiedades básicas de la
categoŕıa. En caṕıtulo 3 estudiamos la estructura aditiva de C , con la cual
identificamos las clases de isomorfismo en C y con esto identificamos a C
con Add(D) donde D es una subcategoŕıa de C equivalente a la categoŕıa
de biconjuntos. Para cada grupo finito G identificamos categoŕıas SG equiva-
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lentes al Span(G − Set) con lo que identificamos sus categoŕıas de funtores
respectivas con la categoŕıa de funtores de Mackey de Dress.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Anillos de Burnside

Tanto el anillo de Burnside de un grupo finito como el de un G-conjunto
son importantes en la teoŕıa de representaciones de grupos finitos. El anillo de
Burnside será usado de manera fundamental en la definición de morfismos en
las categoŕıas de biconjuntos y Span(G− Set). El mismo anillo de Burnside
es un funtor en biconjuntos y, además es el objeto inicial de la categoŕıa de
funtores en biconjuntos.

Dado G un grupo finito y X un G-conjunto denotamos por GX a X.
Como constantemente tomaremos valores distintos, tanto de X como de G,

GX denotará también a la pareja (G,X) con G un grupo finito y X un
G-conjunto.

Dado g ∈ G y x ∈ X, la órbita de x, denotada por OG(x) es el siguiente
subconjunto de X

{gx : g ∈ G} .

El estabilizador de x en G, denotado por Gx es el siguiente subgrupo de
G

{g ∈ G : gx = x} .

Un G-conjunto X es transitivo si existe x ∈ X tal que OG(x) = X.
Dados X, Y G-conjuntos, un morfismo de G-conjuntos es una función

f : X → Y tal que f(gx) = gf(x) para todo x ∈ X y para todo g ∈ G.
Notemos que OG(x) ∼= G/Gx como G-conjuntos por medio del isomorfis-

mo ax 7→ aGx dondeG/Gx denota elG-conjunto de clases laterales izquierdas
con la acción traslación. De esta forma, dado que todo G-conjunto es unión
disjunta de transitivos, entonces todo G-conjunto X es isomorfo a la suma
de clases laterales izquierdas, es decir,

1



2 Caṕıtulo 1. Preliminares

X ∼=
⊔

x∈[G\X]

G/Gx.

Observación 1.1. Dado G un grupo finito y H,K ≤ G es fácil ver que
G/H ∼= G/K śı y sólo śı H =G K donde H =G K denota que H es G-
conjugado a K . Usando lo anterior y fijando un conjunto de representantes
de las clases de conjugación de subgrupos de G podemos escribir todo G-
conjunto de manera única como ⊔

H∈[s(G)

nHG/H

donde nH son enteros no negativos.

Dado G un grupo finito y X un G-conjunto, s(G) denota el conjunto de
subgrupos de G, [s(G)] denota un conjunto de representantes de las clases
de conjugación de los subgrupos de G, G\X denota el conjunto de G-órbitas
de X y [G\X] denota un conjunto de representantes de las órbitas de X.

Dado R un anillo conmutativo con 1, denotamos por R −Mod a la ca-
tegoŕıa de R-módulos izquierdos y denotamos por R − mod a la categoŕıa
de módulos izquierdos finitamente generados. Definiremos las categoŕıas de
biconjuntos con coeficientes en R y para G un grupo finito fijo la categoŕıa
SpanG,R usando el anillo de Burnside de un grupo finito y el anillo de Burn-
side de un G-conjunto respectivamente.

Definición 1.2. Sea G un grupo finito, definimos el anillo de Burnside de G
como el grupo de Grothendieck de la categoŕıa G−set de G-conjuntos finitos.
Lo denotaremos por B(G). Sea R un anillo conmutativo con 1, definimos el
anillo de Burnside en G con coeficientes en R, denotado por RB(G), como
R⊗Z B(G).

Notemos que B(G) es un anillo con el producto definido por el producto
cartesiano de G-conjuntos, bilinealmente extendido, i.e. sean a, b ∈ B(G) y
fijando un conjunto de representantes [s(G)], a partir de la observación 1.1
vemos que

B(G) ∼=
⊕

H∈[s(G)]

ZG/H

donde cada ZG/H es isomorfo a los enteros como grupo abeliano.
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En isomorfismo entre B(G) y
⊕
H

ZG/H sólo es un isomorfismo al nivel de

grupos abelianos. De esta forma,

a =
∑

H∈[s(G)]

nHG/H

b =
∑

H∈[s(G)]

mHG/H.

Donde nH ,mH son números enteros. Como X×(Y1tY2) = (X×Y1)t(X×Y2),
entonces el producto definido por

ab =
∑

(H,K)∈[s(G)]×[s(G)]

nHmK (G/H ×G/K)

le da a B(G) estructura de anillo.

Ejemplo 1.3. Para el grupo trivial (denotado por 1) el anillo de Burnside
está generado por el G-conjunto trivial 1/1 como grupos abelianos, de manera
que B(1) ∼= Z como grupos abelianos, este isomorfismo es de anillos puesto
que 1/1× 1/1 ∼= 1/1 como 1-conjuntos.

Definición 1.4. Sea X un G-conjunto, definimos el anillo de Burnside de
X como el grupo de Grothendieck de la categoŕıa de G − set ↓X de parejas
(T, ϕ), T un G-conjunto finito y ϕ : T → X un morfismo de G-conjuntos.
Lo denotaremos por B(GX). Sea R un anillo conmutativo con 1, definimos
el anillo de Burnside en GX con coeficientes en R, denotado como RB(GX)
como R⊗Z B(GX)

Notemos que B(GX) es un anillo con el producto fibrado de morfismos
de G-conjuntos, extendido bilinealmente.

La relación entre los anillos de Burnside es la siguiente.

Proposición 1.5. Sea G un grupo finito y X un G-conjunto, entonces
η : B(GX) ∼=

∏
x∈[G\X] B(Gx), η(U,ϕ) =

∏
x ϕ
−1(x) es un isomorfismo de

anillos.

Demostración. η está bien definida.

Sean (U,ϕ), (U ′, ϕ′) ∈ B(GX) con U,U ′ G-conjuntos y sea α : U → U ′

isomorfismo de G-conjuntos tal que

ϕ = ϕ′α

Entonces
α|ϕ−1(x)

: ϕ−1(x)→ ϕ′
−1

(x)



4 Caṕıtulo 1. Preliminares

es un isomorfismo de Gx-conjuntos con inversa α−1
|ϕ−1(x)

por lo tanto,

η(U,ϕ) = η(U ′, ϕ′)

η define un morfismo de grupos abelianos.

Lo que tenemos que probar es que dados (U,ϕ), (V, ψ) ∈ B(GX) con
U, V G-conjuntos, η ((U,ϕ) + (V, ψ)) = η(U,ϕ) + η(V, ψ).

Esto se cumple pues para ϕtψ : UtV → X tenemos que (ϕtψ)−1(x) =
ϕ−1(x) t ψ−1(x).

η(1B(GX)) = 1∏
xB(Gx).

La unidad de B(GX) es el elemento (X, 1X) con 1X : X → X la
identidad pues para (U,ϕ) el diagrama

U
ϕ //

1U
��

X

1X
��

U
ϕ // X

es un diagrama de producto fibrado.

Tenemos que 1−1
X (x) = {x}, el Gx conjunto trivial, por lo tanto,

η(X, 1X) =
∏

x∈[G\X]

Gx◦ = 1⊕B(Gx)

Es biyectiva. El morfismo ζ :
∏

x∈[G\X] B(Gx)→ B(GX) definido por

ζ

(∏
x

Tx

)
=

(⊔
x

iGGxTx, ϕζ

)
Donde iGGxTx es la inducción de Gx en G del Gx-conjunto Tx, es decir, es
el G-conjunto de Gx- órbitas de G×Tx para la acción de Gx en G×Tx
definida por

a(g, t) = (ga−1, at)

Denotaremos la Gx-órbita de (g, t) por [g, t].

El morfismo ϕζ está definido como

ϕζ [g, tx] = gx para tx ∈ Tx

Veamos que ζη es la identidad
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ζη(U,ϕ) = ζ

 ∏
x∈[G\X]

ϕ−1(x)

 (1.1)

=

 ⊔
x∈G\X

G×Gx ϕ−1(x), ϕζ

 (1.2)

Tomando ξ :

( ⊔
x∈G\X

G×Gx ϕ−1(x), ϕζ

)
→ (U,ϕ) definida como

ξ[g, u]x = gu

y con inversa γ definida como

γ(u) = [a, a−1u]x

para ϕ(u) = ax con x ∈ [G\X]. γ está bien definida puesto que [G\X]
es un conjunto de representantes de las órbitas.

De esta forma el siguiente diagrama conmuta⊔
x∈[G\X]

iGGxϕ
−1(x)

ϕζ

&&LLLLLLLLL

ξ

��

X

U

γ

OO

ϕ

77oooooooooooooo

Análogamente, ηζ(
∏

x Tx) = x puesto que si ϕη[g, tx] = x entonces
g ∈ Gx, por lo tanto, ϕ−1

ζ (x) ∼= Tx.

Veamos que η es un morfismo de anillos. Para (U,ϕ), (V, ψ) generadores
en B(GX) y (W,ϕα) el producto fibrado de (U,ϕ) y (V, ψ), es decir,

W = {(v, u) ∈ V × U : ψ(v) = ϕ(u)}
con α(v, u) = u y β(v, u) = v.

W α //

β
��

U

ϕ
��

V
ψ // X
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De esta forma tenemos que

η(W,αϕ) =
∏
x

αϕ−1(x)

Mientras que (v, u) ∈ αϕ−1(x) si y sólo si v ∈ ψ−1(x) y u ∈ ϕ−1(x),
por lo que

αϕ−1(x) = ψ−1(x)× ϕ−1(x)

de esta forma η ((U,ϕ)(V, ψ)) = η(U,ϕ)η(V, ψ).

1.2. Biconjuntos

Definición 1.6. Sean G,H grupos finitos, un (H,G)-conjunto U es un
H ×Gop-conjunto. Lo denotaremos por HUG.

Un (H,G) biconjunto U viene siendo un H-conjunto a la izquierda y un
G-conjunto a la derecha tal que las dos acciones son asociativas en el sentido
de que h(ug) = (hu)g.

Definición 1.7. Dados G,H,K grupos finitos, U un (H,G) biconjunto y V
un (K,H)-biconjunto, definimos el (K,G)-biconjunto V ×H U como
H\(V × U), el conjunto de H-órbitas de V × U donde la acción de H en
V × U está definida como

h(v, u) = (vh−1, hu).

La H-órbita de (v, u) será denotada por [v, u].

Proposición 1.8. Dados G,H,K grupos finitos, U un (H,G) biconjunto y
V un (K,H)-biconjunto, tenemos que V ×H U es un (K,G)-biconjunto.

Demostración. Las acciones de K y G vienen dadas por

k[v, u]g = [kv, ug]

que están bien definidas puesto que para [v, u] = [vh, h−1u] tenemos

[kvh, h−1ug] = [kv, ug]

Y son acciones de grupo puesto que (1K , 1G) actúa trivialmente y dados
(a, b), (c, d) ∈ K ×G tenemos

c(a[v, u]b)d = c[av, ub]d

= [cav, ubd]

= ca[v, u]bd
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Proposición 1.9. Sean G,H,K,L grupos finitos y sean HUG, KVH , LWK

biconjuntos, entonces

W ×K (V ×H U) ∼= (W ×K V )×H U

como (L,G) biconjuntos.

Demostración. El isomorfismo viene dado por

ϕ : W ×K (V ×H U) → (W ×K V )×H U
[w, [v, u]] 7→ [[w, v] , u]

Proposición 1.10. Sean G,H grupos finitos y U un (H,G) biconjunto, en-
tonces

U ×G GGG
∼= U

HHH ×H U ∼= U

Demostración. El isomorfismo U ×G G → U viene dado por [u, g] 7→ ug
mientras que para H ×H U → U viene dado por [h, u] 7→ hu.

Ejemplo 1.11 (Biconjuntos básicos). Dado X un G-conjunto, por de-
finición X es un (G, 1)- biconjunto.

Para ϕ : H → G y ψ : K → G morfismos de grupos finitos, G tiene
estructura de (H,K)-biconjunto dada por

h · g · k = ϕ(h)gψ(k),

denotamos este biconjunto por HϕGψK.

Para H ≤ G, GGH es llamada la inducción de H en G y es denotada
por IndGH

HGG es llamada la restricción de G en H y es denotada por ResGH

Para K C G, G/K (G/K)G es llamada la deflación de G en G/K y es
denotada por DefGG/K.

G (G/K)G/K es llamada la inflación de G/K en G y es denotada por

InfGG/K.

Sean G,L grupos finitos yϕ : L→ G un isomorfismo de grupos, deno-
taremos a GGϕL por Iso(ϕ).
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Proposición 1.12. Sean G,H,K grupos finitos y HUG,HU
′
G,KVH biconjun-

tos, entonces
V ×H (U t U ′) = (V ×H U) t (V ×H U ′)

Demostración. Para [v, u] ∈ V ×H (U t U ′) tenemos que u ∈ U ó u ∈ U ′,
por tanto estos (K,G)-biconjuntos son iguales.

Observación 1.13. El producto ×H puede ser bilinealmente extendido a

×H : B(K ×Hop)×B(H ×Gop)→ B(K ×Gop)

puesto que para U,U ′, (H,G)-biconjuntos y V , (K,H)-biconjunto,

V ×H (U t U ′) ∼= (V ×H U) t (V ×H U ′)

como (K,G)-biconjuntos.

Lema 1.14. Sean G,H grupos finitos y sea L ≤ (H ×G), definimos los
siguientes grupos

A = p1(L) = {g ∈ G : ∃h ∈ H, (g, h) ∈ L} ≤ G

A1 = k1(L) = {g ∈ G : (g, 1) ∈ L}C A

C = p2(L) = {h ∈ H : ∃g ∈ G, (g, h) ∈ L} ≤ H

C1 = p1(L) = {h ∈ H : (1, h) ∈ L}C C

B = A/A1

B′ = C/C1

Entonces ϕ : B → B′ definida por ϕ(aA1) = cC1 si (a, c) ∈ L es un isomor-
fismo.

Demostración.
ϕ(aA1) = cC1 si (a, c) ∈ L

Si (g, h), (g, h′) ∈ L, entonces (1, h−1h′) ∈ L por lo que h−1h′ ∈ C1. De esta
forma hC1 = h′C1 por lo que ϕ está bien definida.

Si (g1, h1), (g2, h2) ∈ L, entonces

ϕ(g1g2A1) = h1h2C1 = h1C1h2C1

Por lo que ϕ es un homomorfismo.
El núcleo de este morfismo ϕ es A1 y ϕ es suprayectiva ya que si cC1 ∈

C/C1 entonces existe a ∈ A tal que (a, c) ∈ L, por lo que ϕ(aA1) = cC1.
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El papel fundamental de los biconjuntos mostrados en el ejemplo 1.11
viene del siguiente teorema

Teorema 1.15 (Descomposición de Bouc). Sea GUH un biconjunto transitivo
con U ∼= (G×H)/L, entonces tenemos que

U ∼= IndGA ×A InfAB ×B Iso(ϕ−1)×B′ DefCB′ ×C ResHC

Para

A = p1(L) = {g ∈ G : ∃h ∈ H, (g, h) ∈ L}

A1 = k1(L) = {g ∈ G : (g, 1) ∈ L}

C = p2(L) = {h ∈ H : ∃g ∈ G, (g, h) ∈ L}

C1 = p1(L) = {h ∈ H : (1, h) ∈ L}C C

B = A/A1

B′ = C/C1

ϕ : B → B′ es el isomorfismo dado por aA1 7→ cC1 si (a, c) ∈ L.

Demostración. Definimos

ψ : (G×H)/L→ GGA ×A ABB ×B BBB′ ×B′ B′C ×C CHH

como ψ((g, h)L) = [g, 1, 1, 1, h−1].

ψ está bien definida.

Sean (l1, l2) ∈ L entonces l1 ∈ A y l2 ∈ C y ϕ−1(l−1
2 C1) = l−1

1 A1, por lo
que

ψ((gl1, hl2)L) =
[
gl1, A1, A1, C1, l

−1
2 h−1

]
=

[
g, l1A1, A1, l

−1
2 C1, h

−1
]

=
[
g, A1, l1A1, l

−1
2 C1, 1, h

−1
]

=
[
g, A1, (l1A1)(l−1

1 A1), C1, 1, h
−1
]

= [g, 1B, 1B, 1B′ , h
−1]
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ψ es de (G,H)- biconjuntos.

Sean (a, c), (g, h) ∈ G×H, tenemos que

ψ(g · (a, c)L · h) = ϕ((g, h−1) · (a, c)L)

= ϕ((ga, h−1c)L)

= [ga, 1, 1, 1, c−1h]

= g[a, 1, 1, 1, c−1]h

= g · ϕ((a, c)L) · h

ψ es invertible. Sea

η : GGA ×A ABB ×B BBB′ ×B′ B′C ×C CHH → (G×H)/L

definida por

η [g, a1A1, a2A1, cC1, h] = (ga1a2, h
−1c−1)L

Entonces η es la inversa de ψ.

A la descomposición de un biconjunto transitivo como producto de bi-
conjuntos básicos le llamaremos descomposición de Bouc.

Definición 1.16. Sea R un anillo conmutativo, definimos la categoŕıa de
biconjuntos con coeficientes en R, denotada por ΩR como la categoŕıa con
objetos grupos finitos y para G,H grupos finitos,

HomΩR(G,H) = RB(H ×Gop) = R⊗Z B(H ×Gop).

Para G,H,K grupos finitos, la composición

◦ : RB(K ×Hop)×RB(H ×Gop)→ RB(K ×Gop)

está dada por ×H .

Notemos que las clases de isomorfismo de ΩR son las mismas que de Gr
donde Gr denota a la categoŕıa de grupos finitos.

Proposición 1.17. Sean G,H grupos finitos, entonces G ∼= H en Gr śı y
sólo śı G ∼= H en ΩR
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Demostración. Supongamos que ϕ : G → H es un isomorfismo de grupos,
entonces HIso(ϕ)G: es un isomorfismo de G en H en la categoŕıa ΩR con
inversa GIso(ϕ

−1)H .

Supongamos que

Definición 1.18. Definimos la categoŕıa de funtores en biconjuntos con va-
lores en la categoŕıa R − Mod de módulos sobre R como la categoŕıa de
funtores R-lineales FunR(ΩR, R−Mod).

1.3. Funtores de Mackey

En esta sección veremos dos definiciones de funtor de Mackey y su equi-
valencia.

Definición 1.19 (Dress). Sea R un anillo conmutativo y G un grupo finito,
un funtor de Mackey sobre G es un funtor bivariante de G−set en R−Mod,
es decir, M = (M∗,M

∗) donde M∗ es un funtor covariante de G − set en
R −Mod, M∗ es un funtor contravariante de G − set en R −Mod con las
siguientes propiedades:

1. M∗(X) = M∗(X) para todo G-conjunto X (denotaremos el valor común
de M∗ y M∗ en X como M(X)).

2. (Aditividad) Para X, Y G-conjuntos, sean iX : X → X t Y ,
iY : Y → X t Y las inclusiones respectivas, entonces el morfismo
M∗(iX)⊕M∗(iY ) es un isomorfismo de M(X t Y ) en M(X)⊕M(Y )
con inversa
M∗(iX)⊕M∗(iY )

M(X t Y )
M∗(iX)⊕M∗(iY ) //M(X)⊕M(Y )

M∗(iX)⊕M∗(iY ) //M(X t Y )

3. Sea

X
a //

b
��

Y

c
��

Z
d // T

un diagrama de producto fibrado en G− set, entonces

M∗(b)M
∗(a) = M∗(d)M∗(c)
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Un morfismo de funtores de Mackey f : M → N es una transformación
natural de funtores bivariantes, es decir, f = {fX}X , fX : M(X)→ N(X) el
siguiente diagrama conmuta para X, Y G- conjuntos y a : X → Y , b : Y → X
morfismos de G-conjuntos.

M(X)
fX //

M∗(a)

��

N(X)

N∗(a)

��
M(Y )

fY //

M∗(b)

OO

N(Y )

M∗(b)

OO

la composición de morfismos es la composición de funtores.

En esta sección denotaremos la categoŕıa de funtores de Mackey de esta
definición por DressR(G)

Definición 1.20. Sea G un grupo finito y sea R un anillo conmutativo,
definimos la categoŕıa SpanG,R como R⊗ Span(G− set) donde
Span(G − set) es la categoŕıa con objetos G-conjuntos finitos y para X, Y
G-conjuntos, HomSpanG(X, Y ) = B(G(Y × X)). Para X, Y, Z G-conjuntos,
B(Y ×X) es generado por (S, β × α)

Z
β

��~~~~~~~~
α

  @@@@@@@@

Y X

Para (T, δ× γ) : Y → Z la composición (T, δ× γ)(S, β×α) está definida
por el producto fibrado de β y γ.

W
η

~~}}}}}}}}
ε

  AAAAAAAA

T
δ

����������
γ

  AAAAAAAA S
β

~~}}}}}}}}
α

��@@@@@@@

Z Y X

(W, δη × αε).

Observación 1.21. Para < GT, ϕ >∈ Span(G − set), el morfismos de G-
conjuntos π : T → G(Y ×X) es igual a b× a donde a, b son las proyecciones
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de ϕ, es decir,

T
ϕ // Y ×X πX //

πY
��

X

Y

a = πXϕ

b = πY ϕ

de forma que ϕ = (t) = b× a(t) = (b(t), a(t). por lo que podemos denotar
a los elementos de Span(G − set) que son de la forma < T, b × a > como
< T, a, b > donde a : T → X, b : T → Y y a, b son morfismos de G-conjuntos.

Definición 1.22 (Lindner). definimos la categoŕıa de funtores de Mackey
sobre G con coeficientes en R como la categoŕıa de funtores R-lineales

FunR(SpanG,R, R−Mod).

La denotaremos por MackR(G)

Teorema 1.23. Sea G un grupo finito y R un anillo conmutativo, entonces

DressR(G) ∼= MackR(G)

Demostración. Sea η : DressR(G)→MackR(G) el funtor definido en objetos
como η(M)(X) = M(X) . Para (T, b× a) : X → Y

T
b

��~~~~~~~
a

  @@@@@@@

Y X

definimos η(M) 〈T, a, b〉 : M(X)→M(Y ) como η(M) 〈T, a, b〉 = M∗(a)M∗(b)
Definimos η en un morfismo f : M → N , como η(f)X = fX .

η(M) es un funtor de SG,R en R−Mod pues para (T, b× a), (S, d× c)
generadores de BG(Y ×X) y B(Z × Y ) respectivamente tenemos que

W
f

~~}}}}}}}}
e

  AAAAAAAA

S
d

����������
c

  AAAAAAAA T
b

~~}}}}}}}}
a

  @@@@@@@

Z Y X
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η(M)(S, d× c)(T, b× a) = η(M)(W,df × ae) = M∗(df)M∗(ae)

= M∗(d)M∗(f)M∗(e)M∗(a)

= M∗(d)M∗(c)M∗(b)M
(a)

= η(M)(S, d× c)η(M)(T, b× a)

Por definición η es fiel y pleno. Para ver que η es denso, Sea F un funtor
en MackR(G) y ρ(F ) el funtor en DressR(G) definido por

ρ(F ) en objetos como ρ(T )(X) = T (X) y ρ(F ) en morfismos

ρ(F )∗(a) = F (X, a× 1X)

ρ(F )∗(a) = F (X, 1X × a)

Para a : X → Y de G-conjuntos.

Entonces η(ρ(F )) = F .

Sea f una transformación natural entre funtores en DressR(G), en-
tonces f : M → N es una transformación natural entre funtores en
MackR(G)



Caṕıtulo 2

Categoŕıa de biconjuntos
generalizada

2.1. Definición de la categoŕıa CR

En el presente caṕıtulo definimos nuestra categoŕıa de biconjuntos ge-
neralizada. Esta categoŕıa será denotada por CR. Probaremos propiedades
básicas e identificaremos ciertas clases de isomorfismo en CR, más espećıfi-
camente, dado G un grupo finito y H ≤ G, damos un isomorfismo expĺıcito
entre (G,G/H) y (H,H/H) que usaremos en la sección de estructura aditiva
para identificar todas las clases de isomorfismo en CR y finalmente identificar
a CR con Add(DR).

Definición 2.1. Sea R un anillo conmutativo con 1, definimos la categoŕıa
C = CR con objetos

obCR = {(G,X) : G es un grupo finito,X es un G-conjunto}

.
(G,X) será denotado por GX.
Para GX,H Y ∈ obCR definimos HomC (GX,H Y ) como

HomC (GX,H Y ) = RB(H×GopY ×X).

Un morfismo entre GX y HY es una combinación R lineal de clases de
equivalencia de (U, α, β), donde HUG es un (H,G)-biconjunto , α : U → X,
β : U → Y son funciones tales que α(hug) = g−1α(u), β(hug) = hβ(u) para
cada h ∈ H, g ∈ G y u ∈ U .

U
β

��~~~~~~~~
α

  @@@@@@@@

Y X

15
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(U, α, β) w (U ′, α′, β′) si existe ϕ : U → U ′ isomorfismo de biconjuntos
que hace conmutar el siguiente diagrama:

U
β

~~}}}}}}}}
α

  AAAAAAAA

ϕ

��

Y X

U ′

β′
``AAAAAAA

α′
>>}}}}}}}}

Denotaremos las clases de equivalencia de (U, α, β) por 〈U, α, β〉.
La suma en parejas de morfismos 〈U, α, β〉, 〈U ′, α′, β′〉, de (G,X) a (H,Y )

está dada por

〈U, α, β〉+ 〈U ′, α′, β′〉 = 〈U t U ′, α t α′, β t β′〉

U t U ′
αtα′

{{wwwwwwwwww
βtβ′

##HHHHHHHHH

Y X

Para GX,HY ∈ obC , el morfismo cero viene dado por 〈∅, i, j〉 donde i, j son
los únicos morfismos del vaćıo en X y Y respectivamente.

∅
j

���������
i

""DDDDDDDDD

Y X .

La regla de composición en C , para morfismos de la forma

(G,X)
〈U,α,β〉// (H,Y )

〈V,γ,δ〉// (K,Z)

está dada por las H-órbitas del producto fibrado de β y γ (como H- mor-
fismos).

W ε //

η
��

U

β
��

V
γ // Y
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H\W

δ̂

		

α̂

��

W

OO

ε

##FFFFFFFFF
η

{{xxxxxxxxx

V
γ

""FFFFFFFFF
δ

����������
U

α

""EEEEEEEEE
β

||yyyyyyyyy

Z Y X ,

donde δ̂, α̂ están definidos como δ̂([v, u]) = δ(v), α̂([v, u]) = α(u) donde

H\W = {[v, u] ∈ V ×H U : γ(v) = β(u)}

bilinealmente extendido a C .
Para (G,X) ∈ obC , el morfismo identidad está dado por

〈
G×X, 1, 1

〉
G×X

1

##GGGGGGGGG
1

{{wwwwwwwww

X X

Donde GG×XG es el (G,G)-biconjunto dado por la acción

a(g, x)b = (agb, ax)

1, 1 : G×X → X están dados por

1(g, x) = g−1x

1(g, x) = x

Observación 2.2. Notemos que para GX,HY ∈ obCR los elementos de
RB(H×GY ×X) son combinaciones R- lineales de clases de isomorfismo de
parejas (U, τ) donde U es un (H,G) biconjunto y τ : U → Y × X es un
morfismo de H × G-biconjuntos. Tomando pX y pY como las proyecciones
pX : Y ×X → X y pY : Y ×X → Y réspectivamente obtenemos α y β a partir
de τ que cumplen con las propiedades α(hug) = g−1α(u) y β(hug) = hβ(u)
como α := pXτ y β = pY τ , es decir, τ = β × α.

Definición 2.3. Sean GT, GX G-conjuntos y f : T → X morfismo de G-
conjuntos, definimos f : G× T → X ((G×A)G)o → B y f : G(G×A)→ B
como

f(g, t) = g−1f(t)

f(g, t) = f(t)
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de manera que si < T, a, b >∈ Span(G− set), donde

a : T → X

b : T → Y

son morfismos de G-conjuntos, entonces 〈G× T, a, b〉 ∈ HomC (GX,HY ). El
morfismo identidad 1

GX está definido de esta forma.

Observación 2.4. Sea G un grupo finito, G◦ denotará a (G,G/G) ∈ obC .
Sean G,H grupos finitos, notemos que por definición

HomC (G◦,H◦) ∼= RB(H ×Gop)

como R-módulos puesto que para un morfismo < U,α, β >: G◦ → H◦ tenemos
que α y β son constantes. Si denotamos como pG a la función constante pG :
U → G/G, entonces < U,α, β >=< U, pG, pH > y la clase de equivalencia de
< U,α, β > está en correspondencia con la clase de isomorfismo de U como
(H,G)-biconjuntos.

Proposición 2.5. CR es una categoŕıa preaditiva.

Demostración. Probaremos primero que w es una relación de equiva-
lencia.
Reflexiva : Sea (U, α, β) como antes, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

U
β

��~~~~~~~~
α

  @@@@@@@@

1U

��

Y X

U

β
__@@@@@@@@

α

>>~~~~~~~~

entonces (U, α, β) w (U, α, β)

Simétrica: Sea (U, α, β) w (U ′, α′, β′) , entonces existe ϕ : U → U ′

isomorfismo de biconjuntos que hace conmutar el siguiente diagrama:

U
β

~~}}}}}}}}
α

!!DDDDDDDD

ϕ

��

Y X .

U ′

β′
``AAAAAAA

α′
=={{{{{{{{
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Por lo que ϕ−1 hace conmutar el siguiente diagrama:

U ′

β′

~~}}}}}}}}
α′

  AAAAAAAA

ϕ−1

��

Y X

U

β
``AAAAAAAA

α

>>}}}}}}}}

entonces (U ′, α′, β′) w (U, α, β)

Transitiva: Sean (U, α, β) w (U ′, α′, β′) y (U ′, α′, β′) w (U ′′, α′′, β′′),
con ϕ : U → U ′, ψ : U ′ → U ′′ isomorfismo de biconjuntos que hace
conmutar el siguiente diagrama:

U
β

~~}}}}}}}}
α

  AAAAAAAA

ϕ

��

Y X

U ′

β′
``AAAAAAA

α′
>>}}}}}}}}

U ′

β′

~~||||||||
α′

##GGGGGGGGG

ψ

��

Y X .

U ′′

β′′
``BBBBBBB

α′′
;;wwwwwwwww

Entonces ψϕ hace conmutar el siguiente diagrama:

U
β

~~||||||||
α

##GGGGGGGGG

ψϕ

��

Y X .

U ′′

β′′
``BBBBBBB

α′′
;;wwwwwwwww

Por lo tanto (U, α, β) w (U ′′, α′′, β′′)
Ahora probaremos que la composición está bien definida en C .
Sean

〈U, α, β〉 , 〈U ′, α′, β′〉 ∈ HomC (GX,H Y )

〈V, γ, δ〉 , 〈V ′, γ′, δ′〉 ∈ HomC (HY,K Z)

con ϕ : (U, α, β) w (U ′, α′, β′), ψ(V, γ, δ) w (V ′, γ′, δ′) donde ϕ : U → U ′,
ψ : V → V ′ son los isomorfismos de (H,G)-biconjuntos y (K,H)-biconjuntos
respectivamente que dan la equivalencia. Tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:
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H\W

δ̂

��

α̂

��

W

OO

ε

##HHHHHHHHH
η

{{vvvvvvvvv

V

ψ

��

γ

##HHHHHHHHHH
δ

~~}}}}}}}}
U

ϕ

��

α

  AAAAAAAA
β

{{vvvvvvvvvv

Z Y X

V ′

γ′
;;wwwwwwwww

δ′
``AAAAAAA

U ′

α′
>>}}}}}}}}

β′
ccGGGGGGGGG

W ′

��

ε′
;;wwwwwwwww

η′
ccGGGGGGGGG

H\W ′

δ̂′

UU

α̂′

II

donde

W = {(v, u) ∈ V × U : β(u) = γ(v)}W ′ = {(v, u) ∈ V ′ × U ′ : β′(u) = γ′(v)}

La acción de H en W está dada por h(v, u) = (vh−1, hu), por lo que
identificar H\W con el subconjunto de V ×H U definido como

{[v, u] ∈ V ×H U : γ(v) = β(u)} .

La estructura de (K,G)− biconjunto de H\W es la estructura de V ×H U
restringida a H\W .

La función ρ : H\W → H\W ′ dada por ρ(v, u) = (ψ(v), ϕ(u)) es el
isomorfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:

H\W
δ̂

||xxxxxxxxx
α̂

##FFFFFFFFF

ρ

��

Z X

H\W ′

δ̂′
bbFFFFFFFFF

α̂′
;;xxxxxxxxx

Por lo tanto , la composición de morfismos en C está bien definida.
La composición es asociativa:
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Sea (G,X1)
〈U,α1,β1〉// (H,X2) , (H,X2)

〈V,α2,β2〉// (K,X3) , (K,X3)
〈W,α3,β3〉// (L,X4)

Entonces el siguiente diagrama conmuta para
〈W,α3, β3〉 (〈V, α2, β2〉 〈U, α1, β1〉)

K\T

β̂3

����������������������������

ˆ̂α1

''

H\S

β̂2

����������������������������

α̂1

��

T

OO

{{xxxxxxxxx

66mmmmmmmmmmmmmmmm
S

OO

||yyyyyyyyy

""EEEEEEEEE

W

β3}}||||||||
α3

""FFFFFFFF V

β2||yyyyyyyy
α2

""DDDDDDDD U
β1

||zzzzzzzz
α1

##FFFFFFFFF

X4 X3 X2 X1 .

En este caso 〈W,α3, β3〉 (〈V, α2, β2〉 〈U, α1, β1〉) =
〈
K\T, ̂̂α1, β̂3

〉
donde

K\T = {[w, (v, u)] ∈ W ×K (V ×H U) : α3(w) = β2(v), α2(v) = β1(u)}

β̂3([w, (v, u)]) = β3(w), ̂̂α1([w, v, u]) = α1(u)

mientras para

(〈W,α3, β3〉 〈V, α2, β2〉) 〈U, α1, β1〉 =

〈
H\R, α̂1,

̂̂
β4

〉
,

donde el (L,G)-biconjunto

H\R = {[(w, v), u] ∈ (W ×K V )×H U : α3(w) = β2(v), α2(v) = β1(u)}

̂̂
β4([(w, v), u]) = β4(w), ̂̂α1([w, (v, u)]) = α1(u).

El isomorfismo [w, (v, u)] 7→ [(w, v), u] hace la equivalencia en este caso.

El morfismo
〈
G×X, 1, 1

〉
es la identidad en (G,X). Para 〈U, α, β〉 :

(G,X)→ (H, Y )

Consideremos la función ϕ : G\S → U definida por ϕ([u, (g, x)]) = ug.
Entonces ϕ es un isomorfismo de (H,G)-biconjuntos que hace conmutar el
siguiente diagrama
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Y U
βoo α // X

G\S

ϕ

OO

β̂

��

1̂

��

S

OO

||zzzzzzzzz

$$JJJJJJJJJJ

U
β

����������
α

""DDDDDDDDD G×X
1

zztttttttttt
1

%%KKKKKKKKK

Y X X .

El morfismo ϕ está bien definido:

Para [u, (g, x)] = [ur, (r−1(g, x))] = [ur, (r−1g, r−1x)] tenemos que

ϕ([ur, (r−1g, r−1x)]) = ug

El morfismo ϕ es un morfismo de (H,G)-biconjuntos.

G\S = {[u, (g, x)] ∈ U ×G (G×X) : α(u) = x}

ϕ(a[u, (g, x)]b) = ϕ[au, (g, x)b]

= ϕ[au, (gb, x)]

= augb

= aϕ ([u, (g, x)]) b .

El morfismo ϕ es un isomorfismo.

Su inversa está dada por ψ : u 7→ [u, (1, α(u))].

El morfismo ϕ hace conmutar el siguiente diagrama.

G\S
β̂

}}{{{{{{{{
1̂

!!DDDDDDDD

ϕ

��

Y X

U

β
bbEEEEEEEEE

α

<<yyyyyyyyy
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αϕ([u, (g, α(u))]) = α(ug)

= g−1α(u)

= 1(g, α(u)) ,

βϕ([u, (g, x)]) = β(ug)

= β(u)

= β̂([u, (g, x)]) .

Se sigue que 〈U, α, β〉
〈
G×X, 1, 1

〉
= 〈U, α, β〉.

Análogamente para 〈V, γ, δ〉 : (H,Y )→ (G,X),

G\T =
{

[(g, x), v] ∈ (G×X)×G V : g−1x = δ(v)
}

.

Tenemos el isomorfismo ε : [(g, β(gv)), v] 7→ gv de (G,H)-biconjuntos que
hace conmutar el siguiente diagrama:

G\T
1̂

}}zzzzzzzz γ̂

##HHHHHHHH

ε

��

X Y .

V

δ

bbEEEEEEEEE

γ
::uuuuuuuuuu

Hemos visto que CR es una categoŕıa. Por definición de CR cada conjunto
HomCR

(GX, HY) es un grupo abeliano.
Sea 〈U1, α1, β1〉 , 〈U2, α2, β2〉 : (G,X)→ (H, Y ),

〈V, γ, δ〉 : (H,Y )→ (K,Z), probaremos que

〈V, γ, δ〉 (〈U1, α1, β1〉+ 〈U2, α2, β2〉)
= 〈V, γ, δ〉 〈U1, α1, β1〉+ 〈V, γ, δ〉 〈U2, α2, β2〉

Consideremos los siguientes diagramas

H\W

(δ̂)

		

α̂1tα2

��

W

OO

%%KKKKKKKKKK

||xxxxxxxxx

V
γ

""FFFFFFFFF
δ

����������
U1 t U2

α1tα2

$$HHHHHHHHH
β1tβ2

yysssssssssss

Z Y X
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H\W1

(δ̂)1

		

α̂1

��

W1

OO

##GGGGGGGGG

||xxxxxxxxx

V
γ

##FFFFFFFFFF
δ

����������
U1

α1

  AAAAAAA
β1

{{wwwwwwwww

Z Y X

H\W2

δ̂2

		

α̂2

��

W2

OO

ε

##GGGGGGGGG
η

||xxxxxxxxx

V
γ

""FFFFFFFFFF
δ

����������
U2

α2

""EEEEEEEE
β2

{{xxxxxxxxxx

Z Y X ,

donde

H\Wi = {[v, u] ∈ V ×H Ui : γ(v) = βi(u)} , i = 1, 2.

H\W = {[v, u] ∈ V ×H (U1 t U2) : γ(v) = (β1 t β2)(u)}
= H\W1 tH\W2.

Mientras que α̂1 t α2 = α̂1 t α̂2.
δ̂ = (δ̂)1 t (δ̂)2.
La distributividad de la composición sobre la suma por derecha se sigue

de manera análoga.
Por lo tanto CR es una categoŕıa preaditiva.

2.2. Propiedades básicas

Proposición 2.6. CR es una categoŕıa autodual.

Demostración. Lo que haremos será construir un funtor contravariante F :
C → C tal que F 2 = 1FunC ,C de tal forma que F será un isomorfismo de
categoŕıas.

Sea F : C → C el funtor contravariante definido como identidad en
objetos y dado 〈U, α, β〉 : (G,X)→ (H, Y ) morfismo en C ,
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F (〈U, α, β〉) = 〈U op, βo, αo〉 : (H,Y )→ (G,X)

donde U op es U visto como (G,H)-biconjunto con la acción dada por
g ◦ u ◦ h = h−1ug−1. Los morfismos αo, βo igual a α y β respectivamente.

U
β

��~~~~~~~~
α

  @@@@@@@@

Y X

U op

αo

}}{{{{{{{{
βo

!!CCCCCCCC

X Y

Veamos que F (1(G,X)) = 1(G,X). Sea ϕ : G × X → (G × X)op definida
por (g, x) 7→ (g−1, g−1x). De esta forma, ϕ es un isomorfismo de (G,G)-
biconjuntos que hace conmutar el siguiente diagrama:

G×X
1

yyssssssssss
1

%%KKKKKKKKKK

ϕ

��

X X

(G×X)op
1
o

eeJJJJJJJJJJ 1o

99tttttttttt

entonces F (1
GX) =

〈
(G×X)op, 1o, 1

o〉
=
〈
G×X, 1, 1

〉
= 1GX .

Veamos que F (〈V, γ, δ〉 〈U, α, β〉) = F (〈U, α, β〉)F (〈V, γ, δ〉).

W

{{xxxxxxxxx

##FFFFFFFFF

KVH
γ

""FFFFFFFF
δ

||xxxxxxxx
HUG

α

""FFFFFFFF
β

||xxxxxxxx

KK HY GX

F (〈V, γ, δ〉 〈U, α, β〉) =
〈

(H\W )op, δ̂o, α̂o
〉

S

!!CCCCCCCC

}}{{{{{{{{

U op

βo

!!CCCCCCCC
αo

}}{{{{{{{{
V op

δo

!!CCCCCCCC
γo

}}{{{{{{{{

X Y Z
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H\S = {[u, v] ∈ U o ×H V o : βo(u) = γo(v)}
H\W = {[v, u] ∈ V ×H U : γ(v) = βo(u)}

La función ϕ : H\S → (H\W )o tal que ϕ([v, u]) = [u, v] es un isomorfismo
de (K,G)-biconjuntos que hace conmutar el siguiente diagrama

H\S
α̂o

zzvvvvvvvvv γ̂o

$$HHHHHHHHH

ϕ

��

X Z

(H\W )o
(α̂)o

ddHHHHHHHHH (γ̂)o

;;vvvvvvvvv

,

luego
〈
H\S, δ̂o, α̂o

〉
=
〈
H\W, δ̂o, α̂o

〉
.

Como (U op)op = U ,tenemos que F 2 = 1FunC ,C , el morfismo identidad.

Lema 2.7. Sea G un grupo finito y sea H ≤ G, tenemos que

(G,G/H) ∼= (H,H/H)

como objetos en C

Demostración. El isomorfismo está dado por

HGG

p

{{wwwwwwwww
α

##GGGGGGGGG

H/H G/H

Y su inversa está dada por

GGH

β

{{wwwwwwwww
p

##GGGGGGGGG

G/H H/H

Donde la estructura de (H,G)-biconjunto de G es la de inducción y la de
(G,H)-biconjunto está dada por restricción definidas en el ejemplo 1.11.

En este caso α(a) = a−1H y β(a) = aH ∀a ∈ G. Mientras que p : G →
H/H es la función constante a 7→ H.
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H\S

β̂

����������������������������

α̂

��99999999999999999999999999

S

OO

δ||yyyyyyyyy

γ
""EEEEEEEEE

G

β}}zzzzzzzz

p ""DDDDDDDD G

p||zzzzzzzz

α ""DDDDDDDD

G/H H/H G/H

donde H\S = G×H G, α̂([a, b]) = α(b), β̂([a, b]) = β(a).
Sea ϕ : H\S → G × G/H definida por ϕ([a, b]) = (ab, aH). Probare-

mos que ϕ es un isomorfismo de (G,G)− biconjuntos que hace conmutar el
siguiente diagrama:

H\S
β̂

yyssssssssss

ϕ

��

α̂

&&MMMMMMMMMMM

G/H G/H .

G×G/H
1

eeKKKKKKKKKK 1

88qqqqqqqqqqq

Veamos que ϕ está bien definida.

[a, b] = [ah, h−1b] para h ∈ H.
ϕ([ah, h−1b]) = (ab, aH).

Veamos que ϕ es un morfismo de (G,G)− biconjuntos.

ϕ(r[a, b]s) = ϕ([ra, bs]) = (rabs, raH) = r(ab, aH)s = rϕ([a, b])s.

Veamos que ϕ es un isomorfismo.

ψ : G×G/H definida por ψ(c, dH) = [d, d−1c] es su inversa.

Veamos que ϕ hace conmutar el diagrama.

Sea [a, b] ∈ H\S, entonces

1ϕ([a, b]) = (b−1)a−1aH = b−1H = α̂([a, b]).
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Mientras que 1ϕ([a, b]) = aH = β̂([a, b]).

Para 〈G,α, p〉 ◦ 〈G, p, β〉 tenemos que

G\W

p̂

����������������������������

p̂

��99999999999999999999999999

W

OO

||xxxxxxxxx

""FFFFFFFFF

G

p||zzzzzzzz

α ""EEEEEEEE G

β||yyyyyyyy

p ""DDDDDDDD

H/H G/H H/H

donde G\W = {[a, b] ∈ G×G G : a−1H = bH}
Sea ζ : G\W → H definida por ζ([a, b]) = ab.

Veamos que ζ está bien definida. [a, b] = [ag, g−1b], ab = agg−1b.

Veamos que ζ es un morfismo de (H,H)− biconjuntos. ζ(r[a, b]s) =
rabt = rζ([a, b])t.

Veamos que ζ es un isomorfismo con inversa ξ : H → G\W h 7→ [h, 1].

Veamos que ζ hace conmutar el siguiente diagrama

G\W
p̂

{{vvvvvvvvv

ζ

��

p̂

##HHHHHHHHH

H\H H\H

H

q

ddIIIIIIIII q

::uuuuuuuuu

donde q : H → H\H es la función constante (en el caso de morfismos
entre objetos que consisten de un solo punto están determinados por el
biconjunto).
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Teorema 2.8. (Fórmula de Mackey). Sea <H UG, α, β >∈ HomC (GX,H Y ),
〈KVH , γ, δ〉 ∈ HomC (HY,K Z) con U, V biconjuntos transitivos tales que
β(u0) = γ(v0). Sea E = (K ×H)v0, D = (H ×G)u0,
H ′ = Hβ(u0), entonces tenemos que

<K VH , γ, δ ><H UG, α, β >=

〈 ⊔
h∈A\H′/B

(K ×G)/(E ∗ (h,1)D), α̂, δ̂

〉

donde

E ∗ (h,1)D =
{

(a, b) ∈ K ×G : ∃c ∈ H, (a, c) ∈ E, (c, b) ∈ (h,1)D
}

A = p2(E) = {b ∈ H : ∃a ∈ K, (a, b) ∈ E}
B = p1(D) = {a ∈ H : ∃b ∈ G, (a, b) ∈ D}

δ̂
(
(a, b)E ∗ (h,1)D

)
= aδ(v0)

α̂
(
(a, b)E ∗ (h,1)D

)
= bα(u0)

Demostración. Primero tenemos que

V ×H U ∼=
⊔

h∈[A\H/B]

(K ×G) /(E ∗ (h,1)D)

usando el siguiente isomorfismo [av0b, cu0d] 7→ (a, d−1)E ∗ (h,1)D donde bc ∈
AhB (Ver [3], Lema 2.3.24, pag 26).

Dado que U y V son biconjuntos transitivos tenemos que Imα es G-
transitivo, Imβ = Imγ es H-transitivo e Imδ es K-transitivo.

Sean G′ = Gα(u0), K
′ = Kδ(v0) y H ′ = Hγ(v0) = Hβ(u0).

Sean η : U → (H × G)/D y ρ : V → (K × H)/E isomorfismos de
biconjuntos respectivamente y redefiniendo α′ = αη−1, β′ = βη−1, γ′ = γρ−1

y δ′ = δρ−1 tenemos entonces 〈U, α, β〉 = 〈(H ×G)/D, α′, β′〉 y 〈V, γ, δ〉 =
〈(K ×H)/E, γ′, δ′〉. Además podemos identificar Imδ′ con K/K ′, Imγ = Imβ
con H/H ′ y Imα con G/G′.

Por lo anterior podemos asumir sin pérdida de generalidad que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo para < V, γ, δ >< U, α, β >

W

xxrrrrrrrrrrr

&&LLLLLLLLLLL

(K ×H)/E
δ

yyrrrrrrrrrr
γ

&&LLLLLLLLLL
(H ×G)/D

β

yyrrrrrrrrrr
α

%%LLLLLLLLLL

KZ HY GX

donde
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δ((a, b)E) = aK ′ ⊂ Z,

γ((a, b)E) = bH ′,

β((c, d)D) = cH ′,

α((c, d)D) = dG′.

Veamos que A ≤ H ′.
Sea b ∈ A entonces existe a ∈ K tal que (a, b) ∈ E, ahora,
H ′ = γ(E) = γ((a, b)E) = bH ′, entonces b ∈ H ′.
Análogamente B ≤ H ′.
Ahora, [(a, b)E, (c, d)D] = [(a, 1)E, (h, d)D] ∈ V ×H U con b−1c ∈ AhB.
H\W = {[(a, 1)E, (h, d)D] ∈ V ×H U : hH ′ = H ′}
= H\W = {[(a, 1)E, (h, d)D] ∈ V ×H U : h ∈ H ′}

2.3. Estructura aditiva de CR

En esta sección probaremos que CR es una categoŕıa aditiva y que todo
objeto en C puede ser expresado como suma directa de objetos en la categoŕıa
de biconjuntos, probaremos además que esta descomposición es única salvo
isomorfismo de grupos finitos y esto nos da una forma sencilla de entender las
clases de isomorfismo de CR que nos permitirán dar una equivalencia entre
CR y AddDR.

Proposición 2.9. Sea G un grupo finito y sean X,X ′ G-conjuntos finitos.
Definimos los siguientes morfismos

(G,X)
i //

(G,X tX ′)q
oo

p //
(G,X ′)

j
oo

Donde i =
〈
G×X, 1X , iX

〉
, j =

〈
G×X ′, 1X′ , iX′

〉
, p =

〈
G×X ′, iX′ , 1X′

〉
,

q =
〈
G×X, iX , 1X

〉
y donde 1X , iX , 1X′ , iX′ es la identidad en X, la inclu-

sión de X en X t X ′, la identidad en X ′ y la inclusión de X ′ en X t X ′
respectivamente. Los morfismos satisfacen los axiomas de suma directa en
CR.

Demostración. Sean S, T G-conjuntos y f : S → T morfismo de G conjuntos,
las funciones f, f : G× S → T, están definidas como en la definición 2.3, es
decir,

f(g, t) = g−1f(t)

f(g, t) = f(t) .
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Tenemos que probar que

pi = 0

qj = 0

qi = 1(G,X)

pj = 1(G,X′)

iq + jp = 1(G,XtX′) .

Veamos que pi = 0:

W

xxrrrrrrrrrr

&&LLLLLLLLLL

G×X ′
iX′

&&LLLLLLLLLL
1X′

zzvvvvvvvvv
G×X

1X

##GGGGGGGGG
iX

yyrrrrrrrrrr

X ′ X tX ′ X

G\W = {[(a, x1), (b, x2)] ∈ (G×X ′)×G (G×X) : a−1x1 = x2} = ∅

Entonces pi = 0.

Usando el mismo argumento tenemos que qj = 0.

Veamos que qi = 1
GX :

W

xxrrrrrrrrrr

&&LLLLLLLLLL

G×X
iX

&&LLLLLLLLLL
1X

{{wwwwwwwww
G×X

1X

##GGGGGGGGG
iX

xxrrrrrrrrrr

X X tX ′ X

G\W = {[(a, x1), (b, x2)] ∈ (G×X)×G (G×X) : a−1x1 = x2}

Sea ϕ : G\W → G×X definida como

ϕ([(a, x1), (b, x2)]) = (ab, x1),

entonces ϕ es el isomorfismo que hace conmutar el siguiente diagrama
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W

{{vvvvvvvvv

%%KKKKKKKKKK

ϕ

��

X X .

G×X

ccGGGGGGGGG

99ssssssssss

Por lo que tenemos qi = 1
GX .

Análogamente tenemos que pj = 1
GX′ .

Veamos que iq + jp = 1XtX′ :

W1

zzvvvvvvvvv

$$HHHHHHHHH

G×X
1X

$$HHHHHHHHHH
iX

xxrrrrrrrrrr
G×X

iX

&&LLLLLLLLLL
1X

zzvvvvvvvvvv

X tX ′ X X tX ′

W2

zzvvvvvvvvv

$$HHHHHHHHH

G×X ′
1X′

$$IIIIIIIII
iX′

xxrrrrrrrrrr
G×X ′

iX′

&&LLLLLLLLLL
1X′

zzuuuuuuuuu

X tX ′ X ′ X tX ′

G\W1 = {[(a, x1), (b, x2)] ∈ (G×X)×G (G×X) : a−1x1 = x2}
G\W2 = {[(a, x1), (b, x2)] ∈ (G×X ′)×G (G×X ′) : a−1x1 = x2}
Sea ϕ : (G\W1) t (G\W2)→ G× (X tX ′) definida por

ϕ[(a, x1), (b, x2)] = (ab, x1).

Entonces ϕ es un isomorfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

(G\W1) t (G\W2)
ˆiXt ˆiX

vvmmmmmmmmmmmm

ϕ

��

ˆiXt ˆiX

))SSSSSSSSSSSSS

X tX ′ X tX ′ .

G× (X tX ′)

1
hhRRRRRRRRRRRRR

1

55kkkkkkkkkkkkkk
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Teorema 2.10. CR es una categoŕıa aditiva.

Demostración. Probaremos que C tiene sumas finitas.
Sea GX,H Y ∈ obC . Tenemos que GX ∼=G×H (X ×H) en C , esto porque

para cada x ∈ X tenemos que

G(G/Gx) ∼=Gx (Gx/Gx) ∼= Gx×1(Gx × 1)/(Gx × 1) ∼= (G×H)/(Gx × 1) en C

por el lema 2.7. Análogamente, HY ∼=G×H G× Y por lo que podemos definir

GX ⊕ HY como

GX ⊕ HY :=G×H (X ×H) t (G× Y ) .

CR tiene un objeto cero:
Demostraremos que siG,H son grupos finitos, se tiene que (G, ∅) ∼= (H, ∅)

y este es un objeto inicial y final.
Primero, 1

G∅ =
〈
∅, 1∅, 1∅

〉
, también tenemos que

homC (G∅,H Y ) = {
〈
∅, 1∅, i∅

〉
}

donde

∅
i∅

���������
1∅

��<<<<<<<<

Y ∅

con i∅ la inclusión de ∅ en Y y 1∅ la identidad. Análogamente
homC (GX,H ∅) = {

〈
∅, i∅, 1∅

〉
}. Por lo que el único morfismo de G∅ a H∅ es

un isomorfismo.

Lema 2.11. Sean GX,H Y,L Z ∈ ob(CR). Si GX ⊕H Y ∼=G X ⊕L Z, entonces

HY ∼=L Z.

Demostración. Sea K un grupo finito y sea K◦ = (K,K/K) como en la
observación ??, definimos el funtor HomC (K◦, ) : CR → R−Mod definido
en objetos como

HomCR(K◦,GX) =
HomCR(K◦,GX)( ∑

|H|<|K|
HomC (H◦,GX)HomCR(K◦,H ◦)

) (2.1)
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En otras palabras, cada morfismo f : K◦ →G X que puede ser expresado
como suma de morfismos

∑
i

fi de tal forma que fi se factorize a través de

Hi◦ con |Hi| < |K| ∀i, es cero.
Veamos que HomCR(K◦,GX) es un R-módulo libre. Sea M un grupo

finito, por la observación 1.1, RB(M) es R libre con base {M/N}N∈[s(M)]

como R-módulo. Fijando un conjunto de representantes [s(G × Kop)] el R-
módulo HomC (K◦, GX) es libre con base 〈G(UL)K , αL, βL >}L∈U donde
UL = (G × Kop)/L , UL es un conjunto de representantes de las clases de
equivalencia del conjunto

{〈W,α, β〉 : W ∼= UL como biconjuntos }

y se define U como

U =
⊔

L∈[s(G×Kop)]

UL.

De esta forma, por como está definido
∑

|H|<|K|
HomC (H◦,GX)HomCR(K◦,H◦)

podemos tomar {U1,U2} la partición de U definida como

U1 = U
⋂ ∑

|H|<|K|

HomC (H◦,GX)HomCR(K◦,H ◦)


y sea U2 = U\U1, entonces U1 es unaR-base para

∑
|H|<|K|

HomC (H◦,GX)HomCR(K◦,H ◦)

y HomCR(K◦,GX) ∼= RU2 .

K◦ //

!!CCCCCCCC GX

H◦

<<zzzzzzzz
.

Veamos que HomCR(K◦,GX) es un funtor. Para α :G X →H Y tenemos
que

HomC (K◦,GX) → HomC (K◦,H Y )

ϕ 7→ αϕ

que está bien definido pues

ϕ ∈
∑

HomC (H◦,GX)HomC (K◦,H ◦),
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por lo tanto, αϕ ∈
∑
HomC (H◦,G Y )HomC (K◦,H ◦)

K◦ //

!!BBBBBBBB GX //
HY

L◦

==zzzzzzzz
.

Ahora, Hom(K◦, ) es un functor puesto que Hom(K◦, ) lo es y la
proyección Hom(K◦, ) → Hom(K◦, ) es tal que ϕ 7→ ϕ es un morfismo
de R-módulos. De la observación 1.1 tenemos que

X ∼=
⊕

x∈[G\X]

Gx(G/Gx) ,

además, para cada x ∈ G\X, tenemos que Gx(G/Gx) ∼= Gx◦ en C , de la
estructura aditiva de C tenemos que

Hom(K◦, GX) =
⊕

x∈[G\X]

Hom(K◦, Gx◦).

Si nos fijamos en HomC (K◦, Gx◦), este es un funtor valuado en Gx que es
definido y estudiado en [5].

Ahora, probaremos que Hom(K◦, GX) 6= 0 si y sólo si ∃x ∈ X tal que K
es subcociente de Gx (Denotado por K v Gx).

Para esto, sea HomCR(K◦, X) 6= 0, entonces ∃x ∈ X tal que HomCR(K◦, Gx◦) 6=
0. Sea a ∈ HomCR(K◦, Gx◦) distinto de cero donde

a =
n∑
i=1

aiUi ∈ Hom(K◦, Gx◦)

, con GxUiK transitivos, no isomorfos y coeficientes ai ∈ R , e esta forma,
existe i tal que

Ui /∈

 ∑
|H|<|K|

HomC (H◦,Gx ◦)HomC (K◦,H ◦)

 .

Por la descomposición de Bouc,

Ui ∼= IndGxA ×Gx Inf
A
A/N ×A/N Isoµ×c′/N ′ DefCC′/N ′ ×C′ ResKC′

con µ : A/N → C ′/N ′ isomorfismo.
Si C ′ 6= K, entonces Ui ∈

∑
|H|<|K|

HomC (H◦,GX)HomCR(K◦,H ◦) pues Ui

se factoriza a travez de C ′, por lo que ResKC′ = KKK . Similarmente N = 1 y
DefC

′

C′/N = C′C
′
C′ , entonces
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Ui ∼= IndGxA ×Gx Inf
A
A/N ×A/N Isoµ

con µ : A/N → K isomorfismo de grupos, por lo tanto, K v Gx.
Para el regreso, sea x ∈ X y sea K subcociente de Gx con A ≤ Gx, NCA

y ϕ : K → A/N un isomorfismo de grupos.
Definimos el siguiente (G,K)-biconjunto U :

U = IndGA ×A InfAA/N ×A/N Iso(ϕ)

Y sea β : U → X definida por β([g, aN, bN ]) = gx que está bien defini-
da puesto que A ≤ Gx. como K◦ es un punto, la función constante p es
trivialmente de K-conjuntos, G-invariantes.

De esta forma, el morfismo ϕ = 〈U, p, β〉 no se puede factorizar a través
de subgrupos menores a H por la descomposición de Bouc y la fórmula de
Mackey.

Regresando a X ⊕ Y ∼= X ⊕ Z, sea α : X ⊕ Y → X ⊕ Z un isomorfismo
en CR, aplicando
HomC (K◦, α) y eliminando HomCR(K◦,GX) puesto que α es un isomorfismo
de R-módulos libres, tenemos que

HomCR(K◦,H Y ) ∼= HomCR(K◦,L Z)

como R-módulos libres y por lo tanto,

|HomCR(K◦,H Y )| = |HomCR(K◦,L Z)|

Donde para M un R-módulo libre, |M | denota el rango de M .
entonces, ∑

y∈[H\Y ]

HomCR(K,H/Hy) ∼=
∑

z∈[L\Z]

HomCR(K,L/Lz)

Sea K un grupo de orden maximal en el conjunto

{Hy : y ∈ Y }
⋃
{Lz : z ∈ Z} (2.2)

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que K = Hy0 con y0 ∈ Y .
Como HomC (Hy0◦, Y ) 6= 0 entonces existe z ∈ Z y tal que

HomCR(Hy◦, Lz◦) 6= 0

, por la maximalidad de K = Hy tenemos que Hy
∼= Lz.
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De lo anterior tenemos que Y ∼=K ◦⊕Y1, Z ∼=K ◦⊕Z1. Haciendo inducción
en el número de órbitas de Y y Z tenemos Y ∼= Z.

Particularmente, para GX = G/G y HY ∈ obC tal que G◦ ∼= HY tenemos
que existe y0 ∈ Y tal que Hy @ G con Hy maximal y por lo tanto, Hy

∼= G,
por lo tanto,

G◦ ∼= G ◦ ⊕Y1

Donde Y1 es el H-subconjunto de Y formado por el complemento en Y de
OH(y0).

Ahora, Y1 = ∅ puesto que EndC (G◦) ∼= EndC (HY ) como R módulos libres
y

|EndC (HY )| = |EndC |+ |EndC |+ |HomC (G◦, Y1)|+ |HomC (HY1, G◦)| ,
(2.3)

De lo cual tenemos que Y1 = ∅ y por lo tanto, G◦ es inescindible para cada
grupo finito G.

Teorema 2.12. Sean Gi, Hj grupos finitos donde 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m,
entonces

n⊕
i=1

G/Gi
∼=

m⊕
j=1

H/Hj en C

si y sólo si n = m y existe σ ∈ Sn tal que Gσ(i)
∼= Hi como grupos finitos.

Demostración. Definimos GX como el G-conjunto
n⊔
i=1

G/Gi y definimos HY

como
m⊔
j=1

H/Hj.

Si n = m y Gi
∼= Hσ(i) por medio de un isomorfismos ϕi : Gi → Hσ(i),

entonces
n∑
i=1

ϕij :
n⊕
i=1

G/Gi →
m⊕
j=1

H/Hj

definida como ϕij = δijIso(ϕi) : G/Gi → H/Hj es un isomorfismo entre GX
y HY .

Veamos que si GX ∼= HY , entonces existe σ e isomorfismos
ϕi : Gi → Hσ(i). De la ecuación 2.3 tenemos que G◦ es inescindible por lo
tanto, la implicación es cierta para GX = G◦ dado que

HomC (G,H) ∼= HomΩR(G,H)

y G ∼= H en ΩR si y sólo si G ∼= H como grupos finitos (ver proposición 1.2).
Si GX ∼= HY , entonces |HomCR(K◦, X)| = |HomCR(K◦, Y )| para todo

grupo finito K.
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Sea K un grupo de orden maximal del conjunto

{Gx : x ∈ X}
⋃
{Hy : y ∈ Y }

X ∼= K ◦ ⊕X1Y ∼= K ◦ ⊕Y1

Donde el G-conjunto X satisface |X1| < |X| mientras que el H-conjunto Y1

satisface |Y1| < |Y |, más aún, tenemos que

HomCR(K◦, X1) = HomCR(K◦, Y1)

Por lo que existe K1 grupo finito tal que X1
∼= K1 ◦ ⊕X2, Y1 = K1 ◦ ⊕Y2.

De manera recursiva tenemos que n = m y existe σ ∈ Sn tal que Hi
∼= Gσ(i).

Por el mismo argumento que en 2.2 existen y ∈ Y y z ∈ Z tal que
Hy
∼= Lz, por lo tanto,

Veremos que CR admite una categoŕıa plena equivalente a la categoŕıa de
biconjuntos.

Proposición 2.13. Sea DR la subcategoŕıa de CR con objetos G◦ para G
grupo finito. Sea Ψ : ΩR → C el funtor definido en objetos como Ψ(G) = G◦
y Ψ definido en un morfismo de la forma HUG : G → H como Ψ(U) =<
U, pG, pH > donde pG : U → G/G es la funcón constante G/G, análogamente
pH es la función constante H/H. Entonces Ψ es un funtor fiel y pleno, más
aún, es un isomorfismo de categoŕıas e su imagen.

Demostración. Ψ es un funtor puesto que para HUG,KVH Ψ(V × U) =<
V × U, pG, pK > y es fiel y denso puesto que la función

Ψ : HomΩR(G,H)→ HomCR(G◦,H◦)

es un isomorfismo de R-módulos (más aún, de anillos) entre B(H × Gop) y
B(H×Gop◦) .

Definición 2.14. Sea A una categoŕıa preaditiva, Add(A ) denotará a la
mı́nima categoŕıa extensión de A que es aditiva.

Podemos construir Add(A ) como la categoŕıa de sumas formales finitas,
es decir, los objetos de Add(A ) son n-adas de objetos en A y para
a = {ai}ni=1, b = {bi}mj=1 ∈ obAdd(A ) un morfismo f : a→ b es una colección
de morfismos {fi,j}i,j tal que fi,j : ai → bj con fi,j morfismo en A .
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Notemos que paraG un grupo finito yX unG-conjunto, GX ∼=
⊕

x∈[G\X]

O(x)

en C . Cada G conjunto O(x) es isomorfo a G/Gx como G-conjunto y cada
G-conjunto G(G/Gx) es isomorfo en C a Gx◦, por lo tanto,

GX ∼=
⊕

x∈[G\X]

Gx◦

por el teorema 2.12 esta descomposición es única, salvo isomorfismo y los
objetos de la forma G◦ son inescindibles en C .

Teorema 2.15. C ∼= AddD , más aún, todo objeto de C se descompone de
manera única, salvo isomorfismo como suma de elementos de D .

Demostración. Sea Ψ : C → Add(D) el funtor definido en objetos como
Ψ(GX) = {Gx◦}x∈[G\X] y en un morfismo < U,α, β >: GX → HY como Ψ(<
U,α, β >) = {Hy (α−1(x) ∩ β−1(y))Gx}(x,y)∈[G\X]×[H\Y ]. Ψ es un isomorfismo
con inversa η definida en objetos como

η ({Gi◦}ni=1) =
n⊕
i=1

Gi◦

y en morfismos como η ({Ui,j}i,j) : {Gi}ni=1 → {Hj}mj=1

η ({Ui,j}i,j) =

〈⊔
j,j

H ×Hj Ui,j ×Gi G,α, β

〉

Donde G =
∏

iGi, H =
∏

j Hj y

α([h, u, g]) = g−1Gi ∈ ti(G/Gi) si u ∈ Ui,j
β([h, u, g]) = hHj si u ∈ Ui,j.
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Caṕıtulo 3

Funtores a R-módulos

En este caṕıtulo identificaremos las categoŕıas de funtores de Mackey y
funtores de biconjuntos como subcategoŕıas de CR. Además construiremos el
funtor de representación como funtor de C en grupos abelianos, generalizando
esta prueba tenemos una construcción que incluye más ejemplos clásicos de
funtor de biconjuntos.

3.1. Funtores globales

C admite una subcategoŕıa plena equivalente a la categoŕıa de biconjuntos
ΩR de biconjuntos definida en el caṕıtulo 1.

Definición 3.1. Sea DR la subcategoŕıa plena de CR con objetos de la forma

G◦ para cada grupo finito G.

Notemos que para un morfismo básico < U,α, β > tenemos que α y β
son proyecciones a un punto por lo que

HomC (G◦,H◦) ∼= B(H ×Gop)

De donde recuperamos la categoŕıa de G-Conjuntos.

Teorema 3.2. Sea R un anillo conmutativo y sea DR la subcategoŕıa plena de
CR con objetos de la forma G◦ ∼= (G,G/G) ◦ el G-Conjunto trivial, entonces
hay una equivalencia de categoŕıas

FunR(DR, R−Mod) w FunR(CR,R−Mod)

Demostración. Sea ResCR
DR

: FunR(CR, R − mod) → FunR(DR,R − mod) el
funtor definido por restricción, i.e. dado M ∈ FunR(C , R−mod)

41
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ResC
D(M)(G) = M(G◦)

en objetos y

ResC
D(M)(HUG) = M(〈U, pG, pH〉)

U
pG

!!DDDDDDDD
pH

||zzzzzzzz

H/H G/G

en morfismos, extendido bilinealmente.
Sea f : M →M ′ una transformación natural, definimos

ResC
D(f) : ResC

D(M)→ ResC
D(M ′)

como

ResC
D(f)G = f◦ : M(G◦)→M ′(G◦).

la cual es natural pues si tenemos α : G→ H un morfismo en D , entonces α
es un morfismo en C y el siguiente diagrama conmuta

M(G◦)
f(G◦) //

M(α)

��

M ′(G◦)
M ′(α)

��
M(H◦)

f
H◦ //M ′(H◦)

Sea IndC
D : FunR(D , R −mod) → FunR(C , R −mod) el funtor definido en

objetos como

IndC
D(M)(GX) =

(⊕
x∈X

M(Gx◦)

)G

,

La acción de G en
⊕
x∈X

M(Gx◦) para m ∈M(Gx◦) y g ∈ G definida por

gm = M(GgxIso(cg)Gx)(m) ∈M(Ggx◦)

para cg : Gx → gGx el isomorfismo conjugación donde Iso(cg) denota el
(Ggx, Gx) biconjunto Ggx(Ggx)cgGx

.

Sea ϕ = 〈HUG, α, β〉 :G X →H Y , definimos
(
IndCRDR

(M)
)

(ϕ) como

IndCR
DR

(M)(ϕ)

(∑
x∈X

mx

)
=
∑
y∈Y

(∑
x∈X

M(Ux,y)(mx)

)
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donde mx ∈M(Gx◦) y Ux,y es el (Hy, Gx) biconjunto α−1(x) ∩ β−1(y).
IndCR

DR
(M)(ϕ) está bien definida pues si h ∈ H entonces HhyIso(ch)Hy×Hy

Ux,y ∼= Ux,hy por medio del isomorfismo [hah−1, ux,y] 7→ au para ha ∈ h(Hy) =
Hhy. De esto tenemos que

h
∑
x∈X

M(Ux,y)(mx) =
∑
x∈X

M
(
HyIso(ch)Hh−1(y)

)
M
(
Ux,h−1(y)

)
(mx)

=
∑
x∈X

M
(
HyIso(ch)Hh−1(y)

×Hh−1y
Ux,h−1(y)

)
(mx)

=
∑
x∈X

M(Ux,y)(mx)

Tenemos que

IndCR
DR

(M)(ϕ)

(∑
x∈X

mx

)
∈

(⊕
y∈Y

M(Hy◦)

)H

puesto que

Iso(ch)×Hy Ux,y ∼= Ux,hy

por medio del isomorfismo

[h, u] 7→ hu

IndCR
DR

está definido en un morfismo f : M → N como

IndC
D(f) : IndC

DM → IndC
DN tal que para GX ∈ C

(
IndCR

DR
(f)
)
GX

:

(⊕
x∈X

M(Gx◦)

)G

→

(⊕
x∈X

N(Gx◦)

)G

IndCR
DR

(f)
GX

(∑
x∈X

mx

)
=

∑
x∈X

f
Gx◦(mx)

IndCR
DR

(f) es natural puesto que f(Gx◦) es natural.

Ahora, ResC
DInd

C
D = 1FunR(D ,R−mod) mientras que

η : IndC
DRes

C
D → 1C
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se define para M ∈ FunR(C , R−mod)

ηGX :

(⊕
x∈X

M(Gx)

)G

→M(X)

η
GX

(∑
x∈X

mx

)
=
∑
x∈X

M(ζx)(mx)

Con ζx : (Gx, ◦)→ (G,X) el morfismo de escisión, es decir,

G× (Gx/Gx)
β

yyrrrrrrrrrrr
β

''OOOOOOOOOOO

X Gx/Gx

donde α y β son como en el morfismo i definido en la Proposición 2.9.
De esta forma η es un isomorfismo natural con inversa ρ definida en un

objeto GX como

ρ
GX : M(GX)→

(⊕
x∈X

M(Gx)

)G

ρ
GX(m) =

∑
x∈X

M(px)(m)

donde px : (G,X)→ (Gx, ◦) la proyección de (G,X) en (Gx, ◦), es decir,

GxGG

t

zzuuuuuuuuu
r

$$HHHHHHHHH
G×O(x)

a

yyrrrrrrrrrr 1O(x)

%%KKKKKKKKKK
G×O(x)

ix

$$IIIIIIIIII
1O(x)

yyssssssssss

Gx/Gx G/Gx O(x) X

px = 〈GxGG, r, t〉
〈
G×O(x), 1O(x), a

〉 〈
G×O(x), ix, 1O(x)

〉
y está bien definida pues Iso(cg)px = pgx

3.2. Funtores locales

Recapitulando, C es una categoŕıa aditiva y D es una subcategoŕıa plena,
equivalente a la categoŕıa de biconjuntos, cada objeto en C puede ser escrito
de manera única como suma directa de objetos en D , salvo isomorfismos en
D . Ahora, veamos que C admite para cada grupo finito G , una subcategoŕıa
equivalente a Span(G− Sets)(Ver definición 1.20).
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Teorema 3.3. Sea G un grupo finito fijo y sea SG = SG,R la subcategoŕıa
de C con objetos de la forma (G,X). Sea HomSG

(GX, GY ) el R-módulo
generado por los morfismos de la forma

〈
G× Z, α, β

〉
donde Y Z

βoo α // X son morfismos de G-conjuntos y α(g, z) = g−1α(z),
β(g, z) = β(z), entonces SG es equivalente a la categoŕıa Span(G− Sets) y
Fun(SG, Ab) es equivalente a la categoŕıa de funtores de Mackey.

Sea

S W
δoo γ // Z , Z Y

βoo α // X

Para componer en C consideremos el siguiente diagrama

U

##GGGGGGGGG

{{vvvvvvvvv

G×W
δ

{{wwwwwwwww
γ

##HHHHHHHHH G× Y
β

{{wwwwwwwww
α

##GGGGGGGGG

S Z X

Sea T el producto fibrado de γ y β

T
ε //

η
��

Y

β
��

W
γ // Z

donde G\U = {[(a, w), (b, y)] ∈ (G×W )×G (G× Y ) : a−1γ(w) = β(y)}
definimos ϕ : G\U → G× T como

ϕ([a, w], (b, z)) = (ab, (w, ay))

ϕ está bien definida porque para t ∈ G,

[(at−1, w), (tb, tz)] 7→ (at−1tb, (w, at−1tz))

ϕ es un morfismo de biconjuntos porque s, t ∈ G, entonces
s[(a, w), (b, z)]t = [(sa, sw), (bt, z)] 7→ (sabt, (sw, saz)) = sϕ([(a, w), (b, z)])t.

Es un isomorfismo con inversa ψ dada por ψ(b, (w, z)) = [(1, w), (a, z)].
Ahora, el morfismo < G ×W, γ, δ >< G × Y, α, β > en la categoŕıa C

puede ser escrito en CG como < G ×W,αε >< G × Y, δη >, asociado a los
morfismos de G-conjuntos

Z W
δoo η // T

ε // Y
α // X
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por lo tanto, < G ×W, γ, δ >< G × Y, α, β > es un morfismo en sCG, esto
se debe a la conmutatividad de los diagramas

U
δ̂

{{wwwwwwwww
α̂

##GGGGGGGGG

ϕ

��

S X

G× T

δη
ccFFFFFFFFF

αε

;;wwwwwwwww

G× T

%%KKKKKKKKKK

yyrrrrrrrrrr

G×W
δ

{{wwwwwwwww
γ

%%LLLLLLLLLLL G× Y
β

yysssssssssss
α

##GGGGGGGGG

S Z X

Es importante notar que SG no es una subcategoŕıa plena de C puesto
que SG pues |B(G(Y ×X))| < |B(G×G(Y ×X))|, esto pues HomSG

(GX,HY )
está generado por los (G,G) biconjuntos de la forma GGA ×A AGG que se
obtienen de G× (G/A) ∼= GGA ×A AGG.

Ejemplo 3.4. Para GX un G-conjunto finito, el anillo de Burnside de X,
B(GX) es isomorfo a HomC (11,GX), esto pues dado (Tϕ) ∈ B(X) tenemos
que ϕ es de G-conjuntos 1-invariante de manera que podemos definir

(T, ϕ) 7→< T op, ϕop, p1 >

Análogamente, para un morfismos < U,α, β >∈ HomC (11,GX) tenemos que
β es la función constante 1 y por lo tanto podemos definir el morfismo

< u, α, β >7→ (U op, αop).

Este es un funtor de C en R −Mod que extiende anillo de Burnside como
funtor en biconjuntos, es decir, RB : C → R −Mod cumple que RB(G◦) =
B(G) y para f : G → H morfismo en D de la forma < HUG, pG/G, pH/H >,
RB(f) = B(U) donde B(U)(GT ) = U ×G T .

3.3. Haces vectoriales sobre G-conjuntos

En esta sección R = Z. Sea G un grupo finito y sea k un campo de
caracteŕıstica cero, el funtor de representación, como funtor en biconjuntos
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es el grupo de Grothendieck de la categoŕıa de kG módulos finitamente ge-
nerados. El grupo de Grothendieck se toma como categoŕıa exacta y puede
ser extendido en un funtor muy particular en Fun(C , Ab). En esta construc-
ción es fácil ver la estructura de funtor de Mackey de Dress del funtor de
representación.

Definición 3.5. Sea k un campo, G un grupo finito y M un kG-módulo.
Definimos el k-módulo MG como el máximo cociente de M donde G actúa
trivialmente, esto es:

MG = M/(IGM)

donde IN =
⊕
g∈G

k(1− g) es el ideal aumentación de kG

Definición 3.6. Sea X un G-conjunto, definimos la categoŕıa X̂ con objetos
el conjunto X y para x, y ∈ X definimos para x, y ∈ X

HomX̂(x, y) = {(g, x) : g ∈ G, gx = y}

con la composición dada por

(h, gx)(g, x) = (hg, x)

Sea k un campo de caracteŕıstica cero, definimos el funtor de representa-
ción Rk : C → Ab en un objeto GX como G0Fun(X̂, k−Vec) donde k−V ec
es la categoŕıa k −mod, es decir, k-espacios vectoriales de dimensión finita
sobre k; G0 es el grupo de Grothendieck como categoŕıa abeliana, i.e.

Rk(GX) = Z[Fun(X̂,k−Vec)]

/〈
[M ′]− [M ]− [M ′′] : 0 //M

f //M ′
f ′ //M ′′ // 0 es exacta

〉
.

Para ϕ = 〈U, α, β〉 :G X →H Y definimos el funtor exacto

ϕ∗ : Fun(X̂, k − Vec)→ Fun(Ŷ, k− Vec)

en un objeto M ∈ Fun(X̂, k − V ec) valuado en un objeto y ∈ obŶ como

ϕ∗M(y) =

 ⊕
u∈β−1(y)

Mu


G

La acción de G en
⊕

u∈β−1(y)

Mu

se define como sigue:
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Para g ∈ G y
∑

u∈β−1(y)

mu ∈
⊕

u∈β−1(y)

Mu tenemos :

gmu = M(g, α(u))(mu) ∈Mug−1 = M(α(ug−1)),

donde ug−1 ∈ β−1(y)
Ahora, ϕ∗M(h, y) : ϕ∗M(y)→ ϕ∗M(hy), está definida por

ϕ∗M(h, y)(mu) = mu ∈Mhu = M(α(hu))

pues
mu ∈Mu = M(α(u)), α(hu) = α(u) y hu ∈ β−1(hy).

El funtor ϕ∗ está definida en un morfismo f : M → N como

(ϕ∗f)y :

 ⊕
u∈β−1(y)

M(α(u))


G

→

 ⊕
w∈β−1(y)

N(α(w))


G

(ϕ∗f)y

 ∑
u∈β−1(y)

mu

 =
∑

u∈β−1(y)

fα(u)mu

Definimos Rk(ϕ) : Rk(GX) → Rk(HY ) como el morfismo inducido por
ϕ∗ en el grupo de Grothendieck.

Teorema 3.7. Rk ∈ Fun(C , Ab) y extiende al funtor de representación en
biconjuntos.

Demostración. El funtor ϕ∗ no depende de la elección del representante
(U, α, β) de la clase de equivalencia ϕ =< U,α, β >.

Supongamos que (U, α, β) ∼= (U ′, α′, β′), con η : U → U ′ isomorfismo
de biconjuntos tal que α′η = α y β′η = β Tenemos que

η|
β−1(y)

: β−1(y)→ β′−1(y)

es un isomorfismo de (Hy, G) biconjuntos.

La función ϕ∗M(h, y) está bien definida y se calcula con la regla:

ϕ∗M(h, y)

 ∑
u∈β−1(y)

mu

 =
∑

v∈β−1(hy)

mh−1v

Es suficiente probar que el morfismo ϕh :
⊕

u∈β−1(y)

Mu →
⊕

v∈β−1(hy)

Mv,

mu 7→ mu ∈Mhu satisface ϕh(gm) = gϕh(m). En efecto,
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ϕh

g
 ∑
u∈β−1(y)

mu

 = ϕh

 ∑
u∈β−1(y)

M(g, α(ug))(mug)


=

∑
v∈β−1(hy)

M(g, α(h−1vg))m[h−1vg]

= g
∑

v∈β−1(hy)

mh−1v

= gϕh

 ∑
u∈β−1(y)

mu


Luego tenemos el diagrama conmutativo

⊕
u∈β−1(y)

Mu
ϕh //

��

⊕
v∈β−1(hy)

Mv

��( ⊕
u∈β−1(y)

Mu

)
G

ϕ∗M(h,y)//

( ⊕
v∈β−1(y)

Mv

)
G

Es claro que ϕ∗M preserva identidades y composición.

Veamos que ϕ∗ está bien definido en morfismos. Sea f : M → N una
transformación natural, es suficiente probar que

ϕf :
⊕
β−1(y)

Mu →
⊕
β−1(y)

Nu

,

Definida por ∑
u∈β−1(y)

mu 7→
∑

u∈β−1(y)

fα(u)(mu)

satisface ϕf (gm) = gϕf (m).
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ϕf

g ∑
u∈β−1(y)

mu

 = ϕf

 ∑
u∈β−1(y)

M(g, α(ug))(mug)


=

∑
u∈β−1(y)

fα(u)mu − fα(u)M(g, α(ug))(mug)

=
∑

u∈β−1(y)

N(g, α(ug))fα(ug)(mug)

= gϕf

 ∑
u∈β−1(y)

mu


Veamos que ϕ∗f es una transformación natural.

ϕ∗N(h, y)(ϕ∗f)y

 ∑
u∈β−1(y)

mu

 = ϕ∗N(h, y)

 ∑
u∈β−1(y)

fα(u)(mu)


=

∑
v∈β−1(hy)

fα(h−1v)(mh−1v)

= (ϕ∗f)hy

 ∑
v∈β−1(hy)

(mh−1v)


= (ϕ∗f)hyϕ∗M(h, y)

 ∑
u∈β−1(y)

mu


Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo.( ⊕

u∈β−1(y)

Mu

)
G

(ϕ∗f)y //

ϕ∗M(h,y)

��

( ⊕
u∈β−1(y)

Nu

)
G

ϕ∗N(h,y)

��( ⊕
v∈β−1(hy)

Mv

)
G

(ϕ∗f)hy//

( ⊕
v∈β−1(hy)

Nv

)
G

Veamos que ϕ∗ es un funtor. Por definición ϕ∗(1M) = 1ϕ∗M . SeaM,N,L ∈
Fun(X̂, k − Vec) y sean f : M → N , f ′ : N → L transformaciones
naturales, entonces
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(ϕ∗f
′f)y

 ∑
u∈β−1(y)

mu

 =
∑

u∈β−1(y)

(f ′f)α(u)(mu)

=
∑

u∈β−1(y)

f ′α(u)fα(u)(mu)

= (ϕ∗f
′)y(ϕ∗f)y

 ∑
u∈β−1(y)

mu


Veamos que (ψϕ)∗ ∼= ψ∗ϕ∗ para ϕ = 〈HUG, α, β〉, ψ = 〈KVH , γ, δ〉.
ψϕ =

〈
H\W, α̂, δ̂

〉
donde H\W = {[v, u] ∈ V ×H U : γ(v) = β(u)}.

Sea η : (ψϕ)∗ → ψ∗ϕ∗ la transformación natural que para cada
M ∈ Fun(X̂, k − Vec)

(ηM)z :

 ⊕
[v,u]∈δ̂−1(z)

M(α̂[v, u])


G

→

 ⊕
v∈δ−1(z)

 ⊕
u∈β−1(γ(v))

M(α(u))


G


H∑

[v,u]∈δ̂−1(z)

m[v,u] 7→
∑

v∈δ−1(z)

∑
u∈β−1(γ(v))

m[v,u]

Que está bien definida pues

ζ :
⊕

[v,u]∈δ̂−1(z)

M(α̂[v, u])→

 ⊕
v∈δ−1(z)

 ⊕
u∈β−1(γ(v))

M(α(u))


, definida como

ζ

 ∑
[v,u]∈δ̂−1(z)

m[v,u]

 =
∑

v∈δ−1(z)

∑
u∈β−1(γ(v))

m[v,u] =
∑

v∈δ−1(z)

ζu

 ∑
[v,u]∈δ̂−1(z)

m[v,u]


satisface

ϕu(gm) = gϕu(m), por lo que ζ =
∑

u∈δ−1(z)

ζu, satisface ζ(gm) = gζ(m),

es decir,
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ζ(gm) =
∑

v∈δ−1(z)

ζu(gm) =
∑

v∈δ−1(z)

gζu(m)

ζ

( ∑
[v,u]∈δ̂−1(z)

m[v,u]

)
=

∑
v∈δ−1(z)

∑
u∈β−1(γ(v))

m[v,u]. De esta forma

ζ :

 ⊕
[v,u]∈δ̂−1(z)

M(α̂[v, u])


G

→

 ⊕
v∈δ−1(z)

 ⊕
u∈β−1(γ(v))

M(α(u))


G


está bien definida. Se define (ηM)z como ζ seguida de la proyección a( ⊕
v∈δ−1(z)

( ⊕
u∈β−1(γ(v))

M(v,u)

)
G

)
H

η es un isomorfismo con inversa ρ,

(ρM)z

( ∑
v∈δ−1(z)

∑
u∈β−1(γ(v))

m(v,u)

)
=

∑
[v,u]∈δ̂−1(z)

1
|H|

(∑
h∈H

m(vh−1,hu)

)
ρ está bien definido porque para

ξ

 ∑
v∈δ−1(z)

∑
u∈β−1(γ(v))

m(v,u)

 =
∑

[v,u]∈δ̂−1(z)

1

|H|

(∑
h∈H

m(vh−1,hu)

)

El siguiente diagrama conmuta

⊕
v∈δ−1(z)

⊕
u∈β−1(γ(v))

M(v,u)

π1

��

ξ //

( ⊕
[v,u]∈δ̂−1(z)

M[v,u]

)
G

⊕
v∈δ−1(z)

( ⊕
u∈β−1(γ(v))

M(v,u)

)
G

ξ̃

55lllllllllllll

π2

��( ⊕
v∈δ−1(z)

( ⊕
u∈β−1(γ(v))

M(v,u)

)
G

)
H

(ρM )z

AA

Sean ϕ = 〈U, α, β〉 , ϕ′ = 〈U ′, α′, β′〉 ∈ HomC (GX,HY ), entonces, para
cada M ∈ Fun(X̂, k − V ec) se tiene que (ϕ + ϕ′)∗ = ϕ∗ + ϕ′∗. Esto es
porque
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 ⊕
u∈(βtβ′)−1(y)

Mu


G

∼=

 ⊕
u∈β−1(y)

Mu


G

⊕ ⊕
u′∈β′−1(y)

Mu′


G

y (ϕ+ ϕ′)∗(M)(h, y) = ϕ∗M(h, y) + ϕ′∗M(h, y).

Veamos que ϕ∗ es exacta. Sea 0 //M
f //M ′ f ′ //M ′′ // 0 su-

cesión exacta en Fun(X̂, k − Vec). ϕf =
∑

u∈β−1(y)

fu, entonces tenemos

que

0 //
⊕

u∈β−1(y)

Mu

ϕf //
⊕

u∈β−1(y)

M ′
u

ϕf ′ //
⊕

u∈β−1(y)

M ′′
u

// 0

es una sucesión exacta de k-espacios vectoriales.

Como ϕfg

( ∑
u∈β−1(y)

mu

)
= gϕf

( ∑
u∈β−1(y)

mu

)
entonces ϕf es morfis-

mo de kG-módulos derechos.

Usando el lema del 9 para el siguiente diagrama conmutativo con ren-
glones exactos

0

��

0

��

0

��

0 // IG

(⊕
u

Mu

)
//

��

IG

(⊕
u

M ′
u

)
//

��

IG

(⊕
u

M ′′
u

)
//

��

0

0 //
⊕
u

Mu
//

��

⊕
u

M ′
u

//

��

⊕
u

M ′′
u

//

��

0

(⊕
u

Mu

)
G

//

��

(⊕
u

M ′
u

)
G

//

��

IG

(⊕
u

M ′′
u

)
G

��
0 0 0

tenemos que la sucesión

0 //

( ⊕
u∈β−1(y)

Mu

)
G

(ϕ∗f)y//

( ⊕
u∈β−1(y)

M ′
u

)
G

(ϕ∗f ′)y//

( ⊕
u∈β−1(y)

M ′′
u

)
G

// 0
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es exacta pues los dos primeros renglones son exactos. El primer renglón
es exacto pues por el teorema de Maschke, kG es semisimple y por lo
tanto, IG es proyectivo.

Rk restringido a D es el funtor de representación.

Sea ( ) : Fun(Ĝ◦, k − V ec) → (kG − mod) el funtor definido en un
objeto M como

M :=
⊕
x∈X

M(x)

Sea f : M → N transformación natural, entonces f definida por

f

(∑
x∈X

mx

)
=
∑
x∈X

fx(mx)

satisface f(gm) = gf(m) pues cada fx hace conmutar el siguiente dia-
grama

M(x)
fx //

M(g,x)

��

N(x)

N(g,x)

��
M(gx)

fgx // N(gx)

Tenemos que η : kG − mod → Fun(X̂, R − mod) definida en un kG
módulo T como η(T )(G/G) = T y para f : T1 → T2 definimos η(f)

G◦ =
f , de esta forma, η es una equivalencia de categoŕıas con quasi inversa
( ).

Sea ϕ = 〈HUG〉 : G◦ → H◦ entonces el funtor ϕ∗ : Fun(Fun(G◦̂, k −
V ec), Fun(H ◦̂, K − V ec)) se identifica con kU ⊗kG : kG −mod →

kH−mod por lo que ϕ∗T es identificado como

( ⊕
x∈G/G

T

)
G

∼= kU ⊗kG

T .El isomorfismo es dado por
∑
u∈U

∑
x∈X

mu,x 7→
∑

u,x u⊗mu,x.

3.4. Haces fibrados sobre G-conjuntos

Una forma de generalizar el funtor Rk es cambiando k − V ec por una
categoŕıa A cerrada bajo coĺımites finitos, dado que (M)G es un coĺımite;
en particular existirán coproductos y coproductos fibrados. En este caso las
clases de isomorfismo de funtores forman un monoide y tomando su grupo
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de Grothendieck como monoide podemos construir un funtor de C en grupos
abelianos. Aqúı encontramos una diferencia, dado que ϕ∗ tiene que ser aditiva
en el sentido de que

ϕ∗(M tN) ∼= ϕ∗(M) t ϕ∗(N)

Donde (M tN)(x) = M(x) tA N(x) y tA denota el coproducto en A .

Tenemos que ϕ∗ no necesariamente exacta, aunque la exactitud tenga
sentido. Un contraejemplo de que ϕ∗ no necesariamente es un funtor exacto
es tomando k un campo de caracteŕıstica p. Sean X, Y triviales, es decir,
conjuntos con un solo elemento y ϕ = DefGG/N donde N CG y p||N |. Por el
criterio de Higman, ϕ no puede ser exacto.

Dos ejemplos que podemos obtener de esta forma son el anillo de Burnside
y el anillo de Green para una campo k de caracteŕıstica p, tomando A = set y
A = k−V ec réspectivamente, este último tomando el grupo de Grothendieck
del monoide de clases de isomorfismo de kG-módulos finitamente generado,
módulo las sucesiones exactas cortas que se dividen, lo cual veremos más
adelante.

Definición 3.8. A una categoŕıa, un G-objeto de A es un funtor T :

G◦̂ → A . Notemos que un G objeto define una acción de G en T (◦)
por automorfismos en A .

Sea J una categoŕıa finita y F : J → A un funtor. Un cocono de F
Es el un objeto N ∈ ob(A ) y una familia de morfismos ψx : F (x)→ L
para cada x ∈ obJ de tal forma que ψx = ψyF (f) para todo morfismo
f : x → y en la categoŕıa J . Un coĺımite es un cocono finito, es decir,
un objeto L ∈ obA y funciones ϕx : F (x) → F (y) tal que para (N,ψ)
cocono de F , existe un único morfismo ε → N que hace conmutar el
siguiente diagrama

F (x)
ϕx

""DDDDDDDD

ψx

��3
33333333333333

F (f) // F (Y )
ϕy

||yyyyyyyyy

ψy

�����������������

L

ε
��
N

Dado T un G-objeto, definimos TG como el coĺımite de T : G◦̂. En este
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caso particular la propiedad universal se traduce como

T (◦)
π

""DDDDDDDD

T (g,◦)

��

ρ

((PPPPPPPPPPPPPPPP

TG
ρ // S

T (◦)

T (g,◦)
<<zzzzzzzz ρ

66nnnnnnnnnnnnnnnn

Definición 3.9. Sea A una categoŕıa de esqueleto pequeño con coĺımites
finitos, definimos el funtor LA en objetos como G0(Fun(X̂,A )).

Para ϕ = 〈U, α, β〉 :G X →H Y definimos el funtor aditivo

ϕ∗ : Fun(X̂,A )→ Fun(Ŷ ,A )

en un objeto M : X̂ → A como

ϕ∗M(y) =

 ⊔
u∈β−1(y)

Mu


G

Con Mu = M(α(u)). tA denota el coproducto de A y t denota el copro-
ducto inducido por A en Fun(X̂,A ) respectivamente.

Notemos que para el G-Conjunto trivial, G◦, la categoŕıa Ĝ◦ es la categoŕıa
del grupo G. Sea T un G-objeto en A y mg : T → T . TG denota el coĺımite
del siguiente diagrama

T
pG //

mg
��

TG

T

pG
>>}}}}}}}}

Es decir,

T
pG

  AAAAAAAA

mg

��

ζ
''PPPPPPPPPPPPPPPP

TG
ρ // S

T

pG
>>}}}}}}}}

ζ

77nnnnnnnnnnnnnnnn
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Si denotamos el morfismos M(g, x)

M

mg

��

ζ

!!DDDDDDDD

!!DDDDDDDD

MG
∃ζ // T

M

π
==zzzzzzzz

ζ
==zzzzzzzz

dado ζ tal que ζmg = mg existe un único morfismo ζ ′ : MG → T tal que el
diagrama anterior conmuta.

La acción de G en
⊔

u∈β−1(y)

Mu,

para cada g ∈ G está dada por el morfismo⊔
u∈β−1(y)

M (g, α(u))

donde M(g, α(u)) : Mu →Mug−1 = M(α(ug−1)).
ϕ∗M(h, y) : ϕ∗M(y)→ ϕ∗M(hy), está definida por

ϕ∗M(h, y) =
⊔

u∈β−1(y)

rh,u

donde rh,u : Mu → Mhu. es la función identidad, recordando que Mu =
M(α(u)) = M(α(hu)) = Mhu.

Definiremos LA (ϕ) : LA (GX) → LA (HY ) como el morfismo inducido
por ϕ en los grupos de Grothendieck.

Teorema 3.10. LA ∈ FunZ(C , Ab).

Demostración. Muchas de las cosas que hay que probar se siguen del caso del
funtor de representación cambiando suma directa por coproducto. Daremos
otra demostración de que dados GX,HY,KZ ∈ obC y ϕ = 〈U, α, β〉 : X → Y ,
ψ = 〈V, γ, δ〉 : Y → Z sin suponer nada más sobre A , se tiene

ψ∗ϕ∗ ∼= (ψϕ)∗

Sea ζ :
⊔

[v,u]∈δ̂−1(z)

M[v,u] →
⊔

v∈δ−1(z)

⊔
u∈β−1(γ(v))

M(v,u) el morfismo
⊔

[v,u]

t[v,u]

donde t[v,u] : M(α(u)) = M[v,u] →
⊔
v,u

M(v,u) es la inclusión de M[v,u] = M(v,u)

en el coproducto.
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Sea ξ :
⊔
v,uM(v,u) →

⊔
[v,u]

M[v,u] el morfismo
⊔

(v,u)

r(v,u) donde r(v,u) es la

inclusión de M(v,u) en el coproducto, identificando a M(v,u) con M[v,u] nueva-
mente.

Tenemos el siguiente diagrama

⊔
[v,u]

M[v,u]

ζ //

π
��

⊔
v

⊔
u

M(v,u)

π1

��

ξ
oo

( ⊔
[v,u]

M[v,u]

)
G

⊔
v

(⊔
u

M(v,u)

)
G

π2

��(⊔
u

M(v,u)

)
G

sv

88pppppppppppp (⊔
v

(⊔
uM(v,u)

)
G

)
H

Donde sv :

(⊔
u

M(v,u)

)
G

→
⊔
v

(⊔
u

M(v,u)

)
G

son las inclusiones al coproducto.

Sea π1 =
⊔
v

πv donde

πv :

(⊔
u

M(v,u)

)
→

(⊔
u

M(v,u)

)
G

son las proyecciones al cociente.
Sea g ∈ G, veamos que π1ζmg = π1ζ.

π1

⊔
[v,u]

t[v,u]

⊔
[v,u]

M(g, α(u))

 = π1

⊔
[v,u]

(
t[v,u]M(g, α(u))

)
= π1

⊔
[v,u]

t[v,ug]

= π1ng
⊔
[v,u]

t[v, u]

= π1

⊔
[v,u]

t[v, u]

Esto pues π1ng = π1 para ng el morfismo de la acción de G en
⊔
v,u

M(v,u).
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Por lo tanto, existe ζ ′ :

( ⊔
[v,u]

M[v,u]

)
G

→
⊔
v

(⊔
u

M(v,u)

)
tal que π1ζ = ζ ′π.

Análogamente existe ξ′ :
⊔
v

(⊔
u

M(v,u)

)
G

→

( ⊔
[v,u]

M[v,u]

)
G

, tal que ξ′π1 =

πξ.

Más aún, como H actúa trivialmente en

( ⊔
[v,u]

M[v,u]

)
G

, entonces existe

ξ′′ :

(⊔
v

(⊔
u

M(v,u)

)
G

)
H

→

( ⊔
[v,u]

M[v,u]

)
G

.

tal que ξ′′π2 = ξ′.
Ahora, por la definición de coĺımite, las proyecciones π1, π2, π son epimor-

fismos, esto pues tomando

⊔
[v,u]

M[v,u]
π //

( ⊔
[v,u]

M[v,u]

)
G

α //

β
// T

α y β son dos morfismos distintos que cumplen απ = βπ, y dado que πmg = π
se tiene que α está determinado por la propiedad universal del coĺımite y es
igual a β.

Sea ζ ′′ = π2ζ
′ entonces πζ ′′ξ′′ = π y por lo tanto, ζ ′′ξ′′ = 1. Análogamente

tenemos ξ′′ = ζ ′′.
Sea η la transformación natural que se obtiene de ζ ′′, es decir,
y ρ la transformación natural que se obtiene de ξ′′, entonces (ψϕ)∗ es

naturalmente isomorfo a ψ∗ϕ∗ e inducen el mismo morfismo en el grupo de
Grothendieck.

Proposición 3.11. Sea G un grupo finito y X un G-conjunto, entonces las
siguientes categoŕıas son equivalentes

Fun(X̂, set) ∼= G− set↓X

Demostración. Definimos η funtor de Fun(X̂, set) en G− set↓X como

η(M) = (TM , aM)

TM =
⊔
x∈X

M(x)

aM(m) = x si m ∈M(x)

Sea f : M → N transformación natural, f = (fx)x∈X ,
fX : M(x) → N(x), entonces ε =

⊔
x∈X

fx :
⊔
x∈X

M(x) →
⊔
x∈X

N(x) satisface
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ε(gmx) = gε(mx) por ser f natural, por lo tanto, induce un morfismo de
G-conjuntos η(f) = ε : TM → TN .

Sea ρ el funtor definido en un objeto (T, a) como ρ(T, a) := ST,a

ST,a(x) = a−1(x)

Para b : (T1, a1)→ (T2, a2) tal que a2b = a1 definimos ρ(b) = b|T1 : a−1(x)→
a−1

2 (x). Esta resulta una transformación natural y η, ρ resultan mutuamente
inversas.

Corolario 3.12.
G0Fun(X̂, set) ∼= B(G(X))

Demostración. El funtor η : Fun(X̂, set)→ G− setdownarrowX manda copro-
ductos en coproductos y por lo tanto, η induce un isomorfismo en los grupos
de Grothendieck.

Ejemplo 3.13. Lset es equivalente al anillo de Burnside como funtor,
esto se obtiene restringiendo a DR obtenemos el anillo de Burnside.

Lk−V ec es equivalente al funtor de Green a(k ), para esto vemos que
el funtor de Green se obtiene como el grupo de Grothendieck de kG-
módulos generados, módulo las sucesiones exactas que se dividen.

Finalmente, esta construcción nos da una versión expĺıcita de la estruc-
tura funtorial de Dress de los funtores antes citados y una forma de construir
funtores a partir de ciertas categoŕıas que nos dan ejemplos clásicos de fun-
tores en biconjuntos.

Como conclusión, la categoŕıa FunR(CR, R −mod) es otra forma de es-
tudiar a la categoŕıa de funtores de biconjuntos desde el punto de vista de
los G-Conjuntos y enlazar conceptos de los funtores de Mackey que sue-
len ser más sencillos desde el punto de vista de Dress y viceversa. Además
FunR(CR, R−mod) es una generalización de la categoŕıa de biconjuntos que
nos permite estudiar estos funtores desde el punto de vista de la aditivización
de la categoŕıa de biconjuntos.
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preaditiva, 37

Biconjunto, 6.
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