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Resumen

Este proyecto pertenece a la frontera de muchas areas de las matematicas.
Una es la Teoria de Conjuntos, que, a lo largo del texto el autor expresa sus
preferencias en cuanto a técnicas concierne, especialmente, las técincas prestadas
de la combinatoria infinita tal como la Teoria de Ramsey. A grandes rasgos, el
tema principal de este documento es la propiedad de Amenabilidad la cual es una
propiedad muy deseable para un grupo. En el primer capitulo damos todos los
prelimares para poder entender este concepto tomando definiciones de Topologia
y del Analisis Funcional. Después, hablamos acerca de un grupo muy peculiar, el
grupo de Thompson, el cual tiene caracteristicas muy interesantes y en este mismo
capitulo mencionamos algunas de sus propiedades. En el tercer capitulo estudiamos
la interaccion entre la Teoria de Ramsey y los espacios de medidas, como una
consecuencia podemos crear un marco adecuado y més estructurado para estudiar
la amenabilidad del grupo de Thompson. En el cuarto capitulo, estudiamos una
forma equivalente a la amenabilidad que tiene el sabor de la teoria de Ramsey. En
el quinto y ultimo capitulo damos algunas conclusiones que resultan de este trabajo
asi como preguntas que el autor considera son la manera mas natural de continuar
con la investigacion en esta linea. En este momento es importante mencionar que
esperamos que el lector disfrute su lectura y lo mas importante es que esperamos
que disfrute su viaje a través de las paginas.

Palabras clave: Amenabilidad, Teoria de Ramsey, Grupo de Thompson, Com-
binatoria Infinita, Espacios de Medida.
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Abstract

This project lies on the border of several branches of Mathematics. One is
Set Theory, along the text the author expresses his preferences when referring
to techniques, specially, the techinques used from Infinite Combinatorics such as
Ramsey Theory. Roughly, this document is all about the property of Amenability,
which is a really desirable property for a group. In chapter one we give all of
the preliminaires in order to understand this concept, we take definitions from
Topology and Functional Analysis. Afterwards, we talk about a particular group,
Thompson’s group, that has many intriguing features and we describe some of its
properties. In the third chapter, we develop the interplay between Ramsey Theory
and the space of measures, and as a consequence, we can build up a more structural
frame to study Thomson’s group and more precisely, its amenability. In the forth
chapter, we study an equivalent statement to amenability which has the Ramsey
flavour. In the last chapter, of course we give some conclusions and additional
remarks from all of what has been done, besides, some questions are posed as a
result of this work and that (to the extent of the author) are the right way to
follow on a future investigation. At this point it is appropriate to mention that we
hope the reader will find a comfortable reading and the most important thing that
he/she has some fun and enjoys his/her travel through the pages.



0. Introducciéon

Uno de los atributos més bellos de las matematicas es la interaccion que existe
entre diversas areas de investigacion de la misma. Un ejemplo claro de esto es el uso
de técnicas prestadas de la teoria de conjuntos y del anéalisis funcional aplicadas
a problemas o teorias en otras disciplinas que lidian con objetos infinitos con més
estructura, donde, su uso en ocasiones simplifica pruebas de hechos ya conocidos.

Més concretamente, uno de los arquetipos de este fenémeno es la bien conocida
teoria de Ramsey ya que ha mostrado ser muy fructifera y por lo tanto muy
investigada. Desde los trabajos en logica de Frank P. Ramsey, en los cuales aislo el
resultado que se convertiria en el importante Teorema de Ramsey en combinatoria,
se han publicado un sinfin de resultados de esta indole; uno de los que ha motivado
el presente trabajo es justamente el Teorema de Neil Hindman |[3]:

Teorema. Para cualquier coloracion finita de N existe un conjunto infinito tal que
todas sus sumas finitas tienen el mismo color.

Este enunciado es puramente combinatorio y a pesar de que la prueba original
tiene el mismo enfoque, existe una prueba mas sencilla debida a Fred Galvin que no
fue publicada en la cual se utiliza un ultrafiltro idempotente sobre N; los ultrafiltros
son un artilugio muy utilizado en el ambito del infinito. A su vez, Steven Glazer
se dio cuenta que esto era inmediato usando un bien conocido lema atribuido a
Robert Ellis y a Katsui Numakura el cual expresa que en semigrupos topoloégicos
compactos dichos ultrafiltros siempre existen, la asociatividad del semigrupo es
esencial para probar este resultado. Un objetivo del presente trabajo es exponer
conjeturas que son generalizaciones de estos dos teoremas al ambito no asociativo,
éstas fueron descubiertas y estudiadas por Justin Moore [5]. El presente trabajo
es el resultado de un minucioso anélisis de estos trabajos.

La motivacion original de los trabajos de Moore [4] fue estudiar el concepto de
amenabilidad de un grupo discreto: un grupo discreto G es amenable si y sélo si
existe una medida de probabilidad i : P(G) — [0, 1] finito aditiva que es invariante
bajo la accion de traslacion. La propiedad de amenabilidad fue aislada y estudiada
por John Von Neumann en sus trabajos sobre la paradoja de Banach-Tarski 7] y
maés tarde por Mahlon Day [2] en conexion con el anélisis funcional, desde entonces
esta propiedad ha sido bastante investigada [6] por lo que tiene muchas formas
equivalentes y ademaés ha jugado un rol interdisciplinario muy importante.

Uno de los problemas abiertos mas antiguos que concierne a la amenabildad
de un grupo especifico es determinar si el grupo de Thompson F' es amenable. El
grupo de Thompson F' se puede definir de muchas maneras pero la mas sencilla de
describir es la siguiente: denotamos a F' por el conjunto de todos los automorfismo
del intervalo [0, 1] lineales por pedazos y que tienen pendiente racional, F' con la
operacion de composicion es un grupo y ademaés el grupo de Thompson admite una
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presentacion infinita con conjunto de generadores {x,, : n € w } y para todo i < n
se satisface la relacion x,,41 = z; Yn2;, denotamos al elemento zy por A y a x; por
B. La amenabilidad de F fue estudiada por el mismo Richard Thompson y desde
entonces por muchos autores mas [1|, dicen los expertos que casi cualquier pregunta
relativa a F' es un verdadero reto y esto ha sido comprobado con el problema de
su amenabilidad. En los articulos estudiados se dan criterios tipo Ramsey de la
amenabilidad y, con ayuda de la interaccion entre los teoremas antes mencionados
en el ambito no asociativo se propone un método muy interesante para atacar éste
problema abierto.

Todos los resultados aqui descritos son debidos a Justin Moore a menos que se
especifique lo contrario o que sean resultados bien conocidos. En el primer capitulo
estudiamos la estructura general del espacio de medidas de probabilidad sobre un
sistema binario arbitrario S. En el segundo capitulo describimos la manera en la
que pensamos al grupo de Thompson y describimos una condicion suficiente para
la amenabilidad del mismo. En el tercer capitulo exponemos la generalizacion del
Teorema de Hindman, enunciamos la generalizaciéon del Lema de Ellis y damos
algunas aproximaciones a los mismos, también se muestra la relacion existente
entre ambas generalizaciones y se estudian las medidas idempotentes dentro de un
compacto muy particular. En el cuarto y altimo capitulo mostramos los criterios
tipo Ramsey para la amenabilidad de un grupo discreto asi como también se estudia
la no amenabilidad en este mismo marco.
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1. Medidas de probabilidad

En este capitulo daremos las definiciones preliminares que nos acompanaran a
lo largo del presente trabajo. Empezaremos con un conjunto arbitrario no vacio S
y definiremos al conjunto de medidas de probabilidad finito aditivas sobre .S, vere-
mos que puede ser dotado con una topologia natural por lo que nos referiremos a
¢l con el sustantivo espacio. Més adelante a S lo enriqueceremos con una operacion
binaria y veremos de que manera interacttia esta operacion con la topologia men-
cionada, después daremos una caracterizacion de algunas subclases de este espacio
en el caso cuando |S| = Ny, donde Yy es la cardinalidad de los nimeros naturales
N.! Denotamos al conjuto potencia del conjunto S por P(S) y [S]<“ es el conjunto
de subconjuntos finitos de S.

Sea S un conjunto no vacio, definimos a Pr(S) como el conjunto de medidas
de probabilidad finito aditivas, mas precisamente, p € Pr(S) si y solo si

(1) p:P(S) = [0,1],

(3) VnewV{A; 1 ien} Vi#jANA =0 = w(U;ic, Ai) =D e 1(A))-

Nuestro primer objetivo sera dotar al conjunto Pr(.S) con una topologia, para
esto se describird un encaje del conjunto Pr(S) dentro del conjunto £, (S)*?. Cada
p € Pr(S) define una funcion F, : {(S) — R dada por f — [ f du; no es
dificil ver que F),, € ((S)* y para cada f > 0 se cumple que F,(f) > 0y
F(1) =1, ademas, esta asociacion es biyectiva. Esta identificacion nos dice no s6lo
que Pr(S) <= €(5)* si no que Pr(S) se puede ver como un subconjunto de la
bola unitaria de £o(S)*.

Ahora, para cada f € (. (S) denotamos por ef : {,(S)* — R al mapeo eva-
luacion, a saber, F' — F(f). Asi, podemos definir una topologia sobre £, (S)* la
cual denotamos por 74+ v la llamamos la topologia débil estrella ya que es la to-
pologia mas pequena que hace continuas a todos los mapeos evaluacion. Notemos
que la topologia inducida por la norma del operador es més fina que 74+ v que
las medidas con soporte finito y no vacio® son densas en Pr(S) con la topologia
débil.

IN ={1,2,...}, w es el primer ordinal infinito y por lo tanto n € w sera tratado como un
ordinal.

2El simbolo /4, (S) denota el conjunto de funciones f : S — R acotadas, este espacio es un
espacio de Banach con la norma del supremo, y £, (S)* denota el conjunto de funcionales lineales
acotados que es un espacio de Banach con la norma del operador.

3Definimos el soporte de una medida como el conjunto supp(p) = {s € S:u({s}) >0}.



Como
Pr(S)= () e;'(0,00) Ner'({1})

feloo(S)
f=0

entonces Pr(S) es cerrado y por lo tanto compacto en 74+ ya que gracias al
teorema de Banach-Alaoglu la bola unitaria es compacta.

Viendo a los elementos de S como masas puntuales tenemos que S C Pr(5)
y también cada ultrafiltro define una medida de probabilidad finito aditiva por lo
que S C Pr(S). Si (S,%) es un sistema binario tenemos una forma natural de
extender x a 4S5 de la siguiente manera, Dados U,V € (55:

WeluxV{ueS:{veS:uxveW}eV}el.

Nos gustaria poder extender x a todo Pr(.S) de tal manera que esta extension
coincida con la extensién a S esa es nuestra siguiente tarea.

Sean S1, Sy no vacios y sean i € Pr(S1), v € Pr(Sz2). Entonces p®wv : P(()S; x
Sy) — [0,1] dada por E — [ v(E*) du es una medida de probabilidad en S; x Ss,

equivalentemente,
- [ [ 1@yt

donde f € ((S). Tenemos asi un operador @ : Pr(Sy) x Pr(Sz) — Pr(S; x.Ss) tal
que (p,v) = p@v. Como Pr(Sy) X Pr(S;) C le(S1)* X loo(S2)* y Pr(S; x S3) C
(oo (S7 X S2)* entonces nos podemos preguntar sobre la continuidad de ®.

Teorema 1.1. Sean Sy, 55 no vacios, se cumple lo siquiente.

(1) Para todo v € Pr(Sy) el mapeo G, : Pr(Sy) — Pr(S; x53) tal que p — p@v
es continuo.

(2) Sip € Pr(Sy) tiene soporte finito entonces el mapeo G, : Pr(S;) — Pr(S1
Ss) tal que v — p® v es continuo.

Demostracion. (1) Sea (jtq)dep una red en Pr(S;) tal que pg — p*. Veamos que
e @V — @ v. Sea f € L(S) X Sy), definamos ¢g: S; — R dada por g(z) =
J f(@,y)dv(y), es facil ver que g € €o(S1) ¥y que pa @ v(f) = palg) — plg) =

pv(f).
(2) Sea (V4)aep una red en Pr(Ss2) tal que vy — vy sea f € £o(S1 X S2). Como

|supp(p)| < Vo tenemos que para cualquier g: S; — R se cumple que

/ 9(2)du(z) = / dSdun) = 3 ()

s€supp(p)

4Como la topologia de Pr(S) es la topologia débil, esto es equivalente a decir que para cada
f € £a(S) se cumple que pa(f) = u(f)



asi, para y € S, fija
> sy = /fsydu /fxydu
sesupp(p)

Por lo tanto tenemos que

1@ va(f //fxydvd )dp(z Z /fsydvd

s€supp(u)
usando la linealidad de la integral y la hipotesis, el término anterior es igual a
Zfsydud /Zfsydu)
s€supp(p) s€supp(p
usando una vez mas la linealidad concluimos
S /fsydv — [ [ femavtduts) = we v(s), =
sEsupp

Por ultimo extendemos % a Pr(S). Sea x: Pr(S) x Pr(S) — Pr(S) la funcion
dada por puxv(f) = p@v(fox). Es facil ver que en efecto, ésta operacion extiende
bien a % y coincide con la extension en £S5, mas atn, obtenemos automéaticamente
las conclusiones del teorema anterior para x.

El siguiente objetivo es describir un poco la estructura general de Pr(S) en
el caso en que S es numerable, que es el caso que mas nos interesa, el siguiente
teorema nos dice como son las medidas en Pr(S) que tienen soporte no vacio.

Dada p € Pr(S) para cada A C S definimos ry = sup{ u(F): F € [A]*“ };
observemos que 74,5 = 74 + 75 siempre que AN B = ().

Teorema 1.2. Sea S ={s; :i € w} un conjunto numerable. Si 1 € Pr(S) tiene
soporte no vacio entonces

(1) p es o-aditiva <= > . p({si})=1.
(2) 1 no eso-aditiva < T={ACS:u(A)=ra} esun ideal propio°.

Demostracion. (1) Probaremos la implicaciéon no trivial. Supongamos que

ZM({ si}) =

1EW

SRecuerde que un ideal es una subfamilia de P(S) que es cerrada bajo subconjuntos y bajo
uniones finitas. El ideal es propio si no contiene al total y es no trivial si contiene a los conjuntos
finitos.



y sea (A;);e, una familia ajena por pares. Podemos suponer que ningin A; es vacio
pues u ya es finito aditiva. Supongamos ademés, que forman una particion de .S,
queremos ver que » .. ((A;) = 1. Tenemos que M := > .. u(A;) < 1 porque
1 acota a todas las sumas parciales y si la desigualdad fuera estricta entonces

existiria NV € w tal que
N

<Y u{sh <t

Jj=0

pero s; € A;; con lo que, agrupando los que pertenecen al mismo A;_,
N N
<2 s = nlA
j=0 3=0

lo cual es una contradiccion, por lo tanto M = 1. En caso de que los A; no formen
una particion, consideramos By = S\ (U,¢, Ai) vy para i > 0 definimos B; = A;_;.
Haciendo el célculo tenemos

> (A + u(Bo) =D (B,

€W JEW

> nlA) = 1= p(Bo) = u(|J A).

€W iEw

por lo tanto

(2) De nuevo probaremos la implicaciéon no trivial. Supongamos que p € Pr(S)
no es o-aditiva, por (a) tenemos que

Zu({si})<1

Probaremos que Z = { A C S :ry = u(A) } es un ideal y para esto necesitaremos
la siguiente afirmacion.

Afirmacién. Sean A, B € P(S) ajenos. A € T yB € T < AUB € TI.
Supongamos que A € Zy B € 7 tenemos que r4 = u(A) y rg = u(B) por lo que

raup =1a+ 18 =(A) + u(B) = n(AU B).
Ahora, si u(A) > ry o u(B) > rp entonces tendriamos
raup =74+ 15 < p(A) + pu(B) = u(AU B).

Supongamos que A € Zy sea X C A, tenemos que X UA\ X = A € Zy como
son ajenos vemos que X € Z. Sean A, B € 7 tenemos que AUB=AUB\AecZ
pues son ajenos y B € Z implica que B\ A esta en Z. Ademés, es trivial ver que
S¢€L,0eZylS]¥CT. m



Es muy facil encontrar medidas que no sean o-aditivas y con soporte vacio, pero
el teorema anterior nos da una sugerencia de como construir medidas con soporte
no vacio y que no sean o-aditivas: Simplemente tomemos U € 5(S) y definamos

r AU
u(A) = {1A i
—Ts\A Acel

No es dificil ver que u € Pr(S) y que cumple con lo estipulado.

2. El grupo de Thompson F

En este capitulo definiremos un sistema binario T el cual describira de una
manera muy precisa al grupo de Thompson F', veremos de que manera actia F' en
T y como el problema de amenabilidad en F' se puede reducir a una cierta forma
de amenabilidad de T, ademas, se propone una manera muy interesante de probar
esta reduccion.

2.1. T un modelo para F
Definimos la operacion ~ : P([0,1])*> — P([0, 1]) por

~ 1 1
a’b= 2aU 2(b—|— 1).

Consideremos (T, ™, 1) el sistema binario generado libremente por 1 = {1}. Los
elementos de T seran los puntos de discontinuidad de automorfismos de [0, 1] de
alguna funciéon lineal por pedazos que los extienda y cada elemento de T describe
una manera de asociar al 1 con la operacién cuna y equivalentemente se pueden
pensar como arboles binarios finitos con raiz. El sistema (T, ™) serd nuestro sistema
binario principal.

Lo primero que haremos es ver que el Lema de Ellis no es cierto en (8T, ), es
decir, (ST,”) no contiene un elemento idempotente. Definamos la funcién rango
rank : T — 0,1 por recursion de la siguiente manera: rank(1) =0y rank(a”b) =
rank(a) + 1. Ahora, si U € ST, entonces

{u € T : rank(u) es impar} € U"U
—{ueT:{veT:rank(u v) =rank(u)+ les impar}} eU} e U
> {ueT:{veT:rank(u)espar} e U} €U <+ {u € T : rank(u) es par} € U.
Por lo tanto U no puede ser idempotente.

Ahora observemos que el Teorema de Hindman también falla para T, es decir,
existe una coloracion ¢ : T — 2 tal que ¢ no es monocromatica en las cunas finitas



de cualquier X € [T]¥. Consideremos la funcion ¢ : T — 2 dada por c(t) = rank(t)
(méd 2). Notemos que rank(a) y rank(a”b) tienen distinta paridad por lo que no
puede existir ningtn conjunto con mas de dos elementos monocromético en cunas
finitas.

Para cualquier a € T definimos a® como el elemento de T con tamafo |af
pero todos los paréntesis asociados hacia la derecha. El par (a,a™) describe una
funcion de F' la cual denotamos a — a™, en la que asociamos los elementos de a
con los de a™ en orden creciente y extendemos de manera lineal a todo el intervalo
[0,1], tenemos asi una funcion suprayectiva ® : T — F*. Al subconjunto de los
elementos en F' que son de esta forma a — a™, lo denotaremos por F'* ya que
coinciden exactamente con los elementos positivos de la presentacion infinita x;
de F' mencionada en la introduccién, asi, este es un subsemigrupo de F' y es bien
sabido que todo elemento de F' se puede expresar de la forma st~! con s,t € F'F.
Para mas informacion se refiere al lector al articulo de Cannon [1].

2.2. Condiciéon suficiente para la amenabilidad de F

A continuaciéon veremos como mostrar la amenabilidad de F' a partir de una
forma de amenabilidad para T. Denotamos por ¥ al conjunto de generadores de
la presentacion finita de F, a saber, ¥ = { A, B, A~', B! }. Definimos una accién
parcial de F' sobre T de la siguiente manera:

(1) A((a”b)"¢c) =a (b"¢) y también B(a"((b"¢c)"d)) = (a"(b"(c"d))),

(2) Si f € F entonces existe n € w tal que f = g,g,_1---go donde g; € ¥; asi,
ft esta definido si y solo si para cada i < n el elemento g; esta definido en

(giz1---go)t.

Es un ejercicio sencillo el probar que ft esta definido si y solo si ®(¢)f~! € F™
y en este caso coinciden los valores por lo tanto tenemos que la funcién & es F-
equivariante. Por comodidad, abreviaremos el enunciado f esta definido en ¢ por

D(ft).

Definicion 2.1. Una medida p € Pr(T) se llama F-invariante si cumple lo si-
guiente,

(1) u({teT:DAt) AND(Bt)}) =1
(2) VECT u({At : D(At) Nt € E}y = u(E) = u({ Bt : D(Bt) ANt € E'})

Teorema 2.2. El grupo de Thompson F' es amenable si y solo si existe jp € Pr(F™)
tal que para cada E C G tenemos p(E - A) = p(E) = u(E - B).



Demostracion. Si F' es amenable y p lo testifica entonces para cada E C F*
definimos v(E) = ﬁu(E) Asi, v es obviamente una medida invariante y de

probabilidad sobre F'*. Sea v € Pr(F*) invariante bajo la trasalacion de A y B,
para todo E C F definamos u(FE) = v(E N F1). Veamos que esta es una medida
invariante. Es facil ver que p € Pr(F) por eso solamente haremos la invarianza.
Observemos que u(E-A) =v((E-A)NFT) =v(ENF')-A) =v(ENFT) = pu(E)
y ademéas pu(E - A7) = p(EA™'A) = p(E), un calculo similar funciona para B
y asi para g € F' tenemos que es producto de los generadores y tenemos que
w(E) = p(Eg). O
Teorema 2.3. Si existe u € Pr(T) que es F-invariante entonces F' es amenable.
En particular, si p € Pr(T) es idempotente entonces F' es amenable.

Demostracion. Supongamos que p es F-invariante sobre T. Para cada E C F't
definimos v(E) = u(®[E]), veamos que v es una medida invariante. Es facil ver
que v € Pr(F*). Queremos probar que para todo E C F se cumple v(E - A) =
v(E). Sea E C F, tenemos

V(E-A) =@ 'E-A)=pu{teT:dt) e E-A}) =p({teT: o)A € E}).

Por la primera clausula tenemos que el conjunto donde At no esté definido tiene
medida cero y ademéas {t € T: ®(t)A~' &€ F*} ={t € T : =D(At) }. Asi tenemos
lo siguiente
p{teT: o)A € B}) = u({yA™ : @(y) € E'})
W{y €T 0(y) € B}) = (07 [E]) = v(E).
Un céalculo similar funciona para B y con eso hemos probado la primera parte,

ahora probaremos la segunda conclusion: sea p € Pr(T) tal que p p = p. La
primera observacion es que u({1}) = g u({1}) = p® u(d) = 0 y ademés

pop({teT:3a(t=1"a)})=p({1}) u(T) =

por la definiciéon de medida producto y de ~. Se cumple que p = p (u pu) =
(1~ p)" i, por la idempotencia. Sea 2 C T veamos que pu(E) = u(A - E). Tenemos
que

p(E)=p({te EF:3a3b3ct=(a"b)"c})

=(u p) u{te F:JaTb3ct=(a"b)c})

— (e ®p{ (@b T (@) ceF))

=u®(pep)({(a,bec) €T a”(b7c)e A-E})
=p (W p){teA-E:JaTb3ct=a"(b"c)})=pulA-E).

Nuevamente, un célculo similar muestra que u(B - E) = pu(F) y por lo tanto u es
F-invariante. ]



3. Teoria de Ramsey en Pr(T)

La condiciéon del capitulo anterior es un manera muy intrigante de probar la
amenabilidad del grupo de Thompson, veremos que el estudio de Pr(T) y sus idem-
potentes tiene estrecha relacion con la teoria de Ramsey y que por los resultados
del presente capitulo, podemos observar que no es trivial dicha relacion.

3.1. Version no asociativa del Teorema de Hindman en Pr(T)

Necesitaremos algunas aproximaciones finitas de T y sus respectivos espacios
de medidas de probabilidad para esto definimos T,, ;== {t € T: |[t| =n} y A, =
Pr(T,) y A =, ey An- Observemos que

An={dopo+ .+ Mepue: N €RT DY N =1Ap €T, ),

donde la suma y el producto son puntuales. Asi A,, es convexo para toda n. Ya que
las medidas de A tienen soporte finito y no vacio, podemos computar la operacion
~ restringida a A de la siguiente forma

W v(E)= 3 u({a (b)),

a beE

de hecho, (A7) es un sistema binario, en efecto, si u € A,, y v € A,, entonces

V() A0 = 3 p({aw({b}) £0 < t=ab

a”"be{t}

cona € T,, ybeT,locual implicat € T,,., y en particular g" v(T,,,) = 1, esto
a su vez implica u” v € A, ,,. Nuestro siguiente paso sera definir un cierto limite
de estos conjuntos de tal forma que nos de informacion sobre la topologia de Pr(S)
para esto tomemos un ultrafiltro ¢« € S(N) si denotamos por n(u) al conjunto de
vecindades abiertas de p, consideramos el subconjunto de Pr(T) definido de la
siguiente manera

Ay :={pePr(T): VW en(u) {m: A, NW #£0}eU}

observemos que Ay es el U-limite de los A, en el hiperespacio K(Pr(T)) con la
topologia de Vietoris®, esto implica que Ay es un subespacio compacto no vacio y
convexo de Pr(T).

El conjunto KC(Pr(T)) es el conjunto de todos los subconjuntos compactos de Pr(T), una
base para la topologfa de Vietoris sobre este conjunto esta dada por los conjuntos { (Up,...Uy) :
ne€wAU; €1}, } donde (Uy,...Uy) ={AcK(Pr(T):ACU,.,,UiAVi<n ANU; #0}.

<n



Lema 3.1. SiUd € (B(N),+) es idempotente entonces (Ay, ) es un sistema bina-
T%0.

Demostracion. Sea W € n(u”v). Deseamos ver que {n : A,NW # () } € U, usando
la idempotencia de U esto es equivalente a probar que existe X € U tal que para
toda m € X se cumple que A,, = {n:n+m € A} € U. Por continuidad, existe
U € n(p) tal que para todo p' € U se tiene que ¢/ nu € W. Como p € Ay existe
X € U tal que para cada m € X existe u,, € U N A,,. También existe V,,, € n(v)
tal que para todo v/ € V,, se tiene que pu/, "/ € W. Como v € Ay tenemos que
para cada m € X el conjunto Y,, = {n: A, NV, # 0} € U ademas es facil ver
que Y, C A,, v esto implica que A,, € U. H

Proposicion 3.2. Si B € [P(T)|<¥ yU € (B(N),+) un idempotente, entonces
existe € Ay tal que " [ B=pu | B.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B es una subdal-
gebra finita. Sea A el conjunto de a4tomos’ de B y consideremos la familia

C={AcA:{meN: ANT,, #0}cU}.

Afirmacionl. Si A€ AN(P(T)\C) entonces V¢ € Ay £(A) = 0. Supongamos que
no y sea & € Ay tal que §(A) > 0. Consideramos W = e 1[(0, 1] y observemos que
W es vecindad de ¢ por lo tanto { m: A,,NW # (0} € U y ademéas {m: ANT,, =
(0} € U tomando m testigo de la interseccion, por una parte tenemos que existe
w € Ay, tal que p(A) = pu(ANT,,) >0y por otro lado u(A) = u(ANT,,) =0.
Afirmacion2. Si A € C entonces 3§ € Ay N B(T) £(A) = 1. Como A € C tenemos
que M :={m e N: AnT,, # 0} € U. Para cada m € M escogemos z,, tal
que z,, € ANT,, y consideremos la medida en 5(T) N A,, inducida por z,,, es
decir, §,,(A) =1 <= x,, € Ay 0 en otro caso. La sucesion &,, tiene U-limite en
B(T), digamos, £. Veamos primero que £ € Ay, si W es vecindad de & entonces el
conjunto de indices de la sucesion tales que estan en W esta en el ultrafiltro pero
esto implica que { m: A,,NW # 0} € U. Ahora, si{(A) = 0 entones V = e 1[[0, 1)]
seria vecindad de £ y por lo tanto existiria m tal que &, € V que a su vez diria
&m(A) =0, pero esto contradiria que z,, € A. Concluimos que £(A) = 1.

Gracias a la segunda afirmacion tenemos que para cada A € C existe una
medida 4 € Ay N B(T) y la asociacion A +— &4 es inyectiva pues si £4, = &a,
tenemos que 1 = &4, (A1) = €a,(A1) por lo que A; = Ay. Sea X = {&4: A€ C}.

Observemos que si £4,&p € X entonces {4~ &g € Ay N B(T) debido a la propo-
sicion anterior y a un célculo rutinario, asi, por ser bivaluada esta medida, debe
de existir un tnico atomo C' tal que 4 ¢p(C) = 1. Mas aun, C' € C gracias a la

"Los atomos son los elementos minimales de 3. Las algebras finitas siempre tienen atomos y
es facil probar que forman una particion del conjunto subyacente.



primera afirmaciéon. Sobre X definiremos una operacion de la siguiente manera,
para cada par (£4,&p) definimos {4 *x g = £ donde C' es el tnico elemento de C
tal que 4 €p(C) = 1; esta operacion esta bien definida por la observacion anterior
y es facil notar que para todos £, € X tenemos & [ B=Exn | B.
Extendemos % : X x X — X de la manera natural a una operacion bilineal al
espacio generado (X) C £(T)* (notemos que * es continua por ser bilineal en un
espacio de dimension finita) y como (X)) es un espacio vectorial de dimension finita
debe de ser isomorfo (como espacio vectorial topologico) a un espacio euclidiano
R™. Sea H la envolvente convexa de X en R", observemos que x mapea H x H en
H y que para cada £,n € H tenemos que & n [ B=¢*n | B. Ahora, la funcién
x: H — H dada por £ — &% es continua y como H es compacto convexo, usando
el teorema del punto fijo de Browuer, existe p € H C Ay tal que g = p* g y por
lo tanto u [ B=pu | B. O

Lema 3.3. Si f € ((T) y € > 0, entonces podemos encontrar un § > 0 y
B € [P(T)]< tal que para cualesquiera £&,m € Pr(T) si es el caso que para todo
E € B tenemos |£(E) —n(E)| < § entonces |£(f) —n(f)| < e.

Demostracion. Procedemos por contradiccion, supongamos que es falso el lema.
Para cada 6 > 0y B € [P(T)]<¥ consideremos el conjunto

Asp={(&n) € Pr(T)*: VE € B |¢(E) —n(E)| <&}
y también el conjunto

C={(&n) € Pr(T)*: [¢(f) —n(f)| = ¢}

Por hipotesis sabemos que para cada § > 0y B € [P(T)]<“ existe psp € AspNC.
Esto define una red con dominio el conjunto dirigido D = (R* x [P(T]¥, <) donde
(61, B1) < (02,B) <= 05 < 6 ABy C By y rango en Pr(T)% Como Pr(T)? es
compacto tenemos que existe p = (£,1) € Pr(T)? punto de acumulacién, ademas,
notemos que C' = (| - |o — o e X ef)"'[e,00) por lo tanto C es cerrado y asi
peC.

Dado £ C T afirmamos que {(F) = n(E), en efecto, veremos que para todo
r > 0 se cumple |{(E) —n(E)| < r. Sea r > 0, considerando al elemento (3, {E})
de D y a la vecindad W = e;l[Br/3(£(E))] X e;l[BT/g(n(E))] de p, tenemos que
existe (0,8) tal que § < 3y E € B tal que ps = (§',1') € W, asf,

E(E) = n(E)| = [§(B) = &'(E) + '(E) =7/ (E) + 7' (E) — n(E)|
< [§(B) = () + €(E) —n'(E)| + n'(E) —n(E)| <

Concluimos que £ y n son dos medidas iguales por lo que £(f) = n(f). O
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Dada f: T, — R podemos extenderla bilinealmente a una funciéon de A, en
R de la manera natural y més aun cada f: T — R induce una extension (que
también denotamos por f) a todo A. Diremos que una sucesion de medidas p; en
A es creciente si ¢ < j implica p; € A, y pu; € Ay, con n < m.

Teorema 3.4 (Extension parcial del Teorema de Hindman). Sean ¢: T — [0, 1]
y e > 0, entonces existen r € [0,1] y una sucesion creciente (11;)ieny C A tal que
satisfacen:

(1) Vi |e(u) —r] <e.
(2) Vi<jle(pipy) —rl<e

Demostracion. Sean ¢y € como en el teorema y tomemos 6 y B como en el lema
anterior. Por la proposicion anterior, existe u € Ay tal que | B = u | B.
Necesitaremos una manera de aproximar a i dentro de B para poder encontrar a
los u;, para esto definimos para cada f € £, (T)* la norma de f con respecto a B
dada por || f||g = méxgep | f(xE)|, notemos que cualquier funcional lineal que sea
combinacion de p coincide en norma con la norma cambiando p por p” .

Hagéamos r := p(c) = ¢(p). Construiremos recursivamente una sucesion cre-
ciente de medidas p; en A que satisfagan lo siguiente:

(1) Vi ||p — pills < 6,
(2) Vi |l — piplls < 3,
(3) Vi < |l p— i~ pills < 3

Primero observemos que las ; asi construidas son las buscadas, en efecto, por la
clatisula uno tenemos que Vi VE € B |u;(E)—u(E)| < d por lo que Vi |c(u;)—7r| < €
y por la clatsula dos y tres tenemos

Vi <jVE € B |u 1 (E) — w(E)| < |y (B) — i~ pn(E)| + [ w(E) — w(E)|
<§+§—5
2 2

concluimos que Vi < j |c(p; p;) — r| < €. Procedemos con la construccion de las
1;. Consideremos la siguiente vecindad de p,

U= () exalBs(u(E)]
EeB

y consideremos la siguiente vecindad de u~ p,

W= () exalBs (1 n(E)].

EeB
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Ahora, usando la continuidad del mapeo v — v~ podemos encontrar V' € n(u) tal
queVv' € V /" € W.Como p € Ay, tenemos que {m € N: A,,N\VNU # 0} € U,
en particular este conjunto es no vacio y asi, existe mg y po € A, NU N V. Por
to estar en U inferimos que ||u — polls < 0 y porque py € V inferimos que
|1~ — po”pl|s < §. Para el paso recursivo, supongamos que hemos construido
Lo, - - -, n—1 SUcesion creciente de medidas en A, respectivamente que satisfacen
las condiciones. Sean U y V' como antes y para cada ¢ < n consideramos la siguiente
vecindad de p;" pu,
Ti = () exalBs (i n(E)).
EeB

Igual que antes, usando que Vi p; € A tenemos que el mapeo v — ;" v es continuo
por lo tanto existe V; € n(u) tal que Vv € V; pu; v. Existe m,, > m,_1 y p, €
A, NUNV N (N, Vi), kin € U garantiza (1), p, € V asegura (2) y pn € (., Vi
nos dice (3). O

Cadat € T,, induce una operaciéon multilineal de T — T mediante sustitucién
y se puede extender ésta a A™. Mas precisamente si g, ..., i, € A entonces
t(poy - -5 fm) € A es la medida que se obtiene de reemplazar la i-ésima aparicion
de 1 ent por ;. Ademaés, sit estal quet = a”bcon |a| = k entonces t(uq, - . ., i) =
a5 pk—1) "0ty - -+ fhm)-

Sea t € T,,, para cada k < m definimos t;, € T el arbol resultante de remo-
ver iterativamente todas las caretas que tengan hojas con indices mayores que k
(recordemos que se enumeran desde 0) y definimos la funcion () = |t — 2.

Definicion 3.5. Sea t € T,,, diremos que la sucesion ig < ... < 7,,_1 es admisible
para t si para cada k < m tenemos que lx(t) < i.

Directamente de las definiciones tenemos que para cada k se cumple que [ (t) <
|t| y asisi m < iy entonces la sucesion es admisible para cualquier ¢ € T,,, ademaés,
podemos observar que el elemento positivo de T,, admite a todas las sucesiones

crecientes de tamano m. Ya estamos listos para enunciar la generalizaciéon no asos-
ciativa del Teorema de Hindman (NAHT).

Conjetura 3.6. Sean c: T — [0, 1] coloraciéon y € > 0 entonces existen r € [0,1] y
una sucesion creciente (i;);e, C A tales que para cada t € T,, y cualquier sucesion
ip < ...<iy,—1 admisible para ¢t se cumple que |c(t(pigy - - -, ti,_,)) — 7] < €.

Teorema 3.7. NAHT = Teorema de Hindman.

Demostracion. Sea ¢ : N — k una cloracion. Sea (a;);<x C [0, 1] una sucesion
estrictamente creciente. Definimos d: T — [0, 1] por ¢ Ae(my St t € T,,. Esto
define una coloracion cuya extension es constante por niveles y de hecho si v € A,
entonces d(V) = Ge(m). Sea € = min;<y [a; — a;41|. Tenemos que existen r € [0,1] y
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una sucesion creciente (1;)ie € A que satisfacen la hipotesis de NAHT para §.

Afirmacion. S = > {n € w: 3i p; € A, } es monocromdtico. Sean p = py + ... +
Pm,T =T+ ...+ 1 €S, deseamos ver que c¢(p) = ¢(r) asi que sin pérdida de
generalidad podemos suponer que estan ordenados de menor a mayor. Considere
Wig € Apo, oo i, € Ay i € Ay, py, € Ay, los testigos de que p,r €
S, respectivamente. Sabemos que existe t € T,, v que existe t' € T, tal que
At p3,)) = 7] < 5 ¥ 1 s p3)) = 7] < 5 a | d(E i 11,)) —
d(t' (g - -5 145,))] < € lo cual implica d(t(pig, - - -, i) = dt' (1o, - - -, 15,)) €s
decir Ge(py+...4pm) = Ge(ro+...4) Y asi concluimos que c(p) = c(r). O

Observemos también que NAHT implica la extension parcial demostrada ante-
riormente, ya que cuando ¢t = 1 ot = 171 cualquier sucesion creciente es admisible.

3.2. Versidon no asociativa del Lema de Ellis

En la seccién anterior vimos que la version conjeturada del Teorema de Hind-
man tiene relacion con las propiedades topologicas de Pr(S), ademés, definimos
un compacto muy particular que es un subsistema y resulté ser convexo. De hecho,
estas son las minimas propiedades que podemos pedir para que un subconjunto
sea realmente interesante, asi, en analogia con el Lema de Ellis enunciamos su
generalizacion al ambito no asociativo y la llamamos GE.

Conjetura 3.8. Sea (S, *) un sistema binario. Para cada C' C (Pr(S), %) subsis-
tema convexo, compacto y no vacio existe p € C' tal que p* pu = p.

Como se meciond en la introducciéon el Lema de Ellis implica el Teorema de
Hindman, serfa lo deseado que GFE implique NAHT para que la versiéon conjetu-
rada tenga sustento positivo. Es un resultado de Moore [5] que en efecto esto pasa
y es el objetivo de esta seccidon describir esta prueba.

Lema 3.9. Seat € T,,, k < m y vo,...,VUm_1 € Pr(T) con las primeras k de
soporte finito. Entonces

F(C) = t(l/[), ceey Vke—1, ga V41, .-+, Vm—l)
es una funcion continua.

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre m y sea k < m fija. Para m = 1
tenemos que F es la identidad y por lo tanto es continua. Supongamos que m > 1,
esto implica t = a”b.

Primero supongamos que |a| = [ < k. Por lo anterior

2S(VOa s 7Vk—17C7Vk+1a - '7Vm—l) = a(V07 .- 'ayl—1>/\b(l/la . 'ayk—bC? - '7V’m—1)a
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digamos que el primer término es v (que tiene soporte finito) y como |b| < m enton-
ces la hipotesis inductiva aplicadaa b, m—1l—1 < |b| ya v, ... vgk_1,...,Vm_1(que
son m — [ = |b| medidas) nos dice que G(¢) = b(v, ..., Vk—1,C, ..., Vm—1) €s conti-
nua. Asi F(¢) = (™) o G(¢) es continua.

Ahora si [ > k tenemos que

Moy Vk1, G Vhtty - - s V1) = a(Voy+ o+ s Vk1,Co e ooy 1) 0V o ooy Vi)
y por lo tanto la hipotesis inductiva para a dice que G(¢) = a(vy, .. ., Vk—1,C, -+ -, V1)
es continua. Y asi F'({) = ("v) o G(() es continua. O
Dado t € T,, y £ < m. Denotaremos por t(vp,...,vx_1; ) al elemento que

sustituye con p a partir de la k 4 1-ésima hoja. Observemos que t; tiene al menos
k + 1 hojas y en el caso k = m si convenimos en que t,, = t entonces tiene
exactamente k hojas.

Lema 3.10. Sea u € Pr(T) idempotente. Si t € T,, entonces para todo k < m y
para cada vy, ..., vg_1 se cumple que ti(Vo, ..., Vk—1; 1) = t(Voy -+, Ve—1; 1)

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre m, el caso base m = 1 es trivial.
Supongamos que m > 1 y sea k < m. Tenemos dos posibilidades, ¢, =t o quitamos
al menos una careta a t para crear a t,. En el primer caso estamos bien. En el
segundo, observemos que si pudimos quitar al menos una careta de ¢ esto quiero
decir que k < m es decir k < m—1 y la careta esta formada por dos . La hipotesis
de induccion aplicada a t' (que es igual a ¢ pero colapsando 1~ a p) implica que

te(..)=t(..)=t(..). 0
Teorema 3.11. GE = NAHT.

Demostracion. Sea ¢: T — [0, 1] una coloracién y sea ¢ > 0. Como GE es cierto,
existe pu € Ay idempotente. Fijemos r = ¢(u). Construyamos recursivamente una
sucesion de (p;)ic, € A de tal manera que si ()<, ha sido contruida entonces
L es tal que Vm < n+ 2y Vt € T,, tenemos que Vk < m y cualquier 7p < ... <
ix_1 < mn se cumple

|C(t(uiov s 7Mik—1;M)) - C(t(uioa ey M1y U :u))| <é- 2—(n+1)'

Esto es posible usando la F' del lema anterior, més precisamente, considerando

W= NN N (CcoFun) Boomn (et i)

mn+2t€Ty, k<mip<...<ip_1<n

Observemos que p € W pues es el “centro"de las bolas. Asi existe una medida
i € A (con indice mas adelante que las otras) tal que u, € W, por lo que pu,
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satisface lo que deseabamos. Ahora veamos que la sucesion (p,)ne, cumple la
conclusion de NAHT: Seat € T,, e ig < ... < i,,_1 admisible para ¢, notemos que
r = c(p) = c(t(u)). Tenemos que

|c(t(Hios - -+ iy 1)) — c(t(12))]
< Z ’C(t(:uio? SRy TR /1')) - C(t(:uio» sy Mgy Mg :u))‘

k<m
= Jelti(ftios - o i3 1)) = Cltilfios - s Mgy s 15 12))]
k<m
< Z g2t O
k<m

3.3. Conjuntos de Idempotentes

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades sobre los idempotentes, en
particular, sobre los idempotentes de Ay,.

Lema 3.12. Si p es idempotente entonces para cada F € [T|<¥ tenemos pu(F) = 0.

Demostracion. Basta probarlo para los unitarios y lo probaremos por inducciéon
sobre [t|. Si [t] = 1 tenemos que u({1}) =p@u({1}o7) =px u®d =0y si
t = a”b tenemos que p u(t) = p({bHu({a}) =0. O

Teorema 3.13. Si M :={ y; : i € w} son medidas idempotentes y existen (E;)icw
subconjuntos de T tales que p;(E;) = 0;; (delta de Kronecker - Dirac), entonces
ningun punto de acumulacion de M es idempotente.

Demostracion. Sea p un punto de acumulacion de M. Enumeremos a T de alguna
manera, digamos, {t; : i € w} y definamos

E=JUt E.

1€w j<i

Afirmacionl. p~pu(E) = 0. En efecto, para cada i € w tenemos que p({J;_; E;) =0
pues p es punto de acumulacion. Asi,

pon(E) <Y pmp(JtTE) =) p{ s HelJ E) = o.

€W j<t €W 7<i

Afirmacion2. p(E) = 1. Observemos primero que para todo i € w tenemos que
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1(U;; £5) = 1 siempre que k < i y es cero si i < k. Asf para todo k € w se
cumple

i (E) = g (B //XES ) dpx(t)dpx(s) = p({ti 1 k <i})
p{ti:i<k})=1

Como p es punto de acumulacion tenemos que p(E) = 1. ]
Lema 3.14. Sip€ Ay yp € w entonces u({t € T : 2P | #(t)}) = 1.

Demostracion. Consideremos 1: N — Zop» el homomorfismo candnico. Sabemos
que existe una extension (de hecho, también es homomorfismo) a todo SN, por
la idempotencia de U se debe cumplir »(U) = 0. Es decir A = {n : 2| n} € U,
si suponemos que pu({t € T : 27 | #(¢) }) < 1 tendriamos que B = {n : v €
A, ANv({teT: 27| #(t)}) <1} € U por lo tanto AN B € U y en particular
es no vacio, sea n € AN B por una parte debe cumplir que 2P|n y ademés existe
v € A, que al conjunto v({t € T : 27 | #(¢) }) le da medida menor que 1 pero esto
contradice el hecho de que T,, C {t € T : 2P | #(¢t) }. O

Teorema 3.15. Si Ay contiene un idempotente entonces existen idempotentes
{pr:7r €29} C Ay y conjuntos E, C T para r € 2% tales que pu,.(Es) = Ops.

Demostracion. Definimos u, € T recursivamente para cada o € 2<“ por: u, = 1
si|o] =1, uso =ty 1y uy1 =1 u,. Observemos que Vo € 2<¥ |u,| = |o].
Paran > 0y r € 2% definimos E,,, = ({u,x : n < k}), donde los corchetes
denotan el subsistema generado y E, = E,,. Es facil ver que si r # s entonces
existe n tal que E,,, N E; = 0.

Definimos para cada r € 2¥ la funcién h, de la siguiente manera

ho(t) = {hr(a)Ahr(b) t=a"b ya<<b

Up )] en otro caso.

donde a << b <= 3l € w |a| < 2t A 2Y|b|. Extendemos h, a una funcion
hy: loo(T)* = oo(T)* dada por h.(F)(f) = F(f o h,), en el caso de medidas de
probabilidad tenemos la siguiente igualdad, via el teorema de Riesz

/foh Vdp(x /f Ydh, (1) (z).

Afirmacionl. Para cada r € 2% si v € Ay entonces by (1"v) = hy (1) hy(v). Por
el lema anterior tenemos que para s € T fija, al conjunto {¢: s << t}, v lo mide

16



1y asi h.(s"t) = h.(s)"h,(t) en este conjunto. Sea f € ¢ (T), deseamos ver que

he(10V)(f) = ho(12) Ry (V) (f), Tecordando que pv(f) = p @ v(f o 7), tenemos

N = [ 1@ via //f (578))dv()dp(s)
_ / / bl o ) Oda(s) = [ [ () ) 0) )il

//fuvdh ) ()i (1) (1) = o (12) o ().

Afirmacién2. Si p € Ay entonces para n > 0 y para toda r € 2¥ se cumple que
he(p)(Ern) =1y sir # s tenemos que h,.(p)(Es) = 0. Primero observemos que si
2P | |a| + |b] y @ << b entonces 2P | |a| y 2P | |b|, en efecto, como a << b entonces
existe | € w tal que |a] < 2! y 2 | |b], notemos que p < [ pues si [ < p entonces 2/
dividiria a la suma y a |b| y por lo tanto a |a|, lo cual es imposible; asi p < [ y 2P
divide a |b|, a la suma y por lo tanto a |al.

Ahora probaremos por induccion sobre [¢| la siguiente clatisula: 2P | |¢| implica
h,(t) € E, 9. Para t = 1, tenemos que si 27 | 1 entonces 2¥ = 1 y asi h,(1) =
u;1 = 1 € E,.1. Supongamos que t = a” b, si 2P | |t| = |a|+|b| hay dos posibilidades
que a << b o que no, en el primer caso, por la observacién anterior tenemos que
27 | |a| y 2P | |b], asi por hipotesis inductiva h,(a) € E.o y h.(b) € E, 2 por lo
tanto h,.(a) h,(b) € E, 2. En el otro caso, h,(t) = u,; | € Ep 0 pues 2P < |t]. Sea
n > 0y tomemos p de tal manera que n < 2P y E,, O E, 9», tenemos que

[ e @b @) =[x (@)t = | X5 (e ()i ()

{teT:2pr | |¢|}

:/ du(z) = p({teT:2 | [t]}) =1
{teT:27 | [t| }

Concluimos que hy(10)(Eryn) > hy(1)(Ey20) = 1. Para finalizar la prueba de la
afirmacion, recordemos que existe m € w tal que Es C (T \ E,,,), basta tomar
2P > m para que E; C (T \ E,2») y asf h, (1) (E,) = 0.

Para concluir con la demostracion del teorema definimos para cada r € 2¢ la
medida i, := h, (1) € Ay. Por la primera afirmacion g, = h, (1) = hy (4" p) =

he (1) he (@) = py pr. Por la segunda afirmacion tenemos que pu,(E,) = 1y si
s # r se cumple que p,(Es) = 0. O

Corolario 3.16. El conjunto de idempotentes de Ay es vacio o no es cerrado.

Demostracion. Supongamos que es no vacio, entonces existen al menos ¢ idempo-
tentes y conjuntos con la propiedad del teorema anterior. Tomando un subconjunto
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numerable de ésta coleccion, tenemos que ningtin punto de acumulacion es idem-
potente, es decir, el conjunto de idempotentes no es numerablemente compacto
por lo que no puede ser cerrado ya que estamos en un compacto. m

Definicion 3.17. Sea f: 2¥ — 2¢ la funcién definida por

0 1< n
f@)@) =41  i=n
z(i) i>n

donde n = min{i € w : z(i) = 0} y definimos f(1) = 0. Este es un sistema
dindmico minimal® y lo llamaremos el odémetro.”

Teorema 3.18. Sea K C 3(T) un subsistema compacto minimal, entonces K no
cumple la c.c.c. En particular, dicho conjunto es no separable.

Demostracion. Sea (2¥, f) el odometro y denotamos a f(x) por z + 1. Definamos
recursivamente la funcion h: T — 2 por: h(1) =0y h(s"t) = h(t) + 1 = f(h(t)),
podemos extenderla continuamente a una funcion H: 5(T) — 2“. Podemos des-
cribir a la extension de la siguiente manera:
Si u € B(T entonces H(u) es el tnico elemento al cual converge el ultrafiltro
hlU] ={A C2¥:h7'[A] € u}. En otras palabras H(u) = x <= Vs € 2<¥ x €
s] = {steT:h(t)+1e€]s]} € u De esta observacién obtenemos que
Huw)=HWw)+1ly Hu v)—1= H(v).
Afirmacién. La imagen de cualquier subconjunto ~-cerrado no vacio de 5(T) es den-
sa en 2¥. Sea A C B(T) dicho subconjunto, primero notemos que f[H[A]] C H[A],
en efecto si x = f(h(a)) entonces x = h(a) + 1 = h(a"a) y asi x € H[A], més ain,
fIH[A]] C f[[H[A]]] € H[A] y asi, como H[A] es f-invariante, cerrado y no vacfo
tenemos que H[A] = 2¥. En particular, H[K] = 2.

Para cada r € 2¥ existe &, € K tal que h(§."¢.) = r, esto es porque para
r—1€2¥existe &, tal que r — 1 = h(§,) yasir = h(§)+1 = h(&E,). Para cada
r € 2¥ y p € w consideremos el conjunto

E.,={teT:Vi<ph(t)i)=r>)}

es facil ver que para cada p € w tenemos que &.(E,_1,) = 1, es decir E,_;, € &,
(debido a que sit € Ty h(t) € h|E,_1,) entonces t € E,_; ,), también observemos

8Un sistema dindmico es un par (X, f), en donde X es un espacio topologico y f: X — X es
una funciéon continua. Un conjunto A C X se llama f-invariante si f(A) C A. El sistema din4mico
se llama minimal si X es minimal en el orden de la contencién con respecto a la propiedad de
ser f-invariante y cerrado no vacio.

9Esta nomenclatura es debida a que al igual que el odémetro de un carro los nimeros en la
orbita de un elemento aparecen de manera ordenada.
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que si r # qy p> A(r,q) entonces E,, N E,, = (). Definamos
E,={st:steE, g }={st:tcE_ 14}

es facil ver que &.7¢.(E,) = 1 usando las definiciones.

Para toda r € 2“ tenemos que el conjunto U, = {n € K : n(E,) = 1} es
abierto no vacio. La minimalidad de K implica que K™K es denso en K, asi si
U,NUg # ) entonces existe k tal que k" k(E,) = 1y k"k(Fs) = 1, asi E.NFEs € Kk
y concluimos que { U, : r € 2} es una familia de abiertos no vacios ajena por
pares (ya que podemos suponer que los elementos de K son no principales). [

4. Criterios tipo Ramsey para la amenabilidad de
un grupo discreto

En este capitulo presentaremos un criterio para la amenabilidad de un grupo,
dicho criterio es una condicién de tipo Ramsey. Durante éste capitulo fijaremos un
grupo discreto G.

Soélo consideraremos medidas de probabilidad con soporte finito y no vacio, asi
que, apelando a la extension de la operacion del grupo a todo Pr(G) observamos
que si p,v € Pr(G) y A C G, entonces

ur(A) =Y u{ehr({y))-

TyeA
Observemos que para todo g € G, u € Pr(G) y E C G se tiene que
gu(BE) =pu (9 'E).

La siguiente definicidon sera central en este capitulo, sugerimos al lector que
no siga avanzando en su lectura hasta que no la haya contemplado y analizado a
detalle.

Definicién 4.1. Sean A, B € [G]*¥ y ¢ > 0, decimos que B es e-ramsey con
respecto a A si para todo £ C B existe u € Pr(B) tal que:

(1) Pr(A)u C Pr(B),
(2) Y,/ € Pr(A) [vu(E) —vV'u(E)| <e.

Cada FE codifica una coloracion del espacio Pr(B), y la u induce “una copia”
de Pr(A) en Pr(B), asi, un conjunto B es e-Ramsey con respecto a A si para cada
coloracion de Pr(B) existe una copia de Pr(A) en Pr(B) que es e-monocromatica.
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Teorema 4.2. Sea G un grupo, son equivalentes:

(1) Para cada E C G y cada A € [G]< existe p € Pr(G) tal que para todo
g € A se tiene u(gF) = p(E).

1
(2) Para cada A € [G]<¥ existe B € [G]<“ tal que B es 5-ramsey con respecto a
A.

(3) G es amenable.

De hecho con la prueba de este teorema veremos que para cada A finito podemos
encontrar B. que es e-Ramsey con respecto a A. Para probar el teorema anterior
bastara con probar el siguiente teorema y aplicarlo a H = G.

Teorema 4.3. Sea G un grupo y H C G un submonoide'®, las siquientes afirma-
ctones son equivalentes:

(1) Para cada E C G y cada A € [H|™Y existe p € Pr(H) tal que para toda
g € A se cumple u(g7'F) = u(E).

(2) Para cada A C H existe B € [H|<* tal que B es 3-Ramsey respecto a A.

(3) Eziste ¢ € (0,1) tal que para todo A € [H]<* existe B € [H]<¥ tal que si
f: B+—10,1], entonces existe jp € Pr(B) tal que Pr(A)u C Pr(B) y para
todos los g,h € A se tiene que |gu(f) — hu(f)| < ¢'t.

(4) Para cada A € [H]¥ ye > 0, existe B € [H|<¥ tal que si f : B~ [0,1],
entonces existe j € Pr(B) tal que Pr(A)pu C Pr(B) y para todos los g, h €
A, se tiene que |gu(f) — hu(f)] < e.

(5) Existe u € Pr(H) tal que para todo E C G y para todo g € H se cumple
w9 E) = p(E).
10Un submonoide es un subconjunto cerrado bajo la operacién y que contiene al elemento

identidad.
HExtendemos el mapeo evaluacién a todo Pr(G) x £+ (G) mediante integracion, definiendo

(4. NE) = u(N(E) = uE) = [ plfa)) f@)do
pero ya que estamos interesados s6lo en medidas con soporte finito, esto se convierte simplemente

en la suma
p(H)(E) =" u({g})f(9)-

ger
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Demostracion. (5 = 1) Simplemente para cada £ C G tomamos el u € Pr(H)
dado por 5.

(1 = 2) Supongamos que 2 es falso y sea A C H que lo testifique.
Afirmacién. Existe E C H tal que

Vue Pr(H)3g,h e A (]u(glE) — u(h ' E)| > %) :

Sean G' = (A), H = HNG'y (B, : n € w) C [H']|*¥ una sucesion creciente tal
que U, e, Bn = H'. Definamos

1
T={(n,F): FC B,y F testifica que B,, no es 5 Tamsey respecto a A}

y también (n, F') <p (n’, F’) si, y solo si, n < n’ y F = F' N B,. De este modo,
(T, <,) es un arbol infinito de ramificacion finita; pues si (n, F') € T, entonces
para m < n; (m,F' N B,,) € T, esto, pues si suponemos que (m,F N B,,) ¢ T,
entonces hay una p € Pr(B,,) que testifica que F' N B, no es testigo de que B,,
no es e-ramsey respecto a A, pero esta misma p vista como elemento de Pr(B,)
testificaria que (n, F') ¢ T. Claramente es de ramificacion finita pues los sucesores
inmediatos de un (n, F) € T son de la forma (n + 1, F’) y B,4; es finito. Por
ultimo es infinito pues para cada n € w se tiene un testigo de que B, no es &-
ramsey respecto a A. Luego, por el lema de Koning, existe una rama cofinal, y por
tanto, existe £ C H’ tal que para todo n € w, (n, ENn) € T. Dicho E sirve para
probar la afirmacion, ya que si suponemos que existe una medida p € Pr(H’) tal
que para todo g, h € A se tiene que

B B 1
(g 'E) — w(h 'E)| < 5

existiria una tal p con soporte finito S (recordemos que H’ es numerable, y
w € Pr(H'), asi que podemos aproximar p tanto como queramos restringiendo
su dominio a conjuntos finitos). Sin embargo, como S es finito, tendriamos que
para algin n € w el conjunto S U (A~ - S) estd contenido en B,; y por tan-
to (n, E N B,) ¢ T. Notemos que esto implica que 1 falla, pues 1 implica que
g E) = p(E) = p(h™ E).

(2 = 3) Fijemos ¢ = % y A € [H]<“. Usando 2, tomemos B € [H|<“ tal que B
es %—Ramsey respecto a A. Veamos que B también cumple 3. Sea f : B —— [0, 1]
y definamos E = {b € B : f(b) > 3}. Entonces, por 2, existe u € Pr(B) tal
que Pr(A)p C Pr(B) y para todos g,h € A se tiene que |[gu(E) — hu(E)| < 3.
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Notemos que
/ ]' 1
0 < min {g,u (f — §XE) s hu <f— §XE)}
7 1 1
< max{gu (f— §XE‘) hi (f— §XE>} <

y de este modo, se tiene que
a0 ) = )] = I o) = ) + g (1 = e ) = o (£ = e )
< slan(E) = muE) +lon (1 = e ) ~ b (£ = e )1 < 7 +

(3 = 4) Sean A € [H]¥ y ¢ > 0.Sea n € w tal que con el ¢ dado por 3, se
cumpla que ¢" < £y construyamos una sucesion (B; : i < n) tal que By = Ay B4
es dado por 3 con respecto a B;. Definamos también recursivamente (aplicando la
recursion en sentido opuesto, esto es, empezando en n — 1 y terminando en 0) una
susecion de medidas (v; : ¢ < n) tales que para todo ¢ < n y para todos g,h € B;
se tiene que Pr(B;)v; € Pr(Biy1)y

lgvi - vna (f) = by v () < g7

Para hacer esto, definamos para i < n, la funcion f; : B;1; — [0, 1] de la siguiente
manera: f, 1 = f ysit <n—1, entonces

n—i—1
filg) = (%) <9Vi+1 v (f) — hgﬁl hviiq--- Vn—l(f)> .
Notemos que por hipoétesis de induccién, el segundo factor del lado derecho es
menos que ¢"~! y por tanto el rango de f; esta contenido en [0, 1]. Luego, como B; 4
cumple 3) con respecto a B;, existe una medida v; tal que Pr(B;)v; € Pr(Biy1) y
que ademas para cada g,h € B; tenemos |gv;(fi) — hvi(fi)] < g. Asi, tenemos lo

siguiente

n—i—1
(5) v = b ()
n—i—1
< <%> ’ (QVZ' ce erl(f) - lé%fiill hvigq--- an(f))

l€Bi+1

= |filgvs) — filhwi)| = |gvi(fi) — hvi(fi)| < g,

_ (hyi...ynl(f) — min hv - “an(f)) |
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y multiplicando ambos lados por ¢" 7!, tenemos que v; cumple lo requerido, asi
terminamos con la recursion. Por tdltimo, si definimos p = 14 ---v,_1, entonces
para todos g, h € A = By se tiene que |gu(f) — hu(f)] < ¢ < e.

(4 = 5) Por compacidad, es suficiente probar que para cada ¢ > 0, cada
sucesion finita (E; : i < n) de subconjuntos de H y cada sucesion finita (g; : i < n)
de elementos de H existe una medida con soporte finito u € Pr(H) tal que para
todo i < n se tiene que |u(g; ' E;)—u(E;)| < €. Sea By = {eq}U{gi :i < n}U{g; " :
i < n}y definamos una sucesion (B; : i < n) tal que para todo i < n, B, satisface
4) con respecto a B; y 5. Construyamos también una sucesion (u; : i < n) de
medidas mediante recursiéon invertida. Suponiendo que para ¢ < j < n, u; ya ha
sido construida, definamos u; € Pr(B;y1) tal que Pr(B;)u; € Pr(B;y1) y que para
todo v € Pr(B;) cumpla que

9
pti - pina (Bi) = i - o (B3| < 5

Sea (1 = flo--fn_1, aSi, si i < m, po---pi—1 € Pr(B;), pues como eg € By,
entonces eg - 19 € Pr(By), luego, popy € Ba, y asi sucesivamente. También como
gi; € By, entonces g{l,uo -+ i1 € Pr(B;), esto implica

DN ™

g () — i+ i1 (B3| <

£
W(ED) = g o (Bi)| < 5
y por lo tanto |u(g; " E;) — u(E;)| < e. O

Como mencionamos anteriormente, el inciso 4 nos dice que si un grupo G es
amenable entonces para cada ¢ > 0 y cada finito A existe B, que es e-Ramsey con
respecto a A.

Definicién 4.4. Decimos que E C G es invariantemente medible (i.m.) si existe
w € Pr(G) tal que para cada g € G se tiene u(gE) = p(E).

El teorema anterior nos dice que G es amenable si y s6lo si todo subconjunto
E' es invariantemente medible. Es natural preguntarse hasta que extento puede
uno generalizar este teorema a un grupo arbitrario, es decir, si .# es la familia de
subconjuntos invariantemente medibles entonces existe una ;1 que mide invarian-
temente a todo elemento de .#, resulta ser que tenemos obstrucciones desde el
primer momento.

Algunas observaciones basicas sobre esta propiedad son las siguientes. Si F €
A entonces G\ E € #, ademés, si AN B # () entonces gA U gB = g(AU B),
podemos concluir que AU B € .# siempre que A y B sean ajenos. Observemos
que si A € A y p es testigo de esto, entonces si existe una familia ajena por pares
de la forma {gA : g € H }, donde H C G, entonces u(A) = 0.
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Teorema 4.5. En [y, existen dos subconjuntos i.m. tales que ninguna medida
los mide invariantemente.

Demostracion. Sean a,b € Fy los generadores y A el conjunto de todas las palabras
reducidas que empiezan con @ o con a~'. Definamos h: Fy — Z el homomorfismo
que manda a al 1 y b al —1. Definamos Z, = {z € Fy : h(z) > k}, también
definimos Z = Zj, observemos que wZ = Zj,(,,. Considere los conjuntos

A’ ={zeA:hz)>0} Al={z € A:h(z)<0}.

Notemos que A° C Z; y A' C F\ Z;. El conjunto A no puede ser medido
invariantemente, en efecto, las familias {0*A : k € Z} y {a*(Fy\ A) : k € Z}
son infinitas y ajenas por pares, lo cual implicaria que A y su complemento mi-
den 0. Asi AY y A' no pueden ser medidos simultdneamente. Ahora encontremos
o, i1 € Pr(G) que midan invariantemente a A° y Al| respectivamente.
Afirmacion. Si existen i, 11 € Pr(G) tales que para cadaw € Fy tenemos p;(wZ2)
i entonces y; mide invariantemente a A'. Sea w € Fy, tenemos que po(wA°)
po(wZ) = 0y ademés po(A°) < pio(Z1) = po(aZ) = 0. Ahora, i (A') < i (Fs
Zy) = m(Fo \ aZ) = 1 — u(aZ) = 0, ademas (wA") < (w2 \ 21))
i (Fa\wZy) = g (Fy \ waZ) =1 — py(waZ) = 0.

Lo tnico que nos falta es dar la construccion de las medidas p;, para esto
observemos que las familias {Fy \ Zy : k € Z} y {Zy : k € Z} son creciente y
decreciente, respectivamente por lo que son base para un filtro. Extendiendo estas
familias a ultrafiltros Uy y Uy, tenemos dos medidas en Pr(Fy), es facil ver que
cumplen con lo pedido porque si w € Fy entonces jig(wZ) = jo(Zpw)) = 0 y més
atn py(wZ) = pun(Znw)) = 1. 0

I _—IN |

Sea A € [G]*¥ fijo y tomemos E C @G, definimos la funcion Xg: G — P(A)
por g — Eg~' N A. Consieremos la familia X5 = { Xg(g) : g € G }, esta familia es
una aproximacion finita de los trasaldos de F.

Definiciéon 4.6. Sean A C G finito y Y una familia de subconjunto de A, diremos
que ) esté realizada en G si existe £ C G tal que Y = Xg.

Si Ay Y son como arriba y a € A, utilizaremos el simbolo Y, para denotar al
conjunto {Y € Y:a €Y }.

Definiciéon 4.7. Sean A C G finito, ¢ > 0 y ) una familia de subconjunto de A.
Decimos que )Y esta e-balanceada si existe u € Pr()) tal que para cualesquiera
a,b € A se tiene

[u(Ya) — u(Yp)| <e.

La familia es balanceada si es 0-balanceada.
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La propiedad de balanceo puede ser vista como una propiedad de homogeneidad
de la familia ). A continuacién mencionamos un teorema muy interesante que
relaciona la amenabilidad de un grupo con la teoria de Ramsey y las familias
desbalanceadas.

Teorema 4.8. Sea G un grupo discreto, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) G no es amenable.

(2) Eziste A € [G]<¥ y existe Y familia de subconjuntos de A debalanceada que
estd realizada en G.

(3) Existe A € [G]<¥ tal que ningin B € [G]<¥ es 0-Ramsey con respecto a A.

Para probar este teorema s6lo necesitaremos dos lemas sencillos que engloban
casi todas las propiedades requeridas para la prueba.

Lema 4.9. Sean G un grupo, ¢ > 0 y A € [G|<¥. Si ezisten E C G, ) es e-
balanceada y B € [G]< tales que

Y={&gr(g):ge B},

entonces existe v € Pr(B) tal que para cada a,a’ € A se cumple |av(E)—ad'v(E)| <
€.

Demostracion. Escogiendo un elemento de cada fibra de la imagen de Xz, podemos
suponer que para todos b # V' se cumple que Xg(b) # Xg(b'). Como Y es e-
balanceada existe v € Pr()) tal que para cualesquiera a,b € A se cumple que
|n(Yy) — pu(Yy)| < e. Definamos v € Pr(B) por v({b}) = u(Xg(b)), es facil ver
que esto define una medida de probabilidad sobre B. Si probamos que para toda
a € A se cumple que av(FE) = p(Y,) habremos acabado. Sea a € A, usando las
definiciones tenemos que

a(BE)=v(a'E)= Y  v({b}) =) n{Xe(d)}) = pl(Ya): =

bca"1E abeE

Lema 4.10. Sean G un grupo, ¢ >0 y A € [G|~¥. Si existen E C G yv € Pr(Q)
tal que para cada a,a’ € A se cumple que

an(E) - av(E)| <,

entonces la familia { X € Xg : v({g € G: Xg(g) = X }) > 0} es e-balanceada.
Mds aun, Xg es balanceada.
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Demostracion. Para cada X € Xp definimos p({ X }) = v({g € G : Xg(g) =
X }). Como antes, basta observar que para cada a € A se cumple que p(Y,) =
v(a™'FE), en efecto, si a € A entonces

n(¥a) = > n{X}) =v({g€G: Xplg) = X})

=v{ge€G:acXs(g))=v{geG:ag€ E}) =v(a'E). O

Demostracion del teorema 4.8. (—2 = —1) Supongamos que para todo A € [G]<¥
y toda familia ) de subconjuntos de A tenemos que ) es balanceada o no esta
realizada en GG. Para ver que GG es amenable utilzaremos el teorema 4.2. Sea A’ un
finito de G arbitrario y F cualquier subconjunto de G, por hipodtesis aplicada a
A= A" U{eg} tenemos que X esta balanceada, por el lema 4.9 aplicado a e = 0
y a un conjunto B de representantes de las fibras de Xg (el cual es finito, pues
P(A) lo es) existe v € Pr(B) C Pr(G) que es homogénea con los elementos de A,
en particular para todo g € A’ se tiene u(gE) = pu(E).

(=3 = —2) Supongamos que para cada A € [G]<¥ existe B € [G]|<¥ que es
0-Ramsey con respecto a A. Probaremos que para todo A € [G]<* y toda familia
Y de subconjuntos de A se cumple que ) es balanceada o no esté realizada en G.
Para esto, sean A y ) arbitrarios, si ) no esté realizada, ya acabamos. Asi que
supongamos que ) esté realizada en G, es decir, existe £ C G tal que YV = X%.
Para este A existe B € [G]<“ que es 0-Ramsey con respecto a A, asi que el lema 4.10
nos dice que X es balanceada.

(=1 = —3) Supongamos que G es amenable y sea A C G finito.

Afirmacion. Eziste ¢ > 0 tal que si Y es e-balanceada entonces para todo ' > 0 la
familia es €'-balanceada. Para ¢ > 0 definimos

X, ={xz € P(P(A)) : x es e—balanceada },

observemos que esta es una familia decreciente de subconjunto de P(P(A)) asi,
como este conjunto es finito la familia se debe estabilizar y debe cumplir con lo
requerido.

Como G es amenable existe B que es e-Ramsey con respecto a A. Sea F C B,
por hipotesis existe v € Pr(B) que cumple

Va,a' € A |av(E) — d'v(E)| < e.

Observemos que la familia ) = { Xg(g) : g € BA Ag C B} es igual a la familia
{X e X :v({geG:Xr(g) =X}) >0} por lo que aplicando el lema 4.10
tenemos que ) es e-balanceada. Por la elecciéon de e, ) es €’-balanceada para todo
g’ > 0. A su vez esto implica, gracias al lema 4.9 que existe v € Pr(B) tal que
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para cada a,a’ € A se cumple que |av(FE) — d'v(E)| < &, es decir B es ¢’-Ramsey
para todo & > 0. Para concluir con la prueba veamos que B es 0-Ramsey. Sea
E C B. Considere a RT con el orden invertido y para € > 0 definimos p. € Pr(B)
como el testigo de que B es e-Ramsey para el subconjunto E. Esta red tiene un
punto de acumulacion p, sin pérdida de generalidad supongamos que lim. . = p,
veamos que 4 testifica que B es 0-Ramsey. Como Pr(B) es compacto y A es finito
no vacio tenemos que para todo v € Pr(A) se cumple que vy = lim. vu. € Pr(B)
y para toda v, € Pr(A) se cumple

[vp(B) — v/ u(B)| = [tim vpe(B) —lim o/ ()| = lim | (vpee () =/ ()] < 0. O

Corolario 4.11. G es amenable <= para todo A € |G| existe B € [G]|<¥ que
es 0-Ramsey con respecto a A.

5. Comentarios finales y preguntas

Por supuesto que este enfoque para atacar el problema del grupo de Thompson
es relativamente nuevo y por lo tanto quedan muchas preguntas que responder. Las
técnicas aqui desarrolladas también son de interés intrinseco asi como el estudio
del espacio Pr(S) y de las conjeturas per se.

La primera pregunta que aparece de manera natural tiene que ver en el como
extender estos resultados a una clase mas general de medidas, en particular, ;qué
tipo de propiedades topologicas tiene la subclase de Pr(S) en la que podemos
asegurar la continuidad de la operacion? Esta pregunta va de la mano con el es-
tudio de los métodos para extender el teorema parcial de Hindman a més de dos
términos, en una aproximacion a NAHT tal y como pregunta Moore [5], jqué se
puede decir del caso con tres términos del teorema 3.47 Nos gustaria tener més
aproximaciones de subconjuntos compactos dados por la informacion de la prime-
ra pregunta y aunado a esto, mas informacién sobre el conjunto de idempotentes
en caso de ser no vacfo. También seria interesante saber si NAHT implica otros
teoremas ya conocidos para darle un voto positivo a esta conjetura y en una apro-
ximacion mas, probar algunas instancias de NAHT, por ejemplo, para ciertos tipos
de coloraciones.

La conjetura GFE tiene interés propio ya que no menciona un conjunto en es-
pecifico y nos gustaria saber que tipos de sistemas la satisfacen y quizas investigar
mas a fondo esta cuestion, tratando de hacer una estratificacién segin la comple-
jidad de un sistema binario, claro estd que hay que buscar la manera correcta de
hacer esto.

Por ultimo nos gustaria ver que efecto tiene los criterios de amenabilidad tipo
Ramsey en otros grupos, en particular, caracterizar sus conjuntos Ramsey y estu-
diar més a detalle la propiedad i.m. para grupos arbitrarios. Tal vez necesitamos
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estudiar métodos maéas sofisticados de la topologia algebraica, mas precisamente,
aquéllos que tienen relacion con la propiedad T debido a la similitud en su formu-
lacion.

Hemos trabajado poco en la primera cuestiéon y a priori no es claro qué pro-
piedades se deban cumplir. El tiempo no nos ha permitido estudiar més a detalle
estas cuestiones pero planeamos abordarlas en un futuro proyecto.
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