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RESUMEN

Los espacios de Krein como generalizacién de los espacios de Hilbert, aparecen del mismo modo
en diversas dreas de la fisica donde su principal diferencia estd en la posibilidad de contar con
un producto interno indefinido y de ganar propiedades que en el espacio de Hilbert quizés no
se cumplan. Por otro lado, la teoria de marcos en espacios de Krein es de utilidad en el sentido
practico para la representacion discreta de cualquiera de sus vectores en términos de una familia
denominada marco, donde dicha representacion se da mediante series de funciones. El objetivo
de este estudio es generalizar la teoria estandar mencionada, de manera que los vectores del
marco se puedan etiquetar utilizando indices discretos o continuos y asi dar lugar a marcos que
proporcionan representaciones continuas mediante integrales débiles. Ante ello, surgio lo que se
denomina como marcos continuos en espacios de Krein y en los cuales aparecen nuevos marcos
de mayor interes. Tal generalizaciéon se logré dando una descripcién de la teoria completamente
en espacios de Krein con producto interno indefinido, donde uno de los resultados a destacar es
el teorema de descomposicién de marcos, el cual permite ver naturalmente un marco como una
base generalizada.

PALABRAS CLAVE: Producto interno, espacio de Krein, marcos discretos, integral débil, marcos
continuos.

ABSTRACT

Kerin spaces as a generalization of Hilbert spaces, appear in the same way in different areas of
physics where the main difference is the possibility of having an indefinite internal product and
gain properties that in the Hilbert space may not be fulfilled On the other hand, the theory of
frames in Kerin spaces is useful in the practical sense for the discrete representation of any of
its vectors in the terms of a family called frame, where said representation is given by a series
of functions. The objective of this study is to generalize the aforementioned standard theory,
so that frame vectors can be labeled using discrete or continuous indexes and thus give rise to
frames that provide continuous representations through weak integrals. In the face of this, what
is known as continuous frames in Krein spaces arose and in which new frames of greater interest
appear. Such generalization was achieved by giving a description of the theory completely in
Krein spaces with indefinite internal product, where one of the results to be highlighted is the
frame decomposition theorem, which allows to see naturally a frame as a generalized base.
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INTRODUCCION

Los espacios de Hilbert son el contexto comin en el que se trabaja la explicacién matematica
de muchas areas de la fisica, y en varios casos surge el problema de representar un vector f
del espacio H en términos de alguna familia de vectores {f,}nen € H. En teoria, la mejor
soluciéon para dicho problema es utilizar una base ortonormal pues su principal caracteristica
consiste en garantizar la unicidad de dicha representacion, es decir, si

F=>cnlf)fu,

los coeficientes ¢, (f) son tunicos. No obstante, las bases ortonormales son a menudo dificiles
de manejar en la practica y entre las formas de evitar la rigidez de dichas bases, se encuentra
abandonar la ortogonalidad de los vectores y la unicidad de la representacién, mientras se
mantienen sus otras propiedades ttiles como convergencia rdapida de la misma aunque los
coeficientes correspondientes no son necesariamente unicos. Ante ello, el objeto resultante es
lo que se denomina un marco introducido en 1952 por Duffin y Schaeffer [1], trabajo en el cual
los marcos se usaron como herramienta para el estudio de series de Fourier no armoénicas. La
importancia del concepto no se comprendié al comienzo, sin embargo tiempo después fue que
estos objetos recibieron mas atencién entre matematicos y fisicos, gracias al trabajo publicado
tres décadas después por Daubechies, Grossmann y Meyer [2] en el anélisis wavelet.

Ahora bien, es natural querer extender la teoria de marcos en espacios de Hilbert a otros espacios
mas generales, que del mismo modo aparecen en diversas areas de la fisica y en los cuales se
puede ganar propiedades que en el espacio de Hilbert quizds no. Por ejemplo en [3] dan un
enfoque directo de la teoria teniendo en cuenta la estructura de los espacios de Krein, en el
sentido que se evita trabajar en el espacio de Hilbert asociado y transferir de uno al otro; sin
embargo, dicho proceso de transferencia se realiza para la construccién de los ejemplos. Por otro
lado, debido a que los marcos en espacios de Krein brindan una representacion discreta donde
se usan series de funciones, en este trabajo se generaliza la teoria estandar mencionada de tal
manera que los vectores del marco se puedan etiquetar utilizando indices discretos o continuos y
de este modo la teoria da lugar a marcos que proporcionan representaciones continuas mediante
integrales débiles, surgiendo asi lo que se va a denominar como marcos continuos en espacios
de Krein y en los cuales aparecen nuevos marcos de mayor interes.
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En el capitulo 1 se dan propiedades basicas de teoria de la medida para el estudio de conceptos
relevantes en la tesis, como la integral débil y también se busca dar a conocer el estudio de
los marcos en espacios de Hilbert con sus caracteristicas mas importantes. En el capitulo 2
basicamente se establecen resultados principales de [3], sobre los marcos discretos en espacios
de Krein con la estructura de estos espacios; asimismo se destacan aspectos fundamentales
sobre espacios de Hilbert con W-métrica que seran de utilidad en los ejemplos. En el capitulo
3 se encuentra el resultado principal de este trabajo, donde se pasa de los marcos discretos
a los marcos continuos generalizando gran parte de los resultados del capitulo 2; entre dichos
resultados se destaca el teorema de descomposicién de marcos, el cual permite ver naturalmente
un marco como una base generalizada. Por ultimo, en el capitulo 4 se finaliza el trabajo
mostrando ejemplos de marcos continuos, donde se hace uso de propiedades del operador de
Gram W, como también de resultados sobre marcos de Gabor y marcos de Wavelet.
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cAPITULO 1

PRELIMINARES

Es comiin que en un producto interno la linealidad sea establecida en la entrada de la izquierda,
sin embargo el producto interno que se usa a lo largo del presente trabajo se adopta linealidad
en la derecha como lo prefieren los fisicos. En este capitulo se dan algunas nociones elementales
de la teoria de la medida y los marcos en espacios de Hilbert, con el fin de sentar las bases
necesarias para los marcos discretos y la integral débil. Los resultados de este capitulo pueden
ser encontrados en [6], [7], [10] y [11].

1.1. Teoria de la Medida

Definiciéon 1.1. Sea M un conjunto. Una familia B de subconjuntos de M se dice que es
una o—dlgebra sobre M si se cumple:

i) M pertenece a B.
i1) Si A pertenece a B, el complemento A° = M\ A pertenece a B.

iii) Si {Ap}nen €s una sucesion en B, la unidn U A, pertenece a B.

El par (M, B) es denominado un espacio medible y un conjunto en B es llamado un conjunto
medible.

Si 2M = {A: A C M} , se observa que 2™ siempre es una o—algebra. Ademds, para
cualquier colecciéon no vacia A C B, existe la o—algebra més pequena que contiene dicha
coleccion y comunmente se llama la o—dlgebra generada por A.

Definicién 1.2. Una medida p es una funcion que toma valores en los niumeros reales
extendidos R = R U {—00,00} ¥ esta definida sobre una o—dlgebra B en M tal que:
i)y (@) =0, i6) w(E) >0 para todo E € B, y iii) i es contablemente aditiva en el sentido
que si {E,}nen es cualquier sucesion disjunta de conjuntos medibles, entonces

H (U En) = ZN(En)

n=1

12
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Si una medida no toma el valor +o0, se dice que es finita. Mas general, si existe una sucesion
{E.}nen de conjuntos medibles con M = J E,, tal que p(FE,) < oo para todo n, entonces
se dice que pu es o—finita. Por otra parte, se dice que una cierta proposicién se satisface
p-casi en todas partes o simplemente casi en todas partes, si existe un subconjunto N € B con
w(N) =0 tal que la proposicién se satisface en el complemento de N.

A través de este trabajo se considera un espacio de medida denotado por (M, B, i), el cual es
un espacio medible (M, B) junto con una medida pu.

Definicién 1.3. Una funcion real-valuada extendida f : M — R se llama B-medible o
simplemente medible, si para cada nimero real o el conjunto f~'((a,0]) es medible. Por
otro lado, si la funcion toma valores en los niumeros complejos, f es medible si su parte real e
imaginaria lo son.

Definicién 1.4. Una funcion ¢ real-valuada que solo tiene un nimero finito de valores y es
medible, se designa como funcion stmple. Ademds ¢ puede ser representada en la forma

Y= Z CiXEjs
j=1

donde los aj € R son distintos y los E; son disjuntos tal que M = U?Zl E;. A partir de ello,
se define la integral de  con respecto a p por,

/ pdp =" a;u(E;).

Una funcién simple tiene muchas representaciones como combinaciéon lineal de funciones
caracteristicas, sin embargo la representacion anterior es una unica representacion estandar.

Definicién 1.5. St una funcion medible f es real-valuada extendida y no negativa en el espacio
(M, B, 1), se define la integral de f con respecto a p por

/ fd,u::sup{/ pdu : O§¢§f,<psimple}.
M M

Si por el contrario, f también toma valores negativos y su parte positiva f* := sup{f,0} o
su parte negativa f~ :=sup{—f,0} tiene integral finita con respecto a u, entonces

/Mfdu :=/Mf+du—/Mf—du,

Asimismo, si la funcion f tiene integral finita con respecto a u, se dice que f es integrable.
Si f toma valores en los complejos, se dice integrable si su parte real e imaginaria lo son. En

este caso se define
/M fdp = /M Re(f)du +z'/M Im(f)dp.
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Ahora bien, hay algunos casos donde se discuten funciones p: B — R cuyo comportamiento
es como el de las medidas, excepto que estas toman tanto valores positivos como negativos.
Ademas, no es conveniente permitir los nimeros reales extendidos 400 y —oo a la vez.

Definicién 1.6. Por una medida signada en un espacio medible (M,B), se entiende una
funcion real-valuada extendida v en B tal que:

i) v asume a lo mds uno de los valores +00, —o0.
i) v(0) = 0.
i) v(U,— En) = > 0o v(Ey), para cualquier sucesion disjunta {Ey}nen C B.

Un conjunto P se dice positivo con respecto a la medida signada v si v(ENP) >0 para
cualquier conjunto medible E. De igual modo, un conjunto N es negativo si v(ENN) <0
y un conjunto M es nulo si v(ENM)=0.

Teorema 1.1. [11](Teorema de Descomposicion de Hahn)
Sea v una medida signada en el espacio medible (M, B), entonces existe un conjunto positivo
Py un conjunto negativo N con respecto a v tal que M =PUN y PNN = (.

Una descomposicion de M en dos conjuntos disjuntos P y N, positivo y negativo
respectivamente es llamada una descomposicion de Hahn para v.

Observacién 1.1. [10] En general, una descomposicion de Hahn no es inica; sin embargo, si
P, Ny y P,, Ny son descomposiciones de Hahn para v, entonces

V(Eﬂpl):V(EmPQ), I/(Ele):l/(EmNg), EFebB

Definicién 1.7. Sea P, N wuna descomposicion de Hahn para la medida signada v. Las
variaciones positiva y negativa de v son las medidas vy y v_ definidas para un
conjunto medible E por

vi(F) :=v(ENP), v_(F):=—-v(ENN)
y la variacion total de v es la medida |v| definida por |v|(E) = v,y (E)+v_(FE).

Dos medidas vy, vy son mutuamente singulares y se denota por v, L 1, si existen dos
conjuntos disjuntos A, B medibles con M = AU B tal que v1(A) = 1»(B) = 0. Luego, las
variaciones positiva y negativa son mutuamente singulares.

Observacién 1.2. [11] Sea g wuna funcion medible en (M, B, ) tal que v(E) = [, gdu
define una medida signada, entonces si f es una funcion medible,

/Mfduszfgdu,

donde la integracion con respecto a la medida signada v esta dada por

| rav= [ pav— [ pa



1.2. MARCOS EN ESPACIOS DE HILBERT 15

Teorema 1.2. [11](Teorema de Descomposicion de Jordan)

Si v es una medida signada en el espacio medible (M, B), entonces dicha medida es la
diferencia de dos medidas mutuamente singulares. En particular, v esta determinada de manera
unica por la diferencia de vy y v_.

Debido a que la medida signada v asume a lo mas uno de los valores extendidos +oo y —o0,
entonces ya sea v, o v_ debe ser finita.

Observacién 1.3. [10] Un conjunto E es positivo si v_(E) =0 y es nulo si |v|(E) =0,
o sea, |V|(E) =0 implica v(E) = 0. Ademds, una medida signada v es absolutamente
continua con respecto a una medida p si v(E) =0 para cada E tal que p(E) =0 y se
denota v < . En particular, la medida signada v es absolutamente continua con respecto a
lv| vy efectivamente

Eé@p—x@ﬂﬂzﬂ@%

En tal caso, de manera similar a la observacion 1.2 se tiene que para cualquier funcion medible

f, se cumple
[ av= [ s = xdpl.

En general, en la medida signada v(E) = [ £ gdp se tiene que v es absolutamente continua
con respecto a g . El siguiente teorema muestra que sujeto a una restricciéon de o—finitud,
cada medida v absolutamente continua es obtenida de esa manera.

Teorema 1.3. [11](Teorema de Radon-Nikodym)

Supongamos que el espacio de medida (M,B,u) es o—finito y que la medida v es
absolutamente continua con respecto a . Siendo asi, existe una funcion medible no negativa
f tal que para cada conjunto medible F,

W(E) = [E fdu.

El teorema se extiende al caso de medidas signadas y la funcién f es tnica en el sentido que
si g es cualquier funcién medible con esta propiedad, entonces ¢g = f casi en todas partes.
Ademads, f es llamada la derivada de Radon-Nikodym de v con respecto a pu y se denota
dv/dpu.

1.2. Marcos en espacios de Hilbert

Definicién 1.8. Una familia de elementos {x,}nen en un espacio de Hilbert (H,(-,-)) donde
(-,+) denota el producto interno, es llamado un marco si existen constantes A, B > 0 tales
que

AP < @, W) < BJIR|I?,  Vh e H.

neN
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Las constantes A y B son llamadas cotas del marco pues no son unicas; las cotas optimas
del marco son el mayor valor posible de A y el menor valor posible de B. Si sucede el caso
que A= B el marco se llama ajustado.

Proposicién 1.1. Si {e,},en €s una base ortonormal en H, entonces para cualquier operador
acotado @Q € B(H) con inverso Q' € B(H) acotado, se cumple que {f, = Qen}nen €s un
marco con cotas [|Q7|7? vy [|Q|*

Definicién 1.9. Sea {x,},en un marco para el espacio de Hilbert H, entonces el operador
lineal

To : lo(N) = H, donde To({cntnen) = chxn,

neN

se denomina operador pre-marco.

Proposicién 1.2. [6, sec. 5.5] Una sucesion {x,}nen € H es un marco para el espacio de
Hilbert H si y sélo si el operador premarco es un mapeo bien definido de (*(N) a H.

Observacion 1.4. El operador pre-marco Ty asociado al marco {x,}nen para H es acotado
y su operador adjunto Ty : H — (o(N) estd dado por Ti(h) = {(xn, h)},cn. Ademds, tras la
composicion de Ty y 1§, se obtiene el operador marco

S:H—=H,  Shi=TT5(h) = (tn, h)zn,

neN

el cual es acotado, autoadjunto y positivo.

Lema 1.1. [6, sec. 5.1] Sea H un espacio de Hilbert, {x,}nen un marco para H 'y S el
operador marco asociado, entonces se cumple que:

i) El operador S es invertible y satisface B™'1 < S™' < A7].

i) {S7x, nen €s un marco con cotas B!, A7 y su operador marco es S

El marco {S™'x,},en es llamado el dual candnico de {x,}n,eny porque juega un rol similar en
teoria de marcos como el dual de una base.

Definicién 1.10. Si {x,}nen ¥ {Yn}nen son marcos para el espacio de Hilbert H tales que

h = Z(yna h>$n = Z<$n> h>yna Vh € H>
neN neN

se dice que {x,}tneny es marco dual de {y,}nen-

Proposicién 1.3. Si {x,}nen es un marco en H, entonces {Tp}nen €s un marco ajustado
st y solo si tiene un dual de la forma vy, = Cx, para alguna constante C > 0.
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Teorema 1.4. [6, sec. 5.1](Descomposicion de Marcos)
Sean {xp}nen un marco para el espacio de Hilbert H con el operador marco S. En tal caso,

h=> (S'zy by, =Y (x.,h)S 'z,  VheEH.

neN neN

En conclusion, el teorema muestra que toda la informacion acerca de h € ‘H estd contenida por
ejemplo en la sucesién {(S7'z,, h) ey donde los valores (S™'z,, h) se llaman coeficientes
del marco.

La descomposicién de marcos es el resultado més importante pues muestra que si {z, ,en €s
un marco de un espacio de Hilbert, cada elemento del espacio se puede representar como una
combinacién lineal infinita de los elementos del marco. Por esta razon, es natural ver un marco
como una especie de “base generalizada’.

Corolario 1.1. Sea {z,}nen un marco ajustado para el espacio de Hilbert H con cotas
A=B=1.8i ||xz,|| =1 para cada n € N, entonces {x,}nen es una base ortonormal para el
espacio de Hilbert.

Proposicién 1.4. [6] Supongamos que {x,}nen es una sucesion de elementos en el espacio
de Hilbert H tal que existen constantes A, B que satisfacen

AllRIP <Y s i) < BRI,

neN

para todo h en un subconjunto denso 'V de H. Siendo asi, {x,}nen es un marco para H
con cotas A, B.

A menudo es posible construir marcos con propiedades especiales; por ejemplo, en la siguiente

proposicion se establece que a cada marco podemos asociar un marco ajustado canénico con
cota A= B=1.

Proposicién 1.5. [6] Sea {z,}nen un marco para el espacio de Hilbert H con operador
marco S y S™Y? la raiz cuadrada positiva de S~'. Por lo tanto, {S™/?x,}nen es un marco
ajustado con cota del marco igual a 1, y

h=>Y (52w, WS u,,  VheH

neN

Observacién 1.5. [7] Se recuerda una implicacion importante de la raiz de un operador
positivo, a saber, la descomposicion polar donde se establece que para todo operador acotado
T € B(H,K) entre dos espacios de Hilbert H y K, existe una tnica isometria parcial
U € B(H) tal que

donde |T| = (T*T)"? tal que ||Th| = ||T|h|, ker(T) = ker(|T|) y ran(T*) = ran(|T)).

Ademds, si T es inyectivo entonces U es una isometria.
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Proposicién 1.6. [6] Si se remueve un vector xz; de un marco {x,}n,en para un espacio de
J €
Hilbert H, entonces

si (x5, S ;) # 1, {zn}nz; €5 un marco para H,

=
si (zj, S ;) =1, {@n }nzj €s incompleto.

Los marcos que dejan de serlo al remover un elemento de la familia, reciben el nombre de marcos
exactos.

Teorema 1.5. [6, sec. 5.5](Caracterizacién de Marcos)

Si {en}nen es una base ortonormal para el espacio de Hilbert H, entonces los marcos para
dicho espacio son precisamente las familias {Ue,}neny donde U : H — H es un operador
acotado y sobreyectivo.
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CAPITULO 2

MARCOS EN ESPACIOS DE KREIN

En este capitulo se da a conocer los espacios de Krein y se establecen los marcos discretos en
estos espacios, seguidamente se estudian sus propiedades como se vio en el capitulo anterior para
luego llegar a los espacios de Krein generados por una W-métrica. Los resultados importantes
sin demostracién se pueden hallar en [3], [4] v [5].

2.1. Espacios de Krein

Definicién 2.1. Sea § wun espacio vectorial sobre el campo K de los nimeros complejos o
los numeros reales. Un producto interno [-,-] : §x§F — K en § satisface que para todo
r,y,2€8§ y ack,

Do,y + 2] = eyl + o, 2], ad)e, oyl = ale,y], i)z, y] = [y, 2.

Al par (§,[,]) se le llama espacio con producto interno. (§,—|-,+]) también es un espacio
con producto interno y se le conoce como el anti-espacio de (g, [, ]).

Definicién 2.2. Sea = un elemento en un espacio con producto interno §. El vector x se
dice ser positivo, negativo, o neutral dependiendo si [r,x] > 0, [z,z2] <0, 0 [z,2] =0
respectivamente.

Claramente el vector cero es neutral pero en general la neutralidad de un vector no implica que
sea el vector nulo, de hecho la presencia o ausencia de vectores neutrales no nulos influye en las
propiedades del producto interno.

Definicién 2.3. Sea £ subespacio de §. Si £ solo contiene vectores positivos(negativos) y el
vector nulo, se dice que es definido positivo(negativo); ademds si tiene tanto elementos
positivos como negativos, se dice en ese caso que es un espacto con producto interno

indefinido.

20
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En [4] y [5] se demuestra que un espacio con producto interno indefinido tiene vectores neutrales
no nulos, lo cual no sucede en un espacio definido. Por otro lado, en un espacio con producto
interno semidefinido, es decir, ya sea sin vectores positivos o sin vectores negativos, se satisface
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Definicién 2.4. Dos vectores z,y € § se dicen ortogonales (z[L]y) si [x,y] =0 vy dos
conjuntos M, N C § son ortogonales (M [L|N) si z[L]y para todo x € M, y € N; en
particular si M se reduce a un solo vector x, se escribe simplemente x [ L] N. Ademds, si M es
subconjunto de §, el complemento ortogonal de MM estd dado por M+ = {x € F: z[L]M}
de tal manera que M C M-+ y Mt = M+,

El subespacio £° := £N £+ se denomina la parte isotrdpica de £ y sus elementos no nulos
se llaman wvectores isotrépicos. Si £0 = {0} se dice que £ es un subespacio no degenerado,
en caso contrario se dice subespacio degenerado. Un subespacio no degenerado semidefinido se
llama pre-Hilbert.

Definiciéon 2.5. Sea £ un subespacio de §. Si x € § admite una representacion como
r=y+2z con yecL yzec L sedice que y es una proyeccion ortogonal de x en L.

Ni la existencia ni la unicidad de la proyeccién de un vector en un subespacio es garantizada; de
hecho en Bognar [5] se demuestra que si existen dos proyecciones ortogonales en un subespacio,
estas difieren en un vector isotropico. Ademas, si £ es no degenerado cada elemento en §
tiene a lo més una proyeccién en £ y si existe un elemento en § que tiene exactamente una
proyeccion en £, entonces £ es no degenerado.

Definicién 2.6. Sean £,£ subespacios de § tales que £N L ={0}. La suma directa de
£ y £ esdenotada £ & L. Ademds, si L[L]L entonces se designa como suma directa
ortogonal y se denota por L£[+]£.

Definicién 2.7. Decimos que (F,|-,-]) es descomponible si admite una representacion de la
forma § = FO[+H|ST[+]F, donde F° es la parte isotrdpica de §, I+ y F son subespacios
definidos positivo y negativo respectivamente. Tal descomposicion se llama descomposicion
fundamental.

Observacién 2.1. [4, sec. 1.1] Pues bien, aunque no siempre los subespacios no degenerados
pueden descomponerse en la suma directa de un subespacio positivo y otro negativo, la inversa
si es vdlida. Si § admite una descomposicién en la suma directa § = FT[+HF~ con FT
y §  definidos positivo y negativo respectivamente, entonces § es un espacio con producto
interno no degenerado.

En realidad, si § admite tal descomposicién fundamental entonces (§7,[-,-]), (§,—[,]) son
espacios pre-Hilbert y es posible definir una topologfa en §* por | - ||+ := +/=%[", ]. Supuesto
esto, la descomposicién § = FF[+]|F~ en espacios pre-Hilbert no es tinica, sin embargo mediante
una descomposicién ortogonal se define un espacio de Krein.
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Definicién 2.8. Un espacio topoldgico con producto interno (&, [-,-]) que admite una
descomposicion fundamental (R = KT [+]R7) se denomina Espacio de Krein si la topologia
de la suma ortogonal coincide con la del espacio topoldgico y los subespacios (&, [, -]),
(R, —[,:]) son espacios de Hilbert relativos a las normas || - ||+, |||~ respectivamente.

Asumiendo una descomposicién fundamental £ = KT[+]R~, se obtienen operadores P*

que van de £ a A% denominados proyectores fundamentales, los cuales estan definidos por
Ptk := k%, P~k := k™ satisfaciendo (P*)? = P* y [P*k,h] = [k, P*h], Vk,h € &, de tal
manera que Pt + P~ =1z y PTP~ = P P*" =0 son los operadores identidad y nulo en 8
respectivamente. Ahora bien, el operador J : & — & definido por J := Pt — P~ se llama
simetria fundamental y satisface J? = I.

Ademss, si [-,+]; : R x 8 > K es un producto interno dado por [z,y]; := [z, Jy|, entonces
(R,[,]s) es un espacio pre-hilbert donde [-,-]; se llama J-producto interno. De hecho, la
topologia de la suma directa ortogonal esta determinada por la norma asociada al J-producto

interno, la cual se denota por |- ||; y se denomina J-norma. Por tanto, (8,[-,-];) es un espacio
de Hilbert.

Observacion 2.2. [4, sec. 1.7] En Azizov se demuestra que las diferentes J-normas sobre £
son equivalentes independientemente de la descomposicion fundamental en espacios de Hilbert.
Por otro lado, cabe destacar que todo espacio de Hilbert es un espacio de Krein con K = {0}
y la identidad como simetria fundamental. Luego, lo unico que podria cambiar en los espacios
de Krein comparados con los espacios de Hilbert es la posibilidad de que su producto interno sea
indefinido pues segun la observacion 2.1, la propiedad de ser no degenerado se mantiene.

Siempre que no se indique lo contrario; el espacio K sobre el campo K, denotara el espacio
de Krein (&,[-,-]) con decomposicién fundamental & = K7 @ & y la simetria fundamental
asociada J : (R, [-,]]) = (R, [-,]).

Para ver un ejemplo de un espacio de Krein, considérese en primer lugar una medida signada v
en el espacio medible (M, B), de tal manera que por el teorema 1.1 existen conjuntos medibles
M positivo y M_ negativo con respecto a v tal que M =M, UM_ y M . NM_=0.
Ademas, por el teorema 1.2 v es la diferencia de v, y vr_ medidas mutuamente singulares
donde se considera la variacién total |v| :=v, +v_.

Ejemplo 2.1. El espacio de funciones f € Lo(M,|v|) con el producto interno indefinido
[ ]a t Lo( M, v]) x Lo( M, [v]) = K dado por

[h, fla = /M hfdv,

da lugar a un espacio de Krein denotado como R2(M,v), con la siguiente descomposicion
fundamental

ﬁg(M, I/) = £2(M+, V_|_) [+]£2 (M_, I/_). (21)
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En efecto, sean h,f € Ko(M,v). Si v € My, (o, f)x) = fle) v (xm_ f)x) = 0.
Por otra parte si x € M_, (xm,f)(@) =0 v (xm_f)(x) = f(2), o sea, en cualquier caso

f=xmf+xm_f y efectivamente, [xp. f, xm_fla=0.

Ademds, si h, f € Lo(My,vy),

o fle = /M Rf dv = /M+Efd1/+— /Mjfdv_: /M Rfdvy = (b, )i,

igualmente si h,g € Lo(M_,v_),

“hgla= [ Bpdv— [ Efdee= [ B =g

Siendo asi, Ro(M,v) admite la descomposicion fundamental dada en la ecuacion (2.1) de tal
manera que (Lo(My), [+ ]) v (Lo( M), —[-,-]) son espacios de Hilbert y como se menciond en
la observacion 2.1, Ro(M,v) resulta ser un espacio con producto interno no degenerado. De
hecho como los proyectores fundamentales son P*(f) = f* = xmof, entonces la simetria
fundamental se puede expresar en términos de la derivada de Radon-Nikodym j, = X, —XMm_
de v con respecto |v| como se mostré en la observacion 1.3, pues J,(f) == ft—f" y

Jvf = (xms —xm ) f, por ende J,(f) = juf y asi
[, fl, = /M hJ,(f)dv = /M hJ,(f)jdlv| = /M hJ, (f)dlv| = /M hfdlv| = (h, f) Ly (2:2)

Por tanto, la topologia sobre (Ra(M), -, ]s,) coincide con la de (Lo(M),(-,-)), esto es,
Rao(M,v) es un espacio de Krein.

Espacios de Krein como el anterior son los de mayor interés, pues son espacios topologicos
que se pueden descomponer en dos subespacios de Hilbert ortogonales donde se tiene tanto el
J-producto interno como el adicional producto interno indefinido. Ademas, dichos subespacios
de Hilbert resultan definidos positivo y negativo respectivamente con respecto a tal producto
indefinido. Ahora bien, para el estudio de operadores lineales actuando entre espacios de Krein
es necesario tener presente algunas definiciones y hechos de la teoria de operadores en espacios
de Hilbert, ademas una implicacion de lo afirmado en la observacién 2.2 es que la continuidad
de un operador no depende de la descomposicién fundamental.

Definicién 2.9. Sean (R, [,]s) v (&,[,-]s) espacios de Krein con simetrias fundamentales
Jg y Jg respectivamente. Se define el conjunto de operadores lineales acotados como

Th
BRG) =4 TR &, lincal y |T| = sup L-rlse oL
resvfoy |IE[ 7

Ya que la continuidad no depende de la descomposicién fundamental para los espacios de Krein,
entonces B(R,B) = B(RT G R, 6T @ &). Con ello, es facil ver que la simetria fundamental
Jg es un operador lineal acotado y || Jg| = 1.
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Definicién 2.10. Sea T un operador lineal con dominio denso en el espacio de Krein
(R, [-,"]g) vy definido hacia el espacio de Krein (&,[-,-]s). El operador adjunto T* se define
para g € & tal que existe un g* que satisface |9, Tkles = [¢*,k]a Vk € dom(T) vy en este
caso T*qg = g*.

Observaciéon 2.3. [5, sec. 6.2] El operador T* puede ser expresado a través del adjunto en
espacios de Hilbert T™ el cual se denomina J-adjunto y satisface [g,Tk];, = [T™g, k],
Vk € dom(T), g € dom(T™). La relacién entre dichos adjuntos esta dada por

T = JTM Jg. (2.3)

Ya que T es tnico y las simetrias fundamentales son invertibles, T* es tinico; ademds si T
es acotado, T™* también lo es pues seria composicion de operadores acotados. En realidad, si
£ = & entonces muchas propiedades de T son preservadas por T* pues como lo expresa
la ecuacién (2.3) serfan unitariamente equivalentes. Siendo asi, dichas propiedades se pueden
obtener ya sea imitando los argumentos en espacios de Hilbert o aplicando los resultados de
espacios de Hilbert en si mismo y combinar con dicha ecuacién.

Como se vera en el siguiente ejemplo, es importante tener en cuenta que el adjunto de
un operador lineal densamente definido es siempre tomado con respecto al producto interno
especifico.

Ejemplo 2.2. Para resultados posteriores se pretende distinguir entre el operador identidad
que va del espacio de Hilbert (R,[-,-];) al espacio de Krein (R, [,']) vy el operador
identidad que simplemente actia entre el mismo espacio de Krein. Dichos operadores se denotan
respectivamente por Iy : (R, [,-];) = (& [,]]) v Iz : (R []) = (R [.+]). Su distincion se
jJustifica ya que por ejemplo si el operador J esta determinado por la simetria fundamental
J pero entre el espacio de Krein (R,[-,-]) y el espacio de Hilbert (R,[-,-];), es decir,
J (R[] = (R [ +]y), Jk = Jk, entonces resulta que I} = J pues

[gv jk]J = [gv Jzk] = [gvk] = [[ngk]

Definicién 2.11. Un operador T € B(R) se dice auto-adjunto en el espacio de Krein R
si T =T y J-autoadjunto si T = T™. Ademds si [Tk, k] >0 para cada k € R, T se
dice positivo. Por otro lado, si [Tk, k] > «||k||3 para todo k € & y algin « >0, T se dice
uniformemente positivo.

La simetria fundamental J es tanto un operador auto-adjunto como un operador J-autoadjunto,
también es un operador positivo e invertible tal que J~!' = J* = J vy de igual manera es
isométrico de acuerdo a la siguiente definicion.

Definicién 2.12. Un operador lineal T : R — & entre los espacios de Krein (R, [, ]q)
y (8,[,]s) se dice unitario si se tiene que TT* = Iy y T*T = Ig. Por otra parte, si
[Tk,Thls = |k, hlg para cada k,h € R, el operador lineal T se llama isométrico.
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2.2. Marcos Discretos

Definicién 2.13. [3] Una sucesion contable {k,}nen C K es un marco discreto para el
espacio de Krein (R,[-,-]) si existen constantes 0 < A < B < oo de tal manera que

AllENS <Y Ik Ba)” < BIE|S  para todo K € 8.

neN

Como el caso de los espacios de Hilbert, las constantes A y B son las cotas del marco. El
valor mas grande de A y el més pequeno de B son llamadas cota éptima inferior y superior
respectivamente. Un marco discreto es ajustado si A = B y si al remover un elemento arbitrario
deja de ser marco, se denomina marco discreto exacto.

Lema 2.1. Sean K, ® espacios de Krein con simetrias fundamentales Jg y Jg. St U : R — &
es un operador unitario tal que U*JsU = Jg, entonces para cualquier marco discreto {ky}nen
en R se tiene que {Uky,}nen es un marco discreto en & con las mismas cotas del marco.

Demostracion. Sea U : 8 — & un operador unitario tal que U*JgU = Jg, entonces para cada
k € R,
U5, = [k, (U JoU)kla = [k, Jak]a = [|K]|3,-

Ahora, si {k,}nen es un marco discreto en 8 con cotas A y B, se tiene que para todo
geo,

Allgll5, = AllUTUgl, = AUl
S Z‘[U*gvkn]ﬁP = ZHgaUkn]Qﬁ‘2
neN neN
< B|U*g|5, = Bllgll3,-

O

Pues bien, si se reemplaza U = J se cumple que U*JU = J ya que la simetria fundamental
J : 8 — R es un operador unitario. Asi, en virtud del lema anterior los marcos discretos para un
espacio de Krein son basicamente los mismos como marcos para el espacio de Hilbert asociado,
tal como le expresa el siguiente resultado.

Proposicién 2.1. [3, cap. 3] Sea {kn}nen una sucesion en el espacio de Krein RK. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) {kn}nen es un marco discreto para el espacio de Krein K& con cotas del marco A < B.

i1) {Jkn}nen €s un marco discreto para el espacio de Krein R con cotas del marco A < B.

i1i) {kn}nen €s un marco discreto para el espacio de Hilbert (R,[-,-];) con cotas del marco
A< B.
i) {Jkn}nen es un marco discreto para el espacio de Hilbert (8, [-,-];) con cotas del marco

A<LB.
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Recuérdese que dado un marco {z,},ey para un espacio de Hilbert H, el operador pre-marco
Ty = 65(N) — H estd dado por la definicién 1.9. En el caso especial cuando H = (5(N)

vy {Zn}neny coincide con la base estandar de ¢5(N), el operador marco es simplemente la
identidad. Esto 1ltimo se conserva si se describe la teoria completamente en espacios de Krein
con producto interno indefinido, donde se utiliza el mismo espacio de sucesiones en H = (5(N)
con cierto producto interno como se vera en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Sean Ry(N) = l2(N) y su base estandar {e,}nen, donde e, = (6n,m), €s decir,
e, esla secuencia cuyo n-ésimo término es 1 y todos los otros términos son cero. Si se define
la forma sesquilineal [-,-]n : R2(N) x Ro(N) — K en dicha base por [en, em]n, = (—1)"0nm ¥
se extiende a todo (3(N) de tal manera que

[{ctn fnen, {Bntnenln, = Z(—l)"a_nﬁm

se obtiene que (Ro(N),[-,-]n,) es un espacio con producto interno indefinido y descomposicion
fundamental

Ro(N) = gen{ea, tnen ® gen{ezni1 bnen.

En tal caso como [en,emlsy = [en,(—1)"en] = (=1)"(=1)"0nm = Onm, se concluye que
(Ro(N), [-,-]s) = (La(N),(-,-)) donde (en,em) = 6nm Yy efectivamente los subespacios

(gen{eantnen, [+ +]), (gen{esntitnen, —[-,-]) son completos. Por tal razon, (R2(N), [, ]sm)
es un espacio de Krein con simetria fundamental dada por Jg ({an tnen) = {(—1)"ay fnen-

Ademds, la base {en}nen C (2(N) ortonormal es un marco ajustado con cotas A = B =1

y en consecuencia el operador pre-marco Ty : ((2(N),(-,-)) = (R2(N), [-,-]s,) entre espacios
de Hilbert coincide con la operador identidad pues Ty ({0 tnen) = Doy nln = {Qnnen,
asimismo el operador marco S =151y = I, o sea que para bases ortonormales los operadores
marco y pre-marco tienen la forma mds simple posible como se habia mencionado. Sin embargo,
se sabe por el ejemplo 2.2 que si el operador Ty es considerado hacia el espacio de Krein
(Ro(N), [+, -]w,), entonces Ty deja de ser el operador identidad en sentido estricto y en este caso
el operador marco cambia a S ({an}nen) = T ({n fnen) = {(—1) " b nen-

Observacién 2.4. Es de notar que si se eligiera una forma sesquilineal arbitraria para (3(N)
dada por [en, em|n, = V" 0nm con 2" =1, en general la teoria de marcos en espacios de Krein
se cumple sin mayor problema. No obstante, como se busca dar una descripcion completamente

en espacios de Krein con producto interno indefinido, no se utiliza por ejemplo el caso trivial
(65(N), (-,-)) que resulta de ~=1.

Proposicién 2.2. Sea §R2(N) el espacio de Krein con simetria fundamental Jy donde
(Ra(N), [, -]s) = (L2(N), (+,-)). Si {kn}tnen es un marco discreto para el espacio de Krein R,
entonces el operador lineal

T: (R> ['a ]) — (%2(N)a ['7 ']9‘?2)7 T(k) = {[kn> k]}NENa ke ﬁa

estd bien definido y es continuo.
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Demostracion. Note que el operador T se puede factorizar haciendo uso de los operadores I,
y J del ejemplo 2.2, como se ilustra el siguiente diagrama,

&L 5 (R, [ n)

Jjl 1 L,

T*
(ﬁa ['7']J) 4 (EQ(N)a<7>)
Todos los operadores son acotados pues Iy, J lo son y 1§ es el adjunto del operador
pre-marco dado por la teorfa de marcos en espacios de Hilbert. Ademéds, como {k,},en es un
marco discreto se tiene que el operador 7 esta bien definido y por tanto con el operador 7'
se tiene la misma conclusion. O

Observaciéon 2.5. Ahora bien, para estar en afinidad con la teoria de marcos en espacios de
Hilbert, el operador pre-marco asociado al marco discreto {kyp}nen del espacio de Krein R
seria en este caso el adjunto

1" (%2(N)7 ['7 ]%2> — (ﬁv ['7 ])
del operador T = IJ%Tékj segun el diagrama de la demostracion anterior. Asi que teniendo

en cuenta el ejemplo 2.2, se obtiene que el operador pre-marco esta dado por T* = I;TyJn.
Ademds, como Ji = Iy y para todo k € &,

(ToT3) Tk = To{lkn, JH] 7} = D[k, ke,
neN

se define el operador marco S : (R, [-,-]) — (R [,:]) dado por S :=T*JgT tal que para
todo k € R,

Sk =" "[kn, k]kn. (2.4)

neN

Luego, de manera similar se obtiene como en el capitulo 1 que el operador marco en espacios
de Krein es auto-adjunto e invertible [3, cap. 3], lo cual permite llegar al Teorema de
Descomposicion de Marcos en espacios de Krein.

Teorema 2.1. [3, cap. 3](Teorema de Descomposicion de Marcos)
Sea {kn}nen un marco discreto para el espacio de Krein K& y S el operador marco asociado,
entonces para todo k € R,

k=Y [kn, k]S Ky,

neN

k=[S "k, Klkn,

neN
y ambas series convergen incondicionalmente.

Recuérdese que en el espacio de Hilbert (R, [-,];), si se toma un marco dual para el marco
{kn }nen, digamos por ejemplo {h, }nen, entonces se tiene que tal marco satisface en (&, [-,-];)

la siguiente ecuacion,
k= Z[hm k]ka
neN
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Ahora se establece una definicién andloga para los espacios Krein y luego se describe marcos
duales en términos de la simetria fundamental J y el operador marco S. Estos marcos duales
se llaman marcos duales candnicos.

Definiciéon 2.14. Sea {k,}nen un marco discreto para el espacio de Krein K. Un marco
{hn}nen discreto para K es llamado un marco dual de {k,}nen si

k= [hn, Kk,

neN

Proposicién 2.3. [3, cap. 3] Sea S el operador marco del marco discreto {ky}nen para el
espacio de Krein K. En ese caso,

i) {S7kptnen €s un marco dual de {kp}nen en (8 [, ]).
i) {JS kn}nen €s un marco dual de {kn}nen en (R, [ ]7).
i) {JS kptnen es un marco dual de {Jkp}nen en (8 [ ]).
i) {S™ knbnen s un marco dual de {Jk,nen en (R, [, -]7).

Si 0 < A< B son las cotas del marco {k, }nen, se tiene que 0 < B™' < A™! son las cotas de
los marcos duales.

2.3. Espacios de Hilbert con W-métrica

Este capitulo se termina con una revisién de los espacios de Krein dados por un operador de
Gram W donde se busca mostrar como transferir un marco para un espacio de Hilbert H
a un espacio de Krein Hy,. En [3] se detallan los casos W acotado y W no acotado por
separado, donde por ejemplo si 0 ¢ spec(WW') es posible identificar Hy, con un subespacio de
H cuando W es no acotado o incluso con el mismo espacio de Hilbert H cuando W es
acotado. Aunque los ejemplos de mayor interés son cuando 0 € spec(W), en los cuales ocurre
un proceso de completacién tanto para W acotado como no acotado. A menos que se diga
lo contrario, (H,(-,-)) representa un espacio separable de Hilbert y W denota un operador
cerrado auto-adjunto con dominio dom (W) C ‘H y descomposicién polar W = J|W]|.

Antes que nada se recuerda que el adjunto de un operador T densamente definido en H, es
cerrado y su grafico esta dado por T'(T*) = [V(I'(T))]" donde V es un operador unitario
que envia (f,g) a (g,—f). Asimismo, el operador T* es densamente definido si y sélo si T'

es cerrable y en tal caso se tiene que T = T** donde I'(T) := I'(T). Ademds, el operador
T es auto-adjunto si dom(T) = dom(T*) y (Tf,g) = {f,Tg), ¥Vf,g € dom(T), esto es, si
es simétrico y su dominio coincide con el de su adjunto. Los operadores simétricos pueden ser
cerrados o no, sin embargo siempre son cerrables y en realidad la cerradura de un simétrico es
simétrico pero no necesariamente auto-adjunto.

Por otro lado, si T es un operador cerrado, entonces T*T es auto-adjunto positivo y por
ende existe un tnico operador positivo |T|:=VT*T >0 tal que |T|?> = T*T. De hecho, si se
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considera U :H — H tal que U(|T|¢) =T, ¢ € dom(|T]) v U |igan(rp+= 0, se concluye
que U esta bien definido ya que Ker(T) = Ker(T*T). Ademés, U es una isometria parcial
y se tiene la descomposicién polar T = U|T|.

Observacién 2.6. [3, cap. 4] Si Ker(W) = {0}, entonces la isometria parcial J dado por
la descomposicion polar resulta ser unitario y auto-adjunto. Por otra parte, st E denota la
medida con valores en proyecciones sobre la o—dlgebra de Borel de R tal que W = f AAE(N),
entonces dom(W') se convierte en un espacio descomponible con producto interno no degenerado
[f,g] == (f,Wg), f,g € dom(W), tal que dom(W) = D, [+|D_ y la simetria fundamental
coincide con J de tal modo que

D, = E ((0,00)) dom(W), D_ := E ((—00,0)) dom(W), J = E((0,00)) — E ((—00,0)).

Aqui, el producto interno no degenerado se denomina W -métrica y el operador lineal W
Operador de Gram donde la ecuacion W = [ XdE(N) se interpreta por [g,Wh] = [ AdE,,
con E,p(-) =g, E(-)h] definida en la respectiva o—dlgebra. Como consecuencia,

191 := (f, IWg) = (f,IWlg),  f.g € dom(W).

Tomando el cierre bajo la J—norma y extendiendo el operador J por continuidad al cierre,
se obtiene un espacio de Krein (Hw,[-,-]) con simetria fundamental J 1y descomposicion
fundamental Hyw = H [+|H_ tal que D, y D_ son densos en H, y H_ respectivamente.

Para la transferencia de marcos del espacio de Hilbert H al espacio de Krein Hyy, el siguiente
teorema trata la situacién general donde el operador W puede ser no acotado y 0 € spec(W).

Teorema 2.2. [3, cap. 4] Sea W : dom(W) — H un operador auto-adjunto en el espacio de
Hilbert H tal que Ker(W) = {0}, entonces:

i) dom(\/|W1]) es completo en la norma | -||; siy sélo si 0 ¢& spec(W).
it) \/|W|:dom(\/|W|) — H puede ser extendido al operador unitario

U:=+|W|:Hw — H.

iii) {kn}tnen C H es un marco para el espacio de Hilbert H con cotas del marco A < B si
y s6lo si {U k,}nen C Hw es un marco para el espacio de Krein Hy con cotas del
marco A < B.

iv) Si{kn}nen C dom( |W|_1) es un marco para el espacio de Hilbert H, entonces el marco
{U kb nen para el espacio de Krein Hy esta dado por {\/|W|_1k‘n}neN.
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CAPITULO 3

\—MARCOS GENERALIZADOS EN ESPACIOS DE KREIN

En este capitulo se abordan algunas generalizaciones de los resultados anteriores en base a lo
trabajado en [8] y [9], donde se deja en evidencia que todo marco discreto es un marco continuo
y por ende gran parte de las propiedades dadas en los marcos discretos se satisfacen en los
marcos generalizados. Cuando no haya posibilidad de confusién se debe asumir » como una
medida signada o-finita en M.

3.1. Integral Débil

Definicién 3.1. Sean (R, [, ]g),(®, [, |s) espacios de Krein y M wun espacio medible; una
funcion F : M — B(R,8) es débilmente medible en B(R, &) sila funcidn que envia
r €M a [h,F(x)kle es medible para cualesquiera h € & y k € K.

Observacion 3.1. Para el espacio de Krein 8K  se sabe por el Teorema de Riesz que
(R, [,])) &2 R donde R := B(R],C). Pues bien, para alguna funcien V : M — 8 es
posible considerar W := ¢ o V. : M — B(RK,C) donde para k € R, el funcional ¢(k) := ¢y
actia como @i () = [k, -]. Ast, para cada k € &,

(h, W (z)k)c = h]V (), k]g, VheC,

en tal caso como se cumple para cada h € C, se deduce que si W : M — & es débilmente
medible en R entonces la funcion que envia v € M a [V(x),klg es medible para cada
k € R. Por tanto, si lo wltimo ocurre se dice que V : M — R es débilmente medible en R.

Definicién 3.2. Sean &, & y M como en la dltima definicion. St F : M — B(R,B) es
débilmente medible y el operador A € B(R,B) es acotado, entonces la integral débil de F
en B(R, &) es A sipara cualesquiera h € & y k € R,

/ [h, F(z)k|edv(z) = [h, AK]s, (3.1)
M
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y se denota

/M F(z)dv(z) = A

Observaciéon 3.2. Si la funcion V : M — R es débilmente medible y W := ¢ o V, entonces
como para a € R

| i Wibcdu(a) = heu®e & [ Vie)Hadv(o) = laks Ve R b e CV0),
M M

vale definir la integral débil de V' en R con base en la integral débil de F en B(R,B), en
el sentido que

/ V(z)dv(z) =a <:>/ V(x), kladv(x) = [a, kg
M M

Luego dependiendo si la funcion toma valores en B(R, B) o solamente en K, asi mismo se le
da sentido a la integral débil.

Proposicién 3.1. Para los espacios de Krein R, &, la funcion F : M — B(R, 8) débilmente
medible y el operador A € B(R,&) tal que fMFdl/ = A, se cumplen las siguientes
propiedades:

i)
/ F(z)kdv(z) = Ak Vk € R.
M

ii) Para C € B(R,R) y D€ B(B,6),
/ F(z)Cdu(z) = AC y / DF(x)dv(x) = DA.
M M
iii)
/ F(z)'dv(z) = A"
M

Demostracion. Sean k € R, h € & y supongamos que fM Fdv = A.

i) Fijando %k € R, la funcion Fi(z) := F(x)k es débilmente medible en & pues
[Fi(2), hls = [h, F(z)k|e y efectivamente,

/ [F(2)k, hle dv(z) = / [h, F(2)k]e dv(z) = [h, Akle = [Ak, hs, (3.2)
M M

demostrando asi que la integral débil de Fi(z) en & es Ak.

ii) Teniendo en cuenta [h, (AC)k]ls = [h, A(Ck)]s v la ecuacién (3.1) se tiene que
/M [h, (F(2)C)k)]e dv(z) = [h, (AC)E)]e,

y de manera similar a D*h € & se obtiene las respectivas integrales débiles en B(R, &).
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iii) Como los operadores A y F(z) son acotados, existen sus adjuntos. Supuesto esto, como
|k, F(x)*hlg = [h, F(2)k]s, F(z)* es débilmente medible en B(&,R) y ademds por la
ecuacién (3.2) se tiene que [, F*dv = A* pues

/ [k, F(z)*hadv(z) = [k, A*h]s.
M

3.2. Marcos Continuos

Si se considera el conjunto discreto M = N de los ntimeros naturales y la o-dlgebra B = 2N,
cualquier funcién 7n: M — R es débilmente medible en K. En particular, si {7n,}.en es una
sucesion en el espacio de Krein R, la funciéon 7 : N — K definida por n(z) =7, es débilmente
medible en & y para p la medida de conteo en (N, 2Y) se tiene que

/M e () = 3 e

Por lo cual, si {n,}.en es un marco discreto en & con cotas b > a > 0 se tiene que

allkl; < /M 172, K] *dpu(x) < b[K[3. (3.3)

Observacion 3.3. La siguiente definicion para espacios de Krein es la base principal de este
trabajo y la proponemos buscando generalizar las definiciones andlogas para espacios de Hilbert
de [8, sec. 3.1] y [9, sec. 4.1].

Definicién 3.3. Un Marco Continuo de rango n € N en el espacio de Krein R respecto
al espacio medible My la medida signada v o-finita, es una familia {n:,n% - 0"} eem
en R de tal manera que las funciones n': M — & con n'(x) =n. son débilmente medibles.
Ademads existen niumeros reales b > a > 0 tal que para todo k € R,

allkl5 < Z/M [z, Kldlv|(x) < bl[E[3. (3.4)
1=1

De igual modo las constantes a y b son las cotas del marco y la propiedad anterior es la
condicion del marco. Las cotas optimas del marco son el mayor valor posible de a 1y el
menor valor posible de b, ademds si a =0 el marco continuo se dice ajustado.

Observacion 3.4. Lo anterior estd bien definido porque al cambiar la simetria fundamental
dicha condicion se mantiene, sin embargo es posible que las cotas del marco cambien.
En efecto, si J es otra simetrfa fundamental, existen ¢y > ¢; > 0 tal que para cada k € R

c|lk)I% < &5 < callll%-
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Luego,
aclk]% < Z/ 7z, Kl dlv|(x) <o K[I%,
i=1 /M
de donde {n!,n% - - n"}sem es un marco continuo con cotas ac; >0 y bey > 0.

De acuerdo con la ecuacién (3.3), todo marco discreto es un marco continuo de rango 1, es
decir, los marcos generalizados extienden el estudio de los marcos ordinarios como en el capitulo
anterior. Es por eso que se aborda de manera general diversas propiedades asociadas a los marcos
discretos. Pues bien, siempre y cuando no se senale lo contrario, la familia {7}, 72, -+, 1" }renm
denotara un marco continuo en K con cotas b>a > 0.

Proposicion 3.2. [9] Si {n.}.em es un marco continuo de rango 1 en el espacio de Krein
R, es posible considerar un marco continuo {n.}rermr en & con M’ C M tal que las cotas
del marco se mantienen y para todo v € M', ||n.ll; =1 para alguna simetria fundamental J.

Demostracion. Sea {n;}zesm marco con respecto a (M,B) y v la medida signada o-finita.
El caso trivial ocurre cuando |[|n,|l; = 1 para alguna simetria fundamental J y para todo
x € M. Pero si se tiene lo contrario, se considera el conjunto M’ :={x e M : n, #0} yla
o-algebra asociada a dicho conjunto B’ := By . El conjunto M’ es medible ya que la funcién
que envia z € M a ||n,]|% es medible pues

I2l3 = 37 llems nels = T 3™ Jfer el
t=1

meN
donde {en}men es una base ortonormal de (R, [, -];). Asl para cada = € M’ se define
n, = ||nl|7'n. para alguna simetrfa fundamental .J, de tal manera que para cada k € &,

[z Kl = Inall 7 as k) oy lzlls = 1

Asi, como ||n.||% es una funcién medible

[ e bFavi@) = [l i),

Por lo cual, basta con definir la medida en (M’, B") por,

= [ Inl3dvite)
[ b = [ Pdvie)

Ahora bien, es facil ver que 7' es débilmente medible y que v/ = |v/|. Por tanto, si b>a >0
son las cotas de {n;}zem,

para obtener

allkl5 < /M, |7z K)I*dv' () < BI| 13,

de donde se concluye que {n.}.ear es un marco continuo de rango 1 en R con respecto a

(M, B) y V. O
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Lo anterior se traduce en que un marco {7,}.eas puede ser reemplazado por otro marco tal
que los vectores son normalizados para alguna simetria fundamental J, a saber, ||n.|; = 1.

Proposicién 3.3. Sean (R, [-,]]) y (&,[,:]) espacios de Krein tal que Jg y Js son sus
simetrias fundamentales respectivamente. Si {nt,n2, -+ . n"}eer €s un marco continuo en K
con cotas b > a > 0, entonces para todo operador A € B(K, G) tal que A™' € B(B,8) se

tiene que la familia {Anl, An? -, An"}.em  €s una marco continuo en & con cotas b||Al?
y al A7

Demostracion. Sean g € & y A € B(RK,8). Como [An.,g] = [n., A*g], es evidente que
las funciones An: : M — & con (An')(x) = An’ son débilmente medibles. Ademds, si se
considera d = ||A]]> y c¢=||A7}|72 con respecto a las respectivas simetrfas fundamentales, se
tiene que

1A~ (A%g)

I3 )
cllgll?, = PeIE = < [|A"gll5 < dllgll3,

de donde se obtiene,

aclgll3, < allA"gll} < Z/M [[AnS, gl*dlv|(x) < b A*g]l5 < bdllgl3,
i=1

Con lo cual, {Anl An?,--- An"}.em es una marco continuo en & con cotas b||A|* y
al|A7Y| 72 O

Se observa claramente que si el operador A es unitario entre los espacios de Hilbert
correspondientes, las constantes del marco inicial se mantienen.

Observaciéon 3.5. Se sabe que un espacio de Krein puede ser un espacio de Hilbert
donde su J-norma es sencillamente su norma natural, por tal razon la condicion del marco
{nkn2 - n"teem en el espacio de Hilbert asociado (R, [,];) es

allkllF < /M 7z, Kl d|v] () < BlI 13-
i=1

Teorema 3.1. Sea {nl,n% - - n"}iem wuna familia en el espacio de Krein R, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) {nt,n% -+ "} eem €s un marco para el espacio de Krein K.

i) {nt,n% - "} eem €s un marco para el espacio de Hilbert (&, [-,]s).
i) {Jnk, JnZ - JIntteem €s un marco para el espacio de Krein K.
w) {Jnt, Jn?, - In"}eem  es un marco para el espacio de Hilbert (&, [ -];).

Aqui cada marco continuo de rango n tiene las mismas cotas del marco b > a > 0.
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Las equivalencias anteriores se satisfacen en vista de la proposicién 3.3, pues se tiene que .J
es continuo con J~! = J y ademds como es unitario las constantes del marco no cambian.
El teorema 3.1 cuestiona la manera de abordar los marcos continuos en espacios de Krein pues
resulta mas sencillo trabajar en el espacio de Hilbert; pero como la simetria fundamental no
es Unica, se busca dar una descripcién de la teoria completamente en espacios de Krein con
producto interno indefinido.

Proposicion 3.4. Sean (H,(-,-)) wun espacio de Hilbert y {nl,n2,--- . n"}eerm un marco
continuo de rango n € N en H con respecto a un espacio de medida (M, B, ), entonces
existe un operador lineal A :H — H acotado tal que

Ag=>" [ giiduta)  gen
i=1 Y M
Demostracion. Sea h:H x H — C la forma sesquilineal dada por
h(f,g) = Z/M<f, 1) (1 9)Ydp(x),  fog € H,
i=1

Ahora, aplicando Cauchy-Schwarz tanto en Lo(M, |p|) como en C™, se obtiene

ol < 30 [ il < 3 \/ [ \/ [ ot
;/M\U,%MMWI ;/M|<”i79>\2dlu\

< bl gl

o sea, la forma sesquilineal esta bien definida y es acotada. Asi, en virtud del teorema de
representacion de Riesz existe un operador lineal A :H — H acotado tal que

IN

b9 =Y [ (o) ok a)dnte) = (1. Ag)

finalmente tomando el complejo conjugado y escribiendo en términos de integral débil en H
segun la observacién 3.2, se tiene que

Ag=>Y" / (s ) dp(x).
i=1 Y M
O

Debido a la condicion del marco y a que p es una medida se obtiene como en el caso discreto
la relacion

allgl* < (Ag,g) <0llgl*,  VgeH,
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asi A es uniformemente positivo y por tanto invertible. Siendo asi, se puede probar que cada
g € H tiene las representaciones,

=3 /M (g ) A ) = 3 /M<g, A7ty dpu(z).

No obstante, cuando se realiza el mismo proceso en el espacio de Hilbert (R, [,]s), es evidente
que se va a depender directamente de la simetria fundamental J. Por tanto, es necesario hacer
uso de un espacio auxiliar como en el caso discreto.

Observacién 3.6. Sea @, R2(M,v) el espacio de vectores f = (fi,---, fn) de tal manera
que para cada i =1,--- n, f; € Ko(M,v) donde este ultimo esta dado por el ejemplo 2.1. Si
se considera el producto interno dado por

hy, -, hy), N = h_“-d,
(s ) oo F Z/Mf

entonces @;_, Ra(M,v) es un espacio de Krein con descomposicion fundamental

@ﬁ2(M=V) = @L2(M+7V+) [+] @Lz (M_,v_).

i=1

Luego, si sus elementos se consideran como vectores columna entonces se tiene que la simetria
fundamental estd dada por la matriz de operadores

J, e 0
0o J, -~ 0
J”’”: : . :
0 0 - J,

y dicho espacio de Krein es el que adopta el rol similar al espacio Re(N) como se hizo en el
caso discreto.

Proposiciéon 3.5. Sea ki M —=C la funcion definida por Ez(x) = [0, k] vy designada
como la transformada de k € & con respecto a 1" en el espacio de Krein 8, donde

las funciones n' estdn determinadas por el marco {nt,n% - - n"}eem. El operador lineal
T:8— @, K(M,v) definido por

Tk = (k- , kn),

estd bien definido y es acotado.

Demostracion. En vista de la ecuacién (3.4) se tiene que para cada i =1,---,n ytodo k € R,

/M i, KPdlv|(x) < BIE]2 < oo.
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Luego, el operador T esta bien definido ya que EZ € Ry(M, v). También es lineal debido a la
linealidad del producto interno pues si k,h € 8 v a € K se tiene que paracada i =1,--- ,n,

—

(k+ ah),(z) = [, k + ah] =[5, k] + an’, h] = ki(z) + ohi(z),
de donde

T(k+ ah) = ((k+ah),,---, (k+ah) ) = (ki +ahy, - ky + ahy) = Tk + aTh.

Ademas, el operador T es acotado pues teniendo en cuenta la ecuacién (2.2) se infiere

ITHZ, = ZE R, Z / eyl Kldlo] () (3.5)
- Z/ [, KRl (2) < BlIKIPE-

O
Teorema 3.2. Sea {nt,m2, - n"Yeem  una familia de vectores en R tal que para cada
1=1,---,n, n° es débilmente medible. Si la condicion del marco se satisface en un subconjunto

denso & de R, {nl,n2 - . n"}eem es un marco continuo de rango n en 8.

Demostracion. Supongamos que para k € 8 no se satisface la desigualdad de la derecha en la
ecuacion (3.4), o sea

b||k||J<Z/|nz, 2y (2) /(Zm, >d|u|<x>.

Por lo cual, si se considera la sucesion {k,,}men en & tal que k,, — k, entonces se obtiene

que
il < [t (Zun;,km]P) (@) < timinf | <Z|[n;,km1|2) | (2)
i=1 =1

donde se utiliza el Lema de Fatou[10] en la dltima desigualdad. Ademads, como la ecuacién (3.4)
se satisface en & y ||kn|l; — ||k||s, se deduce

bllk5 < h'minf/ <Z I[ni,km]l2> d|v|(z) < lminf bl|&,[|5 = 0[|4]17,

obteniendo asi una contradiccion. Luego, se concluye

3 / i, K P\ (2) < BlIEJ2,
i=1 Y M
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y teniendo en cuenta la ecuacién (3.5) se tiene que | Tk|3 =< b||k||5 para todo k € R, esto
significa que el operador T’ es acotado. Ahora, por la continuidad de T, Tk |5, = 1Tk
y como allky, |5 < [|Tknyl|3,,, se obtiene allk[|5 < [|Tk|3, . Por tanto, la ecuacién (3.4) se
cumple para cada k € & y en consecuencia {nl.n% -+ n"}t.em €s un marco continuo de
rango n en K. U

v,n

Definicion 3.4. Sea T el operador lineal de la proposicion 3.5 asociado al marco
{nt,n2, - " eem. Elrespectivo adjunto T* : @) Ko(M,v) — & se denomina el Operador
Pre-marco.

De acuerdo a la proposicion 3.5, las proyecciones T;k = EZ del operador T son operadores

acotados de R a Ry(M,v), por lo cual existen sus respectivos adjuntos como en el caso del
mismo 7.

Proposicién 3.6. El operador pre-marco T* : @, R2(M,v) — & estd dado por
(e f) =Y [ i), g e SaMo),
i=1 Y M

donde la integral débil de f;-n' en 8 es el adjunto T; : Ro(M,v) — & de la proyeccién Tj,
es decir,

Trf, = /M fi(@)ndv(x).

Demostracion. Sean k€ Ry f=(f1, -+, fn) € B, Ro(M,v).

Como [fi(z)ni, k] = fi(z)[n%, k], entonces las funciones f; - n* son débilmente medibles en £

y de hecho,
Tf.4] = U THgr, = Y1 Tkl Z / @) hi(w)dv(a)
=3 /M [fi(x) o, Kdw(a),

donde claramente para cada i=1,---,n,

T2 £ k] = / () i, K (z).

Por tanto,

T ) =3 [ hwavie)
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Observaciéon 3.7. Si se consideran las proyecciones Tk = EZ del operador T, se tiene que
para k € & Tk = (Tvk,--- ,T,k) y por lo anterior se infiere que si f = (f1, -, fn) con
fi € Ro(M, V), entonces

Tf=T'h++T, |

Teorema 3.3. Sea T* el operador pre-marco asociado a {n:,n% -+ N} eem. La familia
k. m? - 0" eem es un marco continuo de rango m en R si y solo si el operador pre-marco
es acotado y sobre.

Demostracion. Sean k € & v {nln? - . n"}leem C £ tal familia de vectores. Si
{ntm2 -+ m"}zem €s un marco continuo, entonces teniendo en cuenta la proposicién 3.5
y la ecuacién (2.3) se tiene que tanto el respectivo J-adjunto T como el operador pre-marco
T* son acotados. Ademads, por la ecuacién (3.5)

T3, = Z/M [0z, k)2 d|v|(2) > allk]]3, (3.6)
i=1

de donde se infiere que T es inyectivo, o sea, Ran (T [*]) es denso en R y en realidad como
Ker(T) = Ker (T[*}T ), se concluye igualmente que Ran (T[*}T ) es denso en R. Luego, vale

considerar la sucesién {kp, }men C 8 tal que TWT(k,,) — k € & y por la ecuacién (3.6) se
obtiene

=l < TG = Rl = = [T — By o — By
< I = ) [ = s
es decir,
I~ Eolly < S ITET (e — R
Por lo cual, existe ¢ € & tal que k, — g, asi THT(g) = k y en consecuencia

Ran (T[*}T ) = R, obteniendo de esa forma que T es sobre pues Ran (T [*]T) C Ran (T [*])
y en virtud de la ecuacién (2.3) se tiene que el operador pre-marco 7™ es sobre.

Por otro lado, si el operador pre-marco T es acotado y sobre, entonces se tiene lo mismo
para el J-adjunto TM y por ende TWT resulta acotado e inyectivo. Ademés, teniendo en
cuenta el teorema del rango cerrado [12, sec. 4.5], se deduce que Ran(T) es cerrado ya que
Ran(T™) = &. Por tanto,

Ran (T[*]) = Ran (T[*] |K57»(T[*])L) = Ran (T[*] |W(T))
= Ran (TYT).
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Luego, TFT es sobre y por el teorema del inverso acotado [13, sec. 4.12] se tiene que
el operador (TMT)~! € B(K). Pues bien, de acuerdo a lo anterior el operador dado por
Tt := (TWT)='TH esta bien definido y es acotado. Ademéds T Tk = k y suponiendo ||T|| < b,
se concluye

ITH)1°)1 k|15 - -
T2 1% < - = / |5, K][Pd]v|(x) < b%||k]J*.
17772 ; M
Por tanto, {nl,7m% -+ ,n"}sem es un marco continuo de rango n en & con cotas ||TT||72 y
b2, U

Ahora, mediante un ejemplo se argumenta la importancia de la simetria fundamental del espacio
auxiliar como ocurrié en el caso discreto para definir el Operador Marco.

Ejemplo 3.1. Sean (M, By, o) un espacio con medida finita, {ni,n% - - n"}eem, un
marco continuo y p_,py dos puntos distintos en M.

Ahora se define el espacio medible que esta dado por el conjunto M = My x {p_,p+} yla
o-dlgebra generada por By x 21P=P+} y denotada B := By @ 21P-P+}  junto con la medida

signada v := po®@v donde v({p_})=—-1 y v({ps})=1.

Pues bien, como las funciones n' son débilmente medibles, si 1, \ =1, se tiene que la

funcion que envia (z,p) € M a |, k]|? es medible y no negativa, entonces en vista del
Teorema de Tonelli[10],

[ e b el = [ </{pi}””(” HE el () ) (o),

pues es claro que |v| = o ® |v| y efectivamente |v|({p+}) =1 . Luego, teniendo en cuenta las
cotas del marco b > a >0 con respecto a (Mg, By) y que

3 WERETEID oy A ¢ () P
- Z/ (Hnéwmf)’k]ﬁ + Hném,pﬂ’k”z) d,Uo(ZL')
- 22/ nm’ dMO(x>7

se concluye que {n(lx p),n(zx 0 Mgy f@plem €8 un marco continuo con respecto a (M, B),
donde un par de cotas son 2b > 2a > 0. Ast, por las proposiciones 3.5 y 3.6 se deduce que para
cualesquiera h,k € R,

TThH =3 [ el Hv((z.)
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y por el Teorema de Fubini[10] se tiene que para todo k,h € R,

T Th K = /MO ( /{ bl Kty >) dpo)
= /M ([h’7 fo,m)] [n2x7p+)’ k]U(p+) + [h'7 fo,p,)] [nzx,p,ﬁ ]{J]U(p_)) dMO(‘T)

(it k) = ) ) do() = 0
Mo

de donde se infiere que en general el operador T*T =0 no necesariamente es invertible.

3.3. Descomposicion de Marcos

Definicién 3.5. Sean T* el Operador Pre-marco asociado a {nl,n% - . n%}eem ¥ Jum
la simetria fundamental del espacio de Krein @) Ro(M,v). El operador lineal S : & — R
definido por

S =T*J,.T,

se llama el Operador Marco.

Proposicién 3.7. El operador marco S  asociado al marco {ni,n? - n'}teem €S
autoadjunto, acotado y para cada k en el espacio de Krein R,

sv=3 /M i, Kl (). (3.7)

Demostracion. Claramente el operador marco S es autoadjunto pues S* = T*J;, (T%)* =S,
y es acotado al ser composicion de operadores acotados. Ademads, por la proposicion 3.6 se

concluye
Sk=3" [ )i Haidv(a).
=1

ya que (J,,T)k = (JV(El), e ,J,,(En)) y por ende, para cada k,h € R,

Sk, h] = Z/ Ju(@) [0}, K], hldv(x Z/ 3o (@) [k, %[0k, h]dv(x) (3.8)
= 3 [ btk )

Asi, por la definicién de la integral débil,

sv=3 /M i, Kl ] (2).
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En la proposicién 3.3 el operador marco asociado a {AnL, An2, .- An"}.em es ASA* ya
que,

[(ASA")k, h] = [S(Ak), A"h] = Z/M[A*k,ni][ni,A*h]\dIVI(fU)

= Z /M[k‘,AniHAni,h]|d|y|(g;).

Ahora bien, de manera similar que en el caso discreto el inverso del operador marco juega un
papel importante en toda esta teoria y de hecho en este nuevo contexto también satisface las
siguientes propiedades importantes.

Observacion 3.8. El operador JS resulta ser autoadjunto en el espacio de Hilbert asociado
(R, [,-]s) pues para cualesquiera k,h € R,

[(JS)h, k]; = [Sh, k] = [h, Sk] = [h, (JS)K],.

Lema 3.1. El operador marco S del marco continuo {nL,n2 - n"}eems en R con cotas
b>a>0 esinvertible con inverso acotado y

blI< St <alJ
Demostracion. Teniendo en cuenta la ecuacién (3.8) y que J? = Id, se tiene que
allk|[7 < [JSk, K]y < b|[K|3

de donde JS es un operador uniformemente positivo en el espacio de Hilbert (&, [-,-];) con
a < JS <b, por tanto JS tiene inverso acotado y

bl<(JS) P <a

Ademss, como ((JS)™'))S =1 y S((JS)™'J) = JJS((JS)™'J) = J> = I se obtiene que
St = (JS)"'J es un operador acotado y asi, en el espacio de Krein (&,[,-]) se tiene que
aJ <S<bJ y

by lr<St<a g
O

Proposicién 3.8. La familia {[(JS)= "L, [(JS)Z*n2, - [(JS) 2 "1 Yeemt €s un marco
continuo ajustado de rango n en el espacio de Krein R.

Demostracion. De acuerdo con el lema 3.1 y la observaciéon anterior, el operador JS es
autoadjunto y positivo en el espacio de Hilbert (R, [-,:]), porello JS tiene una raiz cuadrada

positiva (JS)2 tnica y efectivamente,

Va < (JS): < Vb,
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asi que de igual manera (J S)% es invertible. Por tanto, en virtud de la proposicién 3.3, la
familia {[(JS)=2 ] nk, [(JS)%]*nﬁ, e [(JS)%]*ng}xeM es un marco continuo de rango n.

Sentado lo anterior, solo basta comprobar sus cotas para verificar que en efecto1 €s un marco
ajustado. Para ello se utiliza la ecuacién (3.7) y el hecho que el operador (JS)2z también es
autoadjunto en el respectivo espacio de Hilbert, donde se obtiene que para k € R,

&7 = [(JS)%(JS) 2 k, k]J = [JS(JS)Tl (JS)%k]J
= [S(JS)Z k,(JS)7 k]
= 3 [ JUS) i, (79)F b

- Z [ SR PrIS)F ok M)

_ Z/ [(JS) = ", K] 2d|v| ().

Luego, se concluye que las cotas del marco son a =0 =1, o sea que el marco es ajustado. [J

Por ultimo, teniendo en cuenta principalmente las propiedades correspondientes a la proposicion
3.1, es posible representar cada vector en el espacio de Krein mediante el uso de la integral débil
y el marco continuo asociado.

Teorema 3.4. (Teorema de Descomposiciéon de Marcos)
Sean S~ el inverso del operador marco asociado a {nL,n%, -+ ,N"}eerm en el espacio de
Krein K. En tal caso, cada k en R tiene las siguientes representaciones

b= Z/ 1SN, Ko (=),
b= 3 [ s v,

donde las integrales convergen débilmente en R’.

Demostracion. Teniendo en cuenta la ecuacién (3.7) y que el inverso del operador marco es
autoadjunto, se deduce facilmente la primera igualdad,

k= S(5k) = Z/ o S Kl (=) z/ (S0, K] (o).

Ademas, debido a la proposicién 3.1 se tiene que

k= 57(SK) Z/ ([ni, Kl )l Z/ o, KIS v ().
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Observacién 3.9. Teniendo en cuenta el teorema de descomposicion de marcos y la derivada
de Radon-Nikodym j,, para cada k se tiene que

k_z [ oo Z ] k1S e

lo cual motiva la definicion de marcos duales.

Definicién 3.6. Sea {nl,n2, - ,n"}eerm marco continuo en el espacio de Krein K. Un marco
continuo {C1,C% - - ("Yeem es un marco dual de {ni,n% -+ n"}eem Si para cada k en
R,

k—Z/ ¢, K dv (e Z/ i K dv(a

Observaciéon 3.10. Un ejemplo concreto y sencillo a la hora de comprobar para un marco dual

de {ng,m2, -+ Ny Yeem, es la familia {S7'(5,(x)ng), S~ Gu(x)n2), - - S (G (2)0%) Yeerm como
se menciond en la ultima observacion.

Pues bien, como el operador S actia de K& en R, se buscard dar a este y a su inverso una

expresion en términos de integral débil sobre operadores de la misma naturaleza.

Proposicién 3.9. Sean n; y 1y vectores del espacio de Krein K. En ese caso, el operador
lineal |m][na] : R = K dado para k € 8 por

[m][me| (k) = [n2, klm

es acotado y su adjunto es el operador,

(Im][ne)™ = |mo][m]-
Demostracion. Es claro la linealidad del operador. Ademas, para cada k # 0 en el espacio de
Krein R,

][l B) L N2y TR Mmlls _ [lell | TRl Ly sl
T ] B
&l %[l !

Luego, el operador |n|[n2| es acotado y como para cualesquiera k,h € 8,

Ay Im][mel(R)] = [h, [n2, klm] = [n2, k][R, m] = [[n2, h]ng, K]
[‘772] [771 | (h), k]?

se infiere que (|m1][n2])* = [m2][m]- =
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Por el inciso i) de la proposicién 3.1, cada integral débil en B(R) se puede expresar como
una integral débil en K. Ademas, en el caso del operador marco se vera seguidamente que se
cumple el reciproco teniendo en cuenta el operador de la proposicion anterior.

Observacién 3.11. En cuanto al marco {n: n?, -+ 2} .em se tiene que para cada x € M
y @ = 1,---,n, el operador |n.][n.| esta en B(R), entonces considerando las funciones
In'[n"] : M — B(R) que envian = € M a |nt][n.| y sustituyendo en la ecuacidn (3.7), se
tiene que

sv=3 /M R (@), ke &

Por tanto,

> [ i) = .

donde se considera la integral débil en B(R). Esta dltima expresion del operador marco es lo
que se requiere en estados coherentes [8] en lugar de la condicion del marco.

Proposicién 3.10. Sean S el operador marco asociado a {ni,nﬁ, e N0 }eem  en el espacio
de Krein 8 y los operadores |S™Int)[STInt|, |S7Ini]nt] v [nL][S™'ni] en B(R), entonces

3 /M SIS o] () = 5
=1

> [ s tazlal@) = 3 [ 15 ikl @) = 1.

Demostracion. Teniendo en cuenta que S~ también es autoadjunto, se tiene que

b1 STIR ST (R)] = [, (ST, RS T ] = [S7 s K[, SV
o SRS ) = (ST SR (39)
(S h, e[| (S~ ),

siendo asi, como la funcién |n][n’| es débilmente medible, |S™'n‘][S™!n!| también lo es, y de
manera similar se concluye que las funciones |S™!'n'|[n'| v |n'][S™'n| son débilmente medibles.
Por otra parte, en vista de la observacion 3.11 se sabe que para cada k,h € R,

.55 =3 [ b Bl ),



3.3. DESCOMPOSICION DE MARCOS 47

entonces reemplazando en esta expresiéon k por S~'k, h por S~!'h y usando la ecuacién
(3.9) se obtiene,

S = IS = (7SS0 = 3 [ IS s Rl o)
= > [ pels s v )

Asi,

3 /M 1SS | (x) = 5.
=1

Las dos tultimas ecuaciones se siguen del teorema de descomposicion de marcos y la proposicion
3.1 pues

Ik = S(S') = Z / (St Kl (x Z / )5 kv (2),

ademas

n

. (Z / m;ns—ln;\dwx)) =3 [ Gnlis il di)
- Z/ AT Ie)
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cAPITULO 4

EJEMPLOS

Se finaliza este trabajo con unas observaciones y particularidades del operador de Gram W,
el cual permite construir ejemplos de marcos continuos en espacios de Krein donde ¢ es una
funcién con ciertas propiedades. Tales aspectos se van a ilustrar teniendo en cuenta resultados
del capitulo anterior y la construccion de dichos espacios asignando una W-métrica a un espacio
de Hilbert determinado, como bien se mostro en el capitulo 2.

4.1. Operador de Gram W,

Observacién 4.1. [3] Los marcos para los espacios de Krein provienen de  Lg-espacios
Lo(M,p). Si p es una medida positiva en una o-dlgebra sobre My ¢ wuna funcion
real medible de tal manera que para ciertas funciones f,g € Lo(M, p),

fog] = / F@(o)e(@) du(z),  f.g € La(M. 1), (4.1)

define un producto interno y se pueda obtener un espacio de Krein tomando una completacion
tal que Lo(M, |plp) da lugar a dicho espacio con simetria fundamental J de tal forma que el
producto interno positivo que resulta estd dado por

Fgls = / F@)g(@) (@) du(z),

entonces aunque se pueda aplicar la teoria de marcos ya sea al espacio de Krein o al espacio de
Hilbert asociado; se prefiere trabajar en el espacio de Krein debido a que si se pasa de ¢ a |¢|
se podria perder algunas propiedades como por ejemplo el hecho de ser una funcion diferenciable,
tal como sucede cuando () = x.

Si en particular se considera el operador W, definido en Ly(R) por (W, f)(z) := ¢(z)f(z),
resulta que la W,—métrica coincide con el producto dado en la ecuacién (4.1), esto es,

Lfs 9] = (f, Weg).

49
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Ahora bien, para la transferencia de marcos es importante tener W, auto-adjunto y
Ker(W,) = {0}. Ademsds, para determinar la continuidad del operador de Gram W.,, y saber si
el cero pertenece o no al espectro del mismo, sera de utilidad los conceptos del supremo esencial
e infimo esencial definidos respectivamente por

esssup(p) :==Mmf {c e R: pu((p" ((c,0))) =0}

essinf(p) :==sup{c € R: p(p " ((—o0,c))) =0},

Lema 4.1. Sea L5(R) con la respectiva medida de Lebesque y ¢ una funcion real medible,
entonces el conjunto D de funciones f € Lo(R) tal que [;|f(2)|*|¢(x)]* dz < oo, es denso
en Lo(R).

Demostracion. Sean h en L3(R) y los conjuntos K, := |¢|™'([0,n]), n € N. Si h, := xx,h,
la sucesion {h, }nen estd formada por funciones medibles del conjunto D de tal manera que
h, converge a h puntualmente.

En efecto, para cada n € N se tiene que

[a@e@prar = [ w@Pe@Pds < o [ (b
R n n
< n2/|h(x)|2da: = n?||hl]* < oo.
R
Luego, h, € D. Ademas,

1 = R = /R 1= xx, (@) |7()|* dx = /RXR\Kn(xMh(x)de.

En tal caso como R = |J K, se infiere que la sucesién xr\x,|h|* converge a xnmr\x,) 2> =0
puntualmente. Incluso |xr\x, |R[*] < |h[* y en consecuencia, el Teorema de Convergencia
Dominada[10] nos asegura que

T [y, — hl[ = 0. (4.2)

Por tanto, D es denso en Ls(R). O

Proposicién 4.1. Sea W, : dom(W,) C Lo(R) — Lo(R) el operador de Gram dado por
(WeH)(w) := () f(x) y dominio,

dom(WW,) := {f € u®): [ 1) ol ds < oo} ,

entonces W, es auto-adjunto.
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Demostracion. La existencia del operador adjunto W7 esta garantizada por el lema 4.1. Por
lo cual, se busca demostrar en ese caso que W, = W_.

En primer lugar, W, resulta simétrico, es decir, W, C W7 pues para cada f,g € dom(W,,)
se cumple

(. W,g) = / F@p(z)g(x) dr = / @ @g(x) dr = (W,f.g).

Pues bien, sea f € dom(W) C L3(R). Se sabe por el lema 4.1 que para g € L»(R) se tiene
que gn = Xk,9 € dom(W,) con n € N, entonces se cumple (W f,g.) = (f,Wy(9,)) vy si
fn se define de manera similar como g¢,, se deduce

(x Wefog) = / i (O WEF@g(x) dz = (Wi ga) = (f, Wo(gn))
_ / 7@ o) a,g(x) de = / @ @) dr = (Wo(f).g).

Luego, |Wo(fu)l = Xk, Wifl < W3 S|, 0 sea, {|W,(fu)|’}nen es una sucesién que converge
casi en todas partes a |[W7f[> pues |Wi,(fn)| < |Wy(fns1)], entonces en virtud del Teorema
de Convergencia Monétona[10] y la ecuacién (4.2) se concluye

[ r@Ple@P de = lim [ 1@l de = lin [ (Vo) @F do = WP < o
Por tanto, f € dom(W,,), esto es, W C W, y en consecuencia W, = W. O

Teniendo ya W, auto-adjunto, solo resta saber cuando K er( ,) = {0} vy asi poder obtener
W,, operador de Gram, lo cual se logra con la condicién p(p~ ({0})) 0.

Proposicién 4.2. Sea W, el operador de Gram dado en la proposicion anterior, entonces
W, no es acotado si ess sup(|p|) = oo.

Demostracion. Si ess sup(|e|) = oo, entonces no existe ¢ > 0 tal que u(|¢|™ ((c,00))) = 0,
es decir, u(Jp|™' ((n,00))) >0 para cada n € N y de hecho como la medida de Lebesgue pu
es o-finita, existen conjuntos medibles M, C |p|™' ((n,c,)), ¢, >n tal que 0 < u(M,) < co.
Luego, las funciones xas,, m € N pertenecen al dominio de W, y son distintas del cero ya
que (c,c,) es acotado y ||xas, ||* = pw(M,).

En tal caso, si W, fuera acotado

|44 an lo[? dx
W2 sup IWeranll o g Vo 2000 sl

ned Xl T nen x|l

= sup n = o9,
neN HXMnH neN

lo que seria una contradiccién y por tanto el operador W, no puede ser acotado. 0
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Proposicién 4.3. Para el operador de Gram W, se cumple que 0 pertenece a su espectro si
y sdlo si essinf(|p]) =0.

Demostracion. Andlogamente a la proposicién 4.2 si u(J¢|™' ((0,¢))) # 0 para algin ¢ > 0,
entonces existe un conjunto medible M C |p|7!((0,¢)) tal que 0 < p(M) < oo. Asi,

Xu € dom([We|)\ {0} ¥

(IWolxar, xar) = ([elxnr, xar) < e{xars Xm), (4.3)
donde se utiliza el hecho de que W, = |W,| con dom(W,) = dom(W,,).
Ahora, 0 ¢ spec(W,,) < 0 ¢& spec(|W,|) & |W,| > para algin 6 > 0, esto ocurre si y s6lo

S1

5<f> .f) S <|W<P|f> f) = <|()0|f7 f>> \V/f € dom(|W<P|)>

Luego, por la ecuacién (4.3) se infiere que (f, f) < (|W,l|f, f), Vf € dom(|W,|) siy sélo si
(el ((0,¢))) =0, Ve € [0,0), lo que equivale a 0 < § < essinf(|p]). O

4.2. Marcos de Gabor y Marcos de Wavelet

Observacion 4.2. En [6, sec. 8.1] se demuestra que para una funcién fija g € Lo(R) con
g(x) #0 para cada © € R se tiene que {EpTagtaper con a,b >0 es un marco continuo para
L5(R) donde el operador de modulacion E, y el operador de traslacion T, estin dados por

(Bvg)(x) = f(2)e™,  (Tug)(z) = g(z — a).

Luego, (EyT,9)(z) = g(x — a)e*™® y el marco se llama un marco de Gabor. Por ello si se
considera el espacio medible R? con la medida de Lebesque respectiva v entonces se tiene que
para cada f € Lo(R)[6, prop. 8.1.2],

9l 117 = | KEVTg. F)eaf dote, ),

y teniendo en cuenta la definicion 3.8, {EyT09}@p)erz €5 un marco continuo ajustado de rango
1 para L3(R) con cota del marco igual a | gl?.

Ejemplo 4.1. Considere la medida signada v dada para un subconjunto de Borel E en el
espacio medible R por

uww:éwwm,

donde se integra a ¢ : R — R medible con respecto a la medida de Lebesque. Una
descomposicion de Hahn para v esta dada por los conjuntos P, := ¢ 1([0,00)) vy
N, = ¢ ((—00,0)), donde al menos uno dichos conjuntos es finito. Asi, las respectivas
variaciones positiva, negativa y total corresponden a

vH(E) ::/ <pdxz/<p+da:, v (E) ::—/ godx:/go_dx.
BNP, E BN, B
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Aqui o™ y @~ son las parte positiva y negativa de  respectivamente como se establecid en
la definicion 1.5. Ademds,

lV|(E) ::/<p+d:£+/<p_dx:/|<p|dx.
E E E

La medida v definida asi resulta absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesque
y la funcion p(x) es la respectiva derivada de Radon-Nikodym, o sea, dv = @(x)dz y de la
misma manera d|v| = |p(z)|dz.

Por otro lado, si se considera el operador de Gram W, de la seccion anterior y el espacio de
Krein £5(R,v) como en el ejemplo 2.1, se obtiene que la W,—métrica esta dada por

(f.gls = [ Fa@le@ds = [ F@glo)dpl@),  fog € dom(IV,),
R R
donde la simetria fundamental J corresponde al operador J = xp, — xn,. De hecho,

(W) () = (xp,(2) = X, (2) (@) [ f (2) = @(x) f(2) = (W f) (),

esto es, el operador J es la isometria correspondiente a la descomposicion polar W, = J|W,|.
Siendo ast, bajo la hipdtesis de que 0 = essinf(|p|) < esssup(|p|) = oo se obtiene por las
proposiciones 4.2 y 4.8 que el operador de Gram W, es no acotado y que 0 € spec(W,,).
Luego, se toma el cierre bajo la J-norma como se describio en la observacion 2.6 para obtener
el espacio de Krein Hw, dado por

Hw, = {f : R — C medible : /R|f(:v)|2|g0(:z)|da: < oo},

por lo cual, Hw, = R2(R,v) donde Dy = xp,dom(W,) y D_ = xn,dom(W,) son los
subespacios densos en Hy = Lo(R,vT) y Ho = Lo(R,v7).

De modo que el operador U := /|W,| : Hw, = R2(R,v) = L2(R) es unitario por el teorema
2.2 y como {EyT,g}@pere €s un marco continuo ajustado de rango 1 para Ly(R) con cota
del marco igual a ||g||Z, de acuerdo a la observacion 4.2, entonces por la proposicion 3.3 se

deduce que
1
{U_lEbTag} b ER2 = {—EbTag}
( ’ )E V |g0| (a,b)ERz

es un marco continuo ajustado de rango 1 en el espacio de Krein R2(R,v) con la misma cota
del marco ||g||?. Ademds, en vista del teorema 3.4,

f=1[ [STHUTET,g), f]U ' ET, gdv(a,b), f € R(R,v),

R2

donde S es el respectivo operador marco.
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Ejemplo 4.2. [6, sec. 11.1] Si ¢ pertenece a Lo(R) y satisface,
T2
Cy ::/ ()l dr < oo,
r |7l

donde ’l//J\ denota la transformada de Fourier de 1), entonces {@D“’b}(a,b)e(R\{o})XR es un marco
continuo ajustado de rango 1 para Ls(R), el cual denominamos como un marco continuo de
Wawvelet tal que

P4 () = jmw ().

y la cota del marco estd dada por Cy ya que[6, prop. 11.1.1],

dadb
Colf I = [ 1. e 5.

Al igual que el ejemplo anterior, si se considera p(x) =z y W, como en la proposicion 4.1,

es decir, (W.f) =xf(z) y

dom(W,) = {feﬁg /|f ||:£|2dat<oo}

entonces el operador W, es autoadjunto y como u(e=1({0})) =0, Ker(W,) = {0} . Ademds,
ya que 0 =essinf(|p|) < esssup(|¢|) =00 para o(x) = x, se tiene que W, es no acotado y
que 0 € spec(W,,). Ademds el espacio de Krein Hyy, corresponde a

fo(R, xdx) = {f : R — C medible : /R\f(x)\?\xux < oo} :

con simetria fundamental J = X(0,00) — X(-o0,0) Y Operadores unitarios definidos en casi todas
partes por

Up = Wiypsz t K2(R, 2dr) — Lo(R), (Uf)(z) == Vx| f(z)

1
ﬁf(l")

Luego en virtud tanto del teorema 2.2 com de la proposicion 3.3, y teniendo cuenta que
{y* }ab c®\{o})xr €5 un marco continuo ajustado de rango 1 para Ly(R) con cota del marco

Cy, se concluye que
1 iab 1 a,b
{Uz " Faper\(oyxr = ﬁ¢ ’
(a,b)€(R\0) xR

es un marco continuo de rango 1 en el espacio de Krein Ry(R,zdx) con la misma cota del
marco Cy, y asimismo en vista del teorema 3.4,

Uyt =Wy Lo(R) = Ro(R, zdx), (U, f)(x) :=

f=1 [SHU ™), f1U 1w“*’dadb, f € Ro(R, zdx).
RZ
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