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conocimientos impartidos, haciendo posible mi solida formación académica, en particular al Dr.
Elmar Wagner quien fue mi asesor y gran amigo pues desde mi llegada al posgrado pude contar
con su colaboración absoluta, lo cual fue crucial para culminar este proceso satisfactoriamente.

Dar las gracias a la comunidad en general del posgrado conjunto en ciencias matemáticas
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ÍNDICE GENERAL 7

Resumen

Los espacios de Krein como generalización de los espacios de Hilbert, aparecen del mismo modo
en diversas áreas de la f́ısica donde su principal diferencia está en la posibilidad de contar con
un producto interno indefinido y de ganar propiedades que en el espacio de Hilbert quizás no
se cumplan. Por otro lado, la teoŕıa de marcos en espacios de Krein es de utilidad en el sentido
práctico para la representación discreta de cualquiera de sus vectores en términos de una familia
denominada marco, donde dicha representación se da mediante series de funciones. El objetivo
de este estudio es generalizar la teoŕıa estándar mencionada, de manera que los vectores del
marco se puedan etiquetar utilizando ı́ndices discretos o continuos y aśı dar lugar a marcos que
proporcionan representaciones continuas mediante integrales débiles. Ante ello, surgió lo que se
denomina como marcos continuos en espacios de Krein y en los cuales aparecen nuevos marcos
de mayor ı́nteres. Tal generalización se logró dando una descripción de la teoŕıa completamente
en espacios de Krein con producto interno indefinido, donde uno de los resultados a destacar es
el teorema de descomposición de marcos, el cual permite ver naturalmente un marco como una
base generalizada.

Palabras Clave: Producto interno, espacio de Krein, marcos discretos, integral débil, marcos
continuos.

Abstract

Kerin spaces as a generalization of Hilbert spaces, appear in the same way in different areas of
physics where the main difference is the possibility of having an indefinite internal product and
gain properties that in the Hilbert space may not be fulfilled On the other hand, the theory of
frames in Kerin spaces is useful in the practical sense for the discrete representation of any of
its vectors in the terms of a family called frame, where said representation is given by a series
of functions. The objective of this study is to generalize the aforementioned standard theory,
so that frame vectors can be labeled using discrete or continuous indexes and thus give rise to
frames that provide continuous representations through weak integrals. In the face of this, what
is known as continuous frames in Krein spaces arose and in which new frames of greater interest
appear. Such generalization was achieved by giving a description of the theory completely in
Krein spaces with indefinite internal product, where one of the results to be highlighted is the
frame decomposition theorem, which allows to see naturally a frame as a generalized base.
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INTRODUCCIÓN

Los espacios de Hilbert son el contexto común en el que se trabaja la explicación matemática
de muchas áreas de la f́ısica, y en varios casos surge el problema de representar un vector f
del espacio H en términos de alguna familia de vectores {fn}n∈N ⊂ H. En teoŕıa, la mejor
solución para dicho problema es utilizar una base ortonormal pues su principal caracteŕıstica
consiste en garantizar la unicidad de dicha representación, es decir, si

f =
∑

n∈N

cn(f)fn,

los coeficientes cn(f) son únicos. No obstante, las bases ortonormales son a menudo dif́ıciles
de manejar en la práctica y entre las formas de evitar la rigidez de dichas bases, se encuentra
abandonar la ortogonalidad de los vectores y la unicidad de la representación, mientras se
mantienen sus otras propiedades útiles como convergencia rápida de la misma aunque los
coeficientes correspondientes no son necesariamente únicos. Ante ello, el objeto resultante es
lo que se denomina un marco introducido en 1952 por Duffin y Schaeffer [1], trabajo en el cual
los marcos se usaron como herramienta para el estudio de series de Fourier no armónicas. La
importancia del concepto no se comprendió al comienzo, sin embargo tiempo después fue que
estos objetos recibieron más atención entre matemáticos y f́ısicos, gracias al trabajo publicado
tres décadas después por Daubechies, Grossmann y Meyer [2] en el análisis wavelet.

Ahora bien, es natural querer extender la teoŕıa de marcos en espacios de Hilbert a otros espacios
más generales, que del mismo modo aparecen en diversas áreas de la f́ısica y en los cuales se
puede ganar propiedades que en el espacio de Hilbert quizás no. Por ejemplo en [3] dan un
enfoque directo de la teoŕıa teniendo en cuenta la estructura de los espacios de Krein, en el
sentido que se evita trabajar en el espacio de Hilbert asociado y transferir de uno al otro; sin
embargo, dicho proceso de transferencia se realiza para la construcción de los ejemplos. Por otro
lado, debido a que los marcos en espacios de Krein brindan una representación discreta donde
se usan series de funciones, en este trabajo se generaliza la teoŕıa estándar mencionada de tal
manera que los vectores del marco se puedan etiquetar utilizando ı́ndices discretos o continuos y
de este modo la teoŕıa da lugar a marcos que proporcionan representaciones continuas mediante
integrales débiles, surgiendo aśı lo que se va a denominar como marcos continuos en espacios
de Krein y en los cuales aparecen nuevos marcos de mayor ı́nteres.

9
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En el caṕıtulo 1 se dan propiedades básicas de teoŕıa de la medida para el estudio de conceptos
relevantes en la tesis, como la integral débil y también se busca dar a conocer el estudio de
los marcos en espacios de Hilbert con sus caracteŕısticas más importantes. En el caṕıtulo 2
básicamente se establecen resultados principales de [3], sobre los marcos discretos en espacios
de Krein con la estructura de estos espacios; asimismo se destacan aspectos fundamentales
sobre espacios de Hilbert con W -métrica que serán de utilidad en los ejemplos. En el caṕıtulo
3 se encuentra el resultado principal de este trabajo, donde se pasa de los marcos discretos
a los marcos continuos generalizando gran parte de los resultados del caṕıtulo 2; entre dichos
resultados se destaca el teorema de descomposición de marcos, el cual permite ver naturalmente
un marco como una base generalizada. Por último, en el capitulo 4 se finaliza el trabajo
mostrando ejemplos de marcos continuos, donde se hace uso de propiedades del operador de
Gram Wϕ, como también de resultados sobre marcos de Gabor y marcos de Wavelet.
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CAṔITULO 1

PRELIMINARES

Es común que en un producto interno la linealidad sea establecida en la entrada de la izquierda,
sin embargo el producto interno que se usa a lo largo del presente trabajo se adopta linealidad
en la derecha como lo prefieren los f́ısicos. En este caṕıtulo se dan algunas nociones elementales
de la teoŕıa de la medida y los marcos en espacios de Hilbert, con el fin de sentar las bases
necesarias para los marcos discretos y la integral débil. Los resultados de este caṕıtulo pueden
ser encontrados en [6], [7], [10] y [11].

1.1. Teoŕıa de la Medida

Definición 1.1. Sea M un conjunto. Una familia B de subconjuntos de M se dice que es
una σ−álgebra sobre M si se cumple:

i) M pertenece a B.
ii) Si A pertenece a B, el complemento Ac = M\ A pertenece a B.
iii) Si {An}n∈N es una sucesión en B, la unión ∪∞

n=1An pertenece a B.
El par (M,B) es denominado un espacio medible y un conjunto en B es llamado un conjunto
medible.

Si 2M := {A : A ⊂ M} , se observa que 2M siempre es una σ−álgebra. Además, para
cualquier colección no vaćıa A ⊂ B, existe la σ−álgebra más pequeña que contiene dicha
colección y comúnmente se llama la σ−álgebra generada por A.

Definición 1.2. Una medida µ es una función que toma valores en los números reales
extendidos R := R ∪ {−∞,∞} y esta definida sobre una σ−álgebra B en M tal que:
i)µ(∅) = 0, ii)µ(E) ≥ 0 para todo E ∈ B, y iii)µ es contablemente aditiva en el sentido
que si {En}n∈N es cualquier sucesión disjunta de conjuntos medibles, entonces

µ

(
∞⋃

n=1

En

)
=

∞∑

n=1

µ(En).

12
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Si una medida no toma el valor +∞, se dice que es finita. Más general, si existe una sucesión
{En}n∈N de conjuntos medibles con M =

⋃
En tal que µ(En) < ∞ para todo n, entonces

se dice que µ es σ−finita. Por otra parte, se dice que una cierta proposición se satisface
µ-casi en todas partes o simplemente casi en todas partes, si existe un subconjunto N ∈ B con
µ(N) = 0 tal que la proposición se satisface en el complemento de N .

A través de este trabajo se considera un espacio de medida denotado por (M,B, µ), el cual es
un espacio medible (M,B) junto con una medida µ.

Definición 1.3. Una función real-valuada extendida f : M → R se llama B-medible o
simplemente medible, si para cada número real α el conjunto f−1((α,∞]) es medible. Por
otro lado, si la función toma valores en los números complejos, f es medible si su parte real e
imaginaria lo son.

Definición 1.4. Una función ϕ real-valuada que solo tiene un número finito de valores y es
medible, se designa como función simple. Además ϕ puede ser representada en la forma

ϕ =
n∑

j=1

cjχEj
,

donde los aj ∈ R son distintos y los Ej son disjuntos tal que M =
⋃n
j=1Ej. A partir de ello,

se define la integral de ϕ con respecto a µ por,

∫

M

ϕdµ :=
n∑

j=1

ajµ(Ej).

Una función simple tiene muchas representaciones como combinación lineal de funciones
caracteŕısticas, sin embargo la representación anterior es una única representación estandar.

Definición 1.5. Si una función medible f es real-valuada extendida y no negativa en el espacio
(M,B, µ), se define la integral de f con respecto a µ por

∫

M

f dµ := sup

{∫

M

ϕdµ : 0 ≤ ϕ ≤ f, ϕ simple

}
.

Si por el contrario, f también toma valores negativos y su parte positiva f+ := sup{f, 0} o
su parte negativa f− := sup{−f, 0} tiene integral finita con respecto a µ, entonces

∫

M

f dµ :=

∫

M

f+ dµ−
∫

M

f− dµ,

Asimismo, si la función f tiene integral finita con respecto a µ, se dice que f es integrable.
Si f toma valores en los complejos, se dice integrable si su parte real e imaginaria lo son. En
este caso se define ∫

M

f dµ :=

∫

M

Re(f) dµ+ i

∫

M

Im(f) dµ.
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Ahora bien, hay algunos casos donde se discuten funciones µ : B → R cuyo comportamiento
es como el de las medidas, excepto que estas toman tanto valores positivos como negativos.
Además, no es conveniente permitir los números reales extendidos +∞ y −∞ a la vez.

Definición 1.6. Por una medida signada en un espacio medible (M,B), se entiende una
función real-valuada extendida ν en B tal que:

i) ν asume a lo más uno de los valores +∞,−∞.

ii) ν(∅) = 0.

iii) ν (
⋃∞
n=1En) =

∑∞
n=1 ν(En), para cualquier sucesión disjunta {En}n∈N ⊂ B.

Un conjunto P se dice positivo con respecto a la medida signada ν si ν(E ∩ P ) ≥ 0 para
cualquier conjunto medible E. De igual modo, un conjunto N es negativo si ν(E ∩ N) ≤ 0
y un conjunto M es nulo si ν(E ∩M) = 0.

Teorema 1.1. [11](Teorema de Descomposición de Hahn)
Sea ν una medida signada en el espacio medible (M,B), entonces existe un conjunto positivo
P y un conjunto negativo N con respecto a ν tal que M = P ∪N y P ∩N = ∅.
Una descomposición de M en dos conjuntos disjuntos P y N , positivo y negativo
respectivamente es llamada una descomposición de Hahn para ν.

Observación 1.1. [10] En general, una descomposición de Hahn no es única; sin embargo, si
P1, N1 y P2, N2 son descomposiciones de Hahn para ν, entonces

ν(E ∩ P1) = ν(E ∩ P2), ν(E ∩N1) = ν(E ∩N2), E ∈ B
Definición 1.7. Sea P, N una descomposición de Hahn para la medida signada ν. Las
variaciones positiva y negativa de ν son las medidas ν+ y ν− definidas para un
conjunto medible E por

ν+(E) := ν(E ∩ P ), ν−(E) := −ν(E ∩N)

y la variación total de ν es la medida |ν| definida por |ν|(E) := ν+(E) + ν−(E).

Dos medidas ν1, ν2 son mutuamente singulares y se denota por ν1 ⊥ ν2, si existen dos
conjuntos disjuntos A, B medibles con M = A ∪ B tal que ν1(A) = ν2(B) = 0. Luego, las
variaciones positiva y negativa son mutuamente singulares.

Observación 1.2. [11] Sea g una función medible en (M,B, µ) tal que ν(E) :=
∫
E
g dµ

define una medida signada, entonces si f es una función medible,
∫

M

f dν =

∫

M

fg dµ,

donde la integración con respecto a la medida signada ν esta dada por
∫

M

f dν :=

∫

M

f dν+ −
∫

M

f dν−.
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Teorema 1.2. [11](Teorema de Descomposición de Jordan)
Si ν es una medida signada en el espacio medible (M,B), entonces dicha medida es la
diferencia de dos medidas mutuamente singulares. En particular, ν esta determinada de manera
única por la diferencia de ν+ y ν−.

Debido a que la medida signada ν asume a lo más uno de los valores extendidos +∞ y −∞,
entonces ya sea ν+ o ν− debe ser finita.

Observación 1.3. [10] Un conjunto E es positivo si ν−(E) = 0 y es nulo si |ν|(E) = 0,
o sea, |ν|(E) = 0 implica ν(E) = 0. Además, una medida signada ν es absolutamente
continua con respecto a una medida µ si ν(E) = 0 para cada E tal que µ(E) = 0 y se
denota ν ≪ µ. En particular, la medida signada ν es absolutamente continua con respecto a
|ν| y efectivamente ∫

E

(χP − χN )d|ν| = ν(E),

En tal caso, de manera similar a la observación 1.2 se tiene que para cualquier función medible
f , se cumple ∫

f dν =

∫
f(χP − χN) d|ν|.

En general, en la medida signada ν(E) =
∫
E
g dµ se tiene que ν es absolutamente continua

con respecto a µ . El siguiente teorema muestra que sujeto a una restricción de σ−finitud,
cada medida ν absolutamente continua es obtenida de esa manera.

Teorema 1.3. [11](Teorema de Radon-Nikodym)
Supongamos que el espacio de medida (M,B, µ) es σ−finito y que la medida ν es
absolutamente continua con respecto a µ. Siendo aśı, existe una función medible no negativa
f tal que para cada conjunto medible E,

ν(E) =

∫

E

f dµ.

El teorema se extiende al caso de medidas signadas y la función f es única en el sentido que
si g es cualquier función medible con esta propiedad, entonces g = f casi en todas partes.
Además, f es llamada la derivada de Radon-Nikodym de ν con respecto a µ y se denota
dν/dµ.

1.2. Marcos en espacios de Hilbert

Definición 1.8. Una familia de elementos {xn}n∈N en un espacio de Hilbert (H, 〈·, ·〉) donde
〈·, ·〉 denota el producto interno, es llamado un marco si existen constantes A,B > 0 tales
que

A‖h‖2 ≤
∑

n∈N

|〈xn, h〉|2 ≤ B‖h‖2, ∀h ∈ H.
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Las constantes A y B son llamadas cotas del marco pues no son únicas; las cotas óptimas
del marco son el mayor valor posible de A y el menor valor posible de B. Si sucede el caso
que A = B el marco se llama ajustado.

Proposición 1.1. Si {en}n∈N es una base ortonormal en H, entonces para cualquier operador
acotado Q ∈ B(H) con inverso Q−1 ∈ B(H) acotado, se cumple que {fn = Qen}n∈N es un
marco con cotas ‖Q−1‖−2 y ‖Q‖2.

Definición 1.9. Sea {xn}n∈N un marco para el espacio de Hilbert H, entonces el operador
lineal

T0 : ℓ2(N) → H, donde T0 ({cn}n∈N) =
∑

n∈N

cnxn,

se denomina operador pre-marco.

Proposición 1.2. [6, sec. 5.5] Una sucesión {xn}n∈N ⊆ H es un marco para el espacio de
Hilbert H si y sólo si el operador premarco es un mapeo bien definido de ℓ2(N) a H.

Observación 1.4. El operador pre-marco T0 asociado al marco {xn}n∈N para H es acotado
y su operador adjunto T ∗

0 : H → ℓ2(N) está dado por T ∗
0 (h) = {〈xn, h〉}n∈N. Además, tras la

composición de T0 y T ∗
0 , se obtiene el operador marco

S : H → H, Sh := T0T
∗
0 (h) =

∑

n∈N

〈xn, h〉xn,

el cual es acotado, autoadjunto y positivo.

Lema 1.1. [6, sec. 5.1] Sea H un espacio de Hilbert, {xn}n∈N un marco para H y S el
operador marco asociado, entonces se cumple que:

i) El operador S es invertible y satisface B−1I ≤ S−1 ≤ A−1I.

ii) {S−1xn}n∈N es un marco con cotas B−1, A−1 y su operador marco es S−1.

El marco {S−1xn}n∈N es llamado el dual canónico de {xn}n∈N porque juega un rol similar en
teoŕıa de marcos como el dual de una base.

Definición 1.10. Si {xn}n∈N y {yn}n∈N son marcos para el espacio de Hilbert H tales que

h =
∑

n∈N

〈yn, h〉xn =
∑

n∈N

〈xn, h〉yn, ∀h ∈ H,

se dice que {xn}n∈N es marco dual de {yn}n∈N.
Proposición 1.3. Si {xn}n∈N es un marco en H, entonces {xn}n∈N es un marco ajustado
si y sólo si tiene un dual de la forma yn = Cxn para alguna constante C > 0.
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Teorema 1.4. [6, sec. 5.1](Descomposición de Marcos)
Sean {xn}n∈N un marco para el espacio de Hilbert H con el operador marco S. En tal caso,

h =
∑

n∈N

〈S−1xn, h〉xn =
∑

n∈N

〈xn, h〉S−1xn, ∀h ∈ H.

En conclusión, el teorema muestra que toda la información acerca de h ∈ H está contenida por
ejemplo en la sucesión {〈S−1xn, h〉}n∈N donde los valores 〈S−1xn, h〉 se llaman coeficientes
del marco.

La descomposición de marcos es el resultado más importante pues muestra que si {xn}n∈N es
un marco de un espacio de Hilbert, cada elemento del espacio se puede representar como una
combinación lineal infinita de los elementos del marco. Por esta razón, es natural ver un marco
como una especie de “base generalizada”.

Corolario 1.1. Sea {xn}n∈N un marco ajustado para el espacio de Hilbert H con cotas
A = B = 1. Si ‖xn‖ = 1 para cada n ∈ N, entonces {xn}n∈N es una base ortonormal para el
espacio de Hilbert.

Proposición 1.4. [6] Supongamos que {xn}n∈N es una sucesión de elementos en el espacio
de Hilbert H tal que existen constantes A, B que satisfacen

A‖h‖2 ≤
∑

n∈N

|〈xn, h〉|2 ≤ B‖h‖2,

para todo h en un subconjunto denso V de H. Siendo aśı, {xn}n∈N es un marco para H
con cotas A, B.

A menudo es posible construir marcos con propiedades especiales; por ejemplo, en la siguiente
proposición se establece que a cada marco podemos asociar un marco ajustado canónico con
cota A = B = 1.

Proposición 1.5. [6] Sea {xn}n∈N un marco para el espacio de Hilbert H con operador
marco S y S−1/2 la ráız cuadrada positiva de S−1. Por lo tanto, {S−1/2xn}n∈N es un marco
ajustado con cota del marco igual a 1, y

h =
∑

n∈N

〈S−1/2xn, h〉S−1/2xn, ∀h ∈ H.

Observación 1.5. [7] Se recuerda una implicación importante de la ráız de un operador
positivo, a saber, la descomposición polar donde se establece que para todo operador acotado
T ∈ B(H,K) entre dos espacios de Hilbert H y K, existe una única isometŕıa parcial
U ∈ B(H) tal que

U |(Ran(|T |))⊥≡ 0 y T = U |T |,

donde |T | = (T ∗T )1/2 tal que ‖Th‖ = ‖|T |h‖, ker(T ) = ker(|T |) y ran(T ∗) = ran(|T |).
Además, si T es inyectivo entonces U es una isometŕıa.
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Proposición 1.6. [6] Si se remueve un vector xj de un marco {xn}n∈N para un espacio de
Hilbert H, entonces

si 〈xj , S−1xj〉 6= 1, {xn}n 6=j es un marco para H,
si 〈xj , S−1xj〉 = 1, {xn}n 6=j es incompleto.

Los marcos que dejan de serlo al remover un elemento de la familia, reciben el nombre de marcos
exactos.

Teorema 1.5. [6, sec. 5.5](Caracterización de Marcos)
Si {en}n∈N es una base ortonormal para el espacio de Hilbert H, entonces los marcos para
dicho espacio son precisamente las familias {Uen}n∈N donde U : H → H es un operador
acotado y sobreyectivo.
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CAṔITULO 2

MARCOS EN ESPACIOS DE KREIN

En este caṕıtulo se da a conocer los espacios de Krein y se establecen los marcos discretos en
estos espacios, seguidamente se estudian sus propiedades como se vio en el caṕıtulo anterior para
luego llegar a los espacios de Krein generados por una W -métrica. Los resultados importantes
sin demostración se pueden hallar en [3], [4] y [5].

2.1. Espacios de Krein

Definición 2.1. Sea F un espacio vectorial sobre el campo K de los números complejos o
los números reales. Un producto interno [·, ·] : F × F → K en F satisface que para todo
x, y, z ∈ F y α ∈ K,

i)[x, y + z] = [x, y] + [x, z], ii)[x, αy] = α[x, y], iii)[x, y] = [y, x].

Al par (F, [·, ·]) se le llama espacio con producto interno. (F,−[·, ·]) también es un espacio
con producto interno y se le conoce como el anti-espacio de (F, [·, ·]).

Definición 2.2. Sea x un elemento en un espacio con producto interno F. El vector x se
dice ser positivo, negativo, o neutral dependiendo si [x, x] > 0, [x, x] < 0, o [x, x] = 0
respectivamente.

Claramente el vector cero es neutral pero en general la neutralidad de un vector no implica que
sea el vector nulo, de hecho la presencia o ausencia de vectores neutrales no nulos influye en las
propiedades del producto interno.

Definición 2.3. Sea L subespacio de F. Si L solo contiene vectores positivos(negativos) y el
vector nulo, se dice que es definido positivo(negativo); además si tiene tanto elementos
positivos como negativos, se dice en ese caso que es un espacio con producto interno
indefinido.

20
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En [4] y [5] se demuestra que un espacio con producto interno indefinido tiene vectores neutrales
no nulos, lo cual no sucede en un espacio definido. Por otro lado, en un espacio con producto
interno semidefinido, es decir, ya sea sin vectores positivos o sin vectores negativos, se satisface
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Definición 2.4. Dos vectores x, y ∈ F se dicen ortogonales (x [⊥] y) si [x, y] = 0 y dos
conjuntos M,N ⊆ F son ortogonales (M [⊥]N) si x [⊥] y para todo x ∈ M, y ∈ N; en
particular si M se reduce a un solo vector x, se escribe simplemente x [⊥]N. Además, si M es
subconjunto de F, el complemento ortogonal de M está dado por M⊥ := {x ∈ F : x[⊥]M}
de tal manera que M ⊆ M⊥⊥ y M⊥ = M⊥⊥⊥.

El subespacio L0 := L ∩ L⊥ se denomina la parte isotrópica de L y sus elementos no nulos
se llaman vectores isotrópicos. Si L0 = {0} se dice que L es un subespacio no degenerado,
en caso contrario se dice subespacio degenerado. Un subespacio no degenerado semidefinido se
llama pre-Hilbert.

Definición 2.5. Sea L un subespacio de F. Si x ∈ F admite una representación como
x = y + z, con y ∈ L y z ∈ L⊥, se dice que y es una proyección ortogonal de x en L.

Ni la existencia ni la unicidad de la proyección de un vector en un subespacio es garantizada; de
hecho en Bognar [5] se demuestra que si existen dos proyecciones ortogonales en un subespacio,
estas difieren en un vector isotrópico. Además, si L es no degenerado cada elemento en F

tiene a lo más una proyección en L y si existe un elemento en F que tiene exactamente una
proyección en L, entonces L es no degenerado.

Definición 2.6. Sean L,L′ subespacios de F tales que L ∩ L′ = {0}. La suma directa de
L y L′ es denotada L ⊕ L′. Además, si L[⊥]L′ entonces se designa como suma directa
ortogonal y se denota por L[+̇]L′.

Definición 2.7. Decimos que (F, [·, ·]) es descomponible si admite una representación de la
forma F = F0[+̇]F+[+̇]F−, donde F0 es la parte isotrópica de F, F+ y F− son subespacios
definidos positivo y negativo respectivamente. Tal descomposición se llama descomposición
fundamental.

Observación 2.1. [4, sec. 1.1] Pues bien, aunque no siempre los subespacios no degenerados
pueden descomponerse en la suma directa de un subespacio positivo y otro negativo, la inversa
si es válida. Si F admite una descomposición en la suma directa F = F+[+̇]F− con F+

y F− definidos positivo y negativo respectivamente, entonces F es un espacio con producto
interno no degenerado.

En realidad, si F admite tal descomposición fundamental entonces (F+, [·, ·]), (F−,−[·, ·]) son
espacios pre-Hilbert y es posible definir una topoloǵıa en F± por ‖ · ‖± :=

√
±[·, ·]. Supuesto

esto, la descomposición F = F+[+̇]F− en espacios pre-Hilbert no es única, sin embargo mediante
una descomposición ortogonal se define un espacio de Krein.
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Definición 2.8. Un espacio topológico con producto interno (K, [·, ·]) que admite una
descomposición fundamental (K = K+[+̇]K−) se denomina Espacio de Krein si la topoloǵıa
de la suma ortogonal coincide con la del espacio topológico y los subespacios (K+, [·, ·]),
(K−,−[·, ·]) son espacios de Hilbert relativos a las normas ‖ · ‖+, ‖ · ‖− respectivamente.

Asumiendo una descomposición fundamental K = K+[+̇]K−, se obtienen operadores P±

que van de K a K± denominados proyectores fundamentales, los cuales están definidos por
P+k := k+, P−k := k− satisfaciendo (P±)2 = P± y [P±k, h] = [k, P±h], ∀k, h ∈ K, de tal
manera que P+ + P− = IK y P+P− = P−P+ = 0 son los operadores identidad y nulo en K

respectivamente. Ahora bien, el operador J : K → K definido por J := P+ − P−, se llama
simetŕıa fundamental y satisface J2 = IK.

Además, si [·, ·]J : K × K → K es un producto interno dado por [x, y]J := [x, Jy], entonces
(K, [·, ·]J) es un espacio pre-hilbert donde [·, ·]J se llama J-producto interno. De hecho, la
topoloǵıa de la suma directa ortogonal esta determinada por la norma asociada al J-producto
interno, la cual se denota por ‖ · ‖J y se denomina J-norma. Por tanto, (K, [·, ·]J) es un espacio
de Hilbert.

Observación 2.2. [4, sec. 1.7] En Azizov se demuestra que las diferentes J-normas sobre K

son equivalentes independientemente de la descomposición fundamental en espacios de Hilbert.
Por otro lado, cabe destacar que todo espacio de Hilbert es un espacio de Krein con K− = {0}
y la identidad como simetŕıa fundamental. Luego, lo único que podŕıa cambiar en los espacios
de Krein comparados con los espacios de Hilbert es la posibilidad de que su producto interno sea
indefinido pues según la observación 2.1, la propiedad de ser no degenerado se mantiene.

Siempre que no se indique lo contrario; el espacio K sobre el campo K, denotará el espacio
de Krein (K, [·, ·]) con decomposición fundamental K = K+ ⊕ K− y la simetŕıa fundamental
asociada J : (K, [·, ·]) → (K, [·, ·]).

Para ver un ejemplo de un espacio de Krein, considérese en primer lugar una medida signada ν
en el espacio medible (M,B), de tal manera que por el teorema 1.1 existen conjuntos medibles
M+ positivo y M− negativo con respecto a ν tal que M = M+ ∪M− y M+ ∩M− = ∅.
Además, por el teorema 1.2 ν es la diferencia de ν+ y ν− medidas mutuamente singulares
donde se considera la variación total |ν| := ν+ + ν−.

Ejemplo 2.1. El espacio de funciones f ∈ L2(M, |ν|) con el producto interno indefinido
[·, ·]K : L2(M, |ν|)×L2(M, |ν|) → K dado por

[h, f ]K :=

∫

M

hf dν,

da lugar a un espacio de Krein denotado como K2(M, ν), con la siguiente descomposición
fundamental

K2(M, ν) = L2(M+, ν+) [+̇]L2 (M−, ν−). (2.1)
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En efecto, sean h, f ∈ K2(M, ν). Si x ∈ M+, (χM+f)(x) = f(x) y (χM−
f)(x) = 0.

Por otra parte si x ∈ M−, (χM+f)(x) = 0 y (χM−
f)(x) = f(x), o sea, en cualquier caso

f = χM+f + χM−
f y efectivamente, [χM+f, χM−

f ]K = 0.

Además, si h, f ∈ L2(M+, ν+),

[h, f ]K =

∫

M+

hf dν =

∫

M+

hf dν+ −
∫

M+

hf dν− =

∫

M+

hf dν+ = 〈h, f〉L2(M+),

igualmente si h, g ∈ L2(M−, ν−),

−[h, g]K =

∫

M−

hf dν− −
∫

M−

hf dν+ =

∫

M−

hf dν− = 〈h, g〉L2(M−).

Siendo aśı, K2(M, ν) admite la descomposición fundamental dada en la ecuación (2.1) de tal
manera que (L2(M+), [·, ·]) y (L2(M−),−[·, ·]) son espacios de Hilbert y como se mencionó en
la observación 2.1, K2(M, ν) resulta ser un espacio con producto interno no degenerado. De
hecho como los proyectores fundamentales son P±(f) = f± = χM±

f , entonces la simetŕıa
fundamental se puede expresar en términos de la derivada de Radon-Nikodym jν := χM+−χM−

de ν con respecto |ν| como se mostró en la observación 1.3, pues Jν(f) := f+ − f− y
jνf = (χM+ − χM−

)f , por ende Jν(f) = jνf y aśı

[h, f ]Jν =

∫

M

hJν(f)dν =

∫

M

hJν(f)jνd|ν| =
∫

M

hJ2
ν (f)d|ν| =

∫

M

hfd|ν| = 〈h, f〉L2(M). (2.2)

Por tanto, la topoloǵıa sobre (K2(M), [·, ·]Jν) coincide con la de (L2(M), 〈·, ·〉), esto es,
K2(M, ν) es un espacio de Krein.

Espacios de Krein como el anterior son los de mayor interés, pues son espacios topológicos
que se pueden descomponer en dos subespacios de Hilbert ortogonales donde se tiene tanto el
J-producto interno como el adicional producto interno indefinido. Además, dichos subespacios
de Hilbert resultan definidos positivo y negativo respectivamente con respecto a tal producto
indefinido. Ahora bien, para el estudio de operadores lineales actuando entre espacios de Krein
es necesario tener presente algunas definiciones y hechos de la teoŕıa de operadores en espacios
de Hilbert, además una implicación de lo afirmado en la observación 2.2 es que la continuidad
de un operador no depende de la descomposición fundamental.

Definición 2.9. Sean (K, [·, ·]K) y (G, [·, ·]G) espacios de Krein con simetŕıas fundamentales
JK y JG respectivamente. Se define el conjunto de operadores lineales acotados como

B(K,G) :=

{
T : K → G, lineal y ‖T‖ = sup

k∈K\{0}

‖Tk‖JG
‖k‖JK

<∞
}
.

Ya que la continuidad no depende de la descomposición fundamental para los espacios de Krein,
entonces B(K,G) = B(K+ ⊕ K−,G+ ⊕G−). Con ello, es fácil ver que la simetŕıa fundamental
JK es un operador lineal acotado y ‖JK‖ = 1.
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Definición 2.10. Sea T un operador lineal con dominio denso en el espacio de Krein
(K, [·, ·]K) y definido hacia el espacio de Krein (G, [·, ·]G). El operador adjunto T ∗ se define
para g ∈ G tal que existe un g∗ que satisface [g, Tk]G = [g∗, k]K ∀k ∈ dom(T ) y en este
caso T ∗g := g∗.

Observación 2.3. [5, sec. 6.2] El operador T ∗ puede ser expresado a través del adjunto en
espacios de Hilbert T [∗], el cual se denomina J-adjunto y satisface [g, Tk]JG = [T [∗]g, k]JK,
∀k ∈ dom(T ), g ∈ dom(T [∗]). La relación entre dichos adjuntos esta dada por

T ∗ = JKT
[∗]JG. (2.3)

Ya que T [∗] es único y las simetŕıas fundamentales son invertibles, T ∗ es único; además si T
es acotado, T ∗ también lo es pues seŕıa composición de operadores acotados. En realidad, si
K = G entonces muchas propiedades de T [∗] son preservadas por T ∗ pues como lo expresa
la ecuación (2.3) seŕıan unitariamente equivalentes. Siendo aśı, dichas propiedades se pueden
obtener ya sea imitando los argumentos en espacios de Hilbert o aplicando los resultados de
espacios de Hilbert en si mismo y combinar con dicha ecuación.

Como se verá en el siguiente ejemplo, es importante tener en cuenta que el adjunto de
un operador lineal densamente definido es siempre tomado con respecto al producto interno
espećıfico.

Ejemplo 2.2. Para resultados posteriores se pretende distinguir entre el operador identidad
que va del espacio de Hilbert (K, [·, ·]J) al espacio de Krein (K, [·, ·]) y el operador
identidad que simplemente actúa entre el mismo espacio de Krein. Dichos operadores se denotan
respectivamente por IJ : (K, [·, ·]J) → (K, [·, ·]) y IK : (K, [·, ·]) → (K, [·, ·]). Su distinción se
justifica ya que por ejemplo si el operador J̃ esta determinado por la simetŕıa fundamental
J pero entre el espacio de Krein (K, [·, ·]) y el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J), es decir,
J̃ : (K, [·, ·]) → (K, [·, ·]J), J̃k := Jk, entonces resulta que I∗J = J̃ pues

[g, J̃k]J = [g, J2k] = [g, k] = [IJg, k].

Definición 2.11. Un operador T ∈ B(K) se dice auto-adjunto en el espacio de Krein K

si T = T ∗ y J-autoadjunto si T = T [∗]. Además si [Tk, k] ≥ 0 para cada k ∈ K, T se
dice positivo. Por otro lado, si [Tk, k] ≥ α‖k‖2J para todo k ∈ K y algún α > 0, T se dice
uniformemente positivo.

La simetŕıa fundamental J es tanto un operador auto-adjunto como un operador J-autoadjunto,
también es un operador positivo e invertible tal que J−1 = J∗ = J y de igual manera es
isométrico de acuerdo a la siguiente definición.

Definición 2.12. Un operador lineal T : K → G entre los espacios de Krein (K, [·, ·]K)
y (G, [·, ·]G) se dice unitario si se tiene que TT ∗ = IG y T ∗T = IK. Por otra parte, si
[Tk, Th]G = [k, h]K para cada k, h ∈ K, el operador lineal T se llama isométrico.
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2.2. Marcos Discretos

Definición 2.13. [3] Una sucesión contable {kn}n∈N ⊂ K es un marco discreto para el
espacio de Krein (K, [·, ·]) si existen constantes 0 < A ≤ B <∞ de tal manera que

A‖k‖2J ≤
∑

n∈N

|[k, kn]|2 ≤ B‖k‖2J para todo k ∈ K.

Como el caso de los espacios de Hilbert, las constantes A y B son las cotas del marco. El
valor más grande de A y el más pequeño de B son llamadas cota óptima inferior y superior
respectivamente. Un marco discreto es ajustado si A = B y si al remover un elemento arbitrario
deja de ser marco, se denomina marco discreto exacto.

Lema 2.1. Sean K,G espacios de Krein con simetŕıas fundamentales JK y JG. Si U : K → G

es un operador unitario tal que U∗JGU = JK, entonces para cualquier marco discreto {kn}n∈N
en K se tiene que {Ukn}n∈N es un marco discreto en G con las mismas cotas del marco.

Demostración. Sea U : K → G un operador unitario tal que U∗JGU = JK, entonces para cada
k ∈ K,

‖Uk‖2JG = [k, (U∗JGU)k]K = [k, JKk]K = ‖k‖2JK.
Ahora, si {kn}n∈N es un marco discreto en K con cotas A y B, se tiene que para todo
g ∈ G,

A‖g‖2JG = A‖(UU∗)g‖2JG = A‖U∗g‖2JK
≤

∑

n∈N

|[U∗g, kn]K|2 =
∑

n∈N

|[g, Ukn]G|2

≤ B‖U∗g‖2JK = B‖g‖2JG.

�

Pues bien, si se reemplaza U = J se cumple que U∗JU = J ya que la simetŕıa fundamental
J : K → K es un operador unitario. Aśı, en virtud del lema anterior los marcos discretos para un
espacio de Krein son básicamente los mismos como marcos para el espacio de Hilbert asociado,
tal como le expresa el siguiente resultado.

Proposición 2.1. [3, cap. 3] Sea {kn}n∈N una sucesión en el espacio de Krein K. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) {kn}n∈N es un marco discreto para el espacio de Krein K con cotas del marco A ≤ B.

ii) {Jkn}n∈N es un marco discreto para el espacio de Krein K con cotas del marco A ≤ B.

iii) {kn}n∈N es un marco discreto para el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J) con cotas del marco
A ≤ B.

iv) {Jkn}n∈N es un marco discreto para el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J) con cotas del marco
A ≤ B.
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Recuérdese que dado un marco {xn}n∈N para un espacio de Hilbert H, el operador pre-marco
T0 : ℓ2(N) → H está dado por la definición 1.9. En el caso especial cuando H = ℓ2(N)
y {xn}n∈N coincide con la base estándar de ℓ2(N), el operador marco es simplemente la
identidad. Esto último se conserva si se describe la teoŕıa completamente en espacios de Krein
con producto interno indefinido, donde se utiliza el mismo espacio de sucesiones en H = ℓ2(N)
con cierto producto interno como se verá en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Sean ℜ2(N) = ℓ2(N) y su base estándar {en}n∈N, donde en = (δn,m), es decir,
en es la secuencia cuyo n-ésimo término es 1 y todos los otros términos son cero. Si se define
la forma sesquilineal [·, ·]ℜ : ℜ2(N)×ℜ2(N) → K en dicha base por [en, em]ℜ2 := (−1)nδn,m y
se extiende a todo ℓ2(N) de tal manera que

[{αn}n∈N, {βn}n∈N]ℜ2 =
∑

n∈N

(−1)nαnβn,

se obtiene que (ℜ2(N), [·, ·]ℜ2) es un espacio con producto interno indefinido y descomposición
fundamental

ℜ2(N) = gen{e2n}n∈N ⊕ gen{e2n+1}n∈N.

En tal caso como [en, em]Jℜ = [en, (−1)mem] = (−1)n(−1)mδn,m = δn,m, se concluye que
(ℜ2(N), [·, ·]Jℜ) = (ℓ2(N), 〈·, ·〉) donde 〈en, em〉 = δn,m y efectivamente los subespacios

(gen{e2n}n∈N, [·, ·]), (gen{e2n+1}n∈N,−[·, ·]) son completos. Por tal razón, (ℜ2(N), [·, ·]Jℜ)
es un espacio de Krein con simetŕıa fundamental dada por Jℜ ({αn}n∈N) = {(−1)nαn}n∈N.

Además, la base {en}n∈N ⊂ ℓ2(N) ortonormal es un marco ajustado con cotas A = B = 1
y en consecuencia el operador pre-marco T0 : (ℓ2(N), 〈·, ·〉) → (ℜ2(N), [·, ·]Jℜ) entre espacios
de Hilbert coincide con la operador identidad pues T0 ({αn}n∈N) :=

∑
n∈N αnen = {αn}n∈N,

asimismo el operador marco S := T ∗
0 T0 = I, o sea que para bases ortonormales los operadores

marco y pre-marco tienen la forma más simple posible como se hab́ıa mencionado. Sin embargo,
se sabe por el ejemplo 2.2 que si el operador T0 es considerado hacia el espacio de Krein
(ℜ2(N), [·, ·]ℜ2), entonces T0 deja de ser el operador identidad en sentido estricto y en este caso
el operador marco cambia a S ({αn}n∈N) = T ∗

0 ({αn}n∈N) = {(−1)nαn}n∈N.

Observación 2.4. Es de notar que si se eligiera una forma sesquilineal arbitraria para ℓ2(N)
dada por [en, em]ℜ2 := γnδn,m con γ2n = 1, en general la teoŕıa de marcos en espacios de Krein
se cumple sin mayor problema. No obstante, como se busca dar una descripción completamente
en espacios de Krein con producto interno indefinido, no se utiliza por ejemplo el caso trivial
(ℓ2(N), 〈·, ·〉) que resulta de γ = 1.

Proposición 2.2. Sea ℜ2(N) el espacio de Krein con simetŕıa fundamental Jℜ donde
(ℜ2(N), [·, ·]Jℜ) = (ℓ2(N), 〈·, ·〉). Si {kn}n∈N es un marco discreto para el espacio de Krein K,
entonces el operador lineal

T : (K, [·, ·]) → (ℜ2(N), [·, ·]ℜ2), T (k) := {[kn, k]}n∈N, k ∈ K,

está bien definido y es continuo.
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Demostración. Note que el operador T se puede factorizar haciendo uso de los operadores IJℜ
y J̃ del ejemplo 2.2, como se ilustra el siguiente diagrama,

(K, [·, ·]) T→ (ℜ2(N), [·, ·]ℜ2)

J̃ ↓ ↑ IJℜ

(K, [·, ·]J)
T ∗
0→ (ℓ2(N), 〈·, ·〉)

Todos los operadores son acotados pues IJℜ , J̃ lo son y T ∗
0 es el adjunto del operador

pre-marco dado por la teoŕıa de marcos en espacios de Hilbert. Además, como {kn}n∈N es un
marco discreto se tiene que el operador T ∗

0 esta bien definido y por tanto con el operador T
se tiene la misma conclusión. �

Observación 2.5. Ahora bien, para estar en afinidad con la teoŕıa de marcos en espacios de
Hilbert, el operador pre-marco asociado al marco discreto {kn}n∈N del espacio de Krein K

seŕıa en este caso el adjunto

T ∗ : (ℜ2(N), [·, ·]ℜ2) → (K, [·, ·])
del operador T = IJℜT

∗
0 J̃ según el diagrama de la demostración anterior. Aśı que teniendo

en cuenta el ejemplo 2.2, se obtiene que el operador pre-marco esta dado por T ∗ = IJT0J̃ℜ.
Además, como J2

ℜ = Iℜ y para todo k ∈ K,

(T0T
∗
0 )J̃k = T0{[kn, Jk]J} =

∑

n∈N

[kn, k]kn,

se define el operador marco S : (K, [·, ·]) → (K, [·, ·]) dado por S := T ∗JℜT tal que para
todo k ∈ K,

Sk =
∑

n∈N

[kn, k]kn. (2.4)

Luego, de manera similar se obtiene como en el caṕıtulo 1 que el operador marco en espacios
de Krein es auto-adjunto e invertible [3, cap. 3], lo cual permite llegar al Teorema de
Descomposición de Marcos en espacios de Krein.

Teorema 2.1. [3, cap. 3](Teorema de Descomposición de Marcos)
Sea {kn}n∈N un marco discreto para el espacio de Krein K y S el operador marco asociado,
entonces para todo k ∈ K,

k =
∑

n∈N

[kn, k]S
−1kn,

k =
∑

n∈N

[S−1kn, k]kn,

y ambas series convergen incondicionalmente.

Recuérdese que en el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J), si se toma un marco dual para el marco
{kn}n∈N, digamos por ejemplo {hn}n∈N, entonces se tiene que tal marco satisface en (K, [·, ·]J)
la siguiente ecuación,

k =
∑

n∈N

[hn, k]Jkn,
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Ahora se establece una definición análoga para los espacios Krein y luego se describe marcos
duales en términos de la simetŕıa fundamental J y el operador marco S. Estos marcos duales
se llaman marcos duales canónicos.

Definición 2.14. Sea {kn}n∈N un marco discreto para el espacio de Krein K. Un marco
{hn}n∈N discreto para K es llamado un marco dual de {kn}n∈N si

k =
∑

n∈N

[hn, k]kn,

Proposición 2.3. [3, cap. 3] Sea S el operador marco del marco discreto {kn}n∈N para el
espacio de Krein K. En ese caso,

i) {S−1kn}n∈N es un marco dual de {kn}n∈N en (K, [·, ·]).
ii) {JS−1kn}n∈N es un marco dual de {kn}n∈N en (K, [·, ·]J).
iii) {JS−1kn}n∈N es un marco dual de {Jkn}n∈N en (K, [·, ·]).
iv) {S−1kn}n∈N es un marco dual de {Jkn}n∈N en (K, [·, ·]J).

Si 0 < A ≤ B son las cotas del marco {kn}n∈N, se tiene que 0 < B−1 ≤ A−1 son las cotas de
los marcos duales.

2.3. Espacios de Hilbert con W -métrica

Este caṕıtulo se termina con una revisión de los espacios de Krein dados por un operador de
Gram W donde se busca mostrar como transferir un marco para un espacio de Hilbert H
a un espacio de Krein HW . En [3] se detallan los casos W acotado y W no acotado por
separado, donde por ejemplo si 0 /∈ spec(W ) es posible identificar HW con un subespacio de
H cuando W es no acotado o incluso con el mismo espacio de Hilbert H cuando W es
acotado. Aunque los ejemplos de mayor interés son cuando 0 ∈ spec(W ), en los cuales ocurre
un proceso de completación tanto para W acotado como no acotado. A menos que se diga
lo contrario, (H, 〈·, ·〉) representa un espacio separable de Hilbert y W denota un operador
cerrado auto-adjunto con dominio dom(W ) ⊆ H y descomposición polar W = J |W |.

Antes que nada se recuerda que el adjunto de un operador T densamente definido en H, es
cerrado y su gráfico esta dado por Γ(T ∗) = [V (Γ(T ))]⊥ donde V es un operador unitario
que env́ıa (f, g) a (g,−f). Asimismo, el operador T ∗ es densamente definido si y sólo si T

es cerrable y en tal caso se tiene que T = T ∗∗ donde Γ(T ) := Γ(T ). Además, el operador
T es auto-adjunto si dom(T ) = dom(T ∗) y 〈Tf, g〉 = 〈f, Tg〉, ∀f, g ∈ dom(T ), esto es, si
es simétrico y su dominio coincide con el de su adjunto. Los operadores simétricos pueden ser
cerrados o no, sin embargo siempre son cerrables y en realidad la cerradura de un simétrico es
simétrico pero no necesariamente auto-adjunto.

Por otro lado, si T es un operador cerrado, entonces T ∗T es auto-adjunto positivo y por
ende existe un único operador positivo |T | :=

√
T ∗T ≥ 0 tal que |T |2 = T ∗T . De hecho, si se
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considera U : H → H tal que U(|T |ψ) := Tψ, ψ ∈ dom(|T |) y U |[Ran(|T |)]⊥≡ 0, se concluye
que U está bien definido ya que Ker(T ) = Ker(T ∗T ). Además, U es una isometŕıa parcial
y se tiene la descomposición polar T = U |T |.

Observación 2.6. [3, cap. 4] Si Ker(W ) = {0}, entonces la isometŕıa parcial J dado por
la descomposición polar resulta ser unitario y auto-adjunto. Por otra parte, si E denota la
medida con valores en proyecciones sobre la σ−álgebra de Borel de R tal que W =

∫
λ dE(λ),

entonces dom(W ) se convierte en un espacio descomponible con producto interno no degenerado
[f, g] := 〈f,Wg〉, f, g ∈ dom(W ), tal que dom(W ) = D+[+̇]D− y la simetŕıa fundamental
coincide con J de tal modo que

D+ := E ((0,∞))dom(W ), D− := E ((−∞, 0)) dom(W ), J = E ((0,∞))−E ((−∞, 0)) .

Aqúı, el producto interno no degenerado se denomina W -métrica y el operador lineal W
Operador de Gram donde la ecuación W =

∫
λ dE(λ) se interpreta por [g,Wh] =

∫
λ dEg,h

con Eg,h(·) := [g, E(·)h] definida en la respectiva σ−álgebra. Como consecuencia,

[f, g]J := 〈f, JWg〉 = 〈f, |W |g〉, f, g ∈ dom(W ).

Tomando el cierre bajo la J−norma y extendiendo el operador J por continuidad al cierre,
se obtiene un espacio de Krein (HW , [·, ·]) con simetŕıa fundamental J y descomposición
fundamental HW = H+[+]H− tal que D+ y D− son densos en H+ y H− respectivamente.

Para la transferencia de marcos del espacio de Hilbert H al espacio de Krein HW , el siguiente
teorema trata la situación general donde el operador W puede ser no acotado y 0 ∈ spec(W ).

Teorema 2.2. [3, cap. 4] Sea W : dom(W ) → H un operador auto-adjunto en el espacio de
Hilbert H tal que Ker(W ) = {0}, entonces:

i) dom(
√
|W |) es completo en la norma ‖ · ‖J si y sólo si 0 /∈ spec(W ).

ii)
√
|W | : dom(

√
|W |) → H puede ser extendido al operador unitario

U :=
√
|W | : HW → H.

iii) {kn}n∈N ⊂ H es un marco para el espacio de Hilbert H con cotas del marco A ≤ B si
y sólo si {U−1kn}n∈N ⊂ HW es un marco para el espacio de Krein HW con cotas del
marco A ≤ B.

iv) Si {kn}n∈N ⊂ dom(
√

|W |−1
) es un marco para el espacio de Hilbert H, entonces el marco

{U−1kn}n∈N para el espacio de Krein HW esta dado por {
√

|W |−1
kn}n∈N.
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CAṔITULO 3

MARCOS GENERALIZADOS EN ESPACIOS DE KREIN

En este caṕıtulo se abordan algunas generalizaciones de los resultados anteriores en base a lo
trabajado en [8] y [9], donde se deja en evidencia que todo marco discreto es un marco continuo
y por ende gran parte de las propiedades dadas en los marcos discretos se satisfacen en los
marcos generalizados. Cuando no haya posibilidad de confusión se debe asumir ν como una
medida signada σ-finita en M.

3.1. Integral Débil

Definición 3.1. Sean (K, [·, ·]K),(G, [·, ·]G) espacios de Krein y M un espacio medible; una
función F : M → B(K,G) es débilmente medible en B(K,G) si la función que env́ıa
x ∈ M a [h, F (x)k]G es medible para cualesquiera h ∈ G y k ∈ K.

Observación 3.1. Para el espacio de Krein K se sabe por el Teorema de Riesz que
(K, [·, ·]J) ∼= K′ donde K′ := B(K,C). Pues bien, para alguna función V : M → K es
posible considerar W := ϕ ◦ V : M → B(K,C) donde para k ∈ K, el funcional ϕ(k) := ϕk
actúa como ϕk(·) = [k, ·]. Aśı, para cada k ∈ K,

〈h,W (x)k〉C = h[V (x), k]K, ∀ h ∈ C,

en tal caso como se cumple para cada h ∈ C, se deduce que si W : M → K′ es débilmente
medible en K′ entonces la función que env́ıa x ∈ M a [V (x), k]K es medible para cada
k ∈ K. Por tanto, si lo último ocurre se dice que V : M → K es débilmente medible en K.

Definición 3.2. Sean K, G y M como en la última definición. Si F : M → B(K,G) es
débilmente medible y el operador A ∈ B(K,G) es acotado, entonces la integral débil de F
en B(K,G) es A si para cualesquiera h ∈ G y k ∈ K,

∫

M

[h, F (x)k]Gdν(x) = [h,Ak]G, (3.1)

31
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y se denota ∫

M

F (x)dν(x) = A.

Observación 3.2. Si la función V : M → K es débilmente medible y W := ϕ ◦ V , entonces
como para a ∈ K
∫

M

〈h,W (x)k〉Cdν(x) = 〈h, ϕa(k)〉C ⇔
∫

M

[V (x), k]Kdν(x) = [a, k]K ∀ k ∈ K, h ∈ C\{0},

vale definir la integral débil de V en K con base en la integral débil de F en B(K,G), en
el sentido que ∫

M

V (x)dν(x) = a⇔
∫

M

[V (x), k]K dν(x) = [a, k]K.

Luego dependiendo si la función toma valores en B(K,G) o solamente en K, aśı mismo se le
da sentido a la integral débil.

Proposición 3.1. Para los espacios de Krein K, G, la función F : M → B(K,G) débilmente
medible y el operador A ∈ B(K,G) tal que

∫
M
F dν = A, se cumplen las siguientes

propiedades:

i) ∫

M

F (x)kdν(x) = Ak ∀k ∈ K.

ii) Para C ∈ B(K,K) y D ∈ B(G,G),
∫

M

F (x)Cdν(x) = AC y

∫

M

DF (x)dν(x) = DA.

iii) ∫

M

F (x)∗dν(x) = A∗.

Demostración. Sean k ∈ K, h ∈ G y supongamos que
∫
M
Fdν = A.

i) Fijando k ∈ K, la función Fk(x) := F (x)k es débilmente medible en G pues

[Fk(x), h]G = [h, F (x)k]G y efectivamente,
∫

M

[F (x)k, h]G dν(x) =

∫

M

[h, F (x)k]G dν(x) = [h,Ak]G = [Ak, h]G, (3.2)

demostrando aśı que la integral débil de Fk(x) en G es Ak.

ii) Teniendo en cuenta [h, (AC)k]G = [h,A(Ck)]G y la ecuación (3.1) se tiene que
∫

M

[h, (F (x)C)k)]G dν(x) = [h, (AC)k)]G,

y de manera similar a D∗h ∈ G se obtiene las respectivas integrales débiles en B(K,G).
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iii) Como los operadores A y F (x) son acotados, existen sus adjuntos. Supuesto esto, como

[k, F (x)∗h]K = [h, F (x)k]G, F (x)∗ es débilmente medible en B(G,K) y además por la
ecuación (3.2) se tiene que

∫
M
F ∗dν = A∗ pues

∫

M

[k, F (x)∗h]Kdν(x) = [k, A∗h]K.

�

3.2. Marcos Continuos

Si se considera el conjunto discreto M = N de los números naturales y la σ-álgebra B = 2N,
cualquier función η : M → K es débilmente medible en K. En particular, si {ηx}x∈N es una
sucesión en el espacio de Krein K, la función η : N → K definida por η(x) = ηx es débilmente
medible en K y para µ la medida de conteo en (N, 2N) se tiene que

∫

M

|[ηx, k]|2dµ(x) =
∑

x∈N

|[ηx, k]|2.

Por lo cual, si {ηx}x∈N es un marco discreto en K con cotas b ≥ a > 0 se tiene que

a‖k‖2J ≤
∫

M

|[ηx, k]|2dµ(x) ≤ b‖k‖2J . (3.3)

Observación 3.3. La siguiente definición para espacios de Krein es la base principal de este
trabajo y la proponemos buscando generalizar las definiciones análogas para espacios de Hilbert
de [8, sec. 3.1] y [9, sec. 4.1].

Definición 3.3. Un Marco Continuo de rango n ∈ N en el espacio de Krein K respecto
al espacio medible M y la medida signada ν σ-finita, es una familia {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M
en K de tal manera que las funciones ηi : M → K con ηi(x) = ηix son débilmente medibles.
Además existen números reales b ≥ a > 0 tal que para todo k ∈ K,

a‖k‖2J ≤
n∑

i=1

∫

M

|[ηix, k]|2d|ν|(x) ≤ b‖k‖2J . (3.4)

De igual modo las constantes a y b son las cotas del marco y la propiedad anterior es la
condición del marco. Las cotas óptimas del marco son el mayor valor posible de a y el
menor valor posible de b, además si a = b el marco continuo se dice ajustado.

Observación 3.4. Lo anterior está bien definido porque al cambiar la simetŕıa fundamental
dicha condición se mantiene, sin embargo es posible que las cotas del marco cambien.

En efecto, si Ĵ es otra simetŕıa fundamental, existen c2 ≥ c1 > 0 tal que para cada k ∈ K

c1‖k‖2Ĵ ≤ ‖k‖2J ≤ c2‖k‖2Ĵ .
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Luego,

a c1‖k‖2Ĵ ≤
n∑

i=1

∫

M

|[ηix, k]|2d|ν|(x) ≤ b c2‖k‖2Ĵ ,

de donde {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco continuo con cotas a c1 > 0 y b c2 > 0.

De acuerdo con la ecuación (3.3), todo marco discreto es un marco continuo de rango 1, es
decir, los marcos generalizados extienden el estudio de los marcos ordinarios como en el caṕıtulo
anterior. Es por eso que se aborda de manera general diversas propiedades asociadas a los marcos
discretos. Pues bien, siempre y cuando no se señale lo contrario, la familia {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M
denotará un marco continuo en K con cotas b ≥ a > 0.

Proposición 3.2. [9] Si {ηx}x∈M es un marco continuo de rango 1 en el espacio de Krein
K, es posible considerar un marco continuo {η′x}x∈M′ en K con M′ ⊆ M tal que las cotas
del marco se mantienen y para todo x ∈ M′, ‖η′x‖J = 1 para alguna simetŕıa fundamental J .

Demostración. Sea {ηx}x∈M marco con respecto a (M,B) y ν la medida signada σ-finita.
El caso trivial ocurre cuando ‖ηx‖J = 1 para alguna simetŕıa fundamental J y para todo
x ∈ M. Pero si se tiene lo contrario, se considera el conjunto M′ := {x ∈ M : ηx 6= 0} y la
σ-álgebra asociada a dicho conjunto B′ := BM′ . El conjunto M′ es medible ya que la función
que env́ıa x ∈ M a ‖ηx‖2J es medible pues

‖ηx‖2J =
∑

m∈N

|[em, ηx]J |2 = ĺım
m→∞

m∑

t=1

|[et, ηx]J |2,

donde {em}m∈N es una base ortonormal de (K, [·, ·]J). Aśı para cada x ∈ M′, se define
η′x := ‖ηx‖−1

J ηx para alguna simetŕıa fundamental J , de tal manera que para cada k ∈ K,

[η′x, k] = ‖ηx‖−1
J [ηx, k] y ‖η′x‖J = 1.

Aśı, como ‖ηx‖2J es una función medible
∫

M

|[ηx, k]|2d|ν|(x) =
∫

M′

‖ηx‖2J |[η′x, k]|2d|ν|(x),

Por lo cual, basta con definir la medida en (M′,B′) por,

ν ′(N) :=

∫

N

‖ηx‖2Jd|ν|(x)

para obtener ∫

M′

|[η′x, k]|2dν ′(x) =
∫

M

|[ηx, k]|2d|ν|(x).

Ahora bien, es fácil ver que η′ es débilmente medible y que ν ′ = |ν ′|. Por tanto, si b ≥ a > 0
son las cotas de {ηx}x∈M,

a‖k‖2J ≤
∫

M′

|[η′x, k]|2dν ′(x) ≤ b‖k‖2J ,

de donde se concluye que {η′x}x∈M es un marco continuo de rango 1 en K con respecto a
(M′,B′) y ν ′. �
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Lo anterior se traduce en que un marco {ηx}x∈M puede ser reemplazado por otro marco tal
que los vectores son normalizados para alguna simetŕıa fundamental J , a saber, ‖η′x‖J = 1.

Proposición 3.3. Sean (K, [·, ·]) y (G, [·, ·]) espacios de Krein tal que JK y JG son sus
simetŕıas fundamentales respectivamente. Si {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco continuo en K

con cotas b ≥ a > 0, entonces para todo operador A ∈ B(K,G) tal que A−1 ∈ B(G,K) se
tiene que la familia {Aη1x, Aη2x, · · · , Aηnx}x∈M es una marco continuo en G con cotas b‖A‖2
y a‖A−1‖−2.

Demostración. Sean g ∈ G y A ∈ B(K,G). Como [Aηix, g] = [ηix, A
∗g], es evidente que

las funciones Aηix : M → K con (Aηi)(x) = Aηix son débilmente medibles. Además, si se
considera d = ‖A‖2 y c = ‖A−1‖−2 con respecto a las respectivas simetŕıas fundamentales, se
tiene que

c‖g‖2JG =
‖(A−1)∗(A∗g)‖2JG

‖A−1‖2 ≤ ‖A∗g‖2J ≤ d‖g‖2JG,

de donde se obtiene,

ac‖g‖2JG ≤ a‖A∗g‖2J ≤
n∑

i=1

∫

M

|[Aηix, g]|2d|ν|(x) ≤ b‖A∗g‖2J ≤ bd‖g‖2JG.

Con lo cual, {Aη1x, Aη2x, · · · , Aηnx}x∈M es una marco continuo en G con cotas b‖A‖2 y
a‖A−1‖−2. �

Se observa claramente que si el operador A es unitario entre los espacios de Hilbert
correspondientes, las constantes del marco inicial se mantienen.

Observación 3.5. Se sabe que un espacio de Krein puede ser un espacio de Hilbert
donde su J-norma es sencillamente su norma natural, por tal razón la condición del marco
{η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M en el espacio de Hilbert asociado (K, [·, ·]J) es

a‖k‖2J ≤
n∑

i=1

∫

M

|[ηix, k]J |2d|ν|(x) ≤ b‖k‖2J .

Teorema 3.1. Sea {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M una familia en el espacio de Krein K, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco para el espacio de Krein K.

ii) {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco para el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J).
iii) {Jη1x, Jη2x, · · ·Jηnx}x∈M es un marco para el espacio de Krein K.

iv) {Jη1x, Jη2x, · · ·Jηnx}x∈M es un marco para el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J).

Aqúı cada marco continuo de rango n tiene las mismas cotas del marco b ≥ a > 0.
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Las equivalencias anteriores se satisfacen en vista de la proposición 3.3, pues se tiene que J
es continuo con J−1 = J y además como es unitario las constantes del marco no cambian.
El teorema 3.1 cuestiona la manera de abordar los marcos continuos en espacios de Krein pues
resulta más sencillo trabajar en el espacio de Hilbert; pero como la simetŕıa fundamental no
es única, se busca dar una descripción de la teoŕıa completamente en espacios de Krein con
producto interno indefinido.

Proposición 3.4. Sean (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert y {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M un marco
continuo de rango n ∈ N en H con respecto a un espacio de medida (M,B, µ), entonces
existe un operador lineal A : H → H acotado tal que

Ag =
n∑

i=1

∫

M

〈ηix, g〉ηixdµ(x) g ∈ H.

Demostración. Sea h : H×H → C la forma sesquilineal dada por

h(f, g) :=

n∑

i=1

∫

M

〈f, ηix〉〈ηix, g〉dµ(x), f, g ∈ H,

Ahora, aplicando Cauchy-Schwarz tanto en L2(M, |µ|) como en Cn, se obtiene

|h(f, g)| ≤
n∑

i=1

∫

M

|〈f, ηix〉〈ηix, g〉|d|µ| ≤
n∑

i=1

√∫

M

|〈f, ηix〉|2d|µ|
√∫

M

|〈ηix, g〉|2d|µ|

≤

√√√√
n∑

i=1

∫

M

|〈f, ηix〉|2d|µ|

√√√√
n∑

i=1

∫

M

|〈ηix, g〉|2d|µ|

≤ b‖f‖‖g‖,

o sea, la forma sesquilineal esta bien definida y es acotada. Aśı, en virtud del teorema de
representación de Riesz existe un operador lineal A : H → H acotado tal que

h(f, g) :=
n∑

i=1

∫

M

〈f, ηix〉〈ηix, g〉dµ(x) = 〈f, Ag〉,

finalmente tomando el complejo conjugado y escribiendo en términos de integral débil en H
según la observación 3.2, se tiene que

Ag =

n∑

i=1

∫

M

〈ηix, g〉ηixdµ(x).

�

Debido a la condición del marco y a que µ es una medida se obtiene como en el caso discreto
la relación

a‖g‖2 ≤ 〈Ag, g〉 ≤ b‖g‖2, ∀g ∈ H,
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aśı A es uniformemente positivo y por tanto invertible. Siendo aśı, se puede probar que cada
g ∈ H tiene las representaciones,

g =

n∑

i=1

∫

M

〈g, ηix〉A−1ηixdµ(x) =

n∑

i=1

∫

M

〈g, A−1ηix〉ηixdµ(x).

No obstante, cuando se realiza el mismo proceso en el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J), es evidente
que se va a depender directamente de la simetŕıa fundamental J . Por tanto, es necesario hacer
uso de un espacio auxiliar como en el caso discreto.

Observación 3.6. Sea
⊕n

i=1 K2(M, ν) el espacio de vectores f = (f1, · · · , fn) de tal manera
que para cada i = 1, · · · , n, fi ∈ K2(M, ν) donde este último esta dado por el ejemplo 2.1. Si
se considera el producto interno dado por

[(h1, · · · , hn), (f1, · · · , fn)]⊕ :=
n∑

i=1

∫

M

hifi dν,

entonces
⊕n

i=1 K2(M, ν) es un espacio de Krein con descomposición fundamental

n⊕

i=1

K2(M, ν) =

n⊕

i=1

L2(M+, ν+) [+̇]

n⊕

i=1

L2 (M−, ν−).

Luego, si sus elementos se consideran como vectores columna entonces se tiene que la simetŕıa
fundamental está dada por la matriz de operadores

Jν,n =




Jν 0 · · · 0
0 Jν · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Jν




y dicho espacio de Krein es el que adopta el rol similar al espacio ℜ2(N) como se hizo en el
caso discreto.

Proposición 3.5. Sea k̂i : M → C la función definida por k̂i(x) := [ηix, k] y designada
como la transformada de k ∈ K con respecto a ηi en el espacio de Krein K, donde
las funciones ηi están determinadas por el marco {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M. El operador lineal
T : K →⊕n

i=1 K2(M, ν) definido por

Tk := (k̂1, · · · , k̂n),

está bien definido y es acotado.

Demostración. En vista de la ecuación (3.4) se tiene que para cada i = 1, · · · , n y todo k ∈ K,

∫

M

|[ηix, k]|2d|ν|(x) ≤ b‖k‖2J <∞.
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Luego, el operador T está bien definido ya que k̂i ∈ K2(M, ν). También es lineal debido a la
linealidad del producto interno pues si k, h ∈ K y α ∈ K se tiene que para cada i = 1, · · · , n,

̂(k + αh)i(x) = [ηix, k + αh] = [ηix, k] + α[ηix, h] = k̂i(x) + αĥi(x),

de donde

T (k + αh) = ( ̂(k + αh)1, · · · , ̂(k + αh)n) = (k̂1 + αĥ1, · · · , k̂n + αĥn) = Tk + αTh.

Además, el operador T es acotado pues teniendo en cuenta la ecuación (2.2) se infiere

‖Tk‖2Jν,n =

n∑

i=1

[k̂i, k̂i]Jν =

n∑

i=1

∫

M

[k, ηix][η
i
x, k]d|ν|(x) (3.5)

=
n∑

i=1

∫

M

|[ηix, k]|2d|ν|(x) ≤ b‖k‖2J .

�

Teorema 3.2. Sea {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M una familia de vectores en K tal que para cada
i = 1, · · · , n, ηi es débilmente medible. Si la condición del marco se satisface en un subconjunto
denso G de K, {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco continuo de rango n en K.

Demostración. Supongamos que para k ∈ K no se satisface la desigualdad de la derecha en la
ecuación (3.4), o sea

b‖k‖2J <
n∑

i=1

∫

M

|[ηix, k]|2d|ν|(x) =
∫

M

(
n∑

i=1

|[ηix, k]|2
)
d|ν|(x).

Por lo cual, si se considera la sucesión {km}m∈N en G tal que km → k, entonces se obtiene
que

b‖k‖2J <
∫

M

ĺım
m→∞

(
n∑

i=1

|[ηix, km]|2
)
d|ν|(x) ≤ ĺım inf

m→∞

∫

M

(
n∑

i=1

|[ηix, km]|2
)
d|ν|(x)

donde se utiliza el Lema de Fatou[10] en la última desigualdad. Además, como la ecuación (3.4)
se satisface en G y ‖km‖J → ‖k‖J , se deduce

b‖k‖2J < ĺım inf
m→∞

∫

M

(
n∑

i=1

|[ηix, km]|2
)
d|ν|(x) ≤ ĺım inf

m→∞
b‖km‖2J = b‖k‖2J ,

obteniendo aśı una contradicción. Luego, se concluye

n∑

i=1

∫

M

|[ηix, k]|2d|ν|(x) ≤ b‖k‖2J ,
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y teniendo en cuenta la ecuación (3.5) se tiene que ‖Tk‖2Jν,n ≤ b‖k‖2J para todo k ∈ K, esto

significa que el operador T es acotado. Ahora, por la continuidad de T , ‖Tkm‖2Jν,n → ‖Tk‖2Jν,n
y como a‖km‖2J ≤ ‖Tkm‖2Jν,n, se obtiene a‖k‖2J ≤ ‖Tk‖2Jν,n. Por tanto, la ecuación (3.4) se

cumple para cada k ∈ K y en consecuencia {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco continuo de
rango n en K. �

Definición 3.4. Sea T el operador lineal de la proposición 3.5 asociado al marco
{η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M. El respectivo adjunto T ∗ :

⊕n
i=1 K2(M, ν) → K se denomina el Operador

Pre-marco.

De acuerdo a la proposición 3.5, las proyecciones Tik = k̂i del operador T son operadores
acotados de K a K2(M, ν), por lo cual existen sus respectivos adjuntos como en el caso del
mismo T .

Proposición 3.6. El operador pre-marco T ∗ :
⊕n

i=1K2(M, ν) → K está dado por

T ∗(f1, · · · , fn) =
n∑

i=1

∫

M

fi(x)η
i
xdν(x), fi ∈ K2(M, ν),

donde la integral débil de fi · ηi en K es el adjunto T ∗
i : K2(M, ν) → K de la proyección Ti,

es decir,

T ∗
i fi =

∫

M

fi(x)η
i
xdν(x).

Demostración. Sean k ∈ K y f = (f1, · · · , fn) ∈
⊕n

i=1 K2(M, ν).

Como [fi(x)η
i
x, k] = fi(x)[η

i
x, k], entonces las funciones fi · ηi son débilmente medibles en K

y de hecho,

[T ∗f, k] = [f, Tk]⊕n
i=1 K2

=
n∑

i=1

[fi, Tik]K2 =
n∑

i=1

∫

M

fi(x) k̂i(x)dν(x)

=

n∑

i=1

∫

M

[fi(x) η
i
x, k]dν(x),

donde claramente para cada i = 1, · · · , n,

[T ∗
i fi, k] =

∫

M

[fi(x) η
i
x, k]dν(x).

Por tanto,

T ∗(f1, · · · , fn) =
n∑

i=1

∫

M

fi(x)η
i
xdν(x).

�
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Observación 3.7. Si se consideran las proyecciones Tik = k̂i del operador T , se tiene que
para k ∈ K Tk = (T1k, · · · , Tnk) y por lo anterior se infiere que si f = (f1, · · · , fn) con
fi ∈ K2(M, ν), entonces

T ∗f = T ∗
1 f1 + · · ·+ T ∗

nfn.

Teorema 3.3. Sea T ∗ el operador pre-marco asociado a {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M. La familia
{η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco continuo de rango n en K si y sólo si el operador pre-marco
es acotado y sobre.

Demostración. Sean k ∈ K y {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M ⊂ K tal familia de vectores. Si
{η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco continuo, entonces teniendo en cuenta la proposición 3.5
y la ecuación (2.3) se tiene que tanto el respectivo J-adjunto T [∗] como el operador pre-marco
T ∗ son acotados. Además, por la ecuación (3.5)

‖Tk‖2Jν,n =
n∑

i=1

∫

M

|[ηix, k]|2d|ν|(x) ≥ a‖k‖2J , (3.6)

de donde se infiere que T es inyectivo, o sea, Ran
(
T [∗]
)

es denso en K y en realidad como

Ker(T ) = Ker
(
T [∗]T

)
, se concluye igualmente que Ran

(
T [∗]T

)
es denso en K. Luego, vale

considerar la sucesión {km}m∈N ⊂ K tal que T [∗]T (km) → k ∈ K y por la ecuación (3.6) se
obtiene

‖km − kp‖2J ≤ 1

a
‖T (km − kp)‖2Jν,n =

1

a

[
T [∗]T (km − kp), km − kp

]
J

≤ 1

a
‖T [∗]T (km − kp)‖J ‖km − kp‖J ,

es decir,

‖km − kp‖J ≤ 1

a
‖T [∗]T (km − kp)‖J .

Por lo cual, existe g ∈ K tal que km → g, aśı T [∗]T (g) = k y en consecuencia
Ran

(
T [∗]T

)
= K, obteniendo de esa forma que T [∗] es sobre pues Ran

(
T [∗]T

)
⊆ Ran

(
T [∗]
)

y en virtud de la ecuación (2.3) se tiene que el operador pre-marco T ∗ es sobre.

Por otro lado, si el operador pre-marco T ∗ es acotado y sobre, entonces se tiene lo mismo
para el J-adjunto T [∗] y por ende T [∗]T resulta acotado e inyectivo. Además, teniendo en
cuenta el teorema del rango cerrado [12, sec. 4.5], se deduce que Ran(T ) es cerrado ya que
Ran(T [∗]) = K. Por tanto,

Ran
(
T [∗]
)

= Ran
(
T [∗] |Ker(T [∗])⊥

)
= Ran

(
T [∗] |Ran(T )

)

= Ran
(
T [∗]T

)
.
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Luego, T [∗]T es sobre y por el teorema del inverso acotado [13, sec. 4.12] se tiene que
el operador (T [∗]T )−1 ∈ B(K). Pues bien, de acuerdo a lo anterior el operador dado por
T † := (T [∗]T )−1T [∗] esta bien definido y es acotado. Además T †Tk = k y suponiendo ‖T‖ ≤ b,
se concluye

‖T †‖−2 ‖k‖2 ≤
‖T †‖2‖Tk‖2Jν,n

‖T †‖2 =

n∑

i=1

∫

M

|[ηix, k]|2d|ν|(x) ≤ b2‖k‖2.

Por tanto, {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es un marco continuo de rango n en K con cotas ‖T †‖−2 y
b2. �

Ahora, mediante un ejemplo se argumenta la importancia de la simetŕıa fundamental del espacio
auxiliar como ocurrió en el caso discreto para definir el Operador Marco.

Ejemplo 3.1. Sean (M0,B0, µ0) un espacio con medida finita, {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M0 un
marco continuo y p−, p+ dos puntos distintos en M0.

Ahora se define el espacio medible que esta dado por el conjunto M := M0 × {p−, p+} y la
σ-álgebra generada por B0 × 2{p−,p+} y denotada B := B0 ⊗ 2{p−,p+} junto con la medida
signada ν := µ0 ⊗ υ donde υ({p−}) = −1 y υ({p+}) = 1 .

Pues bien, como las funciones ηi son débilmente medibles, si ηi(x,p±) := ηix se tiene que la

función que env́ıa (x, p) ∈ M a |[ηi(x,p), k]|2 es medible y no negativa, entonces en vista del

Teorema de Tonelli[10],

∫

M

|[ηi(x,p), k]|2 d|ν|((x, p)) =
∫

M0

(∫

{p±}

|[ηi(x,p), k]|2 d|υ|(p)
)
dµ0(x),

pues es claro que |ν| = µ0⊗ |υ| y efectivamente |υ|({p±}) = 1 . Luego, teniendo en cuenta las
cotas del marco b ≥ a > 0 con respecto a (M0,B0) y que

n∑

i=1

∫

M

|[ηi(x,p), k]|2 d|ν|((x, p)) =

n∑

i=1

∫

M0

(∫

{p±}

|[ηi(x,p), k]|2 d|υ|(p)
)
dµ0(x)

=

n∑

i=1

∫

M0

(|[ηi(x,p−), k]|2 + |[ηi(x,p+), k]|2) dµ0(x)

= 2
n∑

i=1

∫

M0

|[ηix, k]|2 dµ0(x),

se concluye que {η1(x,p), η2(x,p), · · · ηn(x,p)}(x,p)∈M es un marco continuo con respecto a (M,B),
donde un par de cotas son 2b ≥ 2a > 0. Aśı, por las proposiciones 3.5 y 3.6 se deduce que para
cualesquiera h, k ∈ K,

[T ∗Th, k] =
n∑

i=1

∫

M

[h, ηi(x,p)][η
i
(x,p), k] dν((x, p)),
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y por el Teorema de Fubini[10] se tiene que para todo k, h ∈ K,

[T ∗Th, k] =

∫

M0

(∫

{p±}

|[h, ηi(x,p)][ηi(x,p), k]| dυ(p)
)
dµ0(x)

=

∫

M0

(
[h, ηi(x,p+)][η

i
(x,p+), k]υ(p+) + [h, ηi(x,p−)][η

i
(x,p−), k]υ(p−)

)
dµ0(x)

=

∫

M0

(
[h, ηix][η

i
x, k]− [h, ηix][η

i
x, k]

)
dµ0(x) = 0,

de donde se infiere que en general el operador T ∗T ≡ 0 no necesariamente es invertible.

3.3. Descomposición de Marcos

Definición 3.5. Sean T ∗ el Operador Pre-marco asociado a {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M y Jν,n
la simetŕıa fundamental del espacio de Krein

⊕n
i=1 K2(M, ν). El operador lineal S : K → K

definido por
S = T ∗Jν,nT,

se llama el Operador Marco.

Proposición 3.7. El operador marco S asociado al marco {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M es
autoadjunto, acotado y para cada k en el espacio de Krein K,

Sk =

n∑

i=1

∫

M

[ηix, k]η
i
xd|ν|(x). (3.7)

Demostración. Claramente el operador marco S es autoadjunto pues S∗ = T ∗J∗
ν,n(T

∗)∗ = S,
y es acotado al ser composición de operadores acotados. Además, por la proposición 3.6 se
concluye

Sk =
n∑

i=1

∫

M

jν(x)[η
i
x, k]η

i
xdν(x),

ya que (Jν,nT )k = (Jν(k̂1), · · · , Jν(k̂n)) y por ende, para cada k, h ∈ K,

[Sk, h] =
n∑

i=1

∫

M

[jν(x)[η
i
x, k]η

i
x, h]dν(x) =

n∑

i=1

∫

M

jν(x)[k, η
i
x][η

i
x, h]dν(x) (3.8)

=
n∑

i=1

∫

M

[k, ηix][η
i
x, h]|d|ν|(x).

Aśı, por la definición de la integral débil,

Sk =
n∑

i=1

∫

M

[ηix, k]η
i
xd|ν|(x).

�
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En la proposición 3.3 el operador marco asociado a {Aη1x, Aη2x, · · · , Aηnx}x∈M es ASA∗ ya
que,

[(ASA∗)k, h] = [S(A∗k), A∗h] =

n∑

i=1

∫

M

[A∗k, ηix][η
i
x, A

∗h]|d|ν|(x)

=
n∑

i=1

∫

M

[k, Aηix][Aη
i
x, h]|d|ν|(x).

Ahora bien, de manera similar que en el caso discreto el inverso del operador marco juega un
papel importante en toda esta teoŕıa y de hecho en este nuevo contexto también satisface las
siguientes propiedades importantes.

Observación 3.8. El operador JS resulta ser autoadjunto en el espacio de Hilbert asociado
(K, [·, ·]J) pues para cualesquiera k, h ∈ K,

[(JS)h, k]J = [Sh, k] = [h, Sk] = [h, (JS)k]J .

Lema 3.1. El operador marco S del marco continuo {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M en K con cotas
b ≥ a > 0 es invertible con inverso acotado y

b−1J ≤ S−1 ≤ a−1J.

Demostración. Teniendo en cuenta la ecuación (3.8) y que J2 = Id, se tiene que

a‖k‖2J ≤ [JSk, k]J ≤ b‖k‖2J
de donde JS es un operador uniformemente positivo en el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J) con
a ≤ JS ≤ b, por tanto JS tiene inverso acotado y

b−1 ≤ (JS)−1 ≤ a−1.

Además, como ((JS)−1J)S = I y S((JS)−1J) = JJS((JS)−1J) = J2 = I se obtiene que
S−1 = (JS)−1J es un operador acotado y aśı, en el espacio de Krein (K, [·, ·]) se tiene que
aJ ≤ S ≤ bJ y

b−1J ≤ S−1 ≤ a−1J.

�

Proposición 3.8. La familia {[(JS)−1
2 ]∗η1x, [(JS)

−1
2 ]∗η2x, · · · [(JS)

−1
2 ]∗ηnx}x∈M es un marco

continuo ajustado de rango n en el espacio de Krein K.

Demostración. De acuerdo con el lema 3.1 y la observación anterior, el operador JS es
autoadjunto y positivo en el espacio de Hilbert (K, [·, ·]J), por ello JS tiene una ráız cuadrada

positiva (JS)
1
2 única y efectivamente,

√
a ≤ (JS)

1
2 ≤

√
b,
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aśı que de igual manera (JS)
1
2 es invertible. Por tanto, en virtud de la proposición 3.3, la

familia {[(JS)−1
2 ]∗η1x, [(JS)

−1
2 ]∗η2x, · · · [(JS)

−1
2 ]∗ηnx}x∈M es un marco continuo de rango n.

Sentado lo anterior, solo basta comprobar sus cotas para verificar que en efecto es un marco
ajustado. Para ello se utiliza la ecuación (3.7) y el hecho que el operador (JS)

1
2 también es

autoadjunto en el respectivo espacio de Hilbert, donde se obtiene que para k ∈ K,

‖k‖2J = [(JS)
1
2 (JS)

−1
2 k, k]J = [JS(JS)

−1
2 k, (JS)

−1
2 k]J

= [S(JS)
−1
2 k, (JS)

−1
2 k]

=
n∑

i=1

∫

M

[(JS)
−1
2 k, ηix][η

i
x, (JS)

−1
2 k]d|ν|(x)

=

n∑

i=1

∫

M

[k, [(JS)
−1
2 ]∗ηix][[(JS)

−1
2 ]∗ηix, k]d|ν|(x)

=
n∑

i=1

∫

M

|[[(JS)−1
2 ]∗ηix, k]|2d|ν|(x).

Luego, se concluye que las cotas del marco son a = b = 1, o sea que el marco es ajustado. �

Por último, teniendo en cuenta principalmente las propiedades correspondientes a la proposición
3.1, es posible representar cada vector en el espacio de Krein mediante el uso de la integral débil
y el marco continuo asociado.

Teorema 3.4. (Teorema de Descomposición de Marcos)
Sean S−1 el inverso del operador marco asociado a {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M en el espacio de
Krein K. En tal caso, cada k en K tiene las siguientes representaciones

k =
n∑

i=1

∫

M

[S−1ηix, k]η
i
xd|ν|(x),

k =
n∑

i=1

∫

M

[ηix, k]S
−1ηixd|ν|(x),

donde las integrales convergen débilmente en K′.

Demostración. Teniendo en cuenta la ecuación (3.7) y que el inverso del operador marco es
autoadjunto, se deduce fácilmente la primera igualdad,

k = S(S−1k) =
n∑

i=1

∫

M

[ηix, S
−1k]ηixd|ν|(x) =

n∑

i=1

∫

M

[S−1ηix, k]η
i
xd|ν|(x).

Además, debido a la proposición 3.1 se tiene que

k = S−1(Sk) =
n∑

i=1

∫

M

S−1([ηix, k]η
i
x)d|ν|(x) =

n∑

i=1

∫

M

[ηix, k]S
−1ηixd|ν|(x).

�
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Observación 3.9. Teniendo en cuenta el teorema de descomposición de marcos y la derivada
de Radon-Nikodym jν , para cada k se tiene que

k =
n∑

i=1

∫

M

[S−1(jν(x)η
i
x), k]η

i
xdν(x) =

n∑

i=1

∫

M

[ηix, k]S
−1(jν(x)η

i
x)dν(x),

lo cual motiva la definición de marcos duales.

Definición 3.6. Sea {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M marco continuo en el espacio de Krein K. Un marco
continuo {ζ1x, ζ2x, · · · ζnx}x∈M es un marco dual de {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M si para cada k en
K,

k =

n∑

i=1

∫

M

[ζ ix, k]η
i
xdν(x) =

n∑

i=1

∫

M

[ηix, k]ζ
i
xdν(x).

Observación 3.10. Un ejemplo concreto y sencillo a la hora de comprobar para un marco dual
de {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M, es la familia {S−1(jν(x)η

1
x), S

−1(jν(x)η
2
x), · · ·S−1(jν(x)η

i
x)}x∈M como

se mencionó en la última observación.

Pues bien, como el operador S actúa de K en K, se buscará dar a este y a su inverso una
expresión en términos de integral débil sobre operadores de la misma naturaleza.

Proposición 3.9. Sean η1 y η2 vectores del espacio de Krein K. En ese caso, el operador
lineal |η1][η2| : K → K dado para k ∈ K por

|η1][η2|(k) = [η2, k]η1

es acotado y su adjunto es el operador,

(|η1][η2|)∗ = |η2][η1|.

Demostración. Es claro la linealidad del operador. Además, para cada k 6= 0 en el espacio de
Krein K,

‖|η1][η2|(k)‖J
‖k‖J

=
|[η2, Jk]J |‖η1‖J

‖k‖J
≤ ‖η2‖J‖Jk‖J‖η1‖J

‖k‖J
= ‖η2‖J‖η1‖J .

Luego, el operador |η1][η2| es acotado y como para cualesquiera k, h ∈ K,

[h, |η1][η2|(k)] = [h, [η2, k]η1] = [η2, k][h, η1] = [[η2, h]η2, k]

= [|η2][η1|(h), k],

se infiere que (|η1][η2|)∗ = |η2][η1|. �
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Por el inciso i) de la proposición 3.1, cada integral débil en B(K) se puede expresar como
una integral débil en K. Además, en el caso del operador marco se verá seguidamente que se
cumple el rećıproco teniendo en cuenta el operador de la proposición anterior.

Observación 3.11. En cuanto al marco {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M se tiene que para cada x ∈ M
y i = 1, · · · , n, el operador |ηix][ηix| esta en B(K), entonces considerando las funciones
|ηi][ηi| : M → B(K) que env́ıan x ∈ M a |ηix][ηix| y sustituyendo en la ecuación (3.7), se
tiene que

Sk =
n∑

i=1

∫

M

|ηix][ηix|(k)d|ν|(x), k ∈ K

Por tanto,
n∑

i=1

∫

M

|ηix][ηix|d|ν|(x) = S,

donde se considera la integral débil en B(K). Esta última expresión del operador marco es lo
que se requiere en estados coherentes [8] en lugar de la condición del marco.

Proposición 3.10. Sean S el operador marco asociado a {η1x, η2x, · · · , ηnx}x∈M en el espacio
de Krein K y los operadores |S−1ηix][S

−1ηix|, |S−1ηix][η
i
x| y |ηix][S−1ηix| en B(K), entonces

n∑

i=1

∫

M

|S−1ηix][S
−1ηix|d|ν|(x) = S−1

y
n∑

i=1

∫

M

|ηix][S−1ηix|d|ν|(x) =
n∑

i=1

∫

M

|S−1ηix][η
i
x|d|ν|(x) = I.

Demostración. Teniendo en cuenta que S−1 también es autoadjunto, se tiene que

[h, |S−1ηix][S
−1ηix|(k)] = [h, [S−1ηix, k]S

−1ηix] = [S−1ηix, k][h, S
−1ηix]

= [ηix, S
−1k][S−1h, ηix] = [S−1h, [ηix, S

−1k]ηix] (3.9)

= [S−1h, |ηix][ηix|(S−1k)],

siendo aśı, como la función |ηi][ηi| es débilmente medible, |S−1ηi][S−1ηi| también lo es, y de
manera similar se concluye que las funciones |S−1ηi][ηi| y |ηi][S−1ηi| son débilmente medibles.
Por otra parte, en vista de la observación 3.11 se sabe que para cada k, h ∈ K,

[h, Sk] =
n∑

i=1

∫

M

[h, |ηix][ηix|(k)]d|ν|(x),
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entonces reemplazando en esta expresión k por S−1k, h por S−1h y usando la ecuación
(3.9) se obtiene,

[h, S−1k] = [S−1h, k] = [S−1h, SS−1(k)] =

n∑

i=1

∫

M

[S−1h, |ηix][ηix|(S−1k)]d|ν|(x)

=
n∑

i=1

∫

M

[h, |S−1ηix][S
−1ηix|k]d|ν|(x).

Aśı,
n∑

i=1

∫

M

|S−1ηix][S
−1ηix|d|ν|(x) = S−1.

Las dos últimas ecuaciones se siguen del teorema de descomposición de marcos y la proposición
3.1 pues

Ik = S(S−1k) =

n∑

i=1

∫

M

[S−1ηix, k]η
i
xd|ν|(x) =

n∑

i=1

∫

M

|ηix][S−1ηix|kd|ν|(x),

además

I = I∗ =

(
n∑

i=1

∫

M

|ηix][S−1ηix|d|ν|(x)
)∗

=

n∑

i=1

∫

M

(|ηix][S−1ηix|)∗d|ν|(x)

=

n∑

i=1

∫

M

|S−1ηix][η
i
x|d|ν|(x).

�
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CAṔITULO 4

EJEMPLOS

Se finaliza este trabajo con unas observaciones y particularidades del operador de Gram Wϕ,
el cual permite construir ejemplos de marcos continuos en espacios de Krein donde ϕ es una
función con ciertas propiedades. Tales aspectos se van a ilustrar teniendo en cuenta resultados
del caṕıtulo anterior y la construcción de dichos espacios asignando una W -métrica a un espacio
de Hilbert determinado, como bien se mostró en el caṕıtulo 2.

4.1. Operador de Gram Wϕ

Observación 4.1. [3] Los marcos para los espacios de Krein provienen de L2-espacios
L2(M, µ). Si µ es una medida positiva en una σ-álgebra sobre M y ϕ una función
real medible de tal manera que para ciertas funciones f, g ∈ L2(M, µ),

[f, g] :=

∫
f(x)g(x)ϕ(x) dµ(x), f, g ∈ L2(M, µ), (4.1)

define un producto interno y se pueda obtener un espacio de Krein tomando una completación
tal que L2(M, |ϕ|µ) da lugar a dicho espacio con simetŕıa fundamental J de tal forma que el
producto interno positivo que resulta está dado por

[f, g]J :=

∫
f(x)g(x)|ϕ(x)| dµ(x),

entonces aunque se pueda aplicar la teoŕıa de marcos ya sea al espacio de Krein o al espacio de
Hilbert asociado; se prefiere trabajar en el espacio de Krein debido a que si se pasa de ϕ a |ϕ|
se podŕıa perder algunas propiedades como por ejemplo el hecho de ser una función diferenciable,
tal como sucede cuando ϕ(x) = x.

Si en particular se considera el operador Wϕ definido en L2(R) por (Wϕf)(x) := ϕ(x)f(x),
resulta que la Wϕ−métrica coincide con el producto dado en la ecuación (4.1), esto es,
[f, g] = 〈f,Wϕg〉.

49
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Ahora bien, para la transferencia de marcos es importante tener Wϕ auto-adjunto y
Ker(Wϕ) = {0}. Además, para determinar la continuidad del operador de Gram Wϕ y saber si
el cero pertenece o no al espectro del mismo, será de utilidad los conceptos del supremo esencial
e ı́nfimo esencial definidos respectivamente por

ess sup(ϕ) := ı́nf
{
c ∈ R : µ

(
(ϕ−1 ((c,∞))

)
= 0
}

ess inf(ϕ) := sup
{
c ∈ R : µ

(
ϕ−1 ((−∞, c))

)
= 0
}
,

Lema 4.1. Sea L2(R) con la respectiva medida de Lebesgue y ϕ una función real medible,
entonces el conjunto D de funciones f ∈ L2(R) tal que

∫
R
|f(x)|2|ϕ(x)|2 dx < ∞, es denso

en L2(R).

Demostración. Sean h en L2(R) y los conjuntos Kn := |ϕ|−1 ([0, n]) , n ∈ N. Si hn := χKnh,
la sucesión {hn}n∈N está formada por funciones medibles del conjunto D de tal manera que
hn converge a h puntualmente.

En efecto, para cada n ∈ N se tiene que

∫

R

|hn(x)ϕ(x)|2 dx =

∫

Kn

|h(x)|2|ϕ(x)|2 dx ≤ n2

∫

Kn

|h(x)|2 dx

≤ n2

∫

R

|h(x)|2 dx = n2‖h‖2 < ∞.

Luego, hn ∈ D. Además,

‖hn − h‖2 =
∫

R

|1− χKn(x)|2|h(x)|2 dx =

∫

R

χR\Kn(x)|h(x)|2 dx.

En tal caso como R =
⋃
Kn, se infiere que la sucesión χR\Kn|h|2 converge a χ⋂

(R\Kn) |h|2 ≡ 0
puntualmente. Incluso |χR\Kn |h|2| ≤ |h|2 y en consecuencia, el Teorema de Convergencia
Dominada[10] nos asegura que

ĺım
n→∞

‖hn − h‖ = 0. (4.2)

Por tanto, D es denso en L2(R). �

Proposición 4.1. Sea Wϕ : dom(Wϕ) ⊆ L2(R) → L2(R) el operador de Gram dado por
(Wϕf)(x) := ϕ(x)f(x) y dominio,

dom(Wϕ) :=

{
f ∈ L2(R) :

∫

R

|f(x)|2|ϕ(x)|2 dx <∞
}
,

entonces Wϕ es auto-adjunto.
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Demostración. La existencia del operador adjunto W ∗
ϕ esta garantizada por el lema 4.1. Por

lo cual, se busca demostrar en ese caso que Wϕ =W ∗
ϕ.

En primer lugar, Wϕ resulta simétrico, es decir, Wϕ ⊂ W ∗
ϕ pues para cada f, g ∈ dom(Wϕ)

se cumple

〈f,Wϕg〉 =
∫

R

f(x)ϕ(x)g(x) dx =

∫

R

ϕ(x)f(x)g(x) dx = 〈Wϕf, g〉.

Pues bien, sea f ∈ dom(W ∗
ϕ) ⊆ L2(R). Se sabe por el lema 4.1 que para g ∈ L2(R) se tiene

que gn := χKng ∈ dom(Wϕ) con n ∈ N, entonces se cumple 〈W ∗
ϕf, gn〉 = 〈f,Wϕ(gn)〉 y si

fn se define de manera similar como gn, se deduce

〈χKnW
∗
ϕf, g〉 =

∫

R

χKn(x)W
∗
ϕf(x)g(x) dx = 〈W ∗

ϕf, gn〉 = 〈f,Wϕ(gn)〉

=

∫

R

f(x)ϕ(x)χKng(x) dx =

∫

R

ϕ(x)χKnf(x)g(x) dx = 〈Wϕ(fn), g〉.

Luego, |Wϕ(fn)| = |χKnW
∗
ϕf | ≤ |W ∗

ϕf |, o sea, {|Wϕ(fn)|2}n∈N es una sucesión que converge

casi en todas partes a |W ∗
ϕf |2 pues |Wϕ(fn)| ≤ |Wϕ(fn+1)|, entonces en virtud del Teorema

de Convergencia Monótona[10] y la ecuación (4.2) se concluye

∫

R

|f(x)|2|ϕ(x)|2 dx = ĺım
n→∞

∫

R

|fn(x)|2|ϕ(x)|2 dx = ĺım
n→∞

∫

R

|(Wϕfn)(x)|2 dx = ‖W ∗
ϕf‖2 <∞.

Por tanto, f ∈ dom(Wϕ), esto es, W ∗
ϕ ⊂ Wϕ y en consecuencia Wϕ =W ∗

ϕ. �

Teniendo ya Wϕ auto-adjunto, solo resta saber cuando Ker(Wϕ) = {0} y aśı poder obtener
Wϕ operador de Gram, lo cual se logra con la condición µ(ϕ−1({0})) = 0.

Proposición 4.2. Sea Wϕ el operador de Gram dado en la proposición anterior, entonces
Wϕ no es acotado si ess sup(|ϕ|) = ∞.

Demostración. Si ess sup(|ϕ|) = ∞, entonces no existe c > 0 tal que µ (|ϕ|−1 ((c,∞))) = 0,
es decir, µ (|ϕ|−1 ((n,∞))) > 0 para cada n ∈ N y de hecho como la medida de Lebesgue µ
es σ-finita, existen conjuntos medibles Mn ⊂ |ϕ|−1 ((n, cn)) , cn > n tal que 0 < µ(Mn) <∞.
Luego, las funciones χMn , n ∈ N pertenecen al dominio de Wϕ y son distintas del cero ya
que (c, cn) es acotado y ‖χMn‖2 = µ(Mn).

En tal caso, si Wϕ fuera acotado

‖Wϕ‖ ≥ sup
n∈N

‖WϕχMn‖
‖χMn‖

≥ sup
n∈N

√∫
Mn

|ϕ|2 dx
‖χMn‖

≥ sup
n∈N

n‖χMn‖
‖χMn‖

= sup
n∈N

n = ∞,

lo que seŕıa una contradicción y por tanto el operador Wϕ no puede ser acotado. �
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Proposición 4.3. Para el operador de Gram Wϕ se cumple que 0 pertenece a su espectro si
y sólo si ess inf(|ϕ|) = 0.

Demostración. Análogamente a la proposición 4.2 si µ(|ϕ|−1 ((0, c))) 6= 0 para algún c > 0,
entonces existe un conjunto medible M ⊂ |ϕ|−1 ((0, c)) tal que 0 < µ(M) < ∞. Aśı,
χM ∈ dom(|Wϕ|) \ {0} y

〈|Wϕ|χM , χM〉 = 〈|ϕ|χM , χM〉 ≤ c〈χM , χM〉, (4.3)

donde se utiliza el hecho de que W|ϕ| = |Wϕ| con dom(W|ϕ|) = dom(Wϕ).

Ahora, 0 /∈ spec(Wϕ) ⇔ 0 /∈ spec(|Wϕ|) ⇔ |Wϕ| ≥ δ para algún δ > 0, esto ocurre si y sólo
si

δ〈f, f〉 ≤ 〈|Wϕ|f, f〉 = 〈|ϕ|f, f〉, ∀f ∈ dom(|Wϕ|),
Luego, por la ecuación (4.3) se infiere que δ〈f, f〉 ≤ 〈|Wϕ|f, f〉, ∀f ∈ dom(|Wϕ|) si y sólo si
µ(|ϕ|−1 ((0, c))) = 0, ∀c ∈ [0, δ), lo que equivale a 0 < δ ≤ ess inf(|ϕ|). �

4.2. Marcos de Gabor y Marcos de Wavelet

Observación 4.2. En [6, sec. 8.1] se demuestra que para una función fija g ∈ L2(R) con
g(x) 6= 0 para cada x ∈ R se tiene que {EbTag}a,b∈R con a, b > 0 es un marco continuo para
L2(R) donde el operador de modulación Eb y el operador de traslación Ta están dados por

(Ebg)(x) := f(x)e2πibx, (Tag)(x) := g(x− a).

Luego, (EbTag)(x) = g(x − a)e2πibx y el marco se llama un marco de Gabor. Por ello si se
considera el espacio medible R2 con la medida de Lebesgue respectiva υ entonces se tiene que
para cada f ∈ L2(R)[6, prop. 8.1.2],

‖g‖2 ‖f‖2 =
∫

R2

|〈EbTag, f〉L2|2 dυ(a, b).

y teniendo en cuenta la definición 3.3, {EbTag}(a,b)∈R2 es un marco continuo ajustado de rango
1 para L2(R) con cota del marco igual a ‖g‖2.

Ejemplo 4.1. Considere la medida signada ν dada para un subconjunto de Borel E en el
espacio medible R por

ν(E) :=

∫

E

ϕ(x) dx,

donde se integra a ϕ : R → R medible con respecto a la medida de Lebesgue. Una
descomposición de Hahn para ν esta dada por los conjuntos Pϕ := ϕ−1 ([0,∞)) y
Nϕ := ϕ−1((−∞, 0)), donde al menos uno dichos conjuntos es finito. Aśı, las respectivas
variaciones positiva, negativa y total corresponden a

ν+(E) :=

∫

E∩Pϕ

ϕdx =

∫

E

ϕ+ dx, ν−(E) := −
∫

E∩Nϕ

ϕdx =

∫

E

ϕ− dx.



4.2. MARCOS DE GABOR Y MARCOS DE WAVELET 53

Aqúı ϕ+ y ϕ− son las parte positiva y negativa de ϕ respectivamente como se estableció en
la definición 1.5. Además,

|ν|(E) :=
∫

E

ϕ+ dx+

∫

E

ϕ− dx =

∫

E

|ϕ| dx.

La medida ν definida aśı resulta absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
y la función ϕ(x) es la respectiva derivada de Radon-Nikodym, o sea, dν = ϕ(x)dx y de la
misma manera d|ν| = |ϕ(x)|dx.

Por otro lado, si se considera el operador de Gram Wϕ de la sección anterior y el espacio de
Krein K2(R, ν) como en el ejemplo 2.1, se obtiene que la Wϕ−métrica esta dada por

[f, g]J :=

∫

R

f(x)g(x)|ϕ(x)| dx =

∫

R

f(x)g(x) d|ν|(x), f, g ∈ dom(Wϕ),

donde la simetŕıa fundamental J corresponde al operador J = χPϕ − χNϕ. De hecho,

(J |Wϕ|f)(x) = (χPϕ(x)− χNϕ(x))|ϕ(x)|f(x) = ϕ(x)f(x) = (Wϕf)(x),

esto es, el operador J es la isometŕıa correspondiente a la descomposición polar Wϕ = J |Wϕ|.
Siendo aśı, bajo la hipótesis de que 0 = ess inf(|ϕ|) < ess sup(|ϕ|) = ∞ se obtiene por las
proposiciones 4.2 y 4.3 que el operador de Gram Wϕ es no acotado y que 0 ∈ spec(Wϕ).
Luego, se toma el cierre bajo la J-norma como se describió en la observación 2.6 para obtener
el espacio de Krein HWϕ dado por

HWϕ =

{
f : R → C medible :

∫

R

|f(x)|2|ϕ(x)|dx <∞
}
,

por lo cual, HWϕ = K2(R, ν) donde D+ = χPϕdom(Wϕ) y D− = χNϕdom(Wϕ) son los
subespacios densos en H+ = L2(R, ν

+) y H− = L2(R, ν
−).

De modo que el operador U :=
√

|Wϕ| : HWϕ = K2(R, ν) → L2(R) es unitario por el teorema
2.2 y como {EbTag}(a,b)∈R2 es un marco continuo ajustado de rango 1 para L2(R) con cota
del marco igual a ‖g‖2L2

de acuerdo a la observación 4.2, entonces por la proposición 3.3 se
deduce que

{
U−1EbTag

}
(a,b)∈R2 =

{
1√
|ϕ|

EbTag

}

(a,b)∈R2

es un marco continuo ajustado de rango 1 en el espacio de Krein K2(R, ν) con la misma cota
del marco ‖g‖2. Además, en vista del teorema 3.4,

f =

∫

R2

[
S−1(U−1EbTa g), f

]
U−1EbTa g dυ(a, b), f ∈ K2(R, ν),

donde S es el respectivo operador marco.
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Ejemplo 4.2. [6, sec. 11.1] Si ψ pertenece a L2(R) y satisface,

Cψ :=

∫

R

|ψ̂(x)|2
|x| dx <∞,

donde ψ̂ denota la transformada de Fourier de ψ, entonces {ψa,b}(a,b)∈(R\{0})×R es un marco
continuo ajustado de rango 1 para L2(R), el cual denominamos como un marco continuo de
Wavelet tal que

ψa,b(x) :=
1√
|a|
ψ

(
x− b

a

)
,

y la cota del marco está dada por Cψ ya que[6, prop. 11.1.1],

Cψ‖f‖2 =
∫

R2

|〈ψa,b, f〉L2|2
dadb

a2
.

Al igual que el ejemplo anterior, si se considera ϕ(x) = x y Wx como en la proposición 4.1,
es decir, (Wxf) := xf(x) y

dom(Wx) :=

{
f ∈ L2(R) :

∫

R

|f(x)|2|x|2 dx <∞
}
,

entonces el operador Wx es autoadjunto y como µ(ϕ−1({0})) = 0, Ker(Wx) = {0} . Además,
ya que 0 = ess inf(|ϕ|) < ess sup(|ϕ|) = ∞ para ϕ(x) = x, se tiene que Wx es no acotado y
que 0 ∈ spec(Wx). Además el espacio de Krein HWx corresponde a

K2(R, xdx) =

{
f : R → C medible :

∫

R

|f(x)|2|x|dx <∞
}
,

con simetŕıa fundamental J = χ[0,∞) − χ(−∞,0) y operadores unitarios definidos en casi todas
partes por

Ux := W|φ|1/2 : K2(R, xdx) → L2(R), (Uf)(x) :=
√

|x|f(x),

U−1
x :=W|φ|−1/2 : L2(R) → K2(R, xdx), (U−1

x f)(x) :=
1√
|x|
f(x).

Luego, en virtud tanto del teorema 2.2 com de la proposición 3.3, y teniendo cuenta que
{ψa,b}(a,b)∈(R\{0})×R es un marco continuo ajustado de rango 1 para L2(R) con cota del marco
Cψ, se concluye que

{U−1
x ψa,b}(a,b)∈(R\{0})×R =

{
1√
|x|
ψa,b

}

(a,b)∈(R\0)×R

es un marco continuo de rango 1 en el espacio de Krein K2(R, xdx) con la misma cota del
marco Cψ, y asimismo en vista del teorema 3.4,

f =

∫

R2

[
S−1(U−1

x ψa,b), f
]
U−1
x ψa,b

dadb

a2
, f ∈ K2(R, xdx).
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