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Uso de esquemas en diferencias finitas
generalizadas para el modelado de dispersién de
contaminantes bajo el efecto de islas de calor
urbano en forma de viento mesoescala

Juan Salvador Lucas Martinez

Resumen

En este proyecto presento algunos esquemas en diferencias finitas generali-
zadas, los cuales fueron empleados en el estudio de fenémenos estacionarios
de difusién-adveccion afines a la dispersiéon de contaminantes en la atmds-
fera en presencia de islas de calor urbanas. Estas discretizaciones se usaron
en problemas de tipo Poisson, en particular, para estudiar un problema es-
tacionario, el cual tiene la peculiaridad de que una de sus condiciones de
frontera provoca un crecimiento abrupto en el gradiente de la solucion a
lo largo de dicha frontera. Se discute la estructura matricial del esquema
propuesto, en el cual se incluye un andlisis de los valores propios asocia-
dos al operador de Laplace obtenidos mediante estas discretizaciones. Los
esquemas que se proponen son sencillos en su planteamiento y permiten
obtener resultados numéricos con una precision bastante aceptable.

Palabras Clave: diferencias finitas generalizadas, difusion, adveccion, Pois-
son, determinacion de pardmetros.

Abstract

In this project some schemes in generalized finite differences are presented,
which were used in the study of steady-state, diffusion-advection phenom-
ena, related to pollution dispersal in the atmosphere due to urban heat
islands. These discrete models were used in Poisson-type problems, partic-
ularly, to study a steady-state problem, which has the particular feature
that one of its boundary conditions provokes a high increase in the gradi-
ent of the solution along such boundary. Matrix structure of the proposed
scheme is discussed, including an analysis of the eigenvalues associated to
the Laplace operator obtained using these discrete models. Our proposed
schemes are simple in their approach and they allowed us to obtain numer-
ical results with a quite acceptable precision.

Keywords: generalized finite differences, diffusion, advection, Poisson, pa-
rameter identification.
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Capitulo 1

Ecuaciones de transporte de
contaminantes

1.1 Antecedentes

La Fisica es el lenguaje del universo, y las Matematicas son su alfabeto. Estas discipli-
nas han permitido a la humanidad analizar el mundo a su alrederor y provee de una via
para buscar una explicacion a los fenémenos fisicos que observamos en nuestra realidad.

A lo largo de los siglos se han desarrollado muchos conceptos tedricos, hipotesis,
formulaciones y teorias en el ambito de las Matematicas, muchas de las cuales han
tenido su inspiracién en problemas fisicos. Entre todos estos conceptos, considero que
uno de los méas importantes es el operador de Laplace V, el cual aparece con frecuencia
en el estudio de problemas fisicos, en una amplia variedad de problemas. En el &mbito
de las ecuaciones diferenciales parciales, este operador esta presente en los principales
tipos de EDP’s: en problemas de tipo eliptico en la formulacién de problemas de tipo
Laplace V?u = 0, o de manera més general, en problemas de tipo Poisson V?u = f,
asi como la ecuacién de Helmholtz V?u = ku; en problemas de tipo parabdlico, como

en fenémenos de difusion %7; = kV2u; o en problemas de tipo hiperbdlico, como la
ecuacién de onda 2 = ¢?V?u, o la ecuacién de adveccién 2% + kV?u = 0, la cual se

discutird con mas detalle. Los resultados asociados a este operador resultan de gran
interés para varios campos afines a la Fisica y las Matematicas, como la Teoria de
problemas de valores a la frontera para ecuaciones elipticas o la Hidrodinamica, solo
por citar algunos ejemplos. En el caso particular de este proyecto, nuestra motivacion
es la ecuacién de difusién-adveccion

oc oc oc 0 oc 0 oc 0 oc
C o = k) DKk, L (K, 1.1.1
Yox +Uay +w82 ox ( 8:1:) + dy ( y@y) + 0z < 82) ( )
donde ¢ es la concentracién de contaminante (g/m?) en el punto (z,y,2); u, v y w

son las componentes del viento (m/s) en direcciones hacia abajo (z), de costado (y)
y vertical (z), respectivamente; K,, K, y K, son los coeficientes de difusividad en las
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direcciones correspondientes.

Las soluciones exactas en problemas donde interviene el operador de Laplace, o de
manera mas general, expresiones de tipo eliptico, son no sélamente bienvenidas, sino
también muy deseadas. Daniela Buske et al [12], calcularon las soluciones exactas pa-
ra la ecuacién de adveccion-difusion en tres dimensiones, cuya existencia y unicidad
estd garantizada por el Teorema de Cauchy-Kowalewski. D.M. Moreira et al [67], ob-
tuvieron una solucién a la ecuacién de adveccion-difusion en dos dimensiones usando
transformadas de Laplace.

Existen soluciones exactas para problemas de tipo Poisson o problemas elipticos
muy particulares. Una de mis referencias favoritas para el estudio de estos problemas
es [65], donde se describe con amplio detalle esta clase de problemas, y las condiciones
particulares en las que existe una soluciéon exacta. Sin embargo, muchas de estas pro-
puestas requieren soluciones numéricas de ecuaciones trascendentes, como en el trabajo
de D.M. Moreira [67] o la propuesta de M. Stynes [79]. Bajo condiciones estandar (con-
diciones particulares de Dirichlet o Neumann a la frontera), la existencia y unicidad
de la solucién estd garantizada por el Teorema de Cauchy-Kowalewski. Li y Lu [62]
estudiaron problemas de tipo eliptico con singularidades a la fontera, entre los que se
destaca el problema de Motz [68].

Se han desarrollado diferentes enfoques y técnicas para obtener soluciones a estos
problemas. La técnica particular de interés para el desarrollo de este proyecto es la que
se conoce en la literatura como esquemas en diferencias finitas generalizadas, la cual
consiste, a grosso modo, en proponer una forma discreta tanto para el dominio como
para los operadores involucrados en un problema fisico, a fin de aprovechar dichas es-
tructuras discretas para calcular una solucion aproximada al problema. En contraste
con los métodos en diferencias finitas clasicas, nuestra propuesta tiene la ventaja de
tener una mayor adaptabilidad para modelar la situacion planteada por los problemas
fisicos que discutiremos.

Esta técnica ha sido estudiada por varios autores a lo largo de varias décadas, y
a partir de diferentes enfoques. Nuestras referencias se remontan a 1972, cuando P.S.
Jensen [47] estudi6 diversas maneras de adaptar mallados regulares a dominios con una
geometria irregular.

En 2003, Jorg Kuhnert y Sudarshan Tiwari [54] publicaron su propuesta titulada
Finite Pointset Method, la cual es una técnica basada en un método libre de malla,
la cual emplearon para estudiar fenémenos relacionados a las ecuaciones de Navier-
Stokes. Més tarde, en 2014, Edgar Reséndis-Flores e Irma Garcia-Calvillo [73] usaron
el Finite Pointset Method para estudiar fenémenos de conduccion de calor.

La siguiente referencia importante para nuestro proyecto fueron los trabajos de J.J.
Benito-Munoz, F. Urena-Prieto y L. Gavete-Corvinos [82, 83, 85, 86], los cuales han
publicado, entre 2001 y 2017, varios estudios relacionados al método de diferencias fini-
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tas generalizadas, entre los que se incluyen problemas de tipo parabdlico e hiperbdlico,
su solucién a la ecuacién de adveccién-difusion, asi como el uso de este método para
estudiar la propagacion de ondas sismicas.

En 2018, Yan Gu, et al [37], publicaron su trabajo donde emplearon un método en
diferencias finitas generalizadas para resolver la ecuacion de calor en 341 dimensiones.
Si bien su trabajo lleva en el titulo el método de diferencias finitas generalizadas, su
propuesta se basa en un método libre de malla, donde la distribucién de los puntos en
el dominio se hace en base a métodos de colocacion.

De 2014 a la fecha, F.J. Dominguez-Mota [27, 24, 19, 25, 26], ha realizado varios
estudios relacionados a los esquemas en diferencias finitas generalizadas, entre los que
destacan sus aplicaciones a la ecuacion de calor, fendémenos de adveccion-difusion, y
mas recientemente, la formulacién de un esquema en DFG para la solucion al proble-
ma de Motz, un problema de benchmark en métodos numéricos caracteristico por sus
condiciones a la frontera.

Debo destacar de manera particular el trabajo de Manju Agarwal y Abhinav Tan-
don [4], quienes en 2009 propusieron un esquema en diferencias finitas para el modelado
de islas de calor urbano en forma de viento mesoescala y sus efectos en la dispersion
de contaminantes en la atmosfera en zonas urbanas. Unos de los objetivos de este pro-
yecto es comparar nuestras soluciones con las reportadas por Agarwal y Tandon, cuyo
trabajo fue una de las principales motivaciones para este proyecto, motivo por el cual
creo que se merece una descripcion mas detallada.

Para concluir esta seccion, quiero brindar una perspectiva general sobre la esctruc-
tura de este trabajo. A continuacién, se brinda una breve descripcion del trabajo de
Agarwal y Tandon. En lo que resta de este capitulo, haremos una breve descripcion de
las ecuaciones de transporte que se utilizan para los fines de este proyecto. En el Capi-
tulo 2 se describen los métodos para resolver el problema discreto, del cual hablaremos
con detalle mas adelante. En el Capitulo 3 se describen los esquemas en diferencias
finitas generalizadas que hemos empleado para nuestras discretizaciones. Finalmente,
el Capitulo 4 lo dedicaremos a plantear el problema inverso que estudiamos en este
proyecto.

1.1.1 El modelo de Agarwal y Tandon

El modelo propuesto por estos autores se basa en la ecuacién de conservacion de masa.
La ecuacién que propusieron para la concentracion de contaminantes en estado estatico
promedio es

Oc Oc Jc 0 Oc 0 Oc 0 Oc
- - — = — | K,— — | K,— — | K,— : 1.1.2
" ox —Hjﬁy +waz Ox < m(?x) i oy ( y8y> N 0z ( Z&z) A ( )

donde ¢ es la concentracion de contaminante en el punto (x,y, z); R es el término de
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remocion /reaccién; u, v 'y w son las componentes del viento en direcciones hacia abajo
(x), de costado (y) y vertical (z), respectivamente; K, K, y K, son los coeficientes de
difusividad en las direcciones correspondientes.

El problema fisico que estudiaron estos autores consiste en un area fuente que se
esparce sobre la superficie de una ciudad a una distancia finita. Se asume que los
contaminantes se emiten a una tasa constante desde el drea fuente y se esparcen dentro
de la capa de mezcla adyacente a la superficie de la tierra donde toma lugar la mezcla
de sustancias como resultado de la turbulencia y el movimiento de conveccién. Esta
capa de mezcla se extiende desde la superficie hasta una altura donde todos los flujos y
divergencias resultantes de la accién de la superficie virtualmente se anulan. Los autores
consideraron una regién fuente dentro del area urbana que se estiende desde el origen
hasta una distancia [ en direccién x hacia abajo (0 < z < 1) y un area libre de fuente
(I <x < X) mas alla de [, donde X es la distancia deseada para calcular la distribucion
de concentraciéon. Asumiendo la homogeneidad del terreno, la concentracion principal
de contaminante se considera constante a lo largo de la direcciéon transversal y, lo
cual reduce el problema a dos dimensiones, y por tanto se eliminan los gradientes en
la direccion y. Méas ain, asumiendo que la direccion x de difusion es despreciable en
comparacion con la direcién x de adveccion, la ecuacion (1.1.2) se simplifica a:

Oc Oc 0 Oc

El contaminante, emitido desde el area fuente, es transportado horizontalmente por el
viento a gran escala, el cual se toma como funcién de la altitud (distancia vertical),
y adicionalmente, en las direcciones horizontal y vertical por el viento mesoescala, el
cual se elige como representante del viento local causado por una fuente de calor. Asi,
la ecuacién (1.1.3) se escribe como:

Oz 0z 0z 0z

donde u es el viento a gran escala en la direccién horizontal x, u. y w,. son las compo-
nentes del viento mesoescala en las direcciones x y z respectivamente.

(u+ ue)@ + we% = 9 (Kzac> + R. (1.1.4)

El efecto de islas de calor en una ciudad causan levantamientos de aire sobre el
centro de la isla de calor. Este levantamiento de aire causa una afluencia de aire en los
alrededores, por lo que se crea una gran corriente convectiva inducida térmicamente,
lo que origina el viento mesoescala. Este comportamiento se puede modelar como:

Ue X —T, W, X 2.

lo que refleja el comportamiento basico de este tipo de viento, es decir, una afluencia
superficial y una corriente que se levanta sobre el origen. El viento a gran escala (u)
y la difusividad vertical (K,) se parametrizan como funciones de la altura vertical z
como:
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K. = K.(:)=K, (Z)ﬁ,

donde u, = u(z.) y K, = K,(z.) son la velocida medida del viento y la difusividad
vertical a una altura de referencia z, y «a, [ son las constantes que dependen de la
estabilidad atmosférica y la aspereza de la superficie. Los modelos para las componentes
horizontal y vertical del viento mesoescala dentro del rango de validez se toman como:

z «
U = —ax (> ,
Zr
az < z )O‘
We = —(— ] ,
‘ (a+1) \z,
donde a es una constante de proporcionalidad.

Tomando en cuenta los mecanismos de remociéon tales como las reacciones quimicas,
la lluvia y los mecanismos artificiales que prevalecen en la atmosfera, la ecuaciéon (1.1.4)
se escribe como:

Oc dc 0 Oc
(u—l—ue)% —i—’we% = % <Kzaz> — )\C, (115)

donde A es un pardmetro constante de reduccién de primer orden que define la pérdi-
da fraccionaria de contaminante por unidad de tiempo a través de varios procesos de
deposicion que existen en la atmosfera.

Se asume que hay algtin contaminante de concentraciéon ¢y entrando en x = 0 en el
dominio de interés, por lo que

c(0,z) =c¢y enx=0para0<z<H,

donde H es la altura de la capa de mezcla.

Se asume que los reactivos quimicos contaminantes del aire se emiten a una tasa
constante desde el nivel del suelo y son removidos de manera simultanea desde la
atmosfera por la absorcién del suelo (deposicion en seco), que puede ser expresado
como:

dc [ wge—Q enz=0, 0<x<l,
0z vgc enz=0,l<xz<X,

donde @ es la tasa de emision de contaminante, [ es la longitud de la fuente en direccion
hacia abajo, X es la distancia total considerada en direcciéon hacia abajo y v, es la
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velocidad de deposicién en seco. Los contaminantes son confinados dentro de la altura
de mezcla y no son capaces de penetrar la capa de mezcla, por lo que

Oc

K,—
0z

=0 enz=H, x>0.

1.2 Transporte

Los fenémenos de transporte son muy comunes en la naturaleza, ya sea que este término
se aplique al calor o a cierta sustancia en particular, estos fendénemos se encuentran
practicamente en todas partes del planeta, en la hidrosfera, la atmoésfera y la peddsfera.

En este contexto, el término transporte se emplea para denotar los procesos que
determinan la distribucion de agentes biolégicos, geoldgicos, quimicos o de calor en el
medio ambiente. Para los fines de este trabajo, se entensera al término transporte como
una interaccién entre procesos fisicos con un efecto en especies o componentes, o en el
calor. En esta definicién se dejaran de lado otros procesos relacionados al fenémeno de
transporte, tales como la absorcién, la degradacion, el decaimiento o las reacciones de
diferentes tipos.

En este capitulo se consideran dos tipos de procesos de transporte: la adveccién
y la difusion o dispersion. La adveccion se refiere al transporte en su sentido mas
basico: una particula siendo movida de un lugar a otro por la accion de un campo
de flujo. La difusién es un fenémeno que se origina cuando estan presentes ciertas
diferencias en la concentracion, y que se debe a la tendencia en los sistemas fisicos a
igualar los gradientes de concentracion. Si dentro de un sistema fisico hay especies con
la posibilidad de moverse de un sitio a otro, habra una red difusiva o un flujo dispersivo
desde un punto con una concentracion alta hacia puntos con menor concentracion. Las
ecuaciones de transporte se derivan de principios de conservacion de masa y de la Ley

de Fick.

1.3 Ecuacién de continuidad para la masa

Para la deduccién de la ecuacion de conservacién de masa, considere un volumen de
control en forma de prisma rectangular, cuyas dimensiones son Az, Ay y Az. La idea
es calcular la diferencia de masa dentro del volumen de control durante un pequeno
intervalo de tiempo At, para lo cual se deben de considerar las seis caras del volumen
de control.

El volumen de control se muestra en la figura (1.1), el cual contiene cierta cantidad
de masa al inicio del intervalo de tiempo At, y contiene una cantidad diferente al
final. Durante este intervalo de tiempo hay un flujo que entra por una de las caras del
volumen de control, asi como un flujo de salida a través de otra de las caras. Las masas
al inicio y al final del intervalo At estan dadas por:
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Figura 1.1: Volumen de control.

0-clz,t) - AxAyAz y 0-c(z,t+ Atl) - AzAyAz,

donde el parametro 6 denota la contribucién en el volumen total. Para medios porosos
saturados, 6 denota la porosidad del material. En la zona no saturada, dentro del suelo
por ejemplo, 6 denota la saturacion volumétrica de agua cuando se refiere a la parte
acuosa. En la situacion en que dos fluidos comparten el espacio (por ejemplo agua
y aceite), la contribucién de cada fase se debe de tomar en cuenta. El pardmetro ¢
denota la concentracion, la cual se mide en [masa/volumen|, y AzAyAz es el volumen
del elemento de control. El cambio en la masa con respecto al tiempo esta dado por:

0 clx, t + At) — ¢z, t)
At
Los flujos en la direccién x del volumen de control estan dados por:

- ArAyAz.

0j, (2, )AyAz vy Bjoy(2,1)AyAz,

donde j,_ denota el flujo de masa por unidad de area a través de la cara izquierda del
volumen de control, en la direccion negativa x. De la misma manera, j,, denota el flujo
de masa por unidad de area en la direccién x a través de la cara derecha, en la direccién
positiva z (ver figura (1.1)). Los flujos pueden variar espacial o temporalmente. Si el
flujo agrega masa al volumen de control, entonces dicho flujo se considera positivo; de
la misma manera, si el flujo resta masa del volumen de control, dicho flujo se considera



Ecuacién de continuidad para la masa 8

negativo. El flujo de masa se mide en [M/(L*- T)]. El término AyAz denota el area
por la que atraviesa el flujo.!

El balance entre ambos flujos esta dado por:

9(‘7907 (CC, t) o jz+(x7 t))AyAZ

Por simplicidad, se han omitido los flujos a través de las otras cuatro caras del volumen
de control, asumiendo que el flujo en las direcciones y y z son nulos. Como se menciond
anteriormente, ambas formulaciones miden el cambio en la masa, y por tanto, deben
coincidir:

c(z,t + At) — c(x
At

0 - 1) AT AYyAz = 0(jo—(2,1) — Jou (2, 1)) AyAz. (1.3.1)

Dividiendo entre el volumen AxzAyAz y el parametro 0:

At Ax
Obteniendo el limite cuando Ax — 0 y At — 0 se obtiene la ecuaciéon diferencial:

c({E,t—}—At) — C(:E,t) _ja:—l—(xvt) _jx—($7t)' (1'3'2)

dc 0 .

ot —%Jm
que es una formulacién para el principio de conservacion de la masa. En esta deducciéon
se asume que las funciones ¢ y j, son suficientemente suaves, o mejor dicho, suficien-
temente diferenciables, matematicamente hablando. La ecuacion (1.3.3) es vélida para

transporte en una dimension y es la base para el andlisis de procesos de transporte. La
unidad de esta ecuacion es [M/L? - T).

(1.3.3)

La ecuacién (1.3.3) es valida si no hay fuentes o sumideros para las sustancias
en cuestion. Esta formulacion se puede extender para considerar fuentes o sumideros
adicionales. Las fuentes o sumideros en cuestion se pueden describir usando un término
q(x,t), medido en [M/L?-T], el cual puede variar espacial y temporalmente. El término
integral correspondiente

t)dtd
oo ot

se agrega en el lado derecho de las ecuaciones (1.3.1) y (1.3.2). Este término es posi-
tivo cuando afiade masa (fuente) y negativo cuando remueve masa (sumidero). En la
deduccién de la ecuacion (1.3.3) el término integral debe ser diferenciado, lo que lleva
a la ecuacion general de transporte en una dimension:

'En general se asume que la contribucién volumétrica y la contribucién en el drea, comparadas
con el volumen total o el area total, respectivamente, se cuantifican con el pardmetro #, lo cual en
general no es cierto. En sistemas particulares, tales como los filtros, ambas razones pueden variar
significativamente.
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g; - —;;Hjx +q. (1.3.4)
Los flujos en las componentes y y z también se peuden tomar en cuenta, haciendo
deducciones analogas. Los flujos j,—, jy+, j.— ¥ J.4+ se introducen, se balancean y se
agregan al lado derecho de (1.3.1) y (1.3.2). Tomando los limites cuando Ay — 0y

Az — 0 se obtiene:

oc 0 0 0
que es la formulacion general para la conservacion de masa en tres dimensiones. Usando
el operador nabla V, esta ecuacion se puede escribir de forma mas compacta como:

Jc
— = — j . 1.3.
981? Veldj+gq (1.3.6)

La ecuacion de conservaciéon de masa que se acaba de obtener es insuficientemente por
sl misma para una formulacién matematica completa, ya que involucra demasiadas
variables, tales como la concentracién ¢ y los componentes del vector de flujo j. Para
reducir la cantidad de variables, se recomienda usar una formulacién que relacione al
vector de flujo con la concentracion, para asi llegar a una ecuacion en la que la con-
centracion sea la tinica variable desconocida.

El flujo de adveccion esta dado por el producto de la concentraciéon por la velocidad.
En el caso tridimensional, las componentes del flujo son:

Jz = UzCy  Jy = UyC,  Jz = UC.

Estas componentes se pueden escribir en notaciéon vectorial como

j=vc=cv.

1.4 El principio de conservaciéon

La conservacion de una variable A, la cual puede representar masa, momento o energia,
la cual es dependiente del tiempo t y de las dimensiones espaciales z, y y z, se expresa
de manera cuantitativa por la ecuacion diferencial:

0 - 0 . 0 . 0 .

7A = g0t a*y]Ay + g 4.t Q,
donde ja,, ja, ¥ ja. son las componentes del vector de flujo j4 en las correspondientes
direcciones espaciales. Todos los términos involucrados en esta ecuacién son dependien-
tes del tiempo t y de las componentes espaciales x, y y z. El término () reune a todas
las fuentes y sumideros. Si Q(x,y, z,t) es positivo, entonces hay una fuente al tiempo
t en la posicion r = (z,y, z); si Q(z,y, z,t) es negativo, entonces hay un sumidero en
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la posicién y tiempo correspondientes.

De acuerdo con la ecuacién de continuidad, el cambio en la variable A en el tiempo
es igual al costo local del flujo. La ecuacién de contiuidad se deduce del costo en un
volumen de control, como se hizo en la seccién (1.3).

En el intervalo de tiempo At, la cantidad de A por unidad de volumen cambia de
A(x,y, z,t) a A(z,y, z,t + At). El cambio total en el volumen de control es entonces

(A(x,y, z,t + At) — A(z,y, 2, 1)) ArAyAz.

Por otro lado, el costo total se expresa en términos de los flujos, las fuentes y los
sumideros. En cada dimension espacial hay dos caras, a través de las cuales la variable
A puede entrar o salir, de acuerdo a la componente del flujo. En la direccién x los flujos
a través de las dos caras estan dados por:

2 2

Observe que en este paso se omite el efecto de las fuentes o sumideros. Este hecho se
basa en la suposicién de que el tamano del paso At es suficientemente pequeno como
para ignorar el efecto de dichas fuentes o sumideros.

A A
(jAz(x + i? Y, Z7t) - ]Az<x - i,y, Z,t)) AyAZAt

Ambas expresiones del cambio dentro del volumen de control dentro del intervalo
At deben coincidir, lo que lleva a la ecuacion:

(A(z,y, z,t + At) — A(z,y, 2, 1)) AxAyAz
Ax

A
= <jAz(x + 772%2775) - .]Az(x - ;ﬂ%%ﬂ) AyAZAt

A A
+ (jAy(x7y+2y=Z7t) _jAy(xay_Qy,Z,t)> AxAzAt

A A
+ (jAz<x,y,Z + TZat) _jAz(l‘7ya Z — ;,t)> AxAyAt

+ QAzrAyAzAt.

Para simplificar esta ecuacion, se divide cada término por el producto AxAyAzAt,
para obtener:

A(x7yazat+At)_A($7y727t) _ ij(x_’_%)vaft)_ij(x_%vyvzat)
At Ax

+ jAy(ZU?y_‘_%?Z?t)_jAy(m’ _%72:’@
Ay

jAz(xayaz + %7t> _jAz(x7y7"7‘ - %725)

Az +Q
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Ahora se toman los limites cuando Ax — dz, Ay — 0y, Az — Jz y At — Ot, para
obtener la ecuacién diferencial:

0A )
EZVOJA—FQ. (1.4.1)

Esta ecuacion relaciona el flujo como una funcion de la concentracion y es valida
en el caso del transporte advectivo. Para el caso del transporte difusivo, es necesario
introducir relaciones adicionales, por ejemplo, la Ley de Fick.

1.5 Ecuaciones de difusion

Por difusién se entiende el fendémeno que causa la tendencia natural en un sistema a ba-
lancear las diferencias de concentracion. Si en un sistema existe una alta concentracién
en un punto inicial y una baja concentracién en un punto terminal, se genera una red
de flujo difusivo de componente desde el punto con mayor concentracion hacia el punto
con menor concentracién. A escala molescular, la difusién es un movimiento aleatorio
de moléculas en todas las direcciones. En un sistema donde no existen diferencias en
los niveles de conentracién, todos los caminos mantienen juntos el mismo nivel de con-
centracion. Pero si el nivel de concentracion no es constante, existira entonces una red
de flujo en una direccion, desde los niveles con alta concetracién hacia los niveles con
menor concentracion.

Un sistema con diferencias iniciales de concentracién alcanzara eventualmente un
nivel constante de concentracién si no intervienen procesos externos, los cuales po-
drian estabilizar el gradiente de concentracién. El flujo de difusion puede entonces ser
balanceado mediante procesos externos que mantengan una entrada y salida de flujo
constante, pero ain en este caso, existe un flujo de difusion que acompana al gradiente
de concentracion.

La (primera) Ley de Fick? es una férmula empirica de la cuantificacién de un flujo
de difusién, cuya unidad de medida es [M/A - T]. El enunciado de la ley para fluidos
es:

j=-DVe (1.5.1)

Esta ley afirma que el flujo de difusién es proporcional al gradiente negativo de la
concentracion. El signo menos se debe a que la direccion del flujo va desde puntos con

2Adolf Eugen Fick (1829-1901) fue un fisiélogo aleman. La segunda Ley de Fick es una ley de
conservacion para la masa en un medio de una fase:

Esta férmula se obtiene cuando se reemplaza el flujo de (1.5.1) en la ecuacién (1.4.1)
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altas concentraciones a puntos con bajas concentraciones. La constante de proporcio-
nalidad es la constante de difusion o difusividad, cuya unidad es [A/T].

Cabe mencionar que la difusividad D depende en general del fluido y del componen-
te transportado, asi como de la temperatura, la presion y del medio geoquimico. Todas
las sustancias tienen una difusividad en gases, que varia en general de su difusividad
en liquidos, y que depende a su vez del tipo de liquido o gas.

La difusividad, como se defini6 en (1.5.1), es vélida para sistemas de una sola fase,
y depende de las moléculas involuradas, es decir, de los componentes y del medio. Por
esta razén es comun referirse al parametro D como difusividad molecular. A partir de
este momento, y para tomar en cuenta esta observacion, se introduce el parametro D,
para referirse a la difusividad molecular, mientras que se reserva el parametro D para
la difusividad en general.

Para formular la Ley de Fick para sistemas multifase, por ejemplo, para medios
porosos, se deben agregar algunas observaciones. Primero se debe de tomar en cuenta
que el area que atraviesa el flujo difusivo podria ser solo una parte del area total. Es
comun asumir que el area se reduce por el mismo factor que el volumen. La contri-
buciéon volumétrica del espacio poroso, la porosidad, se toma entonces como el factor
que mide la contribucién del area activa. Es por ello que el factor # aparece en el lado
derecho de (1.5.1) cuando se aplica a medios porosos. En medios porosos no saturados
f representa el contenido volumétrico de agua.

La segunda observacién necesaria a tomar en cuenta es que las trayectorias o los
caminos que sigue el flujo de difusiéon son necesariamente més largos cuando estéan pre-
sentes varias fases. En un sistema de una sola fase, el flujo de difusion puede moverse
a través del camino mas corto disponible, pero en un sistema de varias fases pueden
presentarse obstaculos a lo largo de dicha trayectoria. Como las trayectorias son mas
largas en sistemas multifase, el flujo difusivo en esos sistemas es mas pequeno que en
sistemas de una sola fase. Si las trayectorias del flujo son mas prolongadas, es conve-
niente introducir un factor ¢ > 1 en el denominador del gradiente de concentracién.

Este incremento en la trayectoria del flujo debe de ser considerada en el calculo
del flujo j. El flujo en direccion normal es mas pequenio que el flujo que sigue una
trayectoria mas larga de la normal. El efecto combinado de ambas correcciones con el
factor de prolongacion de caminos ¥ conduce a la ecuacion:

1
j=—5PmaVe. (1.5.2)

Algunos autores de la dindmica de fluidos prefieren escribir esta formulacion de la
Ley de Fick introduciendo el término denominado tortuosidad, denotado 7, cuyo valor
oscila entre cero y uno. La tortuosidad se relaciona con el factor de prolongacion de
caminos mediante la férmula 7 = 1/92, con lo que la ecuacién (1.5.2) se puede escribir
en términos de 7 como:
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j = _TDmolvc- (].53)

De esta manera, el coeficiente del gradiente consta de tres términos, y se le suele llamar
difusividad efectiva D.g:

Deff = GTDmol' (154)

Cabe senalar que la interpretacion del término efectiva puede estar sujeta a inter-
pretacion. En ocasiones se puede entender por ‘efectiva’ al producto de la difusividad
por la tortuosidad, sin incluir la porosidad. A veces el término ‘efectivo’ se omite. En
contraste con la difusividad efectiva, a la difusividad en una fase se le suele llamar
difusividad molecular.

Para una discusiéon més detallada sobre estas ecuaciones, recomiendo referirse a
[41, 20, 28].

1.5.1 Solucion analitica a la ecuacion de difusién en una
dimensién para difusividad constante

Las soluciones generales de la ecuacion de difusion se pueden obtener para una variedad
de condiciones iniciales y de frontera si se asume que la difusividad es constante. En
esta seccién se presenta una forma de calcular una solucién analitica para la ecuaciéon
de difusién en una dimensién con difusividad constante. Considere la ecuacion

dc D 0c

ot dx
Es posible obtener una soluciéon utilizando el método de separacion de variables. Se
asume que la funciéon de concentracién se puede escribir como:

(1.5.5)

c=X(x)T(t).
Entonces se sustituye esta solucién en (1.5.5) para obtener
ar d*X
X— =DI—
dt dz?’
lo cual se puede reescribir como
147 Dax
Tdt X da?’

en esta ecuacién, el lado izquierdo de la igualdad depende unicamente de ¢, mientras
que el lado derecho depende solamente de . Como ambas expresiones coinciden, ambas
deben ser iguales a una cierta constante, la cual, para fines de simplicidad, serd llamada
—M2D. Se tienen entonces dos ecuaciones diferenciales ordinarias:
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1dT

—— = —)\D
T dt ’
id27X — )2
X dz? ’

cuyas soluciones son

T(t) = e,
X(x) = Asin(A\x)+ Bcos(Az),

lo cual lleva a una solucion para (1.5.5) de la forma

¢ = (Asin(\z) 4+ Bcos(A\z)) e NP, (1.5.6)

donde A y B son constantes de integracién. Dado que la ecuacion (1.5.5) es lineal, la
solucién general se obtiene sumando soluciones del tipo (1.5.6), con lo que se obtiene

c= " (Ansin(Anz) + By, cos(Ap)) e Pt (1.5.7)

m=1
donde las constantes A,,, B,, y A\, son determinadas por las condiciones iniciales y
de frontera del problema fisico en particular. De este modo, si se estudia el problema
de difusién fuera de una hoja plana de ancho [, a través de la cual la sustancia que
se esparce estd inicialmente distribuida de manera uniforme y cuyas superficies se
mantienen a un nivel cero de concentracion, las condiciones son:

c=c¢, O<x<l, t=0,
c=0, =0, z=1[1 t>0.

Las condiciones de frontera (1.5.9) implican que:
Bn =0, Apn=—,

y por tanto la condicién inicial (1.5.8) se convierte en

o= Aysin <m;m> CO<z<l (1.5.10)
m=1

Al multiplicar ambos lados de (1.5.10) por sin(prz/l) e integrando desde 0 hasta [
usando las relaciones

l
/ sin <p7ra:) sin (mmc) dr = ?’ m#p,
0 l l 5; M =D,

se tiene que para m par, este término se anula, mientras que para m impar se tiene
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An =—2, m impar. (1.5.11)
mm
Por tanto, la soluciéon es
4Cy & 1 —D@n+1)2724/12 (2714—1)71’1’
= n —_— 1.5.12
o= 1 S et B sy

n=0

Esta solucion en series trigonométricas es convergente para tiempos moderados y lar-
gos, por lo que se emplea en evaluacion numérica en lugar de soluciones analiticas que
involucran a la funcién de error.?

En (1.5.10) la distribucién inicial se expresa como una suma de funciones seno.
Esto revela el significado fisico de las series trigonométricas en (1.5.12), donde cada
término se corresponde con un término en la serie de Fourier (1.5.10) que representa a
la distribucién inicial.

1.6 Ecuaciones de dispersion

El factor de proporcionalidad D en la Ley de Fick (1.5.1) en general no es constante,
por ejemplo, cuando se considera un fluido a través de un medio poroso homogéneo. Es
por ello que se requiere un nuevo ajuste a la Ley de Fick si se considera el fenémeno
de adveccion, como se puede consultar en [41, 28].

En estos fenomenos donde la difusividad no es constante, se sigue presentando
una fuerte dependencia con la velocidad del fluido. A este fenémeno se le conoce como
dispersion, el cual es un fendémeno general que incluye a la difusién como caso particular.
Para el caso unidimensional, este fenémeno se describe como:

La dispersividad efectiva, la cual se usa en la Ley de Fick, consiste de dos partes. La
primera se origina en la difusién molecular y la segunda en los flujos en medios porosos.
En los flujos a altas velocidades predomina la segunda parte, que es la situacion mas
comun en las aguas subterraneas, aunque los flujos en los acuiferos son més bien lentos
en comparacién con otros departamentos hidrologicos. El factor de proporcionalidad
entre la dispersion y la velocidad a lo largo de una trayectoria del flujo esta dado por el
pardmetro «ay, que tiene dimensién de [longitud]. También se suele emplear el término
‘longitud de dispersion’ o dispersividad longitudinal. El subindice se refiere a longitu-
dinal, ya que solo es vélido en la direccion del flujo.

3La funcién de error erf z es

2 ? 2
erfz = —/ e~ dn.
V7 Jo
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En el caso de dos o tres dimensiones, es necesario generalizar el concepto de disper-
sion. El factor aj, como factor de proporcionalidad entre la dispersividad efectiva y la
velocidad de filtracion ya no es valido cuando se considera el movimiento en direccion
transversal a la direcciéon del flujo. Es por ello que se define la dispersividad transversal
ar. La formulacién analitica se vuelve un poco mas compleja, ya que el factor escalar
D.g debe ser reemplazado por el tensor de dispersion D:

&y —Qr

D = (7Dyot + arv) I + ——vv'. (1.6.2)
v

donde I es la matriz identidad. La matriz vv’ contiene a los productos de los compo-
nentes de la velocidad. Esta formulacién toma en cuenta que la mezcla constante en la
direccion de la velocidad es diferente a la mezcla constante transversal a la direccion
de la velocidad y es valida para vectores v arbitrarios, los cuales pueden variar espacial
y temporalmente. Con el tensor de dispersion, el flujo de dispersiéon se escribe como:

j=-DVe. (1.6.3)

1.7 La ecuacién de transporte de masa

Cuando se consideran la adveccién junto con la difusion o dispersién, el vector de flujo
en la direccion x es la suma de ambas contribuciones:

Ju = —D(g; + ve. (1.7.1)

Se deben de tomar en cuenta diferentes contribuciones en la difusividad D: la escala
molecular, la tortuosidad y la dispersién a escala regional. Las componentes y y z del
flujo se escriben de manera similar, por lo que el flujo se escribe en notacién vectorial
como:

j=-DVc+ve. (1.7.2)

En esta ecuacién se considera la difusividad D en su forma mds general (1.6.2).
Este resultado se sustituye en la ecuacién de conservacién de masa (1.3.4), que en una
dimesion lleva a:

Para el caso de un flujo a velocidad constante, de esta ecuacion se obtiene una de
las formulaciones méas comunes para la ecuacion de transporte:

oc 0 Jdc dc

Para el caso de difusividad constante, esta ecuacién se escribe como:

dc d%c Oc
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Para el caso general, esta ecuacion se escribe como:

dc
9& =V ed(DVec—vc)+gq. (1.7.3)
La ecuacién (1.7.3) se conoce como ecuacion de transporte de masa, y es vélida
para toda clase de agentes biologicos, geolégicos y quimicos. Se trata de una ecuacion

parabdlica, que resulta lineal si sus coeficientes son constantes.

En el caso de un flujo incompresible, o libre de divergencia, la ecuacién (1.7.3) se
simplifica como:
dc
95 =V e (DVc) —6OveVc+q. (1.7.4)
Para una discusion mas detallada de la ecuacién de transporte de masa, recomiendo
consultar [41, 28].



Capitulo 2

Métodos iterativos para
optimizacion

A primera vista, la expresion problema inverso puede resultar algo ambigua, matema-
ticamente hablando, ya que formalidad de la disciplina matematica a menudo exige
una definicién riguroza para poder denominar a dos conceptos como “inversos” uno
del otro. Algunos autores han sugerido denominar a dos problemas como “inversos”
si la formulacién de un problema involucra al otro. Histéricamente se ha denominado
como el problema directo al problema mas simple o al que ha sido estudiado primero,
mientras que al segundo problema se le ha denominado como problema inverso. Sin
embargo, cuando se refiere a problemas fisicos, en la mayoria de los casos se sigue una
nomenclatura estandar. Por ejemplo, si se desea predecir el comportamiento de un sis-
tema fisico a partir de su estado presente y de las leyes fisicas involucradas, usualmente
se denomina a este problema como “problema directo”. Por otro lado, podrian consi-
derarse como “problemas inversos” la determinaciéon de un estado presente a partir de
futuras observaciones, o la identifiacion de parametros fisicos a partir de la observacion
de la evolucion del sistema.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, se pueden distinguir dos motivaciones
para estudiar problemas inversos: en primer lugar, se desea conocer estados pasados o
parametros de un sistema fisico. En segundo lugar, se desea conocer como influenciar a
un sistema fisico por medio de su estado presente o a través de ciertos pardmetros para
dirigirlo hacia un estado futuro deseado. Entonces se podria decir que los problemas
inversos se ocupan de determinar las causas de un estado o efecto deseado.

2.1 Problemas bien planteados

Para reducir la ambigiiedad al definir un problema inverso, el matematico francés Jac-
ques Salomon Hadamard propuso la siguiente definiciéon para que un problema esté
bien planteado.

Definicién 2.1.1. Se dice que un modelo matematico para un fenémeno fisico esta
bien planteado si satisface que:

18
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1. Para todos los datos admisibles, existe una solucién.
2. Para todos los datos admisibles, la solucién es tinica.

3. La solucién depende continuamente de los datos.

Por supuesto que, matematicamente hablando, esta no es una definiciéon riguroza, ya
que no se especifica la nocion de solucién, ni se especifica qué datos se consideran admi-
sibles, ni la topologia empleada para medir la continuidad. Esta propuesta se emplea de
manera adaptativa para cada problema en particular. Si un problema falla en al menos
uno de los puntos de la definicién (2.1.1), se dice que el problema estd mal planteado.

En relacién a los tres puntos propuestos en (2.1.1), en un problema mal planteado,
muchas ocasiones en la practica es posible relajar el primer punto. Si bien es muy im-
portante contar con al menos una soluciéon para un problema inverso, en ocasiones es
posible relajar la nociéon de solucion al problema para encontrar asi un modelo adecua-
do al problema fisico.

El incumplimiento del segundo punto de (2.1.1) es un asunto mas delicado, ya que si
se encuentran varias soluciones para un mismo problema, es necesario definir criterios
adicionales para decidir qué solucién es méas adecuada para el problema en cuestion. Se
debe verificar la completez del modelo, y de ser posible, agregar informaciéon adicional.
La cuestion de la unicidad es relevante en problemas inversos donde se busca una causa
para un efecto observado. Si solo se desea encontrar una causa para un efecto deseado,
puede que sea conveniente contar con una variedad de posibles soluciones, a partir de
las cuales se puede elegir una a través de criterios adicionales.

En relacién al punto 2 de (2.1.1), cabe senalar que ain si esta condicién se cumple
para todos los datos medidos en un problema fisico, la disretizacién requerida para
el analisis del problema hace que sea mas complicado conseguir la unicidad para una
solucion. La discretizacion de un problema fisico o cualquier otra aproximacion numé-
rica conducen eventualmente a problemas en dimensién finita, por ejemplo, sistemas
de ecuaciones lineales cuya solucion probablemente no es tnica.

Para ilustrar el concepto de problemas mal planteados, considere el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1.2. Dos problemas inversos clasicos en matematicas son la diferenciacion
y la integracién. En principio, no es claro cual de estos dos problemas deberia ser con-
siderado como problema directo y cual como problema inverso. Sin embargo, el proceso
de diferenciaciéon posee propiedades de un problema mal planteado.

Sea f € C'[0,1] una funcién, 6 € (0,1), n € N (n > 2) arbitrario. Defina

fsn(x) :== f(z) + 0sin (?) z € [0,1]. (2.1.3)

Entonces

fsn(x) == f'(z) + ncos (?) x €[0,1]. (2.1.4)
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Entonces, en la norma uniforme,

||f - f5,n||oo = 57

pero
f" = finlloe = 1.

De esta manera, si se considera a f y f5, como los datos exactos y perturbados, respec-
tivamente, entonces para un error ¢ arbitrariamente pequeno, el error en el resultado,
es decir en la derivada, puede ser arbitrariamente grande. Por tanto, la derivada no
depende de manera continua de los datos, con respecto a la norma uniforme, fallando
asi el tercer punto de (2.1.1). Por supuesto que se podria forzar la dependencia de
manera continua midiendo el error en los datos con la norma C*, pero esto serfa como
hacer trampa, ya que en ese caso se pensaria que el error en los datos es pequeno si el
error en los valores de la funcién y en los valores de la derivada, que es lo que se quiere
calcular, fuese pequeno.

Por otro lado, observe que f’ es solucién a la ecuacion integral simple del primer tipo

(52)(s) = [ #(s)ds = (1) = F(0),

la cual tiene solucién en C10, 1] solo si f € C*[0,1], por supuesto. El problema directo
correspondiente seria calcular f a partir de x, es decir, la integracion, el cual es un pro-
ceso estable en C0, 1]. Note que la integracién suaviza, por ejemplo, errores altamente
oscilatorios en x (por ejemplo, como los de (2.1.4)) son amortiguados (a d sin(nz/d)) y
tienen un efecto muy pequenio en los datos para el problema inverso. Este alizamiento
es responsable del hecho que errores de amplitud pequena pero alta frecuencia, creen
oscilaciones grandes en la solucion al problema inverso. Estas consideraciones no se
restringen a este problema en concreto: cada vez que un problema directo tiene pro-
piedades de suavizamiento o alizamiento, se espera la apariciéon de oscilaciones que se
originan en perturbaciones pequenas en los datos de la soluciéon del problema inverso.
Este efecto se acentiia mas a medida que se suaviza maés la solucion al problema directo.

2.2 Identificacién de parametros

La identificacién de pardmetros se refiere a la estimacién de los coeficientes en una
ecuacion diferencial a partir de observaciones de la solucién a dicha ecuacion. A estos
coeficientes se les conoce como pardmetros del sistema, y la solucién y sus derivadas
constituyen las variables de estado. El problema directo consiste en calcular las varia-
bles de estado dados los parametros del sistema y condiciones de frontera adecuadas.
El problema directo es tipicamente bien planteado, mientras que la identificacion de
parametros, el problema inverso de interés en este proyecto, es usualmente un problema
mal planteado (en el sentido de (2.1.1)). Mdas atn, si el problema directo es lineal en
las variables de estado, la identificaciéon de parametros es en general un problema no
lineal, como se muestra en [69, 87]. Para ilustrar este punto, considere los siguientes
ejemplos:
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Ejemplo 2.2.1. Considere la ecuacion del oscilador arménico amortiguado

d*x dx
m— +c— +kx = f(t), t>0, 2.2.2
T2 T e The=f() (22.2)
con condiciones iniciales z(0) = zg, %(0) = vy. z(t) representa el desplazamiento
de la masa al tiempo t, y fl—f representa su velocidad. z y % son las variables de

estado, mientras que la masa m, el coeficiente de amortiguamiento ¢, la constante del
resorte k y la funcién de fuerza externa f(t) conforman los parametros del sistema. El
problema directo consiste en determinar las variables de estado, dados los parametros
del sistema y el estado inicial (zg,vg). Dependiendo de la informacién disponible, se
pueden formular varios problemas inversos. Por ejemplo, se pueden despreciar la fuerza
y el amortiguamiento. Se podria desplazar el sistema y tratar de determinar m y k a
partir de la observacion del movimiento resultante. Este problema estd mal planteado
en el sentido de que no se puede determinar de manera tnica m y k a partir de los
datos observados. La solucién a la ecuacion (2.2.2) con ¢ = f = vy =0 es

z(t) = xgcos(wt), w= :1, (2.2.3)

donde w representa la frecuencia de oscilacion del sistema. A partir de ciertas observa-
ciones del estado, por ejemplo, del desplazamiento z(t) sobre un intervalo de longitud
27 /w, es posible determinar de manera unica a w. Sin embargo, a partir de w slo se
puede determinar el cociente k/m. A partir de (2.2.3) se puede calcular

o 1 L (t)
w = gcos (ﬂ)) )

Esto establece que la dependencia de w con z(t) no es lineal, y por tanto la dependencia
de k u w (siempre que se conozca a uno de ellos) con w es no lineal.

Ejemplo 2.2.4. Considere la ecuacion de difusion estacionaria en una dimensién

_ (ZC (D(x)jz) — f(z), O<z<l1, (2.2.5)

con condiciones de frontera

w(0) =ur, u(l)=ug.

Esta ecuacién modela la distribuciéon de temperatura en estado estacionario dentro de
una barra metalica delgada. En este caso, la variable de estado es la distribuciéon de
temperatura u(z), 0 < < 1. Los pardmetros del sistema son el coeficiente de difusién
D(z) y el término correspondiente a la fuente de calor f(z). Como estas son funciones
y no escalares, la ecuacién (2.2.5) se conoce como sistema de pardametros distribuidos.
El problema directo (2.2.5), junto con sus condiciones de frontera de Dirichlet, es bien
planteado cuando la funcién D(z) es suficientemente diferenciable y estd suficiente-
mente lejos del cero.
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Ahora considere el siguiente problema inverso: dados f(x) y u(z) para 0 < z < 1,
estime el valor de D(x). Formalmente,

D(z) = /y ) dy (2.2.6)

=0 Uy

Donde u, = Z—Z. De esta expresion se puede notar que la dependencia de D con Z—Z (y

por tanto con u) es no lineal. Esta expresion también ejemplifica el mal planteamiento
del problema. Si 2 = 0 dentro de un subintervalo de (0,1), entonces D(z) no estarfa
determinado de manera tnica dentro de dicho subintervalo. La falta de continuidad
en la dependencia con la variable de estado es un detalle mas sutil. Considere la per-
turbacién parametrizada du = e sin(x/e?). Esta perturbacién se anula cuando & — 0.
La perturbacién corrrespondiente en la derivada, -£6u = cos(xz/£?) /e, crece arbitraria-
mente a medida que € — 0. De (2.2.6) se observa que la perturbacién correspondiente

en D(z) crece arbitrariamente a medida que € — 0.

2.3 Minimos cuadrados: una perspectiva abstracta

Una técnica empleada en la identificacion de parametros es la formulacién usando
minimos cuadrados. A continuacién se presenta una breve introducciéon con algunas
generalidades sobre esta formulacion, las cuales se presentan con mayor detalle en
[69, 87, 18]. Considere el sistema abstracto de parametros distribuidos:

A(q)u = f, (2.3.1)

donde ¢ representa la distribucién de parametros que se desea estimar, A(q) representa
un operador que depende de los parametros, y u representa la correspondiente varia-
ble de estado. A la ecuacién (2.3.1) se le denomina ecuacién de estado. En el ejemplo
(2.2.4), q representa el coeficiente de difusion D, y A(D) = —4L(D(z)-L(-)) es el ope-
rador de difusién de (2.2.5).

Suponga que los datos observados se pueden expresar como

d=Cu+n (2.3.2)

donde 7 representa ruido en los datos. C' se denomina el mapeo de estado a observacion.
Por ejemplo, si la variable de estado se mide en n puntos discretos x;, entonces

[Cul; = u(zy), i=1,...,n.

Para fines de los calculos, se requeriran varios espacios abstractos de funciones. Sea O
el espacio de parametros, el cual contiene al pardmetro ¢, sea U el espacio de estado,
el cual contiene a la variable u, y sea ) el espacio de observacion, el cual contiene a los

datos observados d. Por simplicidad, se asume que estos tres espacios son espacios de
Hilbert.
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El problema inverso consiste en estimar ¢ en (2.3.1) dados los datos d en (2.3.2). Una
forma de atacar este problema es resolver el problema de minimizacién de minimos
cuadrados regularizados restringidos

.1 .
L §HCU —d||} +aJ(g), sujetoa A(q)u=f. (2.3.3)
Aqui J(q) es un funcional de regularizacién, incorporado con la finalidad de imponer
estabilidad, informacion a priori o ambas, y « es un parametro positivo de regulariza-
cién. A este enfoque se le conoce como salida de minimos cuadrados regularizados.

Suponga que el problema directo, resulver para w en (2.3.1), es bien plantedo, y
denote la soluciéon como

u= A(q)"'f. (2.3.4)

A partir de (2.3.3) se puede obtener el problema de minimizaciéon de minimos cua-
drados regularizados no restringidos

winT(0), T() = 3lIF@) —d +al), (235

qeQ

donde ahora

F(q) = CA(q)™'f. (23.6)

El mapeo F': Q@ — V se conoce usualmente como mapeo de parametro a observacion.

Existen muchos algoritmos para resolver computacionalmente el problema (2.3.5);
sin embargo, muchos de esos algoritmos se enfocan en funciones suficientemente di-
ferenciables, digamos, de clase C2?. Como puede esperarse, muchos problemas fisicos
involucran funciones que no son suficientemente diferenciables, o incluso discontinuas,
para las cuales no es posible en general identificar a un minimizador.

Si la funciéon en cuestion fuese continua en todo su dominio y diferenciable por
piezas, se podria identificar una solucion examinando el subgradiente o el gradiente
generalizado, que son generalizaciones del concepto de gradiente para funciones que no
son suficientemente diferenciables. Como un caso en particular, se podrian estudiar las
funciones

f@) =llr@)lh,  fz) = [lr@)]]s,

donde r(z) es una funcién vectorial, como un problema de optimizacion para ciertas
funciones que no sean lo suficientemente diferenciables.

Para fines de estudiar el problema (2.3.5), se sugieren algunos métodos iterativos,
para lo cual se sugiere comenzar por considerar las estrategias de busqueda en linea y
region de confianza.
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2.4 Busqueda en linea y regién de confianza

En la optimizacion no restringida, se busca minimizar una funcién objetivo que depende
de variables reales, las cuales no estan sujetas a restricciones. La formulacion basica es

o f(2),

donde z € R" conn > 1y f:R" — R es una funcién (preferentemente suave).

En la busqueda en linea, el algoritmo elige una direccion p, y busca a lo largo de
esta direcciéon desde la iteracion actual x; hacia una nueva iteracién con un valor menor
de la funcion. La distancia a recorrer a lo largo de py se puede encontrar aproximando
una solucién al prolema de optimizacion en una dimensién para encontrar el tamano
de paso a:

Iglgglf(l'k + apg). (2.4.1)

Al resolver (2.4.1) de manera exacta se tendria el maximo beneficio en la direccién
i, pero dicha minimizacion exacta puede resultar costosa, y usualmente es innecesaria.
En su lugar, el algoritmo de btisqueda en linea genera un ntimero limitado de longitudes
de prueba hasta encontrar una que aproxime lo suficiente una solucién para (2.4.1). En
la siguiente iteracion, se calculan una nueva direccion y un nuevo tamano de paso, y el
proceso se repite.

En el algoritmo conocido como regién de confianza, la informaciéon reunida sobre
f se usa para construir una funcién modelo m; cuyo comportamiento cerca del punto
actual x; sea similar al de la funcién objetivo f. Debido a que el modelo my, podria no
ser una buena aproximacion a f cuando x estd lejos de xy, se restringe la bisqueda del
minimizador de my;, a alguna vecindad de x;. Dicho de otra forma, se puede encontrar
un candidato de paso p al resolver aproximadamente el problema

mpin my(zx + p), (2.4.2)

donde xj + p estd en la regién de confianza. Si el candidato a solucién no produce
suficiente decrecimiento en f, se concluye que la regiéon es demasiado grande, asi que
se reduce el radio de la region y se resuelve nuevamente (2.4.2). Usualmente, la region
de confianza es una bola definida por ||p||o < A, donde el escalar A > 0 se denomina
radio de la region de confianza. Tambien se pueden usar regiones de confianza en forma
de cuadrados o elipses.

El modelo my, de (2.4.2) usualmente se define como una funcién cuadratica de la
forma

1
mi(zr+p) = fu +p" Vi + ipTka, (2.4.3)

donde fx, Vfr v By son escalar, vector y matriz, respectivamente. Como lo indica la
notacion, fr v V fi se eligen como los valores de la funcién y del gradiente evaluados en



Bisqueda en linea y regién de confianza 25

el punto xj, por lo que my y f coinciden hasta el primer orden en la iteracién actual
2. La matriz By, es o bien el Hessiano V2 fj, o alguna aproximacién a él.

Los enfoques de la biisqueda en linea y la regién de confianza difieren en el orden
en que eligen la direccion y la distancia de la siguiente iteracion. La buisqueda en linea
inicia arreglando la direccion py y luego identifica una distancia apropiada, el tamafno
de paso ay. En la regién de confianza, primero se elige la méaxima distancia - el radio
de la region de confianza Ay - y luego se busca una direccién y un paso que alcance
la mejor aproximaciéon posible sujeto a la restriccién de distancia. Si el paso no es
satisfactorio, se reduce el radio Ay y se intenta de nuevo.

2.4.1 Busqueda de direcciones para métodos de biisqueda en
linea

La direcciéon de descenso mas pronunciado —V fj, es la eleccion méas obvia para métodos

de biisqueda en linea. Es intuitiva; de entre todas las direcciones en que se podria mover

a partir de zy, es la direccion en la que f decrece mas rapidamente, como lo confirma

la expansion de Taylor, la cual dice que para cualquier direccion p y cualquier tamano
de paso «, se tiene

1
f(zp +ap) = f(zr) + ap” Vi + §a2pTV2f(xk +tp)p, para alguna t € (0, ).
La tasa de cambio de f alo largo de la direccion de p en x;, es simplemente el coeficiente
de a, o sea pT'Vfi,. Por tanto, la direccién unitaria p de méas rapido descenso es la
solucién al problema
n%iinka, sujeto a ||p|| = 1.

Dado que p”V fi, = ||p|| ||V fx|| cos 6§ = ||V fx|| cos 0, donde 6 es el dngulo entre p y

V fi, es facil ver que el minimizador se alcanza cuando cosf = —1 y
o Yk
IV fell”

como se afirmd.

El método de descenso mas pronunciado es un método de biisqueda en linea que se
mueve a lo largo de pr = —V fi en cada paso. Puede elegir el tamaifio de paso a; de
varias maneras. Una ventaja de la direccion de descenso més pronunciado es que re-
quiere calcular el gradiente V f; pero no segundas derivadas. Sin embargo, este método
puede ser insoportablemente lento en problemas complejos.

Los métodos de busqueda en linea pueden usar cualquier direcciéon distinta al des-
censo mas pronunciado. En general, cualquier direcciéon descendiente - una que forme
un angulo de menos de 7/2 radianes con —V fj - garantiza producir un decremento



Bisqueda en linea y regién de confianza 26

en f, siempre que el tamano de paso sea suficientemente pequeno, lo cual se puede
verificar usando el Teorema de Taylor:

flze+epr) = f(xr) +epi Ve + O().

Cuando p;. es una direccion descendiente, el angulo 6, entre p, y V fi tiene cos 8y < 0,
por lo que

PV fie = okl IV fil| cos 6, < 0.

Se sigue que f(xy + epr) < f(xr) para todos los valores positivos € suficientemente
pequenos.

Otra direccion de busqueda importante - tal vez la mas importante de todas - es la
direccion de Newton. Esta direccion se obtiene de la expansion de Taylor hasta segundo
orden

flar+p) =~ fi+p Vi + ;PTVkaP = my(p). (2.4.4)

Si se asume de momento que V2f; es positiva definida, se obtiene la direccién de
Newton al encontrar el vector p que minimiza my(p). Al igualar a cero la derivada de
my(p), se obtiene:

py = —(V2fi) 'V i (2.4.5)

La direccion de Newton es confiable cuando la diferencia entre f(zy+p) y my(p) no
es muy grande. Al comparar (2.4.5) con la expansién de Taylor, se observa que la tnica
diferencia entre estas funciones es que la matriz V2 f(z; + tp) en el tercer término de
la expansién fue remplazado por V2 f,. Si V2f es suficientemente suave, esta diferencia
introduce una perturbacién de s6lo O(||p||*®) dentro de la expansion, asi que si ||p|| es
pequeio, la aproximacién f(z* + p) ~ my(p) es bastante precisa.

La direccion de Newton puede ser usada en métodos de busqueda en linea cuando
V2 £, es positiva definida, ya que en dicho caso se tiene

Viioy = —pe Vi fipn < —oillpy |I?

para algiin o > 0. A menos de que el gradiente V f;, (y por tanto el paso pi) sea cero,
se tiene que VfIpY < 0, y por tanto la direccién de Newton es descendente.

A diferencia de la direccién de descenso mas pronunciado, existe un tamano de paso
“natural” a = 1 asociado a la direcciéon de Newton, que es usado en la mayoria de sus
implementaciones.

Si V2f, no es positiva definida, puede ser que la direccién de Newton no esté de-

finida, dado que (V2f;)™! pudiera no existir. Atin cuando esté definida, podria no

satisfacer la propiedad descendente VfIpY < 0, en cuyo caso no es una direccién
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conveniente. En estas situaciones, los métodos de busqueda en linea modifican la de-
finicién de p, para hacerla que satisfaga la condicion descendente mientras conservan
el beneficio de la informacién de segundo orden contenida en V?f;. Por otro lado, si
A = V2, es una matriz con entradas no negativas fuera de la diagonal y al menos una
entrada negativa en la diagonal, de tal suerte que A no es positiva definida, se puede
considerar la traslacién A = A—mifn(a;)!, donde min(a;) < 0. A es una matriz positi-
va cuyo espectro es el mismo de la matriz A pero trasladado hacia la derecha (ver [9, 8]).

Los métodos que usan la direcciéon de Newton tienen una tasa rapida de convergen-
cia local, tipicamente cuadratica. Después de que se llega a una vecindad de la solucién,
la convergencia con alta precision ocurre en s6lo unas pocas iteraciones. La desventaja
principal de la direccién de Newton es la necesidad del Hessiano V2f(z). El cdlculo
explicito de esta matriz puede resultar en un proceso incomodo y costoso.

Los métodos Cuasi-Newton de busqueda en linea proporcionan una alternativa
atractiva al método de Newton sin tener que calcular el Hessiano y atin asi alcanzan
una tasa superlineal de convergencia. En lugar del Hessiano V?2f, se usa una apro-
ximacién By, la cual se actualiza en cada paso para tomar en cuenta la informacion
adquirida en cada paso. Las actualizaciones hacen uso del hecho de que los cambios en
el gradiente proporcionan informacion sobre la segunda derivada de f a lo largo de la
direccion de busqueda. A partir del desarrollo de Taylor, se tiene que

Vi +p) = Vi) + V@t [ 9+ ) - VP F@)pe

Dado que Vf(-) es continuo, el tamafio de la integral es o(||p||). Al hacer z =z, y
P = Tpi1 — T, Se obtiene

Vfir1 = Vi + V2 fe(zeir — z1) + o] |21 — x4 ])-

Cuando xj v 741 estdn en una vecindad de la solucién z*, dentro de la cual V2 f
es positiva definida, el término final in esta expansiéon es eventualmente dominado por
el término szk(xkﬂ — x},), y entonces se puede escribir

szk(fl?k.,_l — Zlfk;) ~ ka—H — ka (2.4.6)

Se puede elegir una nueva aproximacion al Hessiano By, que imite la propiedad
(2.4.6) del verdadero Hessiano, o sea, que cumpla la siguiente condicién, conocida como
la ecuacion secante:

Bit1Sk =Yk, Sk = Tht1 — Tk, Yk = Vfrr1 — Vi (2.4.7)

Usualmente se imponen condiciones adicionales a By, tales como simetria (moti-
vado por el Hessiano verdadero), y el requisito de que la diferencia entre aproximaciones
sucesivas By v Byy1 tenga un rango bajo.

Dos de las mas populares formulaciones para actualizar la aproximaciéon al Hessiano
By, son la férmula simétrica de rango uno (SR1 por sus siglas en inglés), definida por:
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(yx — Bisw) (yr — Brsi)”
(Yx — Brsi)T sk

y la formula BFGS, llamada asi por sus inventores, Broyden, Fletcher, Goldfarb y

Shanno, la cual se define como:

Bii1 = B +

, (2.4.8)

Bysyst B r
Bisy = By — kSkSK Dk | YUk

T Bysr i (2.4.9)

La diferencia entre las matrices By y Biy1 es una matriz de rango uno en el caso
de (2.4.8) y una matriz de rango dos en el caso de (2.4.9). Ambas actualizaciones sa-
tisfacen la ecuacion secante y ambas mantienen la simetria. Se puede demostrar que la
actualizacion (2.4.9) genera actualizaciones positivas definidas siempre que la aproxi-
macién inicial By sea positiva definida y sfy;, > 0.

En los métodos cuasi-Newton, la direccion de busqueda se obtiene usando By en
lugar del Hessiano en (2.4.5), es decir

Pk = =B 'V fi. (2.4.10)

Algunas implementaciones de los métodos cuasi-Newton evitan la necesidad de
factorizar By, en cada iteracién al actualizar el inverso de By, en lugar de By. De hecho,

la férmula equivalente a (2.4.8) y (2.4.9), aplicada a la aproximacién de la inversa
Hy = B; ' es

1

T
Yk Sk

Hy = (1 — pksky,f)Hk([ - pkyks;‘f) + pksksf, Pr = (2.4.11)

De esta manera, py se puede calcular haciendo p, = —HV f3.

Otra clase de direcciones de bisqueda son las generadas por los métodos no lineales
de gradiente conjugado, los cuales tienen la forma:

pe = =V f(zr) + Bepe-1,

donde [ es un escalar que asegura que pr v pr_1 sean conjugados. Los métodos de
gradiente conjugado fueron disefiados originalmente para resolver sistemas de ecuacio-
nes lineales Ax = b, donde la matriz de coeficientes A es simétrica y definida positiva.
Este problema es equivalente al problema de minimizar la funcién cuaadratica convexa
definida por

o(x) = ;xTAx — bz,

asi que era natural investigar extensiones de estos algoritmos para tipos mas generales
de problemas de optimizacion no restringidos. En general, los métodos no lineales de
gradiente conjugado proporcionan direcciones de busqueda que son mucho mas efecti-
vas que la direccién de descenso mas empinada y son casi igual de simples de calcular.
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Estos métodos no alcanzan las tasas de convergencia de los métodos de Newton o cuasi-
Newton, pero tienen la ventaja de que no requieren almacenar matrices.

Todas las direcciones de busqueda discutidas hasta ahora se pueden usar en una
busqueda en linea, y dan origen a los métodos de busqueda en linea de descenso mas
pronunciado, Newton, cuasi-Newton y gradiente conjugado. Con excepcién del gra-
diente conjugado, todos los métodos tienen un analogo en los métodos de region de
confianza.

2.4.2 Modelos para métodos de regiéon de confianza
Si se hace By = 0 en (2.4.3) y se define la regién de confianza usando la norma
euclideana, el problema (2.4.2) se convierte en:
mpin fe + 0"V £ sujeto a [|p|l2 < Ay
Se puede escribir la solucién a este problema como:

oy = ARV fi
= — .
IV fill
Esto es un paso en la direcciéon mas pronunciada donde el tamano de paso se de-

termina por el radio de la regién de confianza; la regién de confianza y la biisqueda en
linea plantean basicamente el mismo enfoque en este caso.

Un algoritmo de regién de confianza mas interesante se obtiene al elegir Bj como
el Hessiano exacto V2f;, en (2.4.3). Debido a la restricciéon de la regiéon de confianza
[pll2 < Ay, se garantiza que el problema (2.4.2) tiene solucién aiin cuando V2 f;, no es
positiva definida. El método de Newton para region de confianza ha probado ser muy
efectivo en la practica.

Si la matriz By, en la funcién cuadratica modelo my, de (2.4.3) se define usando una
aproximacion de tipo cuasi-Newton, se obtiene un método cuasi-Newton de regién de
confianza.

Uno de los métodos empleados en este proyecto para resolver el problema (2.3.5)
estd basado en un método de region de confianza, y se le conoce en la literatura como
M¢étodo de pata de perro.

2.4.3 Meétodo de pata de perro

En esta seccién, se asume que la funcion modelo m; que se usa en cada iteracién x; es
cuadratica, y se basa en el desarrollo de Taylor de f alrededor de x:

1
fl@x+p) = fit gep+ 50"V f (@ + tp)p, (2.4.12)
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donde fr, = f(zx), g = Vf(xr) y t € (0,1). Usando una aproximacién de segundo
orden B;, al Hessiano, se define m;, como:

1
mi(p) = fi+ gip + 50" Bep, (2.4.13)

donde By es una matriz simétrica. La diferencia entre my(p) v f(zi + p) es O(||p||?),
la cual es pequena si p lo es.

Cuando By, es igual al Hessiano V2f(zy), el error de aproximacién en la funcién
modelo my, es O(]|p|[?), por lo que este método es especialmente preciso cuando |[p|| es

pequeno. La eleccién By, = V2 f(xy,) lleva al método de Newton de regién de confianza.

Para obtener cada paso, se busca una soluciéon al problema

) 1 :
min my(p) = fi + gip+ §pTka sujeto a [[p] < Ay, (2.4.14)
donde Ay > 0 es el radio de la region de confianza. Usualmente se usa || - || como la

norma Euclideana, por lo que la solucién p; de (2.4.14) es el minimizador de my, en la
bola de radio Ay. Entonces, el enfoque de region de confianza requiere que se resuelva
una sucesion de problemas (2.4.14) en la que la funcién objetivo y la restricciéon (que se
puede escribir como p’p < A?) son ambas cuadréticas. Cuando By, es positiva definida
v ||Bitgr|| < Ay, la solucién de (2.4.14) es facil de identificar — es simplemente el
minimo p? = —B; g, de la cuadratica my(p). En este caso, pP se denomina paso com-
pleto. La solucién de (2.4.14) no es tan obvia en otros casos, pero se puede encontrar
usualmente sin mucho costo computacional. En cualquier caso, se requiere solo una
solucion aproximada para obtener convergencia y un buen comportamiento.

Uno de los ingredientes principales en los algoritmos de region de confianza es la
estrategia para elegir el radio de la region A en cada iteracion. Esta eleccién se basa
en el acuerdo entre la funcién modelo my, y la funciéon objetivo f en iteraciones previas.
Dado un paso p;. se define el cociente

faw) — fzn +p).
my,(0) = my(pr)
al numerador se le llama reduccion real, y al denominador se le llama reduccion esperada
(0 sea, la reduccion en f esperada por la funcién modelo). Observe que como el paso py
se obtiene al minimizar el modelo my sobre una regiéon que incluye p = 0, la reduccion
esperada siempre serd no negativa. Por tanto, si p es negativo, el nuevo valor objetivo
f(xp+pr) serd mayor que el valor actual f(xy), por lo que este paso debe ser rechazado.
Por otro lado, si p; es cercano a uno, hay un buen acuerdo entre el modelo my y
la funciéon f en ese paso, por lo que es seguro ampliar la region de confianza en la
siguiente iteracion. Si pp es positivo pero significativamente menor que uno, no se
altera la region de confianza, pero si es cercano a cero o negativo, se reduce la region
de confianza al reducir A, en la siguiente iteracién. Para la implementacion de este

P = (2.4.15)
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algoritmo, es necesario enfocarse en el problema (2.4.14). En la siguiente discusion, se
omite el subindice k para reescribir el problema (2.4.14) de la siguiente manera:

1
Ig}i{gl m(p) :==f+g"p+ §pTBp sujeto a ||p|| < A. (2.4.16)
p

Un primer paso para caracterizar las soluciones de (2.4.16) es el siguiente resultado,
que demuestra que la solucién p* de (2.4.16) satisface

(B+ M)p* = —yg, (2.4.17)
para alguna A > 0.

Teorema 2.4.18. El vector p* es una solucion global al problema de region de confianza

] 1 .
min m(p) = f+g'p+ §pTBp, sujeto a ||p|| < A, (2.4.19)

sty solamente si p* es factible y existe un escalar A = 0 que satisface las siguientes
condiciones:

(B+ Al)p" = —g, (2.4.20a)
AA = [pr[]) =0, (2.4.20b)
(B + A\I) es positiva semidefinida. (2.4.20c)

Para una demostracién del teorema (2.4.18), consulte [69].

El método de pata de perro es una estrategia para encontrar soluciones aproxima-
das al problema (2.4.14), con el cual se logra al menos tanta reducciéon en my como
con el punto de Cauchy'. Este método es apropiado cuando el modelo del Hessiano By,
es positiva definida.

Para motivar este método, se comienza examinando el efecto del radio de la region
de confianza A en la solucién p*(A) del problema (2.4.16). Cuando B es positiva
definida, el minimizador sin restricciones de m es p? = —B~!'g. Cuando este punto es
factible para (2.4.16), obviamente es una solucién, por lo que

p*(A) = p®, cuando A > [|p?]]. (2.4.21)

Cuando A es pequefio en comparacién a p?, la restriccion ||p|| < A asegura que
el término cuadratico en m tiene un efecto pequeno en la solucién de (2.4.16). Para
tal A, se puede obtener una aproximacién a p(A) al simplemente omitir el término
cuadratico de (2.4.16) y escribir

P (A) =~ —Aﬁ, cuando A es pequena. (2.4.22)
g

El método de pata de perro encuentra una solucién aproximada al remplazar la
trayectoria curva de p*(A) con una trayectoria que consiste en dos segmentos rectos.

!Este punto es el minimizador de my, a lo largo de la direccién de descenso méds pronunciado gy.
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El primer segmento va del origen al minimizador de m sobre la trayectoria de descenso
mas pronunciado, la cual es
T
v_ gt
mientras que el segundo segmento va de pU a p?. Formalmente, se puede denotar a
esta trayectoria como p(7) para 7 € [0, 2], donde

(2.4.23)

_ Y, 0<7<1,

ﬁ“”‘{ﬂHWT—D@B—ﬂm 1<7<2 (24.24)

El método de pata de perro elige p para gie minimice el modelo m a lo largo de esta
trayectoria, sujeto a la condicion de region de confianza. El siguiente lema muestra que
el minimo sobre la trayectoria de pata de perro se puede encontrar facilmente.

Lema 2.4.25. Sea B una matriz positiva definida. Entonces
1. ||p(T)]] es una funcion creciente de T, y
2. m(p(7)) es una funcion decreciente de T.

La demostracién del lema (2.4.25) se puede consultar en [69]. De este lema se sigue
que la trayectoria p(7) intersecta a la frontera de la regiéon de confianza ||p|| = A en
exactamente un punto si |[p?|| > A, y en ningiin otro punto si [|p?|| < A. Como m
es decreciente sobre la trayectoria, el valor elegido de p serd p” si |pP|| < A, y de
otra manera en el punto de interseccién de la pata de perro y la frontera de la region
de confianza. En este tultimo caso, se calcula el valor apropiado de 7 resolviendo la
siguiente ecuacion cuadratica escalar:

Ip” + (1 = 1)(p® — pV)|]? = A%

Si el Hessiano exacto V2 f(zy) se puede usar en el problema (2.4.16), si es positiva
definida, se puede hacer B = V?f(x) (o sea, p? = (V2f(x1))gr) vy aplicar el mismo
procedimiento para calcular el paso de Newton-pata de perro. De otra manera, se puede
definir p? eligiendo B como una aproximacién al Hessiano que sea positiva definida, y
proceder para encontrar el paso de pata de perro. Dado que p? satisface las condiciones
de segundo orden, una vez que esté cerca de la solucion, esta eleccion permitird una
convergencia rapida del método de Newton.

El uso de un Hessiano modificado en el método de Newton-pata de perro no es
del todo satisfactoria desde un punto de vista intuitivo. Una factorizacion modifi-
cada perturba las diagonales de V?f(z;) de una manera un tanto arbitraria, y los
beneficios del enfoque de regién de confianza podrian no verse realizados. De he-
cho, la modificacién introducida durante la factorizacion del Hessiano es redundante
en cierto sentido dado que la estrategia de regiéon de confianza introduce su propia
modificacién. La solucién exacta del problema de region de confianza (2.4.14) con
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By = V2f(xr) es (V2f(zx) + AI) "L gr, donde X se elige lo suficientemente grande para
hacer a (V2f(xy) + M) positiva definida, y sus valores dependen del radio de la regién
de confianza Aj. Se conluye que el método de Newton-pata de perro es mas apropiado
cuando la funcién objetivo es convexa (o sea, V2 f(z}) es siempre positiva semidefinida).

El método de pata de perro se puede adaptar para matrices indefinidas B, pero no
tiene mucho caso hacerlo ya que el paso completo p® no es el minimizador sin restric-
ciones de m en este caso.

Ahora que se han estudiado brevemente estos métodos iterativos para minimizar una
funcién objetivo, se estudiaran los métodos utilizados en este trabajo para la resolucién
del problema (2.3.5), que para los fines de este proyecto, resulta ser un problema no
lineal.

2.5 Minimos cuadrados no lineales

En un problema de minimos cuadrados, la funcién objetivo f tiene la forma particular

fle) = 3 Y- r2(e) 251)

Jj=1

N | —

donde cada r; es una funcién suave de R" a R. A las funciones r; se les suele denominar
residuales, y para los fines de esta seccion, se asume m > n.

La forma particular de la funcién objetivo f facilita en general encontrar un mini-
mizador en comparacion con los problemas generales de minimizacion no restringida.
El primer paso es ensamblar los componentes individuales r; de (2.5.1) en un vector
residual » : R — R de la siguiente manera

r(z) = (ri(z), ra(x), ... rp(2)”

Usando esta notacion, se puede escribir a f como f(z) = 3||r(x)||3. Las derivadas
de f(z) se pueden escribir en términos del Jacobiano J(x)

(2.5.2)

Vri(z)T

B 8rj o VT?(‘T)T
J(x) = [ 8xiL,1,z,...,m = N (2.5.3)

i=1,2,...,n V?”m ([L’)T

El gradiente y el Hessiano de f se pueden escribir como
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<
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ri(z)Vri(z) = J(x)Tr(z), (2.5.4)

1

.
I

NE

V@) = 3 Vr@n @)+ Y ) V()

.
Il
—

= J()'J(z)+ i ri(z)V?r;(z). (2.5.5)

2.5.1 El método de Gauss-Newton

Este método se puede ver como una variante del método de Newton combinado con una
buisqueda en linea. En lugar de resolver las ecuaciones de Newton estandar V2 f(xy)p =
—V f(x,), se resuelve el siguiente sistema para encontrar la direcciéon de bisqueda p&™:

JETpSN = —JTFry. (2.5.6)

Esta modificaciéon simple proporciona un nimero de ventajas sobre el método de New-
ton. En primer lugar, la aproximacién

V2 f = JL g, (2.5.7)

evita tener que calcular los Hessianos individuales de los residuales V2r;, j = 1,2,...,m,
que se necesitan en el segundo término de (2.5.5). De hecho, si se calculara el Jaco-
biano Jj, en el proceso de evaluar el gradiente V fi = Jlry, la aproximacion (2.5.7)
no requiere evaluaciones adicionales, y el ahorro en tiempo de cémputo puede ser muy
significativo en algunas aplicaciones. Segundo, hay varias situaciones muy interesantes
en las que el primer término J7J en (2.5.5) domina al segundo término (al menos
cerca de la solucién z*), asf que JIJ; es una aproximaciéon cercana a V2f; y la tasa
de convergencia de Gauss-Newton es similar a la del método de Newton. El primer
término de (2.5.5) dominard cuando la norma de cada término de segundo érden (o
sea, |rj(z)| ||[V?r;(z)|]) sea significativamente més pequenia que los valores propios de
JTJ. Este comportamiento es comtn cuando, o bien los residuales 7; son pequenos,
o bien cuando son casi afines (y por tanto las ||V?r;|| son pequenias). En la practica,
varios problemas de minimos cuadrados tienen residuales pequenos en la solucién, lo
que lleva a una rapida convergencia local del método de Gauss-Newton.

Una tercera ventaja del método de Gauss-Newton es que siempre que .J;, tiene rango
completo y el gradiente V fi no es cero, la direccién p¢™ es una direccién descendente
para f,y por tanto es una direccién adecuada para la busqueda en linea. De (2.5.4) y
(2.5.6) se tiene

(MTV fro = (™) Tire = =g T Teps™ = =[] LM |12 < 0. (2.5.8)

La tltima desigualdad es estricta a menos que Jppg™ = 0, en cuyo caso se tiene
por (2.5.6) y el rango completo de Ji, que JEr, = Vfi, = 0; o sea, x;, es un punto
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estacionario. Finalmente, la cuarta ventaja del método de Gauss-Newton surge de la
semejanza entre las ecuaciones (2.5.6) y las ecuaciones normales para el problema de
minimos cuadrados lineales. Esta conexién dice que p$™¥ es de hecho la solucién al
problema de minimos cuadrados lineales

1
mp1n§|]Jkp+rkH2. (2.5.9)

Se puede encontrar la direccién de busqueda aplicando los algoritmos de minimos cua-
drados lineales al problema (2.5.9). De hecho, si se usan algoritmos de factorizaciéon
QR o de descomposicion en valores singulares, no hay necesidad de calcular la apro-
ximacién al Hessiano JI'Jy, en (2.5.6) explicitamente; se puede trabajar directamente
con el Jacobiano Ji. Andlogamente si se usa una técnica de gradiente conjugado para
resolver (2.5.9).

Si el nimero m de residuales es grande y el nimero n de variables es relativamente
pequeno, podria no ser conveniente almacenar el Jacobiano J explicitamente. Una
estrategia alterna podria ser calcular la matriz J7J y el vector gradiente J7r al evaluar

r; y Vr; sucesivamente para j = 1,2,...,m y hacer
JET =3 (Vr)(Vr)", e =>"ri(Vr;). (2.5.10)
j=1 j=1

Los pasos para Gauss-Newton se pueden calcular resolviendo el sistema (2.5.6) de ecua-
ciones normales directamente.

El problema (2.5.9) sugiere otra motivacién para la direccién de busqueda de Gauss-
Newton. Se puede ver esta ecuacién como obtenida de un modelo en linea para la
funcién vectorial r(zx + p) = 14 + Jip, sustituida en la funcién || - [|2. En otras
palabras, se usa la aproximacion

1 1
@ +p) = 5lirGex + I ~ Sl Jkp + il

y se elige p™ como el minimizador de esta aproximacion.

Las implementaciones del método de Gauss-Newton usualmente realizan una bus-
queda en linea en la direccién p§™, usando un tamaiio de paso ay, para satisfacer cier-
tas condiciones adicionales. Para mas informacion sobre la convergencia del método de
Gauss-Newton, consulte [69].

2.5.2 El método de Levenberg-Marquardt

Este método utiliza la aproximacion (2.5.7) al Hessiano, pero reemplaza la biisqueda
en linea por una estrategia de regién de confianza, lo cual evita una de la debilidades de
Gauss-Newton, a saber, su comportamiento cuando el Jacobiano J(x) es de rango bajo.
Como en ambos casos se usa las mismas aproximaciones al Hessiano, las propiedades



Minimos cuadrados no lineales 36

de convergencia local de ambos métodos son similares.

En el método de Levenberg-Marquardt, el problema a resolver en cada iteracion es

1
mpiniHJkijrkHz, sujeto a ||p|| < Ay, (2.5.11)

donde Ay > 0 es el radio de la regién de confianza. Se elige la funcién modelo my(+) de
(2.4.14) como

1 1
mi(p) = Slrll* + 0" T+ 5p" k. (2.5.12)

Para el resto de esta seccién se omite el subindice k para enfocarnos en el problema
(2.5.11), cuya solucién se puede caracterizar de la siguiente manera: cuando la solucién
pY de las ecuaciones de Gauss-Newton (2.5.6) yacen estrictamente adentro de la regiéon
de confianza (o sea, ||[p“Y|| < A), entonces el paso p“Y también resuelve el problema
(2.5.11). De otra manera, existe una A > 0 tal que la solucién p = p“M de (2.5.11)
satisface |[p|| = Ay

(JT'T+ X)p=—J"r. (2.5.13)
Esta afirmacién se verifica en el siguiente lema.

Lema 2.5.14. El vector p™™ es una solucién al problema de region de confianza

mz}'n||Jp+7“||2, sujeto a ||p|| < A,

si y sélamente si p"™ es factible y existe un escalar X > 0 tal que

(JTT + XDp™™M = —JTr, (2.5.15a)
MA — []p"M]]) = 0. (2.5.15b)

La demostracion del Lema (2.5.14) se puede consultar en [69]. Note que las ecuacio-
nes (2.5.13) son las ecuaciones normales del siguiente problema de minimos cuadrados
lineales:

(2.5.16)

i 1 J n T
B VAI|IP T o
Similar al caso de Gauss-Newton, la equivalencia entre (2.5.13) y (2.5.16) sugiere una

manera de resolver el problema sin calcular el producto de matrices J7.J y su factori-
zacién de Cholesky.

Para encontrar un valor de A que se aproxime a la A del lema (2.5.14), se puede
usar un algoritmo para calcular raices. Se garantiza la existencia del factor de Cholesky
R siempre que la estimacion actual de A\ sea positiva, dado que la aproximacion al
Hessiano B = JTJ ya es positiva semidefinida. Debido a la estructura especial de B,
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no es necesario calcular la factorizacion de Cholesky de B+ \I. En su lugar, se presenta
una técnica para encontrar la factorizaciéon QR de la matriz coeficiente en (2.5.16):

R)\ _ T J

-t 1) a5
donde @, es ortogonal y R, es triangular superior. El factor R, satisface RfR)\ =
(JTJ + \I).

Se puede ahorrar tiempo de computo en el calculo de la factorizacion (2.5.17) usando
una combinacién de transformaciones de Householder y Givens. Suponga que se usan
transformaciones de Householder para calcular la factorizaciéon QR de J como

J=0Q m . (2.5.18)

Entonces se tiene

R T
J
0 | = [Q 1 [ 1 . (2.5.19)
I

VAI VI

La matriz de la izquierda en esta formula es triangular superior excepto por los n
términos distintos de cero de la matriz AI. Estos se pueden eliminar con una sucesion
de n(n + 1)/2 rotaciones de Givens, en las que los elementos de la diagonal de la par-

te triangular superior se usan para eliminar los términos no nulos de A\I y rellenar los
términos que surgen en el proceso. Los primeros pasos de este proceso son los siguientes:

intercambiar el renglén n de R con el renglén n de v/ AI para eliminar la entrada

(n,n) de VAI;

intercambiar el renglén n — 1 de R con el renglén n — 1 de v/AI para eliminar la
entrada (n — 1,n — 1) de esta matriz. Este paso rellena la posicion (n — 1,n) de
VM, la cual se elimina al intercambiar el renglén n de R con el renglén n — 1 de
VM, para eliminar la entrada (n — 1,7);

intercambiar el renglén n — 2 de R con el renglén n — 2 de v/, para eliminar
la diagonal n — 2 de esta matriz. Este paso rellena las entradas (n —2,n — 1) y
(n —2,n), que se eliminan al...

y asf sucesivamente. Si se combinan todas las rotaciones de Givens en una matriz Q,,
se obtiene de (2.5.19) que

R R,
0 |=10
VI 0

@\

y por tanto se cumple (2.5.17) con



Minimos cuadrados no lineales 38

Q)\ = lQ ]‘| Q/\'

La ventaja de este enfoque combinado es que cuando el valor de A se cambia en el
algoritmo de btisqueda de raices, solo se necesita recalcular @), y no la parte de Hou-
seholder de la factorizaciéon (2.5.19). Esta caracteristica puede ahorrar muchos calculos
si m > n, dado que solo se necesitan O(n?) operaciones para recalcular Q, y R, para
cada valor de )\, después del costo inicial de O(mn?) operaciones requeridas para cal-
cular Q en (2.5.18).

Los problemas de minimos cuadrados suelen estar mal escalados. Algunas de las
variables podrian tener valores del orden de 10%, mientras que otras podrian tener
valores del orden de 107%. Si se ignoran tales variaciones, los algoritmos antes descritos
podrian encontrar dificultades numéricas o producir soluciones de mala calidad. Una
manera de reducir los efectos del mal escalamiento es usar una region de confianza
elipsoidal en lugar de la regién de confianza esférica definida anteriormente. El paso
esta restringido a una elipse en la que las longitudes del eje mayor estan relacionadas a
los valores tipicos de las variables correspondientes. De manera analitica, el problema
se convierte en

1
mpin§|]Jkp+ |2, sujeto a ||Dyp|| < Ay, (2.5.20)

donde Dy, es una matriz diagonal con entradas positivas. En lugar de (2.5.13), la solu-
ci6n de (2.5.20) satisface una ecuacion de la forma

(JE T + ADpiM = — Tl (2.5.21)

y, de manera equivalente, resuelve el problema de minimos cuadrados lineales

J Tk
o[
Las diagonales de la matriz de ajuste Dy pueden cambiar de iteracion a iteraciéon mien-
tras se reune informacion sobre el rango de valores de cada componente de x. Si la
variacion en estos elementos se mantiene dentro de ciertos limites, entonces la con-
vergencia para el caso esférico se mantiene, con modificaciones menores. Mas atn, la
técnica aqui descrita para calcular Ry no necesita modificaciones. Seber y Wild [a re-
ference, maybe?] sugieren elegir las diagonales de D3 de tal manera que coincidan con
las de JI'J,, para hacer al algoritmo invariante bajo reescalamiento diagonal en los
componentes de x.

2
min

i (2.5.22)

Para problemas en los que m y n son grandes y J(z) es rala, se sugiere resolver
(2.5.11) 0 (2.5.20) de manera aproximada usando el algoritmo CG-Steihaug, con J[ Jj
reemplazando al Hessiano exacto V2f;. La propiedad de la matriz JI.J, de ser po-
sitiva semidefinida simplifica este algoritmo, debido a que no puede haber curvatura
negativa. No es necesario calcular J! J; explicitamente para implementar el algoritmo
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CG-Steihaug; los productos requeridos en el algoritmo se pueden calcular realizando
los productos con Jy y Ji por separado.

Para mas informacién sobre la convergencia del método de Levenberg-Marquardt,
asi como del algoritmo CG-Steihaug, recomiendo referirse a [69].

Hasta ahora se han descrito brevemente los métodos itreativos utilizados en este pro-
yecto para resolver el problema (2.3.5). En la siguiente seccion se discuten los métodos
de penalizacion utilizados para complementar este proyecto, los cuales estan dirigidos
al pardmetro « y al funcional J(q) de (2.3.5). En estos métodos, la idea es remplazar
el problema original por una sucesiéon de subproblemas en la que las restricciones del
problema se representan por términos anadidos a la funcién objetivo, esto con la fina-
lidad de imponer estabilidad, anadir informacion al problema, o en el caso particular
de este proyecto, reflejar la fisica del problema en cuestion.

2.6 Meétodos de penalizacion

El problema de minimizar una funcién sujeta a ciertas restricciones en sus variables se
puede formular como

0, 1€ €&,
0

i (2.6.1)

TeR™ Z(.I') =

min f(z) sujeto a _{ i)

donde f y las funciones ¢; son funciones diferenciables y real valuadas, definidas en un
dominio de R"™, y € e Z son dos conjuntos finitos de indices. f se denomina la funciéon
objetivo, las ¢;’s con ¢ € £ son las restricciones de identidad y las ¢;’s con ¢ € Z son
las restricciones de desigualdad. Se define el conjunto factible {2 como el cunjunto de
puntos que satisfacen las restricciones, es decir,

Q={zr:¢(x)=0, i€& ¢x)=>20, 1eT}, (2.6.2)

por lo que se puede escribir (2.6.1) como

min f(z). (2.6.3)

e

En esta seccion se estudian las caracterizaciones de las soluciones de (2.6.3). Primero
se definiran algunos conceptos y se listaran algunos resultados utiles.

Definicién 2.6.4. El conjunto activo A(z) de un punto factible x consiste del sub-
conjunto de indices de £ correspondientes a la restriccién de igualdad, junto con los
indices de desigualdad i para los cuales ¢;(x) = 0, es decir

A(z) =€&U{i e T : Ci(z) =0}.

En un punto factible x, la condicién de desigualdad i € Z se llama activa si ¢;(z) = 0
e inactiva si se cumple la desigualdad estricta ¢;(z) > 0.
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Se introduce la funcion Lagrangiana

Lz, ) = f(z) — Mg (), (2.6.5)

donde al escalar A; se le denomina multiplicador de Lagrange para la restriccion ¢y (z) =

0. Note que V. L(z,\1) = Vf(z) — M1V (z).

Definicién 2.6.6. (LICQ) Dado un punto = € A(x), se dice que se cumple la condi-
cién de restricciones linealmente independientes (LICQ por sus siglas en inglés) si el
conjunto de gradientes de las restricciones activas {V¢;(z) : i € A(x)} es linealmente
independiente.

Teorema 2.6.7. (Condiciones necesarias de primer orden) Suponga que x* es una
solucion local de (2.6.1), y que las funciones f y ¢; de (2.6.1) son continuamente di-
ferenciables, y que x* cumple la condicion de restricciones linealmente independien-
tes. Entonces existe un multiplicador de Lagrange vectorial \*, con componentes A,
i€ EUZL de tal suerte que las siguientes condiciones se cumplen en (xz*, \*)

LT, N) =0, (2.6.8a)
ci(z*) =0, para todoi € €, (2.6.8b)
¢i(z*) >0, para todoi €L, (2.6.8¢)

A; >0, para todoi € Z, (2.6.8d)

Aci(z*) =0, para todoie EUL. (2.6.8¢)

Las condiciones (2.6.8) se conocen como condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, o
condiciones KKT. Las condiciones (2.6.8¢) son condiciones complementarias, éstas im-
plican que, o bien ninguna restriccién ¢ es activa, o bien que todos los A} = 0, o quizas
ambas. En particular, los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las restric-
ciones de desigualdad inactivas son nulos, se pueden omitir los términos con indices
i ¢ A(z*) de (2.6.8a) y rescribir esta condicién como

0=V.Le" \)=Vfr)— 3 AVe(s). (2.6.9)
i€ A(x*)

Definicién 2.6.10. Dado un punto factible z y el conjunto activo A(x), se define el
conjunto de direcciones factibles linealizadas F(x) como

Flz)={d: d"Vei(z) =0, para todo i € &,
= " d'Ve(x) =0, para todo i € A(z)NZT

Dado F(z*) como de la definicién anterior y algiin multiplicador vectorial A* con
las condiciones KKT, se define el cono critico C(z*, \*) como sigue:

C(x*, \*) = {w € F(2*) : Vey(2*)'w = 0, para toda i € A(z*) NI con \; > 0}.

De manera equivalente,
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Ve () Tw =0, para todo i € &,
w e C(x*, \*) & { Ve(x*)Tw =0,  paratodoie A(z*)NZ con \} >0,
Vei(x*)Tw > 0, para todo ¢ € A(z*) NZ con A\ = 0.
(2.6.11)

Para el siguiente resultado se involucran segundas derivadas, por lo que es necesario
asumir propiedades mas fuertes de suavidad en las funciones. Para este proposito, se
asume que f y ¢;, i € £ UZ son de clase C2.

Teorema 2.6.12. (Condiciones necesarias de sequndo orden) Suponga que x* es una
solucion local de (2.6.1) que cumple la LICQ. Sea A* un multiplicador de Lagrange
vectorial con las condiciones KKT. Entonces

w' V2 L(x*, \)w >0, para todo w € C(z*, \*). (2.6.13)

Teorema 2.6.14. (Condiciones suficientes de sequndo orden) Suponga que para algin
punto factible * € R"™ existe un multiplicador de Lagrange vetorial \* de tal suerte
que sumple con las condiciones KKT. Suponga también que

w' V2 L(z*, \)w >0 para toda w € C(z*, \*),w # 0. (2.6.15)
Entonces x* es una solucion local estricta para (2.6.1).

Las demostraciones de todos los resultados listados en esta seccion se pueden consultar
en [69].

En esta seccion se estudian dos métodos para complementar la solucién al proble-
ma (2.3.5). En primer lugar, el método de penalizacion cuadrdtica, el cual agrega un
multiplo del cuadrado de la violacién a cada restriccién de la funcion objetivo. Este es
un método comun en la practica, dada su simplicidad, aunque tiene sus propias des-
ventajas. En segundo lugar, se estudia el método de penalizacion exacta no suave, en
el cual un problema sin restricciones (en lugar de una sucesion) reemplaza al problema
restringido original. Usando estas funciones de penalizacién, se podria encontrar una
solucion usando un método de minimizaciéon como los que ya se han mencionado, pero
la ausencia de suavidad de la restriccion puede complicar las cuentas.

2.6.1 Meétodo de penalizacion cuadratica

La idea es remplazar un problema de optimizacién con restricciones con una sola funciéon
que consiste de

m la funcién objetivo original del problema de optimizacion con restricciones, ade-
mds de

m un término adicional por cada restricciéon, el cual es positivo cuando el punto
actual x viola la restriccion, y cero en otro caso.
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Muchos enfoques definen una sucesion de estas funciones de penalizacion, en la cual
los términos de penalizacion para las restricciones violadas se multiplican por un coefi-
ciente positivo. Al hacer mas grande a este corficiente, la penalizacién es més severa,
obligando asi al minimizador de la funcién de penalizacién a acercarse a la regiéon fac-
tible del problema con restricciones.

La mas sencilla de las funciones de penalizacién de este tipo es la funcién de pe-
nalizacién cuadratica, en la que los términos de penalizacién son los cuadrados de las
restricciones violadas. Este enfoque se describe inicialmente en el contexto del problema
equitativamente restringido

min f(z) sujeto a c;(z) =0, €€ (2.6.16)
En esta formulacion, la funcién de penalizacién cuadratica Q(x; ) es
1
Qws ) = flx) + 35> ci(x), (2.6.17)
i€

donde i > 0 es el parametro de penalizacion. Haciendo crecer a p de manera arbitraria,
se penaliza a las violaciones a las restricciones aumentanto la funcién considerablemen-
te. Se considera entonces una sucesion {uy} con ug T oo cuando k — oo, y se busca
aproximar al minimizador z; de Q(z;u) para cada indice k. Dado que los términos
en (2.6.17) son suaves, se pueden usar métodos de optimizacién no restringida para
buscar las xj, para lo cual se pueden emplear los minimizadores xy_1,zr_o, etc., de
Q(+; 1) para valores mas pequenos de p para una iteracién inicial. Puede que solo se
necesiten unos pocos pasos de minimizacién no restringida para cada gy, si se elige
bien la sucesion {uy} junto con una buena eleccién inicial.

Para el problema de optimizacién general con restricciones

min f(z) sujetoac(x)=0, i€&, ¢x)=0, 1€l (2.6.18)

que contiene restricciones en identidades y desigualdades, se puede definir la funciéon
cuadratica de penalizacion como

u [ N2
Qlas ) = f(2) + 53 o) + 5 (les)] )" (2.6.19)
ic€ i€T
donde [y]~ = max{—y,0}. En este caso, @) podria resultar menos suave que la funcién

objetivo y que las funciones de restriccién. Por ejemplo, si una de las restricciones es
x1 > 0, entonces la funcién min(0, z1)? tiene una segunda derivada discontinua, por lo
que @ no serfa de clase C?.

En la implementacion se puede elegir una sucecién de pardmetros {j} de manera
adaptativa basada en la dificultad de minimizar la funciéon de penalizacion en cada ite-
racién. Cuando el proceso de minimizar Q(z; ) resulta demasiado costoso para alguna
k, se elige pur11 para que sea modestamente mayor que pu; por ejemplo 1 = 1.54.
Si el minimizador de Q(z; u) se puede aproximar de manera barata, se puede intentar
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un incremento mas ambicioso, por ejemplo ;1 = 10u. La teoria detras del algoritmo
permite latitudes amplias en la eleccion de tolerancias no negativas 7; solo se requiere
que 7, — 0 para asegurar que la minimizacién se realiza de manera precisa mientras
las iteraciones avanzan.

No hay garantia de que el paro de prueba ||V,Q(z; ux)|| < 7% se cumpla ya que,
como se menciond arriba, las iteraciones podrian alejarse de la regién factible cuan-
do el parametro de penalizacién no es lo suficientemente grande. Una implementacion
practica debe incluir garantias de que dicho parametro incrementara cuando las viola-
ciones a la restriccion no decrezcan lo suficientemente rapido, o cuando las iteraciones
parezcan diverger.

Cuando solo hay restricciones de igualdad, Q(z; i) es suave, por lo que los algo-
ritmos para minimizacion sin restricciones se pueden usar para identificar a la solucion
aproximada zj. Sin embargo, la minimizacion de Q(x; ) se vuelve mas complicada
si up crece, a menos de que se usen técnicas especiales para calcular las direcciones
de biisqueda. Por un lado, el Hessiano V2 Q(xz; i) podria volverse arbitrariamente
mal condicionado cerca del minimizador. Esta propiedad por si misma es suficiente
para hacer que varios algoritmos para minimizacién sin restricciones, tales como los
cuasi-Newton o gradiente conjugado, tengan un desempeno muy pobre. El método de
Newton, por otro lado, no es sensible al mal condicionamiento del Hessiano, pero aun
asi podria encontrar dificultades para pu; grandes por otras dos razones. Primera, el
mal condicionamiento de V2, Q(z; ;) podria causar problemas numéricos cuando se
resuelven las ecuaciones lineales para calcular el paso de Newton. Sin embargo, estos
efectos no son graves y las ecuaciones de Newton se pueden reformular. Segunda, atin
cuando x estd cerca del minimizador de Q(z;ug), el desarrollo de Taylor cuadratico
de Q(z; py) alrededor de = es una aproximaciéon razonable a la funcién verdadera so6-
lo en una pequena vecindad de x. Como el método de Newton se basa en el modelo
cuadratico, los pasos que éste genera podrian no avanzar de manera rapida hacia el
minimizador de Q(x; uy). Esta dificultad se puede aligerar con una buena eleccién del
punto inicial zj,, o haciendo zj,, = z} y eligiendo ;41 modestamente mayor a fi.
Para mas informacion sobre la convergencia del método de penalizacion cuadratica,
consulte [69].

2.6.2 Funciones de penalizacion no diferenciables

Algunas funciones de penalizacién son exactas, lo que significa que, para ciertas eleccio-
nes de sus parametros de penalizacion, una sola minimizacién con respecto de x puede
llevar a la solucion exacta del problema de programacion no lineal. Esta es una propie-
dad deseable ya que hace que la ejecucion de los métodos de penalizacion sean menos
dependientes de la estrategia para actualizar el parametro de penalizacion. La funcién
de penalizacién cuadratica de la seccién anterior no es exacta ya que su minimizador
en general no es el mismo de la solucién del programa no lineal para cualquier valor
positivo de p. En esta seccién se discuten funciones de penalizacién no diferenciables,
las cuales han resultado tutiles en varios contextos.
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Una funcién popular de penalizacién no diferenciable para el problema general de
programacion no lineal (2.6.18) es la funcion de penalizacion l; definida como

Sr(aip) = F(a) +p Y Jer@) + 0 Elesw)) (26.20)
ic€ i€T
donde [y]~ = méx{0, —y}. Su nombre se deriva del hecho que el término de penaliza-

ci6én es p por la norma [y de la restricciéon violada. Note que ¢1(z; i) no es diferenciable
en algunos puntos, debido a la presencia del valor absoluto y la funcién []~.

El siguiente resultado establece la exactitud de la funcion de penalizacién [;.

Teorema 2.6.21. Suponga que x* es una solucion local estricta del problema de pro-
gramacion no lineal (2.6.18) en el que las condiciones necesarias de primer orden del
Teorema (2.6.7) se cumplen, con multiplicadores de Lagrange A}, i € € UZ. Entonces
x* es un minimizador local de ¢1(x; p) para todo p > p*, donde

= |A"||o = max |A7]. 2.6.22
i = Il = max |27 (26.22)
Mas atun, si se cumplen las condiciones suficientes de sequndo orden del Teorema
(2.6.14) y pu > p*, entonces x* es un minimizador local estricto de ¢1(x; ).

Dicho de otra manera, en la solucién x* del programa no lineal, cualquier movimien-
to dentro de la regién no factible se penaliza lo suficientemente brusco para que produz-
ca un incremento en la funcién de penalizacién a un valor mayor que ¢, (z*; 1) = f(z*),
y por tanto forzando al minimizador de ¢;(-; u) a regresar a x*.

Como los métodos de penalizaciéon trabajan minimizando directamente la funcién
de penalizacion, se requiere caracterizar a los puntos estacionarios de ¢;. Atin cuando
¢1 no sea diferenciable, tiene una derivada direccional D(¢;(x;pu);p) a lo largo de
cualquier direccion.

Definicién 2.6.23. Un punto £ € R™ es un punto estacionario de la funcion de
penalizacion ¢, (x; ) si
D(¢1(2; p);p) 2 0, (2.6.24)

para todo p € R". Similarmente, Z es un punto estacionario de la medida de inviabilidad

h(z) =3 ei(@)] + S lei(@)] (2.6.25)

€€ 1€T

si D(h(Z);p) > 0 para todo p € R™. Si un punto no es factible para (2.6.18) pero
es estacionario con respecto a la medida de inviabilidad h, se dice que es un punto
estacionario no factible.

El siguiente resultado complementa al Teorema (2.6.21) mostrando que los puntos
estacionarios de ¢;(x;pu) corresponden con los puntos con las condiciones KKT del
problema de optimizacién con restricciones (2.6.18) bajo ciertas condiciones.
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Teorema 2.6.26. Suponga que T es un punto estacionario de la funcion de penaliza-
cion ¢1(z; p) para toda o mayor que un cierto limite fi > 0. Entonces si & es factible
para el programa no lineal (2.6.18), satisface las condiciones KKT. Si & no es factible
para (2.6.18), entonces es un punto estacionario no factible.

Estos resultados brindan la motivaciéon para bosquejar un algoritmo basado en la
funcién de penalizacién [;. La minimizacion de ¢;(x; p) se complica debido a la no
diferenciabilidad de la funciéon. Sin embargo, se sabe bien como calcular los pasos de
minimizaciéon usando un modelo diferenciable de ¢ (z; puy).

El esquema mas sencillo para actualizar el pardametro de penalizacion uy es incre-
mentarlo en un multiplo constante, si el valor actual produce un minimizador que no
es factible dentro de una tolerancia 7. Este esquema suele trabajar bien en la préctica,
pero también puede ser ineficiente. Si el parametro inicial de penalizacion o es de-
masiado pequeno, se requeriran varias iteraciones para determinar un valor apropiado.
Mas aun, las iteraciones podrian alejarse de la solucién z* en estos ciclos iniciales, en
cuyo caso la minimizacién de ¢;(x; py) debe terminarse antes y quizas xzj deberfa re-
tornarse a la iteracion anterior. Si, por otro lado, u es excesivamente grande, entonces
la funcion de penalizacién serd dificil de minimizar, y posiblemente requiera un ntimero
grande de iteraciones.



Capitulo 3

Esquemas en diferencias finitas

3.1 Diferencias Finitas Clasicas

Suponga que se tiene una ecuacién diferencial (o un sistema de ecuaciones) definida
sobre un dominio D junto con sus condiciones a la frontera. Este problema se puede
escribir de forma simbélica como

Lu=f, (3.1.1)

donde L es un operador diferencial, y f es el lado derecho de la ecuacién. Por ejemplo,
para escribir el problema

du . x 0<z<l
— = COS T <r<l,
dr ' 1+ u2 ’ (3.1.2)
u(0) = 3,
de la forma (3.1.1), se tiene
du x
Luz%—km? f =cosz,

donde u(z) estd definida en [0, 1], junto con la condicién de frontera u(0) = 3.

Se asume que la solucién u(z) del problema (3.1.1) existe. Para calcular esta solu-
cién usando el método de diferencias finitas, en primer lugar se debe elegir un conjunto
finito de puntos en el dominio D. A dicho subconjunto finito del dominio se le denomina
el mallado D;,. La idea del método de diferencias finitas no es de calcular la solucién
exacta u(z) de (3.1.1), sino una tabla de valores [u], de la solucién en los puntos del
mallado D;,. Se asume que el mallado D;, depende de un pardmetro A > 0, el cual se
puede tomar tan pequeno como se desee. A este parametro se le denomina el tamano
de paso, y la idea es que mientras mas pequeno sea este parametro, mas fina sera la
malla.

Por ejemplo, se puede tomar h = 1/N, donde N es un entero positivo, y considerar
el mallado Dy, = {xg = 0,2y = h,xy = 2h,...,xy = 1} sobre el dominio D = [0, 1].

46
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Usando este mallado, la funcién discretizada [u], sobre los puntos del mallado D =
{z, =nh:1<n<N,n e N} toma los valores u(nh), el cual se abrevia como u,, para
los fines de la explicacion. Para el calculo de los valores de la tabla [u]y, se puede usar
la aproximacion siguiente para el problema (3.1.2):

Un4+1 — Un T,

= COS Ty, n=01,...,N—1,
h 1+ug (3.1.3)

U():?).

Notese que la derivada del problema (3.1.2) se ha sustituido por la aproximacién

du _u(r+h)—u(z)
dr h '

El conjunto u” = {uéh), ugh), . ,ug\};)} se conforma de los valores aproximados de
la solucién u(zx) restringida a los puntos del mallado Dy, es decir, este conjunto se
puede interpretar como una aproximacion a u(x) restringida a los puntos del mallado
Dy,. En el contexto del problema (3.1.1), a esta proyeccién de la aproximacién de la
solucién u(x) sobre los puntos del mallado Dy, se le denomina la forma discretizada del
operador L. Los valores u(gh),ugh), e ,ug\};) en los puntos xi,xs,...,xyN se calculan de
manera consecutiva usando el sistema (3.1.3) paran = 0,1,..., N —1. Por simplicidad,
en el sistema (3.1.3) se omitieron los superindices (h), lo cual se hard para fines de la

explicacion de aqui en adelante.

En este ejemplo se considera un mallado uniforme, es decir, los puntos se encuentran
separados entre si por una distancia constante h. Esta condiciéon no es un imperativo,
ya que es posible considerar una distancia variable entre los nodos del mallado; es decir,
se puede considerar un mallado x¢g = 0, x1 = x¢+ hg, 2 = 1+ hy, ..., xxy = 1, donde
los tamaiios de paso h, paran = 0,1,..., N —1 no son todos iguales, pero méx h,, — 0,
asi como h = 1/N — 0. Los nodos de D}, se pueden colocar sobre el dominio de ma-
nera conveniente para adaptarse al problema, por ejemplo, concentrando una mayor
cantidad de puntos en los intervalos donde la solucién u(z) presenta mayores varia-
ciones (ver [46] o [48]). Estas adaptaciones se realizan principalmente para acoplar la
solucién al problema fisico que representa el sistema, o de acuerdo a las necesidades de
calculo involucradas. En el calculo secuencial de las aproximaciones ugh), ugh), o u)
se obtiene también informacién sobre la tasa de cambio de wu(z), y se sugiere que es-
ta informacion se tome en cuenta para la eleccién del siguiente punto en el mallado .

En estos ejemplos nos hemos limitado a ilustrar el concepto de mallado y la co-
rrespondiente discretizacion de la solucién [u]y,. Sin embargo, el célculo de valores que
coindida de manera aproximada con la solucién en los puntos del mallado de la manera
que se ha discutido hasta ahora, es s6lo una de las opciones posibles para calcular una
solucion al problema. Una opcion alternativa podria ser el considerar los valores de la
funcién [u], en los puntos © = h/2,3h/2,...,1 — h/2 dados por

L2 e e

= [,
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Esta alternativa podria resultar conveniente en el caso de que u(z) sea integrable.
Por tal motivo, y a menos de que se especifique lo contrario, se asume que las funciones
solucién involucradas son no sélamente continuas, sino también diferenciables hasta el
grado necesario segin el problema, lo cual es una propiedad mucho mas fuerte en una
funcion que el solo hecho de ser integrable.

Nos interesa entonces el problema del calculo de la tabla de valores para [u],, ya que,
mientras mas fino sea el mallado (es decir, conforme h — 0), esta tabla proporciona una
descripcion cada vez més detallada de la solucién u. Usando métodos para interpolacion
se puede construir la solucién en el dominio D con una precision creciente a medida
que h — 0, aunque dicha precisiéon depende de datos adicionales acerca de la solucién
(por ejemplo, cotas en la derivada), y de la distribucién de los puntos del mallado.

Ejemplo 3.1.4. Considere el problema de la ecuacién de adveccion en una dimension
espacial, definida para z € [—1,1] y ¢ > 0:

Up = Uy, u = u(z,t), con la condicién inicial uy(z) = u(0,x).

El mallado sobre el cual se va a calcular la soluciéon numérica de este problema se
puede definir de manera regular de la siguiente manera: si € [Tmin, Tmax|, s¢ fija N € N
y con ello Ax = %(mmax — Tmin)- Dada la resolucion Az, se define z; = &y, + 1Az, que
marca un conjunto de elementos del dominio uniformemente espaciados.

El dominio temporal se discretiza de manera semejante, se define ¢; = jA¢, don-
de j € N y At < Az. De esta manera, se define un mallado M := {(z;,t;) : i,j €
N,i < N}. Para la funcién u definida en el mallado, por abreviacion se suele escribir
ul = u(x;,t;). Al conjunto M, = {(z;,t,) : i € N,i < N}, definido para una n € N
fija, se le suele llamar el nivel n del mallado.

Para la discretizacion del operador diferencial, se remplazan las derivadas por dife-
rencias finitas, lo cual es una estimacion del valor de la funcién u en los puntos “vecinos”
en el mallado, lo cual es posible si u admite una expansién de Taylor y Ax es pequeio.
Esto se puede hacer de varias maneras, por ejemplo:

ungl - qu 2
Uy (i, t;) = oA + O(Azx?),
Wit i

Estas aproximaciones reemplazan a las derivadas parciales en el problema origi-
nal. De esta manera, con la evaluacién de estas versiones aproximadas del operador
diferencial en los puntos del mallado, se tiene la forma discretizada del problema:
gl j
i i Tt =L O(A A?).

At Ax

u
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+

Este sistema se resuelve iterativamente para calcular el valor de u!*' para cada j € N

que forma parte del mallado.

Como se pudo ver en este ejemplo, un esquema para la ecuacién diferencial parcial
Lu = f se puede escribir en general como P, ;u = R;;f de una manera natural,
donde las expresiones P; ju y R;;f corresponden a las respectivas discretizaciones de
los operadores, las cuales evaluadas en un punto (z;,t;) del mallado, involucran solo
una suma finita de términos con ug,/ o} fi];/, respectivamente. Con esta idea, se puede
enunciar una primera definicién para el orden de precisiéon de un esquema.

Definiciéon 3.1.5. Un esquema P, ju = R; ; f adaptado a la ecuacion diferencial Lu = f
tiene precision de orden p en el tiempo y orden ¢ en el espacio si para cada funcion
(suficientemente) diferenciable ¢(x,t),

F)i,j(b - Ri’jpgb = O(Atp) + O<A$q>
Entonces se dice que tal esquema tiene orden de precision (p, ).

Ejemplo 3.1.6. Un modelo clasico de las ecuaciones hiperbdlicas es la ecuacion de
onda en un sentido:

up + au, =0, (3.1.7)

donde a es una constante, ¢ y x son las variables temporal y espacial, respectivamente.
Algunos esquemas en diferencias finitas utilizados para aproximar una solucién a (3.1.7)
son:

UzHA; ul n a“iHA; uj — 0, (3.1.8)

UfﬂA; u] n aui' _A:ZZl — 0, (3.1.9)

UfHA; u] n a“iHQ;;zl — 0, (3.1.10)

u?*;;:?l N aunglQ;;gl I (3.1.11)

wl - %(Ufﬁ +ul ) n aug-i-l —ul_, — (3.1.12)
At 2Ax

El esquema (3.1.8) se conoce como esquema hacia adelante en el tiempo y hacia
adelante en el espacio por las diferencias hacia adelante que se usan en las aproxima-
ciones de las derivadas. Similarmente, a los esquemas (3.1.9) y (3.1.10) se conoce como
esquemas hacia adelante en el tiempo y hacia atrds en el espacio y hacia adelante en
el tiempo y centrado en el espacio, respectivamente. Al esquema (3.1.11) se le conoce
como esquema de salto de rana, y (3.1.12) se conoce como el esquema de Lax-Friedrichs.
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Deducir estos esquemas es la parte sencilla del método, ya que su andlisis para
determinar si proporcionan buenas aproximaciones a la ecuacién diferencial requiere
herramientas adicionales. Es atin mas complicado elaborar esquemas que sean eficientes
y precisos. Sin embargo, una de las bondades del método de diferencias finitas clasicas
es precisamente la variedad de esquemas que se pueden usar para aproximar una ecua-
cion diferencial.

Cada uno de los esquemas (3.1.8)-(3.1.12) se puede escribir expresando u!" como
una combinacién lineal de los valores de u en los niveles 7 y 5 — 1. Por ejemplo, el
esquema (3.1.8) se puede escribir como

wl ™= (1 + a\)ul — aul,

donde A\ = At/Ax. Esta A aparece seguido en el estudio de esquemas para ecuacio-
nes hiperbodlicas. Los esquemas que involucran a u en solo dos niveles, por ejemplo j y
741, se llaman esquemas de un paso. Todos los esquemas mencionados anteriormente
son esquemas de un paso, con excepcion del esquema de salto de rana. Dada la infor-
macion inicial u{, se puede usar un esquema de un paso para evaluar u{ para todos los
valores de j.

El esquema de salto de rana (3.1.11) es un ejemplo de un esquema en multipaso.
En un esquema multipaso no es suficiente especificar los valores de u? para determinar
los valores de u{ para todos los valores de j, para ello se debe, o bien, especificar los
valores de u en suficientes niveles del dominio temporal, o bien encontrar una manera
de calcular los valores de u en estos niveles iniciales de tiempo. Por ejemplo, para usar
el esquema de salto de rana, se podrian especificar los valores de u{ y u} para toda i en
el dominio, o se podria usar el esquema (3.1.8) para calcular los valores de u} a partir
de los valores de u?. En estos casos, el esquema de salto de rana se puede usar para
calcular ] para j > 1.

3.1.1 Convergencia y Consistencia

La propiedad mas basica que debe poseer un esquema para ser 1til es que sus so-
luciones aproximen a la solucién de la ecuacion diferencial correspondiente y que la
aproximacion mejore a medida que la malla se hace més fina. Tal esquema se llama
un esquema convergente. Para definir de manera formal este concepto, considere una
ecuacion diferencial parcial lineal de primer orden en la derivada temporal de la forma

P(0;, 0z )u = f(z,1).

También se asume que para tales ecuaciones o sistemas de ecuaciones, las condiciones
iniciales u(z,0) determinan una solucién unica.

Definicién 3.1.13. Un esquema en diferencias finitas de un paso que aproxima a
una ecuaciéon diferencial parcial es un esquema convergente si para cada solucion de la
ecuacion diferencial parcial, u(z,t), y cada solucién al esquema en diferencias finitas,
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ul, tales que u? converge a ug(x) cuando iAz converge a x, entonces u) converge a
u(z,t) cuando (iAx, jAt) converge a (x,t) mientras (Ax, At) — (0,0).

En general no es sencillo demostrar que un esquema dado es convergente, si se
intenta de una manera directa. Sin embargo, hay dos conceptos relacionados que son
sencillos de verificar: consistencia y estabilidad.

Definicién 3.1.14. Dada una ecuacion diferencial parcial, Pu = f, y un esquema
en diferencias finitas, Pa, aiu = f, se dice que el esquema en diferencias finitas es
consistente con la ecuacién diferencial si para cada funcién diferenciable ¢(x,t)

P¢ — PAz,At¢ — O, si AJS, At — O,

siendo la convergencia puntual en cada punto (z,t) del dominio.

La consistencia implica que la solucion a la ecuacion diferencial parcial, si es que
es suficientemente diferenciable, es una solucién aproximada al esquema de diferencias
finitas. De manera andloga, la convergencia significa que una soluciéon al esquema de
diferencias finitas aproxima a una solucién de la ecuacién diferencial parcial. Entonces
es una pregunta natural si la consistencia es una condicién suficiente para que un
esquema sea convergente. Si bien es cierto que la consistencia es una condicién necesaria
para la convergencia, no es suficiente por si misma, como se muestra en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.1.15. Considere la ecuacion diferencial parcial u; +u, = 0 con el esquema
hacia adelante en el tiempo y hacia adelante en el espacio:

AT N
At Az '
Este esquema se puede rescribir como
. N .
1
ul™ = ul - Kx(ug+l —uj),
= (14 Nu! =\l (3.1.16)

donde A = At/Ax. Se puede demostrar que este esquema es consistente (ver [78]).
Como condicién inicial, tome

B
0777 0 en otro caso.

La solucién a la ecuacion diferencial parcial es una traslaciéon de ug a la derecha
en t unidades. En particular, para ¢ > 0, existen valores positivos de = para los cuales
u(t, x) no es cero.

Para el esquema en diferencias, se toma la condicién inicial
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WO — 1 si —1<iAz <0,
v 0 en otro caso.

Como se muestra en la ecuacién (3.1.16), la solucién al esquema en diferencias en
X uni » parat =1 riores. u
tj, z;) depende inicamente de x; para ¢’ > i en pasos anteriores. Entonces se concluye

que u] es siempre nulo para puntos z; a la derecha de cero, es decir,

uz:O para ¢ > 0,5 = 0.

Por tanto, u! no puede converger a u(t,r), ya que para valores positivos de t y z,
la funcién u no se anula, pero u? si.

3.1.2 Estabilidad

En un esquema convergente se tiene que u] converge a u(zx,t), lo cual implica que la
sucesion formada por los u! debe ser acotada. Esta idea es la escencia de la estabilidad.

Antes de definir la estabilidad, es conveniente hablar de la regiéon de estabilidad.
Existen restricciones para muchos esquemas sobre cémo se deben elegir Ax y At para
que el esquema sea estable, y por tanto 1til computacionalmente. Una regiéon de esta-
bilidad es una regién acotada y no vacia en el primer cuadrante del plano R?, el cual
tiene al origen como punto de acumulacion, lo que implica la existencia de una sucesion
(hy, k,) que converge al origen conforme v crece arbitrariamente. Un ejemplo comiin
es la region {(h, k) : 0 < k < ch < C}, donde ¢ y C son constantes positivas.

Definicién 3.1.17. Un esquema en diferencias finitas Ph,kug = ( para una ecuacion
de primer orden es estable en una region A si existe un entero J tal que para cualquier
valor positivo del tiempo T', existe una constante Cp tal que

o0 J 00
B P <Y S (3.1.18)

m=—00 [=0 m=—00
para 0 < jk < T, con (h, k) € A.

El concepto de estabilidad para esquemas en diferencias finitas estd muy relacio-
nado al concepto de problema bien planteado en problemas de valores iniciales para
ecuaciones diferenciales parciales. Esta discusion se restringe a ecuaciones de la forma
Pu = f, que son de primer orden en la derivada temporal.

Definicién 3.1.19. El problema de valores iniciales para la ecuacion parcial de primer
orden Pu = 0 es bien planteado si para cada tiempo T > 0, existe una constante C'r
tal que cualquier solucién u(z,t) satisface
/ u(z, 8|2 dz < C’T/ lu(z, 0)|? dx (3.1.20)
para 0 <t < T.
Se puede demostrar que solo los problemas bien planteados de valores iniciales se
pueden usar para modelar la evolucion de procesos fisicos.



Diferencias Finitas Clasicas 53

3.1.3 El teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer

La importancia de los conceptos de consistencia y estabilidad se ve en el teorema de
equivalencia de Lax-Richtmyer, que es el teorema fundamental en la teoria de esquemas
en diferencias finitas para problemas de valores iniciales.

Teorema 3.1.21. (Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer) Un esquema
consistente en diferencias finitas para una ecuacion diferencial parcial para el cual el
problema de wvalores iniciales es bien planteado es convergente si, y solamente si, el
esquema es estable.

La demostracién de este teorema se puede consultar en [78]. La utilidad de este
teorema radica en la caracterizacion simple de los esquemas convergentes. Determinar
si un esquema dado es convergente puede ser muy complicado si se trata de verificar
usando la definiciéon de manera directa. En lugar de ello, verificar la consistencia o la
estabilidad de un esquema es bastante mas sencillo. Entonces el resultado mas com-
plejo - la convergencia - es reemplazado por una prueba equivalente de consistencia y
estabilidad, que es la principal utilidad de este resultado.

3.1.4 La condicién de Courant-Friedrichs-Lewy

La ecuacion de onda (3.1.7) se emplea también para modelar fenémenos de adveccién
escalar en una dimensién espacial. En los esquemas (3.1.8)-(3.1.12) se puede escribir el
término u{ 1 como combinacién lineal de los valores de u en los niveles j y j—1, para lo
cual usualmente se denomina A = At/Az. En el caso de que esta \ sea constante para
un esquema en diferencias finitas, la condicién |aA| < 1 es necesaria para la estabilidad
de varios esquemas en diferencias finitas para la ecuacion (3.1.7).

j+1

i

En un esquema explicito en diferencias finitas se puede escribir el término u

/
como una suma finita de términos u}, con j° < j. Todos los esquemas mencionados

hasta ahora son explicitos. El siguiente resultado se aplica a los esquemas de un paso
que se han mencionado en este capitulo:

Teorema 3.1.22. Para un esquema explicito de la ecuacion hiperbdlica (3.1.7) de la
forma vl = oul_| + pul + yul,, con A = At/Ax constante, una condicion necesaria

para la estabilidad es la condicién de Courant-Friedricks-Lewy (CFL),
laA| < 1.

Para sistemas de ecuaciones en los cuales u es un vector y o, 5 y v son matrices, se
debe tener |a;\| < 1 para todos los valores propios a; de la matriz A.

La demostracion del teorema (3.1.22) se puede consultar en [78]. Un andlisis mas
detallado de la estabilidad de la ecuacién (3.1.7) se puede consultar en [58].

Se puede usar un argumento similar para mostrar que no hay esquemas explicitos
consistentes para ecuaciones diferenciales hiperbélicas que sean estables para todos los
valores de A, con A constante mientras Ax, At — 0. El siguiente resultado se atribuye
a Courant, Friedricks y Lewy.
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Teorema 3.1.23. No existen esquemas en diferencias finitas para sistemas hiperbolicos
de ecuaciones diferenciales parciales que sean explicitos, incondicionalmente estables y
consistentes.

La wvelocidad numérica de propagacién para un esquema de la forma considerada
en el teorema (3.1.22) es Az/At = A~!, dado que la informacién se puede propagar en
un paso en el espacio por cada paso en el tiempo. La condiciéon CFL se puede escribir
como

ja] < A7,

lo cual se puede interpretar afirmado que la velocidad numérica de propagacion debe
ser al menos igual a la velocidad de propagacion de la ecuacion diferencial. Esta es la
idea bésica de estos teoremas. Si el esquema numérico no puede propagar la solucion
al menos a la misma velocidad de la solucién de la ecuacion diferencial, entonces la
solucion del esquema no puede converger a la solucion de la ecuacion diferencial parcial.

3.2 El problema de Poisson en diferencias finitas
clasicas

Un ejemplo clasico de aplicacion de los esquemas en diferencias finitas clasicas es la
ecuacion de difusion, también conocida como la ecuacién de conduccién de calor, la
cual en su forma bidimensional en el espacio toma la forma:

Uy = (Kug)y + (Kuy)y + 10, (3.2.1)

donde k(z,y) > 0 es un coeficiente de difusién o conduccién de calor que puede variar
con la posicién espacial, y 1 (x,y,t) es un término fuente. La solucién u(z, y, t) general-
mente depende de la posicion y el tiempo. También se requieren condiciones iniciales
u(x,y,0) en el dominio espacial 2 de u, asi como condiciones de frontera en cada punto
de la frontera de {2 para cada instante ¢. Si las condiciones de frontera y los términos
fuente son independientes del tiempo, entonces se espera un estado estacionario, el cual
se puede encontrar resolviendo la ecuacion eliptica

(Kug)z + (Fuy)y = f, (3.2.2)

donde se fija f(z,y) = —¢(z,y), junto con condiciones de frontera.
Si se considera el caso mas simple, donde k = 1, se tiene el problema de Poisson

Upe + Uy = . (3.2.3)

Este problema se completa con las condiciones de frontera especificadas en 0f2.
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3.2.1 El esténcil de cinco puntos para el Laplaciano

Para fijar ideas, considere el problema de Poisson (3.2.3) definido en el cuadrado uni-
tario 0 < x < 1, 0 <y < 1 y suponga condiciones de Dirichlet a la frontera. Se usara
un mallado uniforme de puntos (z;,y;,), donde x; = iAz y y; = jAy.

Sea u;; la aproximacién a u(z;, y;). Para discretizar la ecuacién (3.2.3), se remplazan
las derivadas parciales en x y y con diferencias finitas centradas, es decir:

1 1
W(ui_l,j — 2ui,j + u,-+1,j) + W@Li’j_l — 2u,"j + uz’,j—i—l) = f@j. (324)

Por simplicidad, se considera el caso de un mallado regular en el que Az = Ay = h.
De esta manera, se puede escribir (3.2.4) como:

1

h?
Esta discretizacién sobre un mallado regular se muestra en la figura (3.1), donde
se muestra la posicion del esténcil junto con los pesos de cada nodo, segtin la ecuacion

(3.2.5).

(Wim1,j + Uirrj + i1 + Ui — duy) = fij. (3.2.5)

Yj+2
1
Yji+1 ®
1 —4 |1
Y; @ . ®
1
Yj—1 L 3
Yj—2

Ti—2 Ti—1 Ti Ti41 Ti42

Figura 3.1: Esténcil de cinco puntos.

3.2.2 Precision y estabilidad

El error local de truncamiento 7;; en el punto (7, j) del mallado se define como

1
Tij = ﬁ(u(l'ifl;yj) + U(fEiH, yj) + u(-%'i:yjfl) + U(ﬂﬂi, yj+1) - 4“(%,%‘)) - f(%w?h)-

Separando esta expresién hasta segundo orden en las direcciones x y y, se tiene que

1
Tij = EhQ(umm + Uyyyy) + O(h4)-
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El error global E;; = u;; — u(x;,y;) es solucién del sistema lineal

LT ——

donde A" es la matriz de discretizaciéon con tamafio de paso h. Este método es glo-
balmente preciso hasta segundo orden en alguna norma si es que es estable, o sea, si
[(A")~1]|| es uniformemente acotada conforme h — 0.

Esto es facil de verificar en la norma 2, ya que se pueden calcular explicitamente el
radio espectral de la matriz. Los valores y vectores propios de A se pueden indizar con
los parametros p y k correspondientes a los niimeros de onda en las direcciones = y y
para p,k =1,2,...,m. El vector propio u”? tiene los m? elementos

P

upi! = sin(pmih) sin(qmih).

El valor propio correspondiente es

Apg = ;((cos(pﬁh) — 1) + (cos(gmh) — 1)).

Los valores propios son estrictamente negativos (A es negativa definida) y el mas
cercano al origen es

)\171 = —27T2 + O(h2)
El radio espectral de (A")™!, que es también su 2-norma, es entonces

1 1
A = —x ——.

Por tanto, el método es estable en la norma 2.

Por otro lado, el nimero de condicién en la norma 2 se define como

ra(A) = [JA||2[| A7

Dado que ||(A")7!||s &~ —1/272 para h pequefia, y la norma de A estd dada por su
radio espectral. El valor propio més grande de A (en magnitud) es

8
)\m,m ~ _ﬁ>

y asi

w2 h? h?
El hecho de que la matriz sea muy mal condicionada mientras se redefine la malla
es responsable de que los métodos iterativos se vuelvan lentos.

4 1
Ko(A) ~ =0 < ) : cuando h — 0.
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3.3 La ecuacion de difusion en diferencias finitas
clasicas

Considere la ecuacién de difusién en una dimension espacial

Up = Klgy. (3.3.1)

A esta ecuacion también se le conoce como ecuacion de calor, y es un ejemplo clasico
de ecuacion parabdlica. Para fines de esta expliacacion, se asume x = 1. Considere
también las condiciones iniciales

u(z,0) = n(z),

asi como condiciones de Dirichlet a la frontera

uw(0,t) = go(t) para t > 0,
u(l,t) = g1(t) para t > 0,

para 0 <z < 1.

La discretizacién del dominio espacial y temporal esta dada por el mallado (z;,t,,),
donde

x; =1h, t, = nk.

Se toma h = Ax como el tamano de paso en el dominio temporal y k = At es el
tamanio de paso en el dominio temporal. Sea U" ~ u(z;,t,) la aproximacién numérica
en el punto (x;,t,).

Para calcular una soluciéon numérica a la ecuacion de calor, se sugiere un esquema
con un paso hacia adelante en el tiempo, el cual permita aproximar U;*** para cualquier
¢ a partir de los valores de U* del paso anterior, o tal vez usando también algunos pasos
anteriores en un esquema de paso multiple.

Un ejemplo de discretizacion podria ser

urtt-ur 1

ko n?

Este esquema usa una diferencia centrada en el espacio y hacia adelante en el

tiempo. Este es un método explicito que permite calcular U™ explicitamente usando
la informacion del paso anterior:

(U = 207" + UiLy).

n n k n n n
Ui = Ui + ﬁ( i1 — 207" + i—l—l)' (3.3.2)

Este esténcil se muestra en la figura (3.2).
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tn+1

tn @ L J

Ti—1 X Tit+1

Figura 3.2: Esténcil para el esquema (3.3.2).
Otro método muy usado en la practica es el método de Crank-Nicholson,

uptt —up 1

i = i(DQUin + DzUlﬂJrl)
1 n n n n+1 n+1 n+1
= Thg( i — 207 + Uiy + Uy =207 + USY),

el cual se puede escribir como

k
UF = U+ 5 (Ul = 207 + Ul + Uy =207 + U, (3.3.3)

o también como
— UM + (L + 20U —rUE = rU, + (1= 2r)UP + rUL, (3.34)

donde r = k/2h?. El esténcil para el método de Crank-Nicholson se muestra en la figura
(3.3).

lnt1 o @
tn ° °
Ti—1 T Tit1

Figura 3.3: Esténcil para el esquema (3.3.3).

Crank-Nicholson (3.3.4) es un método implicito que genera un sistema tridiagonal de
ecuaciones lineales para resolver para todos los valores de U*"! de manera simultdnea.
En forma matricial, este esquema genera el sistema
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[(1+2r)  —r 1 [0+
-r (1+4+2r) —r Uyt
—r (1+2r) —r U§L+1

—r (14 2r) —r untt

I —r (14 2r)| U]

[ 7(90(tn) + go(tns1)) + (1 = 2r)UT +rU3 ]
rU + (1 —2r)UY 4+ rUY
rU3 + (1 = 2r)UY +rUp

rU" o+ (1 =2r)U" | +rU"
rUp_y + (1 =2r)U] +1r(g1(t) + g1(tns1)).

Noétense las condiciones de frontera w(0,t) = go(t) y u(1,t) = g1(t) en el sistema.
Dada la estructura tridiagonal de este sistema, existen métodos eficientes para resolver
este método implicito.

3.4 Diferencias finitas generalizadas

Los esquemas en diferencias finitas clasicas suelen dar buenos resultados bajo ciertas
condiciones, sin mencionar su practicidad y simplicidad. Una cualidad deseable en un
esquema en diferencias finitas clasicas es preservar ciertas simetrias, las cuales pueden
estar presentes en el dominio del problema, el esténcil o la discretizacién de los opera-
dores. Preservas estas simetrias en un esquema de diferencias finitas tiene sus ventajas,
por ejemplo, la estructura matricial del sistema (3.3.4), la cual permite calcular una
solucion de manera eficiente.

Sin embargo, no siempre es posible preservar toda la estructura y simetrias desea-
bles en un esquema en diferencias finitas. Muchas veces los problemas fisicos que se
desea modelar no presentan una estructura tan definida, por ejemplo, al calcular un
esquema para resolver una ecuacion diferencial parcial sobre un dominio irregular. En
estas situaciones, los problemas fisicos demandan que los esquemas se adapten a la
situacion particular, perdiendo parte de la estrucura y simetria a cambio de una mejor
adaptacion al problema, lo cual puede llevar a mejores resultados. Es esta idea la que
lleva a generalizar los esquemas en diferencias finitas: brindar una mejor adaptacion a
un problema.

Si bien es cierto que no es posible preservar de manera intrinseca la simetria y
estructura de los esquemas en diferencias finitas clasicas, esta adaptacion trae consigo
nuevas estructuras en la discretizacion de los operadores, lo que abre las puertas a
explorar nuevas propiedades relacionadas a ciertos esquemas.
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La discretizacién del dominio de la ecuacion diferencial es un proceso que se debe
llevar a cabo de manera complementaria a la discretizacion del operador. Hoy en dia
existen una variedad de métodos para generacion de mallados, de entre los cuales men-
cionaremos en primera instancia a los métodos de tipo algebraico, que se basan en una
interpolacién a lo largo del dominio de la ecuacién diferencial. En un dominio rectangu-
lar, una interpolacion es simplemente definir un mallado de manera regular, dividiendo
al dominio en rectangulos pequenos, por ejemplo. En dominios més sofisticados o irre-
gulares, se puede recurrir a la interpolacion transfinita en dos o tres dimensiones, la
cual es basicamente una interpolacion de tipo Lagrange: se inicia con una superficie,
y se transforma de manera continua a través de un mapeo entre el espacio fisico y el
espacio computacional. Al definir este tipo de transformaciones, se busca que el mapeo
preserve ciertas propiedades: se define un difeomorfismo en la frontera del dominio, y
lo que se busca es extender este mapeo de manera continua y diferenciable al interior
del dominio.

Uno de los principales grupos de generadores de malla se obtiene con ecuaciones
diferenciales, donde se busca que el mapeo del espacio fisico al espacio computacio-
nal sea armonico, es decir, que ambas componentes de la transformacion satisfagan la
ecuacion de Laplace. En regiones con una geometria relativamente simple, estos ge-
neradores proporcionan mallados bastante buenos. En este caso, el problema eliptico
correspondiente al mapeo inverso lleva a las ecuaciones de Winslow.

Como ya se menciond, la discretizacion del dominio y la discretizacion del operador
son procesos que se retroalimentan entre si. Aun en el caso de un dominio rectangular
y regular, una vez que se obtiene un mallado, se puede observar la solucién para de-
terminar si existen regiones en el dominio donde la norma del gradiente es demasiado
grande, para resolver de nueva cuenta y refinar el mallado en esa zona en particular. De
esta manera, la discretizacion del operador diferencial sugiere una discretizacion para
el dominio.

En esta seccién se presentan los esquemas en diferencias finitas generalizadas utili-
zados en el desarrollo del presente trabajo, asi como algunas de sus propiedades basicas.

3.4.1 Los esquemas propuestos

De manera general, se puede pensar que en la formulacién de un esquema en diferencias
finitas generalizadas se pretende adaptar, tanto la discretizacion del dominio como del
operador involucrados, al problema fisico en cuestion, de tal manera que la solucién
numeérica obtenida cumpla con las expectativas deseadas. En esta seccién se presentan
las propuestas de esquemas en diferencias generalizadas empleados en el desarrollo de
este proyecto.
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En una primera propuesta, se piensa en un esténcil de
P2 siete nodos, que comprenden seis nodos colocados alre-

dedor de un nodo central. Los nodos se han denotado
Do p; COmMO p; = (z;,y;) para i = 0,1,...,6, donde py es el
nodo central, y el resto de los nodos se enumeran en
orden opuesto a las manecillas del reloj, comenzando
por el nodo a la derecha del nodo central.

P4 D3

b5

De

Al usar estos esténciles en esquemas en diferencias finitas generalizadas para estu-
diar problemas de tipo Poisson, surgen matrices que siguen una estructura particular,
las cuales tiene la forma:

1 1 1 1 1 1
T To T3 T4 Ty Tg
Y1 Y2 Ys Yq Ys Ye
M = 2 22 22 2 22 a2 | (3.4.1)
T1Yr T2Y2 T3Ys TalYs TsYs TelYs
R R - S 7 S A
Al trabajar con matrices con esta estructura, se busca establecer condiciones ne-
cesarias sobre el mallado para garantizar que la matriz (3.4.1) sea no singular, asi
como establecer condiciones para que el sistema no homogéneo de ecuaciones lineales
MTI' = B tenga una soluciéon no trivial I', donde este vector T' esta formado por los
pesos en los nodos vecinos del nodo central, los cuales se buscan de tal manera que se
satisfaga la siguiente condicién de consistencia. Sea ¢ una funcién de clase C? definida
sobre un dominio en el plano. Considere el operador lineal de segundo orden:

L(¢7K1(x>y)a KQ(x>y)7 K3($7y)7 K4($,y),K5(x,y)) =

0% D Oy dp
K — + K — + K. — + K — + K, .
1(z,y) 902 T 2(2,9) o + K3(,y) 9+ 4(z,9) dy + Ks(z,y)p
Noétese la dependencia de los coeficientes K;, i = 1,...,5 en la posicién (z,y). A

partir de la evaluacién de este operador en el nodo central del esténcil, se define la
combinacion lineal

6
Lo :==>_T1 (po, 1, K1 (w0, o), Ko(0, y0), K3(z0, y0), Ka(zo, y0), K5(z0, o)) ¢ (1),
=1

Notese que la dependencia de cada coeficiente I'; con la posicion de cada nodo del
esténcil. Los coeficientes I'; se buscan de tal manera que se cumpla la condicién de
consistencia:

T(po) = [L(@,K1<I,y), KQ(xvy)v Kg(l’,y), K4(£L’,y), K5(x7y>>]($o,yo) — Lo — 0,

conforme py, ...ps — po, de acuerdo con [16]. Para fines de esta explicacion, se abrevia:



Diferencias finitas generalizadas 62

Ly =T (po, pis K (zr, i), Koz, 1), Ks(z, 1), Kaxg, yi), Ks (@, yi)) -

Sean Ax; y Ay, las componentes x v y de p; — po, respectivamente. Entonces el error
local de truncamiento 7(py) produce

(Po) =

(- ) st~ ) i

=0
Op 6 Ti(Azy)?\ 02
<K4 0, Yo) ZF Ayz> 3y po) + ( (70, Y0) Z 5 ) agjf(ﬁo) +

<_ZE‘A$¢A%> Gaxgy( 0) + <K (0, Y0) — ;F (A;h) ) gyf@o) +

=1

O (méx{Az;, Ay;})* .

De esta manera, dado que la funcién ¢ es de clase C2, la ecuacién anterior se puede
escribir como un sistema de ecuaciones lineales de la forma MI' = B:

1 1 ... 1 11:0 Ks(20, y0)

0 Az ... Az Fl Ks(xo,0)

0 Ayp ... Ayg 2 . Ky(xo,90) (3.4.2)
0 (Azy)? ... (Axg)? ' | 2Ki(z0,y0) o

0 AZElAyl ce AZL‘GAyG .

0 (Ay)? ... (Aye)? fG 2K5(z0, Yo)

Cabe destacar que, en general, este sistema de ecuaciones lineales no esta bien
determinado. Un truco practico para calcular la solucién de este sistema consiste en
remover la el primer rengléon y la primera columna de la matriz M, junto con I'y y
el respectivo lado derecho Kj(xg, o), ya que I'g se determina mediante la primera
ecuacion del sistema

Un ejemplo con un problema estacionario

Para poner un ejemplo del uso de los esquemas que se proponen, considere el problema
estacionario de difusién-adveccion en 2D:

oC 80 0 oC 0 oC

definido sobre el dominio = [0, 1] x [0, 1], con los pardmetros u = v = 0.1, A(y) =
1+ e 1% para 0 < y < 1, y las condiciones de frontera C'(0,y) = C(1,y) = 0.05 para
0<y<1,% =0en(0,1) x {1} y %€ = g(x) en (0,1) x {0}, donde
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g(z) = 0

e otro modo

05 2<o<?
d

El dominio €2 se discretiza de manera regular, en cuadrados de la misma longitud. Para
los fines de este ejemplo, se usaron 201 nodos a lo largo de cada direcciéon z y y. Los
nodos de esta discretizacion se enumeran desde 1 hasta 201 en ambas direcciones, por
lo que los nodos tienen la forma p; ; = (z;,y;) coni,j = 1,2,...,201. En cada cuadrado
del dominio discretizado, se anade la diagonal que va de la esquina superior derecha
a la esquina inferior izquierda. De esta manera, el dominio se discretiza en elementos
triangulares de la siguiente manera:

09

08

0.7

0.6

05

04

0.3

02

01

Figura 3.4: Mallado usado para el cdlculo de la soluciéon numérica de (3.4.3).

La diagonal se anade en cada cuadrado del mallado para construir el esténcil de siete
puntos del que se habla en la seccién anterior. Este esténcil es una modificacion de
(3.1) en la que el nodo central se conecta con seis nodos vecinos, formado el esténcil de
la figura (3.5).

Ahora se plantea el sistema (3.4.2) de acuerdo a la discretizaciéon del dominio (3.4)
y de acuerdo con el problema (3.4.3). De acuerdo a la distribucién de los nodos, es
claro que para cualquier ¢ = 1,2,...6, se tiene que Ax; = Ay;; sea A esta cantidad en
comtn. Removiendo el primer renglén y la primer columna de la matriz M de (3.4.2),
se plantea el sistema M™T'" = B~ donde
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D3 P2
@
Po
P1 @ @ P
@
DPs Pe

Figura 3.5: Esténcil de siete puntos.

A A 0 —-A —-A 0
0 A A 0 -A -A
M = A2 A2 0 A%Z A2 0 , (3.4.4)
0 A% 0 0 A% 0
0 A% A2 0 A?Z A?
11:1 —u(z0, Yo)
? %(900, Yo) — v(o, Yo)
F_ = ’ s B_ = 2A<l’0,y0>
’ 0
fG 2A(zo, yo)

En el planteamiento de este sistema, cabe mencionar que los nodos de la frontera
requieren un tratamiento adecuado de la informaciéon proporcionada en el problema.
Los segmentos de la frontera con condiciones de Dirichlet pasan al lado derecho en sus
respectivas posiciones para formar parte del vector B~. En cuanto a los segmentos de
la frontera con condiciones de Neumann, la discretizaciéon del operador requiere una
condicion adicional.

En el caso del segmento de frontera {(x,1) : 0 < z < 1}, la condicién de frontera es

oC' oCc oC (0.1) oC
- = - Y e,
on ox’ Oy ’ dy
Para la discretizacién de este operador en la frontera, se anade un nodo adicional en

cada fila, como se muestra en la figura (3.6). La parte azul de la figura corresponde a
la parte del mallado (3.4), mientras que la parte negra es el agregado al esténcil.

Para cada nodo py de la frontera superior, se afiade el nodo ps del esténcil (3.5),
pero se descarta el nodo py del mismo para no agregar grados de libertad adicionales.
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V& D2

202
& ® O

) Po
c . e

4

200

C; ®
DPs Pe

Figura 3.6: Nodo adicional en la frontera superior.

De acuerdo a esta distribucién de nodos, se usa una aproximacion de segundo orden
para la derivada normal en esta frontera:
202 200
oc P =077

— Tt = = 2.3, ...200.
9y 2Dy 0, ) , 3, 00

De donde se tiene que el peso en el nodo adicional debe coincidir con el peso del nodo
en el rengén 200.

El tratamiento del problema en la frontera inferior es muy similar. En este caso, la
condicion de frontera es:

ocC oc oC
o (89&’83;).(0’_1)__({@

De manera analoga, se annade un nodo al esténcil en cada nodo de la frontera inferior,
como se muestra en la figura (3.7). La parte azul es la que corresponde al mallado (3.4),
y la parte negra es el agregado al esténcil.

Para cada nodo py de la frontera inferior, se agrega el nodo pg del esténcil (3.5),
pero no se anade el nodo ps; para no agregar mas grados de libertad. De acuerdo a esta
discretizacion, y usando una aproximacion de segundo orden para la derivada normal,
se tiene

oc _ci-c;t

oy~ 2Ay
Entonces la condicién de frontera en el segmento {(x,0) : 0 < x < 1} se puede escrbir
como

i=2,3,...200.

o -2
o= glw),  i=2,3,...200
Y
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5 V& D2
C; ®

| Po
C; ‘p @ I

4

—1
e ®

DPs Pe

Figura 3.7: Nodo adicional en la frontera inferior.

De esta expresion se obtiene el peso para el nodo adicional en el renglén -1 como
C7t=C? +2Ay - g(;) para i = 2,3, ...200.

Realizando estas adaptaciones con los nodos adicionales en las fronteras con condi-
ciones de Neumann, se planteé un sistema de ecuaciones lineales de acuerdo al ensam-
blaje de la matriz mostrado en [45], donde se incluyen todos los nodos del mallado con
sus respectivos pesos, asi como el vector que contiene la informacién sobre las condi-
ciones de frontera del problema y las partes no homogéneas del sistema, con lo cual se
obtuvo la solucién numérica mostrada en (3.8).

Numerical solution

Numerical solution

o
ou
= 0.22
02
01
ot
o
o2
o1
008
. 0.06
o o1 0z 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3.8: Solucién numérica obtenida para el problema (3.4.3).

El esténcil (3.5) usado en este esquema tiene una simetria muy particular, esta
estructura determina algunas de las propiedades en el sistema de ecuaciones lineales
(3.4.2) al plantear la discretizacién del problema (3.4.3). En primer lugar, es importan-
te destacar que la matriz de diferenciacion resultante del ensamble del sistema segiin
[45] es una matriz tridiagonal por bloques, la cual tiene rango completo por filas, sin
embargo, dicha matriz carece de normalidad, lo que impide realizar cierto analisis ma-
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tricial, en particular, no es posible calcular cotas especificas para sus valores propios,
ni tampoco es inmediato concluir que los errores locales de truncamiento carecen de
un factor de crecimiento. Sin embargo, cabe resaltar que las disretizaciones empleadas
tanto para el operador como para el dominio, arrojan resultados aceptables; en parti-
cular, esta discretizacion permite modelar la condiciéon de frontera de Neumann en la
frontera inferior del dominio, donde el gradiente crece de manera abrupta. A diferencia
de otros modelos u otras discretizaciones que requieren hacer un refinamiento cerca
de esta pendiente abrupta, o que en su defecto utilizan funciones de base radial como
alternativa, el modelo propuesto arroja buenos resultados con la simpleza de su plan-
teamiento y sin necesidad de hacer mayores adecuaciones a la estructura propuesta.
Este modelo esta basado en el esquema propuesto por F.J. Dominguez-Mota et al. en
[27].

3.4.2 Estructura matricial

El ejemplo anterior emplea una discretizacion regular del dominio Q = [0, 1] x [0, 1] en
cuadrados, con la cual se calcula una discretizacion para el operador en cuestion. Para
los fines de este proyecto, es de interés especial analizar la estructura y propiedades
basicas de las matrices involucradas en la discretizacion de operadores de tipo Poisson
en el dominio regular €.

Considere el problema de Poisson V2u = f con u € Q y condiciones de Dirichlet
homogéneas a la frontera. Asi como en el ejemplo anterior, suponga que el dominio
) se discretiza de manera regular en un mallado de m cuadrados por lado, fijando
A =1/(m+1). Sea u,; la aproximacién a la solucién u(k- A, l-A). De esta manera, la
funcién uy,; se define sobre el mallado bidimensional correspondiente a la discretizacion
regular del dominio €2, en el cual se pueden tomar las diferencias en cualquiera de las
direcciones del mallado, lo cual no crea ambigiiedades si se especifica de manera clara
la direccion en la que actiia el operador, lo cual se puede indicar con un subindice, e.g.

AV

Sea v = v(z,y) con (x,y) € clQ, una funcién arbitraria y suficientemente diferen-
ciable. Para cada punto interno del mallado, se tiene que

0%*v i

50 |omeiis, = A2DGatk T O(AY),
y=yo+A

821} 1 ) ,

OY? | =gtk - EA%U"?J + O(A7),
y=yo+lA

donde vy es el valor de v en el (k,1)-ésimo punto del mallado. Por tanto,

1

A2 (A(Z),cc + Ag,y)7
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aproxima V? hasta orden O(A?), lo que motiva el reemplazo del operador de Laplace
por su version discretizada

1
A?

en cada par (k,l) que corresponde a la parte interna del mallado. Por supuesto,
feq = f(xo + kA, yo +1A).

(A}, + A8 kg = fras (3.4.5)

El ensamblaje del sistema, de acuerdo a [45], requiere de un acomodo de los nodos
ug,; en un vector u € R® con s = m?, es decir, para cualquier permitacion {(k;,l;) : i =
1,2,...,s} del conjunto {(k,1)}ri=12.. s, sea
[ Uk 1y |
Uy I

Ukl

L SHts

Segun la discretizacion del operador, se plantea un sistema de ecuaciones lineales
de la forma

Au = b, (3.4.6)

donde A es una matriz s X s, y b € R*® es un vector que incluye las partes no homo-
géneas del problema V2u = f, y las contribuciones de las condiciones de frontera, si
es que las hay. Dado que cualquier permutacién de los s nodos de la malla genera un
arreglo diferente en el vector u, se tienen s! = (m?)! maneras distintas de plantear el
sistema (3.4.6). Por fortuna, ninguna de las propiedades importantes que se abordan
en este analsis depende del arreglo del vector u.

Con el proposito de facilitar el célculo de la solucién del sistema de ecuaciones
lineales (3.4.6), conviene estudiar las propiedades de la matriz A de dicho sistema.
Para tal propoésito, cabe destacar el trabajo de Benvenuti y Farina [8] sobre regiones de
eigenvalores para matrices positivas, cuyos resultados principales fueron implementados
y puestos a prueba como parte de los propésitos del presente proyecto.

Definicién 3.4.7. Dada una matriz cuadrada M, se denota por (M) el espectro de
M, es decir, el conjunto de todos los valores propios de M. Dado A € o(M), se define
deg A como el tamano del mayor bloque diagonal que contiene a A en la forma canoénica
de Jordan de M.

Para una matriz cuadrada y no negativa M, cualquier eigenvalor \qg de M tal que
| Xo| = p(M) = max{|\| : A € (M)} se llama eigenvalor de radio dominante de M,y
p(M) se denomina el radio espectral de M.

Una matriz M es positiva si todas sus entradas son no negativas y al menos una de
sus entradas es positiva. Una matriz M es Metzler si todas sus entradas fuera de la
diagonal son no negativas y al menos una de estas entradas es positiva. Una matriz con
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al menos una entrada negativa en la diagonal principal se llama una matriz propiamente
Metzler.

El siguiente resultado, debido a Benvenuti y Farina [8], caracteriza completamente al
eigenvalor de radio dominante de una matriz cuadrada positiva.

Teorema 3.4.8. (Benvenuti-Farina) El eigenvalor de radio dominante de una ma-
triz cuadrada positiva M de dimension n son todas las raices de \* — p(M)* = 0 para
algunos (posiblemente mas de uno) valores de k = 1,...,n. En particular, si M no
es nilpotende, entonces uno de sus eigenvalores de radio dominante es real positivo (el
eigenvalor de Frobenius \p = p(M)) y deg Ap = deg A para cualquier otro eigenvalor
de radio dominante \.

El siguiente resultado, debido también a Benvenuti y Farina [8], permite establecer
cotas para el radio espectral de una matriz cuadrada positiva.

Teorema 3.4.9. (Benvenuti-Farina) Sea M una matriz cuadrada positiva de di-
mension n. Sean v y v los conjuntos de indices de los renglones y columnas que
no tienen todas sus entradas nulas de una matriz MW, Sea M© = M y de manera
recursiva defina las matrices M (®) para 1 > 1 como

MED S fl] e el

C

parai=0,...,7 con tal que M@+Y) = M@ 6@y = . Entonces, si v™NoM =
(), se tiene p(M) = 0; de otra manera, sean

=) mﬁ?, G= > mE?)-

jeu™ ™ icv™np™
Entonces
, ) 1 () ) 1 ()

max min |- > omylrl, min |~ > mylel| p < p(M),
. n n T — _ . n n C - .
1€V N % jevfn’”mvg”) JEU TNue J ievY‘)muﬁ")

p(M) <min{ mdix 1 > m{r, max 1 > m{Me,
< (7 (7

’L'G'U(H) mv(ﬁ) 7‘7{ = - (] J ) ]ev(ﬁ) mv(ﬁ) C] = - 1] 1
" ¢ JEV T Nug " ¢ 1€V, Nug

Con el propésito de analizar regiones de eigenvalores correspondientes a matrices
de la forma (3.4.1), el teorema (3.4.9) se implement6 como un software usando cédigo
en Matlab. A continuacion se muestran algunos ejemplos.

Ejemplo 3.4.10. Considere la matriz de prueba

00100
112 3 2
M=10 00 00
21121
102 00

Nuestro software arrojo las siguientes cotas para el radio espectral de M:
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Command Window

New to MATLAB? See resources for Getting Started.

>> [min A,max AJ=eig bounds (A)
min A =

3.2500

max A =
3.3333

Jx >

Para esta matriz M, el valor real del radio espectral es p(M) = 3.3, por lo que la

aproximacién dada por el software es bastante aceptable.

Ejemplo 3.4.11. En el siguiente ejemplo, se utilizé un esténcil de nueve puntos (ver
[24]) para discretizar el Laplaciano y resolver la ecuacién de Laplace Vo = 0 en el

dominio €2 cuya discretizacion se muestra en el siguiente mallado:

0.8 — —— —— - +

0.7 1

06 F

051

0.4

0.3

0.2 r«

0171

Se agregaron condiciones de Dirichlet a la frontera dadas por ¢ 150= 2e***¥. Usando el
esténcil de nueve puntos, se plante6 un esquema en diferencias finitas generalizadas para
establecer el sistema de ecuaciones lineales (3.4.6). Se utilizé el software para obtener
las cotas para el radio espectral de la matriz M asociada a este sistema, obteniendo

los siguientes resultados:

aow
New 1o MATLAE? See resources for Getting Started,

>> [rho_min, rho_max]=eig_bounds (K1)
rho_min =

9.4852e+03

rho_max =

1.3358e+05

Jr s>




Diferencias finitas generalizadas 71

Estas cotas varian por méas de dos 6érdenes de magnitud, por lo que estas aproximaciones
no aportan estimaciones finas y aplicables sobre el eigenvalor dominante.

Asi pues, parece que el software desarrollado parece funcionar bien para matrices
pequenas, pero las cotas calculadas para matrices asociados a problemas de interés pa-
ra este proyecto no aportan mucha informacién sobre el radio espectral de las matrices
asociadas a estos sistemas.

Otro resultado importante de Benvenuti y Farina [8] es la caracterizacién de una
region en el plano complejo que contiene a todos los eigenvalores de una matriz positiva.
Sea ©F el conjunto de puntos del plano complejo que son eigenvalores de matrices
positivas de tamafio n x n con radio espectral p. Dado que ©2 = pO!  se tiene el
siguiente resultado:

Teorema 3.4.12. (Benvenuti-Farina) La region © es simétrica con respecto al
eje real, estd incluida en el disco |z| <1 e intersecta a la circunferencia |z| =1 en los
puntos de la forma e%Ta, donde a y b son primos relativos que satisfacen 0 < a < b < n.
La frontera de ©) consiste de estos puntos y de arcos circulares que los conectan en

2ma

1 2mag
orden circular. Sean e 't ye 2 (b < by) extremos de un arcos. Cada uno de estos
arcos estd dado por la ecuacion paramétrica siguiente, donde s € [0, 1].

)\bg(}\bl N S)[n/bl] _ (1 _ S)[n/bﬂ)\bl[n/bﬂ_

En la seccién anterior se presentd el ejemplo del esquema en diferencias finitas
generalizadas para calcular una solucién numérica al problema estacionario (3.4.3)
usando el esténcil de siete puntos (3.5). Al final de dicho ejemplo se comentaron algunas
de las complicaciones relacionadas al analisis matricial de la matriz cuadrada A de
(3.4.6) asociada al ensamble de dicho esquema. Una manera de mejorar este enfoque
consiste en anadir los dos nodos faltantes al esténcil de siete puntos y completar un
esténcil de nueve puntos, como el de la figura (3.9)

2 -1 2
® o o
-4
1 @ ® e !
® ® ®
2 -1 2

Figura 3.9: Esténcil de nueve puntos y los pesos de cada nodo.

Usando este esténcil para el problema de Poisson VZu = f en Q = [0, 1]2, el operador
de Laplace se puede discretizar de manera local como:
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2 (Wt 1,041 + W11 + Wm10-1 + Up1,0-1)
— (Wpgrg U1 + U1 + U1+ dugy) = A fi, (3.4.13)

donde fi; = f(kA,lA). Al emplear el esténcil de nueve puntos para la discretizacion
del Laplaciano, se plantea el sistema de ecuaciones lineales (3.4.6) correspondiente para
el esquema en diferencias finitas generalizadas. En este caso, se tienen los siguientes
resultados relacionados a la matriz de diferenciaciéon A:

Lema 3.4.14. La matriz A de (3.4.6) obtenida al usar el esténcil (3.9) para la discre-
tizacion del operador de Laplace, es una matriz simétrica y el conjunto de sus valores
propios es

oc(A)={dap:a,f=1,2...,m},
donde

= —4{ cos? _ar cos? L — 2¢c0s _an - COS L
/\a,ﬁ = 4{ [2(m+ 1)1 T [2(m+ 1)1 . [(m+ 1)‘| [(m+(13)11}1’5)

para o, B =1,2,...,m.

Demostracion. La simetria en los pesos del esténcil (3.9) hace que la matriz A herede
una estructura simétrica.

Para calcular los valores propios de la matriz A, se pasa por alto el arreglo de los nodos
de la malla, después de todo, las permutaciones simétricas conservan los valores propios.
Suponga que se puede demostrar la existencia de una funcién no trivial (v)gi=o.1.....m+1
tal que vk o = Vkmt1 = Vog = Um+1; = 0 para k,l =1,2,...,m, y de tal manera que el
sistema de ecuaciones lineales

2 (V1,041 + V=141 + Vk—10-1 + Vkt1,-1)
— (Vk1,0 + Vk—1g F Vg1 + Vki—1 +401) = Mgy, (3.4.16)

conk,l =1,2,...,m, se cumple para algin \; en cuyo caso, salvo reacomodo, se tendria
que v, es un vector propio asociado al valor propio A de la matriz A.
Dados «, 5 € {1,2,...,m} sea

k l
vk,l—sm< Om);:,m( 5”), kl=0,1,...,m+1.

m+1 m+1

Observe que se cumple la condicién de frontera de Dirichlet homogénea vy, o = Vg ms1 =
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Vos = Umt1y = 0 para k,l =1,2,..., m. Sustituyendo en (3.4.16),

2 (Vg41041 + Uk—1041 + V=101 + Vkr10-1) — (Vb1 + Vk—1 + kg + Vi1 +4vgy) =

oo () o () (53
(200 o (520 (2
o () o () )
oo () o () () o ) 1)

Para simplificar, se usa la identidad trigonométrica

sin(a — ) + sin(a + B) = 2sinacos

entonces se tiene, para el lado derecho
= 21¢2sin L + Dar sin o
m—+1 m+ 1 +1
—1
+2sin 7(]{: Jor sin fr
m—+1 m+ 1
_Jogin [ Fom
S —— coS )
+2sin ham sin lom cos br + 4 sin k:cmr i

m+1 m+1 m+1 m+1 —|— 1

W R

Para k,l =1,2,...m,. En el ultimo paso se uso la identidad trigonométrica
5 (0
1+ cosf = 2 cos 3/

Se tiene entonces que (3.4.16) se cumple para A = A, g, lo que concluye la demostracion
del lema. [

1)
)
()
}

Corolario 3.4.17. La matriz A es negativa definida vy, a fortiori, no singular.

Demostracion. Por el lema anterior, la matriz A es simétrica. De la expresion para A, s,
no es claro que el valor del eigenvalor es negativo para cualesquiera o, 3 =1,2,...,m
En la figura (3.10) se muestra la gréfica correspondiente a —+\o 5, en donde se anade
el coefiente —+ para simplificar el coeficiente —4 de (3.4.15). Como se puede ver en la
grafica (3.10), todos los valores de — 4)\a 3 son positivos, por lo que al mutiplicar con
el coeficiente —4 de (3.4.15), se tiene que todos los valores propios de A son negativos,
y por lo tanto A es negativa definida y no singular. |
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Figura 3.10: Gréfica de A, s en el dominio (2.

Valores propios del operador de Laplace

Los valores y vetores propios del operador de Laplace se pueden evaluar de manera
directa en el dominio 2 = [0,1]%2. Dados dos enteros positivos «, 3, sea v(z,y) =
sin(amz) sin(frz), con z,y € [0, 1]. Notese que v cumple las condiciones de frontera de
Dirichlet homogéneas, mds ain, Vv = —(a? + 3%)7?v, y por tanto v es una funcién
propia asociada al valor propio —(a?+3?)m%. Se puede demostrar que todas las funciones
propias del operador de Laplace en Q = [0,1]? tienen esta forma. El vector vy; del
Lema (3.4.14) se puede obtener al probar la funcién propia v en los puntos del mallado
{(mLH, kLH)}k,lzo,l,...,mH’ para «, 8 = 1,2,...,m, mientras que A~?)\, 5 es una buena
aproximacion a —(a?+ 3%)7? si a, 8 son pequeiios en comparacion con m. Expandiendo
cos? f en series de potencias y teniendo en cuenta que (m+ 1)A =1, se obtiene

s - 0] ] )
- ] ] <)

] < d ] )
(1[5l A el <)

= L@+ )+ (a4 B (A + O(aY),

Entonces, salvo un miultiplo escalar —7/2, el valor propuesto A, s aproxima a los
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valores propios exactos del operador de Laplace.

Sean u la solucién exacta al problema de Poisson VZu = f en el dominio 2 = [0, 1]?,
Uy = u(kA,lA) y denotemos por ey el error de la discretizacién (3.4.5) con el esténcil
de nueve puntos (3.9) en el (k,[)-ésimo punto del mallado, e;; = wug; — Uy, para
k,l=0,1,...,m+ 1. Estas ecuaciones lineales se representan de la forma (3.4.6) y e
denota un arreglo de {e;} en un vector en R*, s = m?, cuyo orden coincide con el de
u. Se medird la magnitud de e con la norma Euclideana || - ||.

Teorema 3.4.18. Sujeto a que la funcion f sea lo suficientemente diferenciable, ade-
mds de las condiciones de frontera, existe un niumero ¢ > 0, independiente de A, tal
que

le]| < c- A% A —0. (3.4.19)

Demostracion. Dado que A7*(A§, + Af,) aproxima al operador de Laplace hasta

orden O(A?), se cumple que

2 (Wg 1,041 + W11 + Wm1—1 + Up1,0-1)
— (T + U1 + Tpgpr + Qg1 + 4lgy) = A°fr+O(AY),  (3.4.20)

para A — 0. Restando (3.4.20) de (3.4.13), se tiene

2 (ep41041 + €h—1041 + €k—1,1-1 + €xt14-1)
4
— (ert1 + €p—10 + €rip1 + et +4er) = O(AY), A — 0,
o, en notacion vectorial, y poniendo la debida atenciéon al hecho que wy; y iy coinciden

a lo largo de la frontera
Ae = ix, (3.4.21)

donde 6, € R™ es tal que ||0a]] = O(AY). De (3.4.21) se sigue que
e= A6 (3.4.22)

Por el Lema (3.4.14), A es simétrica, y por tanto también A~! es simétrica, y su norma
Euclideana ||A~!|| es igual a su radio espectral p(A~1). Este tltimo se puede calcular
con (3.4.15), dado que A € o(B) es lo mismo que A\™* € o(B™!) para cualquier matriz
no singular B. Entonces, tomando en cuenta que (m + 1)A =1,

1 am 5418
A_1 _ ¢ - 2 2\__ ="
p(AT) ﬁmm4{ [mmﬂ)] i cos [mm“)]

)

8 cos? (%WA) — 8cos?(mA)

Dado que
A2
lim
A=0 1 8 cos? (%ﬂ'A) — 8cos?(TA)
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se sigue que para cualquier constante ¢; > (672)~! se cumple que
AT =p(A7) <A, A= (3.4.23)

Si tanto f como las condiciones de frontera son lo suficientemente diferenciables, u es
por si misma suficiente diferenciable y existe una constante ¢y > 0 tal que

16-All <z A

(recuerde que § depende tinicamente de la solucién exacta). Sustituyendo esta expresion
junto con (3.4.23) en la desigualdad (3.4.22), se cumple (3.4.19) con ¢ = ¢yc. [ |

Para concluir este capitulo, conviene resaltar la propiedad de adaptabilidad de las
discretizaciones que se han empleado en este proyecto, pues asi como en el ejemplo
(3.4.1) o en [27], el uso de estas mallas se puede extender a mallas no estructuradas o
nubes de puntos. Estas discretizaciones se probaron con mallados de 3 x 3 nodos, los
cuales fueros dispuestos al azar. En comparacion con la estructura del esténcil (3.9),
se generd una estructura aleatoria donde la numeracién de los nodos se alternd; en
particular, la posicion del nodo central se fue alternando entre los puntos del esténcil
aleatorio, y se registré el error local en cada uno:

m En la figura (3.11) se muestra el esténcil generado aleatoriamente, donde la posi-
cion del nodo central se alterna entre todos los nodos del esténcil. Se senalan los
esnténciles donde se obtuvieron los errores locales maximo y minimo.

» La figura (3.12) muestra las graficas correspondientes a los errores locales de cada
esténcil de (3.11). Todos los errores calculados son del érden de 10714,

» En la figura (3.13) se muestra el esténcil generado aleatoriamente, indicando las
magnitudes méxima y minima de los errores locales, y la posicion del nodo central
correspondiente a cada uno.

Minimo

Figura 3.11: Esténcil aleatorio de nueve puntos; posicion del nodo central.



Diferencias finitas generalizadas 7

' 0 " 2 1 3
% I - - I § - I

s " 5 "

II I I - I
1 &2 04 & i 4 o .

] wh

Figura 3.12: Esténcil aleatorio de nueve puntos; errores locales en cada esténcil.

Maximo: 3.44252-14 {en p=8); minimo: 2.420e-14 (en p=2)

|

Figura 3.13: Esténcil aleatorio de nueve puntos; errores locales maximos y minimos.



Capitulo 4

Modelado en problemas inversos

Las discretizaciones que se presentaron en el capitulo pasado se usaron también en el
modelado de problemas inversos asociados al ejemplo estacionario de difusién-adveccion
en 2D que se discutié anteriormente:

oc  oC 0 oC 0 oC

— tv—=—|A— — | A— 4.0.1

u@x—i—vay 895( 8x>+6y< 0y>7 ( )

para C' definida sobre el dominio 2 = [0,1] x [0, 1], con los pardmetros constantes

u=v=0.1, A(y) =1+ e 1% para 0 < y < 1, y las condiciones de frontera C(0,y) =

C(l,y) = 0.05 para 0 < y < 1, ¢ =0en (0,1) x {1} y %€ = g(x) en (0,1) x {0},
donde

0.5 3Ll
g(x) = N
0 de otro modo

En el contexto de los problemas inversos, el problema que se abordd en este proyecto
se refiere de manera especifica a la identificacién de parametros: considere la solucién
al problema (4.0.1), suponga que dicha solucién representa una medicién real de la
concentracion de una cierta sustancia suspendida en la atmosfera. El problema inverso
que se discute en este capitulo consiste en la determinacién de parametros fisicos invo-
lucrados en este fendémeno de disfusién-adveccion; especificamente, este problema trata
de determinar los parametros u y v de (4.0.1), los cuales corresponden a las velocidades
de transporte.

Cabe mencionar que esta clase de problemas en particular requieren de especial
atencion en el tratamiento de las condiciones a la frontera. En particular, la solucién
numérica que se obtuvo para (4.0.1) en el capitulo anterior presenta un crecimiento
abrupto en el gradiente en la frontera inferior. Sin embago, la discretizacién empleada
permitié obtener buenos resultados. Este tipo de crecimientos del gradiente en la fron-
tera fueron modelados con éxito, como se muestra en [27].

Para el modelado de estos pardmetros, Dilley y Yen [23] propusieron las siguientes
funciones, dadas como leyes de potencias:

78
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w(z,y) = (U — az) <y>m oly) = <y>m (4.0.2)

Y1 m+1 ;

donde Uy, a, y;, m son parametros a determinar, los cuales estan estrechamente relacio-
nados a la fisica del problema.

Uno de los propésitos de este proyecto es proponer modelos para los parametros u
y v de (4.0.1), que arrojen buenos resultados y que a la vez, resulten més sencillos que
los propuestos en [23].

4.1 EIl modelo exponencial

El primer modelo consiste en funciones de tipo exponencial, dadas como series de
potencias de la siguiente manera:

w(@) = Az™ + By, v(y) = Ay™ + B, (4.1.1)

donde los pardmetros Ai, As, By, By, a1 v g son constantes a determinar. En una pri-
mera comparacion, notese que, a diferencia de las leyes de potencias (4.0.2), estas
funciones dependen cada una de una tinica componente espacial.

El calculo de estos parametros se realizé tomando los datos de la soluciéon numérica
obtenida para (4.0.1) en el capitulo anterior, realizando un ajuste de minimos cuadrados
no lineales regularizado, usando el algoritmo de regién de confianza, como los que se
discutieron en el Capitulo 2. Los valores encontrados para estos parametros se muestran
a continuacion:

A; 413.86 | Ay 41.38
By 0.03 | B, 0.03
op 41386 | ap  0.03

Cuadro 4.1: Valores encontrados para los pardmetros del modelo (4.1.1).

Una vez obtenidos estos parametros, sus valores se usaron para graficar la funcion
de concentracion que se deseaba recuperar, la cual corresponde a la solucién numérica
de (4.0.2) que se obtuvo en el capitulo anterior. Ambas funciones se muestran en la
figura (4.1).

Como se puede ver en la figura (4.1), las soluciones son bastante similares, no solo
en apariencia, sino también en norma. Se calculd la diferencia entre estas soluciones

con relacién a las normas || - ||o v || - ||2; las diferencias obtenidas se muestran en la
tabla (4.2).
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Musmorical sehation Salution with the preposed modal

oo

Figura 4.1: Izquierda: solucién numérica de (4.0.2). Derecha: modelo obtenido usando
las leyes de potencias (4.1.1).

Norma || - [|s:  1.608 x 10710
Norma || - ||2: 4.6 x 107

Cuadro 4.2: Norma de la diferencia entre las funciones de la figura (4.1).

4.2 El modelo racional

El segundo modelo propuesto para los pardmetros u y v de (4.0.1) consiste en funciones
de tipo racional, dadas como cocientes de polinomios lineales. Los modelos propuestos
son los siguientes:

u(z) = Ajx + Ay oy) = Bix + Bs

Asx + A7 Bsx + By’

donde los coeficientes A;, B; para i = 1,2, 3,4 son constantes a determinar. De manera

similar al modelo (4.1.1), estas funciones dependen cada una de una sola componente
espacial.

(4.2.1)

Los parametros constantes A;, B; para ¢ = 1,2, 3,4 se calcularon tomando los datos
de la soluciéon numérica obtenida para (4.0.1) en el capitulo anterior, realizando un
ajuste de minimos cuadrados no lineales regularizado, usando el algoritmo de regién de
confianza. Los valores encontrados para estos pardametros se muestran en la tabla (4.3)

Los valores obtenidos para estos parametros se usaron para graficar la funcion de
concentracion que se deseaba restaurar, y que corresponde a la solucién numérica de
(4.0.1) que se obtuvo con el esquema en diferencias finitas generalizadas que se describié
en el capitulo anterior. Estas funciones se muestran en la figura (4.2).
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Ay 0.0499 | B; 0.0501
Ay 0.0499 | B, 0.0501
Az 0.0501 | Bs 0.0499
A, 0.0501 | By 0.0499

Cuadro 4.3: Valores encontrados para los pardmetros del modelo (4.2.1).

Musmorical sehstion Salution with the preposed modal

Figura 4.2: Izquierda: solucién numérica de (4.0.2). Derecha: modelo obtenido usando
las funciones racionales (4.2.1).

De manera similar al modelo exponencial, estas funciones resultan también bastante
similares. La diferencia entre estas dos funciones, con respecto a las normas || - || ¥
| - ||2 se muestran a continuacion:

Norma || - [|oo:  6.57 x 10711
Norma || - |[2:  3.21 x 107

Cuadro 4.4: Norma de la diferencia entre las funciones de la figura (4.2).

4.3 Conclusiones

El esquema en diferencias finitas generalizadas que se present6 en el capitulo anterior
permitié obtener una solucién numérica aceptable al problema (4.0.1), esto a pesar de
las condiciones a la frontera del problema. Si bien es cierto que las discretizaciones
son muy similares a las que se emplean en esquemas en diferencias finitas clasicas, los
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nodos adicionales que se anadieron en las fronteras con condiciones de Neumann per-
mitieron obtener una solucién numérica bastante precisa. En las figuras (4.1) y (4.2) se
puede observar que los efectos del mal condicionamiento del problema siguen estando
presentes, pero tales efectos son parte de la formulacién del problema (4.0.1) y son
independientes del esquema que se use para calcular una solucién numérica.

También es importante resaltar que los modelos propuestos (4.1.1) y (4.2.1) permi-
tieron replicar con un buen grado de precision la solucién numérica de (4.0.1) que se
obtuvo en el Capitulo anterior. Si bien es muy cierto que los modelos propuestos por
Dilley y Yen en [23] estdn mucho més relacionados con la fisica del problema, nues-
tra propuesta permitié replicar la soluciéon numérica de (4.0.1) con un buen grado de
precision y empleando funciones con un menor grado de complejidad, lo cual es una
caracteristica bastante deseable en el calculo de soluciones numéricas.

4.4 Futuros proyectos

En el futuro se espera continuar trabajando con los modelos en diferencias finitas ge-
neralizadas presentados en este proyecto. El siguiente proyecto consiste en usar los
esquemas propuestos para estudiar fenénemos de difusion-adveccién no estacionarios,
asi como adaptar la propuesta de este esquema para dominios irregulares, en los cuales
se pueda adaptar la simetria del esténcil a geometrias irregulares.

Los resultados obtenidos del problema inverso presentado en este proyecto no re-
presenta mas que un benchmark de los esquemas que se proponen. Un proyecto que se
tiene pensado a corto plazo consiste en emplear los esquemas propuestos usando datos
reales obtenidos de una estaciéon meteorologica en la ciudad de Morelia, Michoacéan, y
obtener modelos numéricos para condiciones climaticas reales en esta entidad.

Los esquemas propuestos en este proyecto destacan por su sencillez y los buenos
resultados obtenidos. La inclusion de los nodos adicionales en las fronteras con condi-
ciones de Neumann permitieron obtener una soluciéon numérica aceptable a pesar del
crecimiento abrupto del gradiente en una de las fronteras. Otro proyecto que podria
resultar interesante es adaptar los esquemas propuestos para estudiar fenémenos de
dispersion entre dos interfaces distintas. Estos problemas suelen presentar condiciones
de frontera en las que se tienen discontinuidades o crecimientos bastante abruptos del
gradiente en la frontera entre las interfaces. Creemos que seria interesante poner a
prueba nuestra propuesta en uno de estos problemas.

Otra linea que es de interés para este proyecto es la adaptacion de los esquemas
propuestos en mallados adaptativos. Creemos que la simetria heredada por el esténcil
en la estructura de la matriz de diferenciacién tiene propiedades que pueden ser pre-
servadas para mallas adaptativas.
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