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LA TEORIA DE EINSTEIN-MAXWELL AL NIVEL DE UN LAZO USANDO EL
FORMALISMO LINEA DE MUNDO

Resumen

En el presente trabajo de tesis se desarroll6 el formalismo linea de mundo co-
mo una herramienta muy eficiente en el calculo de la accion efectiva en la teoria
de Einstein-Maxwell debido a un lazo escalar y espinorial. El calculo se realiza en
el limite de bajas energias y a orden lineal en la curvatura. La accion efectiva que
se obtiene, es una generalizacion de la representacion estandar del Lagrangiano de
Euler-Heisenberg.

Primero hacemos la deduccion del Lagrangiano efectivo a orden lineal en la cur-
vatura, R, y cuadratico respecto al tensor del campo electromagnético, F'. Los calcu-
los se realizan en dos versiones diferentes del formalismo linea de mundo, conocidas
como DBCYy SI. De los resultados comprobamos la compatibilidad de estos dos esque-
mas. Ademas, estos resultados son consistentes a otros encontrados anteriormente
a este trabajo de tesis, por ejemplo el Lagrangiano efectivo de Drummond y Hathrell.

Usando las funciones de Green linea de mundo adaptadas a un campo electro-
magnético constante de fondo, es posible encontrar el Lagrangiano efectivo a orden
lineal en R y a cualquier orden de F' para un lazo espinorial, ésta es la aportacion
principal del trabajo de tesis. A partir de esta expresion se deduce el Lagrangiano
efectivo de forma explicita hasta el orden RF*, resultado que también es nuevo. Se
obtiene una forma particularmente sencilla para el caso especial importante de un
campo autodual.

Finalmente, se aprovecha la sencillez del Lagrangiano efectivo de Drummond y
Hathrell para calcular la amplitud de un gravitén y dos fotones en el limite de bajas
energias en un proceso on-shell. Una vez que se introduce la polarizacion del graviton
y de los dos fotones, el sistema se comporta como si se tratara de cuatro fotones con
polarizacion.

THE EINSTEIN-MAXWELL THEORY AT THE ONE-LOOP LEVEL USING THE
WORLDLINE FORMALISM

Abstract

In this thesis we developed the worldline formalism as a very efficient tool for cal-
culating the effective action in the Einstein-Maxwell theory due to a scalar or spinor
loop. The calculation is performed in the limit of low energies and at the linear or-
der in the curvature. The effective action obtained generalizes the Euler-Heisenberg
Lagrangian in its standard proper-time representation.

In the first part, we obtain the effective Lagrangian to linear order in the curvature,
R, and quadratic with respect to the electromagnetic field tensor, . We perform this
calculation in two different versions of the worldline formalism, known as DBC and SL
We could check from the results the compatibility of these two schemes. In addition,
these results are consistent with others found previously, for example the effective
Lagrangian of Drummond - Hathrell.



VIII

Using worldline Green’s functions adapted to a constant background electromag-
netic field, we then find the effective Lagrangian due to a spinor loop to linear order
in R but at any order of F. This is the main contribution of the thesis. From this
expression, we then obtain the effective Lagrangian explicitly to the order RF*, which
is also a new result. A particularly simple form is obtained for the important special
case of an self-dual field.

Finally, we take advantage of the simplicity of the effective Lagrangian of Drum-
mond and Hathrell to calculate the on-shell amplitude of a graviton and two photons
in the limit of low energies. Introducing circular polarizations for the graviton and two
photons we find that this process can be related to the corresponding four-photon
amplitude.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Uno de los resultados no triviales mas tempranos en electrodinamica cuantica
(QED), aun usando la teoria de Dirac de agujeros, es el bien conocido Lagrangiano
de Euler-Heisenberg [1, 2, 3], el cual describe los efectos de pares virtuales electréon-
positron en un campo electromagnético externo. En la notacién moderna, este La-
grangiano se escribe de la siguiente forma:

1 e dr 2
EH —m*T
gspinor - - @ /0 ﬁe "

(D)) @y s
tanh(cal) tan(ebr) 3@ 0T 1 (1D

Aqui T es el tiempo propio del fermion en el lazo, e es la carga, m es la masa del
electron, y se han usado los invariantes de Lorentz del campo electromagnético:

a2_b2 _ B2—E2,
ab = FE-B.

Los dos términos que se sustraen en (1.1) se atribuyen a la renormalizaciéon de la
carga eléctrica y a la energia del vacio.

En 1951, Schwinger [4] derivé nuevamente este resultado pero en esta ocasion
usando el formalismo moderno, y ademas obtuvo una expresion analoga para el caso
donde las particulas virtuales son escalares cargadas:

1 dT 2
EH —m2T
Lscalar = 1672 /0 ﬁe "

(eaT)(ebT) 2

) 2\ 2
— —b9)T~ —1]. 1.2
sinh(caT) sineoT) T 6@ %) (1.2)

A pesar de la simplicidad formal de los Lagrangianos efectivos (1.1), (1.2), con-
tienen una enorme cantidad de informacion fisica. Mencionaremos soélo los siguientes
tres aspectos:

1. Este Lagrangiano efectivo contiene informacion sobre las modificaciones cuan-
ticas de las ecuaciones de Maxwell debido a la presencia de particulas virtuales
escalares o espinoriales. En particular, esto permite estudiar las modificaciones
de la propagacion del fotén a bajas energias debido a un campo externo [5].

2. En el caso del campo eléctrico, permite calcular la tasa de creacién de pares por
el campo [4].

3. También contiene la informaciéon completa sobre la amplitud de N fotones a un
lazo en el limite donde la energia de los fotones es pequena comparada con la
energia de Compton [6] (este limite se llama “limite de bajas energias” o "limite
EH” en lo siguiente).
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Para el ultimo punto se expresan los invariantes de Lorentz de (1.1), o (1.2) segun
sea el caso, en términos del tensor de campo electromagnético, F, después se hace la
descomposicion

F=) F, (1.3)

con

FM = (Kl el — el kY) etkie (1.4)

7

donde k!' es el cuadrimomento y y ¢! es el vector de polarizacién del i-ésimo foton.
Esto permite encontrar una forma sencilla de la matriz de dispersiéon M, para un
numero arbitrario N de fotones. Los detalles de este procedimiento se explican en el
cap. 8. Por el momento s6lo mostramos el resultado final que se obtuvo en [6], que es
muy conciso, para el caso de la QED espinorial:

4 .
iy - - m* 2ie\N
ngmgr[gir?"'55};551(“;-.-;6]\1] = _@<W) (N =3)!
K N-K
SO (ure BBy )
k=0 1=0 ENN(K — k)(N — K — )| EAN=K .

con N y K numeros pares, en cualquier otro caso la amplitud es nula. La condicion
para N llega del teorema de Furry. Por otra parte, la propiedad de K no es clara, y
como se vera mas adelante, no se cumple mas alla del limite de bajas energias. Los
indices + se refieren a polarizaciones circulares, y B son los nimeros de Bernoulli.
Los invariantes ng son escritos en la notacion spinor helicity (ver cap. 8)

K
X} _ (22?)! {[12}2[34}2 (K= 1)K]2 + todas las perm.},
N-K
Xy = (2]\?21()! {((K + 1) (K +2))2((K + 3)(K +4))2--- (N —1)N)? + todas las perm.}.

(1.6)

La formula que resulta para el caso escalar es muy similar [6] y no se presenta aqui.
Cabe mencionar el papel especial que juegan las amplitudes con todas las po-
larizaciones positivas o todas negativas, llamadas maximally helicity-violating (MHV).
Estas amplitudes corresponden, al nivel de la accion efectiva, al caso de un campo de
Maxwell autodual (F = 15) o anti-autodual (F' = —Fv) respectivamente. Esta propiedad
de la (anti-) autodualidad simplifica considerablemente el calculo de la accion efecti-
va, tal que para el caso de las amplitudes HMV se logr6 obtener aun la generalizacion
de la formula (1.5) al nivel de dos lazos [7]. En [7] también se mostré la siguiente
relacion sencilla entre las amplitudes MHV a un lazo en la QED espinorial y la QED
escalar:
Do ) = (=)Dl (1.7)
Esta relacion nos dice que el espin de la particula en el lazo no tiene efecto mas alla
del factor (2) que viene de los grados de libertad, y el signo (—) que viene de la es-
tadistica de Pauli.

Gracias a que la teoria de cuerdas reproduce la teoria cuantica de campos (QFT)
en el limite de bajas energias, se han generado nuevas herramientas para atacar los
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problemas en QFT, muestra de ello es el formalismo linea de mundo que ofrece ciertas
ventajas en los calculos.

En 1950, Feynman obtuvo la siguiente representacion de la accion efectiva en
SQED a un lazo [8],

T sontan[A] = / 42 Lroan[A] = / AT —m21 / Da(r)e St (1.8)
o T 2(T)=2(0)
donde
T T 1.2
Slz(1)] = / dr L = / dr <4 +iedt A“(I(’T))> , (1.9)
0 0

con T el tiempo propio de la particula, e la carga, m la masa, la integral [ Dx es sobre
todas la trayectorias cerradas y la accién linea de mundo S esta compuesta por el
término cinético y el término de interaccion; para (1.8) hemos usado las convenciones
de [9]. Para el caso de un lazo con espin hay que incorporar integrales de trayectoria
sobre funciones de Grassmann [10],

T
/Dw(T)eXp [—/O dr (;ww—iwwww”)] , (1.10)

donde las funciones ¢* anticonmutan y son antiperiodicas:

Y(11) () = () Y(m1), P(T)=—9(0), (1.11)

asl que

1 [>dr
Fspinor[A] = /d4x$spinor[A] = 2/0 dTe_mZT/DSC(T) /Dw(’r) e_S[I(Tﬂ7 (112)

con
T jj2 1 A T
S[x(T)]:/ dr <4+21/)~1/2> +/ dT(iegb“Au(x(T))—iew“F‘“’w”), (1.13)
0 0

nuevamente se ha realizado la separacion entre la parte libre y la parte de interac-
cion. El formalismo linea de mundo permite resolver estas integrales de trayectoria de
forma muy sencilla, la idea es que las integrales se puedan escribir en forma de in-
tegrales gaussianas. Para ello se hace una expansion de los términos de interaccion,
con lo cual se llega a integrales de la forma

—-1/2 [

/Dy Yir = Yigy eiy.A.y X (detA) (Ail)iliz (12171)1

x (A7

lok—1%2k

+ perm.] (1.14)

Es notable que para escribir la solucion de las integrales se requiere solo de las
funciones de Green bosoénicas G p y fermiénicas G, asi como calcular el determinante
correspondiente. Estas funciones de Green se determinan mas adelante.
Histéricamente Bern y Kosower calcularon amplitudes de N gluones a un lazo
directamente de la teoria de cuerdas [11, 12, 13]. Posteriormente Strassler realizo
el mismo calculo usando una generalizacion de esta integral de Feynman para la
cromodinamica. Strassler [14] encontré las mismas representaciones integrales para
las amplitudes de N gluones a un lazo como Bern y Kosower, sin embargo, el metédo
empleado por Strassler resulté ser mas eficiente. El formalismo linea de mundo es
una herramienta muy util para el calculo de amplitudes con N fotones en la QED
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en el vacio [15] y particularmente para amplitudes de fotones en un campo externo
constante [16, 17, 18, 19].

En este trabajo de tesis se muestra el calculo de la accion efectiva a un lazo, tanto
escalar como espinorial, con un campo de fondo electromagnético mas un campo
gravitacional. Esto ocurre en el marco de la teoria de Einstein-Maxwell. Para dar
inicio se considera la accion fundamental para un campo escalar complejo cargado
acoplado al campo electromagnético y gravitacional

Sscalar|ds ¢ 9, A] = — / dPx /g (9" (8, — ieA,) ¢* (9, + ieAy) ¢ + (m? + ER)¢¢*) , (1.15)

aqui ¢ es el coeficiente de acoplamiento no minimo para el escalar de curvatura.

La cuantizacién produce la siguiente accién efectiva a un lazo (Z[g, A] = e'l9Al =
[ D¢ Do e5[9:97:9.4])
I[g, Al =Indet ' (-O4 +m? + ¢ R) = Trin(-04 +m? + € R), (1.16)

donde [J4 es el laplaciano covariante de norma y gravitacional para campos escalares.
Esta accion efectiva puede ser representada por la siguiente integral de trayectorias
linea de mundo (ver [20, 22])

wdr ~Slatig,A]

Ilg, Al = — Dxe P94 (1.17)

T
0 PBC

donde
T 1
S[zH; g, A :/0 dr <4g#y(w)j:“isy+iez4#(x) j}“+£R(x)+m2) , (1.18)

con 7T el tiempo propio de la particula en el lazo, y la integral de trayectorias se realiza
sobre todos los lazos cerrados en el espacio-tiempo z(7) con condiciones periodicas
z(T) = z(0). Con esto se generaliza (1.8) y (1.9).

Para el caso en el que se trabaja con particulas de espin 1/2 en el lazo, se usa el
campo de Dirac ¥ acoplado al campo electromagnético (4,) y el campo gravitacional
(e,"), con esto, la accion fundamental esta dada por

Sepin|V, Vs e, A] = f/dee\I/(W +m)T, (1.19)
donde ¢, es el vielbein, e = det[e,?], w,q, €s la conexion espin, y
a W . 1 a. b
Y =7%¢, Vi, VM:8H+zeAﬂ+inb'y 0. (1.20)

La accion efectiva en los campos de fondo ¢,* y 4, esta dada por
(€' = [ DU DY SV Va4l = Det(V + m))

I'le,A] = InDet(Y + m) = In[Det(Y + m)Det(—Y + m)]'/?
— %Trln(—?2 +m?)
= %Trln (—DA+m2+iR> . (1.21)

La representacion en integrales de trayectoria linea de mundo para la accién efectiva
puede ser escrita de la forma [23]:

I'[g, A] :_1/ di/ Dz | Dy e—S[ac“,w“;gu‘l]7 (1.22)
2Jo T Jpec Jasc



con
T 1 1 ,
Slat g, Al = / dr Lguu(x)ﬂb“ﬁc”+ieAu($)9b“+4R+m
0

3 (9 9~ Buga (@) i) — i ()t |, (129
se puede notar que la primera linea de esta expresion es igual que en el caso escalar,
(1.18), con ¢ = %, mientras que la segunda linea contiene la dependencia del espin de
la particula. Los campos linea de mundo ¢*(7) son funciones de Grassmann y tienen
la propiedad de ser antiperiddicas, /(T) = —¢(0). En nuestras convenciones se usa la
signatura (— + ++).

El trabajo mas antiguo del que sabemos en que han realizado correcciones cuanti-
cas a nivel de un lazo en un campo electromagnético y gravitacional de fondo fue gra-
cias a Drummond y Hathrell (1980) [25]. Estos autores determinaron el Lagrangiano
efectivo para el caso de un lazo fermionico, al nivel de un tensor de curvatura y dos
campos electromagnéticos

(DH) _ 1 2 o v v paf «a 2
Loinr = T50(ar)one? <5RFW—26RWF# F o + 2R 0P FOP 4 24(VO ) >

(1.24)

por convencion, el valor de la carga eléctrica se absorbe en el tensor del campo electro-
magnético. La motivacion del trabajo de Drummond y Hathrell esta enfocado en que
(1.24) contiene informacion sobre la modificacion que sufre la relacion de dispersion
del fotén debido a un campo gravitacional de fondo. El caso puramente electromag-
nético es bien conocido [5], el caso gravitacional es particularmente interesante pues
este permite la propagacion superluminica [26, 27], dejando a especulaciones sobre
una posible violaciéon de microcausalidad [28]. Pero como se enfatiza en [29], estos
detalles no pueden resolverse en el nivel la accion efectiva a bajas energias.

Usualmente hay tres formas de calcular la accion efectiva ya sea en el caso escalar
o espinorial, y las mencionamos enseguida:

I: Sumando sobre todas las derivadas de los campos y fijando el nimero de campos.
1I: Agrupando términos con una dimension de masa fija.
I1I: Fijando el numero de derivadas y sumando sobre el nimero de campos.

La primera aproximacion es usualmente llamada expansién derivada. Las correc-
ciones con derivadas de orden alto para (1.24) ya fueron consideras en [30].

La segunda opcion corresponde al método estandar Nticleo de Calor (Heat Kernel) o
expansion inversa de masa. De las tres opciones, ésta es manifiestamente invariante
de norma y covariante orden por orden. La expansion Niicleo de Calor para la accion
efectiva a un lazo es usualmente escrita como

00 D o

lg, A] = / AL -mer / a7 S an(@)T", (1.25)
0 T (47TT) 2 =0

donde D es la dimension del espacio-tiempo y a,(z) son los coeficientes Niicleo de

Calor. En la dimension D = 4, los términos con n = 0, 1,2 son divergencias ultravioleta

en T = 0, asi que dichos coeficientes son sujetos a una renormalizacién. En el caso de

un campo de fondo Einstein-Maxwell con un lazo escalar o espinorial se obtienen los
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coeficientes ag, - - - ,a3 en la expansion Niicleo de Calor [31, 32]. Para el caso escalar
se tiene !
ag = 1,
1
a = (59
ay = —%Fiw
a3 = % [5(66 — DRER, + 4Ry I F* o — 6R o P F*
—2(VOFyp)? — 8(VaF)? — 12F,, DF“”} : (1.26)

en el caso espinorial se tiene

ag = 727
1
ay = ER,
1
a9 = —gFil/ 5
1 (67 14 v (67
a3 = o5 |PRFR, — AR F " FY o — R0 17
(VO Fy)? = T(VaFu)? — 18F,, DFW} . (1.27)

Aqui los términos ag, a1, a2 contribuyen a la renormalizacion de la energia del vacio,
la constante de Newton y la carga eléctrica, respectivamente. El resultado (1.27) es
igual a (1.24) mas términos que involucran derivadas totales; esto se observara mas
adelante. Algo analogo se tiene para el caso escalar.

La tercera opcion permite generalizar el Lagrangiano de Euler-Heisenberg. Con-
trario al caso puramente electromagnético, en la teoria de Einstein-Maxwell no es ob-
vio definir el Lagrangiano Efectivo para campos externos constantes, esto por la am-
bigtiedad de definir cantidades constantes en un espacio curvo. Sabemos de trabajos
previos en los que se hace el tratamiento no perturbativo del campo electromagnético
y/o gravitacional, esto es gracias a Avramidi [33, 34]. Estos autores generalizan la
constancia F' a la constancia covariante de F'y R:

Vo Fuw = Vo Rupap = 0. (1.28)

Para un campo de fondo que satisface (1.28) se obtiene una féormula del tipo Euler-
Heisenberg para el Lagrangiano efectivo. Sin embargo, las condiciones (1.28) son muy
fuertes y ademas se tiene

VoFuw = 0 = [Va,V3lEw =0 — RaginF>, — RapiaF, =0, (1.29)

lo cual implica que la accién efectiva contenga informacién sélo parcialmente al nivel
de bajas energias. Por esta razon, en este trabajo se hace una definicion mas general
del Lagrangiano de Euler-Heisenberg en el espacio-tiempo con curvatura. Como es
usual en el caso del graviton, las amplitudes son definidas por una linealizacion de
la gravedad alrededor del espacio plano de Minkowski. Nosotros calculamos el La-
grangiano de Euler-Heisenberg generalizado en la teoria de Einstein-Maxwell a orden
lineal en la curvatura, conteniendo la informacién completa sobre las amplitudes

!Se obtienen los coeficientes para el lazo escalar del apéndice B de [32], remplazando E — —ER 'y
Fap — iFqp. Aquli el parametro ¢ describe un acoplamiento no minimo en gravedad. Para obtenerlos en
el lazo espinorial, se remplaza E — —1R+ L Fuv*y" y Fap — 1 Rabea"y" + iFus.



(una particula-irreducibles) foton-graviton con cualquier numero de fotones, pero no
mas de un graviton, en el limite de bajas energias. Esto corresponde a escribir el
Lagrangiano efectivo con cualquier nimero de tensores del campo electromagnético y
con un solo tensor de curvatura, éste ultimo puede ser remplazado por dos derivadas
covariantes.

Figura 1.1: Ejemplo de un diagrama reducible con un gravitén y 4 fotones

La aplicacion del formalismo linea de mundo con un campo gravitacional de fondo
requiere la generalizacion al espacio curvo [35], lo cual encierra problemas matemati-
cos muy profundos, como ya se sabe del caso no relativista desde hace medio siglo
[36]. Hablamos de tres problemas principales:

a) La existencia de una medida no trivial en la integral de trayectorias,

Dx = Dx H | det[gu (z(7))]],

0<r<T
y como tratar esta medida para calculos practicos.

b) La existencia de divergencias UV en la teoria de campos unidimensional definida
por la integral de Feynman (1.8).

¢) Eliminar el modo cero contenido en la integral (1.8) de manera que el proceso sea
consistente con la covariancia general. Si esto no es posible entonces no hay opor-
tunidad de usar coordenadas riemannianas, las cuales ayudarian a simplificar los
calculos.

Estos problemas se han resuelto gracias a los trabajos de Bastianelli, van Nieuwen-
huizen, Corradini, entre otros [23, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43], para ello se introducen
campos fantasma, asi que hemos escrito (1.18) y (1.23) de forma inocente ya que
aun hay que incorporar los campos fantasma. Actualmente, el formalismo linea de
mundo tiene una estructura solida en este contexto [20]. El formalismo ya se aplico
en el calculo de la amplitud foton-graviton en un campo electromagnético constante
[44, 45].

En general se consideran dos formas de fijar el modo cero; ambas usan una res-
triccion de la fluctuacion de las integrales de trayectoria alrededor del punto de ex-
pansion zo,

(1) = af + yH (7). (1.30)

La restriccion se pone sobre y*(7) y una forma de hacerlo es mediante las condiciones
de frontera de Dirichlet

y"(0) =y"(T) =0, (1.31)
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asi que z esta sobre el lazo, este es el esquema DBC (Dirichlet Boundary Conditions).
Otra forma de hacer la restriccion es

T
/ dryt(t) =0, (1.32)
0

en este caso el punto z( es el centro de masa del lazo; este es el esquema SI (String
Inspired). Cada esquema genera sus propias funciones de Green. Para el esquema
DBC la funcién de Green es A(u,v) y esta dada por:

Alu,v) = (u—1vb0(u—v)+ (v—1ub(v—u), (1.33)
donde 6 es la funcién escalén, con
6(0)=1/2. (1.34)
Para el esquema SI la funciéon de Green se denota por Gp(u,v) y esta dada por:

Gp(u,v) == |u—v|—(u—v)2—é. (1.35)

Ademas los esquemas no usan los mismos campos fantasma. Los dos esquemas usan
los mismos campos fantasma para la representacion de la medida de la integral de
trayectorias (ver el inciso a)). Sin embargo en el esquema SI adicionalmente existen
campos fantasma que surgen de la solucion del problema que se menciona en el
inciso c).

En esta obra usaremos el formalismo linea de mundo para el calculo de la ac-
cion efectiva en la teoria de Einstein-Maxwell a un lazo considerando los casos donde
la particula en el lazo es un escalar o un espinor. De tal manera nuestros resul-
tados seran generalizaciones directas de los Lagrangianos de Euler-Heisenber de
la QED. Primero se considera el Lagrangiano efectivo al mismo nivel de la obra de
Drummnond-Hethrell mencionada anteriormente, es decir involucrando un tensor
de curvatura y dos campos electromagnéticos, al nivel dominante en la expancion
de masas inversas. Llevaremos acabo este calculo usando ambos esquemas DBC'y
SI. Este calculo para el caso escalar ya se hizo en un trabajo anterior [46] y en el
presente trabajo se aborda el caso espinorial. Los resultados que se obtienen son: En
el esquema DBC

(DBC)  _ 11 1 2 1 o v 1 v paf
spinor - _87r2m2 _ERFHV_‘_%R}LUFM F Q+ERMVQ,BFM F
+l(v F, )2+iF npw — L (VF,)%| . (1.36)
360 M 20 1 180 R
En el esquema SI
11 1 1 1
2O = s | = s RF2, 4+~ Ry F* F¥ o + — Ryyap F'FOP
spinor ] 712 m2 79 W"’lgo (2 +36 uvaf
i(v F, )2+iF OF™| . (1.37)
180" 7 361 Y

Aunque estas dos expresiones parecen ser muy diferentes, es posible encontrar una
relacion entre ellas:

1
spinor spinor 7@@ @ [Va(FuavﬁFuﬁ) - vﬂ(Fyava Fuﬁ)} )

1 1 1

(1.38)
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asi que los Lagrangianos efectivos son iguales bajo integracion; esto sé6lo es posible
con la introduccion de los campos fantasma ny 77 y con ello se obtiene la compatibil-
idad entre los esquemas, lo que confirma los argumentos formales de [23].

A partir de los calculos realizados, podemos decir que el esquema DBC es menos
problematico y el esquema SI es mas practico. Por otra parte, también es posible
entontrar que

ST DH 1 e o/ o 1 o N
gs(pm)or - gs(pinol = _S?W 36v (F'u F,ul/ oz) B Va(F'u V5F#B) - V,B(F,u VQF'Mﬁ)}

(1.39)

Ademas se tiene que el resultado en el esquema DBC es igual al resultado que se
obtiene en el formalismo estandar Nticleo de Calor, en conformidad con un teorema
general [9]

p\PBO) _ plHE) (1.40)

scalar,spinor scalar,spinor

De esta manera se ha removido cualquier duda sobre la validez del esquema SI tal
que seguimos usando solo este esquema, ya que es técnicamente preferible. En par-
ticular este esquema nos permite manejar de forma muy sencilla el caso de un campo
electromagnético constante de fondo, lo cual generaliza las funciones de Green a Ggp
y Gr para bosones y fermiones respectivamente, de ahi nuestra inclinacion por tra-
bajar solo en el esquema SI. En [46] se calcula la correccion dominante gravitacional
al Lagrangiano de Euler-Heisenberg para la electrodinamica escalar

scalar T G2 /0 ﬁ € det / T 1-TER+ ganRa,B

) .
+8 T*F, ;w ap gBll gBll + 8 T (F;w;ﬁa + Fw;aﬂ) ggﬁlgg’oﬁ

_ﬂ T° F,\,,R afi (gBll gBll + an gBll + g%ﬁ gluﬁl)

+7 TRHOCBV (ggllgBll + gg[ilg%lil + (ggil - QQHV(S(O))QBH)

1
ng FopinFuuss / duy (931293129312+g G Qg‘{Q)}. (1.41)

La expresion para el caso espinorial es un resultado nuevo y es la aportacion central
de este trabajo:

s dT B _ tan(FT) ;
35(5;1[1)07“ _ _2/ m? (47TT) 2det 1/2 |::| 14— T2 Vi g (glw _2g/w>
P 0 T € T ] Fuvias 9511 (9511 F11
7
+§ T? (Fuga + Fuvap) anan +3 3 TR a an

2

_ﬂ T? Fax R, (9311 G + G G + G2 OB + 461, an)
1

+ TRuan (gBuan + gBllgBll + (gBll 6(0) W) gBll

9311 G, + Gty G — Gt (98, — 20(0)6) )

6 TSF&B Y F;w ;0 / dTl 9312 9312 gBlQ + 9312 9312 gBlQ +3 gBlZ gF12 gFlz) }

(1.42)
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Una vez que se tiene (1.42) se puede hacer un desarrollo de los determinantes y
de Gp r a cualquier orden F'V. Reconsiderando primero el caso FF el resultado que
se obtiene coincide con (1.37). Comparando el método por el cual se llega a (1.37),
resulta que es mucho mas eficiente hacerlo a partir de (1.42). El siguiente orden de
aproximacion de los determinantes, de Gp y Gr es al orden FFFF, el caso con un
numero impar de F' es nulo por razones de paridad. El resultado para el Lagrangiano
efectivo a este orden, que obtenemos en este trabajo, es completamente nuevo y de-
bido a que es una expresion larga no la presentamos en la introduccion.

Los resultados obtenidos para los Lagrangianos efectivos contienen mucha infor-
macion sobre la propagacion de la luz en campos de fondo gravitacionales genericos
débiles, entre otros. Sin embargo, en este trabajo de tesis no exploraremos este as-
pecto, sino los usaremos, para comenzar, un estudio de las amplitudes con fotones y
gravitones a un lazo.

En los ultimos anos, ha surgido mucho interés en ciertas relaciones que exis-
ten entre amplitudes de fotones o gluones en la teoria de norma y amplitudes de
gravitones en la teoria cuantica de la gravitacion. Tales relaciones originalmente se
descubrieron al nivel de la teoria de cuerdas [47], pero mas recientemente tam-
bién se verificaban en la teoria de campos, para varios tipos de amplitudes (ver
[48, 49, 50, 51, 52, 53, 54] y articulos ahi citados). Al nivel mas basico, tales rela-
ciones implican que un gravitén en cierto sentido se comporta como si fuera com-
puesto de dos fotones.

Considerando el gran numero de trabajos que han sido publicados sobre ampli-
tudes de fotones, de gluones o gravitones, es sorprendente, que todavia hay pocos
resultados sobre el caso mezclado de amplitudes foton-graviton. Al nivel drbol, ya
en 1961 se investigé la amplitud de conversion foton-gravitén en un campo elec-
tromagnético constante [55]. Recientemente, se calcularon también las correcciones
a este proceso involucrando un lazo escalar y espinorial [30,31]. Al nivel de un la-
zo existen también algunos trabajos clasicos relacionados, notablemente las obras
[56, 57], donde se consideran las correcciones radiativas electromagnéticas a los vér-
tices graviton-fermion-ferminéon de la gravedad cuantica. Sin embargo, no conocemos
trabajos donde se consideraran amplitudes con mas de dos piernas, involucrando al
mismo tiempo fotones y gravitones externos. Nuestros resultados para las acciones
efectivas, principalmente, permiten reducir el calculo de la amplitud de un graviton
y un numero arbitrario de fotones, con un lazo de escalar o espinor, y con una asig-
nacion arbitraria de las polarizaciones, a un proceso puramente algebraico, es decir,
programable. En la parte final de esta tesis, llevaremos a cabo este programa para el
caso mas sencillo de la amplitud gravitén-fotén-foton:

M
k1751 kz,eg

NS

k(], 885
Figura 1.2: Diagrama gravitén-fotén-fotén

Se obtendra un resultado para esta amplitud que sorprende por su sencillez, las
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unicas componentes no nulas de la amplitud son:

2

Miginin " = oy PP 102 (1.43)
M) = 90Mif;2,<01>2<02>2, (1.44)
MU = S M) (1.45)
M = MG, (1.46)

La estructura de este trabajo de tesis es la siguiente: En el capitulo 2 se hace una
introduccion al formalismo linea de mundo en el vacio. Ademas se deduce la expre-
sion maestra de la accion efectiva para N fotones, donde hemos colocado un ejemplo
de la amplitud de 2 fotones. Todos los calculos se realizan para el caso de un lazo
formado por un par de particulas escalares y para el caso de particulas con espin
1/2. También en este capitulo 2 se deduce la férmula maestra de Bern - Kosower [13]
para la amplitud de NN fotones, esto gracias a que se considera al campo A, como
una suma de ondas planas con una polarizaciéon definida. Finalmente hacemos la
extension de nuestros resultados al caso cuando se tiene un campo electromagnéti-
co de fondo constante, lo cual nos lleva a las funciones Gg r, las cuales se pueden
expresar como una expansion de la matriz F, en este caso, cantidades como (F")*”
deben ser interpretadas como F**! 1y, q, F*?%3 ... F*2(-1" donde 7, es la métrica de
Minkowski.

En el capitulo 3 se habla sobre los problemas que existen al hacer la generalizacion
del formalimo linea de mundo en el espacio curvo; es aqui donde entran en juego los
campos fantasma, con lo cual la accién linea de mundo toma su forma completa. Fi-
nalmente se considera un campo electromagnético constante de fondo. En este caso,
cantidades como (F")"” deben ser interpretadas como FH! g, 4, F*2% g... P21V,
donde g,,, es la métrica del espacio-tiempo curvo evaluada en el punto xg.

El capitulo 4 contiene el calculo para determinar el Lagrangiano efectivo al niv-
el RFF, con esto se muestra la forma en que se eliminan las divergencias por los
campos fantasma, a(7),b(7) y ¢(7), y la manera en que se logra la covariancia con
los campos fantasma n(7) y 7(7). Esto es algo que no se habia corroborado hasta la
elaboracion de [46]. En el caso de un lazo espinorial hay que considerar mas campos
Santasma, (7). Los calculos se realizan en los esquemas DBC y SI, lo cual permite
comparar las ventajas de cada esquema y checar la equivalencia entre sus resultados.

En el capitulo 5 se determina el Lagrangiano efectivo en el caso de un campo
electromagnético constante de fondo, asi que se trabaja con la generalizacion de la
funcion de Green que fue obtenida en el capitulo 3. Sélo se muestra un bosquejo
para el caso escalar pues es un resultado que se ha deducido con anterioridad a este
trabajo de tesis, y para el caso espinorial se muestra el calculo con detalle, con esto
se llega a (1.42).

En el capitulo 6 se derivan nuevamente los Lagrangianos efectivos a orden RF'F
pero esta vez a partir de (1.41) y (1.42), esto es por el uso del desarrollo de Gg r en
serie de potencias de F. Este método es mas eficiente que el empleado en el capitulo
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4. En este capitulo también se hace la aproximacion al orden RFFF'F, pero debido a
la enorme cantidad de términos que se generan para obtener este ultimo resultado,
se usa MATHEMATICA [58] y MathTensor [59].

En el capitulo 7 se consideran los Lagrangianos efectivos escalar y espinorial con
un campo de Maxwell autodual, en particular nos interesa el calculo al orden RF“.
Para ello se usan las expresiones generales de F'V a este orden de curvatura. Dichas
expresiones se encontraron en este trabajo y permiten obtener un resultado muy
sencillo.

En el capitulo 8 se muestra el proceso para obtener la amplitud a partir de la
accion efectiva, esto se realiza al considerar F = Zf-v F; en el limite de bajas energias.
Como ejemplo se muestra el calculo para la dispersion foton-foton que se hace en
[60] 2. En la siguiente seccion se determina la forma de la matriz de dispersion M
pero esta vez usando la _férmula maestra de Bern - Kosower. En la parte final de este
capitulo 8 se hace una introduccion al formalimo Spinor Helicity [61], el cual resulta
de gran utilidad cuando se considera la helicity de los fotones.

Para el capitulo 9 hemos reservado la amplitud de un gravitén y dos fotones, lo
que requiere ver al campo electromagnético, A(x), y al gravitén, h(x), como super-
posiciones de ondas planas. Dada la sencillez de (1.24), resulta ser una buena opciéon
para calcular este tipo de amplitudes. En la ultima parte de este capitulo se asigna
una polarizacion al graviton y a los fotones.

Finalmente en el capitulo 10 se escriben las conclusiones de este trabajo de tesis.

El trabajo cierra con varios apéndices:

En el apéndice A se han colocado los convenciones que se emplean cuando se
trabaja en el espacio curvo, esto es principalmente el tensor de Riemann y la forma
de la accion efectiva.

En el apéndice B se muestra una serie de identidades, las cuales se obtienen
usando las identidades de Bianchi, éstas permiten simplificar considerablemente los
resultados que se generan con los programas elaborados en MATHEMATICA.

En el apéndice C se deduce la forma de la funcion de Green en el vacio para el
caso de una particula bosoénica.

En el apéndice D se muestra un programa en MATHEMATICA que permite hacer
la integracion de las funciones de Green, esto en los esquemas DBC y SIL

El apéndice E muestra la forma en que los campos fantasma cancelan las diver-
gencias que surgen en el calculo de la accion efectiva.

En el apéndice F se hace un desarrollo de las _funciones de Green generalizadas en
potencias de la matriz F', estos desarrollos son empleados en el capitulo 6.

En el apéndice G se encuentra la relacion que existe entre los Lagrangianos efec-
tivos que se encuentran usando los esquemas DBC y SI, tanto para el caso escalar
como para el caso espinorial.

En el apéndice H se muestra el desarrollo de la métrica, g(x) alrededor de un
punto zj, esto en coordenadas riemannianas. También se escribe el desarrollo de
campo electromagnético A(x), de F(z) y los simbolos de Christoffel Fgﬂ (z).

En el apéndice I se han colocado algunos resultados que se usan frecuentemente
en el formalismo Spinor Helicity.

2Al reproducir los calculos de [60] encontramos algunos errores.
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En el apéndice J se han colocado los programas elaborados en MATHEMATICA
que usan la expansion del determinante y las funciones Gp r al orden F*, esto para
obtener el Lagrangiano efectivo al orden RFFFF.

En el apéndice K se muestra un pequeno resultado de los Lagrangianos efectivos,
escalar y espinorial, en el limite de espacio plano y al orden FS.
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CAPITULO 2

INTRODUCCION AL FORMALISMO LINEA
DE MUNDO EN LA QED

2.1. QED en el vacio
2.1.1. Espin cero

Al hablar de la electrodinamica cuantica escalar, SQED (scalar quantum electro-
dynamics), es importante referirnos a uno de los trabajos que presenté Feynman en
el ano 1950. Ahi se formula una primera cuantizacion en la SQED, lo cual resulta
ser una opcion alterna a la segunda cuantizacion [8]. En dicho articulo se dan reglas
muy sencillas para la construccion de la matriz S en la SQED mediante la repre-
sentacion de escalares y fotones virtuales en términos de integrales de trayectoria
para particulas relativistas. Asi, una particula escalar cargada que se mueve en un
lazo produce una accion efectiva para el campo de Maxwell A(x), I'[A], dada por:

*dT
Fscalar [A] - / ?e_mQT/ D%(T) C_S[x(T)], (2. 1)
0 z(T)=z(0)

donde T es el tiempo propio de la particula escalar en el lazo, m es su masa y
f:c(T):z(O) Dx(7) es la integral de trayectorias sobre todos los lazos cerrados en el

espacio-tiempo, cuyo periodo se fija por el tiempo propio. La accién linea de mun-
do T T I',Q
Slz(7)] :/ dTL:/ dr [4 +iedt Ay (z(r))],
0 0

contiene informacion sobre la propagacion libre de la particula escalar, Sy, asi como
informacion de la interaccién con el campo externo, .S;,;:

S = SO + Sintv (22)
con
T j,‘2
So = / dr—, (2.3)
0 4
y
T
Sint = ie/ drit A, (z(7)). (2.4)
0

La conexion con la descripcion estandar en diagramas de Feynman se hace por ex-
pansion de las exponenciales de interaccion. Se usara e = 1.

La idea del formalismo linea de mundo es sencilla: En las integrales de trayecto-
ria se hace una expansion de la exponencial que contiene la interaccién, asi que las
integrales adquieren una forma gaussina y finalmente se resuelven empleando las
funciones de correlacion linea de mundo. Esto se vera con detalle mas adelante.

15
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A partir de este momento se considera un lazo unitario, es decir, se hace un
escalamiento de 7:

r=Tu, (2.5)
con esto podemos escribir
I 5
= ] ) 2.
So 4T/0 duy(u) (2.6)
Si ahora se realiza una integracion por partes y se cumple que y*(u)y,(u)l§ = 0,
entonces
1 1 d2
SO_/O duy*(u) <_4Tdu2> Yu(u). 2.7)

En este punto resulta conveniente recordar que para el caso de dimension finita n,
se tiene

/ dhye V' AY = (detA) }/2q"/2, (2.8)
con A un numero positivo, o bien, si se trata de un operador entonces A es hermitiano
y positivo. En un caso mas general se tiene

. g N -1/2 /2 .
/d YYir - Yigy, © vay = (detA) ok [(A l)iliz (A 1)i:si4"'

X(Afl)m_lm + perm.|, (2.9)

asi que para resolver este tipo de integrales es suficiente con saber el determinante
de Ay la funcién de Green correspondiente, A~

Es importante mencionar que de la naturaleza de las integrales de trayectoria,
una invariancia traslacional del lazo completo nos lleva a divergencias, por lo cual
es importante fijar cierta condicién sobre las trayectorias que se integran. En el caso
mas sencillo se fija un punto en el espacio de integracion, z,. Asi que

/Dm = /dxo/Dy, (2.10)

con z#(7) = zff + y*(7) [9]. De hecho consideramos dos formas de fijar el punto z, y
cada una de ellas genera un esquema determinado.

Esquema DBC

El esquema DBC (Dirichlet Boundary Conditions) fija el punto xy sobre el lazo, es
decir
y(0) = y(T) = 0. 2.11)

T

Figura 2.1: Esquema DBC

La funcioén de Green correspondiente, A(u,v), estd dada por:

A(u,v) = (u—1v0(u—v)+ (v—1ulb(lv—u),
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ademas
*A(u,v) = v—0w—u), (2.12)
A*(u,v) = u—0(u—v), (2.13)
*A%(u,v) = 1—95u—v), (2.14)

el punto del lado izquierdo de A indica derivada parcial con respecto a la primera
variable y el punto del lado derecho indica derivada parcial respecto a la segunda
variable. Se puede notar que en este esquema no hay invariancia ante una traslacion
de 7, lo cual complica considerablemente los calculos.

Las funciones de correlacion de este esquema tienen la siguiente forma [20]

W' W)y’ (v) = —2T Au,v)n", (2.15)
(' (u)y’(v)) = —2T°Au,v)n", (2.16)
(W' (u)g"(v)) = —2TA%u,v)n"™, (2.17)
@)y’ (v)) = —2T°A%(u,v) . (2.18)

Esquema SI

El esquema SI (String Inspired) coloca el punto xg en el centro de masa del lazo

1 /T
_ i
/0 dr 2t (7). (2.19)

Figura 2.2: Esquema SI

La funcién de Green para este esquema es la siguiente (ver apéndice C)

1 a2\"" 1
GB(U,’U) = (2 du2> :|U—U|— (U—’U)Q—é,
con
Gplu,v) = sign(u—uv)—2(u—v), (2.20)
Gplu,v) = 26(u—wv)—2, (2.21)

el punto indica derivada parcial respecto a la primera variable. Es notable que en
este esquema si hay invariancia ante una traslacién del tiempo, ya que la funcién de
Green depende de la diferencia v — v. Finalmente las funciones de correlacion de este
esquema son [14]

(W' (w)y"(v) = -TGp(u,v)n"™, (2.22)
(" (w)y” () = —TGplu,v)n™, (2.23)
W' (w) g’ (v)) = TGplu,v)n™, (2.24)
@ (w) g’ (v)) = TGplu,v)n". (2.25)
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Para simplificar las expresiones se usa la notacion Gpg(u1,u2) = Gpie, Gg(ui,ug) =
GBlg, etc.
Finalmente, la accion efectiva se expresa de la siguiente forma

F[A}scalar = /d4 Zo gscalar ) (226)

con el Lagrangiano efectivo dado por

< Jqr
Lscalar = /0 7e*m2T / Dy (e~ 50~ Sint) | (2.27)

Cuando se trabaja en un espacio plano:

e En el calculo de las amplitudes, ambos esquemas arrojan resultados idénticos
después de usar el principio de conservacion del momento.

e También es posible mostrar que al determinar el Lagrangiano efectivo por am-
bos esquemas, los resultados difieren por términos que son derivadas totales
[9]. Ademas, el Lagrangiano efectivo del esquema DBC siempre coincide con el
Lagrangiano efectivo que se obtiene por el método Nticleo de Calor [9].

2.1.2. Espin 1/2

Al tratar el caso espinorial, no se hacen cambios significativos a la teoria expuesta.
No es necesario iniciar de nuevo los calculos, es suficiente con colocar una integral
de trayectoria que incorpora los efectos del espin, dichas integrales de trayectoria son
conocidas como integrales de Grassmann:

/D«p(ﬂ exp [— /OT dr (;d)w/} — i, (2) w”)} 7 (2.28)

la integral es sobre el espacio de funciones que anti-conmutan y que son anti-
periodicas :

P (r2) = =¥ ()" (), H(T) = —¢H(0). (2.29)

Gracias a esta ultima propiedad, las funciones de Grassman no se requiere fijar el
cero modo t)y.

Al hacer el escalamiento en el intervalo de integracion también se va a adoptar
una nueva convencion en las funciones de Grassmann:

1
. 2.30
Por lo cual se define .
1 a\ .,
So =/0 dup* <2T un du) Y, (2.31)
y
1
smtz/ du <—iFW(x)) W (2.32)
0

Entonces la funcion de Green fermioénica tiene la forma

o ez’ﬂ'(2m+1)(u—v) )
GF(U, U) = 2 Z m = Slgn(u — U) 5 (2.33)

m=—oQ
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y la funcién de correlacion se escribe como sigue

(P (u) P (v)) = %T Gplu,v)n™ . (2.34)

Finalmente, la accion efectiva para un espinor es
1 [>dTr

Ddlingr = =5 [ e ™ [P0 [ Dyt [ Dufuye TH 0L, (235
2o T y(1)=y(0) Je(1)=—v(0)

donde m y T son la masa y el tiempo propio del lazo fermionico respectivamente,
ademas el Lagrangiano linea de mundo, L, es

Lo i Lo ,
= gl At gt = U Fu” (2.36)

2.2. Cdlculo de la accion efectiva

En esta seccion se muestra de forma sencilla la idea con la que se trabaja en el
formalismo linea de mundo.

2.2.1. Espin cero

La accidn efectiva para cuando existe una particula escalar que interacciona con
un campo de fondo A,(x) esta dada por

I[A(z)] = / d?Te—WQT / Dar(r) e Jo /4t b)), (2.37)
0 z(T)=z(0)

para resolver estas integrales se desea usar
p— A. 5 . T\ — A4 A714 >
/dase vAet2Be | (det A)~1/2elATE (2.38)
El primer paso es trabajar con el modo cero, en esta seccion y las secciones restantes
de este capitulo se va a usar el esquema inspirado en cuerdas, es decir zy es el
centro de masa de los lazos escalares y la integral de trayectorias se realiza sobre

la coordenada relativa y, asi que se puede escribir la accion efectiva en términos del
Lagrangiano efectivo .Z,:

F[A] = /d4xo feff(:co) . (239)
Se ha observado que para resolver las integrales de trayectoria se requiere conocer las
funciones de Green y el determinante del operador; dado que las funciones de Green

ya se conocen de la seccion anterior, entonces solo resta conocer el determinante
para la integral de trayectoria libre [9]:

T
/ Dy exp [— / dTi :ﬁ] = (4nT)~ P12, (2.40)
0

Para el término de interaccion se realiza una expansion de la exponencial:
T
e Sint = exp {—/ driT - A(x(r))}
0

SISA R
-yl H/ dug ;- A; (2.41)
=170

N=0
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Figura 2.3: Diagramas de integracion

cada término de la suma corresponde a un diagrama de Feynman que describe un
numero fijo de interacciones de la particula en el lazo con el campo externo, la idea
se muestra en la figura 2.3.

Una opcion para calcular la accion efectiva es hacer un desarrollo de Taylor del
campo de interaccion alrededor del centro de masa del lazo xg:

1
Au(CE) = ey'aAu(-TO) = A(zo) + yylaulAu(l'O) + 91 Yy 0y, 8V2Alt(x0) +o (2.42)
asl que
o COY T [ g
e Sint  — Z N H i du; yfz ey'aAm (l‘o) , (2.43)
N=0 Toi=1

después de este desarrollo todo se reduce a integrales gausianas:

T [A] — /OodTem2T/dD i(Z)N/'D ﬂ/ld,'mey-aA ( )ex _/1dy2
scalar - 0 T Zo N1 yi:l 0 Ui Yy pi \T0 p 0 u4T y

N=0

es importante mencionar que se tiene la libertad de cortar el desarrollo del campo
A(z) a cualquier orden y las integrales que resultan sobre du; son polinomiales; esto
se notara con detalle mas adelante.

Para manifestar el cumplimiento de la invarianza de norma se puede elegir la
norma de Fock-Schwinger, ver apéndice H:

yH(u) A, (xo + y(u)) =0. (2.45)

Ademas de que esta eleccion simplifica los calculos también permite una expansion
de Taylor covariante para el campo A(z) [9]:

1
Ay(zo+y) = y”/ AANFyu(zo 4+ Ay)
0

1
= /0 A\ y” e IF,, (o)

1 1
= iyy FV/L + gya yy aapr, + - (246)

Asi que otra forma de escribir la accion efectiva es

< dTr O (=N 1 -2
Fscalar[A] = /0 ?e m2T/le,0 Z (N)' /Dyexp [—A d’U,iJI’:|
N=0 ’

N 1
<[] /0 du; /0 A\ N gy eV R, (1) . (2.47)
i=1
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Como ejemplo de lo anterior se considera una particula escalar en el lazo, la cual
interacciona con un campo electromagnético

1
Sint =1 / duit A, (x(u)), (2.48)
0
donde se usara la aproximacion
1
A,u ('r(u) =0+ y(u)) = _5 e ya(u) s (2.49)
asl que
! i
Sint = /0 du y* (u) 3 Fuay*(u), (2.50)
ahora hay que usar
1
e—5~1_s+552, (2.51)
entonces
1 1 1
1 1 1 1
e Sint — 1 —/ duy* iiFHaya + 5/ duy yi' iiFWy'lf / dug y§ iiFangB
0 0 0

. 1 LN\ 2 1
7 . 1/ .V .
= 1- 5 Flm/ duyt y* + 5 (2> E, Fag/ duy dusg y’f Ty yg . (2.52)
0 0

El siguiente paso es calcular las contracciones de Wick, (e~%nt), con ello se tiene que
la primera integral es cero pues

W9s) = TGuan'™, (2.53)

Fan® =0. (2.54)

Para el siguiente término se requiere calcular las contracciones para (v} % y% yf ):

Wy oh) = (WA YS) WY 5) + (W 0 (i vs)
= ( — T Gpi2 77““) (T GB12 77”5> + (T GB12 77“[3> ( e 771’0‘)
= —T2 G312 é312 1’]“& 77”’3 — T2 G’ZBH n“’g nua . (255)

Veamos la contraccion de indices:
F;w Faﬁ nua UUB = F,uzz F'LW, (2.56)
Fu FagP ™ = —F,, FM™. (2.57)
Ahora hay que calcular las integrales de las funciones de Green (ver apéndice D):

1

/ dU1 dUQ G312 GBIZ = —/ dU1 dUQ GZBH = —g. (258)

De esta forma se tiene

(&) = 1*5(;)2(—T2FWF“” (-3) - (3))

1/i)\?
- 1+3<;> T2 F,, F™ . (2.59)
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Es importante observar que las dos contracciones de Wick para (y}' v} y% ygﬂ ) dan el
mismo resultado, esto se puede descubrir de la simetria que hay en la estructura ten-
sorial F},, F,3 con lo cual seria suficiente obtener la contribucion de una combinacion
y multiplicar por un factor (2); esto simplifica el niumero calculos considerablemente.
Por lo tanto el Lagrangiano efectivo tiene la siguiente expresion:

e dr 1 2
K% _ —mT ) \—Sint
scalar /0 T (47TT)D/2 € <e >

qr 1 1/i\?
- / T (47rT)2eim2T L+3 <;> T Fu B (2.60)
0
y dado que
F[A}scalar = /d4 Zo gscalar )
entonces la accion efectiva resulta ser
<dr 1 _ 1/i\?
F[A]scalar = /d4 xo/ TWC m? T 1+ g <2> T2 FIW FH s (2.61)
0

los términos dentro del corchete hacen que la integral sobre 7' sea divergente, por lo

cual se atribuye la unidad a la renormalizacion de la energia del vacio y el término

N\ 2 . . - A .
1 (4)” T* F,, F™ ala renormalizacion de la carga eléctrica.

2.2.2. Espin 1/2

Ya se ha dicho que para el caso cuando existe una particula con espin 1/2 se tiene
que incorporar las integrales de Grassmann, asi que ademas de usar el desarrollo del
campo A, (z) también hay que considerar el desarrollo de F),, (z):

. 1
Fu(zo +y) = € 9Fu,(20) = Fu(w0) + Flue(xo) y* + o Fuwgn(2o0) Yy, (2.62)

asl que

, T
eSint = exp {/ dT(ia':-Aiz/J“FWw”)]
0

© AN N 1
= Z(J\j)! H/O de(ifj'Aj—WFjuﬂ/’?)
j=1

N=0
SICUAR oA . o ,

S || /O dug (#1672 Ajy, (w0) — 17 €7y, (20) ) . (2.63)
N=0 =1

Nuevamente se tiene la libertad de cortar los desarrollos a cualquier orden y se tienen
integrales polinomiales. Por otra parte se puede escribir

, T
e=Smt = exp [/ dT(iab'Aiib“Fw,v/)”ﬂ
0

. (_i)N ! . o v
= N1 H o de<xj-Aj—1/Jj Fj,ul/¢j>
N=0 j=1
= (_Z)N N ! ! s i, Vg /\7,y7,87, 1221 y-a vj
= > N 11 i du; i dXi N gy @O, (o) — 1 €O Fy, (o) U )
N=0 j=1

(2.64)
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asl que

1 [~dr . >
Fspinor[A] = _5/ ?e 2T/dD‘TOZ
0 N=0

S [l [ (55)

N o1 1
<1 / du; ( / i i gy YO E,, (0) — 7 ey'aFjMVj(xo)w;f). (2.65)
=170 0

Ahora veamos un ejemplo en el cual se usa la aproximacion (2.49) y

Fu(zo +y) = Fu(xo), (2.66)
entonces . .
¢ .V . v
= [ du [y#(QFmo)) i+ 0" (=i Fulwo) ) } 7 2.67)
0
al usar
SZ
e—5~1f5+5, (2.68)
se tiene
, i 1 1/i\? L
e Sint = 11— 5F,w(/ duyt §® + 3 <2> . Fag/ duy dus yi‘ Ty yg
0 0

1 1 1
+ / du# (i) s + & / iy dus (i) Fyp 0% 95 (—1) Fag 15
0 0
1 1

+22/0 duyt (;) Fu g/ ¢ (—i)Fapth? (2.69)

para la parte puramente escalar se conoce el resultado de la seccion anterior, ademas
se puede observar que el término lineal fermionico y el término cruzado son nulos
pues en ellos se tiene una contraccién de Wick de la forma (¢* ") oc n* y F,, n** =0,
asi que solo se van a calcular las contracciones de

WY S h) = (RS (WY ) + (Wi s (b ¥S)

1 1 1 1
- (2TGF1277W) <2TGF1277Dﬁ> + <2TGF1277’L6> (2TGF1277W>

1\? 1)\ 2
= - (2> T2 Ghypn* 0P + <2) T2 G3g " 0
1\? 1\?
) e () e am
Ahora se hacen las contracciones de indices:
F/u/ Fa,@ n,ua nyﬁ = -F;w FHV; (2.71)
Fu Fognf!" 0" = F,, F"" = —F,,, F'" | (2.72)
por lo tanto
-S! L/ ? 2 v L2 1 2 v
(e %int) = 1+§ B T*F,, F +§(z) 2 ~1 T°F, F
1 i ? 2 puv i ? 2 puv
= 1+§ 3 T°F,, F'" — 3 T°Fu F
2 (i\? ,
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En cuanto a la integral de la particula libre hay contribucion de los campos escalares,
(2.40), y de los campos de Grassmann [9]:

T
1 .
/Dq/;exp {—/ dr 2¢~14 =4. (2.74)
0
Finalmente se escribe el Lagrangiano efectivo
1 [*dT 1 2
gs inor — T 4 = 4e”™ T(g=Sint
P 2/0 T (47T)P/? © (e
1 [®dT 4 o 2 (i\?
- _= - ” 1-=(=) T*F, F"|, 2.75
2/0 T (4nT)2° l 3 (2) : (2.75)
y dado que
F[A]spinor = /d4 Zo gspinora
entonces la accion efectiva resulta ser
<dr 1 > 2 i\
FAsinor:_2 d4 — e T 1—=-1(z T2FUFMV 2.76
(Al [ ¢ | T wmpe [ $(3) mEere| . @7

como en el caso anterior, hay una divergencia al realizar la integral sobre 7', la unidad
se atribuye a la renormalizacién de la energia del vacio y en este caso la renormal-

izacion de la carga eléctrica esta dada por el término —% (%)2 T2 F,, F.

2.3. Cdlculo de las amplitudes con N fotones

En la seccion anterior se ha notado, con un ejemplo muy sencillo, la ventaja del
formalismo linea de mundo al realizar la expansién de la exponencial e %, ahora se
va a considerar el desarrollo completo de la exponencial.

2.3.1. Espin cero

Para la accion de interaccion se tiene

e = 2w
N

ahora se va a considerar el campo electromagnético de fondo como una suma de
ondas planas con una polarizacion definida:

N
Aue) = Y e, (2.77)
j=1

donde ¢, y k; son el vector de polarizacion y el momento del j-ésimo fotén respectiva-
mente, entonces

1
e Sint  — du; [fi“1'A1 j;Q.AQ...x'N.AN}

=L

%
—
S—

N N
dui E €4y - I elkjlwl s E Ein - IN eijN'ZN . (278)
J1=1 Jn=1

M# 108
1

S—

=1
1=
-

i
o
-
Il
—
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Al requerir la linealidad con respecto a ¢, la expresion anterior se reduce a

OO

e Sint  — N H / du; &; - i €k, (2.79)

N O

lo cual permite introducir el operador de vértice:

S

1
Vcazar[kﬁ]:/ duc - i€k, (2.80)
0

este operador de vértice se usa en la teoria de cuerdas abiertas y con €l se puede
escribir

o

—Sin _ A\ N A
€ b= Z (_Z) Vscalar 1 Vscalar 2° ‘/scalar,N : (2.81)
N=0

Cuando se introduce esta expresion en la amplitud efectiva, I's.qq-[4], las integrales
de trayectoria toman la forma de contracciones de Wick para los operadores:

<Vscala7’ 1 Vscalar 2° Vsjgalar,N> . (282)

Ahora se usa z* = z{) + y*, con lo cual es posible escribir

o

S = 3 (- NH/ dus; - 7 €
N=0

o

Z NH/ duz& yezklylezk -x0

N=0

Z( Nei Ziik x”H/ du; &; - e’ B (2.83)

N=0

en este momento es posible resolver la integral sobre z(, cuyo resultado es el principio
de conservacion del momento:

/dxoe’ Silikiao = (9)P (Zk) (2.84)

Para continuar se usa el siguiente truco:
v etkiyi — oCiyitikiy
€ Yi el = eSrviTt Y |lin(€i) ) (2.85)

asl que

/d%oeisi"t =

N N o
(-i)NemPs <Z kj> II / du; € VIRV
=10
N N .
(—i)VE2m)P s (Z kj> 11 /0 duj X CTTR| ) (2.86)
j=1

M2 11

2
g}

Por otra parte

—

€U = dud(u—u;)e; - y(u)

= - / dud(u —u;)e; - y(u) , < Al integrar por partes (2.87)
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de la misma forma podemos decir que
ki-y; = / dud(u —u;) ki - y(u), (2.88)
con esto se puede escribir
N . . N .
el Giditikivi) —  exp [Z/ du(i kid(u—u;) —e;0(u— uz)) y(u)] . (2.89)

Sea
N

Bl = i > (ko= ui) = e d(u = wi)) (2.90)
entonces

o) N N 1
/ drge=Smt = 3 (—)¥@mPs (Z kj> I1 / duy X vitikiy) |
N=0 1 70

00 N N 1 A
Z (*Z')N(Q 7T)D ) (Z kj) H / dug ef dubBi(u)-y(u) |lin(5,-) . (2.91)
170 '

N=0

Podria decirse que e =t es de la forma e?? y e como e ¥“¥ entonces la integral
| Dz(7) que aparece en (2.1) toma la forma

/Dm Se(n)] /Dy eyAy+By

la solucion de este tipo de integrales es conocida:

/ Dy(u) eV Av2BY _  (det A2 exp { / du / dvé(u).<u|A—1|v>.B(v)] (2.92)

para nuestro caso se tiene

/ Dy(u) e vAvBY = (47T)"P/2exp B / du / de;‘(u)(—2TnWGB(u,v)) E;(v)} .
(2.93)

Ahora el trabajo se reduce a calcular las integrales dentro de la exponencial:
N .
Z/du /dv <z K o(u— ;) — et §(u — u,)) N GB(u,v)
i,J
X (z kY 0(v —uj) — ey S(v— u])>
N
Z (/du /dv [— ki - kjo(u—u;) Gp(u,v)o(v — u])}
i,J

+/du /dv :—iki~sjé(u—ui)GB(u,v)S(vfuj)}
+ [au [[av] =iz b - ) Gatu )50 - )]

/ du / dv B! (u) 1, G (u,v) BY (v)

+/du /dv :ei.ej 5(u—ug) G(u,v)d(v u])]> ,
(2.94)
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en las integrales en las que aparece § se hace una integracion por partes, entonces
por cada derivada se tiene un signo (—) y una derivada sobre la funcién de Green
pero hay que tener cuidado con la variable sobre la que se deriva ya que

d .
%GB(U v) = —-Gp(u,v), (2.95)

de esta forma se tiene

N

/du /d@BZH(u)UWGB(u,v) B}’(v) = Z (klk] Gp(ui,uj) —iki - e; Gplui, uy)

,J

+ie; 'k]’ GB(UZ',U]‘) — & &5 C;’B(ui,uj)> (2.96)

pero
N . N . N .
Ze’:‘i'ijBij = ij'kiGBji:_ij'kiGBij' (2.97)
Entonces
A A N . ..
/du /dv Bét(u) nMVGB(Uav) BJV(U) = — Z (kl . kj GBij +21k; - €j GB,']' +ci-€j GBij) .
]
(2.98)

Finalmente se escribe la expresion para la amplitud de N fotones a un lazo:

dT 2, N D = A -D/2
Uscatarlk1, €15+ 5k, en] = ?e (=) (2m)" 6 Z k;j H duj(47T)
0 o

N
1 , . )
X E€Xp i Z <_kz ’ k] GB@] + Z(Si : k] - kl ' E])GBZJ — & Ej GBZ_]) ‘multiflinsj

= (—i (Zk)/ dT4 T)~Pl2e —mTH/ duy

N
1 . ) 1 .
X exp TZ (21%' -kjGpij + ik;-€;Gpij + 2€i GBij) |multi—line;
i,J
(2.99)
esta expresion es conocida como la _féormula maestra de Bern - Kosower [13].

2.3.2. Espin 1/2

Continuando con la idea del caso anterior, esto es, usar el campo electromagnético
de fondo como una suma de ondas planas, (2.77), entonces

N
F#l/ = au A, -0, A;L = Z <5jv(ikj#) ei hit 5j#(ikju) ei klx) ) (2.100)
=1
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por lo cual se tiene

N
P Eu Y = iy (ke =g ky) €T

j=1

N
= 20 g vkj-pehT, (2.101)
j=1
Entonces
e St = [—i / dui - A(z) — (—i) / duWFWM

—i)N

N 1
N1 H/o dui (& - Aj — V' Fyp )
=1

(—i)V N 1 N _ N _
N H/ dui (g di € P T 120y ey bk, @R
T =170

I
> e
Me 1M

N=0 J1=1 ji=1
(2.102)
Al requerir la linealidad con respecto a ¢, se tiene
o] N 1 4
e S = S (=)V]] / dui (e -+ 2 e ik - ;)@ (2.103)
N=0 i=1 70
con esto se introduce el operador de vértice para un espinor
1
mg‘m[k,s}:/ du (e-j:—l—Qz’a-q/)k-q/))elk"”, (2.104)
0
asl que
oo
e_smt = Z (_i)NV;?)inor,l Vvs‘ginorﬂ e V;‘;linor,N : (2.105)
N=0

En lo que se refiere a determinar la _formula maestra de Bern - Kosower para este
caso no es necesario resolver las integrales de Grassmann de forma explicita ya que
es mas eficiente usar la formula maestra de la particula escalar, en la cual se hace
una integracién por partes para colocar G en términos de ¢ y después usar la regla
de reemplazo de Bern - Kosower [9]:

GB#l#z) GBM#S T GB#NM — GBMM GB#WS T GBMNM - GFM#Z) GFuws T GF#NM(Z' 106)

esta regla se aplica al caso foténico, asi como a las amplitudes de gluones, pero aun
no se hace una extension al caso de gravitones.

2.4. QED mas F constante

Los campos externos constantes juegan un papel importante en electrodinamica
cuantica, ya que para ese caso es posible encontrar una solucion exacta a la ecuacion
de Dirac. Ademas, los campos en general se pueden aproximar a un campo constante
siempre y cuando la variacion del campo es pequenia comparada con la longitud de
onda de Compton del electron. En la teoria de campos estandar, el campo constante
se absorbe en el propagador del electron; en el formalismo linea de mundo, el campo
se absorbe en las funciones de correlacion, por lo cual este formalismo resulta ser
una mejor opcién ya que requiere modificaciones menores.



2.4. QED MAS F CONSTANTE 29

2.4.1. Espin cero

Al hacer un desarrollo de Taylor al campo A(z), la acciéon de interaccion linea de
mundo, (2.4), se puede aproximar a

Sy = / drit A, (x(r)) ~ / du[fépw(xo)ya(u)}y“(u).

Si ademas se considera F),, () constante, entonces se tiene una ligera modificacién
a la accion libre

% = [ ] (~ra) wio+ (—giFuln@irw)] . @107

Este paso es opcional pero al trabajar de esta forma se simplifican considerablemente
los calculos. Ademas, el Lagrangiano linea de mundo se modifica por

1 -
ALscalar = _571 F,u,l/ vy, (2.108)

asi

s - [ du rw (—ipj;) ) + (51 Pl (0 (0) )|
= [ () v+ ) (G Btan) ) )
= [ ) (=g g + 5 Fulan) o) )

Y
1 d? d\ ,
. /0 du " (u) ( 4T> <”Wd —2%T Fya )d) (1), 2.109)

por lo cual las funciones de Green se modifican [9]:

d2 d\ "
2<U1< ) 2ZTFd > lug2) = Gp(u1,u2), (2.110)
Gp(ur, u2) " —= Gy (w1, u2) =: Gig1, - (2.111)

La forma explicita de Gy esta dada por [16],[17]

1 Z —iZGpia | ;2(
—1 .
QB(ul,uz) = 572 (Si (Z)e +1ZGpB1a , (2.112)

donde Z = TF, ademas

d -1
Gy = <ul|(du—2zTF> u2)
i Z —iZGR12
= — | ——e" -1 2.11
zZ (sin(Z)e ’ ( 3)
_/d\"! -
Gpla = 2<U1|<]1—2iTF<du) ) |uz)
96y — 22 eiZCi| (2.114)
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Enseguida, se escribe la expansion de las funciones de Green en términos de las
primeras potencias de F'

i _
Gpiz2 = 1GpR12— gGBIQ Gp12 Z + < G%y — 90> 224023, (2.115)
) ) 2. _
Gz = 1Gp12+2iGp2 Z+ §G312 Gp12 22+ 0(2%), (2.116)
Gpiz = 1Gpi2+2iGp12 2 — 4Gp12 22+ O(2%), (2.117)

donde se ha usado G%,, = 1 — 4Gp12 y Ggi2 = |u1 — ua| — (u1 — u2)?, ver apéndice F. Es
importante decir que las funciones de Green Gp1o, GB1o y Gp1o contienen nw de forma
implicita ya que existe contraccion de indices en expresiones de la forma FnFnFny---
Ademas, en el limite de coincidencia se tiene

T 1
Gp(u,u) = 2z <Cot(Z) — Z> ) (2.118)
Gp(u,u) = icot(Z)— % (2.119)
Gp(u,u) = 25(0) — ?cot(Z). (2.120)

El determinante de las integrales de trayectorias también sufre un cambio debido a
(2.126) [9]

(2.121)

)

(4nT)P/2 s (4nT)P/2det/? [SmZ(Z)]

donde D es la dimension sobre la que se trabaja, en nuestro caso D = 4 pero tra-
bajaremos con D sin definir ya que esto ayuda en la regularizacion dimensional.
Finalmente para las funciones de correlacion se tiene

(' (u)y” (v)) = =TGR (u,v). (2.122)

En este caso también es posible encontrar una expresion para la amplitud efectiva
de N fotones [16],[17]:

Tscatar|k1 615+ 1 knen] = (—i (Zk > / dr (47 T)~D/2det1/2 {SH;EZ)} R

XH/ duleXP [TZ< ki - ngy k "’7/5] ng] ki + 5@ ngg 5])] |mu1t1 linegj »

2¥)

(2.123)

2.4.2. Espin 1/2

En este caso se va a considerar una expansion de la cantidad F(z) que aparece en
(2.62):

—_

Fu(o+y) = Fu(zo)+ Fuelo) y* + 3 Fen(20) ¥° 4" + O(y°) (2.124)

por lo cual se puede escribir

S = | St (=i (o) 07

| =

1
~ /Oduw(W<wo>+FW,g<xo>y€+ W,gmo)yﬁyn)w”. (2.125)
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Si ahora se considera que F(zg) es constante, entonces el primer término de (2.125)
genera una modificacion al Lagrangiano linea de mundo:

1. - _
ALgpin = 52’ FEoytg” — it F, 4", (2.126)
Este término puede ser adicionado a &y, lo cual genera una accion libre mas general:
1 2
1 d - d N
86 = /O de'u (_4]’> (nuyw—lepr(l'o) du) Y
! 1Y d .- ,

+ ; du o7 P nHV@—QzTFW(xO) Pr . (2.127)

Esto modifica la funcién de Green

—1
2(us| (77 % - 27;1?“(370)) lug) = Gr(u1,uz), (2.128)

cuya forma explicita esta dada por

G 2.129
gF(Uh UQ) = FIQW(Z)’ (2. )
) z o
gp(ul,UQ) = 2010+ 2iGp1a eiZZGBH R (2.130)

cos(2)

la expansion en las primeras potencias de I’ se encuentra en el apéndice F. Ademas,
en el limite de coincidencia se tiene

Gr(ui,u1) = —itan(Z2), (2.131)
Gr(ui,u)) = 26(0)+2Ztan(Z2). (2.132)

Finalmente para la funciéon de correlacion se tiene

(0 () ¥ () = ST G (u,0). 2.133)

Al considerar las integrales de trayectoria de los campos escalares y los campos
de Grassmann, el determinante sufre la siguiente modificacion

(2.134)

(4nT)~P/2 s (4xT)~P/2 det~ /2 [mﬁ} .

Para este caso también es posible encontrar una férmula maestra de Bern-Kosower
al usar (2.123), pues de nuevo se hace una integracion por partes que cambiar Gp
por Gp y despues se aplican las reglas de remplazo de Bern-Kosower:

gB;Llug gB/.LQ;Lg tte gB,UfN,Ufl I gBlU,l/J‘Q gBuQ;Lg e gB,UfN,UJ - gF/_LllU,Q gF/.LQ;L3 e gF,uN,ul 7(2'135)

sin olvidar que esta regla se aplica al caso foténico, asi como a las amplitudes de
gluones y que aun se desconoce una extension al caso de gravitones.
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CAPITULO 3

EL FORMALISMO LINEA DE MUNDO EN
ESPACIO CURVO

3.1. Teoria de Einstein-Maxwell
3.1.1. Espin cero
Cuando se trabajo en el espacio plano se uso del Lagrangiano linea de mundo

i
L= T + i@t A, (x(1)), (8.1)
pero si ahora se desea trabajar en el espacio curvo podria pensarse que la forma de

hacerlo, en el caso del término cinético, es mediante la modificacion

17 e
7/ dr&? — 7/ dr it g (x(1)) 27 (3.2)
4 Jo 4 Jo
Ademas de usar la linealizacion
g;w(x) = Nuv + Hh;un (3.3)
especificando la forma de una onda plana para h,:
Py = € €77 (3.4)

Con ello, el operador de vértice para el graviton tiene la forma
T .
€ / dr it i¥ e, (3.5)
0

donde ¢, es el vector de polarizacion del graviton. Frecuentemente la constante « se
colocara igual a uno.

Desgraciadamente no es tan sencillo, ya que al usar esta forma para el vértice en
una integral de trayectorias gaussiana, se obtienen expresiones con cantidades in-
definidas como §(0), 6%(r; —7;), 6*(r; —7;).. . . . El espacio curvo guarda ciertas sutilezas
que deben ser consideradas al momento de trabajar en el formalismo linea de mundo.

En el ano 1957, De Witt [35] realiz6 el calculo de la amplitud de transicion de una
particula escalar no relativista empleando dos métodos: la ecuacion de Schrédinger
e integrales de trayectoria

(@ byl t) = <xf\e*%<tf*ti>ff|xi>, (3.6)
:E(tf):Zf
<If,tf|l‘i,ti> = / Dwe_sm, (3.7)

33
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al hacer la comparacion entre ambos resultados encontré que se requiere un término
adicional al Lagrangiano linea de mundo, cambio que implicaba

H— H+&pw R (3.8)

El valor que encontr6é De Witt para {py, después de algunas correcciones a su tra-
bajo original, es —1/8; este término adicional al hamiltoniano tiene que ver con las
divergencias UV que surgen en la construccion de la integral de trayectorias. Por mu-
chos anos se discutia el valor de este parametro, pero actualmente se ha establecido
el valor correcto y bajo nuestras convenciones es —1/4. Finalmente a {py se adiciona
el £ que surge de la ambigiiedad sobre el ordenamiento del Hamiltoniano y con esto

(3.9)

es el valor del coeficiente de R en la accion linea de mundo.
Otro problema al trabajar en un espacio curvo es que se tiene un factor de medida
no trivial a lo largo de la trayectoria [36]

Dx =Dz [[ \/det gu(a(r)). (3.10)
0<r<T
Se ha logrado moldear Dz para ser empleada en el formalismo linea de mundo [20]:
Dr =Dz [[ \/det gu(x(r)) = Dz Da Db D¢ e Sonlabel (3.11)
0<7<T PBC

donde a, b y ¢ son conocidos como campos fantasma (ghost), por lo cual S, es la
accion fantasma

T
1
Sgnlz,a,b,c] = / dr Zgw(m) (a"a” + b ). (3.12)
0

Los campos a conmutan entre si, mientras que los campos b y ¢ anticonmutan. Gra-
cias a los campos fantasma es posible cancelar los términos indefinidos que surgen
en las contracciones de Wick.

Asi que el operador de vértice gravitacional, ec. (3.5), es

T
Vh o ke :ew/ dr [i:“:i”’—i—a“a”—!—b“c” . (3.13)
0

scalar

Antes de hacer el escalamiento sobre el intervalo de integracion se va a hacer un
ligero cambio en los campos fantasma, esto es:

v a’V v by v CV
a%?7b*>?yci>T7 (3.14)
entonces las funciones de correlacion se definen por
(a"(m)a"(r2)) = 2T 6(m — m2) 1", (3.15)
(V'(12) c”(12)) = —4T 6(11 — m2) ™", (3.16)

Asi que la accion linea de mundo tiene la siguiente forma:

1 - 1
7‘9“” j:/tj;y =+ ZI'NAM(ZL') + T€ R(.T) + Eglu/

1
. -
Slat; g, Al /0 du 1T

(a“a” + b”c”) 1(3. 17)

Por ultimo se tiene el problema de la covariancia cuando se trabaja en un espacio
curvo:
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e El esquema DBC garantiza la covariancia del Lagrangiano efectivo [20].

e Elesquema SI tiene un Lagrangiano efectivo que contiene términos con derivadas
totales no covariantes, lo cual impide que se puedan usar coordenadas rieman-
nianas. Estas no son otra cosa que un desarrollo de Taylor del tensor métrico,
g(z), alrededor de un punto arbitrario zy en términos del tensor de Riemann y
sus derivadas covariantes [20].

En los trabajos recientes de Bastianelli, Corradini y Zirotti encontraron la forma de
generar el caracter covariante para el Lagrangiano efectivo en el esquema inspirado
en cuerdas [23]; esto es posible al introducir términos del tipo Fadeev - Popov al
Lagrangiano linea de mundo:

1
Sep == [ dum, Q% (z0,y(w) 1. 8.18)
0
donde
1 i a B
“l,:dly‘—l—gRaﬁyyy +-- (3.19)
() = =0 = ("), (3.20)

con 7y 77 campos fantasma constantes. La accion Syp proporciona los términos nece-
sarios para que las derivadas totales que aparecen en el Lagrangiano efectivo del
esquema inspirado en cuerdas adquieran la propiedad de ser covariantes, y una vez
que adquieren esta cualidad, es posible usar coordenadas riemannianas y la norma
de Fock-Schwinger simultaneamente (ver apéndice H) [24]:

1 1
g,w(a: =20+ y) = guu(mO) + gR,uozﬁu(xO) Yy’ + gRuaﬁu;ﬂ/(mO) y* oy y’ + - (8.21)

1 v 1 » 1
AH(‘T =0+ y) = _iFuu(xO) y — gF,uV;oc(l'O) Yy ya - g [Fuy;aﬁ(wO) +

%Faa(xo) R%W(mo)} vy o, (8.22)
para subir y bajar indices se usa ¢g""(x9) y g, (z0). En este momento la accion linea de
mundo contiene una gran variedad de elementos, pero en este trabajo se ha truncado
(3.21) y (3.22) hasta términos de la forma RF'--- F, es decir lineal en la curvatura,
aunque también se consideran expresiones que se puedan mezclar con éstos, por el
hecho que [V,,V,| = R,,.., asi la accién linea de mundo se expresa como

_ 1
R T =
o I 8127+ id u(z) + £R(x)+4T

1
1
= du —
fi e
1
—|—/ duig”
0

1

1
-3 <Fnu;aﬁ(9ﬂo) + 3 Fbal20) R%yu($0)> vy

|
du —
+/o U4T

1
Slz*; R, F] = /du
0

Juv (a“a” + b“C”) — @, (xo, y(u)) n”]

1 .
N + 3 Ry (w0) y* yP oy

1 v 1 v
- §F/w(x0) Yy - gFuu;a(IO) vy

1 —
—i—/o duT¢ R(x)

1 1
Nuw + ngﬁu(mo) y*y’ 1 (a“a” + b“C”) - / dun, Q", (mo, y) n”
0
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1 1 1 _
Sl R, F] = / At | o i+~ R (0)i y® 45 + TE Rl
[ ] 0 4T M 197 Habv ) )

) . ) . 7 1 v .

*§FMV(~TO)Q“ZUV - gFuV;a(xO)yuyyya -3 <Ful’;aﬁ(x0) + §F/\v R)\aﬁu<x0)> v y” yﬁ "
1 1

+E <77;w (a“ a” + b c”) + nggl,(xo) y yﬁ (a“ a” + b c”)) — . Q", (aco, y) 77”] ,

(3.23)
los términos se pueden clasificar de la siguiente manera

e Accion libre:

1
1
So :/0 du Evywy’“ T (3.24)
e Accion gravitacional:
! 1 . W mE
Syow = [ | g Rums )ity 3+ TE Rl (5.25)
0
e Accion electromagnética:
! i . v i . v,
Sem = /du = 5 Fuw(@0)i" v — S Fuwia(@0)9" ¥y
0 2 3
i 1 A v, o, B
—g \ Fhmias(@0) + 3P Rapy(wo) |47y y" 9" |, (3.26)
es conveniente definir
1 .
SO / du [—;Fuy(xo)y”y”}, (3.27)
0
1 ! i
S = /0 du {—3Fw;a(mow(u)y”<u>ya<u>], (3.28)
2 ! i
S8 = [ du Pl (@) 0 ) 0| (5.29)
1 i N
Somaron = [ |5 P R oo )0 )] . (3:30

e Accion fantasma

Sgh = /01 duﬁ [77“,, (a“(u) a”(u) + b (u) c”(u))
+%Rua,@y(x0) y®yP (a”(u) a” (u) + b (u) cl’(u)) 4+ (3.31)

Se define ademas

bl
S5 = g (@) ) 90 ), 5.52

Lo
Sg(]}l) = /0 duﬁ Ry0pu (o) y© Y’ (a“(u) a”(u) + b (u) c”(u)). (3.33)
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Asi que para el esquema inspirado en cuerdas se tiene

" ny) = =0y = = n"), (3.34)
W' (w)y"(v)) = =T G(u,v) ", (3.35)
(a*(u) a”(v)) = 2T 6(u —v) n, (3.36)
O (u) ' (v)) = =4 T 6(u — v) N (3.37)
Glu,v) =lu—v[— (u—v)"—1/6 (3.38)

Por ultimo se escribe la accién efectiva
F[gv A] = / d4 Zo \/ggscalar 5 (339)

con el Lagrangiano efectivo dado por
= = di# 7m2T 75075 rav—">, h*SEm*SFP

gscalar = /() T (47TT)D/2 € <€ 9 g > . (3.40)

3.1.2. Espin 1/2

La generalizacion del Lagrangiano linea de mundo en un espacio curvo con una
particula de espin 1/2 es la siguiente
1 ey . 1 1 o 8 . v
L= 1 () T ¥ + i Ay(x) 2" + ZT R(z) + 3 G () I (WY + @ I‘aﬁ(x) 7)) — it Fy(x) ",
(3.41)
asi que ademas de (3.21) y (3.22), también se necesita el desarrollo del tensor F),, y
de los simbolos de Christoffel I'”, 3 (ver apéndice H):

1
Fu(20 + 1) = Fu(20) + Fuuse(wo) y* + o Fuwsen(2o0) yty"
1
+5 (Fu/\(xO)R/\ﬁnu(xo) - FV/\(xO)R)\ﬁnu(xO)) vy + 0>, (3.42)

1
Logl@o +y) = 3 (Ruagﬁ(mo) + RU,B{a(*TO)> yr (3.43)

Lo cual permite escribir las integrales de Grassmann de la siguiente forma
g 1 gV 1 a BV
Dy(r)exp | = | dr| gnu" " + ¢ Ruapy(0)y® y~ o7 ¢
0
1 v e N v
+ 5w (RVa/\ﬁ(xo) +R ﬁm(xo))y Y PP — i Fpy (o) M

=1 Fuya (o) y* P ¥ — % Fluap(z0) y* y'B Pr
_% BA (330) R)\aﬁu(xo) PPy yﬁ>‘| ) (3.44)

se omitieron otra vez términos de la forma RR en la expresion anterior.
Ademas, para un lazo fermionico el operador de vértice del graviton tiene la forma

1
Viilivel = gy | du [0 (0 + 0¥ (e () + V() ()

29" (u) 9 (u) + @ (w)a” (u) + i (u) ¥ (w) v(u) - k) |*), (3.45)
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donde o son campos fantasma adicionales que surgen de las integrales de trayecto-
rias para ¢*, cuya funcioén de correlacion es

(o (u1) @”(u2)) = T 6(ur — uz) n*. (3.46)

Asi que la accion linea de mundo esta dada por

1 .
Sle": R, F|] — /0 du | n (;Ty'“(u)y”(u)—i-21Tw”(u)¢”(u)>

1

T
1

o

Ry (w0)i* (0)y™ (w)y” ()i (u) + TE (o)
(Rars(@o) + R m(m))yﬂ(u) y () ¥ (w) ¥ ()
R (o) ™ () 7 () 9 () 0 ()
—2Fw<xo>(yﬂ< w)y" (u) + 204 (u) " ()
i) (37(w) ¥ (w) + 39 (w) ¥ () ) y° (u)
Fusas xo)(y" u) + 49 (w) v () y° () v (u)
24%@0) R, (x0) [y (u) g (u) + 89" (i (u)| ¥ () v (u)
41T [ () () + 54 (a) () + 20 () 0" (1)

5 R (20) 5 o (0 () ¥ ) + V() & (1) + 207 (u) 0 () |

1 QY (xo,y( )) 77”] : (3.47)

Se define

e Accion libre:
! 1 » 1 .
5= dunﬂy<4T () () + () <u>>,

después de hacer una integracion por partes se tiene

Sy = /01 du lyu(u) <41T$2> V¥ (1) + " (u) (;T di) W (u)}. (3.48)

e Accion gravitacional:

1
Sgrav = / du
0

<y Ruas (@0)i" )y )y () () + TE Rizo)

1
+67T77;u/

+6TRuaﬂu($0)ya(U) yP () YH () ¥ (u) | (3.49)

{ Rana@0) + Rspaao) h(w) v () 0 () 47 (u)
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e Accion electromagnética:

Sem = /0 1du[;Fuy(xo)<y“(u)y”(u)+2¢“(u)w”(u)>

2 Fuua ) () 4 () + 30 ) 97 (1) )" ()

& Fpusas o) (§(0) 9 (u) + 499 () 97 () ) (1) y%)} . (3.50)

Conviene definir
0 ! i
SO — /0 du <—2> Fw,(xo)(yﬂ(u)y”(u)+2¢#(u) sz(u)). (3.51)
Nuevamente se realiza una integracion por partes, con lo cual es posible escribir:
ot d 1
0) _— Sk ; el v 2o _ 9 v
SO /O du l W) (QZFW(:CO) du) () + ()~ 2F (o)) ¥ (u)].
(3.52)

Ademas se define

s = [ au(=5) Fusalon) (#0000 + 3050 )y ), @59

1 .
s = [ du (8) Fuvias(w0) (4 () 97 () + 40 ()" (u) ) y™ (u) y* (u)(3.54)
e Accion electromagnética-gravitacional:
S _ [ iy R () g
em,grav = — /0 u<24> )\/L(:EO) aﬁy(mo) ) (u)y (u)
+8 w”(u)w%u)] y*(w)y’(w).  (3.55)

e Accion fantasma

S = [ dug: (0 0"+ 040 ) + 2% ) 0" ()
+%Rua5y(xo) y® gy’ (a“(u) a’(u) + b (u) ¢ (u) + 2 o (u) a”(u)) + - ‘}, (3.56)

donde se define

5O = /0 sy () () 4 V() () + 20 () 0 () ), (3.57)

Lo
Séi) = /0 duﬁngy(xo) Yy’ (a“(u) a’(u) + b (u) ¢ (u) + 2 o (u) a”(u)). (3.58)
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Accion linea de mundo Términos con campos Accion linea de mundo
escalar + Grassmann — fermionica

Esto permite escribir la accion efectiva

F[A]Spinor = —2/ E e_mQT DJ:(T)/ ’Dl/}(T) e—S’ (3.59)
o T o(T)=x(0)  Jo(T)=—1(0)
con
S = SO + Sgrav + Sem =+ Sem,grav + Sgh + SFP ’ (360)

esta descomposicion de la accion linea de mundo es semejante a la que se tiene en el
caso de una particula sin espin, pero recordemos que

Es importante mencionar que el formalismo linea de mundo de la forma como lo
presentamos aqui esta completo para calculos al nivel lineal en la curvatura corres-
pondiente a amplitudes con no mas de un gravitén, si uno quiere ir mas alla de esta
aproximacion hay que enfrentar sutilezas adicionales vinculadas con el hecho de que
empezando con el nivel cuadratico en la curvatura las integrales sobre los parame-
tros u en general desarrollaran singularidades generando la necesidad de introducir
una regularizacion y contratérminos ajustados a la regularizacion seleccionada. Los
detalles se pueden encontrar en [20].

3.2. Espacio curvo y F' constante
3.2.1. Espin cero

Al usar la norma de Fock-Schwinger en el espacio curvo (ver apéndice H), se tiene
s . S o 0 .

la posibilidad de unir el término cinético, Sy con Sénzb como se hace en la seccion

2.4.1, de hecho se tiene la misma expresion ya que no hay presencia del espacio

0
curvo en Sénz:

Ky— /1d K i d72 2%TFE ( )i v
0o = 0 uy AT Umy du2 ? uv\ o du Yy,

0 .
entonces los efectos de Sé,,l se pueden tomar en cuenta de manera no perturbativa

al usar la funciéon de Green generalizada, ec. (2.110), lo cual implica los cambios
indicados en (2.111) y (2.121):

Gp(ur,ug) " — G’ (u1,u2) = Gy,

(4nT)P/2 5 (47T)P/2det!/? [SH;,(Z)] :

. . - . 0 .
estos cambios son como antes gracias a que en el término 5 no hay presencia del
espacio curvo, sin embargo existe el cambio

FnkFn---Fn— FgFg---Fg.
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3.2.2. Espin 1/2

Se procede como en la seccion 2.4.2, esto es, considerar F(x() constante asi que
es posible fusionar (3.48) y (3.51), lo cual genera una accion libre mas general:

! 1 d? 1 d
[ 7 v 1% v
70 /0 d“”“”ly < 4Tdu2>y 9 <2Tdu>w
! 1 _ d 1 _
Y , . v YN . v
+/0 du Ly <22F’“j(x0)du> Y’ + 2¢ ( 2ZFMV(£L'Q))¢ ]

_ /1d " B 1 d2 72TF ( ) d v
- ), ar )\ gz = =0 B0 g )Y
+/1d PH L < oirE (z0) ) ¥”. (3.61)
, o1 ) \vgy — =15 Fuvito T

Esta expresion es igual a la que se encuentra en el espacio plano, debido a que el
término que contiene F'(xy) no incorpora efectos del espacio curvo. Con esto se tienen
los siguientes cambios

%

GB(ula UQ) 77W — ggV(UhU?) = gBlQ ’
Gr(uy, ug) " — G (w1, u2) = Gy

(4nT) =P/ — (47T)~P/2 det=1/2 [mn(zq _
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CAPITULO 4

EL LAGRANGIANO EFECTIVO AL NIVEL
RFF

En este capitulo nos interesa encontrar todos los términos en la accion efectiva
que son de la forma RF'F y términos proporcionales a [V, V,]:

RF,, F*

F . F"’ Rog

F, Fop RMP
B

F#a;a F 8

F, By FaByy

By FI70

aunque el método de hacer los calculos no es el mas eficiente se procede de esta forma
para verificar en detalle la equivalencia DBC - SI. La integracion de las funciones de
Green se puede programar en MATHEMATICA, algunos ejemplos se pueden ver en el
apéndice D.

4.1. Espin cero

Aqui solo se muestra la forma en que se obtiene RF? en cada esquema y al final
se colocan los resultados para las estructuras tensoriales restantes.

4.1.1. Esquema DBC

Para encontrar términos de la forma RF? en el esquema DBC se requiere el uso
de (2.15) - (2.14), asi como (3.24) - (3.33).

Término RF,, F"

Para obtener esta estructura tensorial se requiere la contraccion del tensor de
Riemann para producir el escalar de curvatura, ademas de la contraccion entre dos
tensores de Maxwell; la forma de lograr esto es mediante el desarrollo de las exponen-
ciales y usar solo el término que es de nuestro interés, en este caso se desea F),, ",

. 0 . . .
pero la cantidad F*” aparece en Séwz asi que sera necesario hacer el desarrollo de
(0) . S
e~Sem y sélo conservar el término de segundo orden:

()"

43
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por otra parte, para R solo se requiere la parte lineal del desarrollo de e

1
~Sgrav — 5L

Después hay que realizar las contracciones de Wick:

T Te—

Primero se hace el calculo para la parte electromagnética:

1 2\ 1/ i\? o
2<<_Sé972) >:2<_2> </du1duQFWyfy1Fa5y§y§>.

Ahora se calculan las diferentes contracciones:
AA = (i)l o)
= (—20g"*AY) (<209 Aro)
= AT g"*g"P * AL, Ags.

Veamos que resulta de la integracion sobre u;:

/dm'AIQ Ay = /dm (1 —512>A12
= / duy Aqg — Aga,

entonces

/ du1 dUQ .A;2 Alg = / dU1 d’LLQ Alg — / dUQ AQQ

\

|
ol =

|
/T\
| =
—

La contraccion de los indices esta dada por
F/ux Faﬁ guagu[a’ = F;U/Flwa

por lo cual se tiene

1
Fu Fap / duy dug AA = AT? (12> E,, F™
1
= gTQFW P
Ahora veamos la siguiente contraccion:
AB = (i y) (v 95)
= (=27 "7 *Arz) (—2T g"* AY,)
AT? g7 * A1z AY,,
pero
1
duy dug *Ajg Ay = ——
/ Uy dug "A12 Ay 1

1
7Sg7‘a17752h) :

4.7)

(4.8)

(4.10)

(4.11)
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asi que ahora se calcula la contraccion de indices

Fu Fap g"Pg"® = F, F"" = —F,, F", (4.12)
entonces
Fu Fug / duy dug AB = —4T? (—112> F, F*
_ %Tz F,, F. (4.13)
Al realizar la suma de estas dos contracciones se tiene
gTZFW FH, (4.14)

asi que para la contraccion de los tensores electromagnéticos se tiene el siguiente

resultado
1 2 1/ i\? o i
5 <<_S£971) > D) <_2> </ duy dug Fy, yl1 y1 Fap ys ?12ﬁ>

1 /=i (2 ., » 1, "

Ahora se calculan las contracciones correspondientes a la parte gravitacional
1 1
<*ngv - S_cgh)> = - / dus <ﬁRw§en U3 Y3 g3 + TER + 19 TR’Y5EV} Y3 us (a3 aj +byc ) >

1 . . -
= — o7 e / dus <y§ YA s U + y3 S (GQ aj + b3 CQ’) > ~TER.

(4.16)

Veamos las contracciones de S(,,,.): 1a primera contraccion es

AC = (33 y5) (W3 5)
= (=277 *Ass) (—27 ¢"" Al)
AT? 979" * Agz A, (4.17)
pero
L] L] 1
/du3 A33 A33 = E (4.18)
La contraccion de indices es la siguiente:
Ryseng™ 9" = R.5',9"" = Rspg”" = R. (4.19)
Entonces
1
Rysen / dug AC = gTQR. (4.20)

La siguiente contraccion que se puede realizar es
AD = (g3 45)(v3 s)
= (2T g"*A3) (2T 9° Ags)
(—2T) g7 g°¢ * A% Ass. (4.21)
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Para la integral se tiene
/ dus *A% Agy = / dus (1 - 633)A33, (4.22)
pero el término que contiene a 33 se cancela con la contribucion de los campos

Jantasma (ver el apéndice E para los detalles). Entonces s6lo se tiene

1

/dU3A33 = —6. (423)

Para la contraccion de indices hay que tener presente la propiedad de antisimetria
del tensor de curvatura (ver apéndice A):

Rysen 9" = —Rysneg"g* = —R,J ¢ = —Rscg’ = —R.=-R,  (4.24)

entonces
2
Rosen / dus AD = §T2R. (4.25)

Al sumar el resultado de las contracciones, (4.20) y (4.25), se tiene
T?R,

asl que

ST~ ¢ A NS S oS- S (-
<ng Sgh> = —5T"R—&RT = (12+§)RT. (4.26)

Por lo tanto,

3 ((-59)" CSpmsw)) = (-7 F ) |- (5 +€) 71]

_ i i & 3 v c_ ¢ _
= 12<12+§>TRFWF —&=¢—-1/4

1
— 75(1 —6&)T3RF,, FM™. (4.27)

Para las estructuras tensoriales se obtiene

A)
—%(1 —6&)T°RF, F",
B)
% T3F,* F*’ Rag,
C)
—% T3Fy Fap R
D)
E)

1 3 a3
_ET Fagyy PO,
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F)

1
-3 T?F, F*™.7 . (4.28)

Una vez que se llega a este punto, es factible hacer la integral sobre 7' que aparece en
(3.40), lo cual genera un factor 1/m?, asi que la accion efectiva se escribe de la forma

1 d4x\/§ 5 o
F[gaA}scalar = 360m2/ (471’)2 —5(1—6€)RF;U/+4RM/F“ 7,

—6 Rypap P F° — 2(VOFo,)? — 8(VaFuw)? — 12 F,, OF™ | (4.29)

esto concuerda con la expresion que se obtiene en [21] donde se ha usado el método
HK. Para fines practicos soélo se escribe el Lagrangiano efectivo:

(DBC) _ 1 1)1 /- 1 ) 1 ’ 1 ;
gscala’r - 16 72 W lm 5 + E RFHV -+ % le FHe FVa _ @Ruya,@Flw o
1 9 1 L 1 N )
_g(vaﬂw) — 5 Fw OF" = @(v Fop) (4.30)

4.1.2. Esquema SI

En este esquema se hace uso de (3.38) - (3.34).

Término RF,, FM

Para obtener esta estructura tensorial hay que hacer algunas modificaciones al
esquema anterior ya que ahora se debe considerar la accion Srp, asi que se trabajara
con la siguiente expresion:

5 { (5" (=S = 58~ 502) ) .31

Se procede en el mismo orden que en el caso del esquema DBC, esto es, primero se
calculan las contracciones de la parte electromagnética:

Ao = (' 99) (WY v3)
= (—i—Tg”aém) (-TQVBGD)
= —T2g"g"PG12Gha, (4.32)

pero al realizar una integracion por partes sobre u, se tiene
/ duy G12 G2 = —/ duy G2 Gz
- / duy G2, (4.33)

Entonces

/ du1 dUQ Gu Glg — / dU1 dUQ G%2

1
= —3 (4.34)
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La contraccion de los indices es muy sencilla:
Fl Fop g'g"P = F ™.

Por lo cual se tiene que

1
F/‘”’ Faﬂ/ du]_ (5] .Aa = (7T2) <3> FMZ/FMV

T2 »
- ?FNV FN .
Ahora veamos la siguiente contraccion:
Ab = (i y5) i 95)
= (—Tg“ﬁém) (+TQMG12>
= —T?¢g"7g"*G15Gha,

pero

.. 1
/ duy dus G12G12 = 3

y como la contraccion de indices es
F;w Faﬁ gu/ﬁgua = *F;w FH,

entonces
2

T
F;w Fag/ du1 dUQ Ab = ?F}W P,
Con la suma de estas dos contracciones se tiene

ETQF F/LV
3 nv ’

asi que para la contraccion de los tensores electromagnéticos se tiene

1 2 1 1 2 T -
2<<—S§22) > = 2(—2> </ duy dug Fu 0y 4y Fop U5 y2ﬁ>

_ 1 ;Z ’ g T2F F‘“’——iT2F Jalis
o2\ 2 3 m 12 T

Ahora se trabaja con la parte gravitacional:
1 Y 2,0 € T ¢
<_ngv> =(— [ dus ﬁRv&n Usysysys + TER| ).
Veamos las contracciones del primer integrando. La contraccion es

Ac = (53 y5) (3 95)
= (_TQ’KGSS) <+T95nG33) ;

pero Gss3 = 0, entonces

Rysen / dus Ac = 0.

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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La siguiente contraccion es

Ad = (53 95)(v3 v5)
= (-i-Tgw7 é33) (—Tg‘;6 G33)
= —T?g" " Gia3 G, (4.46)
pero
. 1
/dU3 G33 G33 == /dU3 (25(0) - 2) <—6> 5 (4.47)

al ignorar el término que contiene a §(0), pues éste se cancela con la contribucién de
los campos fantasma, se tiene

/du3 G33Gsz = (-2) <—é> /dus

1
= - 4.48
3 (4.48)
La contraccion de indices es muy sencilla
Ro5en g g€ ~R. (4.49)
Asi que
1
Roysen / duz Ad = §T2R. (4.50)
Entonces, para la parte gravitacional se tiene
(-5, >——i Lrep —ERT——LTR—ERT (4.51)
gravt 12T\ 3 o 3(12) ’ ’

Aun falta considerar la acciéon Spp, (—Srp), pero como se desea la forma R, en-
tonces solo se trabaja con la parte

= 1 € T
Sevh = =0 [ dus (R )
1 = a €
= gR’\éea (g >/dus <y§ y3>

_ %R{;w 53 / dus (—Tg‘56 G33)

5 (r) o (o) [ (-5)

T 1
—~Rs. g% [ =
std (5)

T
= fER. (4.52)

De la suma de estos dos ultimos resultados se tiene

_ TR TR
3(12) 18

_ (1 + 5) TR. (4.53)

<_Sgrav> + <_SFP> — f_RT

12
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Finalmente se llega a

1 2 1 w 1 - -
5 <<_S£972) (_SgTuv - S;}L))> = <_12T2FHV F! > |:_ (12 + '£> RT:| <~ 5 = € - 1/4

1
= —5(1 —66)T*REF,, F™. (4.54)

Ahora se escriben los resultados para todas las estructuras tensoriales en el esquema
SI:

A)
1
(1 - 3 , ™
72( 6&)T°RF,, F',
B')
1 31« 5
@ T F'u FM Raﬁ,
c’)
1 yages
—ET?’FW F.3 RMP
D’)
(0) T3, F*,
E')
1
——T3F,3 By
180 By )
F)
1
— T3F, F*™.)7 . (4.55)

Si comparamos los resultados que se obtienen en cada esquema, podremos notar
que solo concuerdan los resultados A) y A’), lo cual sélo se logra con la ayuda de Spp.

Para obtener el Lagrangiano efectivo para el esquema SI s6lo hace falta hacer la
integral sobre 7'y con ello se obtiene

(sn  _ 1 1|1 /. 1 ) 1 1
fscalar - 1672 W llz £ + E RFIW + @ RHVFHO‘FVQ _ ERMV&ﬁ § g Fa'B
1 9 1 »
~ 1o (Vafw)” = = Fuw OF (4.56)

Es posible mostrar que los Lagrangianos efectivos correspondientes a cada esquema
se relacionan por

280, = 200+ e (P Fa) + 15 [Va (B V5P) = Vs (Fovar?)]
(4.57)

esta relacion se deduce en el apéndice G.
Podemos concluir que Lagrangianos efectivos son iguales bajo una integracion por
partes, lo cual verifica el teorema de Bastianelli, Corradini y Zirotti [23]. Ademas
Z\DBO) _ p(HI) (4.58)

scalar scalar*
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4.2. Espinl/2
4.2.1. Esquema DBC
Término ¢ R (Fyy+ 2F1/)w>2
Para este término se tiene la siguiente expresion
o = ER(Fas 37yl Fuw 155 +4 B 0 05 Fas U7 o + 4 Fag 0 U] B ¥4 434 ) (4.59)

Las contracciones que se generan para el primer término son puramente escalares,
algo que ya se realiz6 en el trabajo de maestria, por lo cual sé6lo se coloca el resultado
correspondiente:

A = %T?’g‘ RF, 3FP. (4.60)
La contraccion del segundo término dentro del paréntesis es
AB = (i) (WF ), (4.61)

pero dado que (¢ z/zf ) = 0, entonces no hay aportacion. Ahora las contracciones del
ultimo término:

AC = —(uh) (W] ), (4.62)
AP = (GFu) (] vh). (4.63)
Veamos el resultado de cada contraccion:
1 1
AC = =T y) <¢f Yy) = — <2TGF129a“> (2TGF129ﬁU>
1 1
= *ZTQGQFHQWQ’BV = *Zngwgﬁy- (4.64)
Los indices se contraen de forma muy sencilla
Fap Fuug™g” = FapFP, (4.65)
por lo cual se tiene
Fog Fu / durdus /€ = —i:ﬂg’ RF, gF*P. (4.66)

Consideremos la ultima contraccion

1 1
99 = W) v = (TG ) (§7Grs™ )
1 1
= 1T2 Gria g™ g™ = ZT2 g™ g™, (4.67)

La contracciéon de indices también es sencilla

Fup F/wgm,gﬁ“ = Fup e

= —F,F%, (4.68)
asi que en este caso se tiene
1 -
FogFu / durdus 49 = —ZT2§ RF, gF*P. (4.69)

Ahora se suman estos resultados, de lo cual se tiene
1 .-
—§T2§ RF,5F*P. (4.70)

Finalmente se usan los factores involucrados:
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e (-T) + Llega del desarrollo de la exponencial para el término que contiene ¢ R,

° (—%)2 < Llega del desarrollo de la exponencial para el término que contiene
(Fyy+ 2F¢w)2,

e 4 + Es el factor que aparece en el tercer término de (4.59),

por lo cual se tiene

1 AR . 1 s
4(z) (2t —— ) T3¢ RF, 3F*® = —~T3¢ RF, g F°". (4.71)
2 2 2 4
2
Término Ryjyyy (Fyy +2F1/)¢>
La forma explicita de este término es

B = Ruasw i 07yl 0% (Fon U5 03 Fen 55 4 + 4 Fon U5 03 Feg U5 0 + 4 For v 03 Fey v 0l

(4.72)

Las contracciones de la parte bosénica ya es conocida
1 _. 1 . 1 .
de REyu F" — T3F™ FP Rap — % T*F,*F" R,s.  (4.73)

Nuevamente se observa que la contraccion para el segundo término dentro del parén-
tesis se anula, (¢3v3) = 0, asi que veamos las contracciones del ultimo término:

B

BB = (G yr) (e or) (~1)(WS U5) (3 vl (4.74)
BE = (Gl (o) (WS vy (W3 ), (4.75)
BD = () eyl (1) (g ¥§) (W3 v, (4.76)
BE = (Gg¥) WLyl (WS v (3 5) (4.77)
Dado que
Wy Wit = (—20°An ") (<27 A% g™)
= (-27)*°An A} g"P g™ (4.78)
Ademas,
1 1
Wi e = (3T Grag) (3T Grn)
1 1
= —ETQG%% g7t g™ = _ZT2 g7 g™ (4.79)
Entonces
BB = Gyl (e gy (—1)(WS ¥ (3 vl
1
= (220)**An A} g7 g (1) [T g7 g™
= —TY*A; A} g"B g ¢7€ g™ . (4.80)
La contraccion de indices es muy sencilla:
Ruaﬁuguﬁ gau = Ruaua =R, (4.81)

For Fep g g™ = F, Fo\ (4.82)
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La integral de las funciones de Green se ha calculado anteriormente, (4.18), asi que

1
RwﬁyFaAan/dm%@ = —ET‘lRFMF"’\.

Ahora se calcula la contribucion de #%: Ya que

1 1
<2 T Gras g"”) (2T Gro3 9/\5)

1 1
= ZTQG%% g7 g™ = 1 T2 g7 g%,

(g W) (3 )

entonces se tiene
BE = () e ) (8 ) (13 )
1
_ (_2T)2 'All AII gpﬂ goa/ ZT2 gon g)\§

= T'*AuL A} g g™ g7 g,

(4.83)

(4.84)

(4.85)

la contraccion de indices sobre R es como en el caso anterior, asi que resta hacer la

contraccion sobre Fj Fgy:
Fox Fey g7 g*° = For FY7 = —F,\ F72,
por lo cual

1
Ry Fox Fey / duy BE = —ET“RFU,\F”.

Ahora se trabaja sobre #4%: Dado que
G W) = (-2TA ¢") (—2T Aug™)
= (—27)2°A}; Ay g g
Entonces
BD = (G W) (—1)(w ) (3 vl)
1
— (_2T)20 Il All g,uu gaﬁ(_l)ZTQ gaf g/\n
= —T** A} A g" g*P g7t g™
Para la contraccion de indices se tiene

Ruaﬁl/guugaﬁ = Ruaa'u: —R,
ForFeng®S g™ = Fy\Fo

La integral de las funciones de Green es conocida (4.23), con esto
1
Ryuapy Fox Fey / duy B9 = 5 T4RFUA F7.

Finalmente se considera #A&:
BE = () WD) WS ) (03 vf)
1
= (oA Aug e (§) 970
= T*°AY A g™ g* g7 g,

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.92)

(4.93)
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sabemos que la contraccion de indices es

R,uaﬁu g;u/ gaﬁ = R,uaa'u = —R,
FU)\ an gzﬂ? g)\f — FU)\ F)\U _ _Foz\ 1_;10/\7
por lo tanto
1
R,uaﬁl/FU/\ an/dul BE = _6 T4RFU)\FU)\.

Solo resta sumar todos los resultados

Es momento de considerar los factores implicados:

e (-1) + Llega del desarrollo de la exponencial para el término Ryyyy

(4.96)

(4.97)

2
° % + Llega del desarrollo de la exponencial para el término (F vy +2F z/;)

e 37 + Llega de (3.49)

° (—%)2 <+ Llega de (3.51)

e 4 + Es el factor que aparece en el tercer término en el parentesis de (4.72).

Asi que

(2) (i

)

7

SN\ 2
) (—3)T4RFMF"A - L

2 48

6

. 2
Término Ryy 1) (Fy‘y +2Fww)

El desarrollo de este término es

. 2
¢ = R,uaﬁu ya yﬂ 1/J” wu (FUA ya y)\ +2 F5y '(/JO w/\>

= Ruag vy 00 (Forif” 4 Fey i 47 + 4 Fon 5 4 Fie 0 47 4+ 4 Fop 07 4 ey 0 4"

Las contracciones correspondientes al primer término son las siguientes

C o
CA
CE
€7
CE
CF

(i uy) (5 95) (w3 i) (W oY),
(Wl (WS i) (w2 5) (Wi ),
(W 98) (u 95) (w3 wl) (W oY),
(W 98) (ul i) (Wb u) (W oY),
(W ) (i 95) (WS ui) (W ),
(W ud) (wy i) WS ) (W oY),

T2 RF,, F.

(4.98)

(4.99)

(4.100)
(4.101)
(4.102)
(4.103)
(4.104)
(4.105)

se puede observar que en todas las contracciones aparece (¢ ¢Y), lo cual genera d1;
y estas cantidades son canceladas con la contribucion de los campos fantasma.
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Ahora veamos las contracciones del segundo término:

€Y = (Y ug) (i o) (Wi s (Y ¥, (4.106)
CH = (s Wy va) (Wi ) (WY vs), (4.107)
¢I = (Y y2> <y1 y3) (¥f zﬁz«;> <7/)1 Vy), (4.108)
€7 = (W) W vg) (Wl el (Y ¥5). (4.109)

No sera necesario hacer el calculo de estas contracciones, ya que se puede notar que
en cada contraccién aparece una cantidad de la forma (1 ¢3) (41 13) lo cual genera
Gr13 613 que es nulo.

Finalmente se determinan las contracciones para el ultimo término:

CH = (yf ) (W) (1) (W5 5) () i), (4.110)
CL = (yfyl) (1) (WA eg) (—1) (W vy (Y 4S), (4.111)

debido a que (¢! %) es proporcional a d;; entonces la contracciéon 4.# se cancela con
la contribucién de los campos fantasma. Veamos la contribucion de ¢.2:

CL = (ySyl) (=)W ) (—1) (3 ) (F yS)
= (-27)An g’ <2TGF129W> (;TGF239M> <;2T5139V§>

1
= —§T4A11 Gri2 Gras 013 g*° g7 g™ g"%. (4.112)
La contraccion de indices es la siguiente:
Ruaﬁu Fo)\ an gaﬁ gp,a g)\77 gV£ = R;Laaf FH FEn
= R, FMES. (4.113)

Ahora se realiza la integracion de las funciones de Green:

/dul dus duz A1 Gr1a Graz 013 = /duz duz A3z Gr3o Groz = — / duz As3

1
= 5 (4.114)
Por lo tanto se tiene
1
Ryuapy Fox Fey / duy dug dus €% = —ET“R% FHnEE (4.115)

Al considerar los factores involucrados:

e (-1) + Llega del desarrollo de la exponencial para el término Ry y 1) v

2
% <+ Llega del desarrollo de la exponencial para el término (F gy +2F w)

(57) + De (3.49)

e (—1)? « De (3.51)
e 4 + Del desarrollo del cuadrado en (4.99)

e 8 < Corresponde al numero de posibles combinaciones, con esto se abarca todas
las contracciones.

Por lo tanto

1/1 i’/ 1 1
~(4)(®); (6T> <2> <12T4R#5F‘“7Fn5> = —ETS‘R%FW’FW& (4.116)
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2
Término (R +R)y'yww(Fyy +2F¢’¢)
En este caso se tiene
2
D = (Ryapo + Ruupa) 9597 0407 (Forif 3 +2 For v 03)
= (Ruapy + Ruwpo) 0590 WY (Fy x93 43 Fen 95 43 + 4 Fo 95 Y3 Fey 005 )
oSy wvBa) Y1 Y1 Y1 W1 \ Lo Y2 Y2 L'en Y3z Y3 aA¥2 Yo L'en W3 W3
+4 Fy x5 93 Fey 95 1)
— (Ruag + Ruwa) Fox Fey (9 w7 95 v 05 o 04 0f + 455 o 5 03 ot vt v o]
gty vl vt vs v i), (4117)

Se puede notar que al realizar las contracciones del primer término dentro del par-
entesis aparece (¢|' ¢}) lo cual es nulo. Ahora se calculan las contracciones del se-
gundo término:

D = (5 95) () (—1) (ko) (WY )
1 1
= (—1)(—2T°A%9%) (— 2T A1z g™) <2TGF13 g“€> <2TGF13 g”’7>
= 714 WASPWANT G%w g’ gw‘ g“5 g (4.118)

Se realiza la contraccion de indices:

(Ruapy + Ruvpa) For Fen g™ 97 " 6" = (Ruapy + Ruvpa) FOP FFY.  (4.119)
Ademas, se sabe que
1
/du1 dUQ .AEQ A12 = E’ (4. 120)
por lo cual
1
(R,uaﬁu + R,uuﬁa) Fyx an / duydus P9/ = _ET4 (R,uaﬂl/ + R,ul/ﬁa) FoB prv, (4.121)

Esta expresion se puede simplificar si se usa una de las relaciones encontradas en
un trabajo anterior

Ruapy FOP P = —Ryp,5 FOP 1V
= %ng FoB FH « yer B
= %Rwa FoB e, (4.122)
Con esto
(Ruapy + Ruvpa) Fox Fey / duy duy Dof = — (112 T4) ngga b puv
= %T‘*Rwaﬁ Fob prv, (4.123)

Enseguida se calculan las contracciones para el ultimo término de Z:
9% = (i) (1L VE) WY o) (- vg)
1 1 1
= (=2T°Ay; %) (2T Gri2 9’”) <2T Gri3 9V£> (2T Gra3 9’\77)

1 [ ]
= ‘1T4 A11 Gria Griz Grag g*° g'7 g¥¢ g™, (4.124)
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pero
/dul dug duz *A11 Gri2 Gri3Graz = 0.

Solo resta incluir los factores correspondientes:

57

(4.125)

e (-1) + Llega del desarrollo de la exponencial para el término (R + R)yy v ¢

2
° % + Llega del desarrollo de la exponencial para el término (F yy +2F¢ zp)

° (%) + De (3.49)

e (—4)” « De (3.51)

e 4 < Del desarrollo del cuadrado en (4.169)

e 4 + Corresponde al numero de posibles combinaciones.

Por lo tanto

1 1 i\Z1 1
(4)(4>< >( ><z> ~T*Ry0p FOP PP = ﬂT?’R/mBFW FH. (4.126)

2) \6T 2) 8

Término F Ryy (y+806) F(yy +200)
La forma explicita de este término es
E = Fan Ry, of + 808 0Y) uf vy Foy (55 vl + 205 4)
= Fan R, Foy (yi‘ 0y uy 98 v+ 20 Y Rl U8

87y ol ot U5 g + 1647yl vt vg 0],

(4.127)

se puede observar que las contracciones de los términos dos y tres dentro en el
parentesis son nulas. Esto es porque aparecen cantidades como (¢ ¢J) y (¢} ¢Y). El
resultado para la parte puramente escalar, es conocido, asi que soélo se escribe el

resultado:

1 3 1 3 v
Eo = T FHO‘F"BRaﬁ—FﬁT FuFogRMP.

Ahora veamos las contracciones para el ultimo término:
6B = (yf yi) (~1)WH UE) (W v)
1 1
(—1)(=2T Ay g*7) <2T Gri2 g“§> <2T Gri2 g’”’)

1 .
= gTdﬁllG%mgaﬁg”agm’-

1
/dU1 AH = —6.

Ademas, la contraccion de indices es

Dado que

Fyx R)\aﬁu F<T77 gaﬁ g,ua gwy = F)\TI RAaau FH?? = _RAM F/\Tl Flu’?'

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)
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Entonces

1
Fy R 5, Fon / duy duy 8% = ST° Ry, FX . (4.132)

Es momento de considerar los factores correspondientes:

e (-1) « Llega del desarrollo de la exponencial para el término F Ry vy (y v+ 8y zz))

(-1) + Llega del desarrollo de la exponencial para el término F ( vy + 29 w)

e —L + Llega de (3.51)
° —ﬁ + De (3.55)
e 16 + Es el factor del término

e 2 + Corresponde al numero de posibles combinaciones.

Con ello

_i _i 3 An 1/ :_i 3 An v
2(16)< 2) ( 24) (12>T Ry, FMF T8 Ry Y. (4.133)

Término F (jy+ 40 ¢)yy F(jy+209)
Sea

F = Fuas 08 + 400 07) 5 o For (58 03 + 205 03)
= Fuuap Fox (U1 v1 vt Sy uS e + 298y ut oyl S v + APk Yy yl ug v

8PP Yyl USUd).  (4.134)
De las contracciones para la parte puramente escalar se tiene:
1
Fo = ——T?’F F“ﬂ _ 3 papkb
60 60 H Ba

1 1
= —mT?’ F Fop R™OP 4 %T?’ F,* F" Ryg — %T?’ Fu F*™,_ 7. (4.135)

Las contracciones para los términos dos y tres dentro del parentesis de .#, son nulas
ya que (g ¥3) y (¥4 ¥) son cero. Veamos las contracciones del ultimo término:

FE = (Fyr) (1)@ ) (Y 83)
= —(=2T A11 g*P) (TGF129“U> (;TGFHQV)‘)

= 5T An Giiz g7 g7 9. (4.136)
Dado que
1
/dulAu = —6, (4.137)
y
Fuua/)’Fa)\g gp,agu)\ = Fuy;aaFﬂuy (4138)
entonces
1
Fvap Fox / dun FA = —ET?’FW;Q"FW. (4.139)

Finalmente hay que considerar los factores implicados para este término:



4.2. ESPIN 1/2 59

e (-1) « Llega del desarrollo de la exponencial para el término F (y y+ 4 q/))y Y

e (-1) « Llega del desarrollo de la exponencial para el término F (y Y+ 29 ¢)

e —1 + Llega de (3.51)
o —% « Llega de (3.54)
e 8 + Es el factor del término

e 2 + Corresponde al numero de posibles combinaciones.

Asi que

(2)(8) (—Z> (—é) (—112T3 Flua® F’“’) = %T?’ Fluo® FH. (4.140)
Término [FH,,;Q (gy +39v) y“] ’
Explicitamente se tiene
Y = [Fuv;a (" y" + 31 ) y“} i
Fogiy (l/? '!/16 + 397 1/)16> y? Fuvay (3/5 Y5 + 3w5 V5) yg
= Fagy Fuum (?J? oy ul i sl 35 ) ul Oy + 3wl ul 9 Y vl
roug el vhusyl) @141

Las contracciones para el primer término es puramente escalar, es un resultado cono-
cido
G = -~ po pes, Lpesap (4.142)
180~ H i@ 38 45 aByy - :
Las contracciones para el segundo y tercer término son nulas pues se debe a la
presencia de (v %) y (¢ wlﬁ ), las cuales son nulas. Calculemos las contracciones del
ultimo término:

GB = (y]ys) (~1){WSUb) (U7 ¥5)
= —(—2T'A129"") <;TGF12QOW> <;TGF1296V>

1
— 5T%u G2, g7 gt gP. (4.143)
Ya que
1
/ du1 dUQAlQ = —E, (4144)
y
Fogy Fuvm g™ g™ 9" = Fapy FeP, (4.145)
entonces
1 .
Fogy Fuvin / duy dusAjz = —ﬂTS Fopgy FOP7 (4.146)

Finalmente consideramos los factores implicados:
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° % <+ Llega del desarrollo de la exponencial para este término
° —% < Llega de (3.53)
e 9 + Es el factor del término
e 2 < Corresponde al numero de posibles combinaciones.
Por lo tanto

1 iN° [ 1,4 oy 1,4 oy
(2)(9) <2> (—3) (—MT Fopy F = 5" Fagn F (4.147)

Ahora hay que hacer la integral sobre 7. Después el resultado completo para el La-
grangiano efectivo espinorial se obtiene multiplicando el Lagrangiano efectivo escalar
(4.30) (con £ = 0) con un factor (—2), y sumando la contribucion del espin.

(DBC) 1 1 =
gspin = (_2)(47T)27m2 —&<1—12§)RF#VF”V
+ 1R mﬁFWFaﬁJriF opw g g pwn| | (4.148)
24~ " 127 mvie 24~ 1
Finalmente
(DBC) 1 1 1 1 9 1 y 1 1
Fapiror” = ‘<2)<47r>2mal<144‘48 REL + g5 fw P Fra+ (g5 + 97 ) Fawaa P 77
1 11 11
—— (VOF)* 4+ =+ = ) (VaFuw)*+ (= — == ) F,, OF"
180( O‘“)+(45+24>(0‘“)+<12 30) a
11 1 | 1
- _WW _ERFHV—"_%RMVFHO(FVO(—i_ERﬂyaﬁFllyFa/B
7 2 1 OFHv 1 « 2
+%(VQFW) +2—0F,W F _TSO(V Fuu)

4.2.2. Esquema SI

Ahora vamos a realizar los calculos de la seccién anterior pero usando el esquema
SI. Es necesario comentar que las contracciones de Wick son iguales en ambos es-
quemas, asi como el resultado de las contracciones fermionicas y las contracciones
de indices; la diferencia radica en la funcion de correlaciéon bosoénica.

» . ~ . 2

Término ¢ R (Fyy+ 2F1/)w>

Para este término se tiene

o = ER(Fap i} P i 5 + 4 Fou 05 45 Fog U5 07 + 4 Fag v U Fuw v 0% ).

Las contracciones que se generan para el primer término son puramente escalares,
algo que ya se calcul6 en el trabajo de maestria; el resultado correspondiente es:

1 _
da = ET%RFQBF“B, (4.149)
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igual que en el esquema DBC. Las contraccion del segundo término dentro del parén-
tesis son nulas porque aparece (i1,v1) = 0, entonces

b = 0. (4.150)

Ahora, las contracciones del altimo término:

de = —(Ugeh) (W] vy) = ¢, 4.151)
d WS Y8 (WP by = 7 D . (4.152)

De la suma de estos resultados se tiene

1 .-
—5T*¢ R, gF?, (4.153)
y al usar los factores involucrados se encuentra

1 .-
—ET?’f RF,5F*P. (4.154)

2
Término Ryyyy (Fyy + 2F¢¢)
Para este término tenemos

B = Ruas i3 v 08 (For U5 03 Fen 05 03 + 4 Fon 5 3 Fey V5 0] + 4P 05 03 Fey v 0],

El resultado de la parte bosodnica es

1
I RF,, F'" — = T3 F"™ FP Rpas — T3 F,* F"P R,5.(4.155)

3(144) 3(45)

Sabemos que la contraccion para el segundo término dentro del paréntesis se anula,
asi que veamos las contracciones del ultimo término:

Bb = BB =g yl) (WP (—1)(F ¢5) (03 ¥Y), (4.156)
Be = BE =))Wy} n<w5w><w2w9 (4.157)
Bd = BD = (G5 eyl (1) (W5 v§) (W 9T), (4.158)
Be = BE =) WD) (W5 v (W3 y5). (4.159)

Dado que en el esquema SI se tiene (y; y1) = 0, entonces las contracciones %by %Bc
son nulas.
Ahora se trabaja sobre #d:

Wy weyy) = (TéBng“”) (*TGBHQQB)
= —T2 GB]I GBI] g“” go"B. (4160)
Ademas,
WS Rl = — TN
Entonces

1 ..
#d = JT'GpnGpn g 9“7 g7 g™ (4.161)
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Para la contraccion de indices se encontré

Ruaﬁl/g#ugaﬁ = _R7
Fy\Fey g™ g™ = F,\F7\

Con esto se tiene

1
Rualg,ng)\an/dulﬁd = —ET‘*RFU,\F"A,

la integral de las funciones de Green se conoce de (4.48).
Finalmente se considera Ae:

. 1
PBe = —T*Gp1Gpiig ¢*° <4> T2 g1 g™
1 . .
= *ZT4 Gp11 Gpi1 ¢ g™ 7" 9.

Para la contraccion de indices es tiene

Ruaﬁugﬂygaﬂ = = _R’
FUAFﬁnggng)\g = - UAFU/\-
Por lo tanto,
1
R#QBUFUAan/dulﬂe = —ET4RF0,\F"’\.

Ahora se suman todos los resultados

Es momento de considerar los factores implicados:

4 (Lo i ! T*RE,\F° = —LT3RF FoA
2) \12T 2 6 oA T 144 AT

. 2
Término Ryy (Fyy +2F¢z/1)

Para este término se tiene:

(4.162)

(4.163)

(4.164)
(4.165)

(4.166)

(4.167)

(4.168)

€ = Ruapoy™y" 00 (For i ™ Fen 0y + 4 Fon iy Fey 0507 + 4 Fon 07 0 Fiy 0 47

Las contracciones correspondientes al primer término son

Ca = Co =y yl) (W3 95) (Wb ) (Wi oY),
Chb = CB=(yPy) WS vl (3 55) (W ¥Y),
Co = €€ =y us) (W) v5) (w3 i) (Wi o),
Cd = €D =y} i8) (vl vi) (Wb v5) (W} ¥Y),
Ce = €& =Ty (w5 WS v (Wi oY),
Cf = CF = () (yr i) (G5 55) (W )

(4.169)

4.170)
4.171)
4.172)
4.173)
4.174)
4.175)

—_ o~ o~~~ —-~



4.2. ESPIN 1/2 63

Recordemos que en todas las contracciones donde aparece (¢ ¢%) o 11 y estas can-
tidades son canceladas con la contribucion de los campos fantasma.
Ahora veamos las contracciones del segundo término:

g = 9= (y'y3) <y1 342> <77W ¢3> (77/’1 7/’3> (4.176)
Ch = €A =y u5) (W) v3) (W Bl (Y U5), (4.177)
Ci = €I = (yf y§‘> <3/1 93 (W vg) (VY 1), (4.178)
Cj = €7 = f ) (W) 98) (W i) (Y v5). (4.179)

Pero ya sabemos que estas contracciones son nulas, dado que (¢ ¥3) (11 13) o< G 13613,
lo cual es nulo bajo la integracion.
Finalmente se determinan las contracciones para el ultimo término:

Ch = CA = (YT yl) (W) (—1)WE ¥S) (¥ vi), (4.180)
Gl = €L = (yYyl) (D)L vg) (—1)(¥3 ) (B v5). (4.181)

Recordamos nuevamente que para debido a que para ¢k se tiene (! YY) o 611, lo
cual se cancela con la contribucion de los campos fantasma, asi que damos paso a la
contribucion de ¢.%:

Gl o= () (~1) (@ 0g) (—1) (s ) (@Y 5),
= —TGpng* <2TGF129W> <;TGF239M]> (;2T5139V£>

1
= —1T4 Gp11 Gria Grag 613 g*° g"° g™ g%, (4.182)

De la contraccion de indices se tiene:
Ruopy For Fey 9P g7 g™ g = Ry FMES. (4.183)
Ahora bien, para la integracion de las funciones de Green

/dul dus duz Gp11 Gr12 Graz 013 = / dus duz Gp33 Grza Gpag = — / duz G 33

1
= 5 (4.184)

Por lo tanto

1
Ry Fox Fey / duy duy duz €1 = —ﬂT‘lRugF“”an. (4.185)

Al tomar los factores involucrados se obtiene

1/1 ANAR! 1
~(4)(8); (6T> (—2> <—24T4RM§F“’7F,,5> = —%TB’RMF“”FUE. (4.186)

2
Término (R + R)§y v (Fyy n 2F¢¢)

Para este término se encontro
D = (Ryape + Ryuwsa) For Fey (5700 95 93 5y w4 w4 + 450 0 68 w3 0l v v

+4 97 Y, ¢1 (IR ¢2 3 ¢3)
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Sabemos que las contracciones del primer término dentro del parentesis son nulas,
por lo cual en concentramos en el segundo término:

Da = (G293 (yl v3) (—1) (' ¥5) (Y vl
= (-1)(TGp129") (- T Gp12g™) <;T Gri3 9“§> <;T Gri3 9””)

1 ..
= T Gp12Gp12Ghig* g™ g" g, (4.187)
Se realiza la contraccion de indices:
(R,uaﬂu + Ruuﬁa) Fo)\ F§77 gaa gﬁ)\ g,u,f gyn = (Ruaﬂu + Ruuﬁoc) Faﬁ FH. (4 188)
Ademas, se sabe que
.. 1
/du1 duz GBIQ G312 = —g, (4. 189)
con lo cual
(Ruaﬁu + R;w,é’a) FU)\ an / dul duQ Pa = _T12T4 (Rﬂaﬁy + Rm/,@a) Fa’g FH, (4. 190)
Esto se puede simplificar al usar
R Foc,@ o — 1 af puv
LBy = §R‘Wﬁa FP Ry, (4.191)
De esta forma
1 3
(Ruapy + Ruvpa) Fox Fey / dui dus Ya = (—12 T4> §RHV50¢ FaB prv
1
= 3 T*Rypap FOP FHV. (4.192)

El calculo para las contracciones del ultimo término de Z es el siguiente

b = 2% = (5 y)) (D) W 05) (1) (3 0f)
pero (g1 y1) = 0. Solo resta incluir los factores correspondintes

1\ /1 i\*1 1
—(4)(4) <2) (6T> (—2> §T4RM5FQ5FW = ﬂ:/”33%,3FWFW. (4.193)

Término F Ryy (yy + 8y z/J)F(yy + zw)
Para este término es encontro
& = Fx Ry, Fo (yf 0yl O3 s+ 20 Gy s U O + Syl U Y g8yl
1637y vl v v ),
recordemos que las contracciones de los términos dos y tres dentro son nulas debido

a las cantidades (g 1) y (¢} ¢Y). El resultado para la parte puramente escalar, es ya
conocido, asi que sdlo se escribe el resultado en el esquema SI
1

= T3F “F"PR
18(24)" " of +

1
12(24)

T3 F FagRMP, (4.194)
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Ahora veamos las contracciones para el ultimo término:

Eb = (yfyr) (—1) (W g (WY vy)
= (-1)(-T Gpn g*°) <;TGF12 9”5> (;TGFHQW]>

= iT?’ Gp11 Gy 9°° 9" g7 (4.195)
Dado que
/du1 Gpn = —é. (4.196)
Ademas
Fay Ryp, Fon g g% g"" = FMR\, F'y = —Ry, FMFW. (4.197)
Entonces
Fy R 5, Fon / duy dug &R = iTi” Ry, FMFY,. (4.198)
Cuando se consideran los factores correspondientes se tiene
2(16) (—é) (—22) <214> T3 Ry, FMF", = —%T3 Ry, FMFY,. (4.199)

Término F (jy+ 40 ¢)yy F(jy+200)
Como

F = FuapFor (0 vl oS yf% vy + 291 iyt y1 V3 Py + 4 77/}1 Yt y1 93y
+8 91 Y1 Yt ?J1 (4 1/’2)-

Para las contracciones de la parte puramente escalar se tiene:

1 1 1
Fa = =5 T Fuy Fop R + T2 B, P Rag — —T° Fyy F™, 7. (4.200)

Recordemos que las contracciones para los términos dos y tres dentro son nulas, asi
que veamos las contracciones del ultimo término:

= () (D)@Y T) (W ¥3)
= —(-TGp11 g™ <2TGF12 QW> <;TGF129V)\>

Fb

1
= ZT3 Gp11 Goyp 9P g g" A (4.201)
Al usar
1
/dulen = 5 (4.202)
y
Fuviap Forn g°P g"7 g7 = Fu0® F™, (4.203)
se obtiene
1
Flvap Fox / dui Fb = —ﬂT3FW;a“F“". (4.204)

Al incluir los factores implicados para este término se obtiene

1 1

@) <2> <8>< 317" Fua” F W) = T Fua P (4.209)
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2
Término [F;w;a (Yy+3¢) ya}
Para este término se encontro
G = Fop Fuuy (zh“ oyl o s + 35yl ul sy + 38 o]yl g v vl
+9uf vl o] vl vy o) -

Las contracciones que se encuentran en el esquema SI para el primer término es
puramente escalar, por lo cual solo se escribe el resultado

1 .
Ga = —?‘OF“'B’“’FMW. (4.206)

Se sabe que las contracciones para el segundo y tercer término son nulas debido
a la presencia de (Y4 ¢%) y (¢ wf ), asi que calculemos las contracciones del ultimo
término:

Gb = (Y] yl) (—1)(WFyh) (¥ ¢5)
1 1
= —(-TGp12g™) <2TGF12 9““) <2TGF12 gﬁ'/>
1 .
= ZTd Gp12 Ghyy g g™ gPv. (4.207)
Pero

/duldu2G312 = 0, (4208)

de modo que para esta contraccion no hay contribucion.
En el caso del esquema SI es necesario incluir la accion Fedev-Popov, por lo cual,
a diferencia del esquema DBC, tenemos el siguiente término

Término 7 Rnyy[F (yy +2¢ )]
En este caso se tiene
A = R, 0" Yy [Fox (57 v + 2979N))?
= g Ry 0" U8 U0 B (G Y+ 200 0Y) Fiox (95 42 + 205 ¥3)
= RS Fuu Foxie ™yt (910 08 03 + 208 ¥ 05 03 + 200 07 35 1 + 404 Y 05 43).
(4.209)

La contraccion de los campos 7 es sencilla, (7 g*) = d¢, asi que podemos escribir

H = ~Rag Fu For i yi (9894 95 03 + 01 ¥ 08 03 + 04wt 55w + vl oy vg 03).
(4.210)

Nuevamente se coloca el resultado en el esquema SI para la parte puramente escalar:

1
= — _RF,3F%
20y et

1

570 F,% F*° Ryp. (4.211)
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La contraciones para los términos dos y tres son cero debido a (¢ 13) y (4 ¢¥). Ahora
se calculan las contracciones para el ultimo término:

Y = (Y ]y (~1) (Wb vg) (W 43)
= —(-TGpn g™ <; GF239W> <; GFZSQV)\)

1
= 4 Gmn G5 9°7 g7 g

1 afl uo u)\
24 g9 g ( )

Para la contraccion de indices se tiene

Rap Fuw Foxg°7 g7 g" = Ro® Fu F*
= RF, F". (4.213)

Aun hay que tener en cuenta los factores correspondientes
e —1 < Llega del desarrollo de la exponencial para el término R

° % < Llega del desarrollo de la exponencial para el término [F (§y + 21 1)]?

e (—1)?  Llega de (3.51)
% + Llega de (3.18)

e 4 + Es el factor término

e 2 + Corresponde al numero de posibles combinaciones.

Por lo tanto

1\ /1 i\?2 1 1
o) (=) (2) (=L) (=13 F . FoBY) = ——73F . FB . (4.214
()<2> <3>< 2) ( 24" T ) 720 e ( :

Ahora hay que hacer la integral sobre 7. Después el resultado completo para el La-
grangiano efectivo espinorial se obtiene multiplicando el Lagrangiano efectivo escalar
(4.56) (con ¢ = 0) con un factor (—2), y sumando la contribucion del espin.

(s 1 1 . ,

(4.215)

Finalmente se escribe el Lagrangiano efectivo cuando se tiene una particula con espin

(SI) _ 1 1 1 2 1 a v 1 1 v paf
Lopinor = _2(4W)2m2[<144_% BBy qgp Hu B ot mg g ) Buwas FUF
1 11
o Fu -+ — | F,,OF"
~15p (Ve Fiw)” +< 72+24> g
1 1 1 1 e} v 1 17 Q
:‘wﬂm%_mRﬁﬁﬁm&ﬂwFa+%&wﬂ”Fﬁ
o)’ + — F,, OFM
180(V )+ 36"
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4.3. Resumen y comparacion DBC - SI

Es posible encontrar (ver el apéndice G)

(1) _ pBC) 1 v e
Lopin., = Lapin | — o Va (Fu VVFRY) . (4.216)
Al jugar con las expresiones para fs(lfrif) .,iﬂs(psszr se encuentra
ST DBC 11 | ——— a a
gs(pm)or_gs(pinor) = _WW[_ Z5v (F'u F#V§a)+@[v0¢(FN vﬁF“ﬁ) _vﬁ(Fﬂ Va FHB):|

entonces podemos decir que los Lagrangianos efectivos soélo difieren por derivadas
totales, lo cual implica que bajo una integral son iguales.

Las expresiones que se han obtenido para los Lagrangianos efectivos pueden ser
comparadas con las que obtienen Drummond y Hathrell (1980) (ver [66])

S pH) 1 ei

spinor spinor 8 7_‘.2

1
= ValF Vs F?) = Va(FOVa )| |

1 af ppy
%V (F FMV§(1)+15

) tiene
scal
una cierta ventaja a la hora de usarlo para el calculo de la amplitud graviton-foton-
foton. Este hecho motiva a obtener también la forma del Lagrangiano efectivo escalar
correspondiente; se obtiene [66]

Otra vez vemos la equivalencia como se vera en el capitulo 9 la forma de Z\P

P x| 1 62 L goFmE,.)+ i[v (F V5 F"B) =V 5(F,*V F“ﬁ)}
scalar scalar 1672 30 prio 45 a\t p B B

1 1 1
= F2 — — R, FFrFY, —
1672 m2 { (€ 1 )R QOR#

]' v (6% «
ﬁRmﬁFﬂ F ﬂ+ (v Fay) } .

(4.217)

Ensegida se escribe un sumario de los Lagrangianos efectivos con los que contamos
hasta el momento.

om 1 5 s (26 o 2 s
Ly = 180(47r)2m2{<15(§ 12)>RF!W < Ry F' Yo+ ) ) Ruap " F
24
()]
3(51) — Li |:( 7% >RF2 + (_910> RMVFMQFVQ
(S}c)alaw“) (4 7T)2 m2 1—12(5 + %) 124 F10
1

1 1 1
() B ()@ (F) o]

T 180 72

11 L 1
g DBO=HK) [( 36 >RF2 +< 45)3 e v
(Szalar) (4 7T)2 m2 %(5 —+ %) 1224 % 124 @
1 7 1
<210> MV(XBFMU Fa,@ _ <180> (v FHV) _ (110> FMV O FH
60 5 30

+<—1§0> (VQFW)Z].

Todos tienen la misma informacion sobre la amplitud gravitén-fotén-foton a bajas
energias.
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En la siguiente tabla se comparan los resultados que se tiene para cada estructura
tensorial en los diferentes esquemas en los que se trabaja; primero se escribe el
resultado en el esquema SI e inmediatamente bajo la linea entrecortada el resultado
en el esquema DBC :
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7 Escalar [ Espin [ Espinor |
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CAPITULO 5

EL LAGRANGIANO EFECTIVO NO
PERTUBATIVAMENTE EN F

Ahora podemos proceder como en las secciones 2.4 y 3.2, esto es tomar F),,(zo)
: 0 . s s .
constante y fusionar Sy con S 1o cual permite escribir una accion libre mas general.

5.1. Espin cero

En este caso, la accion libre generalizada fue encontrada en la seccién (3.2.1):

, L 1 d? - a\
S, = ; duy TIA 2ZTFW(1;0)% y’.

El siguiente paso es encontrar todos los términos que son lineales respecto al tensor
de Riemann y cuadraticos respecto al tensor electromagnético.

Este calculo ya se present6 en mi tesis de maestria [46] por ello no se muestra aqui
en detalle, con excepcion del primer término que se presenta con fines didacticos.
5.1.1. Término F.g. F}..s

Para formar este término se emplea (3.28), por lo cual se tiene que calcular las
contracciones de Wick para el siguiente arreglo

Fopry 0Py Frvs 9" y" 0 (5.1)

las contracciones posibles son

a = () (W vs) (Wl vd) = TG Gy 912, (5.2)
b o= (o gh) (W ud) (] ys) = T° Gia Gis G5 (5.3)
c:@mmﬁW@%>ng#%, (5.4)
d = (5 y8) W) vd) (i i) = T Gty Gy %, (5.5)
e = (T B i) (] ws) = T° 035 0 61 (5.6)
Fo= ) Wi ) (i i) = T5 G Gy G (5.7)
Para a, se realiza una integracion por partes sobre u; :
/ duy G4 GV G0 — — / duy G4 6P 618 / duy G2 G2 G, (5.8)
es decir,
Gor gl gId — — GGl GI2 — G G 619 (5.9)

ai az

73
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Trabajando un poco sobre a; vemos que

) a _ () 2@ Bu 6
Faﬁ-y W,(gglg g = Faﬁ'yF 6g glg
1
= F(i/)’)’y F(V ;0 g g g127 (5 10)
asl que
a; — —c. (5.11)
Para as se tiene:
1) g I C) ()
Foz,B'yF 6g1 g g - FaﬁfyF(;yug g g
( (2
- _Faﬁ)'v (Fué)u vp; 6) G5 Gry 614
1 2 2)
- Fc(w)wF( )59 Gy Gt + FY )WF,EMQ Gy Gt (5.12)
Entonces
az = —d + f, (5.13)
con esto se tiene
a—c+d—f. (5.14)

Se hace lo mismo para b, esto es, se hace una integracion por partes sobre wu:

/du1g1 Gry ng__/dulgl Gy 915 —/dmgl GGl (5.15)
o bien, se dice que
glgg—>g1gg ngg (5.16)
b1 ba
Para b; se tiene
1) (2 5o _ 1) (2)
FaﬁfyF 6g12ug g - Fagrngl,#g g g
1 2 2 v
= Fc(vﬁ)"/ (F;Eé)ll FIEM)§> g g g’Y
(1 2 1 2)
= R FO G airar + F) FP GGl gr . (5.17)
por lo cual
by = —c+e. (5.18)
Ahora veamos by:
1) @2 sa 1)
Faﬁ'yFyzSngMg g = FO(‘B’Y ,uég g g
= F(ilﬁ,y Wj(;g g g12 , (5.19)
entonces
by — —d. (5.20)
Por lo tanto
b—c—e+d. (5.21)

Se puede notar que al sumar todas las contracciones, el resultado se reduce a

3(c + d), (5.22)
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es decir
3 Fopry Fuvn gBl2 (gB12 gBl2 + gB12 gBlQ) : (5.23)
Si ahora se consideran los factores para esta estructura tensorial:
I
|-z 5.24
LAY 524
con lo que finalmente se tiene
1 _. .
6 T° Fay Fuvin G512 (9312 Ghia + gBlQ 9312) : (5.25)

5.1.2. Término F),,..3

Este término se genera mediante (3.29), asi que se deben calcular las contrac-
ciones de

Fuvapy” vy’ 9", (5.26)
cuyo resultado es
TQF uaﬁg g11 ( H; Ba+T yaB)g g . (527)

Al considerar los factores para esta estructura se tiene

7 .
- T (FuviBa + Fuviap) g}éﬂu GBl1 - (5.28)

2 p
’T pria an gBll + S

8

5.1.3. Término F\,R*

aBu

Este término se obtiene de (3.30), asi que hay que determinar las contracciones
para

Fa Ryp,” vy (5.29)
y el resultado que se tiene es
T% Fy, R, 5, (G GO0 + Gl G + Gl G, (5.30)

Si ahora se usa el factor de esta estructura

_Z T? Fay Ry, (G711 Gom + 95 Gy + G2 9B - (5.31)

5.1.4. Término R,.s,

Este término se genera a partir de (3.25) y (3.33), por lo cual se deben determinar
las contracciones de

Ry 3" 647§ Y Ryasy™ v (a0 + 0 e) (5.32)
de lo cual se obtiene
T2 Ryasy (~G0 0N — G7GH — G GT) ¥ T° Ruapn G5 20 5(0),  (6.39)

finalmente hay que considerar los factores para esta estructura tensorial, —1/(127),
por lo cual se tiene

1 ) . oo WB ,
D] T Ryapy (gg’n an + gg% g+ QB% (G — 20" 5(0))> : (5.34)



76 CAPITULO 5. EL LAGRANGIANO EFECTIVO NO PERTUBATIVAMENTE EN F

5.1.5. Término 7, R" ;1"

Este término llega de la contribucién de la accion tipo Fadeev-Popov, (3.18), en-
tonces hay que determinar las contracciones de

M R g, vy’ 0", (5.35)

de lo cual se obtiene
T Rap G . (5.36)

Finalmente se colocan los factores implicados para obtener

T
aﬁ an (5.37)

Ya que los detalles se encuentran en mi tesis de maestria nos vamos directamente
al resultado final que se obtiene para el Lagrangiano efectivo escalar

(SI) _ 1 < dT —m2T ~1/2 Sln(FT) _ T 3
Lucior = Tggz Jy oA [T | (1 TER+ g0 Fas
7 ) .
+8 T* Fuvsas G G5 + 3 T% (Fpo + Fuas) G G55
2 .4
7ﬂ T"Fy R aﬁu (gBll an +0h gBll + 35 gﬁch)
1

+ TRuaﬁV (gBllgBll + g.g%g.%n (an - QQ#U(S(O))gBH)
1 1 .
5 T? Fopn F), u;é/o duy (9%12 gB12 gB12 + Gy Q gBlQ)}

Aqui hemos usado la propiedad de la invarianza bajo traslaciones de las funciones
de Green para poner us = 0. Es importante mencionar que el §(0) que aparece en el
pentltimo término viene de los campos fantasma y remueve otro §(0) escondido en

-
5.2. Espinl/2

La expresion para este caso fue dada en la seccion (3.2.2):

1
Yéz/du
0

con lo cual se generaliza la funcion de Green, tanto en la parte bosénica (Gz) como
fermionica (Gr). Usando estas modificaciones queremos escribir la accién efectiva
cuando se tiene una particula con espin. Para ello necesitamos calcular nuevamente
las contracciones de los términos anteriores:

-1 e d d )
4Ty nldeQ 2ZTFW(1;0)d Y+ ¢ "“”d — 21T F(xo) ) ¥,

5.2.1. Término F.g., F)..s

Esta estructura tensorial se obtiene de (3.53), entonces se deben calcular las con-
traciones para

Ti = Fagn (509l + 3958 0)) ”Fm<y‘5‘ys+3ws‘¢5>y3
= Fogy Fuun(91 oyl oy vl + 305 y1 YTyl Oy 4 3y gl o + 9y gl gl )
= Fa,@;'y Fuu;'r](yl yf y1 y2 92 y2 + 691 y1 y1 Yo 7112 1/J2 + 9y1 y 1/}1 wl T/JQ 7?2) (5.38)



5.2. ESPIN 1/2 77

Elresultado para la parte bosonica ya se conoce de la seccién anterior, por lo cual solo
se trabaja sobre los términos que tienen contracciones de los campos Grassmann.
Para el segundo término en (5.38) se tiene

A = ) () vl (Wb ), (5.39)
B = (@fy]) (vl vl (v, (5.40)
C = Gy i yl) Whwy). (5.41)

Veamos cual es la contribucion de cada contraccion. Para A se tiene

A = @ty (T vE) (v o)
= ( TgBll)( TgBlQ) ( TgFQZ)
= 5 T3 an G512 9Fan - (5.42)

Para B tenemos
B = (5 y]) (vl vd) (04 v5)
- ( Tan) ( Tgmz) ( TgF22>
= 5 T3 an gBlZ gF22 (5.43)
Ahora se trabaja para C

c = <?J? )t ) ()
5 T3 gBll gBl2 gF22 (5.44)

Al realizar la suma de estas contracciones, ademas de considerar los factores impli-
cados, se tienen

1/ i\?, .1
5 (_3> (6) 2 T Faﬂ v e gF22 (gBll gBlZ + gBll gB12 + gBll gBlQ) (5.45)
es decir
=6 T Fasy Fuvn 02 (931 Gl + 0511 Ol + G52 05 (5.46)

Para el ultimo término de (5.38) se tienen las siguientes contracciones

D = (y]yd) (~1)(xf w§‘> (W sy, (5.47)
E = (y]yd) (W8 0) (0] vy, (5.48)
F o= (y ><w?wf><w2 vE) . (5.49)

Calculemos cada una de estas contracciones:
D = (4] ) (1)Wb) (W vb)

= (-)(-TG}) < TQF12> < TQF12>

= 7 T3 9512 9512 gFlQ (5.50)
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Para E se tiene
E = (y]yl) (U5 8) (W) vh)

- ( TgBm) ( Tgm> < Tgmz)

1
n T3 gB12 GFla g?ﬁ . (5.51)

Y para F' se encuentra
F o= Wl t ur) (W5 u5)
= 77 T3 G}l Gty Gl (5.52)

Como antes, se realiza la suma de estas contracciones y se consideran los factores
implicados

-\ 2
5 (=3) O 7 Fuso B O3t (G51200%0 - 032078 - G50, 0t) . (659

es decir

3 TgFaB oy Frvin G (gglfz gF12 Gria gF12 gFll ngz) (5.54)

Al sumar estos resultados con el que se obtiene en la parte de espin cero se tiene

1 3 Sav el
—6 1" Fapyy Fuvin 912 (gBlfz GHls+ G5l 9312)
13
—g T Fopiy Fuvin Gz (an GHla + G511 951 + 95l gBll)

3
_g T Faﬁ,’y nrsn gB12 (gF12 gF12 gF12 gFlQ gFll gggZ)

1 3 Sav
= _6 T Faﬁ;’y F’l”’m <QB12 gBlZ gBlQ + gB12 gBlZ gBlQ + gF22 gBll gBlQ + gF22 gBll gBlQ
+gF22 gBl? gBll + gBlZ gFlQ gFlQ gBlQ gFlZ gFlQ gBlQ gFll gFQQ) (555)

5.2.2. Término F),,..3
Este término se obtiene de (3.54):
Ty = Fuas@"y” +49"0") y*y° = Fuap@"y” y*y° + 404" y*y%) . (5.56)

La parte bosonica se conoce de la seccion anterior, asi que sélo nos enfocamos en la
parte con campos de Grassmann:

G

(y7 y1> <1/1# Y1)

= ( TgBll)( Tan)
= T2 an gFll : (5.57)

Ahora se incluyen los factores correspondientes

) 1
a <_;) (4) ( 2> T2 gBll gFll 4T2 priaf gBll gFll' (558)
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Al sumar este resultado con la contribucion de la parte escalar se tiene

i .
= T? Fluap 951 an + T2 (Fuvipa + Fuviap) an g — T2 Fuvap an 9rn

8 4

Z ro
=3 T2 Fluviap an (an an) + 3 T? (Fuga + Fuvap) an 9pi1 - (5.59)

5.2.3. Término Iy, R’ ,,

Esta estructura tensorial se obtiene de (3.55), entonces hay que calcular las con-
tracciones de Wick para

Ty = Ras P (00" + 800"y o (5.60)

Nuevamente se ignora la parte bosénica pues ésta fue dada en la seccion anterior.
Ademas, se puede observar que las contracciones del término que contiene campos
de Grassmann; es igual al caso GG. Entonces so6lo falta incorporar los factores que le
corresponden a este término

i 2 i 2 A e le
- <_24> (8) ( 2) T 9311 Gp11 = _gT Fow R oy Grin gB/il' (5.61)
Este resultado se suma al que se encuentra en la parte escalar

9 2
—ﬂ T Fy R aﬁ;t (gBll gBll + an gBll + an gpi1) — g T Fyx R aﬁu Gr1a gBll

= _ﬂ T2 Fyy R aBp (gBll gBll + gBll gBll + gBll gBll + 4gFll gBll) (5.62)

5.2.4. Término R,.z,

Esta estructura tensorial esta presente en (3.49) y (3.58), entonces hay que calcu-
lar las contracciones para

1 . .y 1 %
T, = ﬁRuaﬁu Py + — 6T (R arxg TR B/\a)y yr P + 7R,ua5u y y’ Pty
1
+ﬁRH0¢5V Y yP (a“ a’ + b’ +2at a”)
1 . 1 . 1 .
= ﬁRuaﬁu Yy ya yﬁ yy + GiT (Rua)\ﬂ + R;L,B/\a) ya y)\ d)“ Q/JB + 67TRuaﬂV ya y'B P P
1
+ 5 Buasn vy (a#a” + v e +2ama). (5.63)

Nuevamente solo nos enfocamos en los términos que contienes contracciones de cam-
pos de Grassmann, asi como los campos fantasma «, pues para la parte bosénica los
resultados se saben de la secciéon anterior.

H = () @hyd), (5.64)
I o= (o)) (Wbt (5.65)
J o= () (ofab). (5.66)

Para cada una de estas contracciones se tiene
H = (§y) @ oy)
= ( Tan) < Tan)

= 35 T2 gBll gFll ’ (5.67)
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I o= () @hady)

(- TQBH)< Tgm>

= *ngBuan’ (5.68)
J o= i) (of o)

= (-ray) (Ts)n)

= 1265 8(0)n. (5.69)

Ahora se consideran los factores correspondientes y se hace la suma de las con-
tracciones:

1 1
- (wa + Rﬂma) H— = Ryopy I — —Ryap J

1
6T 67T 67T
1 1
= 6T (R,wc/\ﬁ + RuﬂAa) ( T2 gBll gFll) - 67TR/“XB” ( T gBH gFH)

1

_67TRua[3V ( T an 4(0) 77””)
1 . 1

= 12 T (R#a)\ﬂ + Ruﬁx\a>g%/1\1 gﬁl TRwﬂV gBll gFll + 6 T Ryapy ggffl 6(0) n**
1

T (Rua/\ﬁ + me)@%’h ggffl - T T Ruaﬂv an (gFll -2 5(0) TIW>

T Ruaﬁv (an gFll + gBll gﬁ%) T Ruaﬁv gBll (gFll (0) 77“”) . (6.70)

12

Esto se suma al resultado encontrado en la parte escalar

1 ) ) . OB ,
12 T Ryapy (gg’n gBll + gg% g1+ QB% (Gp1 — 20" 5(0))
]- S50, 1 « S5 UV N
+* T Ruaﬁv (gB% g 1t gBll gFll) D) TRuaﬁv gB?l (g;11 -2 5(0) n )
= T Ry G5, G2y + G, Gt + G5, (G, — 20 5(0)) + G 01, + Gy G0

an (an —24(0 )UWH . (5.71)

5.2.5. Término 7, R", ;1"

Solo hay contribucién bosénica

RapGyl . (5.72)
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Asi que para una particula con espin se tiene:
R - / dT T (47 T) " 2det™ /2 {tan(FT)]

spinor FT
/ dU1 / dUQ

+gF22 gBll gBl2 + gF22 gBlQ gBll + gBlQ gF12 gF12 gBlQ gFlQ gF12 gBlQ gFll gFQQ)

3
== T 045 Y l“’ n (gBIQ gBlQ gBlZ + gBlQ gBlQ gBlZ + gF22 gBll gBlZ

7
+8 T*F, zw af an (gBll 2 g%1) + 32 T (F;w Ba T F/w aﬂ) an gBll

8
7
Y T? Fyy R, (an G5 + O3 Gn + 95t 96t + 4G5 gBll)
1 . .
+15 T Ryapy [Q,’én Gy + Gl G311 + 93, (gfeu =27 6(0 )) + G5 Gy + G5 O,
v T [0
gBll (gFll (O) 77” )i| + 3RaﬁgB€1‘| . (573)

Podemos usar de nuevo el truco de colocar uy = 0, asi que la expresion anterior se
reduce a

sy _ dr e 2 .p—1/2 tan(£'7)
Lopinor = —2 /0 T€ T(4nT)2det { T

iT? i
{1 + 3 S T2 Fuvap an (an 2an) s (Fw/;ﬁa + FMV;aﬁ) ggfl}lgly?ll +3 TRaﬁ gBll

—ﬂ T2 P R, (G G5 + 9300 901, + G2 O + 491, 031, )

) i8S i ,
+TTRHQ5V (g%uan + G198 + (ggn —24(0)n* )gBll

O G+ O 955 — G (95, — 260 0™))

1 1 . ) 5 .
_6 TsFaﬁW FIJ«V§5 A dTl (g%liQ gg}ﬁ g}’;lZ + g%l? gB12 gBlZ +5 gBlZ gFlQ gFlQ) }

este resultado fue publicado en [66].

Para finalizar este capitulo observaremos que aun en el espacio plano, los La-
grangianos efectivos (1.41) y (1.42) arrojan resultados nuevos ya que R =0,R,, =0y
R,,ap = 0, con ello las derivadas covariantes se convierten en derivadas parciales, las
cuales conmutan. Asi que para el caso de un lazo escalar se tiene

"?s(cal()lr = 1672 0 ﬁ e ™ det / T I+2 S T F;w aﬁ(gBll gBll +2 gBllgBll)
1, L
6 T° Fapy s o duy (gB12 gB12 gBlZ + g g gB12) (5.74)
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Para el caso de un lazo espinorial se tiene

sy _ dr e 2 1.p—1/2 tan(£'7)
Lopinor = —2 /o T€ T(4nT)2det { T

{1 + = 3 T2 FIJ«V af <g311(g}311 gFll) + 2gBllgB61Y1)

1 1 o
6 TsFaBn Fuvs /0 dry (9312 gBlZ gBlQ G gBlZ gB12 gB12 Gr1a gFlQ) }
(5.75)

Estos Lagrangianos efectivos constituyen las correcciones de los Lagrangianos de
Euler-Heisenberg ordinarios (1.1) y (1.2) involucrando no mas de dos derivadas; estas
correciones no han sido calculadas anteriormente.

En el apéndice K se presentan los resultados explicitos de un desarrollo de los
Lagrangianos (5.74) y (5.75) al orden .



CAPITULO 6

REDUCCION DEL LAGRANGIANO
EFECTIVO NO PERTURBATIVO

En este capitulo se hace la expansion de los Lagrangianos (1.41) y (1.42) has-
ta el orden RFF y RFFFF (RFFF no existe por cuestiones de paridad). El calculo
RFF tiene el caracter de un chequeo de consistencia con nuestro calculo directo del
capitulo 4, mientras nuestro calculo al orden RFFFF ya esta mas alla de lo que se
conocia anteriormente.

6.1. Reduccion a los términos RFF
6.1.1. Espin cero

Es de esperarse que la expansion a orden REFF en 25D (1.41), debe arrojar

scalar’
(4.56). Primero se hace la expansion de las funciones de Green caligraficas usando

(F.4)-(F.7).

Término F.3., F,.:s

Sav (O § v . y . .
* OF1o Gﬁ‘fg Gl ~ (770‘ GBlQ) (775” GBlZ) (7776 GB12) ~ PR GplaGpiaGelz
—1/45 (Bajo la integral)

. 5 . .
* Gs 9,@12 G ~ ™ 0P Gpia Gpia Gaiz -

Sea
. . 5 . 5
gsﬂ#'/ = g%, gg’fg Ghio + 9802 ggu OB -

Entonces para este término se tiene

T3 wip T3 U snos 1 an g5 o
_?FO‘BWFW?(SQG = _fFaﬁ;vFW;é _Bn nen _4*577 non
T3 ] .
T3
= —— | —Fu.q F¥° — _povB
6(45) i B
—1/2Fp;q Frvier
T3 2
= 150 (Fiusn)
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Término F),,..3

1 T2 ) T i T
° an an (_6 "’ — g0 £ F/\V> (_Z§ FW) ~ lTsnaB Fr,

asl que
iT? 0B v iT? iTY op
?FMV;aﬁgBllgBll = ?Fuwab’ 18 U
3
= —— F¥0OF,,
144 a

Por otra parte se tiene

3 2 .
° gBllgBOﬁ ~ (*%F”B) (*%771’CY - %F”’\ F,\a) ~ %Fuﬁ e

Entonces
iT? iT? iT
5 Fuvias + Fuvipa) GhnOs = ? (Fuviap + Fuvipa) (18) FHP e
= —mF (Va v,3+v/3 Va) F#a
_ T3 1 praf a B 1%
e 144 FHV FCMBR FN F Raﬁ + F DF;,W
T3

T3
F,*F"" Ry — — FMOF,, .

5, T°
= Hra,
Fpuy Fop R8P 4 —— o

288 144
Término I, R, ;,
° angBu (—45 F*) <_%naﬁ_€o FOAFyP )N%F”“naﬁ,
° gBll gBll 5 L ponqvb
° g.g/fl Gy ~ S Fhugre

Sea
gaﬁw = an gBll + an an + gBll G511 -

Entonces se tiene

iT? B iT? N iT 5, iT vs 0T g
*274FAVR aﬁ#g = 7ﬂF)\UR ATy Fvkped 4 = 13 PP+ — 13 FPrpra
T3

= | =R\, FY F* + Ryopy P FO' 4+ Ryop, FA FP1
N————

1/2R,y0p FH FoB

T3 3 uv pof e’ v
= 7(18)(24) 3 Ryyap F*" F*” — R, FFF | .
Término R,.3,

o angBu (_%FW) (_%ng) = _%QFW P,

o Gpndi ~ % PP,
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° <g%1_25( )U“U)QBH (25(0)77“1'—QUWTL%F“AF/\V—QTIWMO)) (‘%Uaﬂ—:g%Fa)‘F,\B)

nuz/ naﬁ + nm/ Foz)\ F)\ aﬁ F,u)\ F)\ ,

Se define

Gelm = GEIGRT + GG + (an -2 5(0)>g§€1 : 6.1)

Entonces se puede escribir

T T ’I’2 T2 1
12 Mocﬁl/ gamw = 1 Rua&,( — 5 FHe by _ 5 FH8 pov + 3 v naﬁ
T2 T2
_ ﬂVFO"\Fﬁ_i a'BF'U)\FV>
+45 n A 9 n A
T3 T3 T
= ——R FW el _— R B pov 1 p
9(12) P 9(12) et T 3(12)
1/2R,,, 05 FPY FoB
T A B ’ A
———— R, F"F R, FHM\ RV
12(85) 7T TN Ty et
T T3 T3
= — —— R——R FNVFaﬁ 7RVFH)\FV.
3(12) 72 uvof + 3(45) iz A
Término R,z
2
[ ] gB11 %/r]aﬁ_ %FQAFAB’
con lo cual
T T 1 T2
gRaﬁg%/fl = gRocﬁ <_677a6—90Fa>\F/\5>
T T3
18 270 P A

Ahora se hace la suma de todas las estructuras tensoriales

3 2 T3 T3
(Fusa) = g3 POy = o Fuw Fag R

Y., = 1-TER—
N 3 180 144 HY 988
T3 T3 T3
—ogg Fiw Fos B 4+ 200 By F" Rog =+ FYOF,,
3
+T7 §R Fw peP R, FFEY
(18)(24) \ 2 "Hved v o
T T3 T3
- R—-——"_R FHY pab R FHA PV
(12) " 7 Tmwes *305) A
T T3
T R— 570 Rop FNF\P

1 T3 2 T3 T3 T3
= (5 + 1 2) TR- o (F,W;a) — 5 FMOFu — = Fu Fag RHves 4 T5g B F1
(6.2)



86 CAPITULO 6. REDUCCION DEL LAGRANGIANO EFECTIVO NO PERTURBATIVO

Aun falta considerar el desarrollo del determinante

in(FT 1
det™1/2 [S“;ET)} ~ 1= ST R PP (6.3)
con esto se tiene
in(FT _ 1 1
5, det~ /2 [SH;ET)} ~ 1o <§+12>TR12T2FQ5F‘1’3 <5+ >T3RF2
T3 T3 2
po v nr o ( )
g fuw 7 0 = o Buveg EPE L0 = g5 (Va Fw

T3

5 P DF . (6.4)

Entonces el Lagrangiano efectivo tiene la siguiente expresion

ST e dr J— _ sin(FT)
js(cal()lr = A T (47TT) det 1/2 |:Fq1:| Ze

*dT —m?2T -2 1 2
= - AT 1— —T%2F, 3 PP — TR+ — T3 R F?
T3
180

T3 T3
+7RHVFNQFV(X_E

180 R B P =

(Ve F,w)2 - % FHv DFW} . (6.5)

Los dos primeros términos coinciden con el resultado encontrado en (2.60) y llegan
solo del desarrollo del determinante. Ademas, los tres primeros términos de esta ex-
presion arrojan singularidades bajo la integral; es un lagrangiano efectivo no renor-
malizado, por lo cual se deben sustraer y de esta forma se llega al resultado

(sn  _ 1 11 1 ) 1 1
gscalar - 16 72 W l 5"‘ 12 RFa,@ + @ RHV R FVa _ i Ruuaﬁ ol Faﬁ
1 1
~ 150 (Ve Fr)” = 75 F OFY

lo cual coincide con (4.56).

6.1.2. Espin 1/2

Ahora se espera que la expansion hasta el orden RFF en 25 (1.42), debe

spinor?
arrojar (4.216). Como antes, primero se hace la expansion de las funciones de Green

caligraficas usando (F.4)-(F.7).

Término F.35., F,.:s

d gBlQ gB12 gBlQ (TICW GBlQ) (775” GB12> (m‘s GBIQ) ~ 77’8“ 7776 GBIZ GBIQ Gpi2

—1/45 (Bajo la integral)

o Gy gBlQ Gy ~ n® P 1 G 1o Gpia Griz,

gBlQ Gty Gty ~ 30 0P Gpia Gy



6.1. REDUCCION A LOS TERMINOS RFF 87

pero bajo la integral se tiene Gp12 — 0. Sea

B —
gi o= gBl? 9312 gBlQ + gBl2 gBlQ gBlQ gBlZ Gr1a gFlQ
Entonces para este término se tiene
T3 T3 1 s 1 s
- 6 Faﬁ,'y ) ga m - 6 Faﬂ;’y Fm/;(s <_45 770[1/ 775“ 777 45 nw 775 77 )
T3 : :
~ 6(45) (Faﬁw FPO 4 Fogy Fvaﬁ)
T3
- _F . pwia_ oo povif
6(45) pvio aﬂ77
—1/2Fy; Frvie
T3 2
= g5 (P -

Término [),,..3

° an (an 29%1) ~ (_%77&

asl que

B TR RY) (=i PR 4 20 TF)

5T o v
—Sg P,

iT? iT? i5T
Fuvap an (an 2 Q%J = — Fuap | ——= | 0P P
8 8 18
573
= _— I’LV
144 FH D
T3 T3
— 7F#VDF 7F#UDF .
36 w1 w
Por otra parte se tiene
iT? 3 T3 5 T3 5
ro rvo (7 v
8 (Fuviap + Fuvpa) 9p119811 = ~ogg L Fap RIVOP 4 —— Taa FM” Rop — m F*OF,,
Término F, R, ;,
2 .
* G gBll (=5 F) <_% " — 55 F F/\ﬁ) ~ L el
® an an %FWUV’B,
d an 9511 ~ 1 L FPugre
. 2 .
« 4G Gl ~ A= T PR (<P TS PR )~ BT e
Sea )
g™ = Gt G + G G + 95 OB + 4G5, G-
Entonces se tiene
ZT2 aﬁl/“’ ZT2 5 ﬁ ﬁ ﬁ 2 ZT 5
_7F>\I/R aﬁug = _ﬂ F)\VR aBu 8 FV“ @ _|_ 13 FO‘N v + s F 1% IJOt e T]a
T? Av m AB ap Ao 8 Av m
= m 7R)\,LL F Fy + R)\Oéﬁ,u F F +R}‘a6/’/ F F + 12 R)\” F Fl/
—_—
1/2R 05 FH FoB
T3 3

(18)(24)

(

5 Ruvas P P70 411 Ry P2 F> '
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Término R,.3,
° anan (- %FW) (*%Fﬁu) = 7%2 Fhe gy

o LG8 ~ _*F”ﬁ F

® <g1l;111 —24(0 )nw)gfn ~ annaﬂ + 15 U“VFO‘AF/\B — 5 C“BF“’\FA ,

o Gt Gty ~ (=5 FO8) (=i T i) = — T2 pod puv,

® an an ~ _*Fyﬁ Fhre,

o G (9B —200) w) ~ (= = Ty FPABP) (20(0) g + 272 PP By = 26(0) ™)
~ _%2 ,'7046 Fu)\ F\Y.
Se define

g(clﬂw = gBllgBll + gg€1g311 + (ggyn — 20" 6(0 ))an + gBll Gy + gBll G
~G3h (an 6(0) n* ) . (6.6)

entonces se puede escribir

T T T2 T2 1 T2
afuv - —_R ( I fma F,BV _ 7F}l,6 v - opvaf - FaAF B
1o Fuasw Ge 12 e\ T g 9 KA T A
2 2 2 2
_znaﬂ HA F\Y — 2 FoB puv 2 FVB pre 2 naﬁ FHA F;f’)
9 3 3 3
T3 T3 T
= —— R F" F® — — Ry FFPFY —— R
9(12) P 9(12) v~ 3(12)
1/2R, apFHv FoB
T3 T3 73
- Ry F*FRP+ —— R, FMFY— —— Ry, F° F*
12(45) " X5y A T3(1) el —
—1/2R, 0 FHv Fop
3 5 T N
— Ryapy FFFY — — R, FM FY
31y s 3(12) Ry A
T 3 1178
= T 910 an vo F#VFQB yFu)\F .
312y 1T g fves 12(45) T A

Término R,z
Es como en la seccién anterior
T T3

r af = aX 1 B
g fasOpn = —{gft= g7 Ras 70 IR
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Ahora se hace la suma de todas las estructuras tensoriales

T3 2 T3 T3
Sp o= 1——(F,,.> L pwop, + - PrOFR,
F 10\ ) T T 8
_iF FgR“”aﬂ+T—3FaF“BR5—T—3F“”DFV
288 o 144 H 144 s
T3 3
D (3 s PP 1R PR
T T3 1173
R+ —Ryyag F** F — ——__ R, FMEY
3(12) "+ T 36 mes 12(45) "™ A
T T3
"B ok ﬁF&AFAﬁ
T3 2 T3 T3 T
— T ) I pevg pvof3 - poe v T ) .
1 180(FW,Q) +36F By + 5o Fu Fog R 4 o5 By FY FYo — = R.(6.7)

Aun falta considerar el desarrollo del determinante (F.33):

tan(FT 1
det1/2 [arl‘w(T)} ~ 14+ ST R PP, (6.8)
con esto se tiene
10 [tan(FT) 1 T T3 T3
Ypdet /2| =) 1+-T?F%?, — —R— —RF?, + R,, F* FY,,
B ae FT Tl fes T gt g Was T g fe

T3 3 2 T3
52 Buvas P P = (v FW> + 35 P OF,, . (6.9)

Entonces el Lagrangiano efectivo tiene la siguiente expresion

(sny e dr R “1/2 tan(FT)
PED 2/0 e (4nT) 2 det [FT Sp

< qr T2 T T3 T3
= -9 e T (47T 1+ —F2, - —R— — RF2 R,, F'* F",,
/OT (W){Jrﬁaﬁ 277 g0
T3

T3 5
Ry F* F®
T3 fwvas 180

2 T3
(VaFu) + = DF,W} .(6.10)
Nuevamente, los dos primeros términos coinciden con (2.75) y surgen de la aprox-
imacion del determinante. También se puede notar que los primeros tres términos
de esta expresion arrojan singularidades bajo la integral, asi que se sustraen para
obtener

,,?(SI) = _ii RF2 Ry FHa pv

1
spinor 8r2m? | T2 180 R P

36

— (Vo Fu)? + F,w apH

180 36

este resultado coincide con (4.216).

6.2. Reduccion a los términos RFFFF

En la seccion anterior se ha observado la complejidad de hacer la aproximacion
de (1.41) y (1.42) al orden RF'F pero es notable que el proceso es mas sencillo que el
desarrollado en el capitulo 4. El siguiente orden a calcular es RFFFF (las cantidades
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con numero impar de F' son nulas debido a la paridad). Ahora el calculo se complica
considerablemente, por lo cual se usa MATHEMATICA para resolver las integrales y
ademas se usa MathTensor para manipular las estructuras tensoriales.

En esta ocasion no se va a hacer la expansion de las funciones de Green que se
emplearon en la seccion 6.1, (F.4)-(F.7). Ahora se usa (F.8) y (F.9). En el apéndice J
se encuentra el programa que se elabora en MATHEMATICA para realizar el calculo.
En el mismo apéndice, en el apartado Resultado factorizado, se muestra el resultado
en bruto, el cual se puede simplificar considerablemente al usar (B.3)-(B.16). Estos
resultados fueron publicados en [67]. Tiempo después de la publicacion se encontro
la identidad (B.17), la cual permite eliminar dos términos en los resultados de [67].
Enseguida se escriben los resultados mas simplificados.

6.2.1. Espin cero

R(4) 1 1 1 1 2 1 vpaB
scalar = 1672 2 $+ g 1o ) BFw)™+ 180R“”FWFV 7o e I 180(
11 1 1 1
FVDF“” - R(F,)* Rtr[F*
Tk T loams | T 144 (H ) (Fw)” ~ 135 <§+ ) rlF]

o (6] 1 o 1
L Ras (Y L Ry (F?) P (Fyg)? — o Rops (F) P

945 1080 270
1 1
+@ngyF0‘f‘Fﬁ”(Fm -0 (F“)“”DFW + 1 F’“’DFW(FV(;)Q
1 1 2
——Fap(FHP W 4 2(F ——F MF % (F?
540 % 1045( ) =+ 1080( Oéﬁ’Y) ( /»“/) 945 afB; ( )
1
e F . F By (p2ow F F Yperpbr L~ F p ol nald
1890 Fesn B (FY) +1890 By ¥ + 1890 By u 5 ’
6.2.2. Espin 1/2
70 I S YY) MAE R FMF”, R FH RS (Y, F,
winor = “gpagz | T T Ew) +180 w 3 tvas 180( w)’
1 1 1 7
Lpope| o L1 L pp T Rt {FY — R, (F1)?
Tt s ms |~ 132 o)+ Toso I = gpp Ras(F7)
4
—%R ( ) B(F75)2+ﬁRauﬁu(FS)auFﬁy‘i‘T.SRauﬂuFauFﬁu(Fvé)Q
L (FOF, + - FOF,(Fys)? 4+ —o s (F2)
270 108 HEATT 270 a
1 2 ‘
—%(Faﬂw)Q(Fw)z 945 aﬁ, F (FQ) 945FaB7F ﬁﬁ(lﬂ)au
2
——Fapn F, P FP — 1SQFM,,F SFRE (6.12)

189

\Y F;w)

(6.11)
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Estos Lagrangianos efectivos son la generalizacion natural de los Lagrangianos de
Drummond-Hathrell [25] y contienen toda la informaciéon de la amplitud de cuatro
fotones y un gravitén a un lazo, con un lazo escalar o espinorial masivo, en el limite
donde la energia de los fotones y el graviton es pequena comparada con la masa en
el lazo. Los resultados (6.11) y (6.12) se publicaron en [67].
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CAPITULO 7

EL LAGRANGIANO EFECTIVO
AUTODUAL

Como se menciono en la introduccién, las amplitudes de fotones, en cierto sen-
tido mas sencillas, son las que tienen todas las polarizaciéones “+” o todas “—”. Al
nivel de la accion efectiva, este caso corresponde a un campo de Maxwell autodual.
Teniendo esto en mente, en este capitulo se va a calcular la forma que adquieren los
lagrangianos (6.11) y (6.12) en el caso del campo de Maxwell autodual.

7.1. Espacio plano

Para dar inicio se escribe la definicion del dual del tensor de Maxwell [65]

s
1 1
f2 = ZF[U/FMV: §(B2—E2),
z2=TFf,
(7.1)
con €123 = 1, Ademas se define
1 =
gziFwF =iF-B,
F? 4 F?2 = 2§71,
FF = —gl,
Z=TF.
(7.2)
Cuando F es autodual se tiene
F=F,
F? = —f1,
=y,
(R = —
Z22=_;?
(7.3)

93
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7.2. En la teoria de Einstein-Maxwell

Es importante decir que las expresiones anteriores solo son validas en el espacio
plano y la unica oportunidad que tenemos de aplicarlas en la teoria de Einstein-
Maxwell es cuando se han considerado todos los efectos de la curvatura. Si por ejem-
plo, se tiene una estructura tensorial de la forma R, (F?)", entonces la estructura
(F?)* esta en el espacio plano. Debido a que se hace la aproximacion a un graviton,
asi que se puede usar (F?)* = — f2 . Por otra parte, si se tiene una estructura ten-
sorial de la forma Fa[gWF,f} 7(F?)** entonces ya no es tan claro ver la contribucion del
graviton, pues ésta puede llegar de alguiina derivada covariante o bien de subir o bajar
indices en (F?)*. También el desarrollo del determinante representa un problema.
Por si esto no fuera poco, en Gp r esta presente la métrica al momento de formar
Fr=F1 gF®g... (M) Esto nos impide ir al caso autodual directamente en los La-
grangianos efectivos (1.41) y (1.42). Lo mas conveniente es hacer un analisis de cada
una de las estructuras tensoriales y hacer el desarrollo de G r al orden que se desea
estudiar. En este capitulo nos enfocamos en el estudio de los Lagrangianos efectivos
a orden RFFFF, pero antes de estudiar cada una de las estructuras tensoriales sera
necesario encontrar una formar general de las cantidades FV. Para iniciar se define

AWV = PR g FPY
B = FM hyy ™.
Bl . guv BY*

Ademas se usan frecuentemente las siguientes relaciones

AP g PP = PP hyy F1% o FO = — f2 PP hyy g™ = — f2 BM |

W 1ag F = 0 hag 17 1jag 7 = 1 hag P = —B"*,

" hog oY — —BV*,

B g FP = FI by o5 P = FI hyg PP = AP

Ba“naﬁF’BV = _FyﬁnﬁaBau = _FyﬁnﬁaFaAhAM = f277u>\h/\u = thW-

(7.4)
Para el orden F? se tiene
(F2)™ = Frg,5 FP = FF (nyg + hag) FP
= Frn.g PP + FF hog PP
= —f "+ FP hag PP
N (7.5)

A orden F® se tiene

(FS)W — (F2)ua Gop v — (_f2 nte 4 Aua) (77a,8 + haﬁ) B
(7.]02 nua Nes F,BV + Amex Nep Fﬁl/ o f2 nua haﬁ Fﬁl/)
_ _f2 R f2 BH 4+ f2 BVH
= —f2pm _ p2 gl (7.6)
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Este proceso se continua hasta orden F?, enseguida soélo se escriben los resultados

(F4)m/ = g 22 Am 4 pApm (7.7)
(F5);w _ f4 FHv 4 2f4 Blev] , (7.8)
(F = — o 43 A 2 o1, (7.9
(F7)“V _ —f6 J . 3f6 Bl ’ (7.10)
(F8)w = 8y — 4 §6 Am 4 3 f8 v (7.11)
(Fg)pu e L Bl (7.12)

De estas expresiones se puede deducir una relacion general para cualquier orden de
F:

(F2k:)u1/ _ (_)k f2k 77;1,1/ + (_)k-‘rl ka(k—l) AW (_)k (k _ 1) f2k huy, (7.13)
(F2k+1)m/ _ (_)k f2k: o (_)k kuk B[;w] ) (7.14)

7.3. RF* autodual con espin cero

Ahora se hace el analisis de cada una de las estructuras tensoriales en (6.11),
algunas de ellas no se pueden desarrollar por lo cual s6lo se le asignara un nombre.

oR(F)? = RFu F"™ = —Rijua F*° ng, F"" = —Rijua (—f* nap) = 4 R f2. (7.15)
Ry, FHFY o = =Ry, P F” = =Ry, (—f*11™) = f*R. (7.16)
oRapFI" FP = M . (7.17)
o(VoFw)? = Mz, (0aF)* = ma, (7.18)

e F OF™ = My, F, 0“0aF" = mj. (7.19)

eR(F,)* = R((Fu)?)?=R(A4f*)?=16R f*, (7.20)
oRtr[F = R(FYHY" 1, = R(f* 0" )nu, = 4R f*. (7.21)
eRag(FY* = Raog (f*1*’) = R f*. (7.22)
¢ Rap(F?)*P(Fy5)* = Rap (—f*n*?) (4 f*) = 4R f*. (7.23)
0 Ry (F3) M EFPY = Royup (— 2 FOYFPY = —Rppup, FOP FP = — f2 M . (7.24)
o Royupu FFP (Fys)? = My (4 f%) = 4 f* My . (7.25)

o(FHWOF,, = (—f2 P — f2BWhOE,, = —f2 P OF,, — f? B# 9%9,F,,

= —f*M3 — f>My, con My=BW 5 9,F,,. (7.26)
e FHOF,,(Fy5)* = =Mz tr[F?] = =My (F*)* g,, = —M3 g (— f* 0" + AM)

= _M3(_77;w nt f2 + N ARV — f2 nt hul/)

=AM 2 —m3z(A— f2h), con A:= A", h:=h",. (7.27)
0 F g (F2) PR = F F s (— 20 + AP = —f2 PR Fyap 1™ + FH 05 AP
= —f?Ms+ Mg con Ms:=F" Fja50" Mg := F" F,, o5 A" (7.28)
o(Fupn)?(Fuu)® = =Mz (=4 2 + A= [*h) = 4 [ My —ma(A — [*h) (7.29)
'Faﬂ;uFua;é(FQ)w - Fab’;uFua;S (*fQ 77/35 + Aﬁé) - *fQ"ﬁéFaﬁ;“Fuaﬁ + FaB,HF;La,J A%,

= —f* M7+ Mg, con My:=n"F ,"F s Ms:=F,;"F A”. (7.30)
.FQBWFH/GW(FZ)GH — FaﬁwFu’Bw (—f2nH 4 A%H) = — 2 nauFaﬁWFHﬁw + FaﬁwFMBWAa”
= —f? My + My, con My :=n""Fop F, 7, Mg := FopF, T A% (7.31)
o Fopn F, FOHFP = My . (7.32)

o Fopn ) sFPFY° = My, . (7.33)
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Entonces (6.11) tiene la siguiente forma

R 1 11 /- 1 1 1 1 1
0 = o 13 (€ 15) 0P g7 R - 500 = 5500~ 00|

11 1 /. 1 w1 (- 1 w1
+167r2m6[—m4(§+12>(16}2f)—180<£+12>(4Rf)—945(Rf)

1 1 1
—(ARfY — —(—f> M)+ — (4 f2 M) — —(—f> M3 — f> M.
o0 AR = 5o (5T M)+ g5 (47 M) = o (= fF My — f7 M)
1 1 1
— (4 M3 f?) — A—f2h) — —(f° M5+ M — (4> M, — A—f?
+432( 3f%) —m3z(A—f°h) 540(f 5+ 6)+1080( f? My —my (A— f?h))
2 ) 1 ) 1 1
JF%(*f M7+M8)*@(*f M9+M10)+1890M11+1890M12]- (7.34)
7.4. RF* autodual con espin 1/2
Para (6.12) se tiene
Ry _ L 1) 1 oy, Lopery Loy oL 1
Lapior = 8772m2[ T RS g URIT) + g M= g + 56 M5
BN T 2y, ay_ L oppay L 4
8772m6[ 132 OB+ ogo RS = g (BT — 5 4R

LMY AP M) (2 My My + (M 2 — ma(A — 12R))

135 108 270 108
Lo e Lo 2 2 e
+270( J° Ms + M) 540(4f My —ma(A— f7h)) + 945( f* M7+ Mg)

11

2
%(—fQMg-l-Mw) — (M1 + Mya)| -

189

El calculo se ha realizado a mano pero se observa que el proceso puede ser progra-
mado en MATHEMATICA y MathTensor.



CAPITULO 8

DE LA ACCION EFECTIVA A LA
AMPLITUD EN BAJAS ENERGIAS

En este capitulo se introducen los conceptos y herramientas necesarias para nues-
tra ultima tarea, la conversion de la accion efectiva en amplitudes en bajas energias.
En la seccion 8.1 se muestra en detalle la forma en que se realiza la conversion para el
caso relativamente sencillo de la dispersion foton-fotén. En la seccion 8.2, usamos la
oportunidad para demostrar la utilidad de la_férmula maestra de Bern-Kosower (2.99)
en el mismo calculo. En la seccion 8.3, se hace una breve introduccion al formalismo
spinor helicity, que hoy en dia se usa casi universalmente para fijar los vectores de
polarizacion de fotones, gluones o gravitones en procesos on-shell.

8.1. Dispersion de cuatro fotones

En [60] se usa el Lagrangiano efectivo de Euler - Heisenberg en un campo electro-
magnético constante al nivel cuartico,

~\ 2
e 202 [ 5 o ;120 | [(F2\® F.F
zwkzm[(p: ~B?) +7(E.B)]4m 5 ) 1| ®D

para calcular la dispersion fotéon - fotén en el limite w <« m. Primero, se usan las
identidades

(F?)? = (trF?)?, (F-F)?> =4trF* — 2 (trF?)?, (8.2)

para eliminar el tensor dual F, dejando s6lo F' mismo. Con cada pierna de fotén se
asocia una onda plana

Aiy(z) = g™ (8.3)
y un tensor de campo
F=1 (k‘w €iv — kiv 81‘#) etk (8.4)

Enseguida, en 6L, se reemplaza F por la suma I} + F>+ F3+ Fy, y se mantienen solo los
términos, que contienen cada uno de los F1, ..., Fy. En el resultado, se quita el factor
exponencial e’ i ke, ya que éste se integra sobre z (al pasar del Lagrangiano efectivo
a la accion efectiva) y se convierte en el factor (2)%5(}, k;) para la conservacion de

97
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energia-momento, que no se incluye en el elemento de matriz de dispersiéon. Con esto
se escribe la matriz de dispersion M!:

_2a?
"5 mA
—Ttr(F\Fo FsFy + F3Fy FoFy + Fo Fs FyFy + F3FoFy Fy + FyFsFoFy + F2F1F3F4)] .
(8.5)

M = [5 (tr(F1F2) tr(F3F4) + tr(Fng) tr(F2F4) + tI‘(FlF4) tr(F2F3))

donde ahora
Fi[,LV =1 (k'z,u Eiv — kiz/ Ei,u)- (86)

Por otra parte, la seccion transversal sin polarizacion queda en funcion del promedio
de la magnitud cuadrada de M

1
(M2 =2 M2 (8.7)
e®

Ahora bien, al trabajar en el marco de referencia del centro de masa se tiene (ver [60])

1 dks d3ky - 2
o= 4 (k1 - k2) / 2ws (27)3 2wy (27r)3(27r) 6" (k3 + ka — k1 — ko) M|
L e
6102 @ mz MI AL 8.8)

Al realizar la suma sobre las polarizaciones se puede usar, para cada pierna, la iden-
tidad

N FPE,Y =<k K gap+ ku b’ go” + ka kY g° — ka kg™, (8.9)
€

con lo cual es posible obtener

do 1 1 o
dQ  (27)22w? (90)2

— 139 [(k1 Ko)? (ks - ka)? 4 (k- k)2 (ko - k)2 + (ky - ka)? (ko - ks)?] .
(8.10)

Este resultado se logra al considerar que la suma de las distintas permutaciones de

(k1 - ko) (ka - k) (ks - ka) (ks - K1),

es igual a la mitad de la cantidad entre corchetes en (8.10). Si ahora se toma a § como
el angulo de dispersion en el sistema de referencia del centro de masa, entonces se
tiene

kl'k‘zzkg'k‘4:2w2,
ki ks =ko-ky=w?(1 —cosf),
ki-ky=ko- ks =w?(1+cosb). (8.11)

Con esto, la seccion transversal diferencial es igual a

do 1139 (3)6 1
dQ  (27)2(90)2

- W(3+cos2 6), (8.12)

1Al reproducir los calculos para esta seccion encontramos errores en [60]. Estos nos han sido confir-
mados por el Prof. Jean-Bernard Zuber, ver http://www.lpthe.jussieu.fr/~zuber/ (Errata no. 2).
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al integral sobre el angulo sélido

1 139 (56) ,/w\6 1
- = i =) = 8.13
7 277(90)2(5)0‘ (m) m? (8.13)
Por otra parte, cuando se trabaja en el limite de altas energias (masa cero), las

amplitudes de cuatro fotones, con polarizacién circular, tienen la forma [62] (s, u y ¢
son las variables de Mandelstam)

Caso Escalar:

16

Ascalar(1+a2+33+74+) = _551 k352 k453 kaey - k‘33
16
Ascalar(1_72+;3+74+) = —¢e1-kgeg-kyeg-kygeq- ks,
SU
16 t —1 t
Ascalar(1_72_;3+»4+) = 781-/6262-/{}153']6264'162 1-— %772+ 4 In (E) ——Zlnz (u):| .
S s s t S t
(8.14)
Caso Espinorial:
Aspinor(1+72+73+a4+) = (_Q)Ascalar(1+72+73+74+)7
Aspinor(1_72+a3+74+) = (_Z)Ascalar(1_72+a3+a4+)7
- 32 2w, u—t, qu
Aspino’r’(l ,2 ,3+,4+) = *8761'16‘262'16183'16264']{'2 1+ 282 7T?+ s ln(Z)
2+u? 5 u
w? (3)]
+ 252 0 \%
(8.15)

para las polarizaciones (+ + ++) y (— + ++) se usan los momentos de referencia
(k4,k1,k1,k1), y para el caso (— — ++) se usa (k4, k4,k1,k1). De estas expresiones se
puede observar que las amplitudes con numero impar de polarizaciones “+” no son
nulas. También se observa que las amplitudes escalares y espinoriales con MHV se
relacionan por un factor (—2) como ocurre en bajas energias (1.7).

8.2. Dispersion de cuatro _fotones en el formalismo linea de mun-
do

Para esta seccion partiremos de la_féormula maestra de Bern - Kosower, (2.99), para
la cual se puede expresar la exponencial como [9]

exp{ }Hmutti—tin = (—)" Pn(Gpij, Gpij) €xp ZGBUk kil (8.16)
,j=1

con Py un poljnomio que depende de G Bij ¥ G Bij- Se puede hacer una integracion por
partes sobre Gp;j, asi que

int. por partes
Pyn(Gpij, Gpij) exp Z Gpijki - k| 2P QN (Gpij) exp Z Gpijki-k;|
1,7=1 i,j=1
(8.17)
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de este proceso se obtiene cierta combinacion de las invariantes cinéticas, los ciclos
de Lorentz Z,,:

ZQ(ij)E€i~kj€j-ki—Si-Ejki~kj,

Zn(inig---in) = tr [ [ ki, @i, — &5, @ kij] (n>3). (8.18)
j=1

Esta ultima expresion generaliza al proyector transversal el cual se obtiene para el
caso de dos puntos. También aparecen estructuras de la forma

GBilig GBiQig e GBinil . (8.19)

Estas cantidades son llamadas 7-ciclo en [9], pero aqui se ha realizado un escalamien-
to del tiempo y se ha adoptado otra notacion asi que estas estructuras seran llamadas
u-ciclo.

Para el caso de cuatro puntos se tiene [9]

Q1= Q1+ Qi +Qi+Q7F,
Qi = Gp12 Gp23 Gpss Gpa1 Z4(1234) + 2 permutaciones ,
Qi = GBlQ GBQ3 GBgl 23(123) GB4i €4 - ki + 3 permutaciones,

Q7 = Gp12 Gpa1 Z2(12) E/{GBZ% €3 - ki Gpajeq - kj+ 5G334 €3 - €4[Gpai k3 - ki — Gpai ks - kz}}

+5 permutaciones ,
QiQ = GBlg Gggl 22(12) G334 G’B43 22(34) + 2 permutaciones , (8.20)

con ¥’ se indica que los términos con i = 4y j = 3 deben ser omitidos; ademas se han
escrito estas expresiones de forma que todos los u-ciclos se muestran explicitamente.
Finalmente se tiene

4
°odr
Lacatarlky, €13 1k, €4 = (=0)(2m)7 6 (Z k‘j) / O e
0

1 1 1 1 ) T
X/ dul/ dUQ/ dU3/ dU4Q4(GBZ'j)6Xp 5 E ki'ijBz'j . (821)

0 0 0 0 T

17]

Esta expresion se puede simplificar atin mas al considerar que en el limite de Euler-
Heisenberg (bajas energias) la exponencial se aproxima a la unidad, hecho esto se
puede observar que al integrar Q3 respecto a uy arroja la integral de una derivada
total:

1
/ dusGpyi = Gpuls =Gp1i— Gpoi =0, (8.22)
0

debido a la periodicidad de la funciéon de Green. De forma analoga se procede para
los términos dentro la suma de Q. Con esto solo se tienen integrales de ciclos, las
cuales se resuelven usando ( ver [9])

n

1
. . . 2
/ dug - - -dup, Gp12G2s - Gpniny1) = _an(‘ul — Up11]) sign"(u1 — upt1), (8.23)
0 .

donde B,(x) es el n-ésimo polinomio de Bernoulli. Podemos observar que n es par.
Con esto se tiene, sign”(u; — u,+1) = 1. Es claro que para formar el ciclo se tiene que
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sustituir wu,41 por u; y B,(0) se convierten en los nimeros de Bernoulli, B,,. Asi que
finalmente se tiene

1 ) ) ) on
/ duidus - - - du, Gp12 Gpaz -+ Gpp1 = —mBn . (8.24)
O .

Esto es en el caso de un lazo escalar. Si se desea trabajar con un lazo espinorial,
se usa la regla de reemplazo de Bern - Kosower, (2.106), y en las integrales de las
funciones de Green fermionicas se usa

2n—1

=y oo — ) sign”(un = unia), (8.25)

1
/ dug -~ dup Gr12 Gras -+ Gppny1) =
0

con FE,(z) el n-ésimo polinomio de Euler. Dado que n es numero par, se tiene nue-
vamente sign”(u; — up41) = 1 ¥ up+1 = u; para formar el ciclo. En este caso FE,(0)
no coincide con los nuimeros de Euler pero se puede relacionar con los numeros de

Bernoulli:
202" — 1
Eoa(0)= 22" =Yg (8.26)
n

asl que

1 . . . on
/ d?jQ“'dUn GF12 GF23"'GFn1 = —5(271 - 1)Bn. (827)
0 .

Entonces
4 00 )
Fspinor[kla g1y kg, 54] = —2(2 7T)4(5 (Z /{Jj) / dTT(47T)_2€_m T
0

x [g (22(12) Z5(34) + Z(13) Zo(24) + Z(14) 22(23))
14

& (24(1234) + Z4(1324) + Z4(3124))} : (8.28)

dado que Z,(ij) = %tr(Fi F;). Entonces, la matriz de dispersion M tiene la forma
202
45 m?

—14(tr(F1F2F3F4) P (P PP Fy) + tr(F3F1F2F4))} , (8.29)

M = [5 (tr(FlFQ) tr(Fy Fy) + tr(Fy Fs) tr(Fy Fy) + tr(Fy Fy) tr(FQFg))

es notable que este método permite calcular la matriz M de forma mas eficiente que
el método de la seccion anterior.

8.3. Polarizacion de fotones por productos espinoriales

El formalismo Spinor Helicity es una herramienta eficiente y elegante que permite
calcular elementos de matriz, asi como la seccion transversal, en la interaccion com-
pleja entre particulas. Ademas, permite expresar de forma compacta las amplitudes
en QCD a nivel drbol y a nivel de un lazo; este formalismo bien puede ser empleado
en QED. En esta seccion seguimos la presentacion de [61].

Para iniciar con el analisis, se considera a u(k) y v(k) como las soluciones con
energia positiva y negativa a la ecuacion de Dirac sin masa, respectivamente, éstas a
su vez permiten definir las soluciones con una helicity determinada:

us(k) = S £5)ulk) y s (k) = 2(1 % 35)0(k), (8.30)
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las cuales satisfacen la relacion de completez:

D us(k)us(k) =, > vi(k)vs(k) = k. (8.31)
s==+

s==

También es importante escribir la relacion que existe entre el conjugado de los es-
pinores:

1 1
1F ) v vek) =vk) 51F ), (8.32)

aqui se usan las convenciones de [61]

0 __ 1 0 P 0 O'i . 0 1

que es la representacion de Dirac. Las soluciones sin masa pueden elegirse de la
siguiente forma

ut (k) = u(k)

ViT VE—e "k
1| Vet 1| VAT
U+(k) = ’Uf(k’) = ﬁ \/k:j s Uf(k) = U+(k) = ﬁ \/k:ie*iwk s (834)
VeV —Vkt
donde
) 1 4+ 2 1 + 4 2
et — K EIRT R IR a0y s (8.35)

CVEDE (B2 VETES

Ya que nos interesa calcular la amplitud de un numero grande de particulas, sera
necesario asignar cada momento por k; con i = 1,2,...,n, esto permite usar una
notacion mas compacta:

i) = k) = uek) = o_(k), li0)
(= (kfl= ur(k) = oGk, (] =

El producto de espinores se define mediante:

(i) = G5 = u_(k)uy(kj) :,/k;kfewkiﬂ/k*kfe% = /|sij] €%,
ij] = <Z+|j_> _ U+( /k k,+ ik | /k+k et Pry /|3ij e—’i(¢ij+ﬂ')7

k>0, k>0, (8.37)

donde s;; = (ki + k;)? = 2k; - kj, y

k} k+ k1 ki B2EkT — k2 kT
COS ¢jj = =22 7 (8.38)

\/|81]|k k+ \/|*‘3ij|k’i+k;r

En el caso de energias negativas, el producto espinorial (i j) se define por continua-
cion analitica del caso con energia positiva, esto es, en (8.37) se reemplaza k; por —k;
si k:? < 0 y similarmente para k;; y con un factor i por cada particula con energia
negativa. El producto [i j] se define mediante

)= 15 G} =t (0= )bk ) =26y = . (8.39)
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Algunas relaciones importante que se usaran son:
La identidad de Gordon y el operador de proyeccion:

(F™)i®) = 2k, 1) (5| = (L£s)k;, (8.40)
La antisimetria:
(41) = —(ij), il =—1[iJl, (i) =[id] =0, (8.41)
Regla de Fierz:
(@ R Iyl = 2 [ik] (L5) (8.42)
Cambio de la helicity:
(T"iTy = G- (8.43)

Ademas, necesitaremos la representacion espinorial del vector de polarizacion
para bosones de norma sin masa con una helicity definida: +1,

(g7 [7ulET)
V2(qT|kE) |
con k el momento del bosén y ¢ es el momento de referencia, el cual refleja la libertad

de la transformacion de norma on-shell.
Dado que J|k*) = 0y e*(k, q) es transversal a k, entonces para cuaquier ¢ se tiene

ef(k,q) = +

: (8.44)

ef(k,q) -k = 0. (8.45)

Algunas relaciones mas en el formalismo Spinor Helicity se escriben en el apéndice I.
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CAPITULO 9

AMPLITUDES GRAVITON-FOTON-FOTON

En el capitulo anterior hablamos de la forma en que se obtiene la amplitud para
el caso puramente electromagnético, pues soélo se trabajoé con fotones. Para este capi-
tulo hemos reservado el calculo de la amplitud para la teoria de Einstein-Maxwell.
Iniciamos con el caso mas sencillo de un gravitéon y dos fotones. El procedimien-
to directamente generaliza el del caso puramente fotonico del capitulo anterior. Sin
embargo, para ser preciso, cabe mencionar una diferencia que existe entre las am-
plitudes de fotones de la QED y las amplitudes en la teoria de Einstein-Maxwell: la
accion efectiva generalmente se relaciona a las amplitudes una-particula-irreducible,
no a las amplitudes completas. Para el caso puramente foténica esta sutileza no tiene
relevancia, ya que estas no tienen contribuciones reducibles. Para las amplitudes con
gravitones no es asi, como se ve ya del ejemplo sencillo de la fig. 9.1.

Figura 9.1: Ejemplo de un diagrama reducible con un graviton y 4 fotones

Como antes, se considera el campo electromagnético A(x) como una superposicion
de ondas planas, ver (2.77), con ¢; y k; el vector de polarizacion y el cuatrimomento
del j-ésimo foton respectivamente. Ademas satisfacen

Ej-kj:(), (91)

asi que el tensor del campo electromagnético adquiere la forma

N
Fr=%"FIY, 9.2)

j=1
con

12 N 1) Wy Likjx
F7 =i(kjef —ej ky)e™. (9.3)

105
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También es posible obtener

N
PR == Pk, (9.4)
j=1
N
PR s =iy F" ki ks (9.5)
j=1

Como antes, en (3.3), introducimos el campo de M gravitones por

I (T) = Ny + K By ()

donde
M
() =) Equ €7 (9.6)
i=1
En lo siguiente consideraremos un sélo graviton, tal que se puede escribir
huw = 5#,,6“60'9” )

Eso implica también que cualquier término cuadratico en h se puede omitir, en par-
ticular se puede escribir (usando x = 1 en lo siguiente)

g (x) = — W (x), 9.7)
donde
Wy =084y WY =0 hagn™ (9.8)
con ¢, que satisface
et =" el =0, ko' =0. (9.9)

Ahora bien, dado que (al orden lineal en h)
1 (0%
Flljp = 59” (&/gpa + apgua - 8a9up> ) (9.10)
entonces se tiene
1 (0%
Thy = 50" (Ovhpa + Iphva = ahup) - (9.11)

También es util expresar el tensor de Riemann en términos de h. Si tenemos en mente
que I'T" « hh entonces

A A A
RW I 8#va - 81’Fup
1
= 577%* (040uhpa + 0u0phve — 0uOahup)

1 (0%
—57& (000uhpa + 0u0phya — By Oahyy)

1
= 577/\0‘ (hl/a,up - hl/p7ua + h[Lp,l/Oé - hua,l/p) . (9 12)
Asi que
1
Byvag = =502 (T kou kog = hus oy kon + g o Fox = by o ko

1
-5 (hm kou Kop — hus op koo + s kow Koo — Pyua ko kog) . 9.13)



107

A estas alturas ya se cuentan con los elementos necesarios para calcular la amplitud
de N fotones y un graviton. Por otra parte si consideramos un proceso on-shell, esto
es

ki-ki=0, (9.14)
entonces es facil mostrar
R,=0y R=0, (9.15)

lo cual simplifica considerablemente los calculos. En los siguiente calculamos la am-
plitud de dos fotones y un graviton (ver la figura 9.2), iniciando con el caso espinorial.
Para ello podriamos usar cualquiera de las expresiones que aparecen a lo largo de este
trabajo para Zpinor: X(DH) ,,%(DBC) = X(HK) o bien .Z(SI) Sin embargo, se observa

spinor? spinor spinor spinor*

_p(DH)

que el calculo se hace mas sencillo usando £ ;.

. H
k1, €} ko, ¥

NS

af
k?(], €o

Figura 9.2: Diagrama graviton-fotén-fotén

(D).

Si ademas se considera un proceso on-shell y recordamos la forma de £ ;.

(DH)  _ 1 v v 2
spinor m <5RF5U — 26RH,,F”O‘F o+ QRpwaﬁFM FOCB + 24(VOCFO¢M) ) s

entonces solo hay que trabajar con los dos ultimos términos. Este procedimiento
resulta laborioso por lo cual se programa el calculo en MathTensor, de esto se ob-
tiene que el término (V*F,,)? resulta nulo. Sin embargo, para el término restante se
obtiene

Ropuw FOP PR = Ay, eo, [k K KL kY — 1" kS kY ko - k1 — 0 K kb ko - ke
o nﬁv ko - k1 ko - k’ﬂ €af et (kotkitkz)-z (9.16)
Como en el calculo de cuatro fotones en el capitulo anterior, la integracion sobre = se
convierte el factor exponencial en la funcién delta para la conservacion de la energia
y el momento; este factor se omite en lo siguiente. Ahora se define
TP — Ak kg Kl kG — ™ kg kg ko - ke — 0 kS kG o - ko + 0 0™ ko - ki ko - ka]
(9.17)
Entonces es posible escribir

Ropuy FOP FM = g TP ¢4 e, . (9.18)

Ya que se tiene esta expresion para la amplitud, ahora es posible verificar si la teoria

cumple con las identidades de Ward. Primero nos enfocamos en la parte electromag-

nética por lo cual se tiene que hacer el cambio ¢, — k1, de esto se tiene

kluf‘w;’“’ = 4[[6"{]{3’2/]{31 . k‘ok‘o cE9 — k’lfk’ggg . koko . k’l —Egk'lllko -k‘lko 'kQ—I—k'llLEgko . klk‘o . k‘g]
0. (9.19)



108 CAPITULO 9. AMPLITUDES GRAVITON-FOTON-FOTON

Similarmente para el cambio 9, — kg,. Para la parte gravitacional se tiene que hacer
el cambio .3 — ko, coOn esto

koo DOPHY = Aky - ko kb kb kY — kb K kS ko - ki — 17 ko - ky Kl Ko - ko + ki 0P ko - 1 ko - ko]
= 0, (9.20)
y similarmente para e,5 — kog-.

Si se desea incorporar la polarizacion del gravitéon, hay que tener en cuenta que
éste solo tiene dos polarizaciones fisicas, como el foton, esto es debido a las restric-
ciones dadas en (9.9). Existen diferentes bases para asignar la polarizacién del gravi-
tén, entre ellas esta [45]

gD = ctugty _ omhgmv

gOMV = gThe™V 4 cHeTV

(9.21)

esta base es de gran utilidad en la astrofisica para el tratamiento de ondas gravita-
cionales. Otra base es

(9.22)

ésta se emplea frecuentemente en fisica de altas energias y es 6ptima para descubrir
las relaciones entre amplitudes con gravitones y fotones. Asi que para el graviton se

tienen las polarizaciones ¢,F = ¢} & y ¢, = ¢, ¢, y para los fotones se tiene ] &5,
el g5 y ] €5 . Con esto se tlenen los siguientes casos para las amplitudes:
e Casouno (+ +; ++):
cap U el ed, = (i Th)? (kG 1k3)° 9.23)
e Casodos (+ +; +-):
el TP el a5, =0, (9.24)
e Casotres (+ +;--):
eld TP el 65, =0, (9.25)
e Caso cuatro (- - ; + +):
Eap TP e, €3, =0, (9.26)
e Casocinco (- - ; +-):
g PP el e, =0, (9.27)

Caso seis (--;--):

ey TP eq, 5, = (kg k)2 (g k)7 9.28)
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El calculo se ha realizado manualmente y también usando MathTensor. Cabe men-
cionar que de estas seis amplitudes solo tres son linealmente independientes ya
que la invariancia CP de la teoria de Einstein-Maxwell, como en la QED, relaciona
cualquier amplitud + con la amplitud F. Incluyendo todos los factores globales se
obtiene el siguiente resultado para los elementos de matriz no nulos

2

(++i++)  _ ke 2 11912
Mspmor - 90(471‘)27712 [01] [02] ’
2
(==—) _ ke 2 2
Mspinor - 90(47r)2m2 <01> <02> )

donde también se restituyeron las constantes de acoplamiento. Para el caso escalar
se usa .Z\PH) (4.217), que contiene las mismas estructuras tensoriales como .%, (DH)

scalar’ spinor*

Entonces se vuelve obvio que la diferencia entre los casos escalar y espinorial recide
unicamente en el coeficiente del término R,g,, FoB prv | Sin mas calculos se obtiene

M)

spinor

_ (*2)M(++;++)

scalar ’
M = (M

Por lo tanto podemos concluir que los resultados sélo difieren por un factor (—2), que
habla de la estadistica y de los grados de libertad, sin efectos no triviales del espin de
la particula en el lazo, ver (1.7).

Un resultado muy interesante se logra cuando se considera el trabajo de L. Martin,
C. Schubert, V. M. Villanueva [6] de donde se puede obtener la amplitud de cuatro
fotones con polarizacion:

M kg o, ks  ka]  ~  [12]%[34)% + [13]%[24]° + [14]?[23]?,
My kg kg k] = 0,

M++77[k k?ak& 4] ~ [12]2<34>27

MJrii [k k23k37 4] = 07

MTT Tk oy ks, ks ~ (12)2(34)% 4 (13)2(24)2 + (14)2(23)2

en estas expresiones se asigna ki — ko, ko — ko, con lo cual se encuentra

M ko ko, kg, ky] ~ 2[03)2[04]2  ~ MTH T ko, k3, ky]
M ko, ko, ks, ka] = 0 = M ko, ks, ka
M7 [ko, ko, k3, k4] = 0 = MY ko, k3, k)
M ko, ko, k3, ka] = 0 = M~V ko, k3, k4
M ko, ko, k3, k4] = 0 = M~V ko, k3, k4
~[ko, ko, k3, ka] ~  2(03)2(04)2  ~ M~ [ko, k3, k4]

es notable la semejanza con los resultados que aqui hemos logrado, por lo cual se
concluye que la amplitud de un gravitén y dos fotones con todas las polarizaciones
iguales se comporta como la amplitud de cuatro fotones con todas las polarizaciones
iguales.
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CAariTULO 10

CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis investigamos la accion efectiva en la teoria de Einstein-
Maxwell, inducida por un lazo escalar o espinorial. Para ello se usa un formalismo
novedoso el cual es conocido como formalismo linea de mundo.

Los primeros resultados se lograron en el trabajo de maestria, donde se trabaja
en el caso escalar. Ahi se ha mostrado la equivalencia entre los esquemas DBC y SI
al nivel RFF. Ademas, se hace la deduccion del Lagrangiano de Euler-Heisenberg a
orden lineal en el tensor de Riemann y a cualquier orden del campo electromagnético.
En el presente trabajo hacemos una extension de estos resultados al caso espinorial.
Adicionalmente hemos generado un meétodo para el desarrollo de las funciones de
Green Gp r lo cual nos permite calcular el Lagrangiano efectivo a orden RFY. Para
verificar nuestros resultados, se hizo el calculo para N = 2 y las expresiones coinci-
den. Posteriormente se hizo un programa en MATHEMATICA y MathTensor para los
calculos a orden N = 4. El proceso arroja expresiones muy extensas las cuales se
simplifican considerablemente con el uso de las identidades de Bianchi. Aun en el
limite de espacio plano podemos encontrar resultados nuevos ya que el método de
desarrollo de Gp r también es util para la QED en dicho espacio. Aqui hemos logrado
correcciones con dos derivadas al Lagrangiano de Euler-Heisenberg.

En otros trabajos se ha observado que las amplitudes de fotones con todas las
polarizaciones positivas (MHV) corresponden al nivel de la accion efectiva a ampli-
tudes con un campo electromagnético autodual, todo esto en el espacio plano. Estas
amplitudes han sido de interés particular para los estudios recientes mencionados
en la introduccion; pensando en ello incorporamos el caso autodual en la teoria de
Eintein-Maxwell con lo cual logramos un resultado particularmente sencillo.

Las acciones efectivas que obtuvimos en esta tesis contienen una enorme cantidad
de informacion entre otros sobre las amplitudes con un gravitén y cualquier nimero
de fotones en el limite de bajas energias y con polarizaciones arbitrarias. Convertir
las acciones efectivas en dichas amplitudes es un proceso puramente algebraico y se
puede programar; en esta tesis llevamos a cabo esta tarea al nivel mas bajo de las
amplitudes graviton-foton-foton. Sorprendentemente, de las seis componentes que
tiene esta amplitud on-shell, s6lo dos no son ceros, precisamente las amplitudes
MHYV, y para estas amplitudes se muestra que la diferencia entre el caso escalar y
espinorial consiste s6lo en el factor trivial (—2) que llega de la estadistica y los grados
de libertad. Este hecho generaliza un teorema que ya se conoce para las amplitudes
puramente foténicas.
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Con este trabajo de tesis hemos introducido el formalismo linea de mundo como
una herramienta muy eficiente en la teoria de Einstein-Maxwell, lo cual ha permiti-
do sentar las bases para el calculo de las amplitudes con un gravitéon y un numero
arbitrario de fotones en el limite de bajas energias. Esto permitira averiguar si la
semejanza entre la amplitud graviton-foton-fotén y la amplitud de cuatro fotones se
puede extender a un nimero N de fotones.

Finalmente, se observa que no hay obstaculos principales para extender nuestros
calculos mas alla del nivel lineal en la curvatura, tal que se pueden investigar también
las amplitudes con un numero arbitrario de gravitones y fotones. Para ello pueden
resultar utiles las relaciones en los apéndices B e 1.



APENDICE A

CONVENCIONES

En nuestras convenciones, la teoria de Einstein-Maxwell es descrita por

NQMZ/Q%H@<LR—iaJWﬂ, (A.1)

donde la métrica g,, tiene signatura (—,+,+,...,+), ¢ = |detgu|, y k? = 167Gx.
Nosotros usamos las siguientes convenciones para el tensor de curvatura:

\7 VV}V)\ = RW’\,,V” donde Ruu)\p = 8MF;\p + anrgp - 8,,1“;)[, - Ff}vrzp

1
con Fﬁp = igua (&/gpa + apgua - aagup) )

R, = R,\#)‘V , R = R, > 0 sobre esferas,
[vua vu] Qb = iFuuﬁba

(A.2)
donde V* es un vector sin cargay ¢ es un campo escalar con carga.
La accién efectiva a un lazo escalar es definida por
Tlg,A] = InDet™'(~04 +m*+¢R), (A.3)

donde [14 es la norma y el Laplaciano gravitacional covariante para campos escalares.
El parametro ¢ describe el acoplamineto no minimal adicional al escalar de curvatura
R.

Para una lazo con espin (Dirac), se define la accion efectiva de la siguiente forma

I'lg,A] = InDet(Y +m) (A.4)

donde
W _ a, | _ . 1 a. b
= 7'V, , V. =0, +ieA, + Zwualﬁ 0% (A.D)

a : s _ a . < -
con e,” el vielbein y e = dete,®, w,q la conexion espin..
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APENDICE B

IDENTIDADES

Identidades de Bianchi:
Vol +VgE, o +V, Fog = 0, (B.1)
Rogys + Rgyas + Ryaps = 0. (B.2)

Las siguientes identidades se usan para lograr la forma de los Lagrangianos efec-
tivos (6.11), (6.12), estas identidades son un consecuencia de (B.1) y (B.2):

FOFY = %FW oFH, (B.3)
Fuaip Frde — % JTCHe Fﬂﬁ;av (B.4)
Fly Fop RFVP = %FW F.p RMP (B.5)
(F3) 0 Fop RFVP = %(F?’)W Fp RMP (B.6)
Fopy FO0, (F?) = =2 F M F,°, (F*)™, (B.7)
Fogl Fue FO PP = —% oy Fu FMFPY (B.8)
Fopy B, PO PP = —% wiy Flut PP PP (B.9)
Ful F,P(F?)* = —F " F,* (F*)" = Fopy F,77 (F?)* (B.10)
Fopy F,,f F® F" = Fop F,°, FO* O — Fog F°, PP F (B.11)
Fopy F,, FPT 1 = % wfiy Flut P4 FP + Fogo F, FPFF (B.12)
FoP L+ FAFY, = %FWFQBR‘“’“B + (F?)* Rog + F,, OF™ (B.13)

1
Fg" FPF 4+ F,, " g FPr = ng,w F.p R — (F?)*P R,5 — F,, OF"™  (B.14)

1
FW;B Y (FS)W + Fuu;yﬁ (Fg)ﬁu = _§(F3)MV Fap RveP — (F4)aﬁ Rap — (FS)W QF*,
(B.15)

1
(FQ)OW Fﬁ# F;u/;ﬁoz - (FQ)OW Fﬁ'u Fm/;aﬁ = i(Fs)!w Faﬁ Rm/aﬁ + (FQ)#Q (FQ)Vﬁ Rul/aﬁ,

(B.16)

« v 1 « v 1 3\« v av
Rayppy (Fz) g (FZ)H = D) priofB (FQ) P Fm — iRauﬂv (Fs) "E - Fuviap (FZ) b
(B.17)
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APENDICE C

FUNCION DE GREEN

Sea A un operador sobre vy A~! su inverso, entonces
(ulA=Y Ajv) = 6(u —v) = d(v —u), (C.1)
es decir
(u| A=) = G ;i(u,v), (C.2)

es la funcién de Green.
Para encontrar la forma explicita de G ;(u,v) cuando se tiene

1 1 d2
So :/0 duy“(u) <_4Tdu2> yﬂ(u),

se hace lo siguiente: Sea A = - j—;, {¢n} ¥y {A\n} un conjunto completo de funciones
propias y valores propios de A respectivamente, entonces
Galuww) = (uld)

o

Y (ulen) (onl A7 om) (pmlo)

n,m=1

o

= Y G (eald N em) mv)
n,m=1

= Z o (u) i (@nlom) om(v)

= Zson fsam v). (C.3)

Pero

Ap = y n(u) = e, (C.4)
entonces
Giu,v) = i L eionto-u), (C.5)
nem
Ahora bien

. 1 d2
AG4(uv) = =15 -5 G Zeﬁm(v v = fé(v—u) —1, (C.6)
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la presencia de (—1) se debe a que se ha eliminado el término con n = 0 en la serie.
Lo ideal seria encontrar que

AGA(u,v):(S(v—u)—l, (C.7)

por lo cual se usa la siguiente definicion para la funcion de Green:

S T iTn(v—u
G i(u,v) =2 Z @imn)? eZimmv—y) (C.8)
oy
pero aun asi se tiene
p 1
AG 4 (u,v) :—§<6(v—u)—1). (C.9)
Entonces
A(—ZGA(u,v))zé(v—u)—l. (C.10)

Por otra parte, podemos hacer la siguiente observacion: Sea

flu,v) = —2T{|u—v|—(u—’u)2—é . (C.11)
Entonces
1 & = 1 21(26 2]) =46 1 C.12
e e) =~ (<2[20(u )~ 2]) = b(u =) ~ 1. C.12)
Asi que
1 d?
—EW(—2GA(U,’U)) = d(u—v)—1,
y

1 d?

—Eﬁf(u,v) = du—v)—1.

Entonces podemos deducir una relacion entre G ; y f:

—2G 4(u,v) = —2(2 _i (%:71)2 e%m@*u)) — flu,v) = —=2T ||u—v| — (u—v)? — é
w (C.13)
Se define
GB(u,v):|ufv|f(u7v)2f%. (C.14)
Se puede decir que
2 nim (21;7@)2 2= s Gp(u,), (C.15)
n#0

lo cual puede notarse en la figura C.1.
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Figura C.1: Convergencia entre G ;(u) y Gp(u)

Ademas es posible simplificar algunos coeficientes para calculos posteriores. No-
tamos que

1 d? 1 d? , 1
“raedale) = _4Tdu2(_2T {'“‘”"W‘”) _6])
1 d? 5 1
= Sa {“‘”"““”) _6}
1 d?
= inB(U/,'U), (C.16)

o bien

1\
(u] <_4Tdu2> [v) = 2T Gp(u,v). (C.17)
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APENDICE D

INTEGRACION DE LAS FUNCIONES DE
GREEN

En este apéndice se muestra el programa que se elabora en MATHEMATICA para
calcular algunas de las integrales de las funciones de Green y sus derivadas.

Integracion de las funciones de Green en el esquema DBC
Definiciones

Funcioén escalon
Olu_,v_] := UnitStep [u — v]

Olu_v]:=3%/;(u—v)==0

Funcion de Green
Afu_,v_] == (u—1)v0u,v] + (v — 1) ublv, u

Primeras derivadas de la funcion de Green
PA [u_,v_] :=v — 0v,u]

Ap [u_,v_] :== u — Olu, v]

Para AA
Integrate[A[z, y], {z,0, 1}, {y, 0, 1}]
1

12

Integrate[A[y, y], {y,0,1}]
1

6

Para AB
Integrate[pAfz, y] Ap[z, y], {z,0,1},{y,0, 1}]
1
12
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Para AC
Integrate[pA|z, z] Ap[z, 2], {z,0, 1}]
1

12

Para AD
Integrate[A|z, 2], {z,0,1}]
1

6

Integracion de las funciones de Green en el esquema SI
Definiciones

Funcion de Green
Glu_,v_] :== Abs[u — v] — (u — v)? —

=

Primer derivada de la funcion de Green
Gplu_,v_] := Sign[u — v] — 2 (u — v)

Para Aa
Integrate [Gp|z, y)?, {z,0,1},{y,0,1}]
1

3

Para Ac
Integrate [Gp[z, 2]%, {z,0,1}]
0



APENDICE E

CAMPOS FANTASMA EN ACCION

En este apéndice se mostrara la forma en que trabajan los campos fantasma para

eliminar singularidades de la forma §(0) que aparecen en las contracciones para el

. . 1 )
término R F,,, F"". Nos concentramos en la parte que involucra Sg,q, y S;h), es decir,

1 . ‘. ¢ z
(~San=S3)) = =iy [ dus (380535 + s u3(cF o + 03 ) ) - T€R. (B-1)

Ahora, s6lo nos enfocamos en las contracciones de Wick que se generan:

(s3vhusif +vivs(adad +0el) ) = (iudusod )+ (whvs(adal +63c)) )~ TER

(@3 v5) (w3 08) + (3 0) (w3 s) + wh ) ((ad @) + (b ) ) ~TE .

AC AD M
(E.2)
Veamos que se obtiene en A
A = Whus) ((aal) + 03 )
= 279" Ass (2 T o33 — 4 antsss)
= —2Tn"Ass ( —2 T77W533>
= (=27)*n* 063333 (E.3)
De (4.22), se tiene para AD:
AD = (33 95) (43 u5)
= (*2T 77777 .AES) <72T 776E Agg)
= (=27)**A%; Ass} 0™’
= (=2T7)% (1 — b33) Agz " %€ . (E.4)
Al hacer la suma de Ay AD
A+ AD = (—2T)2 n"M ’1756 As3 (533 +1-— 533)
= (=27)* 0"’ Asg, (E.5)

con lo cual se elimina §(0).

123



124 APENDICE E. CAMPOS FANTASMA EN ACCION



APENDICE F

DESARROLLO DE LAS FUNCIONES DE
GREEN

En el caso en que se tiene un campo electromagnético constante de fondo, F),,, la
accion linea de mundo generalizada tiene la forma

Sl F) = [ du [0 gulin) () + 5T (0) Fyulin) ()
() g (0 () = T () Fy (o) ()], (1)

lo cual requiere introducir las funciones de Green Gp y Gr como se hizo en las sec-
ciones 2.4 y 3.2 respectivamente:

d AN~

Gp(u,us) = 2<u1|(W—2iFT%) | ug) (F.2)
d —1

Gr(ur,us) = 2<u1|(%—2z’FT) | up) . (F.3)

Su forma explicita en el esquema S/ es la siguiente

= L 2 —iZGpi iz _
gB(Ul,’LLQ) - 222 <sin(2)e +7’ZGB].2 1 ) (F-4)
e—iZGBu
Gr(ui,ug) = GFlQW (F.5)

El lado derecho de estas expresiones se entiende como una serie de potencias de la
matriz 2, := TF,,(v9), donde los indices se suben y se bajan mediante g,,(zo). Es
posible observar que la expresion para Gp r esta en términos de las funciones de
Green ordinarias Gp, Gp.

Para nuestros propositos es necesario conocer las derivadas de Gg r:

gB(ulaUZ) — Z( ezZGBm_l)’

Z \sin(2)
QB(U/I UQ) — 2(512 _ 2 Z e—iz@312
' sin(Z) ’
' = 2615+ 2i ~iZGps F.
Gr(u1,u2) 912 + 2iG 12 cos(2) e (F.6)
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También se necesitara conocer los limites de coincidencia:

Gp(u,u) = 2122<Zcot('2) - 1) ,
Gp(u,u) = icot(Z)— %,
Gp(u,u) = 206(0) —2Zcot(Z),
Gr(u,u) = —itan(2),

Gr(u,u) = 20(0)+ 2Z tan(Z).

(F.7)

Para recuperar los resultados perturbativos se requieren los coeficientes en las ex-
pansiones Gp r como potencias de F. Estas expresiones pueden ser escritas como
sigue

o0
Gp(ui,us) = =2 (202)"gnia(ur — uz),
n=0
Gput,uz) = =2 (202)"gns1(u1 —u2),
n=0
GB(ul, UQ) = 2(512 —2 Z(2ZZ)” gn(ul — UQ) s
n=0
Gr(ui,ug) = 22(2i2)"fn+1(u1 —u3) ,
n=0
Gr(ui,ug) = 201242 (202)" folur — up),
n=1
(F.8)
donde g,, f, son polinomios de u; — uz. En términos de u = u; — ug se tiene
1 .
gn(w) = —Bn(lul)sign"(u),
1 Cn
falu) = mffnq(\UI) sign"(u) ,
(F.9)

con B, el n-ésimo polinomio de Bernoulli, &, el n-ésimo polinomio de Euler. Alterna-
tivamente, es possible escribir los coeficientes de (F.8) en términos de las funciones
de Green en el vacio [63]. Denotando por G la funcién de Green sin el limite de coin-
cidencia

Gu) = |u| —u?, (F.10)
es posible encontrar
go(u) = 1,
) = —3Gw),
g) = 3G+ 5,
By b oty SR A5 — 1L R)(=G) () n > 2par,
gn(u) =

S22 p(nel (k4 1)G () (~G)F(w); n > 2impar,
(F.11)
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filw) = sign(u)

fo(u) = —isign(u)G(u),
o S (2 )k sign(u) G (u) (=) (w); n > 2 par,

falu) =
s S s(252, k) sign(u) (—G)* (u); n > 2impar,

(F.12)

donde f(m,k) son los numeros de Faulhaber y s(m,k) son los numeros de Salié.
Estos numeros pueden ser definidos en términos de los numeros de Bernoulli de la
siguiente forma [64]

[(k—1)/2] i
1 [2k—25\/2m+1
_ 1 k+1 - B m—2j
f(m, k) (=1) ]z_% k—j<k+1><2j+1> S
[(k—1)/2] i
1 2k —25 — 1\ /2m j
_ o 1 7 _ 92m—2j .
)= 2 ]Zo 2k2j1< k >(2J>(1 ? )BQWQJ

(F.13)

(m>k>1).
Ahora se escribe la expansion de (F.8) a orden O(F4), usando (F.11), (F.12) para
los coeficientes

_ 1 7 - _ 1_ 1
_ - =z 2 o ZQ
GB12 G2 5 3GB12 Gpi12 Z + <3G312 90)
GG Goo+ 1) 25+ = (262, (Gt 2) - 4 z' 4 0(2°)
5GB12GB12 | G12 + 5 1 B2 | GB12 + 5 51 ;
(F.14)
. . = 1 2 . = 2 (2 ~2 1 3
Gpi2 = Gpi2+2i|Gpi2— 5 Z+ gGBIQ Gp12 27 +1i gGBu T z
2 - . _ 1
+BGB12G312 <GB12 + 3> z 1 0(2%), (F.15)
B} . _ 1\ oy 4. )
Gpiz = 2012 —2+2iGp12Z —4(Gpi2 — 6 Z°+ gZGBIQGBIQZ
- <4G2 — 2) 214029 (F.16)
3UB12 ~ & ; .
_ . _ 1 . _
Griz = Gpia—iGp12Gp12Z + 2Gp12Gp122° — 3! Gr12Gpi2 (2Gp12 + 1) 23
2 A A 4 5
+§GF12GB12 (Gpi2z+1) Z*+0(2°), (F.17)

Gri2 = 2012 +2iGr12Z +2Gr12Gp122? + 4i Gp12Gp12 23
2 ) _
+3GrGon (2Gp12 +1) 24+ 0(27). (F.18)
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Ademas, el desarrollo del determinante esta dado de la siguiente forma:
Para el caso de una particula escalar:

Bn - n mn
T -5 Z: (i) [ FT | (F.19)

npar

donde B, son los numeros de Bernoulli. Para muestra aproximacion se usa

e '~1l—a+ %xQ. (F.20)
Ya que
- & S\ n & - 2 2 By -4 4
; (20 T)" e[ F 2(2)(21T) tr[F?] + 24(4)(21T) tr[FY], (F.21)
npar
donde se define
tr[F?) = F™ g0 FP gg, = Fpo F*® = —Fo F°P, (F.22)
tr[FY) = FOPFg, F' Fp . (F.23)
Entonces
_1y2 [SIN(FT) - 171 &2~T2 B2 By 25 TYA tr A
det { T 5 2(2>( iT)”tr] ]+24(4)( iT)* tr[F?]
11( By . 2
+55 <2(22)(21T)2tr[F2}> . (F.24)
Dado que
By ... 1\ /1 N 1 N
Ts)(mT)?tr[F?} = <4> <6> (—4T?) (—FaﬁF ﬁ) = 6T2 F.zF°P,  (F.25)
por lo cual

in(FT 1 1 B 1/1 2
det~1/2 [Sm()} ~ 1 = T2FyFof Ot (2iT)4tr[F4]+4<6T2Fa5Faﬁ> .

FT 12 224(4)
(F.27)
Para el caso de una particula con espin 1/2
_1/y [tan(FT) 1 < (2-2YB, .
1/2 | 22\ 4A 4 _ = \«— 4« )Pn n n
det { 7 } exp | —3 ; S 2iT) [ E | (F.28)
n par
donde B,, son los numeros de Bernoulli. Para muestra aproximacion se usa
. 1
e’ ~1l—z+ 53:2. (F.29)
Ya que
- (2-2")By . (2*22)32 2 2 (2*24>B4 ;4 4
20 T)" tr[F"] ~ 2¢T) tr|F ———(2:7)" tr[F"] (F.30
> S I I e R Tl i) Y (.30
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entonces
—-1/2 tan(r'7) -~ 1 2-2%)By .o o, 2=2Y9By . 4 4
det { T 1-3 0 (20 T)* tr[F?) + 24 (20 T)* tr[F*)
11/2-2)By, 0. 0\’
(F.31)
pero
_ 92
(22(22))32(2iT)2tr[F2] - (i) (é) (—4T?) (fFaﬁ F"5> - %TQ Fos F°% . (F.32)
Por lo tanto
_1)2 [tan(FT) - 1 a57<2*24)B4 C 4 VIR N G of ’
det [ BT L+ 2 T% Fop F 2100 @iT) ' tr{F] = (=5 T Fag F .

(F.33)
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APENDICE G

RELACION ENTRE LAGRANGIANOS
EFECTIVOS

En este apéndice se deduce la relacion que existe entre los Lagrangainos efectivos
encontrados en cada esquema sobre el que se trabaja.

G.1. Espin cero

Dado que
1 1|1 /- 1 1 1
g(DBC) _ I L F2 L B2 o e Faﬁ
scalar 1672 m2 |12 §+12 R /W+90 R# GORM A
1 1 1
T r aFl/Z_*FVDFMV_i aFa 2 )
45(v w) 307 # 180(v 2
y
1 11 /- 1 1 1
PSD — = — ) RF2 + — R, FFFY, — —_ R, o5 F" P
scalar 6z me? |12 \& T 12 AT 79 Hved
1

1
(VaF;w)z 7 Fu OFY

180

de la diferencia se tiene

(S1) (DBC) L1 1 & g 1 vpaB | L 2
- - —5 | 7 35~ VF# F a San va FH F v aF v
gscala'r gscalar 167T2 m2 l 180 R# + 360 RH B + 60 (V 122 )
g, OF i(vaF )2 (G.1)
360 " 180 an ‘
pero dado que
Fu.o® F'" =NYFM"NoF,,) - V*F'" N E,,, (G.2)
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entonces
(S1) (opey _ 1 1 1 v 1 ”
"Zscalar - "?scalar - 1672 W - @ R/ﬂ/ FreF at %Rm/aﬁﬁw Faﬁ
7 Qo 1 2 1 @ 2
+%V (F VozEw) - %(VQFMV) + @(V Fau)
1 1 1 5 1 5 1
= 16772 W ﬁ((vaFau) - i(vaFlJ,l/) + iRHVaﬁF/JU Faﬁ
7
—R,, FI'F",) + 50V (F" VaFu) (G.3)
Sea
1 1
De = (VFap)® = 5(VaFuw)* + 5 RuvasF" F* = Ry FFY, (G.4)

en el tratamiento de esta expresion se usa la identidad (B.13) de la siguiente forma

1
S Buas " FP = Ry P FY = F,° (vﬂ Ve + Va vg) FP8 — F,,OF™ . (G.5)
Ademas,
F OFM =2F,“FM 5 = 2F,* VgV, FH. (G.6)
Entonces
1

RuasF" F*P — Ry FY FYo = F, (V5 Va+ Va V) ¥ =2 B, V39, F4
= B (Va Vs - VaVa) P, (G.7)
por lo cual
Do = VaF,®VaF" = Fup P2 4 (Vo Vs =V Va ) Y7
= VB, VaF — VB, Vol 4 F,0 (Vo Vg = Vs Vo ) F¥8
= VaF,“VaF" + F,4V,VaF' —VF, V" — F,*V3V,FM

= Va(F2VeFT) = (B0 Va P (G.8)
Asi que
G = A e () - ok 559, ) (.

G.2. Espinl/2

Para este caso se tiene

1, 1
—og REp, + g5 B F' F¥ +

(DBC) 11

spinor - 2

1
o RypapF" FP

7

N 1
360

1
—_F QFIW_
Hv 180

2
(VaFuw)™ + 50

(V¥Fyo,)?
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y
g L 1) 1 RF2 Ry FP BV &~ R, o v pof
spinor - = T @22 | T 7 + 180 T
Vo Fou F aFH
180( )+ 36

Entonces

1 1 1 1 1
g(SI) g(DBC _ - R y F/,/,a FI/ I R/,y F,LLVFOtﬁ

spinor spinor 872 m2 180 90 “ 36 40 e
1 7 1 1
_ o Fy? - FVDF/J,V aFa
< 180 " 360) (Va Fuu)” + <36 20) a 180 (V" Fopr)”
_ _LL Ry, FMF’,+ —R BF/WFaB
Sm2m2 | 180 M 360~
—i(v F)? - L g, oy (VO‘F )2 (G.9)
40 T 45 "M 180 an '

Al usar (G.2) se tiene

1 11 1 1 1
g(SI) . g(DBC) D VF,ua Fya - o F,ul/FozB — — (V4 Fo 2

spinor spinor 87’(2 m2 2 90 R# + 180 RH B 20 (V I )
—3<VQ(FWV Fu) = VOF" Vo F ) + L ver, 2], @10)
45 at py at py 90 [e97) )

que al ordenar los términos arroja

(s1) (DBC) L1171 ap 32
. — . - | — Fa
"E/ﬂspmor "E/ﬂspznor 87T2 m2 2190 (V M)
1
T e F ocFVQ)_i aFu2
45(V< VaFu) = (Va Fu)?) = 56 (Va Fur)® + 15
1 1 1|1
Y /- 2 FM Y ,F,
87r2m22{90 © 45 ( 2E
es decir
gD _gwsoy 11 VGapwy poyy LG (pag,pes) _ v, (B0 v, pee
spinor spinor - 87T2 m2 45 as pv 180 « 12 B 53 w «

1 1
— §(va Fu)*+ 5 Ruvas FWFeP R, Fre F”a>

(V F/w)

(G.11)
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APENDICE H

DESARROLLO FOCK-SCHWINGER Y
RIEMANN

Una vez que nuestras expresiones son covariantes ante una translacion, es con-
veniente usar un sistema de referencia que simplifique los calculos. Este sistema es
conocido como coordenadas riemannianas:

1
3

1
6

una vez que lleguemos a este punto se introduce un desarrollo del campo electro-
magnético:

g;w(x =x0+ y) = g;w(xO) + R/LaﬁV(xO) y* yﬁ + R/Laﬁu;’y(xo) Y yﬁ y'

1

1 1
A;L(m =z + y) = _§ELV(xO) y” - g-F;w;oz(xO) y” ya - g [FMV;QB(CEO) +

1
+§Faa(xo) R%W(ﬂco)}y“ Yy

al cual se le impone la norma de Fock-Schwinger:

() Ay (w0 + y(w) =0,

lo que permite simplificar aun mas los calculos.

Cuando se trabaja con una particula con espin, se introducen términos a la accién
linea de mundo que estan en funcién de tensor de campo electromagnético y de los
simbolos de Christoffel. Para estas cantidades también se realiza un desarrollo de
Taylor:

1
F;W(@“O +y) = F;W(xo) + Fm/;f(xO) yf + iFuu;gn(xO) y5 y"

1
t5 (Fu,\(xo)R’\gny(mo) - Fu,\(ﬂfo)R’\gn#(ﬂﬁo)) ¥ty + O®y°),

14 1 v v
Logl@o +y) = 3 (R aep(T0) + R ,B,ga(l"o)) Yo+
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APENDICE I

SPINOR HELICITY

Enseguida se escriben algunos resultados que se emplean en el capitulo 9.

Bl = sy (L as)ulk) = 5 (s + 1) (k) = [8), (8
1 1 1 1 1
5 A+ k) = 5 (A+75) 5 A+s)ulk) = 1+ +75+ Du(k) = 5 (1 +75)ulk) = [k), (.2)
YuYa Vo = TNua Vv + Nav Yu — N Yo — opav Y Y5, (I.3)
Kok = 5 G, (1.4)
et lia) ke — <qi_"7u‘ii>l e 1 <i+|'7u|qi+><j+|7u|j+>i 1 2[ZJ]<]QZ>
(7%) ]fj = ﬂ(q;\i+>2<] h/ |] >_2\/§ <QM> _2\/5 <qﬂ>
1 [ig] e )
= & fia) (-5
ooy gl L L g i) G 1 2[gi 5] (G6)
€ (qul) k] - \/§<q;|_|i7>2<]+|7'u|j+>_ 2\& - 2\/5 [Qii]
1 (i) [aid)
= T [l 10
eHiq) et (og) = efel = 1 (g Iy*lim) g lwls™) 1 ("I la) Gt g _ lilgj @)
e TG (g Y 2 (@i (4d) (¢:) (47 1)
_ [iieia)
= i@ Ga) 07
) ey = e M) Tl gl G) () [ gy)
% At R P Vo P 2 I P8 A 0.8
Sy = M) @l 1@ e eli ) el )
S0 = T TG T2 bl (e
ol Uw)
= TGl 9
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Una eleccion correcta del momento de referencia ¢; permite simplificar los calculos

ya que al tomar &5 (q) = e*(k;, ¢ = ¢) se encuentra

ef(@)-qa = 0, (1.10)

& @-€(a) = & (@)-€5(a) =0 (L.11)
ei (kj) -5 (q) i (q) g5 (ki) = 0, (1.12)
gk = 4 (ky)liT) = 0, (.13)
(GH1gs (k) = G (k) = 0. (1.14)



APENDICE J

PROGRAMAS EN MATHEMATICA

En este apéndice se escriben los programas que se elaboran en MATHEMATICA
para calcular el Lagrangiano efectivo a orden RFFFF. Esto es para los casos en que
se tiene una particula escalar y el caso en que se tiene una particula con espin 1/2.

En la practica, primero se realizé el programa para el caso de la particula de espin
1/2. Una vez que se tiene este programa, se puede ir de forma muy sencilla al caso
de una particula escalar al hacer cambios sencillos en el valor de ¢, las funciones de
Green G =0, Gy =0 y el cambio en el determinante.

En estos programas se usa (F.8) y (F.9), aunque también se elaboraron programas
usando (F.10)-(F.13) para verificar los resultados y todo concuerda, pero estos ulti-
mos no son mostrados en este trabajo.

Enseguida el programa cuando se tiene una particula de espin 1/2:

Iniciar MathTensor
< MathTensor.m

Definiciones

Regla para truncar la expansion inversa de masa
trunc6 = m'- /;i < —6 — 0

Funcion de Green (espacio plano)
Gb[t_] =t —t?

Derivada de Gb
Gbp[t_|:=1-2t

Numeros de Faulhaber

fajm_, k_] := (—1)++! Zfloor[%]

=0 7= Binomial[2k — 2j, k + 1]Binomial[2m + 1, 2j + 1]BernoulliB[2m — 2;]

Numeros de Sa%?ilé L
safm_ k_] = 2(~1)F 3, 0] si—4— Binomial[2k — 2j — 1, k|Binomial[2m, 2j] (1 — 227~2)

BernoulliB[2m — 2j]
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Definicion de g,
gln_,t_] :== -LBernoulliB[n.t]

Definicion de f,

fin_,t_] = mEulerE[n — 1,1

Definicion de los tensores F2, '3y F'4
DefineTensor[F3, {{2,1}, —1}]
DefineTensor[{F2,F4}, {{2,1},1}]
Definicion de las funciones de Green generalizadas: Gg y GF

GBlum_,un_,t1_] := —2Metricg[um, un] g[2, t1] — 2(2:T)MaxwellF[um, un] g[3, t1]
—2(2iT)%2 F2[um, un] g[4, t1] — 2(2iT)3 F3[um, un] g[5, t1] — 2(2iT)* F4[um, un] g6, t1]

GBlum_, un_,t1_] := — tMetricg[um, un] — %FZ[um, un] — QTTZF4[um, un] /;tl ==
GBplum_, un_,t1_] := —2Metricg[um, un] g[1,t1] — 2(2:T)MaxwellF[um, un| g[2, t1]
—2(2iT)? F2[um, un] g[3,t1] — 2(2iT)3 F3[um, un] g[4, t1] — 2(2iT)* F4[um, un] g[5, t1]
GBplum_, un_, t1_] := — L MaxwellF[um, un] — % F3[um,un] /;t1 ==0
GBpplum_,un_,t1_] := —2Metricg[um, un] g[0, t1] — 2(2iT") MaxwellF [um, un] g[1, t1]

—2(2¢T)2 F2[um, un] g[2, 1] — 2(2iT)3 F3[um, un] g[3,t1] — 2(2iT)* F4[um, un] g[4, t1]
GBpplum_, un_,t1_] := —2Metricg[um, un] + 2%2 F2[um,un] + 2% F4lum,un] /;t1 == 0

GF[um, un, t1] := 2 Metricg[um, un] {1, t1] + 2(2¢1") MaxwellF[um, un] {]2, t1]
+2(2iT)2 F2[um, un] [3, t1] 4 2(2iT)3 F3[um, un| f[4, t1] + 2(2iT)* F4[um, un] {[5, t1]

GF[um, un, t1] := —iT MaxwellF[um, un] — i%SFS[um, un] /;t1 ==0

GFplum, un, t1] := 2(2iT) MaxwellF[um, un] f[1, 1] + 2(2iT)% F2[um, un] f[2, 1]
+2(2iT)3 F3[um, un] {[3, t1] + 2(2iT)* F4[um, un] f[4, t1]

GFplum,un, t1] := 2T? F2[um, un] + 2%4F4[um, un] /;tl ==0

Calculos

Calculos para F),,..3

Al := L2 cD[MaxwellF[im, In], la, Ib] GB[ua, ub, 0] ( GBplum, un, 0] — 2 GF[um, un, 0
s CD| [lm, In], la, 1b] GB[ua, ub, 0] (GBp[um, un, 0] [um, un, 0])

Calculos para F),,.ap + Flu.sa
A2 = %(CD[MaxwellF[lm, In],lb,la] + CD[MaxwellF[im, In], la, b)) GBp[um, ub, 0] GB[un, ua, 0]

Calculos para Rg,
A3 := L RicciR([la, Ib] GB[ua, ub, 0]



141

. A
Calculos para Fy, R’ g,

A4 = —% MaxwellF[le, In] RiemannR[ue, la, b, Im| (GBp[un, um, 0] GB[ua, ub, 0]
+GBplua, um, 0] GB[un, ub, 0] + GBp[ub, um, 0] GB[un, ua, 0] + 4 GF[um, un, 0] GB[ua, ub, 0])

Calculos para R,,qz
A5 := -L RiemannR[im, la, Ib, In] (GBp[um, ua, 0] GBp|ub, un, 0] + GBp[um, ub, 0] GBp|ua, un, 0]
+ GBpp|um, un, 0] GB[ua, ub, 0] + GBp|ua, ub, 0] GF[um, un, 0] + GBp|[un, ub, 0] GF[um, ua, 0]
—GBJlua, ub, 0] GFp[um, un, 0])

Calculos para F.g., + Fj..y
A6 = —%3 CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD[ MaxwellF[im, In], ld] (GBp[ua, un, t1] GBp[ub, um, t1] GB[uc, ud, t1]

+GBp[ua, un, t1) GB[ub, ud, t1] GBp[uc, um, t1] + 3 GB[uc, ud, t1] GF[ua, um, t1] GF[ub, un, tl])

Determinante
Det:=1— %22(*22,) BernoulliB[2] (2iT)? MaxwellF[l4, [j] MaxwellF[uj, ui]

— 42225 BernoulliB[4] (2iT)* MaxwellF[ui, u;] MaxwellF (1, [k] MaxwellF [uk, ul] MaxwellFil, 11

) 2
+3 (% 22(*22!) BernoulliB|2] (2iT)2) MaxwellF[l4, [j] MaxwellF[uj, ui] MaxwellF[lk, [1] MaxwellF[ul, uk]

Integral sobre ¢1
Intl := Integrate [1 + A1 + A2 + A3 + A4 + A5 + A6, {t1,0, 1}]

Normalizar
Norm := Expand |75 (Det) (Intl)] — 7 + 55z ScalarR — ;- MaxwellF[li, [j] MaxwellF[ui, uj]

Integral sobre T’
IntT := Integrate [ Exp [-m?T| Norm, {T,0, 00}, Assumptions — Re [m?] > 0]

Resultado truncado
ResTrunc6 := IntT /.trunc6

Resultado factorizado
RT6Esc = Expand [m? ResTrunc6|

1
270

1
270

(Fab;C) (Fmb;c) (anm) (Fab;m) (Fm";b) (ann)

(Fap:™) (Fn®.) 180m4 5670m*

(Fapie) (F757) =

(Fupse) (Fab) (F207) 2 (Fu™) (Fu®a) (F2")  (Fupie) (F®?) (F2'™)
B 5670m* + 2835m* + 5670m*

+(Fab;c) (Fna;c) <F2bn> B 9 (Fab;c) (Fab;d) (cmd) N (Fab;c) (Fma;b) (cmm) (an;b”) (F3bm>
180m* 2835m* 5670m* 1080m*

(an;nb) (FSbm) 29 (an;aa) (F37nn) (Fab;m) (an;d) (Fan) (de) 1

+ 1080m* 1080m* 5670m* 144

(an;bn) (Fbm)
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1
144

n bm (an;ab) (ann) (Fbm) (an;ba) (ann) (Fbm) o (Fab;c) (an;c) (Fan) (Fbm)
(F'mn; b) (F ) + 1080m4 + 1080m4 2835m4

+

- (Fab;c) (an;c) (Fam) (an) + (Fab;c) (Fmb;d) (Fam) (FCd) (Fab;c) (Fnb;d) (ch) (FCd)
90m* 180m* 5670m*

Jr(Fab;C) (Fma;d) (Fbm) (FCd) (Fab;C) (Fna;d) (an) (FCd) (Fab;C) (an;b) (Fan) (ch)

5670m4 180m* 2835m*

(Favsc) (Fn®a) (F*4) (F°™) 1

—R (Fab;m) (Fma;b) (FZJ) (F”)
5670m4 72

- ij
(By) (F7) + 810m*

 (Fanse) (F) (Fig) (F9) | (Fns") (Fig) (F*™) (F¥9) | (Fnnl') (Fiy) (F"™) (F*9)
810m* 432m4 432m4

7(Fy) (Fjp) (F9) (F*) TR (Fy) (Fjk) (F7) (FFY) N (Fij) (Fry) (Fi9) (F*)

180m? 1080m* 72m?

_R(Fy) (Fu) (F7) (F*) 5 (Fmnzab) (F2°°) (F™") +5(an;a“)(Fu)(F”) (£™")

R an.aa Fmn
432m* 144 ( ) ( )+ 216m4 432m*

1 e (F4") (Rap)  (F2°") (Fiy) (F9) (Rap) 1 oo
~15g (F2°) (Bap) = = = =10 — 57 (F2"") (Ruvn)

T(F4™") (Rmn)  (F27") (Fij) (F*7) (Rmn) 59 (F8™") (Fep) (Rm®) 11

405m4 162m4 3240m* 432

(Fen) (F") (Bm©)

- 11 (Fen) (FZJ) (F”) (an) (Rme) (anb) (F2mn) (Rambn) + (F'?’mn) (Fab) (Rambn)

1296m4 405m* 54m?

(F3") (Fo™) (Ramon) ~ (F8"™) (F*) (Ramon) — (B3%) (F¥) (Ruppn) 1
105m2 - 810m4 a 810m* a m

+ (Fan) (Fbm) (Rambn)

7(F39™) (F*") (Rampn) 1

405m? + g (F2) (F*") (Ramin) =

(F”) (Fan) (Fbm) (Fm) (R(Lmbn)
324m*

(Fij) (F*™) (F*) (F'9) (Rambn) . (F3™) (F™) (Rambn) .~ 1 opr o
* 162m# + 270m4 +%(F b) (F )(Rambn)

() () (F9) () () (F™) () (Raon) (53 (F) (R

108m* 3240m* 3240m*
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(F2") (Fen) (F™) (Rafom) 1
3240m* 432

(ann) (Fen) (Fbm) (Raebm)
3240m*

(Fe) (F™) (Ra“bm) —

1

1 Fe) (Fyy) (F*™) (F) (Ra®bm)  (Fe®) () (F*™) (FY) (Ra®bm)
432

a bm e _ (
(") (F7™) (Rabm) 1296m* 1296m*

o u (F2°%) (Fun) (F™") (Ra%m)
3240m4

Reglas para simplificar
R1 := MaxwellF[ui, uj] MaxwellF[li, [j] — (MaxwellF|[li,[5])"2

R2 := F2[um, un] RicciR[lm, In] — F2[ua, ub] RicciR[la, [b]

R3 := CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD[ MaxwellF[lm, ua], uc] F2[ub, um| —

— CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD[ MaxwellF[im, ub], uc] F2[ua, um]

R4 := CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD[ MaxwellF[In, ua], uc] F2[ub, un] —

— CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD[ MaxwellF[im, ub], uc] F2[ua, um]

R5 := F4[um, un] RicciR[lm, In] — F4[ua, ub] RicciR[la, [b]

R6 := MaxwellF([l f, un] MaxwellF[u f, um] RicciR[lm, In] — —F2[ua, ub] RicciR|la, [b]
R7 := MaxwellF[l f, ub)| MaxwellF[u f, ua] RicciR([la, Ib] — —F2[ua, ub] RicciR[la, 1]

R8 := MaxwellF [l f, ub]| MaxwellF [ua, u f] RicciR[la, [b] — F2[ua, ub] RicciR[la, 1b]

R9 := CD[MaxwellF]la, ], ld] CD| MaxwellF[ua, ub], uc] — ( CD[MaxwellF{la, ], c])"2
R10 := MaxwellF|[le, In] MaxwellF [um, un] RicciR[lm, ue] — — F2[ua, ub] RicciR[la, [b]
R11 := F3[um, un] MaxwellF|[le, In] RicciR[lm, ue] — — F4[ua, ub] RicciR[la, 1b]

R12 := CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD[ MaxwellF[lm, ua], ub] F2[uc, um| —
CD[MaxwellF[la, lb], um]| CD| MaxwellF[im, ua], ld] F2[ub, ud]

R13 := CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD]| MaxwellF[in, ub], uc] F2[ua, un] —
CD|[MaxwellF[la, (0], lc] CD[ MaxwellF[im, ubl], uc] F2[ua, um]

R14 := CD[MaxwellF[la, [b], um] CD[ MaxwellF[lm, in], ub] F2[ua, un] —
— CD[MaxwellF(la, [b], um] CD| MaxwellF[im, ual, ld] F2[ub, ud]—
CD[MaxwellF[la, 1b], lc] CD| MaxwellF[im, ub], uc] F2[ua, wm]
R15 := CD|[MaxwellF|la, [b], um] CD| MaxwellF{im, ual, ub] — — L ( CD[ MaxwellFla, [b], ic])"2

R16 := CD[MaxwellF|la, b], lc] CD| MaxwellF[lm, In], uc] MaxwellF [ua, um] MaxwellF[ub, un] —
—CD[MaxwellF|[la, [b], lc] CD| MaxwellF[im, In], uc] MaxwellF [ua, un] MaxwellF[ub, um]

R17 := F3[ub, um] MaxwellF [ua, un] RiemannR(la, m, (b, In] —
F3[um, un] MaxwellF[ua, ub] RiemannR|[la, lm, lb, [n|



144

R18

R19

R30

R31

R32

R33

R34

R35

R36

APENDICE J. PROGRAMAS EN MATHEMATICA

:= F3lua, un] MaxwellF[ub, um] RiemannR[la, Im, Ib, In] —
F3[um, un] MaxwellF [ua, ub] RiemannR{[la, Im, b, In]

:= F3[ua, um] MaxwellF[ub, un] RiemannR[la, Im, b, In] —
F3[ub, un] MaxwellF[ua, um] RiemannR|[la, lm, 1b, In)

:= F3[um, un] MaxwellF[ua, ub] RiemannR[la, Im, Ib, In] —
F3[ua, ubl MaxwellF [um, un] RiemannR|[la, Im, 1b, In)

= F3[ub, um] MaxwellF| le, ua] RiemannR[la, ue, b, Im] —
—F3[ub, un] MaxwellF[ua, um] RiemannR[la, Im, [b, [n]

:= F3[ua, um| MaxwellF| le, ub]| RiemannR[la, ue, Ib,lm] —
—F3[ua, ub) MaxwellF [um, un] RiemannR|[la, Im, 1b, In)

= F2[ub, un] MaxwellF| le, In] MaxwellF[ua, um] RiemannR[la, ue, Ib,Im] —
—F3[ua, ub) MaxwellF [um, un] RiemannR[la, Im, Ib, [n]

:= F2[ua, un] MaxwellF| le, In] MaxwellF[ub, um] RiemannR[la, ue, lb,lm] —
—F3Jua, um] MaxwellF[ub, un] RiemannR[la, Im, b, In]

:= F3[ub, un] MaxwellF[ua, um] RiemannR[la, lm, Ib, In] —
F3[ua, um] MaxwellF[ub, un] RiemannR|[la, Im, lb, In]

:= CD[MaxwellF|la, [b], lc] CD[ MaxwellF [ua, ubl, ld] F2[uc, ud] —
—2 CD[MaxwellF([la, (b], um] CD| MaxwellF[im, ual, ld] F2[ub, ud]

:= MaxwellF[ /e, ub] MaxwellF[ua, um] RiemannR|la, ue, lb, Im] —
— MaxwellF[ua, ub) MaxwellF [um, un] RiemannR|[la, Im, Ib, In]

:= MaxwellF[ /e, ua] MaxwellF[ub, um] RiemannR|la, ue, b, Im] —
— MaxwellF[ua, um] MaxwellF[ub, un] RiemannR[la, lm, [b, [n]

:= MaxwellF| le, In] MaxwellF[um, un] RiemannR|la, ue, lb, Im] —
—F2[um, un) RiemannR[la, lm, (b, In]

:= MaxwellF[ua, un] MaxwellF[ub, um] RiemannR|la, Im, Ib, In] —
MaxwellF[ua, ub) MaxwellF [um, un] RiemannR[la, Im, [b, [n]

:= CD[MaxwellF[im, In], [b, un] F3[ub, um| — — CD[ MaxwellF[im, In], un, (b] F3[ub, um]
— 3 F3[ua, um] MaxwellF[ub, un] RiemannR[la, Im, [b, In] — F4[ua, ub] RicciR[la, 1b]
— CD[MaxwellF[im, In], la, ua) F3[um, un]

:= CD[MaxwellF[im, [n], Ib, un] MaxwellF[ub, um] — —CD[ MaxwellF[lm, In], un, [b]) MaxwellF[ub, um)|
— 3 MaxwellF[ua, um] MaxwellF[ub, un]RiemannR|la, Im, [b, In] — F2[ua, ub] RicciR[la, 1b]
— CD[MaxwellF[im, In], la, ua) MaxwellF [um, un]

:= MaxwellF[ua, ub) MaxwellF [um, un] RiemannR[la, Im, [b, In] —
1 MaxwellF[ua, um] MaxwellF[ub, un] RiemannR{[la, im, (b, In]

:= F3lua, ub] MaxwellF[um, un] RiemannR[la, lm, Ib, In] —
1 F3[ua, um] MaxwellF[ub, un] RiemannR(la, lm, Ib, In]

= CD[MaxwellF[lm, In], lb, la] F2[ua, un] MaxwellF[ub, um] —
CD[MaxwellF[im, In], la, [b] F2[ua, un] MaxwellF [ub, um]
+1 F3[ua, um] MaxwellF[ub, un] RiemannR{la, Im, Ib, In]
+F2[ua, ub] F2[um, un] RiemannR(la, lm, Ib, In]

:= CD[MaxwellF[la, (0], lc] CD[ MaxwellF[in, ua], ld] MaxwellF[ub, un] MaxwellF[uc, ud] —
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CD|[MaxwellF|la, (0], lc] CD[ MaxwellF[Im, ual, ld] MaxwellF [ub, um] MaxwellF[uc, ud]

R37 := CD[MaxwellF[la, ], lc] CD[ MaxwellF[lm, ub], [d] MaxwellF [ua, um] MaxwellF[uc, ud] —
— CD[MaxwellF [la, [b], [c] CD[ MaxwellF[lm, ua], ld] MaxwellF[ub, um] MaxwellF [uc, ud]

R38 := CD[MaxwellF[la, Ib], lc] CD[ MaxwellF[In, ub], ld] MaxwellF [ua, un]| MaxwellF[uc, ud] —
— CD[MaxwellF|[la, [b], lc] CD| MaxwellF[im, ua], ld] MaxwellF [ub, um] MaxwellF [uc, ud]

R39 := CD[MaxwellF[la, Ib], lc] CD[ MaxwellF[im, In], ub] MaxwellF [ua, un] MaxwellF[uc, um| —
— CD[MaxwellF|la, [b], lc] CD[ MaxwellF[Im, ual, ld] MaxwellF [ub, ud] MaxwellF[uc, um]
+CD[MaxwellF|la, ], lc] CD[ MaxwellF [lm, ua], ld] MaxwellF [ub, um] MaxwellF[uc, ud]

R40 := CD[MaxwellF[la, Ib], lc] CD[ MaxwellF[lm, ua], [d] MaxwellF[ub, ud] MaxwellF[uc, um] —
3 CD[MaxwellF|[la, [b], lc]| CD[ MaxwellF[Im, In], uc] MaxwellF [ua, um] MaxwellF[ub, un]
+CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD[ MaxwellF[lm, ua], [d] MaxwellF[ub, um] MaxwellF[uc, ud)

R41 := CD[MaxwellF[la, Ib], lc] CD[ MaxwellF[im, In], uc] MaxwellF [ua, un] MaxwellF[ub, um| —
— CD[MaxwellF[la, [b], lc] CD| MaxwellF[im, In], uc] MaxwellF [ua, um] MaxwellF[ub, un|

R42 := CD[MaxwellF[la, b], [c] CD[ MaxwellF[lm, In], ub] MaxwellF[uc, um] MaxwellF[ua, un] —
— 1 CD[MaxwellF{[la, [b], lc]| CD[ MaxwellF [Im, In], uc] MaxwellF [ua, um] MaxwellF[ub, un]

R43 := CD[MaxwellF[la, [b], um] CD[ MaxwellF[lm, in], [d] MaxwellF [ub, ud] MaxwellF[ua, un] —
—% CD[MaxwellF|la, (0], lc] CD[ MaxwellF[Im, In], uc] MaxwellF [ua, um] MaxwellF[ub, un|

R44 := MaxwellF|lk, l[] MaxwellF[uk, ul] — (MaxwellF[lk, Il])?
R45 := (MaxwellF[l4, [j])%( MaxwellF[lk, [[])? — (MaxwellF[li, [5])*
Resultado simlificado
RT6SEsc := Expand[RT6Esc /.R1 /.R2 /.R3 /.R4 /.R5 /.R6 /.R7 /R8 /R9 /R10/.R11 /R12 /.R13
/R14 /R15/.R16 /R17 /.R18 /.R19 /R20 /.R21 /.R22 / R23 /.R24 /. R25 / R26 / R27

/R28/R29/R30/.R31/.R32 /.R33 /.R34 /. R35 /.R36 /. R37 /. R38 /. R39 / R40 / R41
/R42 / R43 / R44 /| R45

Resultado Final

L, o ) (Fl) (F20m) | 2(Fan™) (s (F2")
180 ke 945m4 945m4
7 an~aa F3™Mn 1 Fa e 2 Fz 2 Fz 4 R E 4 F’rnn'a Foon Fb'rn
+( nia®) ( )_7R(FM)2_( bie) * (Fij) +( )Y R | (Fnsas) ( ) (F°™)

270m* 72 540m* 72m? 432m4 540m4

_2 (Fab;c) (mec) (Fam) (an) 2 (Fab;c) (Fma;d) (Fbm) (ch> N 7(Ftl) (F]k) (FLJ) (Fkl)

189m* 189m* 180m?2
_7R (Fl ) (ij) (F”) (Fkl) 4 i (F a) (an) + (FWLn;ab) (anb) (an) + (an;aa) (sz) 2 (an)
1080m4 36 e 216m4 108m4
1 (FA°") (Ra)  (F2°) (Fyj)® (Rup) _ (F2") (F2™") (Rumin)

F2°%) (Rap) — -

180 ( 945m4 540m* 540m4
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11 (Fsam) (an) (Rambn)
360m*

(FZJ) ? (Fam) (an) (Rambn)
108m*

1 am bn
+ % (F ) (F ) (Rambn) +

Ahora el programa cuando se tiene una particula escalar:

Iniciar MathTensor
< MathTensor.m

Definiciones

Reglas para truncar la expansion inversa de masa
trunc6 = m'’- /;i < —6 — 0

Funcion de Green (espacio plano)
Gb[t_] =t —t?

Derivada de Gb
Gbplt_]:=1—2¢

Numeros de I*‘auPl‘Pab(;;}"1
fafm_, k_] := (—1)k*! ij(?or[T] k%jBinomial[Qk — 24, k + 1]Binomial[2m + 1, 2j + 1]BernoulliB[2m — 2j]

Numeros de Sa%jlé -
sajm_, k_] = 2(—1)* Zj:(?or[T] sr—4;—7Binomial[2k — 2j — 1, k|Binomial[2m, 2j] (1 — 22"~2)

BernoulliB[2m — 2j]

Definicion de g,
gln_,t_] :== -LBernoulliB[n.]

Definicion de f,

Definicion de los tensores F2, F3y F4
DefineTensor[F3, {{2,1}, —1}]

DefineTensor[{F2,F4}, {{2,1},1}]
Definicion de las funciones de Green generalizadas Gz y Gr

GBlum_,un_,t1_] :== —2Metricglum, un] g2, t1] — 2(2:17")MaxwellF [um, un| g[3, t1]
—2(2¢T)2 F2[um, un] g[4, t1] — 2(2iT)3 F3[um, un] g[5,t1] — 2(2iT)* F4[um, un] g6, t1]

GB[um_,un_,t1_] :== —tMetricg[um, un] — %FZ[um, un] — QTT‘A;I<‘4[um7 un] /;t1 ==0
GBplum_,un_,t1_] := —2Metricglum, un| g[1, t1] — 2(2¢17")MaxwellF[um, un| g[2, t1]

—2(21T)2 F2[um, un] g[3, 1] — 2(2iT)3 F3[um, un] g[4, t1] — 2(2iT)* F4[um, un] g[5, t1]
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GBplum_, un_, t1_] := — L MaxwellF[um, un] — % F3[um,un] /;t1 ==0

GBpplum_, un_,tl_] := —2Metricg[um, un] g[0, t1] — 2(2¢T") MaxwellF[um, un] g[1, t1]
—2(2iT)? F2[um, un) g2, t1] — 2(2iT)3 F3[um, un] g[3, t1] — 2(2iT)* F4[um, un] g[4, t1]

GBpplum_, un_, t1_] := —2 Metricg[um, un] + 2%2 F2[um,un] + 2% F4lum,un] /;t1 == 0
GFlum_,un_,t1_]:=0

GFplum_,un_,t1_] :=0
Calculos

Calculos para F),,..s
Al := ‘L CD[MaxwellF[im, In], la, 1] GB[ua, ub, 0] (GBp[um, un, 0] — 2 GFlum, un, 0])

Calculos para Fj,,..3 + Flu.sa
A2 = %(CD[MaxwellF[lm7 In], 1b, la] + CD[MaxwellF[lm, In], la, [b]) GBp[um, ub, 0] GB[un, ua, 0]

Calculos para Rg,
A3 := £ RicciR(la, Ib] GB[ua, ub, 0]

Calculos para Fy, R’ g,

A4 = f% MaxwellF[le, In] RiemannR]ue, la, Ib, Im] (GBp[un, um, 0] GB[ua, ub, 0]
+GBp[ua, um, 0] GB[un, ub, 0] + GBp[ub, um, 0] GBlun, ua, 0] + 4 GF[um, un, 0] GB[ua, ub, 0])

Calculos para R,,qz
A5 = % RiemannR[lm, la, b, In] (GBplum, ua, 0] GBp[ub, un, 0] + GBplum, ub, 0] GBplua, un, 0]
+ GBpp[um, un, 0] GB[ua, ub, 0] + GBp[ua, ub, 0] GF[um, un, 0] + GBp[un, ub, 0] GF[um, ua, 0]
—GBJua, ub, 0] GFplum, un, 0])

Calculos para F,s., + Fu.,

A6 := 7%3 CD[MaxwellF(la, V], lc] CD| MaxwellF[im, In], ld] (GBp[ua, un, t1]) GBp[ub, um, t1] GBuc, ud, t1]
+GBplua, un, t1] GB[ub, ud, t1] GBpluc, um, t1] + 3 GBluc, ud, t1] GFlua, um, t1] GF[ub, un, tl])

Determinante
Det := 1 — 5 55y BernoulliB[2] (2i7')* MaxwellF[l4, [j] MaxwellF[uj, ui]
1rny BernoulliB[4] (2i7)* MaxwellF[ui, uj] MaxwellF[1j, Ik] MaxwellF[uk, ul] MaxwellF(il, li]

Integral sobre ¢1
Intl := Integrate [1 — T¢ ScalarR + Al + A2 + A3 + A4 + A5 + A6, {t1,0, 1}]

= N

Jr

2
1 & BernoulliB[2] (2iT)2) MaxwellF|l4, [j] MaxwellF[uj, ui] MaxwellF[lk, 1] MaxwellF[ul, uk]

(SIS

Normalizar i
Norm := Expand [ (Det) (Int1)] — 2 + 1o ScalarR + -5 ScalarR + 2 MaxwellF(li, [j] MaxwellF[ui, uj]
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Integral sobre T
IntT := Integrate [ Exp [-m?T| Norm, {T,0, 00}, Assumptions — Re [m?] > 0]

Resultado truncado
ResTrunc6 := IntT /.trunc6

Resultado factorizado
RT6Esc = Expand [m? ResTrunc6]

1 (Fab;m) (an?) (ann) (Fab;c) (Fnb;c> (ann)

1
— (Fap.c) (Fb¢ -
570 ( abie) (F7°) + 5670m* 5670m*

270

(Fap;™) (Fm" ") =

2 (Far™) (Fn®a) (F24) (Fae) (Fn®2) (F2'™)  9(Fp0) (F0.0) (F2°0)  (Fupie) (Fm®) (F2°™)
+ 2835m* + 5670m* B 2835m4 + 5670m*

n bm n bm
) (") (Fnt) (™) (5,00 (P37 () () (57 (57
1080m* 1080m* 1080m* 5670m*

Finniap) (F2°7) (F*™)  (Fannsba) (F27) (™)
1080m* 1080m4

1
144

1
(Famnp") <Fbm) + 144 (an;“b) (Fbm) + (

(Fab;C) (an,c) (Fan) (Fbm) (Fabw) (Fnb;d) (Fan) (FCd) + (Fab;C) (Fma;d) (Fbm) (FCd)
2835m4 5670m* 5670m*

(Fab;C) (an,c) (Fan) (Fbm) - (Fab;C) (Fnb;d) (F(m) (FCd) + (Fab;C) (Fma;d) (Fbm> (FCd>

- 2835m* 5670m* 5670m4
Fa . anb Fan) (fecm F... Fa de Fem B
 (Fabie) (Fmn?) (F) ( )Jr(ab,c)(m,d)( ) ( )+LR(H)(F”)
2835m4 5670m4 144

(Fab?™) (Frn®") (Fij) (F*7) N (Fapie) (F*.°) (Fij) (F7)  (Foun™) (Fij) (FP™) (F7)

1620m* 1620m4 864m*

(Frun?’s) (F5y) (F") (FY)  (Fa) (Fy) (FV) (FM) - R(Fi) (Fe) (F7) (F*)

B 864m4 B 360m2 2160m*
() () (F9) (M) RO (Bl (F9) () 1 ) () (F2°0) (P)
288m? 1728m4 144 M4 1080m4
(Frnnsa®) (Fyj) (F9) (F™) 1 R(Fy) (Fjp) (F) (F*) €

7 » AV
864m* +12R(F”)(F )&+ 180m*
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_R(Fy) (Fu) (F7) (FM) €1 (F4°%) (Rap)  (F2°°) (Fij) (F") (Rap)

[ — ab J—
144m? 180 (F27) (Ras) 945mA 1080m*
1 mn (F4mn) (Rmn) (Fzmn) (FZJ) (F”) (Rm") (Fsmn) (Fen) (Rme)
108 (F277) (Bomn) + 810m4 648m* 3240m#*
42 (Fon) (F™) (Rp©) (Fen) (Fij) (F*7) (F™") (Rin©) + (F2°°) (F2™") (Rambn) (F3b7l> () (Rambn)
432 en) " 2592m* 810m* 810m*

<F35m> (F*") (Rambn) (F3°n) (Fbm) (Rambn) 1
B 810m* - S10m2 108 (F*) (F"™) (Rambn) —

(Fgam) (an) (Rambn)
810m*

— 55 (F*™) (") (Rams) +

(Fij) (Fan) (Fbm) (F”) (Ra,m,bn) + (Flj) (Fam) (an) (F”) (Rambn)
648m* 648m*

B (Fsbm) (Fe?) (Babm)  (F3°™) (F.%) (Ry%pm) (szn) (Fen) (F27) (Reom)

3240m* 3240m* 3240m*
1 b am e (ann) (F"”) (anL) (Racbm) 1 a bm e
~ 133 (F0) (F™) (Ra“ym) — YT 153 (F) (F"™) (Baom)

(Feb) (Fm) (Fam) (F”> (Raebm)
2592m4

(Fe?) (Fij) (F*™) (FY) (Ra®ym) N (F2°%) (Fen) (F™") (Ra“bm)

i 2592m4 3240m*

Jr

Reglas para simplificar
Colocar las reglas que se usan para el caso con una particula de espin 1/2

Resultado simlificado
RT6SEsc := Expand[RT6Esc /.R1 /.R2 /.R3 /R4 /R5 /. R6 /.R7 /R8 /.R9 /R10/R11 /.R12 /.R13
/R14 /R15/.R16 /R17 /.R18 /.R19 /R20 /.R21 /.R22 / R23 /. R24 / R25 / R26 / R27
/R28 /.R29 /.R30 /R31 /.R32 /.R33 /R34 /.R35 /.R36 /.R37 /.R38 /.R39 / R40 / R4 1
/R42 / R43 /. R44 /| RA5

Resultado Final

bd
(Fup)? - Fotie) (F,Z?)(F2am)+2(Fab7L) (Faia) (F2 )7 (Funi) (F3"") 1 oo
abse 1890m* 945mA 540mA 144 7\

b
180

(Faie)* (Fi)® | (Fig)*  R(Fi)* | (Funsan) (F2°7) (F*) - (Fabse) (Fna?) (F*7) (")

1080m* 288m? 1728m* 540m* 1890m*

(Fabie) (Fa) (FP™) (Fe?)  (Fy) (Fye) (F7) (FRY) - R(Fy) (Fjr) (F7) (FF)
1890m* B 360m?2 + 2160m*
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1 (anab) (anb) (an) (F 'a) (F ) 2 (an) 1 _ R (F) 45
—— (Fpp. @) (F™™) — ; mn;q ij = Foy2g_ By) 8
73 (Fmnsa) (F77) 1080m? 432m? + B EG) - — g

. ] ij kl\ ¢
R (Fu) (ijé)ogi ) (I € ,%(FQ‘“’) (Rap) -

(F4"") (Rap) | (F2°7) (Fij)? (Rap)
945m* 1080m?

(F2°%) (F2"") (Rambn)  (F3"™) (F*") (Rambn) 1

- _ am bn
540m4 360m4 72 (F ) (F ) (Rambn)

(Fij)® (F*™) (F*") (Rambn)
432m4

Jr

Los resultados finales se simplifican atin mas si se usa (B.17), asi que finalmente se llega
a(6.11)y (6.12).



APENDICE K

CORRECCIONES AL LAGRANGIANO
EULER-HEISENBERG EN LA QED

En este apéndice se colocan los resultados de un programa elaborado en MATHEMATICA
que permite encontrar las correciones del tipo Euler-Heisenberg al orden F° y ademas se
consideran términos hasta con dos derivadas.

K.1. Espin cero

@ _ 1 1 _LF 2 iF VFﬁ#_LFHVDF
sealar = T2 gt | ~ g (o) g B 144 b ¥
1

1890 m*
tr[F?) F,, 3" Fo" 4

1
—_tr[F?)? tr[F*
288 m? Tl +360m2 T

1

£ ATlF) (Fap ) = o

Fuvg” (F)

Fapy Fuﬁ’v (F2)or — Fopy Faﬁ,v (F?)

1
1080 m*
1

+ 270 m#

—— F.5- F,, B
T B3ams 1620 m4 = o8 T,

1
[ed B B pav
Fopoy B FP EV 4 iy Py By FOV FV =

1
+m tr[F2] FH \:‘F‘u,,

1
540 m4

864 m*

Fpop (F2)8 v 4 tr[F?)3 + tr[F2] tr[F*] + tr[F9]|. (K.1)

864 mS 720 mS 945 mS

K.2. Espinl/2

1 1 1 1
"l = Tg 9.1 _7(Fa6,w) +—F’“’DFW—|—

2
872mt | m2 180 36 [F]

tr[F*]

spinor

2m 180 m?

1 11 .
+ 21071 TP (Fag )’ mFaﬁnFuﬁ’v (F2) —

Fuv,ﬁu (F3)6u + 90 m*

Fup Fua;y FBr o

— P, FB(F2)m
945 m4 By s ( )

(F%)" OF,, — Fop oy Fl Y FOR FBY

2
189 m*
tr[Fz] FOF,, + ——

T
135 m4
2
189 m#

270 Ful/,()zﬂ (FZ)@B FHV

62

7
tr[F?)3 tr[F?] tr[FY) —
r[F7]° + r[F=] tr[F7] 945 b

180 mS

tr[F]| . (K.2)

1
108 m6

151
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