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Teoremas de Murnaghan y Littlewood Sobre
Productos de Kronecker de Funciones Simétricas

Grover Colque Diaz
Resumen

El producto de Kronecker de dos funciones simétricas homogeneas f y g, ambos de
grado n, se define por fxg = ch(p-1), donde ch es la funcién caracteristica de Fro-
benius y ¢, 1) son caracteres complejos del grupo simétrico S, tales que f = ch(yp)
y g = ch(?)). En general, calcular productos de Kronecker no es tarea facil aun-
que existen algunos resultados al respeto. Dos de los resultados mas importantes
sobre este producto fueron publicados por Murnaghan en 1956 y Littlewood en
1958 aunque la demostracion de Littlewood no es facil de entender y Murnaghan
nunca publicé su demostracion.

En este trabajo, utilizando el lenguaje de funciones simétricas, se demuestran
los dos resultados anteriormente mencionados; para ello nos basamos en un re-
sultado publicado en 1991 por J. Y. Thibon a partir del cual, los resultados de
Murnaghan y Littlewood, se deducen como consecuencias de este resultado que
es mas general y que tambien se demuestra en este trabajo.

Palabras Clave: funcion simétrica, caracter, algebra graduada, bidlgebra,
funcién caracteristica, producto de Kronecker.

Abstract

The Kronecker product of two homogeneous symmetric functions f and g, both
of degree n, is defined by f % g = ch(yp - ¥), where ch is the characteristic map of
Frobenius and ¢, 1) are complex characters of the symmetric group .S,, such that
f=ch(yp)y g=ch(?). In general, calculating Kronecker products is not an easy
task, although there are some results in this regard. Two of the most important
results on this product were published by Murnaghan in 1956 and Littlewood in
1958 although Littlewood’s proof is not easy to understand and Murnaghan never
published his proof.

In this work, using the language of symmetric functions, the two previously
mentioned results are demonstrated; for this we are based on a result published
in 1991 by J. Y. Thibon from which the results of Murnaghan and Littlewood are
deduced as consequences of this result which is more general and which is also
demonstrated in this work.
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Introducciéon

La funcién caracteristica de Frobenius ch : R,, — A™ es un isomorfismo de
modulos entre el Z-moédulo de caracteres complejos del grupo simétrico .S, y el Z-
modulo de funciones simétricas homogéneas de grado n. Este isomorfismo permite
trasladar el producto usual de caracteres de R,, a A" y definir un nuevo producto
de funciones simétricas llamado producto interior o producto de Kronecker.

En 1956 Murnaghan [2] y en 1958 Littlewood [1] publican dos resultados im-
portantes sobre productos de Kronecker aunque la demostracién de Littlewood
no es facilmente comprensible, y por otro lado Murnaghan nunca publicé una
demostracion de su resultado. Posteriormente, en 1991 J. Y. Thibon publica un
articulo [4] en donde se exponen las demostraciones de ambos resultados, siendo
esta la primera demostracion del teorema de Murnaghan y la tercera del Teorema
de Littlewood ya que una segunda demostracién fue dada por C. J. Cummins en
1988. La manera en la que Thibon procede es interesante, demuestra un resultado
general (Teorema 4.11) a partir del cual los teoremas de Murnaghan y Littlewood
se deducen como simples consecuencias de este resultado, a pesar de ello el articulo
de Thibon no ha sido tomado muy en cuenta por la comunidad cientifica, y dado
los importantes resultados que este articulo contiene vale la pena poner mayor
atencién en ello, sobre todo porque en la actualidad los productos de Kronecker
siguen siendo de mucho interés y los teoremas de Murnaghan y Littlewood todavia
siguen desempenando un papel muy importante en esta teoria.

Los teoremas de Murnaghan y Littlewood constituyen dos de los principales

resultados sobre productos de Kronecker desde los inicios de esta teoria hasta el
articulo de Thibon. Por tal motivo, el objetivo principal de este trabajo son pre-
cisamente el estudio de estos dos teoremas. La demostracion de estos teoremas
la hacemos como lo hace Thibon en [4], utilizando su resultado general (Teorema
4.11) el cual también serd demostrado en este trabajo, y como consecuencia de
este resultado se prueban los teoremas de Murnaghan y Littlewood.
A diferencia de Thibon, quien demuestra sus resultados utilizando el lenguaje de
A-anillos, todos los resultados de este trabajo son demostrados utilizando tnica-
mente el lenguaje de funciones simétricas, esto constituye parte de la contribucién
cientifica de este trabajo ya que los resultados de Thibon se traducen a un len-
guaje que es mas comprensible.

Los resultados sobre funciones simétricas expuestos en este trabajo se los pue-
de encontrar en [6] o [3], sin embargo también se agregé material extra que no
contiene [6] y que algunos de ellos se encuentran solamente bosquejados en [3], con
este material adicional se amplian los detalles de las demostraciones de Thibon y
por tanto se exponen demostraciones mas completas.



El trabajo se estructura en cinco secciones. En la seccién 1 se introduce princi-
palmente la notacién y algunos resultados sobre funciones simétricas. En la seccién
2 se estudia la estructura de bidlgebra de funciones simétricas. En el capitulo 3
se define el producto de Kronecker y se estudia algunos resultados que relacio-
nan este producto con la bidlgebra de funciones simétricas. Estas dos secciones
se basan en [3] y las notas de un curso de combinatoria algebraica dictado por
el Dr. E. Vallejo. En la seccion 4 se prueban los resultados mas importantes, el
teorema principal de Thibon (Teorema 4.11) y los teoremas de Murnaghan (Co-
rolario 4.15) y Littlewood (Corolario 4.19). Finalmente en la seccién 5 se exponen
formulas para productos de Kronecker de algunas funciones simétricas, estos se
deducen como consecuencia de otro resultado de Thibon (Teorema 4.18).

1. Preliminares

Sean Ny = NU {0}, n € Ny y = (21,23, ...) un conjunto de variables. Una
composicion débil de n es una sucesion a = (ay, g, - - - ) de enteros no negativos
tal que ), .y @ = n. Una funcién simétrica homogénea (6 simplemente fun-
cién simétrica) de grado n sobre Z es una serie formal f(z) =) c,a® € Z[[z]],
donde «a recorre sobre todas las composiciones débiles de n, % = x{'x5*---, y
[(®601), To(2),.) = f(21, 72, -+ ) para toda permutaciéon o € S(N).

El Z-mo6dulo de funciones simétricas homogéneas de grado n sobre Z se denota
por A”. Dado que f € A™y g € A" implica que fg € A™"", el Z-médulo graduado
A =@, A" tiene estructura de Z-dlgebra graduada. En ocasiones se consideran
funciones simétricas con coeficientes racionales, esta Q-algebra se denota por Ag.

Sea A = (A1, Ag, - -+ ) una composicién débil de n. A es una particién de n, y
se denota A = n, si Ay > Ay > ---. Las partes de A son los \; positivos y su longi-
tud, denotado por ¢()), es el nimero de sus partes. A menudo se usa la notacién
A= (1™ 2m2 ... n™) donde m; es el nimero de partes iguales a i; ademds se
definen lo niimeros zy, = 1™m,12™2my! - - n™m,! y ey = (=1)"*N = sgn(o),
donde ¢ € S, es una permutacién con tipo ciclico (1"™,2™2, ... n™). El conjun-
to de particiones de n se denota por P(n) y P = |, ey, P(n), donde la particién
del cero es ) = (0,0,---). Si A € P, |A| denota el nimero del cual A es particién.

El diagrama de A es el conjunto {(i,7) € N*: 1 <i </l(N\), 1 <j < \}yse
representa ordenando las parejas (i, 7) como las entradas de una matriz y colocan-
do un cuadro por cada pareja (7, ). La particion conjugada de A es la particién
N = (A},...,A},); donde X} es el nimero de cuadros en la j-ésima columna del
diagrama de A. Si \,u € Py p; < A para todo ¢ € N se denota u C A, esto
significa que el diagrama de p estd contenido en el diagrama de A; en este caso,
A/ denota el diagrama que resulta de quitarle el diagrama de p al diagrama de
A. Si p = () se denota simplemente A\ en lugar de A\/{).



Sean A\, € P, u € Ay o una composicién débil de |A| — |u]. Una tabla de
Young semiestdndar (TYSE) de la forma A/u y contenido « es un diagra-
ma A/p cuyos cuadros estan etiquetados con nimeros naturales de manera que
contiene «; cuadros etiquetados con 7, es débilmente creciente en cada fila y es
estrictamente creciente en cada columna. El nimero de TYSE’s de la forma A\/u
y contenido « se denota por K/, y se llaman nimeros de Kostka.

Para cada n € Ny A = (A, \a,...) € P, se define las funciones simétri-
cas monomiales por my = 1y my = > x* donde a recorre sobre todas
las permutaciones distintas a = (g, @g,...) de (A, Ag,--+); las elementales
por eg = 1, e, = mun Yy ey = ey€y - -; las homogéneas completas por
ho = 1, h, = Z#an# y hyn = hyhy, - -; las sumas de potencias por
po =1, pn =My, ¥ Px =D Dx, - - ; ¥ las funciones de Schur por s,,, = >,z
donde T recorre sobre todas las TYSE’s de la forma A\/u v, si el contenido de T es
(ag,a,...), 2T = 2wy -+ . Si A = (n) se escriben simplemente m,,, €,, by, Pp ¥

s, en lugar de mn), €(n), hn), P(n) ¥ S(n) Tespectivamente. A partir de su definicién
no queda claro que las funciones de Schur sean simétricas, el Teorema 7.10.12 de
[6] muestra que si lo son. Ademads, si |A\|—|u| = n, entonces sy, = >, Ka/ppmo.
Los conjuntos {my : A € P}, {ex: A € P}, {hx : A € P}y {sy: A € P} son
Z-bases de A como mdédulo sobre Z; el conjunto {p, : A\ € P} no es una Z-base
de A, pero s es una Q-base de Ag (ver [3]). Como anillos, A puede ser visto como
anillo de polinomios en {¢; : i € N} o como anillo de polinomios en {h; : i € N};
y Ag como anillo de polinomios en {p; : ¢ € N}.
De la identidad de Jacobi-Trudi y su dual (Teorema 7.16.1 y Corolario 7.16.2 de
[6]) se deduce que
hn = Sp = 6(1n).

Dado que ey, es, - - - son algebraicamente independientes sobre Z y generan a
A como Z-algebra, cualquier homomorfismo de dlgebras queda determinado por
sus valores en este conjunto de generadores. En particular, el homomorfismo de
Z-algebras w : A — A definido en generadores por w(e;) = h; (en consecuencia
w(ex) = hy) es una involucién (Teorema 7.6.1 de [6]) y por tanto un isomorfismo
de algebras. Ademés, la Proposicién 7.7.5 y Teorema 7.15.6 de [6] demuestran que

w(pr) = expx ; W(Sk/u) = SN/ (1.1)

A tiene un producto escalar ( , )y : A X A — Z definido en bases por
(mx, hy)a = 0y, donde 0, es la delta de Kronecker. Con este producto escalar,
las funciones de Schur {sy : A € P} forman una base ortonormal de A (Corolario
7.12.2 de [6]), y las funciones {p) : A € P} forman una base ortogonal de Ag
(Proposicién 7.9.3 de [6]), siendo mds precisos se tiene

(P2, Puda = 220 - (1.2)
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Ademas, el isomorfismo w es una isometria con este producto escalar, es decir
(w(f),w(g))a = (f,g)a (Proposicién 7.9.5 de [6]).

SikeN, feA”yue A" entonces existe un unico elemento D(u) € A*
tal que para todo v € A¥,

(Dy(u),v)a = (u, fo)a. (1.3)

Siu e A™ y m < n, se define Df(u) = 0. Entonces, utilizando la identidad
1.3, es facil ver que la aplicacién Dy : A — A definida por v — Dy(u) es un
homomorfismo de Z-médulos; esto permite definir un homomorfismo de Z-mdédulos
D : A — Endz(A) como D(f) = Dy. Ademas si u,v € A, entonces

(D(fg)(w), v)a = (Drg(u),v)a = (u, (fg)v)a = (u, g(fv))n = (Dy(u), fv)a
= (Dy(Dy(u)),v)n = (DyDy)(u), v)a,

por tanto D(fg) = D¢D,. Asi, D : A — Endz(A) es en realidad un homomorfis-
mo de Z-élgebras. Ademas, por Teorema 7.15.4 de [6] se tiene que

Dsu(S)\) = 8)\/#. (1.4)

2. Bialgebra de funciones simétricas

Todos los productos tensoriales que consideremos en esta y las siguientes sec-
ciones seran siempre sobre Z.

Sean x = (x1,22,...) Y y = (Y1, ¥, ...) dos conjuntos de variables. Se denota
por A(z) = @, A"(x) la Z-dlgebra de funciones simétricas en las variables
(1,22, ...). El producto tensorial A(z) ® Aly) = Dy, Den: Ak (x) @ A(y), que
denota el médulo de funciones simétricas en las variables x y y, tiene estructura
de Z-algebra con el producto definido por

(f1®91)(f2® g2) = (f1f2) ® (9192)-

Ademds, si {ux(z) : A € P}y {vu(y) : A € P} son bases de A(x) y A(y) res-
pectivamente, entonces el conjunto {uy(z) ® v,(y) : A\, € P} es una base de

Alx) @ Aly).

Lema 2.1. La correspondencia f(x)®g(y) — f(z)g(y) define un homomorfismo
inyectivo de dlgebras F : A(z) @ A(y) — Z[[x, y]].

El dlgebra A(z) ® A(y) se identifica con su imagen bajo F, en consecuencia
los elementos de A(x) ® A(y) se denotan indistintamente como f(x) ® g(y) o co-
mo f(z)g(y). Con esta identificacién, el dlgebra A(z,y) C Z[[z,y]] de funciones
simétricas en el conjunto de variables {z,y} = {z; : : € N} U{y,; : i € N} es una



subdlgebra propia de A(z) ® A(y) ya que si f € A es de grado positivo, entonces
f(z) = f(z) ® 1 es simétrica en los conjuntos de variables x y y pero no en el
conjunto de variables {z,y}.

Sean z = {z,y} = (v1,%2, * ,Y1,Y2," "), ¢ : & —> yy ¥ :x — z dos
biyecciones. Por medio de ¢ y 1, A(z) se identifica con A(y) y A(z) simplemente
remplazando cada variable x; con su imagen bajo ¢ y v respectivamente. Por
tanto, la aplicacién A : A(z) — A(z) ® A(y) definida por

A(f(2)) = f(x,y) € Az, y) C Az) @ Aly),

es una comultiplicacién coconmutativa de A; y la aplicacién € : A — Z defini-
da por e(f) = fsi f € A% y &(f) = 0 en otro caso, es una counidad de A. Por
tanto, (A, A, ) es una Z-codlgebra coconmutativa, mas ain A y £ son homomor-
fismos de algebras, en consecuencia si M : A @ A —> A es la multiplicacién de A
vy 1 :Z — A lainclusiéon Z = AY C A entonces, (A, M,n, A, €) es una bidlgebra
conmutativa y coconmutativa.

Sean A, u,v € P tal que up C A. Entonces, dado que las funciones de Schur
forman una Z-base de A, existen enteros C;/\w tales que

Sxjp = ZV cz\wsy. (2.1)

* se llaman coeficientes de Littlewood-Richardson.

Los numeros ¢ "
b

Teorema 2.2. Para todo A\ € P,

A(sy) = Zu Su @ Sxa/p = ch/’)’ys# ® Sy

Demostracion. Consideremos el alfabeto ordenado A = {1 < 2 < --- < 1* <
2* < ---} ysea T una TYSE en el alfabeto A de la forma A € P y contenido
(a1, a9, -+ a1+, ag,---). Denotamos (zy)" = [T, 2" ], y?j*, entonces por defi-
nicién de funciones de Schur se tiene que s)(z,y) = Y. ,(zy)’. La parte de T
ocupada por 1,2,--- es una TYSE de la forma pu, para alguna pu C A; en con-
secuencia, la parte ocupada por 1*,2* --- es una TYSE de la forma A\/u. Por

tanto
@) =D @) =Y dusu)s ).

v
donde la segunda igualdad sigue de la identidad (2.1). Esto concluye la prueba. [

Dado que h, = s, para todo n € Nj se sigue inmediatamente el siguiente
corolario.

Corolario 2.3. Para todo n € Ny se tiene que

Alhy) = > he®hy,.

a+b=n



El dlgebra A ® A tiene un producto escalar definido por

(f1 ® g1, f2 @ g2)aen = (f1, f2)a (91, g2)A

para todo f1, f2, 91,92 € A. Con respecto a este producto escalar, la multiplicacién
M y comultiplicacién A de A son adjuntas tal como muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.4. Sean f,g,h € A. Entonces

<A(f)ag ® h>A®A = <f7 M(g ® h)A

Demostracion. Basta demostrar para funciones de Schur sy, s,y s, .
Por Teorema 2.2 se tiene que

(A1), 85 @ Su)reA = Do g 5Cas(5a @ 58,5, @ Su)aon = €,
Por otro lado, por las identidades (1.3), (1.4) y (2.1), se tiene

(53 8uSu)a = (Ds, (82) 8u)a = (Sx/s Su)a = D0y € o (Sas 8008 = €,
El teorema se concluye de las dos anteriores igualdades. O]

Por la coconmutatividad de A y la identidad (1.4), la primera igualdad del
Teorema 2.2 se puede escribir como

A(sy) = ZH(DSH(SA)) ® 5, (2.2)
Lema 2.5. Si f,g € A y A(g) =Y 91) ® g(2), entonces

Di(g) = >{f, 90)) a9

Demostracion. Por la identidad (1.3) y el Teorema 2.4 se tiene

(Ds(g), u)a = (g, fuhs = (A(9), f @ uhaor = Y _{90) © g2y, f ® ) aen
= Z(gu), F)al9e), wa = <Z<g(1), a9, U>A

Esto prueba el lema. O
El siguiente teorema generaliza la identidad (2.2) para cualquier f € A.

Teorema 2.6. Sean {uy : A € P} y {vr: A € P} bases duales de A con respecto
al producto escalar (| Y5. Entonces, para cada f € A

A(f) = Z#(DUHO")) X UM'

Demostracion. Basta demostrar para una f elemento de una base.
Como {v, ®v, : a,v € P} es base de A® A, para cada A € P existen enteros dg,y
tales que

Avy) = Za,u dg,yva QU, =D,V ® (ZV dé‘é7yvy) )
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Por el lema anterior se sigue que

Dy, (va) = Do (s Va)a ( , dg,yvy) =>, dl’\wvy.
Remplazando esta identidad en la anterior y por la coconmutatividad de A se
sigue que

A(vy) =32, Va ® Dy, (03) = 32, Du, (03) ® vy
Como {vy : A € P} es base de A, el teorema queda demostrado. O

3. Producto de Kronecker de funciones
simétricas

Sea {x* : A F n} el conjunto de todos los caracteres irreducibles de S,, (Teo-
rema 7.18.5 de [6]) y R, = @D,.,Z - x* el Z-médulo de caracteres complejos
de S,, entonces el Z-médulo R = @,- R, tiene estructura de Z-dlgebra gra-
duada con la multiplicacién definida por ¢ e 1) = Indgztgn (¢ x 9); el uno del
algebra es el caracter trivial 1g, € Ry. De la identidad (7.75) de [6] se sigue que
X" (0) = (=1)¥ = sgn(o), donde k es el niimero de ciclos de longitud par en la

descomposicion de o en ciclos disjuntos.

La funcién caracteristica de Frobenius ch : R, — A™ se define como
ch(p) = > igp(,u)pu, donde ¢(u) es el valor de ¢ en la clase de conjugacion
de las permutaciones con tipo ciclico g = (1™2™2...n™"). Esta funcién es un
isomorfismo de Z-modulos y se extiende a un isomorfismo de Z-dlgebras gradua-
das ch : R — A (Proposicién 7.18.4 de [6]). Este isomorfismo permite trasladar
la estructura de codlgebra de A a R; este proceso concluye con la comultiplica-
cion Ag : R — R ® R definida por Ag(p) =3 ., ., Resgzxsb(w) y la counidad
er : R — 7 definida por eg(p) = ¢ si p € Ry y er(p) = 0si ¢ € R, y
n > 0. Ademés, Ag y g resultan ser homomorfismos de dlgebras, en consecuen-
cia (R,e, 1o, Ag,eg) es una Z-bidlgebra conmutativa, coconmutativa y ch es un
isomorfismo de bidlgebras.

El Z-mo6dulo R, tiene ademés estructura de anillo con la multiplicacién usual
de caracteres de S,,. Por tanto, utilizando el isomorfismo ch, se puede trasladar
este producto de R, a A". Asi, se define un nuevo producto en A™.

Definicién 3.1. Sean f,g € A" tales que f = ch(y) y g = ch(¢)). Se define
frg=ch(p-).

x se llama producto interior o de Kronecker.



Por definicién de ch y la identidad (7.22) de la proposicién 7.7.6 de [6], se
tiene que ch(ls,) = >,.,, 2y DA = Sn, por tanto s, es el uno de A" con respecto
al producto interior y ch : (R, +,-,0, x™) — (A", +, %,0, s,) es un isomorfismo
de anillos. El producto * se extiende a A definiendo f g = 0 si f y g son de
grados diferentes, por tanto A no es un algebra graduada con el producto interior
y tampoco tiene uno.

Del Corolario 7.17.5 de [6] se sigue que

ch(x*) =D 2z Mwpu = sx. (3.1)

°w
En particular,

ch(x"")) = smy = en
Por Corolario 7.17.4 de [6] y las identidades (1. ) se tiene que
XX(,u) = <pw SN )A = <w(py),w(8)\/)>,\ = <5upw SA)A = 5uX/\(/~L>‘

Por tanto,
€n * S\ = ch(X(1 ) -XA) = ch(x’\ ) = sy,

esto implica que
8}\/ k SM/ = S)\ * SH'

Si x* y x* son caracteres irreducibles de S,,, entonces existen enteros no ne-
gativos g(\, u, v), llamados coeficientes de Kronecker, tales que

=D g )X

De esta identidad y la definicién de producto interior se deduce que

sy * s, = ch( (x*x") Zg (A, i, v)ch(x”) = Z . g\, 1, v)s,. (3.2)

vkn

Ademas, dado que los caracteres irreducibles de .S,, son ortogonales, se tiene que

g 1) = (AN X)) ,Zx X" (o),
- oESh
esto implica que g(\, i, V) es invariante bajo permutaciones de A\, py v.

Lema 3.2. Sean A\, ;1 € P. Entonces px * p, = 2x0x uDx.
Demostracion. Por Corolario 7.17.4 de [6] y la identidad (3.2) se tiene que

(px % s su)a = D X X (1) (50 % 55, 50)8 = Zxo‘( Zg  B,7)(8y: 500
a,B
=> X"’ (g Zx Z 1)g (u,a,ﬁ)
a,B
=D XX (X ZX (\) Xa



y por la Proposicién 7.17.6 (a) de [6] se concluye que

(Dx * Py su)a = X (1) 230x 0 = 2200 1 (Pus Sv)a = (2a0x,1Ps Su) -
Esto prueba el lema. O
Corolario 3.3. Si f,g € A" yv tn, entonces (f x g,pu)a = (f,0)4{g, Pv)A-

Demostracion. Por el lema anterior y la identidad (1.2) se tiene

(Dx * Dy Duya = 22001 (Dr, Pu)A = 2000 122000 = 200002400 = (Dx, D) A (Pps Do)

Esto prueba el corolario ya que {py : A € P} es una base de Ag y A es una
subélgebra de Ag. O

Sean z y y dos conjuntos de variables y xy = {z;y; : i,j € N}. Si f € A
entonces f(zy) lo pensamos como un elemento de A(z) @ A(y).

Teorema 3.4. Sean f,g,h € A™. Entonces
(f(zy), 9(x) @ h(y))aon = (f, 9 * h)a.

Demostracion. Basta demostrar para f = p,.
Si m € N, entonces sigue de su definicién que py,(zy) = pm(z)pm(y). Por tanto,
pa(zy) = pa(x)pa(y) para todo A € P, y por el corolario anterior se sigue que
(Pr, g% h)a = (Pr, 9)a(pa, h)a = (pa(2) @ pA(Y), 9(2) ® h(y)) asa
= (palzy), 9(x) @ h(y)) aea-

Esto prueba el teorema. O

Definicién 3.5. Se define un producto interior en A ® A por

(fi®ag)*(f2®g2) = (fi * f2) ® (91 * g2),
para todo f17f2791792 S A
Teorema 3.6. Sean f € A®, g € Ab y h € A", con n = a + b. Entonces,

(fg) xh=M[(f ®g)*Ah)],
donde M es la multiplicacion de A.

Demostracién. En teorfa de representaciones se tiene el isomorfismo Ind$ (V) @
W 2 Ind$(V @ Res$(W)) (Lema 1.6.9 de [7]) donde H es un subgrupo de Gy
V,W son un H-médulo y G-médulo respectivamente. Esto implica la identidad
de caracteres

Ind% (xv) - xw = Ind% (xv - Res§; (xw)).

Sean x € Ry, ¢ € Ry, ¥ € R, tales que ch(x) = f, ch(¢) = g y ch(v)) = h. Por la
identidad anterior se tiene que

Ind37, s, (X X 9) - ¥ = Indg g, (X X @) - Resgl s, (1))

Aplicando el isomorfismo ch a esta identidad se concluye con el teorema. O



4. Foérmulas de Murnaghan y Littlewood

Sean A = [Len, A" F = (fu)nengs G = (gn)nen, € A tales que f, g, € A™.
A es un algebra con la multiplicacio’n definida por
FG = (fi)ieny(95)jen, = (ZiJrj:n figj>

El uno del dlgebra es 1 = (1,0,0,---).
Seau=73 " u €A conu; €A". Como Dy, (u;) =0 para todo n > i, entonces

> Dy w) =Y Dy (u)=> Y Dy (u) €A

neNg neNg =0 n=0 i=n

n€eNy

Esto permite definir la siguiente aplicacion.
Definicién 4.1. Para cada F € A se define la aplicacion DF A — A como

Dp(u) = ZneNo Dy, (u).

Como Dy, es un homomorfismo de Z-mdédulos, entonces Dy es también un homo-
morfismo de Z-mddulos; esto permite definir una aplicacién D:A— Endz(A)
como ZA)(F )= D r, es facil ver que D es homomorfismo de Z-médulos ya que D es
un homomorfismo de Z-moédulos. Mas atin, como D es homomorfismo de algebras,

D(FG) =D (Z fi%‘)neNO = ZD<Z fz'Qj) => > D

i+j=n neNy i+j=n neNg i+j=n
- (zon) (X 06) - B0t
1€Ng Jj€No
por tanto D es un homomorfismo de Z-algebras.

A continuacién se define una aplicacién bilineal que extiende al producto es-
calar de A, y por tanto se la denota también por (, )a.

Definicién 4.2. Se define la aplicacién bilineal (, )a : A X A —> Z por

<'LL, F>A = Zi:0<ui7 f’i>/\7
donde u = >"" ju; y u; € AL

Si u € A" entonces por la definicién de lA?F y la identidad (1.3) se tiene que
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Por la linealidad de Dp y la bilinealidad de (, ), se sigue que
(Dp(u),G)s = (u, FG), (4.1)
paratodou € Ay F,G € A.

Sean H; y F; las series formales
Hy(2) = [Then(l = znl) ™ = 3en, hn(@)t" € A[[E]],
Ey() = [pen(1 + 2nt) = 3 e, en(@)t" € A[[t]].
Entonces, H;(z) y E_;(z) son inversos uno del otro; en particular Hy =3 ey, n=
(Pn)neny € Ay By =37 o (= 1) en = ((— 1) en)neN € A por lo que se tienen

definidos dos homomorfismos de Z-mddulos DHl, Dp. . A — A. Ademads, como

H, y E_; son inversos y D un homomorfismo de algebras, Dy, v Dg_, son inversos
y por tanto isomorfismos de moédulos.

Sea f € A. El entero que resulta de evaluar f en (1,0,0,---) se denota por
f(1), y la funcién que resulta de remplazar el conjunto de variables y = (y1,y2, - - - )
por (1,0,0,---) en A(f) = f(x,y) se denota por f(x,1).

Lema 4.3. Sea f € A. Entonces lA)Hl(f)(w) = f(z,1).

Demostracion. Sea g = n. De su definicién se sigue que m,(1) = 1sip=ny
m,(1) = 0 en otro caso, en consecuencia

sx(1) = Zm—n Ky (1) = Ky nmi (1),

y de la definicién de TYSE sigue que s)(1) = 1si A =n, y sx(1) = 0 en otro caso.
Por tanto, del Teorema 2.6 con uy = vy = s, y dado que s,, = h,,, se sigue que

fa,1) = Sy sa() Dy (@) = X pen, Do (@) = D (f)(2).

Corolario 4.4. EHI Yy ﬁE_l son isomorfismos de dlgebras

Esto sigue inmediatamente del lema y del hecho que D 0y D E_, Son inversos.

Sea = H( eNg A" ® AJ. La aplicacién ¢ : : A® A — Q definida por
e(FRG) = (fi ® g]) (i)} es inyectiva pero no es suryectiva (ver seccién 4
de [8]'). Identificamos A ® A con su imagen bajo ¢, en consecuencia se denota

indistintamente FF @ G 6 (f; ® 93) (i,j)EN2"

En lo que sigue, a;x, bik, ¢ir ¥ dir denotan elementos de A? para todo k € N.

1Se vio la necesidad de citar estas notas debido a que no se encontré algin libro o articulo que
contenga este resultado, pero esto no es muy relevante para este trabajo ya que dicho resultado
no se usa en la demostracién de ningiin teorema.
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Definicién 4.5. Se define la aplicacion J\/4\1 : ) —» A como

]/\4\1 ((Zk Qi X bj,k) (i,j)eNg) = (ZiJrj:n Zk ai,kbj,k:>

La restriccion de ]\/4\1 aA®A queda definido por

n€eNp

—~

Ml(F X G) = M, ((fz X gj)(i,j)eN%) = (Ziﬂ-:n figj> = FG,
por tanto ]/\4\1 es una extensién de la multiplicacion de A.

Definicién 4.6. Se define la aplicacién *; : Q — A como

" ((Z’f @i @ bjk) (m’)eN3> N <Zk G * bik)ieNo ‘

La restriccién de *; a A®A queda definido por
Fx G=%(F®G)=%((fi ®9)ujez) = (fi * gi)ieno,

por lo que *; induce un producto en A con la cual tiene estructura de &lgebra.
Ademas, como h,, es la unidad de A™ con respecto a *, entonces H; es la unidad
de A con respecto a *;.

Definimos ahora dos productos en 2 que las denotamos por M, (o simplemente
por -) y *z, la razén de estas notaciones es que estan estrechamente relacionados

PNy

con M y *; respectivamente. Esto se vera de inmediato.
Definicién 4.7. Definimos el producto ]\/4\2 Q2 x Q — Q por

(Z i g & bj,k) : <Z Ciy & dj,l) = ( Z Z Qs kCti X Z Z bs,kdt,z>
k (i) N ! (i) (

s+t=i k,l s+t=j k1 i)

Definicién 4.8. Se define el producto %3 : Q x 0 — Q por

(Z i & bj,k) * (Z Cig & dj,l) = ( <Z ;g * Ci,l) b2y (Z bjr * dj,l) )
k (4,3) ! (4,5) k.l k.l (

Sean L = (Iy)neng, B = (n)nen, € K, con l,,r, € A" Si se restringen los
anteriores productos a A ® A x A ® A, estos quedan definidos por

i.5)

(F®G)- (L®R)=(FL)® (GR), (4.2)
(F®G)*2(L® R) = (F*L) ® (GxR). (4.3)
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Es decir, los productos J\//Tg y %o de A ® A no son otra cosa que los productos J\/4\1
y *; de A definidos en cada factor.

Sl (An)nENm (Bn)nENo S (2 donde Anan S H

ductos M, y %5 se escriben como

(An)neny - (Bn)neny = (Z A B> , (4.4)
n€Np

i+j=n

i J -
irj=n N ® A, entonces los pro

(An)nENogk\Q(Bn)neNo = (An * Bn)neNo . (45>
Definicién 4.9. Se define la aplicacion A: A — Q como
A(F) = (A(fn))neno-

A 10 es una comultiplicacién ya que I m(&) z A®A (ver seccién 4 de [9)?),
por lo que es necesario tomar como codominio el conjunto 2. Ademas, por la
identidad (4.4) y dado que A es homomorfismo de algebras se tiene que

A(FG (Z ﬁ%) — (Z fh%) = (Z A(ﬁ)N%))
= (A(f))n - (Algn))n = A(F)A(G),

es decir A es multiplicativa. Ademas, del Corolario 2.3 se sigue que

n

A(H,) = ( > he® hb) = (ha)a @ (hy)y = Hy @ Hy.  (4.6)

a+b=n

El Teorema 3.6 se extiende a A como sigue:

Teorema 4.10. Si F,G, L € A Entonces,
(FG)% L = My[(F ® G)%A(L)].

Demostracion. Por teorema 3.6 se tiene

FG *1L_ < Z fagb> :"\1 n n: (( Z fagb> *ln) = <Z (fagb)*ln>
= < > M[(fa® a) *A(ln)]> = (M ( Y lfa®a) *NM]))

a+b=n a+b=n

= M, K( > fa ®gb> *A(ln)> ] = M, [(F@ G)%ﬁ(L)} .

a+b=n

2Se cita por la misma razén que [8].
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Para evitar la sobrecarga de notacion, en lo que 51gue se escriben D en lugar
de D M en lugar de M1 y Mg, x en lugar de *; y %o, y A en lugar de A. El
contexto nos permitird distinguir entre las distintas aplicaciones.

El siguiente teorema es el resultado principal del presente trabajo y fue demos-
trado en 1991 por J. Y. Thibon en [4]. Los teoremas de Murnaghan y Littlewood
son realmente consecuencias de este teorema.

Teorema 4.11. (Thibon 1) Sean {uy : X € P} y {v, : u € P} bases duales de A
y f,g € A. Entonces

(Hvf) * (Hig) = Hn Y Duy () Do, (9) (s 5 ).
Demostracion. Por Teorema 4.10 y dado que A es multiplicativa se tiene que
(H1f) * (Hig) = M[(Hy @ [) « A(H1g)] = M[(H: ® f) = (A(H1)A(g))].

Por la identidad (4.6), Teorema 2.6, las identidades (4.2), (4.3) y dado que H; es
unidad de A respecto de %, se sigue que

(Hyf) * (Hig) = M '<H1 @ f)x (o) (3 Dyl ou,))]
=M |(H, ® f) * (Z H\D,,( ®H1uu)]

=M :Zuep(Hl * H1D,,(g)) @ (f * Hl“u)}

neP

=30 D) Hi),
y nuevamente por Teorema 4.10, Teorema 2.6 e identidad (4.3) se concluye que
(Hif) x (Hig) = le D, (9)M [(H1 @ uy) = A(f)]

= H, Dv#(g)M (Hy ®uy,) * <Z D, (f ®u,\)

AeP

=H; Zuep D, (g)M Z(Hl * Dy, (f)) @ (uy * u,\)]

= H Y Du(9) (3, Do (D v w))
— H, ZMEP Dy, (£)Dy, (9) (s * ).
]

La identidad de Jacobi-Trudi (Teorema 7.16.1 de [6]) expresa las funciones de
Schur sy, como la determinante de una matriz cuyos elementos son las funciones
homogéneas completas h,’s, donde n € Z y h,, = 0 para todo n < 0. Siguiendo
esta idea, se define una funcién s, para todo a € Z* como sigue:
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Definicién 4.12. Sea o = (o, ..., ) € Z". Se define la funcion s, como

So = det(ha,—i+j);

ij=1
Es claro que si a es una particion entonces s, es una funcién de Schur, por
esta razon se la denota también con la letra s. Aplicando intercambio de filas
en la determinante s,, no es dificil ver que si « no es particién entonces s, = 0
6 so = 53 para alguna particién 5 (ver [5]), por tanto s, es una funcién simétrica
para todo o € Z". Mas atin, si s, # 0 entonces s, € A* donde k = S, es
decir el grado de s, es la suma de las coordenadas de a.

Definicién 4.13. La funcién () : A — A se define en la base de funciones de
Schur como (sx) = 37z 85, donde A, = (p, Ay, -+, \p) € ZFFL

De la definicién de s, se sigue que sy, = 0 para todo p < —k. Ademds, como
el grado de sy, es la suma de las coordenadas de A, no existen dos enteros p y ¢
diferentes tales que sy, # 0, 55, # 0 y tengan el mismo grado, esto implica que

(sx) € A. Asf la funcién anterior estd bien definido.
Lema 4.14. (f) = HiDg_,(f).

Demostracion. Como Dg_, es homomorfismo, basta probar para f = s,.
Sea A = (A1,..., \g). Por definicién y la identidad de Jacobi-Trudi se tiene que

hp th hp+2 e hp+k
h}\lfl h)\l h)\1+1 T h/\1+k71
S)\p = h}\2—2 h’)\g—l h}\z T h>\2+k—2
-k Pa—ks1 Pag—re2 o0 hyy,
= hypsx = hpr1sn/a) + hpssiyan = -+ (=17 hpesyar)
= hpSA-—-hp+1l)81(SA)-+*hp+gl)%lJ)(SA) — +_(__1k)hp+kl)s“k)(sk)
= hpDeg(53) = hp1De; (83) + hypyaDey (53) = -+ (=19 hy . Dey (1),
Por tanto
D 85, = ypDey(s3) =D hpp1De,(53) —1%)> " hpkDe, (53)
PEZL PEZL PEL PEL
k
_ (Z hp> (Z(—l)iDexsn) .
PEZL =0

Como ¢()\) = k, entonces (1) € X para m > k, por lo que D,,,(5)) = sx/am) =0
para todo m > k. Por tanto,

N =D 5 = (Z hp) (Z(—wei(sn) = H\Dp_,(s3).

DPEL PEZ 1€Np
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Corolario 4.15. (Murnaghan [2])

_ Dy, (px)
- <;D’Px(f>Dm(g) 2\ >

Demostracion. Por el Lema 4.14, Teorema 4.11 (Thibon 1) con uy =
y Lema 3.2, se tiene que

(f)*(g9) = (HiDg_,(f)) * (HiDg_,(9g))
= H, ZA# DP,\ (DEA(f)) DPM (DE—l(g)) (Z2 * @>

ZN e
= H; Zk Dp)\ (DEA(JC)) Dm (DEfl(g)) &’

2\

28 —
P y u_p;u

como D es homomorfismo de algebras conmutativas y Dg_, Dy, = 1 sigue que

=

le D, ) De_, (Dp,(9)) De_, (
— H\Dp (ZA D,, (f)D,, (9) DH;)(\pA))
SO RULRTECS

Lema 4.16. Dy, (f * g) = 32\ D5, (f) * Dy, (9)-

Demostracion. Sean f,g,u € Ay u(zy) = Y. uii(x) ® ug,;(y). Por la identidad
(4.1), Teorema 3.4 y la identidad de Cauchy (Teorema 7.12.1 de [6]) se tienen las
siguientes igualdades.

(D, (f xg),u)n = (f * g, Hru)a = (f() ® g(v), Hi(2y) - u(zy))aca

=3 3 @) @ 9(y), (53(2) © 53(1) - (114(2) @ 24(1)) o
=3 " (@) s @)una(@))alg ), sx(m)uai())a

=3 > DA @) i i 2)a(Dey ) (0), w2 (9)n

=3 S DL HE) @ (Deyg)(y), 1n4(2) @ () ron

=" (Do F)(@) @ (Dayg)(9), ulxy)) aea

=Y (Do () * Diy(9), u)

Esto prueba el lema. O
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Lema 4.17. (Thibon) Si f,g € A, entonces

Z)\7M(D5Af)(Dsug)(S)\/V * Su/u) = ZAM(DSVDS,\JC)(DSUDS;LQ)(SA * Su)-

Demostracion. Consideremos A = A(x) @ A(z) @ A(w) ® A(y) con dos estructuras
de dlgebra, la estructura de algebra graduada usual y la estructura de algebra con
el producto definido por

(1@ f3® [1) % (01 @ 92 @ g3 @ 94) = [191 @ f292 @ [395 @ (fa * gu).

Sean f(x,z,y),g9(z,w,y) € A. Aplicando dos veces el Teorema 2.6, con uy = vy =
Sy, se tiene

F(w,2,9) % g, w,y) = (kasxf)(x D50) % (X2, (Du9)a, w)su<y>)
= (3,3, 2uDu D@5 2®) % (32, 32, Dea(Dog)(@)sa(w)s,(v))

= (Z&V(DsuDsAf)(x)sV( >sk<y>) % (30, (De D) @)s a<w>su<y>)

=3 (DD D) (De, D) )5 (2)saw) (52(1) * 50 (9):

De manera analoga se tiene
flanzy) wy glew.y) = (32, (DuN@sa) 5 (3 (Do)@)suw.y)
= (32, (0u D@ Y s@srn®)) % (3 (De0)@) D salw)syaly)

= (X, D N@s D0 ®) 5 (X2, (De9)@)sa(w)sialy)
=3 (DU @)D g)@)50(2)30 (W) (s30() * S0/a(y) -

de las dos igualdades anteriores se sigue que

Z ( Skf)(x)(L Sug)(l)sl/(z)sa(w) (SA/V(y) * S,u/a(y»
AV, o
Zk,mu,a< SyTTEA )(ZL’)( Sa Sug)(I)SV(Z)SOé(w)<S>\(y) * Su(y))

Considerando A como A(z)®A(y)-mddulo y tomando los coeficientes de s, (2)s, (w)
en ambos lados de la igualdad, se tiene

Y (D N(@)(Ds,9) (@) (53/0(y) * 800 (y) = Y (Ds, Dy, f)(2)(Ds, Dy, 9) () (52(9)*5(9))

A, A
y haciendo y = z,

ZA,#(DSAJC)(DS,LQXSA/V * Sppy) = ZA,'LL(DSVDSAJC)(DSVDS;Lg)<S>\ % 8p)-
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Teorema 4.18. (Thibon 2) Si f,g € A, entonces

(f) * (g) = <Z (Doy £)(Ds,9) (s3/0 * Su/'/)> :

AV

Demostracion. Por Lema 4.14, Teorema 4.11 (Thibon 1) con uy = vy = sy, y el
hecho de que D es un homomorfismo de dlgebras conmutativas, se tiene

(fy*(g9) = (HiDpg_,(f)) * (HlDE (9))
=M Z (D (f))Ds,(De_,(9)) (82 * 5,.)

—HIZ DE 1(Ds>\f)DE 1(D8ug)(‘9}\*su)
= HIDE,l Z)\’H<Ds>\f)(Dsﬂg) ((

= (3, (Do) (Deg)Dit (33 %5, )

por el Lema 4.16, se concluye que

<f>*<g> = <Z(Ds>\f)(Ds#g) Z SA/V * 5,u/1/> = <Z(Ds>\f)(Ds#g) (3)\/1/ * 3/1,/11)> .

A A,V
]
Del lema y teorema anteriores sigue inmediatamente el teorema de Littlewood.

Corolario 4.19. (Littlewood [1])

(f)*(9) = <Z (Ds, Dsy (F))(Ds, D5, (9)) (52 * Su)> :

PWINZ

5. Algunos Productos de Kronecker

En esta seccion se deducen algunas féormulas de productos de Kronecker para
algunas funciones simétricas particulares.

Proposicion 5.1. Sea p < q. Entonces

p p—k k
E E E S(19—p+2i op—k—i_j) + E S(19—p+2i+1 gp—k—i—1 j 1)

k=0 i=0 \ j=2 j=1
k k
+ E 8(1q7p+27l7172p7k7i’j+1) + E 8(1q7p+2i72p7h7i717j+2) .
j=1 7=0
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Demostracion. Por Teorema de Thibon 2 se tiene que

(ep) * (eq) = <ZAW san/x S/ (S * SM/V)> :

Para que los términos de la suma sean distintos de cero, A y p deben ser de la
forma (1), y como el producto interior es distinto de cero solo si ambas funciones
son del mismo grado, se debe cumplir |A| = |u|. En consecuencia, se debe tener
A= p = (1%), con 0 < k < p. Por tanto, se sigue que

p
(ep) * (eg) = <Z D sae-rysaa-ry (samyw * S(1k>/u)>
k=0 v
P k
= <Z D seysaar) (e * 5k > -

k=0 j=0

Por la identidad (3.3) y la version dual de la regla de Pieri’s se sigue.

<ep> * <€(J> = <Zze(qk)s(lp k) Sk ]> <ZZ (ZS 19—p+2i 9p—k— z)) 3kj>

k=0 j=0 k=0 j=0 \i=0
p p—k k
E E E S (19— p+2i 9p—k— 1)3]
k=0 =0 7=0
Por regla de Plerl s se tiene que
S(1a72b) 87; ] = 0
S(1a72b)S]’ = S(1a72b—173) + S(la—172b+1) + S(1a+172b) Si j = 1
Sa2b1j42) T Saam120g41) F Saarigrtjon + Saezy) S1J 22
de donde
k k k
E S 1a 2b E S(la 2b—1 ]+2 E S(la_l,Qb,j-i-l) + E S(1a+1,2b—17j+1) + E S(1a72b,j).
=1 j=1 j=2

La proposicion se concluye aphcando este resultado a ijo S(1a-p+2i gp-k-yS; [

Las demostraciones de las siguientes proposiciones siguen las mismas ideas de
la demostracion anterior por lo que solamente los enunciamos; ademaés las pruebas
se las puede ver en el articulo de Thibon [4].

Proposicion 5.2. Para todo p,q € Ny se tiene

min{p,q}
(sp) * (eq) = Z (Sp-keq-k(er + ex-1)).
k=0
Proposicién 5.3. Sea p < q. Entonces
p p=k k
(sp) * (8q) Z Z Z <S(a,i+b,p+q—2k—i+c)>-
k=0 i=0 j= a+b+c=j

a<z' b<p+q—2k—2i
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