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Resumen

De acuerdo al Modelo Estandar, los neutrinos son particulas elementales de espin un me-
dio, sin masa, neutros e interacionan débilmente; es el companero del doblete de su lepton
cargado. Los neutrinos toman un rol importante para explicar diferentes fenémenos como el
proceso de decaimiento beta inverso. En este trabajo realizaremos un calculo donde se po-
nen de manifiesto las propiedades electromagnéticas de los neutrinos, siendo estas particulas
neutras que se pueden acoplar a campos electromagnéticos mediante su momento dipolar
magnético. Concretamente trabajaremos en el proceso v; — v; + 7, el cual sélo tiene sentido
como un proceso de fluctuacion cuantica. El calculo que se realizard lo llevaremos acabo a
nivel de un lazo en el Modelo Estandar Minimamente Extendido el cual incluye términos
de masa para los neutrinos. Utilizando el Lagrangiano de corrientes cargadas C' PT° donde
se le anaden dos parametros a* y b* que violan C'PT y/o Lorentz, para determinar una
expresion para las contribuciones a los momentos dipolar eléctrico y magnético del neutrino.

Palabras clave: Momento dipolar eléctico y magnético, Violacién de Lorentz, Violacén C PT, Propiedades

electromagnéticas, fluctuacion ctiantica.






Abstract

According to the Standard Model, neutrinos are elementary particles, electrically neutral,
massless of half spin and they interact weakly, they are also , SU(2); doublet partner of a
charged lepton. The neutrinos have an important role to explain different phenomena such
as the inverse beta decay. In this work we carry out a calculation for the electromagnetic
properties, even when these kind of particles are neutral they can couple to electromagne-
tic interactions through the dipolar moments. In specific we will be analyzing the process
v; — vj7y, which only makes sense at the loop level. The calculation is done within the
Standard Model Minimally Extended context, which includes right handed nuetrinos. By
using the Lagrangian of charged currents CTP°44 at which it is added the four vector a*
and b* that explicit break the Lorentz symmetry, we find general expressions for the dipole
moments of the neutrinos.

Keywords: electrical and magnetic dipole moment, Lorentz violation, C PT violation, electromagnetic pro-

perties, quantum fluctuation.
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Capitulo 1

Introduccion

La existencia del neutrino fue propuesta en 1930 por Wolfgang Pauli, como una forma de
explicar la perdida de energia y momento lineal en el decaimiento beta n — p™ + e~ + .
Fue Fermi quien asigno el nombre de neutrino al ser el primero en formular la teoria que
describia sus interacciones. En 1956 Clyde Cowen y Fredenck Reines [1] demostraron la
existencia experimentalmente, en el llamado experimento del neutrino. En 1957 Pontecorvo
propone el fenémeno de oscilacién de los neutrinos entre los estados de sabor definido, en
ese mismo ano Leon Lederman, Melvin Schwartz y Jack Steinberger [2] descubren que existe
mds de un tipo de neutrino al detectar al neutrino muén v, y de 1974 a 1977 Martin Perl
revela la existencia de un tercer leptén, lo cual hiz6 suponer que existe un tercer neutrino,
el neutrino taudnico v,, anunciado su descubrimiento en el ano 2000.

Se observo que los neutrinos que proceden del sol, son principalmente el neutrino del electrén
Ve, encontrandose que sélo llegaban 1/3 de los esperados, los 2/3 que faltaban habian oscilado
a los otros sabores por lo cual no fueron detectados. Los neutrinos pueden pasar de un
neutrino del electrén a un neutrino del muon v. — v,, y de un neutrino del electrén a
un neutrino del tau v, — v,, es decir cambiar de sabor, a este proceso se le conoce como
oscilacion de neutrinos [3]. Una de las razones principales de que los neutrinos oscilen es
consecuencia de que estos sean masivos.

Una fuente donde podemos encontrar neutrinos son los producidos por los rayos césmicos en
las capas altas de la atmosféra, llamada neutrinos atmosféricos, y que su presencia es regis-
trada por un detector subterrdneo. En las supernovas, los nuetrinos se generan de manera
copiosa y las explosiones estan acompanadas de emisiones de gran nimero de neutrinos. Los
neutrino del electrén son producidos en su mayoria por el decaimiento = — uv,, seguido
por el decaimiento i — ev,v. [4]. Otra fuente donde podemos encontrar neutrinos son las
fuentes artificiales, como las centrales nucleares, que pueden llegar a generar unos 5 x 10%°
anti-neutrinos y en menor medida los aceleradores de particulas.

Los neutrinos interactian con la fuerza débil, donde se involucran los bosones W* y Z°, que



son los encargados de las interacciones, Los bosones Z° y W son los que dan origen a las
llamadas corrientes electrodébiles neutras y cargadas respectivamente. Los procesos débiles
méas importantes son: la dispersion elastica electrén-neutrino y el decaimiento beta inverso,
en el primer proceso v, + e — U, + e, se lleva acabo mediante el intercambio de un bosén
Z° entre un electrén y un neutrino de cualquier familia, o mediante el intercambio de un
bosén W# entre el electrén y el neutrino del electrén. El segundo proceso 7, +p — e + n,
es producido por el intercambio de bosén W* entre el protén y el anti-neutrino [4].

Hoy en dia sabemos que el Modelo Estdandar (SM) de las interacciones fundamentales es
una teoria que ha tenido mucho éxito ya que ha sido muy precisa en las predicciones de
numerosos resultados experimentales, los cuales han sido analizados y comprobados mediante
los colisionadores de particulas, sin embargo el SM no explica diversas cuestiones por ejemplo,
.,Cémo incorporar en el SM el proceso de otorgar masa al neutrino. Uno de los caminos a
seguir consiste en estudiar los modelos extendidos. Es por ello que se piensa que el SM
necesita ser extendido para poder explicar todos aquellos fendmenos que no esten descritos
en el modelo. La extensiéon minima posible al SM se obtiene agregando al modelo neutrinos
derechos. Como resultado se obtienen nutrinos masivos.

Actualmente se sabe que las propiedades electromagnéticas de las particulas elementales
caracterizadas por los factores de forma juegan un papel cada vez mds importante en la
fisica de particulas, algunas de estas propiedades estan ya presentes en la accion clasica de
la teoria, mientras que otras surgen por primera vez como una fluctuaciéon cuantica de un
lazo. Por ejemplo, los neutrinos son particulas de espin %, y aunque son eléctricamente neu-
tras, desarrollan propiedades electromagnéticas a orden de un lazo [3], el neutrino es una
particula sin carga, por lo cual se puede acoplar a campos electromagnéticos solo mediante
sus momentos dipolares eléctricos y/o magnéticos.

Otra propiedad electromagnética que se ha calculado para el neutrino dentro del cotexto del
SM, es el anapolo [5, 6]. La discusién de esta propiedad la vamos a dejar de lado y solo nos
concentraremo en los momentos dipolares del neutrino.

En muchas extensiones del SM, que cuentan para masas y mezclas de neutrinos, los neutri-
nos adquieren propiedades electromagnéticas no triviales que permiten interacciones electro-
magnéticas directas de neutrinos con campos electromagnéticos y particulas cargadas o con
particulas que tienen momentos magnéticos. Desafortunadamente, a pesar de los esfuerzos
razonables en estudios de las propiedades electromagnéticas de los neutrinos, hasta ahora
no hay confirmacién experimental, ni de los estudios de los laboratorios terrestres ni de las
observaciones astrofisicas, a favor de las caracteristicas electromagnéticas de los neutrinos. El
estudios de las propiedades electromagnéticas de los neutrinos fue mencionada por primera
vez por Pauli [7].

En este trabajo se estudiaran algunas propiedades de neutrinos utilizando el Modelo Estandar
Minimamente Extendido (SMME) como una herramienta para estudiar las violaciones de
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Lorentz con total independencia del modelo, siendo ésta una teoria de campos efectiva y una
extension del Modelo Estandar que incorpora efectos de violacion de C'PT y de Lorentz, es
decir, el SME incluye operadores que violan la simetria, asi como también operadores que
la preservan. Cualquier violacién de la simetria C'PT implica el rompimiento de la simetria
de Lorentz como veremos mas adelante. Dentro del SMME, donde se introducen neutrinos
derechos al SM, las correcciones radiactivas inducen un momento dipolar p,;, dado por:

Myi = 3 x 10_19[}JB<$—VV1,>

donde pup = e/2m, = 5.78 x 107°eV/T" es el magnetén de Bohr. Sin embargo, mediciones
experimentales indirectas del momento dipolar magnético de neutrino imponen cotas supe-
riores para los diferentes tipos de neutrinos [8]: y,e < 107'%up. Esto resulta una cuestién
interesante a ser clarificada, para ello se han considerado diferentes modelos mas alla del
SM que involucran acoplamientos que se pueden ajustar. Para llevar a cabo el estudio de las
propiedades electromagnéticas de neutrinos, recurrimos al llamado SME [9]. Para el caso de
los fermiones la violacién de la simetria C'PT se parametriza mediante tetravectores a* y b*,
los cuales guardan informacion del no cumplimiento de dicha simetria.

Uno de los motivos que nos llevo a realizar este trabajo es que podamos contar un expresion
general para los momentos dipolar eléctrico y magnético de los neutrinos, que tenga infor-
macién sobre la violacién de simetria de Lorentz. En el SMME, ademas de términos de masa
para los neutrinos, se incluye informacién sobre los tetravectores a* y b0*. Otra motivacién
para llevar a cabo el analisis general, es la de contar con expresiones completas que incluyen
la informacién sobre los tetra-vectores mencionados para un ulterior anélisis niimerico de los
factores de forma resultantes.

El contenido de este trabajo se dersarrollo de la siguiente manera. En el capitulo 1, se pre-
senta una descripcion general del neutrino y sus caracteristicas, asi como sus propiedades
electromagéticas. En este capitulo 2 hablaremos sobre el SM y la teoria electrodébil. Ense-
guida en el capitulo 3, hablaremos sobre la simetria C'PT, describiendo la conjugacion de
carga C, paridad P e inversién temporal T, y las implicaciones de la violacién de CPT. En el
capitulo 4, se dara una descripciéon del neutrino, hablaermos de su quiralidad. su interaccion
y que son parte del grupo SU(2), x Uy(1). Posteriermente en el capitulo 5 hablaremos de
las propiedades electromagnéticas de los neutrinos, asi como los calculos explicitos anali-
zando el proceso v; — v; + 7, esto con ayuda de las reglas de Feynman, para obtener las
propiedades eléctricas y magnéticas de los neutrinos asi como obtener una expresion general
para el momento dipolar eléctrico y momento magnético de los neutrinos en el contexto del
Modelo Estandar Minimamente Extendido que violan la simetria de Lorentz. Finalmente en
el capitulo 6, se presentan las conclusiones y consideraciones finales.






Capitulo 2

Modelo Estandar

El Modelo Estandar ha sido construido en base a principios de simetria, los cuales tienen una
conexion profunda con la fisica, en Fisica de particulas la teoria cudntica de campos explica
satisfactoriamente el comportamiento de tres de las cuatro fuerzas existentes de la naturaleza,
excepto la gravedad, asi como la interaccién entre las particulas de materia debida a estas
fuerzas [10]. Las predicciones hechas por el SM han sido verificadas satisfactoriamente de
forma experimental, dando como resultado la confiabilidad de la teorfa. Sin embargo, a pesar
del SM que puede explicar estos logros de forma concreta, el SM explican varias cuestiones
importantes por lo que necesita ser extendida.

En el SM se afirma que la materia estd compuesta por fermiones elementales que interac-
cionan a través de campos, tales campos de interaccion tienen asociadas particulas llamadas
bosones de norma. E1 SM ha sido construido en base a principios de simetria. Las simetrias
y el rompimiento de éstas juegan un rol importante en el SM. Actualmente se sabe que las
propiedades electromagnéticas de las particulas elementales caracterizadas por los factores
de forma juegan un papel importante en la fisica de particulas. Por ejemplo, los neutrinos
son particulas de espin 1/2 | que aunque son eléctricamente neutras, desarrollan propiedades
electromagnéticas a orden de un lazo [3, 7].

2.1. Interacciones y particulas

De las cuatro fuerzas que hasta ahora se han descubierto en la naturaleza (ver Tabla 2.1),
la gravedad estd excluida del SM por ser una interaccion cuya intensidad es insignificante a
nivel de la fSica de particulas, y no ha sido posible hasta ahora elaborar una teoria ctantica
de la misma manera satisfactoria. En cuanto a la materia, en el SM los fermiones elementales
tienen espin 1/2 y son de dos tipos: leptones y quarks (ver Tablas 2.2 y 2.3). Los leptones
tienen interaccion débil y si estan cargados también sienten la interaccion electromagnética,
pero los quarks son sensibles a todas las fuerzas e interactiian con todos los campos del SM.
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Campo de interaccion Bosén de norma

gravitacional Gravitéon G
Débil W+ W=, 7Z
fuerte Gluén g

Electromagnético foton v

Tabla 2.1: Fuerzas

Tiempo de vida Carga

. 2
Lepton Masa MeV/c (s) cléctrica
Electréon e~ 0.5110 00 —e
Neutrino del electrén v, <3 x10° 0
Muon p~ 105.658 2.197 x1076 —e
Neutrino del muon v, 0
Tau 7~ 1.777 (291.(1)01_&_).5) A—
Neutrino del Tau v, 0

Tabla 2.2: Familia de Leptones en el Modelo Estandar

Quarks Carga eléctrica (e) Masa (xe™2)

Up (u) 2/3 1.5 a4 MeV
Down (d) -1/3 4 a8 MeV
Charmed (c) 2/3 1.15 a 1.35 GeV
Strange (s -1/3 80 a 130 MeV
Top (t) 2/3 169 a 174 GeV
Bottom (b) -1/3 4.1 a 4.4 GeV

Tabla 2.3: Familia de Quarks en el Modelo Estandar

2.2. Teoria electrodébil

El modelo electrodébil es una teoria de campos de norma desarrollada por Glashow, Wein-
berg y Salam en los anos sesenta del siglo anterior, la cual unifica la interaccién débil y
la interaccion electromagnética. En esta teorda el movimiento de los fermiones es descrita
mediante un lagrangiano de Dirac invariante de norma bajo el grupo SU(2) x U(1). Una
de las caracteristicas primordiales de dicho modelo es que la interaccion electrodébil actia
sobre fermiones derechos e izquierdos de manera distinta, por lo que las corrientes carga-
das de Yang-Mills incluyen solo fermiones izquierdos. Ademads, no se incluye a los neutrinos
derechos dado que experimentalmente no se han observado, por este motivo los neutrinos
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carecen de masa.

La interaccién de los neutrinos esta descrita por la teoria electrodébil, la cual esta basada
en el grupo de simetria antes mencionado donde una de las principales caracteisticas de esta
teoria es que distingue entre estados de helicidad para leptones y quarks. El Lagrangiano
(2.1) para la parte lepténica, donde la primera componente Y = —1 y la segunda componente
es la hipercarga Y = —1/2, que esta dado por:

£ = () pin® (au i %WM T %ij“>L ( ZLL ) t L (au _ ig/BM>liR, (2.1)

donde T; son los tres operadores de isoespin que genera el grupo SU(2) (T' = 0, para los
singletes y T; = %T,-, siendo 7; las tres matrices de Pauli, para los dobletes.),y; estd relacionada
con la hipercarga débil, y @, 8 son fases arbitrarias. Para ello hemos introducido tres bosones
vectoriales WM, uno por cada generador de SU(2), y otro bosén vectorial mas B, para el

grupo de rotaciones de fase U(1), [ = e, 7, p1, y la derivada covariante D, es:

/

ig- = i
Dy =+ W, T+ 2B,

Las leyes de transformacién infinitesimal de los campos gauge son

/ 1
By — B, =D, - ;3(55(96)),
. . .1 .
W,—=W,=W, - 58((%(;5)) — 0d(z) x W,,.
(Las flechas indican vector en el espacio del isoespin.)

Puesto que en los procesos de corrientes cargadas en interacciones débiles fr vy fr se en-
tremezclan, conviene introducir un doblete de SU(2) y dos singletes respectivamente De
esta forma, los campos fermionicos izquierdos se agrupan en dobletes y los campos derechos
en singletes del grupo SU(2),, con simetria de isospin débil, donde L (izquierdo) indica la
simetria existente entre fermiones de distinta helicidad. Los campos fermionicos entonces
estaran dados de la siguiente forma:

Leptones:

Quarks:
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Donde v, con © = e, i1, 7 no tiene ni carga eléctrica, ni masa. Debido al teorema de Noether
que establece que cualquier simetria tiene su correspondiente ley de conservacién, en par-
ticular, para la simetria de SU(2),, estd asociada a la conservacién del isospin débil, T'. La
cantidad conservada para el grupo de simetria U(1)y es la hipercarga, Y , la cual se relaciona
con la carga eléctrica, (), y con la tercera componente del isospin, 73, mediante la relacion
de Gell-Mann Nishijima:
Q="Ts;+ Y—W.
2

Se suele llamar hipercarga débil a Yy = 2y, e isoespin a T. En el modelo no se introducen
términos con masa en el lagrangiano fermiénico a menos que se rompa explicitamente la
simetria de norma. Por otro lado las fuerzas electromagnéticas y débil no pueden ser descri-
tas por separado ya que actian sobre los mismos campos fermiénicos, por ello el grupo de
norma que describe la interaccién eletrodébil es SU(2),, x U(1)y, el cual es el minimo grupo
de norma posible que permite describir lo observado en la naturaleza.



Capitulo 3

Simetria de C PT

3.1. Simetria e Interacion

La simetria juega un rol muy importante en la comprension de la fisica de particulas, co-
menzando con el grupo de simetria de Poincare de las transformaciones de espacio-tiempo,
al grupo de invarianza SU(2) en fisica nuclear y el grupo de simetria SU(3) de Gell-Mann
[11].

Hay dos tipos de simetrias para sistemas fisicos.

1. Simetria Global
Donde la misma informacién de simetria se aplica a un campo en todos los puntos del
espacio-tiempo.

2. Simetria Local
Donde las transformaciones de simetria en diferentes puntos del espacio-tiempo no
estan relacionadas.

3.1.1. Simetria Local

Su importancia se realizo hace mucho tiempo en conexién con la teorfa electromagnética y es
la piedra angular de la fisica de particulas modernas, las demandas de un sistema local son
muy estrictas y sélo puede cumplirse siempre que se introduzcan en la teoria algunos campos
nuevos de spin 1 que se llaman campos de Gauge. Estos campos indicados que se denotaran
con A", tienen interaccion con todos los campos que se transforman de forma no trivial bajo
la simetria local y su intercambio da lugar a las fuerzas. En las interacciones gauge en el
modelo estdndar donde se analiza la ruptura espontdnea de la simetria SU(2), x U(1)y,
los bosones gauge de SU(2), se denotan por Wj, Z, mientras que el bosén gauge U(1)y se
denota por B,,.
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3.1.2. Rompimiento expontaneo de la simetria

La evolucion temporal de un sistema depende de dos cosas
i) El Hamiltoniano (o Lagrangiano),
ii) La condicién inicial.

En teoria cuantica de campos con simetrias, dos condiciones andlogas determinan el modo
de ser invariantes bajo las transformaciones de simetria, en segundo lugar se dice que el
estado del vacio se valora en modo Wigner-Weyl. En este caso, se satisfacen las expectativas
naturales tales como la igualdad de masas de particulas, la igualdad de elementos de la
matriz S entre los estados fisicos apropiados [11].

Fue descubierta alrededor de 1960 a través del trabajo de Nambu-Goldstone donde se men-
ciona que un lagrangiano puede ser invariante bajo una transformacion de simetria, pero en
el estado del vacio puede no serlo, si la simetria es global el espectro de la teoria contiene
una particula sin masa conocida como el bosén de Nambu-Goldstone. Se realizo a través del
trabajo de Higgs Kibble, Guralnik, Hasen, Brout and Englert [11], que menciona que si una
simetria Gauge se rompe espontaneamente, no se produce ninguna particula sin masa, més
bien se crea el bosén Nambu-Goldstone.

3.2. La simetria C, P,T

El presente hablaremos sobre la violacion de la simetria C'PT, por lo que debemos de abordar
que es lo que entendemos por C'PT'. En las teorias de campos locales es usual introducir una
densidad Lagrangiana £ = Ly + L;,;, donde Lj es el denominado lagrangiano libre que
describe una coleccién de particulas libres, no interactuantes, y L;,; es el lagrangiano de
interaccion que prescribe como interaccionan dichas particulas las unas con las otras. Como
es usual la densidad lagrangiana es funcién de los campos y sus derivadas en un punto del
espacio tiempo caracterizado po (Z,t)

L(f,t) :L(¢j(f,t),a“¢j(f,t)). (31)

La cantidad fundamental que nos va a interesar a la hora de describir las simetrias es la
accion, S = f d*zL(F,t). Si esta accién es invariante bajo una operacién de simetria diremos
que la simetria es una simetria buena, en caso contrario serd una simetria rota [12].

En mecéanica cuantica no relativista, las operaciones de inversion espacial P y conjugacion
de carga C' se describen mediante operadores unitarios que actian sobre los vectores estado
de una particula.
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3.2.1. Campos de espin 1/2 (campo de Dirac)

El Lagrangiano de Dirac el cual describe la interacciéon de una particula de espin 1/2 con el
campo electromagnético, tiene la forma:

Lp= 1/)(t7 T‘)[’yﬂ(ia‘u - qA#) - m]w(tv T‘), (32)

donde #(t,r) es una funcién de onda formulada como espinores de cuatro componentes, y
~* son las matrices de 4x4 de Dirac. La matriz v° = i7°y'~4%9? al igual que v# son matrices
que obedecen las relaciones de anticonmutacién (dlgebra de Clifford) [v*,~v¥] = 2¢*v, siendo
g"v el tensor métrico definido por diag[-1,1,1,1]. Las matrices 7* y 7 en la representacién

de Dirac vienen dadas de la siguiente forma:

I 0 0 ot e L
0 __ 0 __ 0 __

donde o son las matrices de Pauli, dadas por:

, (01 ), (0 —i s (10
0_(10’0_2'0 77\ —1)

Entonces, se tiene que 7%, v* = 0 y 7°v® = 1 donde los eigenvalores de 7° se llaman quirali-
dad, que pueden tomar los valores +1.

Los proyectores derechos e izquierdos (matrices de proyeccién de quiralidad) se introducen
mediante
1+£+°

/yR(L) = 9 ) (33)

los cuales satisfacen las siguientes propiedades de matrices de proyeccion:

Yr+7L =1,
7%(}%) = VL(R); (3.4)
YrYL = YoYrR = 0.

Por lo tanto, se pueden definir espinores izquierdos (L) y derechos (R) como

Y =y, @EL = %EVR,

_ _ 3.
Yr =RV, Yr =1L, (3:5)

que se conocen también como espinores de Weyl. En el limite de masa cero, los fermiones
tienen quiralidad bien definida (+1 para ¢g y -1 para ¢r).
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Paridad P

En fisica clasica la paridad o inversion espacial, generalmente llamada P se caracteriza por
invertir las coordenadas espaciales ¥ — —Z. Esta transformacion cambia el sentido a derechas
del sistema de ejes. Un sistema diestro se convierte en zurdo bajo la operacién de paridad.
En el espacio de momentos la direccién de todos los momentos se invierte y el espin no se
ve afectado por la paridad.

En mecanica cuantica al aplicar la operacion de inversion temporal sobre el ket estado de
una particula con posicién r se obtiene

Plr)y=mnp|—r), (3.6)

donde np es la paridad intrinseca de la particula, la cual depende la estructura interna de
la particula. En teoria de campos los campos libres se transforman de la siguiente manera
bajo la operacién paridad

= Campo escalar

o(Z,t) — ¢(—7, 1), (3.7)
= Campo pseudoescalar
P(z,t) » P(—2,t), (3.8)
= Espinor de Dirac
(T, 1) = Yorh (=7, 1), (3.9)
= Campo vectorial
V.(Z,t) = VH(=2,1), (3.10)
= Campo vectorial axial
A (2, t) = —AM(—Z,t). (3.11)

Es la interaccién entre campos la que fija las paridades relativas de los diversos campos,
puesto que P es una buena simetria ya que sino lo fuera no hay manera de elegir las fases
de manera que L(#,t) — L(—Z,t). A continuacién mostramos las propiedades de trans-
formacion de los bilineales, estos bilineales son objetos fundamentales en fisica y aparecen
frecuentemente, quarks y leptones se describen por espinores debido a su invarianza de Lo-
rentz de los mismos en las formas bilineales.

» Escalar

D1ty — Y1y, (3.12)
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» Pseudoescalar
D17 by = =17 s, (3.13)
= Vector
D1yutha = —1y*aba, (3.14)
= Axialvector
D1y s = =1y 1, (3.15)
= Tensor
D10thy = =111y (3.16)

Donde ¥ y 15 son dos campos de Dirac no necesariamente iguales. Notemos que bajo paridad
las coordenadas espaciales de todos los campos se invierten. P es un operador unitario, por lo
que los valores propios sélo pueden ser +1 6 —1, si el hamiltoniano de un sistema conmuta con
el operador P, la paridad del sistema se conserva. Cada particula elemental tiene asociada
una paridad intrinseca por ejemplo las paridades del proton, el neutrén y el hiperén A son
positivas. A pesar de no conservarse universalmente, la paridad es fundamental en fisica ya
que es conservada en las interacciones electromagnéticas y fuertes, pero no en las débiles
[12].

Conjugacion de carga C

A diferencia de P la conjugacién de carga C' no tiene una andlogo en mecanica clésica.
Esta simetria esta relacionada con la existencia de una antiparticula para cada particula.
En teoria de campos relativista podemos asignar particulas con carga positiva y negativa a
cada campo ¢. Es més, hay una transformacién C' que cambia ¢ en ¢*, que tiene cargas
U(1) opuestas, entendiendose por carga todo tipo y no sélo la eléctrica, por ejemplo el
numéro leptdénico y baridnico, tercer componente de isoespin, etc.... Esdecir invierte el signo
de la carga eléctrica y del momento magnético de la particula dejando el resto de coordenadas
iguales, lo cual implica el intercambio de particula por antiparticula. Las interacciones fuertes
y electromagnéticas son invariantes bajo C' pero no las débiles [12]. Un sistema es invariante
frente a la conjugacion de carga si su hamiltoniano no se modifica bajo C'. Veamos cual es
la accion de C' en los campos libres

= Campo escalar

O(T) = ¢(=1)7, (3.17)
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= Espinor de Dirac

= Campo vectorial

= Campo vectorial axial

AT t) — AF (=7, 1).

Veamos por ultimo las propiedades de transformacién de los bilineales bajo C

s Fscalar

Pseudoescalar

Vector

Axialvector

Tensor

Inversién temporal T’

7;1192 — 7;2%,

151751?2 — —122751#17

&1%% — —@Eﬂ“%,

7;1%757#2 — 7;2’7“75%7

1;1%1/% — —1520“”1/11-

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

El operador inversién temporal 7" tranforma un estado [1(t)) en [)(—t)). Si T es una buena
simetria para cada proceso existe el proceso idéntico invertido temporalmente (principio
de microreversibilidad), En las interacciones fuertes 7' es una buena simetria, en el mundo
microscopico la simetria de inversion temporal es invariante.
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3.2.2. Simetria CP

Para espinores de Dirac ¢ (¢, r), de acuerdo a las propiedades de transformacién dadas en las
expresiones (3.5), ésta se transforma bajo C'P como

(CP)(®aths)(CP)! = 9y CPT(t, 1),

(CP)(t,r)(CP)t = —e €07 (¢, —r)C 140, (3.27)

Reglas similares se obtienen para los espinores izquierdos y derechos. Para dos campos bili-
neales cualesquiera 1, y 13, estos se transforman bajo C'P como

« BEscalar
(CP)($atp)(CP)T = Pats, (3.28)
= Pseudoescalar
(CP)(%ay1s)(CP)T = =57, (3.29)
= Vector
(CP)(hay"t)(CP)' = —gy,¢ba, (3.30)
= Vector axial
(CP) (a7 9)(CP)" = —057,7 Y (3.31)

Cabe mencionar que la lagrangiana que describe Iso campos libres (¢, ¢) y su interaccién
con el campo electromagnético es invariante bajo la transformaciéon CP [12].

3.2.3. Teorema CPT

La combinacién de las tres simetrias, C'PT, hasta ahora es consistente con las observaciones
experimentales conocidas y existe un fuerte soporte teérico sobre el caracter fundamental
de la simetria conjunta C'PT'. Esta simetria, conocida como el teorema C'PT [10, 14], es un
principio fundamental de las teorfas de campo (teorias gobernadas por el grupo de Poincaré),
que son la base de teorias existosas como el SM. El teorema C'PT afirma que una teoria
cuantica de campos definida por una densidad lagrangiana L tal que

1. Es local, hermitica y covariante bajo transformaciones de Lorentz propias,

2. La teoria esta cuantizada,
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entonces dicha teoria es dejada invariante por la transformacion CPT:
PCTL(z)T'C7'P™! = L(x)

Entre las transformaciones continuas estan las translaciones, rotaciones y los boost; y en las
transformaciones discretas estan la paridad, la conjugacion de carga y la inversion temporal.
Una de las consecuencias del teorema es que la validez de una de las invariancias C', P
o T es equivalente a la validez del producto de los otros dos. Otra de las consecuencias
de la simetria C'PT es la igualdad entre la masa de la particula y la de su antiparticula.
Para particulas, inestables esta simetria implica que los tiempos de vida de la particula y
su antiparticula coinciden exactamente. También implica que la carga eléctrica que posee la
antiparticula difiere de la que porta la particula sélo en un signo, lo cual restringe fuertemente
el resto de propiedades electromagnéticas de las particulas, como dipolos y multipolos de
més altos ordenes. Se ha probado recientemente [10] que la violacién de la simetria C'PT
implica la violacion de la simetria de Lorentz, lo cual le confiere al teorema C'PT un caracter
fundamental, que, sin embargo, no tiene porque mantener su vigencia a escalas de distancias
tan pequenas como la escala de Planck.

3.3. Violacion C'PT

Kostelecky [9] descubrieron ciertos mecanismos que rompen la simetria de Lorentz, los estu-
dios sobre violaciones en las simetrias fundamentales de la fisica se han intensificado cada vez
mas en los ultimos anos, debido a la necesidad de tener una teoria sélida y consistente que
describa estas violaciones. Es asi que se propone la Extensién del Modelo Estdndar (SME)
como una herramienta para estudiar las violaciones de Lorentz con total independencia del
modelo, siendo esta una teoria de campos efectiva y una extensién renormalizable del Modelo
Estandar que incorpora efectos de violaciéon de C'PT' y /o de Lorentz, es decir, el SME incluye
operadores que violan la simetria C'PT asi como también operadores que la preservan. En
esta teoria efectiva se introducen invariantes de norma. Cualquier violacion de la simetria
CPT implica el rompimiento de la simetria de Lorentz como se veria mas adelante. Se dice
que un sistema tiene una simetria determinada, cuando al someterse a una transformacién
sus propiedades permanecen inalteradas.

Usamos el marco para desarrollar una extensién violatoria de C'PT al modelo estandar mini-
mo que podria servir como base para establecer limites cuantitativos de C PT'. La violacién
de Lorentz y C'PT es interesante en este contexto porque naturalmente genera oscilaciones
de neutrinos y, ademas, conduce a modelos globales simples que describen todos los datos de
neutrinos establecidos y anémalos [15]. En modelo se puede construir combinando todos los
operadores infractores de Lorentz junto con los coeficientes de control para formar términos
invariantes del observador en la densidad de Lagrange. Esta teoria es el SME . Un limite
util es la SME miminal, que restringe a los operadores a la dimensién masiva d < 4 y es
renormalizable en el espacio-tiempo de Minkowski. Dado que la violacéon de C'PT en la teoria
de campo efectiva viene con la violacién de Lorentz.
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3.3.1. Extension del modelo estandar infractora de Lorentz

En el contexto de la teoria cuantica de campos convencional, presentamos una extension
general que viola Lorentz del modelo estandar minimo SU(3) x SU(2) x U(1) que incluye
los términos CPT " y CPT—°%,  Se puede ver como el limite de baja energfa de una
teoria fundamental fisicamente relevante con la dindmica covariante de Lorentz en la que se
produce una violacién espontdnea de Lorentz. La teoria cuantizada es renormalizable y se
esperan otras caracteristicas deseables, como la microcausalidad, la positividad de la energia
y la cancelaciéon de anomalias habitual. La simetria espontdnea que se rompe con el U(1)
electromagnético se mantiene.

En esta seccién, ampliamos el modelo estandar minimo (MEM) agregando todos los posibles
términos infractores de Lorentz que podrian surgir de la ruptura espontanea de la simetria en
un nivel fundamental, pero que preservan la invariancia del indicador SU(3) x SU(2) x U(1).
El lagrangiano completo para la extension del SM de Lorentz puede dividirse en una suma
de términos.

3.3.2. Violacién de Lorentz y C'PT en neutrinos

Se presenta un formalismo general para las violaciones de la simetria de Lorentz y C'PT' en
el sector de los neutrinos. Se deriva el hamiltoniano efectivo para la propagacion de neu-
trinos en presencia de violacién de Lorentz y C'PT, y se estudian sus propiedades. Entre
las predicciones se encuentran los efectos dependientes de la direccién, incluida la mezcla de
neutrino-antineutrino. Otras consecuencias de la violacion de Lorentz y C'PT involucran de-
pendencias de energia no convencionales en longitudes de oscilacion y angulos de mezcla. Se
desarrolla una variedad de modelos simples con y sin masas de neutrinos para ilustrar efectos
fisicos clave. Las sensibilidades alcanzables a los coeficientes para la violacion de Lorentz en
la SME se estiman para varios tipos de experimentos. Muchos experimentos tienen una sen-
sibilidad potencial a los efectos suprimidos por Planck, comparable a las mejores pruebas en
otros sectores. La falta de restricciones experimentales existentes, el amplio rango de espacio
de coeficiente disponible y la variedad de efectos novedosos implican que algunos o quizas
todos los datos existentes sobre las oscilaciones de neutrinos podrian deberse a la violacién
de Lorentz y CPT [16].

En este trabajo, estas violaciones pueden surgir a través de la ruptura de la simetria de
Lorentz y quizéds también del rompimiento de la simetria CPT [19]. Como se sabe que el
SM proporciona una descripcién exitosa de la mayoria de la fisica a bajas energias en com-
paracion con la escala de Planck. La teoria del campo cuantico efectiva general construida
a partir del SM y que permite la violaciéon arbitraria de Lorentz independiente de la coor-
denada se denomina SME. Como la violacién C'PT implica la violacién de Lorentz [7], esta
teoria también permite la rotura general de CPT'.

El lagrangiano de la SME consiste en el lagrangiano estandar SM complementado con todos
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los términos posibles que se pueden construir con campos SM y que introduce violaciones
de la simetria de Lorentz. Los términos adicionales tienen la forma de operadores infrac-
tores de Lorentz acoplados a coeficientes con indices de Lorentz, y podrian surgir en una
variedad de formas. Un mecanismo genérico y elegante es la violacion espontanea de Lorentz.

Aqui, exploramos el comportamiento de los neutrinos en presencia de Lorentz y la violacién
de C'PT utilizando el marco SME. La propuesta original para la violacién de Lorentz y CPT
en neutrinos [16] ha sido seguida por varias investigaciones tedricas dentro del contexto del
SME. No se ha realizado un estudio tedrico exhaustivo sobre la violaciéon de Lorentz y CPT
en neutrinos. El presente trabajo llena parcialmente este vacio aplicando las ideas del SME
a un sector de neutrinos general con todos los acoplamientos posibles de neutrinos zurdos y
diestros. Nos concentramos principalmente en el operador que infringe Lorentz.

En las teorias realistas de campos efectivos, la violacion de C'PT va seguida de la infracciéon
de Lorentz, por lo que la SME también describe la violacion general de C'PT'. Un término que
viola Lorentz en la densidad de Lagrange de la SME es la densidad escalar de un observador
formada por la contrataciéon de un operador infractor de Lorentz con un coeficiente de viola-
cién de Lorentz. Los operadores se pueden clasificar sistematicamente usando su dimensién
de masa d, apareciendo valores de d arbitrariamente grandes. La restriccion de SME para
incluir solo operadores infractores de Lorentz con d < 4, llamada SME minima, es una teoria
renormalizable en el espacio-tiempo de Minkowski.

La ruptura espontanea de C'PT que surge en la teoria de cuerdas ha sido sugerida como
una posible firma experimental observable en los sistemas de mesones neutros. Proporcio-
namos un marco tedrico para el tratamiento de los efectos de baja energia de la violacién
espontanea de C'PT' y la consiguiente rotura parcial de Lorentz. El andlisis esta dentro del
contexto de la mecanica cuantica relativista convencional y la teoria del campo cuantico en
cuatro dimensiones. Usamos el marco para desarrollar una extension violatoria de C'PT al
modelo estdandar minimo que podria servir como base para establecer limites cuantitativos

de CPT.

Nuestro proposito es el estudio sobre el modelo estandar minimal que viola C'PT y que pro-
porciona una base tedrica para establecer limites cuantitativos en la invarianza C'PT'. La idea
es incorporar nociones de C'PT" espontaneo y ruptura de Lorentz, manteniendo la estructura
y propiedades de gauge habituales, como la renormalizabilidad. Para lograr esto, primero
establecemos un marco conceptual y un procedimiento para tratar la violacion esponténea
de CPT y Lorentz en el contexto de la teoria cuantica convencional.

En esta seccion se propone una extension que viola C'PT del modelo estdndar minimo.
Comenzamos nuestras consideraciones con un modelo simple dentro del cual se pueden exa-
minar muchas de las caracteristicas basicas de la violacién espontanea de C'PT. El modelo
implica un solo campo masivo Dirac ¢(x) en cuatro dimensiones con densidad lagrangiana
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L=2Ly—L, (3.32)

donde Lg es el lagrangiano Dirac de campo libre habitual para un fermién ¢ (z) de ma-
sa m, y donde £’ contiene términos adicionales que infringen CPT que se describirdn a
continuacion. Para la presente discusion, seguimos un enfoque en el que se supone que las
propiedades C, P,'T" y Lorentz de 1 se determinan convencionalmente mediante la teoria de
campo libre £, y se usan para establecer las propiedades correspondientes de £’ [17]. Este
método es intrinsecamente perturbador, lo cual es particularmente apropiado aqui ya que
cualquier efecto que viola C'PT debe ser pequeno.

Estamos interesados en posibles formas de £’ que podrian surgir como contribuciones efec-
tivas de la violacion espontanea de C'PT en una teoria mas completa. Segtin nuestro cono-
cimiento, la teorfa de cuerdas forma la tnica clase de teorias (de gauge) en cuatro o mas
dimensiones que son consistentes cuanticamente, invariantes de forma dinamica e invarian-
tes, y se sabe que admiten un mecanismo explicito [18] para la violacién espontanea de C'PT
desencadenada por interacciones en el lagrangiano . Sin embargo, para mantener el trata-
miento lo més general posible, s6lo suponemos que la violacion espontanea de C'PT' surge
de valores de expectativa distintos de cero adquiridos por uno o mas tensores de Lorentz Ty,
por lo que £’ se considera un lagrangiano cuatridimensional efectivo.

Sin embargo, cualquier término de ruptura de C'PT" que sea parte de una teoria efectiva cua-
tridimensional debe tener una dimensiéon de masa cuatro. En el lagrangiano efectivo, cada
combinacion de campos y derivadas de dimensién mayor que cuatro debe por lo tanto tener
un factor de ponderacién correspondiente de un poder negativo —k de al menos una escala
de masa M que es grande en comparacion con la escala m de la teoria efectiva.

Cada contribucién a £’ puede descomponer como una combinacién lineal de los 16 elementos
basicos habituales del algebra de matriz gamma. Solo el subconjunto de estos que producen
bilineal viola C'PT es de interés para nuestros propositos actuales, y nos permiten propor-
cionar expresiones explicitas y relativamente simples para las posibles contribuciones que
violan CPT a L' .

Para el caso k = 0 de interés aqui, encontramos dos tipos posibles de término que viola el

CPT

Lo =apyu, Lo = by yu. (3.33)
Para completar, proporcionamos aqui también los términos que aparecen para el caso k = 1,
donde encontramos tres tipos de contribuciones relevantes:

/ 1 — = ’ 1 — = / 1 - =
Lc = Eicawﬁaw, Ld - Edaw’y5aa¢a 'C’e = Eiezywaﬂ’yaocwv (334)

— o . : Q (e} «
donde A9, B = A0, B—(0,A)B. En todas estas expresiones, las cantidades a,,, by, c*,d* y e,
deben ser reales como consecuencia de sus origenes en la ruptura espontanea de la simetria
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y de la presunta hermiticidad de la teoria subyacente. Son combinaciones de constantes de
acoplamiento, expectativas de tensor, parametros de masa y coeficientes que surgen de la
descomposicién de T'.

De acuerdo con su interpretaciéon como constantes de acoplamiento efectivas que surgen de
un escenario con ruptura de simetria esponténea, a,,b,,c” d* y e}, son invariantes bajo
transformaciones de C'PT'. Junto con las propiedades de transformacién de C'PT estandar
atribuidas a 1, esta invarianza causa los términos en las ecu. (3.33) y (3.34) para romper
CPT [19]. Como se discutié anteriormente, en el resto de esta seccién nos limitamos en gran
medida a las expresiones de la ecu. (3.33).

Permitiendo ambos tipos de término en a ecu. (3.33) aparecer en £ produce un lagrangiano

modelo de la forma

£ = ST — s — ¥y — iy, (3.35)

El procedimiento variacional genera una ecuacion de Dirac modificada:

(iv"0,, — a'y" — by — m)y = 0. (3.36)

3.3.3. Simetrias continuas

Considere a continuacion las simetrias continuas del modelo con lagrangiano (3.35). Para
ser definitivos, comenzamos con un analisis en un marco inercial orientado dado en el que
se supone que se han especificado los valores de las cantidades a, y b,. Los efectos de las
rotaciones y los impulsos se consideran mas adelante.

Los términos que violan el C'PT en (3.35) no afectan la invariabilidad del indicador U(1)
global usual, que ha conservado la corriente j# = ¢y*¢). Por lo tanto, la carga se conserva
en el modelo.

La distincién entre las transformaciones del observador y de la particula es relevante para el
presente modelo, donde los términos que violan C'PT pueden considerarse como derivados
de los campos de fondo constantes a, y b,,.

Para las discusiones en las subsecciones anteriores, adoptamos un enfoque practico para la
definicién de las transformaciones C'PT y Lorentz. Implica tratar las propiedades C, P, T y
Lorentz de 1 como definidas a través de la teoria de campo libre £y y luego usarlas para
establecer las propiedades de simetria de £'.

Considere primero un modelo que aparentemente viola C'PT y Lorentz formado con a, solo,
definido en un marco inercial dado por el lagrangiano

LY] = Lo[y] — L[], (3.37)
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donde redefininos el campo de 1) por una fase dependiente del espacio-tiempo.

Dentro de la mecéanica cuantica relativista convencional, se considera que los estados de
energia negativa estan llenos, formando el mar de Dirac. Cuando un estado de energia ne-
gativa se excita a uno de energia positiva, deja un agujero que parece ser una particula con
energia, momento, giro y carga opuestos a la del estado de energia negativa. Sin embargo, en
el presente modelo, cuando un estado de energia negativa que se mueve en un fondo que viola
CPT con los parametros a, y by se excita a uno de energia positiva, deja un agujero que
parece ser una particula con valores opuestos como antes pero en movimiento en un fondo
que viola el C'PT' con los pardmetros —a,, y b, en su lugar. Esto se debe a que el término L;
es impar bajo conjugacién de carga. El mismo efecto puede verse explicitamente al construir
la ecuacién de carga-conjugacion de Dirac para el modelo. Encontramos

(i7" 0t + a7 = by = m)y* =0, (3.38)

donde, 1° = Cy” y C es la matriz de conjugacién de carga.

3.3.4. Extension del SM

En esta parte, consideramos la posibilidad de generalizar el modelo estandar minimo agre-
gando términos que violen el C'PT. Como la violacion de C'PT no se ha observado en la
naturaleza, las constantes que infringen C'PT que aparecen en una extension del modelo
estandar minimo deben ser pequenas. En lo que sigue, asumimos que estas constantes son
singletes bajo el grupo de gauge, pero como antes se comportan bajo transformaciones de
Lorentz de particulas como tensores con un ntimero impar de indices de Lorentz.

La discusién en las secciones previas esta limitada a los bilineares de fermiones con rotura
de C'PT. Sin embargo, otros tipos de términos que violan C'PT en la lagrangian podrian
originarse en principio a partir de la ruptura de simetria espontanea. Adoptamos aqui un
enfoque general, investigando posibles extensiones que violan C'PT para el modelo estandar
minimo, de modo que se mantenga la estructura de SU(3) x SU(2) x U(1).

Cualquier término lagrangiano debe formarse a partir de combinaciones de derivados cova-
riantes y campos para leptones, quarks, bosones gauge y bosones de Higgs. Consideramos
las primeras extensiones lagrangianas que violan C'PT que implican fermiones. La inspec-
cion muestra que las tnicas posibilidades que satisfacen los criterios anteriores son términos
fermidn-bilineales puros sin derivados [20]. En el contexto presente que involucra a muchos
fermiones, el analisis dado en las secciones previas de tales términos requiere cierta genera-
lizacién. Como la invarianza de SU(3) impide los acoplamientos de quark-lepton, podemos
tratar los sectores de lepton y quark por separado, como de costumbre.

Considera el sector de leptones. Denoten los multipletes de leptén izquierda y la derecho por
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la

Ly= ( A ) ., Ra=(la)r:
L

donde A=1,2,3y la= (e,1t,7),va = (Ve, Yy, Vr)con 3.3.
Entonces, el conjunto més general de leptones bilineales que violan C'PT' consistentes con la
invariancia de gauge es

Lot = —(ar)uapLay*Lp — (ar)uapRay" Rp. (3.39)

Las matrices constantes de sabor y espacio ar r son hermitianas. La presencia del factor v
permite que aparezcan campos de solo una mano en un término dado mientras se mantiene
la invarianza del indicador. Esto contrasta con los acoplamientos Yukawa convencionales, en
los que aparecen campos de ambas manos y la invariancia estd garantizada por la presencia
del doblete de Higgs.

Después de la ruptura espontanea de la simetria, los autoestados de masa se construyen con
transformaciones unitarias estandar

via = (U asbrs, loa = (U aslis, lra = (UL)aslrs. (3.40)

El término que viola el CPT en ecu (3.40) se convierte

Lﬁfﬂn = —(ay1) uapPray"vre — (r) uasloay s — (ar) panlray"lrs, (3.41)
donde cada matriz de constantes a, se obtiene para la correspondiente a, mediante rotacién
unitaria con la matriz correspondiente U : a, = U TauU .

La extension general que viola C'PT' del sector de leptones del modelo estandar minimo tiene
la forma

Lirion = _(au)uABVA%(l + Y)Y vp — (@) aslay*ls — (0) panluaslay’v"1p, (3.42)
los coeficiente (a;)uwap y(bi)wap son hermiticos y con dimensiones de masa, donde hemos
usado la ecu. (3.3) para reemplazar los acoplamientos izquierdo y derecho con acoplamientos
de vector vectorial y axial, y donde (a,),44 = 0. Note que ecu. (3.42) incluye términos que
rompen los niimeros de leptones individuales, aunque el niimero total de leptones permanece
conservado. Por lo tanto, las transiciones que cambian el sabor existen en principio, pero son
inobservables si los acoplamientos que infringen C'PT estan suficientemente suprimidos

En esta seccion, hemos desarrollado un marco para tratar el C'PT espontaneo y la ruptura de
Lorentz en el contexto de la teoria de campo efectiva convencional. Se supone que la accién
subyacente es consistente y completamente C'PT y Poincare invariante, con soluciones que
muestran C'PT espontaneo y ruptura de Lorentz. La teoria de campos de baja energia
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efectiva entonces permanece invariante y covariante de traduccién bajo cambios de marco
inercial observador, pero viola CPT y rompe parcialmente la covarianza bajo aumentos de
particulas.

Nuestro enfoque se ha centrado principalmente en los términos lagrangianos que implican
fermiones bilineales que violan C'PT', que son relevantes para experimentos que limitan la
CPT en la interferometria de mesones. Hemos investigado la mecénica cuantica relativista y
la teoria de campo cuantico de un modelo para un fermién de Dirac que implica una violacién
de C'PT. El analisis sugiere que las teorias de campo efectivas con rotura espontanea de
CPT tienen propiedades deseables como causalidad microscopica y renormalizabilidad. Las
interacciones adicionales aparecen minimamente afectadas por la violacién de C'PT, y los
efectos se limitan en gran medida a las modificaciones en las lineas de fermién. Dentro
del marco desarrollado, hemos construido una generalizacién violatoria de CPT del modelo
estandar minimo que podria usarse para establecer limites cuantitativos de CPT' [21].

El SME describe la violaciéon de CPT y/o de Lorentz como se ha dicho, y uno de los efectos
de esta violacién da origen a nuevos vértices, y no solo eso, sino que también modifica los
propagadores fermidnicos y las estructuras de las ecuaciones de movimiento. Aunque el SME
tenga términos que violan C'PT y Lorentz, sigue conservando ciertas propiedades propias de
una teoria cuantica






Capitulo 4

Neutrinos

En esta seccion hablaremos sobre los neutrinos y algunas de sus propiedades

4.1. El Modelo Estandar y el neutrino

Desde los primeros dias de la fisica de particulas, llevo a muchas personas a sospechar que
puede existir una simetria subyacente en la interaccién débil que no se manifiesta en el
espectro de masas de partculas que interactian débilmente. De la naturaleza de la corriente
cargada que conecta a dos particulas diferentes en la desintegraciones débiles observado a
finales del los anos ciencuenta y principios de los sesenta, donde se sospecha que la simetria
subyacente debe tener una parte de SU(2). Glashow [22] propuso SU(2) x U(1) como una
posible simetria local de interacciones débiles. En 1964 Salam and Ward [22] uso este grupo
de simetria para construir una teoria de electrones y muones. Luego Weinberg en 1967 and
Salam [22] proponen la teoria de leptones que rompe espontaneamente SU(2) x U(1) en la
version moderna, la extensién correcta de este modelo para incluir a los quarks se hizo en
los anos setenta usando la sugerencia anterior de Glashow, Iliopous and Mainni [11].

4.2. Oscilacion de Neutrinos

En esta secciéon revisamos algunas propiedades del neutrino y la teoria detras de la oscilacién
de neutrinos. Para un andlisis mas exhaustivo se recomienda revisar [18, 20, 23].

El campo del neutrino libre es un objeto de cuatro componentes, que satisface la ecuacién
de Dirac

L(x) = (17"0, —m)y(z) = 0. (4.1)

En el SM los campos izquierdos y derecho se consideran campos fundamentales. Estan dados
por (3.3), donde 9 es el campo de Dirac usual y ¢, r son dos campos de 2 componentes
denominados fermiones de Weyl. Los fermiones de Weyl son autoestados de la transformacion
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quiral 1 — %1, con -1 y 1, respectivamente. En la teoria electrodébil de Fermi el neutrino
interactian con el electréon mediante el acoplo

éL’VMVLv (42)

por tanto la interacciéon débil conserva quiralidad.
4.3. Neutrinos masivos

Uno de los objetivos principales de la fisica de particulas es la unificacion de las interac-
ciones fundamentales, esto proporciona una motivacién extra para el neutrino masivo, ya
que como sabemos muchos de los interesantes modelos de unificacién predice la masa de los
neutrinos en algtin nivel [24]. Las preguntas tedricas no son sélo cémo se puede extender
el Modelo Estdndar para encontrar modelos con neutrinos masivos, sino también cémo se
puede entender la pequenes de las masas de los neutrinos en comparacién con las masas de
los fermiones cargados. Cabe mencionar que el modelo estandar sin neutrinos diestros tiene
la ventaja deseable de que las cancelaciones de anomalias implica una cuantizacion de carga
si s6lo hay una familia de fermiones [22].

Si los neutrinos obtienen masa, no hay razon fundamental para la cual estos objetos describan

particulas fisicas con un valor propio de masa especifico, en general estos estados de sabor
Ve, Vy, Vr, Seran superposiciones de los estados propios de masa [20]

v = Z Uik, (4.3)
3

donde [ = e, u, 7, U es una matriz unitaria de mezclaen y k corre sobre los autoestados de
masa, otras palabras, la masa de los eigenestados v son mezclas de los eigenestados de sabor
para un determinado neutrino fisico se puede acoplar a més de un leptén cargado a través
de la corriente cargada [20].

4.4. Definicién matematica del campo de Dirac

El operador 9 (x) puede ser escrito como:

d3p £ —ip-x £ ip-x
via) = [ Torpe 2 (e + o), (1.4)

En términos del operador fs(p) que aniquila un sélo estado de particulas de momento p
y componente de spin s en la direccién de momento, y el operador fI(p) crea un estado
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antiparticula. El espinor us(p) v vs(p) son la solucién de la onda plana de energia positiva y
negativa respectivamente y satisfacen las ecuaciones

(7"Pu — m)us(p) =0,
u (4.5)
(7P + m)us(p) = 0.
Donde 4* son un conjunto de 4 matrices que satisfacen las relaciones

Y = 29",

v = Y07u%0.
El campo de espinor cambia segin la regla

/ /

¥ &) = eap (= o0 ) v,
donde

1
Ouy = 5 [’V,ua%/}a

involucra al conmutador de los v matrices de Dirac

o) = eap (oI ) o)

4.5. Propiedades electromagnéticas de los neutrinos

Los neutrinos no tienen carga eléctrica, pero eso no significa que no tengan interacciéon
electromagnética. Considere el ejemplo familiar de la electrodindmica cuantica, donde el mo-
mento magnético anémalo de un fermion es incluido por loops cuanticos. En el contexto de
las teorias electrodébiles, los lazos cuanticos similares pueden inducir propiedades electro-
magnéticas del neutrino, esto es cierto, incluso en el modelo electrodébil del Modelo Estandar
donde se induce el radio de carga para los neutrinos.

Para un solo neutrino uno puede definir hasta cuatro factores de forma electromagnética por
ser una particula de Dirac. Ademas, dado que los modelos de masa de neutrinos generalmente
predicen neutrinos, uno puede tener proceso de carga de sabor tales como u — e + 7,
de manera similar, en el sector de los neutrinos, uno puede tener descomposicién como
Vo — VU, 4+, donde v, y v, son dos neutrinos diferentes, ha habido muchas sugerencias de
que este proceso podria tener implicaciones cosmoldgicas importantes [24].

El lagrangiano de interaccién basica de los fermiones esta dado por

Lint = €Q1E’Y“1/1A;u (4.6)
donde e es la carga del positrén y @) es la carga de la particula relevante en unidades de e.
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4.5.1. Factores de forma de un neutrino de Dirac
Concentremonos en un neutrino de Dirac, en este caso, tomando el elemento de la matriz
L.s¢ entre los estados de una particula, obtenemos

Lopp = 0O"pA, = JH () A, (2), (4.7)

donde la forma J*, es el sujeto de nuestra discusién

<pis | J0) | p;s >= 1, (p)Tu(p,p )us(p).

La hermiticidad del lagrangino efectivo implica que I';, satisface

Tu(p,p) =I5 (@, )0, (4.8)

ademas, la conservacion de la corriente electromagnética implica

0=<p;s | J0) ]| p;:s >,
= Zqﬂa(p/)ru(pap/>u(p)7

donde
q=p—pP.
Si bien esta afirmacién general sobre la invarianza de gauge electromagnético que es valido

para cualquier fermién, para los términos neutrales como los neutrinos se puede obtener una
condicion més restringida de la identidad de Ward:

qMF;L(pa p/) = 0.

Sujeta a estas condiciones ahora podemos escribir la forma més general para I', que también
es consistente con la invarianza de Lorentz, [18,22]

T.(p.p) = (v — ¢"4) [R(@®) + r(¢*)vs + 02,0 [Dy(a?) + iDr(q*)7s) ]

Cabe senalar que I', depende sélo del vector ¢, y no de p + p . Esto se debe al hecho de que
todos los término posibles involucran p + p pueden convertirse en términos que implican ¢
mediante el uso de la identidad de Gordon [A.1].

En segundo lugar, la condicién de hermiticidad en la ecuacién (5.1) implica que los factores
de forma R,r, D, y Dg son todos reales. En tercer lugar, los factores de forma son invariante
de Lorentz, ya que p* = p? = my, donde es la masa del fermién f, sélo hay una cantidad

independiente, es decir ¢?, es invariante de Lorentz. Los factores de forma dependen solo de

¢
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El significado fisico de los factores de forma se entienden al considerar el limite no relativista,
usando la forma explicita de las matrices de Dirac y lasolucién de la onda plana, vemos que
el término D, se reduce a D, (0)o - B en el limite relativista, donde B es el campo magnético.
Asi, D,,(0) es el momento magnético de la particula que denotamos por A. En general D,,(¢?)
se llama factor de forma magnético. De manera similar, Dg(q?) es el factor de forma eléctrico,
va que d = Dg(0) es el momento dipolar eéctrico. La cantidad R(¢?) se llama radio de carga,
y r(¢?) es el radio de carga axial.






Capitulo 5

Propiedades electromagnéticas de los
neutrinos y violacion de Lorentz

Kostelecky [9] propone la Extensién del Modelo Estdndar como una herramienta para estu-
diar las violaciones de Lorentz con total independencia del modelo, siendo esta una teoria
de campos efectiva y una extension del Modelo Estandar que incorpora efectos de violaciéon
de CPT y de Lorentz, es decir, la Extension del Modelo Estdandar incluye operadores que
violan la simetria CPT asi como también operadores que la preservan. En el contexto del
Modelo Estandar Minimamente Extendido donde es introducido un tetra-vector constante,
b, y a,, responsable de la violacién de CPT.

Introduciremos el principal objeto de estudio de esta secion, que es el propagador de Feyn-
man, también conocido como amplitud de transicién. El propagador es la amplitud de pro-
babilidad de encontrar a una particula en la posicién P(xo,ty), sabiendo que a un tiempo
se encontraba en P(x,t), esto es, el elemento de matriz del operador de evolucién temporal
entre estados de posicion.

5.1. Calculo del propagador

Estaremos trabajaremos en el Modelo Minimamente Extendido en el que se viola la simetria
de Lorentz, concretamente nos restringimos al Lagrangiano de tipo:

L= +pr+ i, (5.1)

donde b, y a, son los pardmetros que violan la simetria de Lorentz.

Ahora reescribiendo el Lagrangiano en la Ec. (5.1) como:
L =0y — mppth + bupy" " + ahy"y, (5.2)

haciendo uso de la ecuacién de FEuler-Lagrange
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oL oL
— — — =0, 5.3
50,9) 09 (53)
tenemos
or__
(0u¥)
08 _ 0,71 — matp + by + 0,y
3?/; =10 l wY Y a, Y,
entonces

iﬁw“ib —m + bu7H75w =+ au7u¢ =0,
(107" — my + bu’w’fr) +ay")p =0,
(i) — my + y° + d)y = 0.

Pasando al espacio de momentos la Ec. (??) se expresa como
(F—mi+ B + d)u = 0. (5.4)

Sabemos que el propagador es la inversa de la ecuacion (5.4), de tal manera que el propagador
para nuestros célculos es:

if+d+rprm)l(atk)? =0 —m? —2[(f + @)f — (e + k) -8]7°]

o= (a7 — 0 — w2 4 40P (a + k) — (b-(a+ )Y

(5.5)

5.2. Cinématica del decaimiento radiativo

Consideremos el proceso, en la teoria que viola simetria de Lorentz

vi(p1) = vi(p2) + 7,

donde v; es un neutrino mas ligero.

Para neutrinos de Dirac, podemos escribir bajo los elementos de la matriz T" del proceso
como:

iT = @ (p )T yu(pr)e™,
donde €* es la polarizacion del fotén. La condicion de Lorentz gauge es la siguiente

e’q, = 0.

Emplearemos la condicion de capa de masa para las particulas reales externas y la conser-
vacion del tetra-momento, lo cual nos permite establecer lo siguiente:
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» Para el fotén exterior se cumple ¢ = 0 y para los neutrinos exteriores se tiene p? =
m?,  p3 = m3 donde m; y my es la masa del neutrino entrante y neutrino saliente
respectivamente.

» Por conservacién del cuadri-momento g = p; — po, por lo que (p; — p2)? = p? — 2p; -
P2tp3 =0, 2pi-p2=pi+p3, piope=g50F+p3), piope=g(mi+mi).

= Se tiene la condicién de transversalidad para el cuadri-momento del fotén, g*e,(q) =
(p1 — p2)t'en(q) = 0.

5.3. Reglas de Feynman

SEn la Fig. 5.1 se muestran los diagramas que contribuye a los momentos dipolar eléctrico
y magnético del neutrino [26].

wim) Z;: ~vilp) vim) 1, I r,'_. wi{ps)

Gréfica 5.1: Diagrama de Feynman.

A fin de llevar a cabo el célculo de los momentos dipolares, consideramos en primer lugar al
segundo diagrama de la Fig. 5.1:

Grafica 5.2: Diagrama de Feynman.
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Es neceasrio considerar las reglas de Feynman que estan involucradas en nuestro diagrama.
Ademas de las usuales reglas de Feynman del Modelo Estandar, es necesario incluir las que
corresponden al Modelo Estandar Minimamente Extendido. Como se observa en el diagrama
de Feynman, éste contiene dos tipos diferentes de vértices. La regla de Feynman para el
primer vértice, el cual incluye un neutrino v;, un leptén [.(k), y un bosén W, se presenta
en la Fig. 5.3.

W

wp) o ik

Gréfica 5.3: La regla de Feynman para el vértice v;l.W ™, esta dado por igy*(Ve; + Auy®).

El tercer vértice, el cual incluye un un leptén I.(k), un bosén W™, y un neutrino v;, se
presenta en la Fig. 5.4.

W~

Lk g vi{pa)

Gréfica 5.4: La regla de Feynman para el vértice v;[.W ™, esta dado por igfyB(VCE- + Azjfy5).

El propagador W (k — p;)

2
My

Grafica 5.5: La regla de Feynman para el propagador W es m (gaﬂ — M) :
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y el propagador W (k — ps) es

Gréfica 5.6: La regla de Feynman para el propagador W~ es m <g95 — W),

2
My

aqui k es el tetra-momento que circula por la particula.

La correspondiente regla de Feynman para el segundo vértice, que contiene un fotén, un
bosén W + y un bosén W™, en el primer diagrama en Fig. 5.1.

Grafica 5.7: La regla de Feynman para el vértice A, W*W~ es ie|g’(k + ps — 2p1 ) +

g% (—2k + p1 + pa)* + g*(k + p1 — 2p2)p], los momentos de W+ y A, estan saliendo y W~
esta entrando.

El propagador del bosén viene dado por

Wik )

UVAVAVAVAVAVAV) },

Grafica 5.8: La regla de Feynman para el vértice W™, esta dado por

Gy ey <99a - (k_“_pl)jl%“—a—m)a)_

El tercer vértice, el cual incluye un un leptén [.(k), un fotén A,, y un leptén l.(k,), donde
k1 = ps — p1 + k se presenta en la Figura 9.
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x5 > Lkt o)

Alg)
Grafica 5.9: La regla de Feynman para el vértice l.(k)A,l.(k1), esta dado por —iey*.

Finalmente, ya que tenemos un diagrama a nivel de un lazo, debemos integrar sobre el tetra-
momento arbitrario £ a lo largo de todo el espacio-tiempo. Entonces la regla de Feynman
correspondiente para el lazo consiste en realizar la integracién siguiente [ %. Con esto
podemos comenzar a realizar el calculo. Primero debemos determinar el tetra-momento que
circula en las particulas del lazo, lo cual se logra por conservacién del momento en cada
vértice, después de elegir que la linea fermiénica del neutrino acarrea un tetra-momento k,
tal como se observa en la Fig. 5.2.

5.4. Estructura formal de la amplitud

En términos generales y de acuerdo a la estructura general de Lorentz la amplitud es de la
forma:
—iM = 7;(p2) | Aoph + Arph + Aopi® + Asphy” + Ay
+ Az’ + Ago™ q, + A70" 7" + Agat + Agaty’ + Ajgota, (5.6)
+ AHO'MVGZ,")/E) + Algb# + Algbu"}/g) -+ A14O'Mllbl, + A150—!Wbl/,-y5] I/Z'<p1)€z,

donde A; con i = 1,2, ...,15 son los factores de forma que en general dependen solo de ¢?,
a27 b27 q-a, qb

P:pl +p2a
q=p1— P2
Despejando p; y ps
1
b= §(P + q)7

1
D2 Q(P—Q)~
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Sustituyendo (5.7) en (5.6)
M= () [ A0(PF ¢+ 5 AP — )+ AP+ ) + As(PF — g
+ Ay + Ay’ + Ago™ gy + A70" q,7° + Agat + Agahy® + Aygota, (5.8)
+ Ao a7’ + Apb' + Aisb'y® + Auctb, + Ais0" b, [ vi(pr)e,
sin embargo sabemos por transversalidad en el fotén
k-e=0,
y en la norma de Lorentz
q¢" e =0,
donde ¢*(w, k).
Finalmente la amplitud es:
M= () [ (Ao + AP S (As + AP+ Ay
+ Asy"° + Ae0" gy + A70" 4" + Aga! + Agaty’ + Argo™a, (5.9)
+ A110™ a7’ + Apb + Aisb'y® + Auoth, + A150Wbu75] vi(p1)e€p,
Ahora utilizando las identidades de Gordon en la ecuacién anterior (ver apéndice A.1)

—iM = 7;(p2) [%(AO + Ay[(mi +m)" + 0"q] + %042 + Ag)[(mi — my)y'y® — o g,
+ Ay + Ayt y° + Aeo g, + Ara™ g0 + Agat + Aga"y® + Argota,
+ Anota,y® + Apb” + Ab'® + Auctb, + Ao by’ | vi(pr e,
(5.10)

factorizando tenemos
—iM = v;(p2) [% <(Ao + A1) (mi +my) + A4>7“ + %[(AQ + Ag)(m; —my) + Al
+ <%(A0 A+ Ag )+ (%(A2 + As) + A7)0y + Asal + Agahy® + Argoa,
+ Aot a,y’ + Apbt + Asb'y® + Ayotth, + A150‘“’b,/y5} Vi (pl)ez.
(5.11)

Como los neutrinos son neutros, se debe cumplir que los factores de forma correspondientes
a la carga eléctrica se deben anular
1
2
1

(Ao -+ Al)(ml + mj) -+ A4 = 0,
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Asi la amplitud para nuestro caso queda determinada por:
1
2
+ Ajgot a, + Aot a,y’ + Apbt 4+ AsbPy® + Ayotth, + A15a’“’bl/y5] vi(p1)e,,
(5.12)

—iM = ;(p2) [(%(Ao + Ay) + Z'Aa) o + < (Ay+ As) — iA?) oy® 4+ Agat + Agaty®

de acuerdo a la estructura analizada previamente, podemos identificar al factor correspon-
diente al tensor o*¥ como el momento dipolar magnético y al factor del tensor o**~® como
al momento dipolar eléctrico, respectivamente. Finalmente, cabe senalar que la amplitud en
la ecuacién (5.12) es la estructura general.

5.4.1. Calculo de la amplitud

Procedamos a obtener la amplitud, para ello consideramos el primer diagrama de la Fig. 5.2.
Debemos recorrer las lineas del diagrama en sentido opuesto al flujo fermidnico e insertar
por cada linea y vértice las reglas de Feynman descritas anteriormente. Procediendo de una
manera aaloga para el segundo diagrma de Feynman de la fig. 5.2.

La féormula general de la amplitud esta dada por

—iM = Z Uyj(ps) [—iel” — iel™ | w,i(p1)en(q), (5.13)

c=e,u,T

la amplitud de nuestro diagrama viene dado por:

—jel" = p [ A7k T 5.14
e ap T Z H (27_(_)2 ’ ( : )

c=e,u,T

donde

T = (ig'yﬁ (Ve + Alﬂ5))

" i (F 4P+ m) [ = 0> —mi = 2[}p — k- 0]’
(k2 — b2 — m2)> + 4 [02k2 — (b - k)2

o Vot ) ( — (gag (k—a- p1>a(2]€ —a— Pl)ﬂ))

(k_a_pl)2_m12u ma,

x (ie (9" (k —a+p2 = 2p1)" + ¢ (=2k + 2a + p1 + p2)" + ¢"°(k — a+p1 — 2p2)"))
y —i _(k—a—p2)o(k —a—pa)s
(k—a—p)?—mz \""” m2 /

w

Realizando el cambio de variable & — k + a, donde el propagador es:

() (K2 — B — m® = 2 — k- b))
[k2_b2_m2]2—|—4[b2k2— (b'/{?)2] .

Sp (5.15)
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Para fines de realizar de manera explicita los calculos correspondientes, es conveniente definir
el denominador

dl = [(k—a—p)*—m2] [(k—a—p)*—m2] [(k* —0* —m})* +4 [Pk* — (b- k)],
y el numerador Nj:
Ny =° <ch + Alj75>
X (k+P+m) [k =02 —mi =2} — k- b] ]
XY (Ve + Ac?®) (gaprmis, — (k — a = p1)a(k — a — p1),)
x (g™ (k —a+ps —2p1)° + ¢"(—2k + 2a + py + p2)* + ¢"’(k — a + ps — 2p1)”)
X (gggmi) —(k—a—po)o(k —a— pg)ﬂ) )

Similarmente, consideramos ahora el segundo diagrama de la Fig. 5.2. Primeramente notemos
que tenemos dos propagadores fermionicos, en los cuales ya se estd tomando en cuenta la
cinématica, estos son:

_ iR h AP A m) [k +p)* = 0 —mi = 2[(F + )P — (k+ py) - 0]
[k +p1)? =82 = m]” + 4 [ (k +p1)? — (b~ (k +p1))?]

Sk

bl

P+ Py + P+ ) [(k+ p2)® — 0 —mf — 2[(F+ p)p — (k+pz)-b]75]_
[(k +p2)2 = 02— m2)* + 4 [02(k + p2)2 — (b+ (k + p2))?]

La amplitud del diagrama viene dado por:

_ dPk
—ZBFZZ :/WTl, (516)

Sk =

donde
Ty = (19" (Vi + ALy ) (=ie)
EE AP+ B A ) (k4 p2)* — 0% —mi = 2[(F +
[(k + p2)? — b2 — m3]* + 4 [D2(k + p2)2 — (b-
EE AP A B ) (R4 p)” = 0 —mp = 2((F PP — (R4 p0) 807
[(k +p1)2 — b2 —m2]* + 4[02(k + p1)? — (b~ (k +p1))?]

(k—a)?—m2 m2

De igual forma definimos el denominador
d2 = [(k —a)® —mj] [ [(k+p2)? = 0* = m?]” + 4 [0 (k + p2)* — (b~ (k +p2))?] }

x [ [k +p1)? =8 —m?]* + 4 [Pk +p1)® — (b (k +p1))?] }

p—(k+ps) - b]°]
k+p2))?]

N — | —
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y el numerador No:
N2 = (i7" (v + Al
xi (F+ o+ By +mu) [(k+p2)* =" —mi = 2[(k+ )P — (k +p2) - b]7°]
xi (f+ o+ B +mu) [(k+p2)* =" —mi = 2[(k+ PP — (k +p2) - 8] 7]
x (—iev") (ig’Va(‘/ci + Aci’YB)) i(90a — (k —a)o(k — a)a) -
Después de una ardua algebra de Dirac, se obtienen expresiones generales y, a este nivel,
engorrosas, pero de las cuales se puede extraer informacion. Las expresiones para los nume-

radores N1 y N, se muestran en A.3. En el apéndice A.4 se muestran los casos particulares
en el cual se toma quea=0yb=0o0biena#0yb=00a=0yb#0.

5.5. Calculo de los momentos dipolares en el MSM con
Violacién de Lorentz

Expondremos el calculo de las aportaciones para el vértice v;v;vy, mediante las reglas mos-
tradas anteriormente a nivel de un lazo, analizando los siguientes casos.

5.5.1. Casoa=b=0

Como ya mencionamos anteriormente, de las expresiones generales en el apéndice A.3 pone-
mos a = b = 0 y nos cercioramos que se reduce al caso conocido. Resulta conveniente analizar
este caso de manera explicita. Notemos primero que el resultado para el primer diagrama de
la Fig. 5.2 se puede expresar como

dk N (K, p1, p2)
_jel* — 4—D/ 1\vy M1 1
el = p B0 AAA (5.17)

donde
Ay=[K —mf], DNy=[k—p)>—ml], As=][(k—p)®—mi].

y N; esta dado en A.4.

Se ha introducido la constante g con dimensiones de energia para mantener las mismas
unidades en D dimensiones que en 4 dimensiones. Esta integral se puede calcular recurriendo
a la parametrizacion de Feynman

(l—xz—y—2)
5 5.18
A A2A3 /// l'Al -+ yAQ + ZA:J,] ( )

Realizando las operaciones correspondientes del denominador de la Ec. (5.18) la podemos
llevar a la siguiente forma

sam 2 ] @ i 510
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donde para la primera contribucion tenemos

Py = yp1 + zps,
A} = —ypi + amif — 2p; — (1= y)my,
M? = P? + A2
Sustituyendo la ecuacién (5.19) en (5.17) y haciendo el cambio de variable k — k + Py (el

cual es valido para integrales que divergen cuando se mantiene D # 4) tenemos

dPk Ny(k+ P
—ielt = 2utPg? / drdydz6(1 —:U—y—z)/ ok 1<[k2+— ]1\74127]15192)’ (5.20)
1

Para facilitar los calculos la integral triple la expresamos en una integral doble

. dPk Ni(k + Py, p1,po)
4 D 2 1 1, M1, P2
—iel't = / / dxdy/ P M (5.21)

donde g, = ﬁi’ observe que la variable z a cambiado a 1 —x — y.

De igual forma para la segunda contribucién tenemos

. dPk Ny(k,pi,p2)
_orw _ 4D 2(K; P1, P2
iel,, = / Om)P AAD; (5.22)

donde
Ay =[(k+p2)*—mi)?], DAy=[k+p)’—mi], Ay=[k —ml],
y Ny estd en A.3.1.

De manera analoga a la contribucién anterior tenemos
Py = xp1 — xps + 2p1,
A3 = —2(pi —my,) — (z +y)mi
M3 = P} + A3,

Recurriendo la Ec. (5.19), la Ec. (5.22) se tranforma, haciendo el cambio de variable k —
k+ P, en

. dPk Ny(k + P2, p1,po)
=D g2 2 2, D1, P2
—iel,, =2p / drdydz6(1 —x —y — z)/ eOP e M

y expresamos la integral triple en una integral doble, integrando sobre la variable z

I=e d“k N: (k’ + ! P1, D )
. _ 4 D 2 2 2,715, P2
—iel'l = / / dxdy/ ISCRT E (5.24)

(5.23)
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A fin de llevar a cabo los calculos de las integrales sobre k tanto en las ecuaciones (5.21)
y (5.24), se recurre a los siguientes resultados. En primer lugar notemos que las integrales
con un numero impar de momentos de integracion se anulan pro simetria en la variables de
integraciéon (k — —k). Quedando la siguiente lista de integrales a ser utilizadas en el célculo.

d’k Ok ) d°k k2R
I, = =0, [’= = =0
(2m)P (k% — M2JP #= ] (2m)P k2 — M2P

]2 — M4—D/ de kQ 14 — M4—D/ de (k2>2
- (2m)P [k2 — M2P B (2m)P [k2 — MZ]3

_ dPk  K*kMEY _ dPk 1
[3VE'“4D/ D 1.2 2137 105“413/ D 1.2 213
(2m)P [k* — M7] (2m)P [k* — M;]

Loy D / dPk kPR ECRP =D / d’k KMk
pras = 2m)D k2 — MZ]P T (2m)D [k2 — MZJ?

Las integrales que son diferentes de cero se pueden calcular de acuerdo a las formulas gene-
rales en D-dimensiones [?]. Los resultados son los siguientes:

G )

6472 2 —M?
r= SIS ()
= S e (S [45 0+ 45T - 2

I = g0 [—11\43] [[_lzlwg]] (- 2 T
(

gt € Ay 2
= 31y Sl (TN (24
w = gz L3l D) [ )
i[—M?] € 4t 42 1
ol = 7 1 1 ( >} 1— = uv _af po vB upb va '
praf = ~oe—s [ ol (L= =+)(g"g" + """ + g"7g™)

Donde € = 4— D. Ahora para poder realizar las integrales sobre las variables x y y, recurrimos
al hecho de que m}, >> m, , lo que implica que

M, ~ —am?® — (1 — x)m2,
My ~ —(z — 1)my +m?2,.

Posteriormente al sumar las amplitudes de las dos contribuciones

—iM = Uy;(p2) | Aoy (1 +7°) + 0™ g, (Ar + A275)] uyi(p1)e;,(q) (5.25)
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donde g =p; —pa y

A — 17em? GF[ 1 3y —3Log[dmp®/m3)
T 4on? € 192 ’
A= CF i m) S o
8\/§ 5 7 j = ciVejs

er
8\/_71'2 m; m] Z UCZUC]

c=e,l,T

Donde -2

8m2,

107° GeV~2 y v es la constante de Euler-Mascheroni con un valor aproximado de 0,5772157.
Recordemos que solo se consideraron los términos dominantes. Este resultado coincide con
los resultados previos para los correspondientes factores de forma.

= % y G es la constante de acoplamiento de Fermi con un valor de 1, 16637 x

5.5.2. Casoa#0yb=0

Este caso fue analizado previamente en el trabajo de tesis de maestria de Ricardo Daniel
Gallardo Garcd [30]. Vamos a expresar el vértice de nuestra contribucién en D-dimensiones

. d°k N (K, p1,p2)
—jel" = 4P ol 2
iely = p /(QW)D AN, (5.26)

donde
Ay =[(k+a)?®—mil, Ay=[k—p)?—mi], As=[(k—ps)*—m3].

y N; en el apéndice A.3.2.

Se ha introducido la constante p con dimensiones de energia para mantener las mismas
unidades en D dimensiones que en 4 dimensiones. Esta integral se puede calcular recurriendo
a la parametrizacion de Feynman

(l—z—y—2)
5 5.27
A A2A3 /// .TAl + yAQ + ZAg] ( )

realizando las operaciones correspondientes del denominador de la ecuacién (5.27) la podemos
llevar a la siguiente forma

A1 AN, A2A3 - 2/// 1;];6 _,f _Ajl] (5.28)

donde para la primera contribucion tenemos

Ps = yp1 — ax + zpo,
A3 = —xa® —yp? — 2ps +ami — (y + 2)m
M; = P + A},
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Sustituyendo la ecuacién (5.28) en (5.26) y haciendo el cambio de variable k — k + Pj (el
cual es valido para integrales que divergen cuando se mantiene D # 4) tenemos

d"k Ni(k + Py, p1,p2)
—'F“—24D2/ddd51— / L AL 5.29
iel'h, = 2pu zdydz0(1 —x —y — 2) enP oM (5.29)

Para facilitar los calculos la integral triple la expresamos en una integral doble

. dPk Ni(k + Ps,p1,po)
—outDg? 1 3, D1, D2
—ielh = / / dxdy/ omP R MIF (5.30)

donde g, = 2%, observe que la variable z a cambiado a 1 — x — y.

Para la segunda contribucién tenemos

d"k N. (k,p1, p2)
_jeH — 4-D 2{hy M1, 31
iel', = i /(27r)D AN, (5.31)

donde
Ay =[(k+p)* —mi], Ay=[(k+p)*—mi], As=][(k—a)?®—mi]

y Nj en el apéndice A.3.2.
De manera andloga a la contribucion anterior tenemos

Py =z(p; — p2) a(zx +y)+zp1,
Al = —zpi —mi, — (x +y)mi — 2(p1 — p2) - ax + a*(z + y),
M} = P} + Al

Sustituyendo la ecuacién (5.28) en (5.31) y haciendo el cambio de variable k& — k + P,
tenemos

, dPk Ny(k + Py, p1,p2)
—F“:24D2/ddd51——— / 2 L 5.32

y expresamos la integral triple en una integral doble

, d"k Ny(k + Py, p1,p2)
—iel* =2pu""Pg2 / / dxdy/ onP R (5.33)

A fin de llevar a cabo los célculos de las integrales sobre k tanto en las Ec. (5.30) y Ec.
(5.33), se recurre a las integrales antes mencionadas. Lo que observamos es que obtenemos
las mismas expresiones que se obtuvo en la ref[|. Esto nos da también confianza en que las
expresiones generales obtenidas son correctas.



Capitulo 6

Conclusiones y consideraciones finales

En esta tesis hemos obtenido expresiones generales para factores de forma que contribuyen a
los momentos dipolar magnético y eléctrico de neutrinos en el contexto del Modelo Estandar
Extendido.

A partir de la expresién general de la amplitud obtenida (ver A.4), y con el fin de corroborar

el caso usual (en el que se presenta violacién C' PT') ponemos a* = 0y b* = 0, lo que obtene-
mos es los factores de forma usuales. Este resultado nos indica que las expresiones obtenidas
en A.4 es correcta. Se observan los factores de forma Ay donde el primer término es divergen-
te en D = 4 y que es absorbido en el acoplamiento del proceso de renormalizacion; el resto de
los términos A; y As son finitos, estos factores de forma son los momentos dipolar eléctrico y
magnético respectivamente. El resultado del calculo para el Modelo Estandar Minimamente
Extendido, para el caso estdtico donde se tienen las masas iguales m; = m; el momento
dipolar eléctrico io#¥~° resulta ser nulo, por que dependen de la diferencia de la masa del
neutrino entrante y neutrino saliente, por lo tanto, inicamente tendremos contribucién del
momento dipolar magnético 10" y que resulta ser el mismo que el del Modelo Estandar.
Cuando en el proceso de transicion tenemos que la masa del neutrino entrante es distinto al
neutrino saliente m; # m;, el factor de forma Aj es diferentes de cero y existe contribucion
a los momento dipolar eléctrico.

El trabajo se realizé en el Modelo Estandar Extendido donde se llevo acabo el calculo para
la obtencion de la amplitud de transiciéon. A partir de los dos diagramas antes mencionados
donde aparecen contribuciones de los momentos dipolares, se hizo un estudio donde se ponen
de manifiesto las propiedades electromagnéticas de neutrinos. Se trabaja con el Lagrangiano
de corrientes cargadas anadiendo dos parametros a* y b* que violan simetria C'PT y/o Lo-
rentz en el proceso de transicion v; — v; + 1.

Se consideran valores pequenos de los pardametros a* y b* comparados con la masa del boson

W, se observa que para el caso cuando a # 0 y b = 0 los factores de forma ya mencionados
agregando los siguientes factores de forma: ic"’a, y ic"*a,y’ que corresponde al momento
dipolar magnético y eléctrico respectivamente. De manera adloga se observa que para el caso
cuando b # 0 y a = 0 los factores de forma ya mencionados agregando los siguientes facto-

45
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res de forma: ic"*b, y ic"*b,> que corresponde al momento dipolar magnético y eléctrico
respectivamente.

Cabe mencionar que resulta interesante analizar el proceso v; — v; 4 para obtener los mo-
mentos dipolares para el caso del propagador del Modelo Estandar Minimamente Extendido
con violacion CPT cuandoa # 0y b=0,b#0y a =0,y a # 0y b+# 0. También, resulta
importante considerar valores no tan pequenos del parametro a* y b*. Estos casos son para
estudiar a futuro.



Apéndice A

A.1. Identidad de Gordon

A.2. Notacion

Las integrales resultantes en D-dimensiones que se obtienen son de la siguiente forma.

D D 2
I(LQ)E/ Pk K E/ APk Kk
. 2m)P Any” (21)P A

02 _ / d’k K 02 _ / A’k (k?)?
2 o (27T)D A(lyg)’ 4 o (27T)D A(l,g)’
]2(1,2):/ d"k k*k*k ](172):/ d"k L
my - (27T)D A(1,2) ’ 0 - (27T)D A(Lg)’
702 _ 4_D/ dPk EMEVECKS [02) — 4_D/ dPk kM
urvaf — (27T)D A(1,2) ’ pv =K (27T)D A(1,2)7

donde

2
Ay = [(1 = mf =) = a(8 = 0 k)) | [k =1 —a)? = md] [k po — a)* — .
2
o= (15t —) 4 (k0]

< [+ = mt = 9) = a(B 0+ p1)? — 0 (k4 pu))?) ][5 = 2]
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A.3. Calculo de la amplitud de ambas contribuciones,
caso general

Vamos a trabajar con el numerador Ny, el cual al realizar las operaciones correspondientes,
tenemos que toma la forma siguiente.

M= (= mi = 8) | (V] = ALy (Ve = Aar®) |
X (—k+a+p) [4m2[(k = pa = a) - (b + 0y + )
F (07— B[22 (2m —m2 0~ R — o+ 2K (a4 o)) — (AR~ f—m)
—2m? (2k - (p2 — @) = m =ik — ) ) + (f — D)k — b+ my)(k = p2 — 0)?]
20— d—m) [ ((k=p2—a) - (k= po— @)+ m2 ) (b2~ (k+77))
+(k=p2—a)- (k—p2—a) —mi[(k = po — ) - (k + 7))
+ (k= a—pa)" 20k —p2 = @) (k+57)] [ (k= d = mo)[(k = p1 = @) - (k +p1 — a = 2p2)
—m (= -+ my)]
(k= pr—a)- (k+p1 = a—2p2) (19 = ) = @) + 202+ (07 + )| (f = ¢ = m)
+m2 (1 = )|k = D) — ¢+ ma) + 2m2 — Ay - (5 — a)]
o+ 2p5 (k- by°)(mi + 30K — )
o 2m2 (59° + k) [2m2 (F =+ my) = (k= p1 = @) - (k+ 1 — a = 2p2) ) (f — ¢t = m)
+2m2 (17 — )| (k = @) (U5 = p1 — @) - (k- py — 0 — 2m) ) — w2
2 (B — K) [m2mi+ 20 — ) — (k= p2 = @) (k+p2 = a = 2p1) ) (k= )
—(k=p1—a)- <k+pl—a—2p2>)<k d+mi)]

+2m2, ((kz +by°) - (k —2p; —a + 2292))
—2((k; 2p —a+pa) - (k—a— p2><k’+b”y ﬂyﬂ}
i (V3 4+ ALy (Vi — Acm[ (a+p k:)“[ 2(k—d — mi)+

+ (k= d—m)|((k+p—2p1—a) - (k=p2—0)) +2((k—p1 =) - (k+p2 = a) )|
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+((k—p1—a)‘(k+p1—a—2pz)>[m3,(mi+((k—pz—a)'(k+pz—a—2p1)>>v“

~ (== m)]]]

+mk? = mf = 0) (V] = ALy (Vi + Ay (@ + p1 — B

am? (1= (2m? = a* = K2 = 2k -a) + (k+0) - (pr +12))

i (4p1- (b + a) + 208 = dmi + (K = @) — d — my) +2m2)

+[(k=p—a) bt pr—a—2m)) +2((k—pr—a) - (k= p2— )) | (k= D) — d — )|
+((k'—p1—a)-(/<+p1—a—2pz))

[ (2mam?, + (== m) = (k= p2 =) (k+p2—a=2p)) ( — ) )"

il (= d = 4) + (k= pa — @) (k= )k — b — my)] |

+my(VE+ ALy ) (Ve + A )[ 8y, (' + k")

—(atpr— K[+ B — d = mi) (m2 + (k= pa — a)?]

—(k=a—p2) |17+ B[ (k= p1 =) - (k+p1—a = 2p) ) (K = —m)

(3K — )] = 4m? (k= = pa) - (k+b77)|

+m2 "+ K| (= p2— ) (k4 p2 — a0 —2p1)) —m2 |5*]]

= 2mm; (V + AL (Vi = Aar®) (@ pr — K [4m2 7Bk - (k = p — @) — b+ (k= p2 — o)
[ = (b= a+p2 = 2p1) - (k= p — @)](kP — k- D)3

2k = py = a) - (k= pa — a) (B — k- D) + )| (K — = o)

+ (k= k- 0)7°[mi, + (k — a+pa —2p1) - (k — pa — a)]y"

(k= p1—a) - (b pr— a—2pa)[(k = po — )" (kP — - D)) — = )|

=2 (VI 4+ Alpy®) (Via + Aan) |47 mi, (B — f0) + 205, (fF — ke - )y

+(k—pr—a) - (k+p1—a—2p)(k —po— )" (F+ PE)KP — k- D)y (f — ¢ — my)
— (B4 F)RP — k- 0)2°[m, + (k — a+ps — 2p1) - (k — pa — a) 7"
+2m2 (F 4 P (FP — k- D)V — dmi k#(k - by° + %) — dmdvi (k- by° + K?)
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(k= p2 = )" | = 200 — ) — ) + 4m2 (k- b7 + D) - (k= pa — )

2 (k- by K7 (k= p = a) = (f — BB — k- D)7 — b+ my)

4k (k= pr — a) — " (k= o — ) — (B — D)3k — ) + )]

(@t pr— B[+ BEOEY — k- D)7 | (f — = m)[1 + (k= @+ py — 2p1) - (k = pz — )

+ (1 + B — ¢ —mi) (k= p1 — a) - (k= pz — )|

—dm2 (= Dl - 07k = p2 — @) - (09 = K] + K357 (k = pa — @) — 0%k (k= p2 — )]

= 2V} = ALy (Vs = Acr®) (@ + 1 — k)[4 [IyR2 — 8 + k- b7 (B° — )]

+dm (f = @)k -0V [(k —a—p2) - (00" = B)] + k*°b - (k —a—pa) = 0k - (k — a — ps)]
=2 — = m) 2 (=t p = 2p0) (kb9 82) = b (k= 0+ py = 2p1) (k- 07 + K)]

+(k—a+py—2p1)- (k=ps—a)lb- (k—ps—a)(k-by" + &%) — k- (k—ps — a) (k- 07" +b%)]
+2(k- by + 0k (k—p2—a)[(k—p1—a) - (k—p2—a)] = mik - (k — p1 — a)]

2k b7+ Kb (k= p2 — a)(k = pr — a) - (k = pp — @) = m2b- (k — pr —a)]
= B[ = 00| = (k= D) — = m)[(k = at-p = 2p1) - (k= p2 — @) = 2]
—dmy, + (F = py — #)* + 2mimy, + dmypy - (a — k)
T 2mEmilf — ) + (17" — B)2m (F = p — d)? = 20k — )k — d —mi)(k —pr —a) - (k= p2 — )
—4(b-pr + k- p2)(f = d = mi) (k= p1 =) (k—p2 = a)]

(Kb ps — Bk p2)7 |4 = ) — = mi) (k= pr = 0) - (k = pz — a)
— (k= d—m)[1+ (k= atps—2p1) - (k= pr — a)]]|

+

— 2k p2 — - — k- p2) (KB — k- D)7 [(F — d — ma)[1+ (k= at-ps — 2p) - (k= p2 — )]
2009+ B)(f — b= mi) (k= py — 0) - (k = p2 — )]

= 2Pk pa = R g =k p) (R = kB = = o )

—(mi, + (k—a+py—2p1) - (k = pa — a))"]

— (B~ )b~ p2 = Bl p2)7 " [20k — @ = pa)(d — f -+ i)
+ (3m2 — (k —a+py —2p1) - (k — p2 — )]

~(

PE— ) (RP — k- )77 | 2mimy — A (p1 + p2)* + mi " (K — d + mi)
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+[ml, — (k—a+p2—2p1) - (k = p2 — a)](F — d)7"
(k= py— ) 2m2 — dpy - (k= a) + (f = B)(f — d + )]
+2m2 | (k- by° + E*)7°[m2b - (k — a + py — 2p1)
—b-(k—a—p)l(k—a+p:—2p1) - (k—p2—a)]
— (k-0 + 0*)[mgk - (k —a+po—2p1) — k- (k—a—ps)[(k—a+ps—2p1) - (k= p2 — a)]]|+"
[k = pr = a) - (s p1 — 0 — 2p)][(k = o — @) [20k - b7 + K2)b- (k= s — )
=2k -0y + 07 )k (k= p2 = a) = 2(Bk - py — Kb p2 — k- p2) (kP — k- 1)y’
(B~ B)[2Bh - pa Y — - — 24 o] (K — )|
2 20k b9+ DR = 20k - by KA+ (B~ )P — k- 0)7 "] | (= f = o)
= 2m2 (= g+ my) | (k- by + ) md k" — (k= pa — )k (k= p2 — a)]
+ (k- by + Ry — (k= p2 = a)'b- (k= p2 = )]
= 2m(V = AL7) (Ve + Ay [ (= + 1 + )

x |2[2m2 7k (k= p1 — @) = Kb+ (k= p1 — a)]
+2(k —pi—a)- (k=ps—a)y[kb- (k —p2 —a) = Pk - (k — p2 — a)]
+(k—a+ps—2p) - (k—ps—a)[fk- (k—py—a) =Pk - (k—pas— )]y’ | (F — d —m;)
—4(k —p1—a) - (k—pa — @) (b~ p2 — Pk - p2)y° (By° + ) (F — ¢ — )
- 8mbk - by® A B (= s — ) = Kb+ (k= o — )7k — )
+8mi A [k - (k—pa —a)(b-pa) = k- (k —pa — a)(k - p2)]
= 2(kb-p2 — Pk - p2)V(F — b — mi)[(k — a+ps = 2p1) - (k — p2 — a) — my]
(B = b k) 22 (B — B = — @)+ A2 — ()
=2k = py = a)- (k= p2 = @)(]7° — )k = ) + (b= a7 + k- pa)] ( —  — i)
2 [2m? 4 dp; - (a — ) + 2(k — d)m]
(= B — = m)mE + (k= atpy—2p) - (k= p2 — 0)]|
(= pr—a) - (k+ py — @ — 2pa) (M2 R00P + VR) — kP + - 07 (f — f — o)

(= po — ) [208b - p2 = Pl p2) + (kP — k- D) (K — )
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+ 2Pk (k= po—a) = 24b- (k= p2 — a) |y (k — d —m)]

(b p2 = B p2)7” | (k = p2 — @) (m; = 6(k — )

+2[m2 — (k= a+p2—2p1) - (k = p2 — a)]"]

+ (kP — k- b)y° [4mi,(p1 +pa)!t — mg " (F =+ 3mg) — mi (k — d)y"
(k= D) —atpr—2p1) - (k= po— @)y — (k= po — a)[2m? + (f — d)(k — ¢ +m)
+apy - (k= )] +8m%b - poy ik — (k= p2 — @)k - (k= p2 — a)
+2mfvlffv5v“[m3k- (k—a+ps—2p1) = (k—a+py—2p1) - (k—ps—a)k-(k—ps —a)}
— 2m2 " b (k—a+py—2p1) = (k= a+ps—2p1) - (k—p2— @)k (k —p2 — a)
+8mik - pay°[mib — (k —pa —a)b- (k —p2 — a)]

o+ 2m2 5 [#m2Y — (k= p2 — a)'b- (k = pa — o)

— Bk = (k= p2 — @)k - (k = p2 — )] | ( — d +m)

— 2mm; (V) + Al 4%)(Vis — Aay®) [ a+pr — k) [4mw7 (k —ps—a) — b~ (k — ps — a)]
+ [[m2 = (k= atps—2p1) - (k= p — @) (P — k-

=20k —p1—a) - (k= p2 = Q)P — k- D) (f + $°) | (f — ¢ = m)|

+ (kP — k- 0)y°[mi, + (k —a+py—2p1) - (k —pa — a)]y"

+ (k=pi—a) - (k+p1 = a—2p)[(k = p2 — @) (p — k- b))k — d — )|
= 2m; (Vi + AL (Ve + Acr®) [ 497 (B — ) + 2m (6 — ke - )"

+(k=p1—a)- (k+p1—a—2p)(k—pa—a)'(k+ PE)FP— k- )y (F — ¢ — mi)
— (BF+F)HP = k- 0)7°[me, + (k — a+py —2p1) - (k — py — a)]y*
+2m2 (F + B (kP — Kk - )y — dmid kb (k - by® + b%) — 4mi b (k - by° + k?)

(k= p2 = a)" | = 200 — ) — )+ 4m2 (k- b7 + D) - (k= ps — )

42 (k- by K7 (k= py = a) = (f — PP — k- D)7 — b+ my)

A (k= pr — @) — 447+ (k= s — @) — (kB — k- D) (3K — ) + my)]

(st pr = R |+ BB — k- 007 [ (f = = mi) L+ (k= a+p2 = 2p1) - (k= p2 — )]
+ (B B~ ¢ —mi) (k= py — a) - (k= pz — )|

— 42 (k= D)k - 07 [(k = p2 — @) - (09 = K] + Kb (k = pa — @) = 0%k (k= po — )]

b)Y’
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Vamos a trabajar con el numerador N,, el cual al realizar las operaciones correspondientes,
tenemos que toma la forma siguiente.

Na =[(k + p2)? = 0 — w2k + p1)* = 4 — m? |
(V= ALYV + Aan®) |+ dmim?, + m2 (f — g)?
+ 2m(k + pr + by") ((f = )? = dm?, ) + 4
2m((k -+ p2+ 09°) - (k= @) )3 (f = ) + 2mm2 " — )
+2((k+p2 = 09%) - (k=) (k= ) (K — )
— (= B+ B+ ma)2m? + (- )]
—m;(VE+ AL (Vi — Aar)
X [+ 3+ m)@m2 + (= d)?) = 20k + 1 — 09°) - (k = )] (k — ) + 2mm? 5]
+my (VY + ALY (Vi + Aar®)
X |22+ mmd 4 2k + py + by A — (= )% = 2m3 20 + (f + B
(V= AL Vi = Aa™) [l + 577 + ma)[(f — )% — 42
+2m;, [mi +2[k - (1 +p2) +0- (p2 — pl)ﬂ]v“ —4m?, (pr + p2)"f
—4mi, (p1 — p2)"' Py — dmimply — 2mmi " (f — Py°)
(k4 09%) - (k= )) [ - (k= @)y = 2(ms + 200" — )]
(= ) [2m2 - mmd 4 20k + py -+ b7°) 43, — ( — )]
=l — )2 = 20k + p2 + 577 (k= @)l — ) — 2m2 " ( — )]
—2[m(k +py = 07" - (k= a) + 20k + py + 07" ((k+p2 = 07°) - (k= ) ) | G — )]
[k 4+ p2)? = 82 = M2V = ALY (Ve = Ao+ (k + 1) |
HAm[(F+ py = PO E A+ ) = K = ° ) = 2mf + By )]
20— ") 4m, = (f — %] = 2mmy® (= @)+ 4Lk + py = 07) - (B = )] (f — )
Ak + py 0V R + ) = 2k + 5+ 877 - (k= )y (F — )

— (k=) (k= 4)* — 4mey”)]
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[+ p)? = 02 = m2)(V = AL (Ve + Aar™b- (k1) |

+29°[(f — ) = 2mmi A (F + By°)] — 8, (pyy” + m)
—4Amy (k+ #y° ) Y= B° 4+ mi) + 4k + pr+ 0°)P(F — d)*y° — 4m?)]
+ 20k + ) (ms — k= BV (k= d)® + 4ml, (F + B + my)

=2k +py = 0y®) - (k= a)* (k= )] + 4k + o+ 67°) - (5 — )k — 7° — mr")y°(f — )
Fmyl(k o pe)? =B = (V] = ALy (k4 p) | (Ve + Aar®) |

o+ 8m2 (m + (k+ p1 = 7)) + 4k + pr + 07" ( — )]

— (Vi = Ar®) [20° 22 (my + = Py + i) = 2[(k + py = b3°) - (k = Q)] (k — )

(= )2 m: = m)] + 20+ )7 - 7]

[k pa)? = 02 = m2(V = ALY [ (Vs + Ar®) [ 4m2 (K + 771y (k977 + 2 i)

— Amo " (2k - pif — 20 pift — KPmi)y° 4 8mib - pr(2p4y° + 4 my)
+ 8mi, (k + p1 4 b7°)F12(2b - pr — by°mi)Y° + 28" — By (F + my)]
+ 20 = d)[2(k + p1 + 07°) = m][(2b - p1 — P — )Y (F = d) + 2p1 - (k — a)}y”]

+ 8mo, fpy® (m + pl)
+ (Vai — Aey”) |8m2 (27" = 1) (b pift — k- puf) + 4mi vy (mpf — 2b - ps)

+4(2b - p1 = Pma)y* (K — ) + 21 - (k = Q)py°)(k — a) - (k = 0y°)
+ APy [8mams, + (F — d)(k — a) - (k — 0y°) — my,(F — §7° + m))]
+Ame, (F + ) K2 = 9°) = (K +ma) — (2 - py+mi)y* P — (20 py+ pma)y° (K + 1)

o+ dmgm? (<5 + (miy” + )P |
[k o) — 0 — ) (V] — AL (Ve = Aar®) [4mps - (s = @)[(26 - py — Pmi)y (- )
+2p1 - (k= )] = dmm? | (b p)y* (5 + $°) + 3mi) + 2k - pupy?
207 (K2 ) - 26%ms — b2 + 20|
S+ A — ) - 6 — ) — )
—2m(f = ) |26+ pr = Pm (K — ) + 201 - (k = @)®| (K2 + m2 + 2k - py)
2m(f -+ I7) | (= D[k + 26+ pr— Pma) (k= @)+ 2p1 - (k = )] = dmb - (k = 1)y’

—dm(k+p1 = 0°) - (k= ) [ + (20 p1 = Pmr ) — ) + 21 - (k — )}’
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— Ak +po+ %) - (b — @) [[205K + 972y - e+ 2B — )
20+ 20 Py = Py (= ) — 21 - (k= @]

= 20k = P77) [ (B + 26~ pr = i)l + (k1 + b77) )7 — )
+2p1 - (k= @) [ + 20k + 1 + b7°)"]

+ 8mZph |2mib - pi (7 + 1) — (f — $7°)y" (b + 20 ) |
Sl B 426 poy®(k —mi) — (B + 25~ p)y" (K — )

+ ] [fmi — 2k - (p1+ p2) — 2p1 - (p2 + 675)]}

o dm2 2 - par (s + 1) + 2p1 - (p2 — K) + m?]

+ [8mumZk - po — 2k (k- (pr — p2) — p1-p2 — b+ (p1 + p2)V°) |
+ [(m? — 2k - p)y° — 2b- pif](F+ 7°) — 4b - paps - (k +p1 +07°)]7°

+ Ak p2)b - piy” + kP (K = Py )mi + 2(p1 - p2) Py my

82 (k4 py+ 07+ B7) 203k b — P + 46 pia® + ]

I = B+ 2K (b1 + o) + 21 - (2 + 09°)] + — 97K — 20k + ma)b - pa”|

+ (Vei + A’ [ = 8mmgph (20 p1y° + Py°mi) + 16mi kpy°pa - (k +pu+b7°)

20 — ) [2m 0+ py+ 09K+ 20 1 — Pmi)y* (K — ) + 201 - (k = )py”]

(2R + m3(2b - pr = )] — ) + 2mps - (k= @)

—dm((k +py+09°) - (k= @)y | (kB + 25 pr = P2 (f — ) + 201 - (k — )|

80k p1+ 677 | (ko + 87°) - (k= @) | (B + 20 py — i)y ( — ) = 20 - pipy - (k — a)f]
o+ mmd [y (2m: + k) = 6 - p17” + 32

+dmgy" [m[(%ﬁ + 20 )V (F+ ) + 2097 (k - (1 +p2) + 01y = 2(F — By*)ma) + - pay°R]
+m[2p1 - pofy® + 2mmin® — Ak - pib - pay® + 2b - pa(2p — mi)jA

20k = 2°) |25k — D) = a) - (b = 0y")] — (f + 2°) (K — A

+212(k +py = b77) - (k= a) + (K + P7") (k= d)I"pa - (k — )

20k = a) - (k= 57°) = (k+ B (F = D20+ 1 — i)y (K = )

—4mb - ;Y [F(2 = 7°) — 2my] 4+ 4m2b - pay*y®(m; — §)
—2m2 O (F — 0+ 2ma) + 2m2 [ (2K — 0 — my) — 3py - (2k + by°)]
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20+ ) [=(2 = mE)BY® + By ma(1 = m2) = m3 ) + 20 p1”] ||

[+ p)? = 02 = m2)(V = AL | (Ve = Aan™) [ 20897 [4pb (K = $7° + m)
AP = DIk = a) - (k+ p2 + 59°)] + 20200 + (F = }7°)7" — dm2 (k + p1 + 07"V )k + )
(A2, (f = %) = 2mi (B — ) = A1 (k + 09°) = dpa - (k + py + b7)

= 2(2p1 - (k — @) = (k= d)ma)(k — a) - (k + p + 07)]
20k = 1) 707" b (4 p) 20k + B = 20k = d) (k = @) - (k + pa + 07)
= 2m2(f = Py + mi)] + 2m3 (2mb - py — mP)|
P[0+ G po) [ (F = )% = 4m2[200 + (f + 7 — midy = 20k + pr + 07)] |
— 2B | (24 + ) (2K — ) + A — 2mZR(k + pa + D7) = 2D - (k= a) + (f = 7)1k
20+ 1+ 577 (= PP = d) (k= ) - (K + p2)]
K [29(20 - py+ i+ b (k= a)( = )my) + 4b- (k — @) (f — d)p —7"py - (k — a)]
Ak -+ py 0 (k= a)(f — ) — 2]
+ 2 |20k + 1+ VL — )7 — 2m2) = [4m2, + (f = D + B+ ma)y* — 2ph)
o 2mE A — B+ )|+ 2P~ P K= b (- a)
5[4 = D12+ 2k = @) (b4 1 — b9) = w2k — a) - (k + po)]
— mmi,m — 4mf A+ Ami (F — Py° +m) (2 - (k +69°) —m3) — 8mmips - (k + b’f’)]
+Am* k(K = )b - (k — a) + my,f]
1 [Sm [k = B2+ )l — 1 por] + A2 + By — mi)y” — 2]
(k4 py+ 07782 - (k0" (= )% — 6m3) + dm?(2m? + (k — 4)°)]
— 2l — (f = 4)%)[(2ps - (k+0°) + m2) (2 + (f + Pr® = mi)y”)
7 (802 (k= b7) [ (ms = m* (= )0 B = 208 + 297 -y
b+ (k= @)[=27"py - (k = a) + 20} + (k= 77+ ma)y + 20k + p1 + 7)) ( — )]
= 8mgb - pa(2pf — 'y + K+ Py°) + mE(k — @) (k +py+07°)b - (k — a)
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— 4m3[2p) P — A" (b p1 + Pm)]

= 2b- (k= po) [4(k + P+ 07V [l (F + 1) = 7] + 45k — J° + my)

S — ) (k= a) - (k2 +69°) + f — 7] — [ [4m2, + (K — )

202k pr 20 pry” = (f+ 2% mi] + 202p1 - (k= @) = (F — d)mi](k — ) - (k + p2 + 57|
+ (Vi + A |37 4k + pa +b7°) - (k = a)[(k = )* — 42

= 2b- (k+ p2)[(k — d)* — 4mg][(F + Py° — ma)y" + 2mpf] + 16mmgb - pa(k + p1 + b7°)"
—8mb - (k + p2)ph + 4m3b - (k — a)[(2p) —v*mi)(k — ¢) — 29"p1 - (k — a)]

T = A (B — )+ 24 — Sl — dmm2a* (K~ §7° + )

— (= [k — @) - (2K + pr + po)] + 2m(Am2, + (f — D)k + B° — ma)y”

+ 2pf + 2(k 4+ p1 + bﬂ“]]

P [[Smlk + py+ 09— dmf = )y 2, — m(E — - (k — a)]

— dmb- (k= a) 24k — ) +7"(mi — 2py - (k — 0))]]

7 b (k + pa) (40 + B7°) — m (= $® + i)

(= )1k — ) - 2k + 4ps — 21 +26°)] | —dmb - (b — @) (f — §)[2p2 - (5 + b7°) + ]
— g [2mb - p + B2 + 2p - (k+ 077))]|

7 [4mI20k + py+ 09 = (= 77" = 2040 — )k — a) - (K + p2)

+2m* | (k= a) - (k + p2) (291 - (k = a) = mi(l — ) — [Am2, = (K = d)?] (m? + pa - (k + 077))]
— dm, (f + Py )" [m3 + pa - (k + by°)] + 4m2, (2pF — " my)[m3 — pa - (k + by°)]

— dm [ m[p§ + (k1 + 577)] = 2y = (= ")y — 204K — 72k - pr — o)
(= 37°) [Sm2b - pa [+ B = ma)y + 20] — dmm? ™

o [my = i) = )b (k= @) — ml4m2, + (f — A+ b+ (k + p2)) | 29"

+ I [8mi " (p2 - (k + 1+ 07°)) + Amy"f — dm(k — d)(k — a) - (k + p2)

= Sm2ph(k = B7® + mi) — (20 + 7 m) (f = @) = 2p1 - (k= a)y*)(k — a) - (k + )] |
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(ke + p1)? = 6 = MV = AZY) | (Ve + Aan®) B[40 = 27)00" (K + $°)
+ 8Py (F — Py + i) + 4mi [2F(k + py 4 0y°)* + 2(pa + p1)* — ym]
+4(F + By°)[mE 4+ 208 — 2mm2 (k + pr + by°)H]

—4(k —a) - (k+p2) [[2(k‘ + o1+ DY) (= )y = 42p — )] (F — )

+8p1 - (k — a)v“] +(k—a) - (k+p2+07°)8pr - (k= a)y" + [8pf + 4K — Pv° — ma)y"|(F — ¢)]
+ 89 8lp1 - (k= b9°) = (K — 7" )ms + 4k — 2m(dm?, + (k= d)2)] = p2 - (k +p1 + b77)]
+(k+$7°) [4757“[% “(p2 —p1) = Pmi+ b (k—a)(2p1 - (k —a) —mi(f — ¢t))

=870+ (k — a)pi(F — d) + 49°(k = py° )y " [map — (K = d)b - (k — a)]
+ APy i (1= F+ §y° —ma) — (= @) (k — a) - (k +p1 — 07°)]

+ 2k = )+ AmE] B I 2 + (B = ma)y = b (k+ p2)r ™|

B Ak 1+ bYA= @) + 4] = 214mZ, + (= @)@+ (F+ B° —ma)r”)

= 8(2p = ymy) = (K B77)0 A2y — By + ) + 49— Dk = a) - (k+py = 07
A+ )k 1+ VI (A = (= %) = 29°(F = )b+ (k — o)

T+ HP (80 (k= @) — D)[(k+ pr + 07" + ] — SpL B+ A — By (b (k — ) (f — ) — m2p
A9 2D py+ P - (k= @) — (= )]

+ 70y [25 (b +p2)[(F = d)(k —a) - (k+p1 — ") = 2mi, (F = Py° +my)]

A2 = @b (k = a) +m(2b- ps + P

+7 [4(k + 1+ 07°) b (k + p2)(2mG, — (K — @)?) +4mib - pa] — 8b - pa(2p) — 7'm;)

20+ (i + p2) [20 + B7° + i)y — (2] — v ma) 42, + (= )?]) ||

(Vi = Aay®) [7° [ 2mldm? + (F = 021205 + (f + Br° = ma)y") — dm(f = §)*(k + p1 + b7°)"
+ A" 2p1 -k = m(E + By°) = maf + 2mi,(p2 - (k + p1 + 07°) +m?)]

— Smp} — 89k — Amy (k= Dk — a) - (3k +2ps +p1) —mb- (k—a)]

97| = dm[mE = PP 2B+ (f = )b+ (k= @)+ m2[2p{P — (2D - pr — pmy)]|
— 2 (k + pa)7[2 — dm2 — (f — d)2] — 8b- pa[2mEE + (m — mE(f+ P1° + ma)y")]
— dmb- (k= a) [[(2pf +7m3) = 20k + py+ 07 (k= ) = 29"py - (k — 0)]|

o [z (4, + (= )% = 2) + dm [ — @b (k — a) — mf]|
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o ( + ) [y [ = )b (k= @) — m2p]
27 (2m2 (K + B° )"+ 20) + 2 (o, + (f — %) — 2m2mi]) ]|
(Vg = AT (Ve = Aar®) [8mab [ (2 palime — ) + (85 + 26 p) -+ 7°) + Bl — I2°)m

—2p1- (k+b0°) —2p2- (k+p1)] — (F+ 17°)
+m[(k —a) - (k+pz+ by)][(kp + 20 p1 + pmy) (k — ¢) — 2p1 - (k — a)}]

+ 2mpl2py - (k= a) = (k= d)ma] +m*(2b - py — Pme) 42 — (K — @] + 4mb - pr (K — ) )
— s, — (= )°)(20% + ") — 2mp Bk — )

o+ ml kP — 2% — 9 (26 - pr — pma)] — 204

o 16mf (m B20EH — 1 (26 py — Pe) + B — 3K — ma)y 4 2p]

(k4 )b (k= a)l2ps - (k= ) + (K= By = mi) ()]

o S (6 — b+ (k = pa)7" — 201126 - pr + (i + )

— Sm; (2B + 20 (92 — P — 4020k - (52 — p1 + 1 - o)

~ (4, — (AP BE — 1)+ 20 pakt — (m — 2k p)B(20% + o) — 7(2b - pr — )]
+ Sy (2B — 77+ KB+ 26 ol (264 + KoY — (2 -y — )]

— 2+ IR+ ) = 20k — P70+ mi + 2k pr+ Py maly” — 20y7ph]
— 20 pa(2b - pr + PRV — [2040% — 26 piy + PR PR
— [205(20 - p1 — BF) — 26 paf 1P = 207" Plpr - (k + pa2) + k- po

— [240* = 2b - pay"p — B (B + 20 - po)mi]| + S [ - (k + po) (mldm?, — (K — )
[+ mi = 7)== ) (k= a) - (k+ 1 — b7°)]) = 2m20 120 + (f — mi)”]
20k o) (m2[26 - pr = (K= B7° = ma)B] — m2 B — 7 + my)

— 21+ (k= @)+ (= " = ) (F = )b (k= ) ) + 2m2 [By™p + 2086° + P (2b - py + o)

= 2my[2b- pr+ (F = ma) ] + 2B — 17°) + kP + 20 - o]y Bk — d)[(k — a) - (k + pu)]
—2mpb - (k — a)[(pyP — b - p1)2(F — &) +~*P(2p1 - (k —a) — (F — d)mi]

+ [dmy, — (F = @Bk — B°) + KB+ 26 o] (201 + Fy")P — 7" (20 pr — Pmi)]
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A.4. Casos

A4.1. Casoa=b=0

Para el diagrama uno tenemos

Ny = (2 = mf) [(V} = ALy") (Vi = Aar®) [ (= + po)[4m2 [(k = pa) - KIf
— K [2m2 (2m2 = m2 — K+ 2k pa) — m2 (K — mi)
—2m2 (2k - py — —m<k>)+k<k+m><k—p2>2}
208 = ma) [ (k= p2) - (s = po) +m2 ) (02 k) + (k = p2) - (= p2) — m2[(k = p2) - 4]
k= p2)" |20k = p2) - K] [ (F = ma)[(k = p1) - (k+ p1 = 2p2)] = w2 (f -+ my)]
+(k=p1) - (k+pi— 2p2>[< B)K) + 22 - ] (= my)
2 [ (—) [(E) (O + 1)+ 2m2 — 4y - | +2ps - k(i + 30|
o+ 2m2 ke [2m2 (i) — (U5 = pa) - (6 + p1 = 2p) ) (f — )|
—2mZ| (k= @) (k= p1) - (k + p1 = 202)) = mpt]
| = | mZmi 2% = (k= p2) - (k+pa — 21) )
- ((k —p1) - (k+p1—2p2) ) (F+ mi)] +2mg, (k (k—2p1 + 2p2)>
- 2((k —2p1 +p2) - (k —m))iﬂ 7’*}
(V3 4+ AL (Ve = Aar®) | = (o1 = k) [m2 (= ma)+
(= ma) [ (k4+p2 = 2p0) - (k= p2)) +2((k = p1) - (k+2) )|
(k= pa) - (k4 91— 2p2) ) [ 2 ( + (= p2) - (k492 —200)) )7 = (k= m)]|]
(k- >[<vT ALY (Ve + An®) (01 — )|
+am? (1= (2m? — k) + k- (p1~|—p2)>— (4p1 -+ 2fem; + f(f — mi) + 2m?)
+[<(’<¢—pz) (k+p2 — 2p1))+2<(k¢ p1) - (k= ps )} (k- mi)]
+((k—p1) (k+p1—2p2)> m?U(mm + (f—my) - ((/f—pz)-(/sz—?pl))%)v“
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(Vi + AL) (Ve Aain®) | = Smit = (o1 = k) [K(E = me) (m + (k= pa)?)

— (k= p2) [ (k= p1) - (k +p1 = 2p2) ) (€ = m) + ol (s + 38) | — 4mi2 (k= po) - k]
[ (k= p) - G p = 2p0)) = m} ] - k7]

= 2V = ALy (Ves = A1 = k)" | + 20 (= m) (k= pa) - (k = p2)|

= 2m(V = ALy (Ve + Ar®) [ (ke + )"

X (20 p2 = 2m0) - (k= pa)ie - (= p2)7° (F = o)

+8m2 k- (k= p2) (b pa) — k- (k= pa) (k- )]

—2m | = (k4 pa = 2) - (k= pa)k- (b — )]
Para el segundo diagrama tenemos:

Na = [k +p2)? = m2)[(k +p1)? = m?] | + (V] = ALy") (Vi + Aay®) | + dmm?, + m2 ()2
+2m(k +p1) <k2 — 4mfu> + dmm?Z ph + 2m((k + pa) - k) YR A 2mmE PR
+2((k -+ pa) - k) RE = R(E + my)[2m?, + 8]
= my (Vi + ALY (Vi = Aar®) [ (4 mi) (2m2 + k2) = 20(k + 1) - kI + 2mm3 7"
+m; (Ve + Alpy) (Ve + Aen®)
X |2m2, & mm?, + 2(k + 1) [4m?, — K] — 2m2 204 + ()]
(Vi = AL (Vei = Acin™) [l + ma) [k — 4m?]
o 2m2 [y =+ 20k - (1 + pa)] |77 — 4l (py + pa)k — 4 mph — 2mim " (K)
+ ((k +p2) - k) [pl k= 2(mg + 2p’f)’v“%]
+ [2mi, +mmy, + 2(k + p1)![dm3, — K] — mk® = 2[(k + p2)" - K — 2min "k

_ Q[m(kj—|—p2) . k+2(kz+P1)“<(k+P2) ' kﬂ%”
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+[(k + p2)® = m’| (VY = ALy®) (Vi = Ao - (k + 1) [ +AmL[(F + )V E — Ak + ma)
= 2m(f -+ )] + 2K, — k) = 2mmiy K + 4k + pr) - k2K
Ak + o) 22 () — 20k + p2) - Ky — O — 4m2?)]).
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A4.2. Casoa#0yb=0

Para el diagrama uno tenemos
Ny = (8 = md) (Vi = AL (Vs = Aar®) [ (=K + e po)[4m[(k = pa = @) - I + )
— 2 (K + ) (= = o)

—2m2 (2% (p — @) = mZ = milf — ) + (K = DK — d + mi)(k = p2 — 0)?]
2k~ —m)| (k= pr— ) - (k= p2— @) +m2 )pa - b
(i —po—a) (k- m2[(k s —a) - K]
+(k—a- p2“[2[k p2 — a) [% o —m)[(k—p1—a)- (k+p1—a—2pz)—mi,]]
+(k=pi—a)-(k+p—a- m[ FUE— ) + 22 - | (F = = my)
2 [ = F[ (= ) — g+ m) +2m2 = dpy - (k= a)| +2p - k(i + 30k — )]
2k 22 (k= -+ mi) — (k= pr—a) - (k+p1 — a = 2ps) ) (K — d — )]
— 2m2k[(k = )" (k= p1 = @) - (k + p1 — a = 2p2) ) —mi2p
2 [ = E[mimi+ 20— d) = ((k—p2—a)- (k+p2— a—2p1) ) (K — )
—((kz—pl—a)-(k—l—pl a—2py)) (K - ¢+m)}+2m (k- (k=201 — 0+ 2p2))
“a((k o) (k- )]
o+ (V5 + A, 5><v — Aa®)| = (at pr— R [m (= ¢ — mi)+

@ —d—m) | (k+p—2p1—a)- (k=p2—a)) +2((k = p1— @) - (k+p2 = 0))]
+<(k‘—p1 a)-(k+p—a— 2p2>[m me, +<k P2 — a) (k‘+p2—a—2p1)>>’y”
— (= —mo)|]
—2m(V = AL) (Ve + Aar®) [ (ke + p + @)

X [2|(k = a+p2 = 2p1) - (k = p2 = @)l - (k= p — )] (= d — my)
— 8m27lk - (k = p2 — a)(k - o)
+2mi%’y5v“[(/€—a+pz—2p1)-(k—pz—a)k~(k—p2—a)ﬂ
— dmy (V] + AL (Ve + Aar®) (k — p2 — a)"F(d — F)

—}é[Qm <2m —mj a*—k*—a- p2—|—2k~(a—|—p2)>

p2—a) —
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(k2 = m) (V] = ALy (Vi + Aar®) (@ + pr = 0|
+4mfv<1—(2mi,—a2—k:2—2k~a)—|—(k+a)-(p1+p2)>
— i (4pr- (k+ 0) + 20k = dmi + (K = (K — d — my) +2m2)
+[(k=pr—a)- (k4 p2—a—20)) +2( = p1 =) (k= p2 — @) ) | Gk = D) — = m)]
+((k=pi—a)- (k+p—a—2p))
x: 2 (2mim2 + (=g —m) = (k= p2— ) - b+ p2— a = 2p1) ) (f — ) )"
(k= ¢ = 4p) + (k= p2 — )k — d)(f — o — o) |
+nmvﬁ+mﬂ%W’+Awﬂ[—&ﬁwuwa+m—ka%—ﬁ—anﬁﬂwk—m—af
|
)-

— (b —a—p2) [ (s = pr = 0) - G+ pr = a = 2p0) ) (F = — i) + 2 (s + 3K — )|
—dm (k= a—pa) k| +m20) [ (( = — ) - (k4 p2 = a = 2p1)) —m2 ||
= 2m,(V] + AL2") (Vi + Aar®) [ 20k = p2 = )" R(d = ) + (a+pr — )|
Kk~ g —mi) (k= p1—a) - (k= p2 — )|
=2Vl = Aly") (Vi = Aar®) [(a +p1 - k‘)“[
— K[ 2k — g —mi)(k = pr = @) - (k= p2 = )] | (f = d = my)].
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Na =[(k + po)? = m?[(k + p1)? = m?) [ (V) = AL9") (Vs + Aain®) | + dmm, + m?(k — )?
o 2m(k+ o) (= 4)° = 4m2 ) + dmm2ph + 2m( (k4 p2) - (k = @) )7k — )
o 2mmZ g+ 2( (k4 pa) - (k= 0) )Gk = @) — O+ mo)2m? + (K - 4)?]]
—m; (Vi + ALy") (Vi — Aen®)
X |0 ) 2m2 + (= d)2) = 20k + p1) - (k= @) — ) + 2mm2 "]
+m; (VY + ALy (Ve + Aar)
X |2m2 + mmd + 2k + py)[Am?, — (f — )] — 2m3 20 + ()]
(V= ALY Ve = Aa™) [l + ma)[(f = )? = 4m?]
+2my, [mi +2[k - (p1 +p2)]]7" — dmi, (pr + p2)"f — dmimplh — 2mami A f
+ (k4 p2) - (k= @) [r - (k= @)y = 20m; + 205)7" (K — )
| 2m2 - mmd -+ 20k + o) [dm? — (f — )]
— m(f = )% = 20k + pa)" - (k — @)](f — ) — 2m3 K]
—2[m(k+p2) - (b —a) + 20k +p)" (b +p2) - (k=) | (k= )]
[k 4+ p2)? = (VY = ALY (Vi = Aar®)b - (k4 1) |

+Am [(F +ma) Yy K = 27k + mi) — 2m(k +my))]
+ 2 [4my, — (k= #)°] = 2mmiy®(f — 4)* + 4(k +p1) - (k = )l (F — 4)

Ak + p) A K = 20k + pa) - (k= )y (k) — (k= )° = 4m277)]

[+ pa)? = w3 (V) = ALy (Vi = Aar®) |82 (k + 1)K

(Vs A®) |7 4k + p2) - (k = @)[(f — §)? — 4m?]

+ §® 18k + 1) — dmgy ||

oyl + p1)? = mP(ViE = AG) (Ve + Aar®) [0 497001 - (k = 0) = mall — )]
+ (Vof = ALZY) (Ver = Aey®)8mmyms, [ 2(k* +mi + 2k - pily ]
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A.43. Casoa=0yb#0

Para el diagrama uno tenemos

Ny = (k2 = m = 83)[ (V] = AL (Vee = Ar®) [ (= pa)? [4m2 (k= po) - (s + b7
(1 = ) [2m2 (2m3 = m2 = k2 4 2k po ) — m2 (K~ my)
—2m? ( (o) = m —m;é) R ) (k= p2)?]
mi) | (k= p2) - (k= p2) +m2 ) (2 (h + b7°)
(k= pa) - (k = p2) = m[(k = p2) - (k + b77)]]
(k = pa)* |20k = p2) - (k + by)] [ (F = ma) [(k = p1) - (b + p1 = 2p2)] = 2, + o)
(k= p1) - (k4 py = 20) [ (97 = B+ 202 (00 + )| (F — )
m2 [ (1" — )[R + i) + 2m2 = dps - K] + 2pa - (k 4+ 0% (mi + 38)
22 (097 + k) 22 (4 mi) = (k= po) - (k+p1 = 2p2) ) (= my)|
(B = ) [l (6 = p1) - (k + pr = 22) ) = m2pt ]
(17— ) [m2mi+ 24 = (k= pa) - (s + p2 — 20)
— (k= p1) - (k= py = 2p2) ) (k= my) | +2m2 ((k+87°) - (k = 2p1 +2p2)
2((k 2p1 +p2) - (k- pz)) ((k +b7°) - k)]’y“}
(V3 + AL ) (Ve = Aar®) | = (o1 — B [m2 (= my)
(k= ma) | (G +p2 = 2p1) - (=) +2((k =) - (b +2) )|
+ ((k —p1) - (k+p— 2pz)> [mi (mi + ((k' —p2) - (k+p2— 2p1)))7"
~tk=ma)]]]
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[ =]
2 (1= (2m2 = K2) + k- (p+p2) ) = m (4py - e+ 2fm + (k= i) + 2m?)
[ (b =p2) - (k42— 200)) +2( (k= pa) - (k= p2) ) | Y — o0)|
+ ((/f —p1) - (k+p— 2192)) [ 2mmy, + (F — mi) — <(k p2) - (k+p2— 2p1)>%)7“
i (= 4p) + (k= p2) R = ma)| | +ms (V] + AL (Ve + Aar®) | = 8mi (09”4 1)
— (o = 1) |1 + B = mi) (2 + (b = p2)?]
= (k=) [ + 1) [ (6 =) - G 1 = 20)) (R = )
2 (i + 3| = 4m2 (k= pa) - (k + 7))
+m (17 + )| (k= po) - (k +p2 = 2p1) ) =2 ||
= 2mm (V + AL (Ve = Aan®) [ (o1 = ) [4m2 57 Bk - (k = p2) = - (k = p2)]
o+ [[m2 = (k4 p2 = 2p1) - (k= pR)](FP — k- )7
=20k = p1) - (k= p2) (6 — k- 5" (f + ") | ( = m)|
+ (kP — k- b)7°[m2, + (k + p2 — 2p1) - (k — p2) )"
(= pa) - (ko pr = 2p2)[(k = pa) (K — k- )] — my)]
= 2my (VALY (Vi + Aay®) [ 497 m2 (B2 — ) + 22 (k) — k- b)7°

+ (k=p1) - (k4 py = 2p2) (k = po)"(F + BE)KP — k- )7 (F — ma)
— B+ B HP = k- 0)7° [, + (k +p2 = 2p1) - (k = po) 7"
+2m (F+ BB KP — k- b)Yy — dmg k¥ (k- by 4 %) — dmy b (k- by° + k)

(k= po) 200 — K + 4m2 (k- b7 + B)k - (k = p2)

A (k- b7+ K20 (k= o) — (= )R — - D)7 + o)
AR (k= pa) = 47 (k= pa) = (K — - D)7 (3K + o)

o (pr = K[+ PGP — k- 0)7° [ (fma) 1+ (ke + p2 = 201) - ( = p2)]
(1 + B =)k = p) - (k= po)|

(k2 = mf = 8| (V= AL (Vi + Aar®)
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— dm2 k- 7 [(k = p2) - (07 = K)] + K37 - (k = pa) = bk (k= pa)]

= 2V = ALY (Ves = Aar®) (01 — B [ [IyK2 — 02 + k- 07°(B° = )
2 (= @)l [k = p2) - (0 = K)] + K27 (k = pa) = B (k= po)]

= 2(f = my) [m2 [k - (k+pa = 2p1) (k- 07" +0%) = b- (k + pa — 2p1) (k- by° + K?)]

+(k+p2—2p1) - (k= pa)[b- (k= p2)(k -0y + k%) — k- (k = p2)(k - by° + )]
+2(k -0y + V) [k - (k= p2)[(k = p1) - (k = p2)] = mik - (k —p1)]
)

+2(k - 0y° + K- (k= p2)[(k —p1) - (k= p2)] = mib- (k —p1)]

(B — ) [ 068 — k- D)7 [ — K — [k + > — 2m1) - (k = p3) — mi2]

—dm, + (k= Po)” + 2mimi, + dmip, - (a — k)

+ 2mEmik + (17 = 2m2(k — $)* = 2K = ma) (k= p1) - (k= p2)

— (b p2y” + o) (k= mi) (k= p1) - (k = p2)|

+ (kb - p2 = Pl - p2)” (4B — ) = ma) (k= p1) - (k= p2)

— (= m)[1+ (k+p2 = 2p1) - (k= )]

2Bk pa — Kb+ p2 — e p2) (B — K- D)L = ma)[L+ (ke + p2 — 2p1) - (k= po)]
+ 200" + ) = mi)(k = p1) - (k = p2)

— 2Pk - pa — Fb - p2 — k- p2) (kP — K - )7 [(k — pa)"(—F + m;)
— (m2 + (k+p2 —2p1) - (k — p2))7*"]
— (B — B) (kb - p2 — Pk - p2)7°[2(k — p2)" (=K + mi) + (3mi, — (k +pa — 2p1) - (k — p2))y"]

— (B = )Y — - ) [2m2m, — 42 (1 + pa) + m2 A% ()

2 = (k+p2 = 2p1) - (k = po)lfy" =+ (k= pa)*[2m3 — 4ps -k + F(k +my)]|

+2m | (k- 0y + K2y [mb - (k — a4 pa = 2p1) = b- (k = pa)[(k + p2 — 2p1) - (k — p2)]]
— (b7 + D)2k - (k- pa — 2p1) = k- (k = pa)[(k + p2 = 2p1) - (k = p2)]] 7"

[k = pa) - (b pr = 2p2)] |k = o) |20k - b7 + K2)b- (= p)

= 2(k -0y + 0k - (k= p2) — 2(Bk - p2 — kb -po — k- p2) (P — k- b)7°

(B~ K) 20k po + P — kb — 24D o]y
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2 20k b9 4+ DR = 20k - 0y KA+ (B — )P — k- 0)7**] | (= ma)
= 2m2 ( + my) | (k- 0 + B MR — (k = p2)k - (k = p2)]

+ (kb7 + K I = (k= p2)"b- (k= p)]

= 2m(V = AL) (Ve + Aar®) | (—h + 1) [2[2m2 7Bk - (k= p1) = fb - (k = p1)]
+2(k —p1) - (k= p2)V’[kb - (k = pa) = Pl - (k — po)]

(e p2 = 201) - (k= po)k - (k = p2) = B+ (k = po)}°| (K = m)

—4(k —p1) - (k — p2) (kb - po — Pk - p2)7° (B + B) (f — )

+ 8mipk - by + dm [Pk - (k — p2) — kb - (k — p2)]7V° (f — )
+8mp A k- (k= p2)(b-pa) — k- (k= p2)(k - p2)]

— 2(}b - po — Pk - )V (F — ma)[(k + p2 — 2p1) - (k — p2) — mi]

(kY= b k)Y [2mE (07 = B (K = $)? + Al — ()’

=20k = p1) - (k= p2)[(]7° = R + (b~ a7 + k- po)] (K — )

- m[2m2 + dpy - (@ = k) + 2fmi] + f( = m)[m3 + (b +p2 = 2p1) - (k= p2)]|
= pa) - k4 py = 2p2) [ 2007F + VK) — B+ k- O (F — my)

(k= pa)" |20k - pa = Pl - o) + (KB — k- D)(B)

+ 2k - (k = pa) = 24 - (k = pa) | " ( — m)|

(b pa = B o) | (k= pa — @) (my — 6f) + 2[m3 = (k + p2 = 2p1) - (k= p2)]0"
(P — K- B3 [4m2 (o + pa)* = m2 oy ( + 3my) — m3 "

+ Kk +p2—2p1) - (k — po)7* — (k — p2)"[2m + F(f + m;)

+4ps - k]] +8mib - pay’[my k! — (k — p2)'k - (k — pa)]

+ 2m2 Jy 4" [mik (k4+p2—2p1) — (k+ps—2p1) - (k—po)[k - (k— pz)}]
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= 2me ey (mib - (k+ pa = 2p1) — (k +p2 — 2p1) - (k — p2)k - (k — p2)

- 8m - par [ — (k= pa)b- (k — pa)] + 2m2y* Kmb" — (k = p2)b- (k= po)]
— Bk — (k= pa)k - (k= p2)]| (K + m ]

= 2mmy (V3 + AL ) (Ve = Aar®) (01 = ) [4m2A° Bl - (k = pa) — Kb+ (k = p2)]

o+ [[m2 = (b pa = 20) - (k= p2) (kP — k- D)7

=20k = p1) - (k= pa) (kP — k- D) + )| ( — o)

+ (P — k- 0)3°[m2, + (k +p2 — 2p1) - (k — pa)]Y"

(k= p1) - G+ py = 292)[(k = po) (B — k- 0)77] (= m)|

= 2m; (Vi + ALY) (Ve Ay®) [497m2 (B — ) + 2m2 (4 — k- B3y

+ (k= p1) - (k+pr— 2pa2) (k — p2)" (K + PEYKP — k- 0)7° (F — my)
— (BE+B)FP = k- 0)7°[m3, + (K + p2 — 2p1) - (k — p2)]y"
+2m2 (F + B (kP — Kk - )y — dml b (k - by° + b%) — 4mi b (k - by° + k?)

(k= po) 200 — IOk + 4m2 (k- b7 + bk - (k = p)

A (k-0 + 2% (= pa) — (F = YK — k- D)7 + )
AR (= p2) — 4% (k= pa) — (KB — k- By (3 + )|

o (pr = K[+ BV — K- D)9 [ (F = ma)[L+ (ko p2 = 2p1) - (k = po)]
(1 B = mi) (k= p1) - (k= p2)|

— dm2 k- 0y (k= pa) - (077 = B)] + k3% - (k — ) — 0%k - (k — )] ]

Para el diagrama dos tenemos:
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N,

=[(k + p2)? = 6 = 2k + p1)? = b2 = m?) [ (V] = ALy ) (Vi + Aa™) |

o dimm?, -+ (= )2 + 2m(k + py + b7°) (K2 — dm? ) + 4
- 2m ((k + pa + 07°) - k)9 R + 2mmd (- )
+2((k+p2 = 09%) - k) (K = 97 — (= B0+ B2+ )22, + 12
= m (Vi + AL (Vi = Aa”)
X |+ ° o ma) (2m2 -+ k) = 2((k + py = b7°) - K+ 2mm2 ]
+m;(VE+ AL (Vi + Aan®)
X |2m2 4 2k + py by A — 2] = 2m2 204 + (f + $7)7]]
(V= AL (Ve = Aad®) [mlE+ I° + mi) K2 = 4m2)
+2m;, [m +2[k- (pr+p2) +b- (p2 — pl)ﬂ]v“ — dm3, (p1 + p2)f
— dmig, (p1 — p)"Py° — dmigmply — 2mamg M (F — By°)
+ ((k +p2+b7°) k) [pl ket = 2(m; + 2p1)7“%}
(= ) |23, 20k + 1+ b2 A, —
— mk? = 2[(k + py + ) K — 2mE A — )]
= 2[m(k+ o = 7)o+ 20k + py+ 097 (R +p2 = 097) - K) K]
[+ pa)? = 02 = m2)(V = ALy®) (Ve — Aar™)b- (k+p1) |
MLy = 0+ %) ="K = B ) = 2 4y + )
+2(f — y°)[4mi, — k] = 2mmin®k? + Ak + pr = 07°) - KK
+4(k+p1 + 675)”[2miv5(% + %) = 2(k + p2 +07°) - kR
— (= ) (K — 4m2A?)
(k4 p2)? = 2 = (V= ALY (Ve + Aar)b - (k+ 1) |
+29° (k% = 2mmi" (K + By°)] — 8nmi, (phy° + m)
—Am (F+ ") (= By + ma) + 4(k + pu+ 07 [k — dmg)]
+ 20k + ) (ms — K = Py°)y R+ Ami, (F + By + i)

=2k -+ py = 07°) k] Al o+ 09°) - R B = my )y K]
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(k4 p)? = B2 = m) (V] = ALy (k= p) | (Vi + Aan) |

+8m2 (m + (k+p1 — bY°)") + 4(k + py + 675)%275]

= (Ve = Acy®) |27 20, (mA" + | = By + i) = 2[(k +p1 = 07°) - K

K —m)] + 20k + 777k |

[0k + p2)? = 02 = w2V — ALY | (Ve & Aa®) [4m (6 + 77)7" (977 + 20 - p17°)

— dmi " (2k - puf — 2b - prft — FPma)y° 4+ 8mib - pr(2p49° + Fmy)
+8m2 (k4 pr+ y°)[2(26 - p1 — bV M)V + 28877 — B (F + )]

+ 2k [2(k +p1+07°)" = m][(2b- pr — P — FP)YK + 21 - k] + Smufy® (m o+ pf )]
+ (Ve — Aen”) 8my,(29° = D) (b pif — k- prf) + dmy vy (mp — 20 - pa)

+4[(2b - pr — Pma)yk + 21 KLk - (R = b7°)

A S, + Kk - (k = 59°) = 2 (f — 7 + my)]

- (f PP B2 = 2%) — B0+ i) — (2 py+mE P — (20 py + Py + 1)
+ Amm? (<8 + (mi® + )P |

(O 4+ p2)? = 82 = M2V = ALY (Vs = Aar®) [dmpy - KI(2b - p1 — i)y

+ 2p1 - k] — Al (b p)7 (5 + P77) + 3m) + 2k - pufy”

207 (K2 ) = 2% — B2 20| + SmZm® + 44 [m ( — $7° + mi) + mps - K]
— 2m|(2b- py — i)y K+ 21 - (k = )| (K + m2 + 2k )

- 2m(f -+ 5°) [ + 20 b1 — P+ 21 - k) = 4m2b- (k= 1)y’

— dm(k +py = 07°) - k|77 + (2b - p1 — ey + 2p1 - k|

— Ak + pa+ 59°) - K[ 2P0 + " (21 - e+ )] B

+ (20 + 1) 1(2b - pr — Pk — 21 - k]

= 20— ) [ (K + 20 p1 — )l + (k + 1 + 2°) 7

+ 2p1 - K+ 20k + py+ 59°)]]

+ Smph [ 2mib- pi(v + 1) = (k= ")y (bmi + 25 )|
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+smlpt [bzmi +2b- oy (f —my) — (KP+2b- p)y K
B o — 2 (pr + p2) — 21 (2 + 1)
S+ Am2 b [% o (s + 1) + 2py - (p2 — k) + m?)]

+ [8mim2k - py — 2f(k - (p1 — p2) — p1-p2 — b (91 + p2)V°) | PY°
+ [(m} — 2k - p)y° — 2b- prf](F+ $7°) — 4b - papa - (k + p1 +07°)]7°

£k p2)b- pry” + b (= 7 )ms 4+ 2(p1 - p) i

+8mi, (k + p1 4+ 07°)" [(% + )23k - b — PE)7° + 4b - p1y° + Py°m]

L = B2 26 (b1 + o)+ 21 - (2 + 09°)] + = fB9 K = 20k + m)b- a7
+ (Vei + Ae?”) [ = 8mmg,ph (2b - p1y° + By°mi) + 16m kpypa - (k +py+ b7°)

20k — )| 2mk + py+ 0y L + 20 py = Pmi) 2k + 21 - k)

2P+ m2(2b - pr — Pma)]y K + 2mp - k|

— dm[(k + pa + by°) - K]y* | (kP + 25 - p1 — )y K + 2p1 - k|

+8(k +p1+ 0y°) [(k +o+07°) -k [(M +2b-py — Pmi)y°k — 20 papr - klf‘]
i (2m + ) — 66 piy” + 3]

+dmin” [m[(%ﬁf +2b-p )y’ (K + %) + 2877 (k- (01 + o) + - piy® = 2(F — 7°)my)]
+mb - pay*k + m[2p1 - papy® + 2mmiy® — Ak - pib- pay® + 20 - pa(2p) — mi)%ﬂ]
20k = I0°) |29 Kk - (k= 07)] — G + B0

220k + pr = 097) ke (o B K

2k - (k= 0y%) = (F+ 7P )R)(2b - p1 — hm)7

—4mib - piy (2 = 7°) = 2m] 4 4mib - poryta®(m; — k)
—2mL BBy (F — B° + 2ms) + 2m2 By’ [mi (2F — By — my) — 3py - (2k + by°))]

20+ )= (2 = mE )Y + B (1 = m2) = m2E) + 2 pry] ||
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Casos

+[(k+p1)® = b —m?)(VE— AlA7) [(Vm A [%W [419’%(% B +m)

+ 4P (= B[k - (k4 p2 +07°)] + 20208 + (F — ]7°)7" — 4ml, (k + p1 + ")) (F + 17°)
+ Ay mP(Am, + k) — 2mi(By° — §) —4pr - (k+07°) — 4py - (k +p1 + b))

= 2(2py -k — o)k - (k + pa + 7))
20k = 177) 779" [b- (ko pa) 20k + B°) = 2k - (k + pa + 097)
= 2m?(f = B° + my) + 2m2, (2mb - py — m2p)|
97 b (4 pa) (K2 = 4m2 208+ ( + By° = ma)y* = 20k + py + 577)] ]
— 20 :(2p§‘ Fym) 2+ dmlph — 2mi f(k + pa + by = 29 py -k (F = )
(20 + pu 4+ 0y 4 (= B9k - ( + o)
97292 - py - P+ b - ferns) + 4b - Klik — py - (k — a)]
AR a4 ) (- a)(§ — ) — 2]
+ 2k _2(k‘ + 1+ 0K = d)? = 2mg] — [4my, + (K + By + ma)y" — 2pf)
2y (f = )|+ 2R B0 R - ]
+ Py (A = DI+ mk - (k+p1r = 07°) = m?k - (K + pa)]
— i m? — 4+ 4 (f — P + i) (2ps - (k + 59°) = m2) — Smmpy - (k+ 07|
+Am kY - ke + mi )
I [SmE[K = B7® + ma)phs — pr - pay] + A2 + P — i)y — 208
+ (k+p1+0°)[8p2 - (k +07°)(k* — 6m2) + 4m? (2m2, + k*)]
= 242 — K2[(2ps - (k +b7°) + m2)(20 + (K + J® = mi)y)]]
7 (892 (kb7 | (ms = m2( = B0 B — 2048 + 297 -y
b K=29"py -k 205+ (= B® o+ ma)r 20k + py+ 50K
— 8myb - p2(2p) — Vmi + k4 ) + mik(k + pr+ 0°) b k
— Am3[2pY P — (b - p1 + Pmy)]
= 2b- (k + pa2) |4(k +pu+ 07 ) [mg, (F + By°) = 7] + Aph (k = 7" + )
o+ 8P - (k4 b2+ 07°) + f = 7] = (2[4, + k)
+ 202k - py 4+ 2b - 1y’ — (F -+ By°)ma] + 212py - k — Fmilk - (k + pa + b’f’)]m
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+ (Ve + Ae?®) [75 [4m(/f + 2 +by°) - K[k — 4m]

= 2b- (k +pa)[K* — 4m][(F + By” — ma)y* + 2mph] + 16mmipb - po(k + p1 + by°)"

— 8mb - (k + pa)ph + 4m2b - E[(2pF — "ma)k — 2v"py - K]

| — (47— )2+ 2K — Smph — dmmy (k — 7 +m)

— 4mA MRk - (2K 4 py+ p2)] + 2m(dm, + B [(F + B0 — ma)yt + 208 + 2(k 4 py + 07°)*]
P [[8mk + py+ 0y = dmf = 0y ]2, = m(E — @) K

— b - K2 + 7" (i — 2p1 - R)]| 7 mb - (ko) (40 + B7) = ml (K = P2 + i)
(= D)k - 2k + 4py — 2y + 2097)]| — dmb - Kf{2ps - (K + 09°) + ]

— dmm2[2mb - pa + Pm? + 2p; - (k+ 07°))]]

3 [Aml2(k + pr + 07 = (= )7 = 2R (k+ )

o 2m k- (ko pa) (2 - k= maft) = [4m2 = k2)(m? + pa - (k + 077))

— dmig, (f 4 Py )y [md + pa - (k4 09°)] + dmi, (20) — v*ma)[m — pa - (k +07°)]

—4m [mi D5 + F(k + p1 + 0y°)M] — miyt — (F — 3y )y K — [200F — " (2k - p1 — kmi)]”
(= 17 [8m2b - p2r [ + P77 — iy + 2pK] = dmm? Py

o [ms = mgRD - ke — mldm?, + K2+ b - (k + p2)) | 297"

+ P8 (D2 - (B +p1 4 b7°)) 4+ dmnf — dmfk - (k + po)

= Sm2ph(f — B + my) — A2+ P mk — 21 - Ky Tk - (k+ o) ]]

(ke po)? = 8 = mA(VE = AL) (Ve + Aan®) |17 |40 = 07007 (K + 1)

+ 85y ph (F — By + my) + Aml 2K (k + p1 + b7°)* + 2(p2 + p1)" — y*my]
+4(F + PY°)me, + 2p) — 2mm (k + p1 + by°)¥]

— 4k - (k + po) [[2(/<: + 1+ DY)+ (= )" — 42 — Ama)
+ 8p1 - k’ﬂ + k- (k+ p2+ 07°)[8py - k™ + [8pF + 4(F — B° — ma)v"K]

+ 89 [8[p1 - (k= b7°) — (f — 7" )ms + 4k — 2m2(4m?, + (f = $))] = pa - (k + 1+ b7°) |
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+ (F+17°) |49 [2b - (p2 — p1) — Pms + b - k(2p1 - k — maf)

— 87°b - kpif + 4°(F — Py° )" [ — kb - K]
+ AP A mml (1 — F 4+ B — my) — fk - (k + p1 — b7°)]

+2(k% + dmp [T 1208 + (K + P = ma)y® = b (k + p2)yy”]

+ Ky [4(k +p1+07°)[dmy, + K+ 4] = 2[dmg, + K)o + (F + By — ma)y”)

= 8(2pf —Mmi) = (F+ Py )"+ Am (F = P+ ma) + " (K = @) [k - (b + 1~ 675)]]
A+ )y + bV (A — k) = 29°(F — )b K

0[S0 REIk + py -+ 677) -+ pf] = SpLB+ AGK — 7)o - K — m2 ]

+ 4920 - pr + P +pr -k — mz‘%]]

77" |20+ (k4 o) - (k4 p1 = b37) = 22 (f = 7 + )]

A2 [ -+ (2 pa + P

+9° [4(k + 1+ 07°)! b (k + p2)(2mG, — K?) + 4mEb - pa] — 8b - pa(2p) — 7m;)
20+ (k= pa) |20k + 7 + ma)y — (2pf = v mo)am? + k)] ||

+ (Ve — Aa”) [W’ [2m[4m3) + R 2p7 + (F 4+ Py — mi)y") — Amk (k + p1 + b0y°)"
+ A" 2p1 -k —m(E + By°) = maf + 2mg,(p2 - (k + p1 + 57°) +m?)]

— Smp} — 8pk — Amy Kl - (3 + 2p2 +p1) —mb- k]|

97| = dm | mf = PP (mE B+ K- K) + m 20 — (26 py — P

=2 (K + po)y[2 — Amd, — (K — )] — 8b- pal2m? % + (m — m2 (4 J® + mi)y”)
— dmb - k[ (20 + i) = 2(k + 1 + 07"V Y — 29"pr - k]

7 |2 (42, + K2 = 2) + Aoy [ - k — mp]

() [y K - k= mi g

b 2 (2 (BP0 + 208) + Al + 1) — 22 )]
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(Vi = ALY (Vi = Acir®) [8m[7# (25 palms — ) + (B + 25 ) + 1)

+ Bk — B )mai2py - (k+b7°) — 2pa - (k+p1)] — (K + 17°)
+mlk - (k+pa+07°)|[(kp + 2b - p1 + P} — 2py - k]

o+ 2m(2ps k= i) + m?(2b - py — )[4, — k) + dmb - prf)

— m®[4m?, — k*)(2p1 + k") — 2mpt PR

i k" P — 2% — 9 (26 - pr — pma)] — 204

o+ 16mf(m2 2 — 7 (20 py — Pme) + ] — mE B — i)y + 2p]

(k4 p)b e k2py k4 (= B — mok))

Sy (4 — b+ (k= pa)7" — 2Hp][20 - p + (i + )]

— S, (2B + 20 (92 — P — 420k - (52 — 1 + 1 - o)

— [, — KRB — %) + 20 pof — (2 — 2k p) (20K + " )p = 726 pr — b))
o+ Sy [ 2Bk — $7°) + B+ 20 p2][(20 + K97 — (20 pr — Py

— (2 + PR+ ) — 20 — )+ + 2y + PP may — 2]

— 26 pa(2b- 1 + BV — (2048 — 20 puy” + B Bl

— [25(2b - p1 — PE) — 20 - pafir™ P — 257" Blpy - (k + p2) + k- po]

— [2050% — 20 - pay" P — Py* (BK + 2b - pz)mi]} + 8mmymg, |70 - (k + p1) (m[4mi — k7]
[+ ma = 0)m, = B (k= py = b7°)]) = 220120 + (f — mq)”]

20k + ) (320 py— (= 7 = ma)f] =m0 — P+ mi)

— 2okt (K= B9 = Ko+ k) 2m2 (B4 20807 + By (20 - py + )]

—2m[20 - py+ (F — ma)P] + 2B — B7°) + kP + 2b - po ]y PRk - (k + po))]
—2mpb - k[(py' — " - p1)2F + Y P(2p1 - k — fmy]

+ [dmg, — KJ[BE — By°) + KP+ 26 po] [(2 + K™)p — (20 - pr — P |-

A4.4. Casoa~0yb~0

Es un posible caso que se analizara en otro contexto.
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