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Resumen

El estudio de la teoria electromagnética en forma convencional puede parecer muy
abstracto, por tal razén se emplean métodos numéricos para resolver las ecuaciones resul-
tantes que describen fenémenos o situaciones fisicas, haciendo mas ilustrativo el estudio
del electromagnetismo. La determinacién de pardmetros en transformadores resulta una
tarea dificil de llevar a cabo, puesto que las cantidades magnéticas no pueden ser medidas
fisicamente como tales, solo sus efectos pueden ser medidos a través de algunas técnicas. El
método del elemento finito, que es un método de aproximacion, puede emplearse para tener
la aproximacion a pardametros de esta naturaleza, algunos de los cuales pueden ser obtenidos
por formulas desarrolladas a través de los anos pero que para ser aplicadas se deben realizar
algunas suposiciones que pueden resultar en datos alejados de la realidad. Ademas, con el
método del elemento finito se pueden determinar pardametros que en la actualidad son de
suma importancia, y para ellos las expresiones analiticas desarrolladas proporcionan valores
alejados de la realidad, tal es el caso de la inductancia de dispersion.

Ademas, con el método del elemento finito se puede realizar el anélisis de disposi-
tivos con geometrias fisicas complejas que analiticamente es muy dificil de llevar a cabo. Tal
es el caso de los transformadores de horno de arco, que por su constitucién fisica son mucho
mas faciles de estudiar y analizar mediante el elemento finito en lugar de su formulacion

analitica.



Abstract

The study of the electromagnetic theory may seem to be very abstract in a conven-
tional way. For such a reason numerical methods are used to solve the resultant equations
that describe phenomena or physical situations, making the study of electromagnetism more
illustrative. Parameters determination in transformers turns out to be a difficult task to ca-
rry out, since magnetic quantities cannot be straightforward physically measured, only their
effects can be measured by means of some techniques. The finite element method, a method
of approximation, can be used in order to get an approximation of the parameters of this
nature. Some of those parameters may be obtained by means of formulas developed along
the years but some of the assumptions that must be considered in order to apply them may
lead us to obtain erroneous results. (e.g leakage inductance)

Besides, the finite element method let us obtain the analysis of devices with com-
plex physical geometries, which analytically is very difficult to carry out. That it is the case
of the furnace transformers, which are easier to study and analyze by means of the finite

element instead of analytic formulation due to their physical constitution.
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Capitulo 1

Introduccion

Los problemas de ingenieria se estudian con modelos matematicos que represen-
tan situaciones fisicas, estos modelos suelen ser ecuaciones diferenciales con condiciones de
contorno e iniciales determinadas. Estas ecuaciones son derivadas aplicando leyes funda-
mentales y principios de la naturaleza a sistemas, las cuales representan el equilibrio de
masas, fuerzas o energia. Sin embargo, existen muchos problemas précticos en ingenieria
para los que no se puede obtener su soluciéon exacta, lo cual se puede atribuir a la comple-
jidad natural de las ecuaciones diferenciales o a las dificultades que pueden ocurrir con las
condiciones de contorno o iniciales. Para tratar este tipo de problemas se usan las aproxi-
maciones numéricas. En contraste a la soluciéon analitica, que muestra el comportamiento
exacto de un sistema en cualquier punto del mismo, las soluciones numéricas aproximan la
solucién solo en puntos discretos, llamados nodos. El primer paso en cualquier procedimien-
to numérico es la discretizacién, este proceso divide el medio de interés en un nimero de
pequenas subregiones y nodos. Hay dos clases de métodos numéricos: método de diferencias
finitas y método de los elementos finitos. Con el método de diferencias finitas, la ecuacion
diferencial es escrita para cada nodo y las derivadas son reemplazadas por ecuaciones de
diferencias, con ello se logra un conjunto de ecuaciones lineales simultdneas. Aunque este
método es facil de entender y utilizar en problemas simples, se presentan dificultades al
aplicarlo a geometrias complejas o condiciones de contorno complejas, esta situacién es

real para problemas con materiales con propiedades no isotrépicos (que no tienen iguales
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propiedades en todas las direcciones). En contraste, el Método del Elemento Finito (MEF)
usa una formulacién integral méds que en ecuaciones de diferencias para crear un sistema
de ecuaciones algebraicas. Por otra parte se asume una funcién continua aproximada para
representar la solucion para cada elemento. La solucién completa se genera conectando o
armando las soluciones individuales, permitiendo la continuidad de los limites interelemen-
tales. La importancia que tiene el MEF radica en que es una técnica numérica poderosa que
permite resolver sistemas representados por ecuaciones diferenciales parciales que no pueden
resolverse analiticamente. Por ejemplo, la ecuacion de Poisson, con la cual se representa el
fenémeno electromagnético que sucede en dispositivos utilizados en ingenieria eléctrica.

El MEF ha llegado a ser una herramienta poderosa en la solucién numérica de un
amplio rango de problemas de ingenieria. Las aplicaciones van desde el andlisis por defor-
macién y esfuerzo de automoviles, aeronaves, edificios y estructuras de puentes, hasta el
andlisis de los campos de flujo de calor, de fluidos, magnético, filtraciones y otros proble-
mas de flujo. Con los avances en la tecnologia de las computadoras y de los sistemas CAD,
pueden modelarse problemas més complejos con relativa facilidad. Mediante una herramien-
ta basada en el MEF, en una computadora pueden probarse varias configuraciones alternas

antes de construir el primer prototipo.

1.1. Estado del Arte

A través de los afios se ha intensificado la labor de investigacion para la estimacién
de parametros en transformadores y de esta manera determinar modelos que reproduzcan
con precision el comportamiento de los transformadores bajo diversas condiciones de ope-
racion.

El MEF ha sido ampliamente utilizado para la determinacién de diferentes para-
metros en transformadores, tal es el caso de [Leon92] donde se estiman la inductancia y
capacitancia de dispersion en transformadores, para esto el devanado es representado como
vueltas individuales. La inductancia de dispersion ha sido determinada para diferentes tipos
de transformadores en especifico, tales son los casos analizados en [Kashtiban05], [Hayes03],

[Silvester73] y [Gyimesi99]. En [Kashtiban05] se determina la inductancia de dispersion para
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transformadores con diferentes tipos de arrollamiento sobre el ntucleo, para tal proposito se
utiliza un programa COSMOS® que est4 basado en el MEF. En [Hayes03] se determina
la inductancia de dispersién para dos transformadores de alta dispersion diferentes entre
si. En [Silvester73] la dispersion es calculada utilizando elementos de orden superior donde
se obtienen matrices pequenas a resolver comparadas con las matrices resultantes de usar
elementos de primer orden. En [Gyimesi99] se propone el método de incremento de ener-
gias como una manera méas eficiente de calcular inductancias comparado con el método de

energia tradicional.

En [Jamali05] se determina la reactancia de dispersién ademas de esfuerzos mecénicos
en las bobinas, tomando como modelo la mitad, por simetria, de un transformador trifasico
de tres piernas. En [Kladas94] se hace una comparacién entre técnicas basadas en la teorfa de
imégenes y el MEF donde para el caso estudiado se calculan campos de dispersiéon y fuerzas
electromagnéticas estaticas en dos y tres dimensiones comparando los datos obtenidos con
mediciones experimentales. Resultando maés eficiente, para este tipo de problemas, un calcu-

lo por elemento finito en tres dimensiones.

Por medio del MEF también se han desarrollado diferentes modelos de transfor-
madores entre los cuales se encuentran los propuestos en [Chen97], [Férnandez02], [Rojas06]
[Mohammed06] y [Wang01]. En [Chen97] se propone un modelo matematico para un trans-
formador multi devanados, obteniendo los parametros del modelo por medio del MEF,
especificando que cada pardametro en el modelo corresponde a un flujo fisico en el transfor-
mador, sin embargo, se resalta la dificultad de este modelo para ser usado analiticamente.
En [Férnandez02] se propone un modelo para un transformador sin nticleo completamente
basado en el MEF, resaltando que debido a que no contiene material no-lineal en él, el com-
portamiento completo del modelo es lineal, lo cual lleva a una fécil solucién con el MEF.
En [Rojas06] se valida por medio del MEF un modelo numérico utilizado para simular el
comportamiento del nicleo magnético para diferentes condiciones de operacién, implemen-
tando dicho modelo en FLUX2D®©. En [Mohammed06] se propone un modelo que incluye
los efectos de no linealidad del nicleo. En [Wang01] utilizan un programa comercial basado
en el MEF para determinar el modelo de un transformador monofiasico con fallas internas

en los devanados comparando sus resultados con datos experimentales.
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En [Kanerva05] se propone un acoplamiento entre parametros obtenidos por medio
del MEF de una maquina simulada en dos dimensiones y un modelo de la maquina eléctrica
donde se reporta una inductancia dinamica obtenida mediante el MEF.

El MEF también ha sido ampliamente utilizado para la determinacién de las co-
rrientes de eddy en transformadores como puede ser visto en [Schmidt03], [Guangzheng92],
y [Han04]. En [Schmidt03] se determinan las corrientes de eddy en el tanque de transfor-
madores de potencia. En [Guangzheng92] el estudio es enfocado a la determinacién de corri-
entes de eddy en los devanados para lo cual los autores proponen un método para resolver
las ecuaciones resultantes de un modelo en tres dimensiones. A diferencia de [Han04] donde
se proponen métodos para medir la dispersién y las mediciones reportadas son validadas
por medio del MEF.

En [Yun90] el MEF es utilizado para la determinacién del flujo de dispersién y el
contenido harménico en el transformador durante un cortocircuito.

En [Li06] se determina el flujo de dispersién en transformadores que se encuentran
operando a altas temperaturas para poder determinar la distribucion de corrientes.

Ademads del desarrollo de modelos, el MEF también ha sido implementado en
programas con el propdsito particular de determinar flujo de dispersion como el propuesto
en [Andersen73| y en [ZhizhenO1].

El uso de Ansys© como herramienta de disefio ha sido validada en diferentes aplica-
ciones, para el caso de diseno de transformadores ha sido utilizado en [Meng04], [Gyimesi93]
y [Zizek02] donde se probaron diferentes configuraciones, mediante el uso de esta herramien-
ta, antes de que se construyeran los modelos.

Sin embargo, hasta el momento en la literatura disponible, el analisis del transfor-

mador de horno de arco no ha sido realizado mediante el MEF.

1.2. Objetivo

En la actualidad el diseno y analisis de dispositivos eléctricos de potencia y maquinas
eléctricas se realiza con la utilizacién de paquetes computacionales que manejan el MEF, la

disponibilidad de estos programas comerciales dan al ingeniero la oportunidad de obtener
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informacién muy detallada sobre el comportamiento de los objetos que él disena. Sin em-
bargo, la existencia de esta posibilidad incrementa, en vez de reducir, la necesidad de un
juicio firme en ingenieria sobre las bases, el fundamento y la implementacion del programa.
La informacién de salida de la computadora nunca puede sustituir el entendimiento y al
sentido comun.

En el presente trabajo, el paquete Ansys©, que esté basado en el MEF, es utilizado
para la determinacién de parametros en transformadores, los cuales pueden ser aproxima-
dos por férmulas ya desarrolladas y presentadas con anterioridad en la literatura [Krause02]
[Fitzgerald92], pero que sin embargo dichas férmulas solo proporcionan un valor aproxima-
do, el cual para ciertos casos puede quedar en un valor distante al valor real, uno de estos
parametros es la inductancia de dispersion. El calculo de la inductancia de dispersion L;
en un transformador es un pre-requisito para el calculo de la reactancia total, parametros
de corto circuito y pérdidas por corriente de eddy. Por lo tanto, tiene una importancia fun-
damental para los disefiadores de transformadores. Otro objetivo en el desarrollo de este
trabajo es que en caso de que exista un transformador con alguna falla interna se pueda
observar la variacion de los parametros de inductancia, para lo cual no existen férmulas
desarrolladas debido a que hay una infinidad de fallas que suelen suceder en un transfor-
mador. Sin embargo con el uso del elemento finito estos pardmetros pueden ser obtenidos.
En Ansys© también se puede apreciar la distribucién de las lineas de flujo en un trans-
formador. En un transformador de horno de arco la densidad de flujo puede ser variada
dependiendo del movimiento en sus cambiadores de derivacién. Esto puede ser apreciado
mediante la simulacién de su modelo equivalente en Ansys©, donde se puede utilizar una
de las caracteristicas principales que lleva a su utilizacién en este proyecto como lo es el

poder realizar modelos en tres dimensiones.

1.3. Justificacion

La determinacién de parametros en transformadores de horno de arco bajo dife-
rentes condiciones de operacién, es una tarea dificil de llevar a cabo, ademas, el realizar

un andlisis analitico de este dispositivo resulta muy complicado, debido a la complejidad
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de la geometria de los mismos, principalmente por el doble ntcleo. Es aqui donde tiene
importancia el uso de un paquete computacional basado en el MEF, puesto que la literatura
disponible acerca de estos transformadores de aplicacién especial es reducida y no ofrece
un modelo matematico en especifico. El transformador de horno de arco no es tan comun

como uno de distribucién o de potencia pero no por eso es menos importante.

1.4. Metodologia

El problema a resolver en este trabajo es de tipo electromagnético y de solucién
muy complicada, ya que se trata del modelado de un transformador de horno de arco. La
complejidad de éste es debida a que consta de dos ntcleos y tres devanados donde dos
de éstos entrelazan los dos nicleos, lo que impide la obtencién de un circuito equivalente
plano. De aqui que se tenga que recurrir a métodos numeéricos para su solucion. El primer
paso consiste en proporcionar la base matemaéatica de electromagnetismo. En este caso las
ecuaciones de Maxwell, donde como casos particulares podemos obtener las ecuaciénes de
Poisson y Laplace, que definen el comportamiento de cualquier sistema electromagnético.
Sin embargo, la solucién analitica de estas ecuaciones puede resultar tan complicada como
el problema mismo por lo cual se recurre a una herramienta como lo es el MEF. Como con-
secuencia el siguiente paso es revisar los fundamentos del MEF y su aplicacién se realizé por
medio de una herramienta computacional, en este caso Ansys©, el cual se eligié debido que

es un software reconocido mundialmente en el area de diseno y simulacién.

Posteriormente se inicia con los modelos de un reactor y un transformador monofa-
sico donde se pueden obtener los parametros y su circuito equivalente de forma directa, por
medio de las férmulas tradicionales de circuitos y luego se comprueban con los parametros
que proporciona Ansys©. Para el caso particular del transformador de horno de arco donde
debido a su complicada constitucién geométrica al igual que su modelo analitico, se utiliza

un método deductivo y el paquete Ansys© para obtener sus pardmetros.
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1.5. Historia del elemento finito

FEl MEF se origina en el campo del andlisis estructural y su origen se remonta
a principios de 1900, cuando algunos investigadores aproximaron y modelaron un sistema
elastico continuo usando barras eldsticas equivalentes discretizadas. Sin embargo, se ha
acreditado a Courant como la primera persona en desarrollar el MEF. En 1943, Courant
propuso dividir un problema continuo en regiones triangulares y reemplazar los campos con
aproximaciones por partes dentro de los tridngulos [Courant43]. La referencia citada por
muchos como haber establecido el método del elemento finito, Turner, Clough, Martin y
Topp [Turner56] se publicé en 1956. Pero, fue hasta 1960 que Clough hizo popular el término
“Elemento Finito” [Clough60]. En Europa Argyris y Kelsey publicaron un libro basado en
los trabajos realizados durante principios de los 50’s [Argyris60]. Una contribucién teérica
importante fue hecha en 1963 cuando Melosh mostré que el método del elemento finito es
en realidad una variacién del bien conocido método de Raleigh-Ritz [Melosh63]. Durante
los 1960s, los investigadores comenzaron a aplicar el MEF a otras dreas de la ingenieria. Los
elementos finitos triangulares de primer orden se emplearon por primera vez en aplicaciones
de ingenierfa eléctrica en 1968 [Ida92]. Estos tipos de elementos se siguen utilizando en la
solucién de problemas donde se incluyen materiales de comportamiento no lineal. El primer
libro dedicado solamente al elemento finito fue escrito por Zienkiewics y Cheung en 1971
[Zienkiewicz71], donde se presenta una interpretacién amplia del método y su aplicacién a
cualquier problema de campos. En él se demuestra que las ecuaciones de los elementos finitos
pueden obtenerse utilizando un método de aproximacién de residuos ponderados, tal como
el método de Galerkin o el de minimos cuadrados. Esta visién del problema desperté un
gran interés entre los matematicos para la solucién de ecuaciones diferenciales lineales y no
lineales mediante el MEF, que ha producido una gran cantidad de publicaciones, hasta tal
punto que hoy en dia el MEF esta considerado como una de las herramientas més potentes
y probadas para la solucién de problemas de ingenieria y ciencia aplicada. Actualmente el
método se encuentra en una fase de gran expansion, es decir, es ampliamente utilizado en

la industria y contintian apareciendo cientos de trabajos de investigacion en este campo.
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1.6. Descripcion de la tesis

FEl capitulo 1 nos remonta a los origenes del método del elemento finito describiendo
un poco de su historia, ademdas nos muestra el objetivo de este trabajo de tesis.

El capitulo 2 profundiza un poco mas en los pasos del método del elemento finito,
mismos que son relacionados con la ecuacién de Poisson que es la que describe el compor-
tamiento de los campos electromagnéticos.

El capitulo 3 presenta una introduccion bésica a las ecuaciones de Maxwell que son
las que describen el comportamiento de campos electromagnéticos asi como una descripcion
muy general de los pasos que incluye la solucién de un problema mediante Ansys©.

En el capitulo 4 se hace una revision de conceptos béasicos en cuanto a bobinas y
transformadores se refiere, para después presentar los modelos de reactores, transformadores
monofasico y trifasicos por medio del elemento finito, donde algunos de ellos son sometidos
a fallas de defasamiento de devanados y apertura de vueltas en el devanado.

Fl capitulo 5 es un caso especial en el cual se presenta la forma en que se comporta
el flujo magnético en un transformador de horno de arco dependiendo del movimiento reali-
zado por el cambiador de derivacion, lo cual indica la direccién y sentido en la alimentacion
del devanado de excitacién.

El capitulo 6 presenta las conclusiones asi como algunos objetivos proyectados a

futuro del presente trabajo.



Capitulo 2

Procedimiento del MEF

2.1. Introduccién

El MEF, como ya se mencioné en el capitulo 1, tiene sus origenes en el campo
estructural. A pesar que los tratados matematicos fueron propuestos por Courant en 1943
[Courant43], el método no fue aplicado a problemas de electromagnetismo (EM) hasta 1968.
Desde entonces el método ha sido aplicado en diversas dreas tales como maquinas eléctri-
cas [Sabonnadiere97], dispositivos semiconductores [Tan89], microcintas [She94], problemas
de guia de ondas [Zakharia04], y absorcién de radiacién EM por cuerpos biolégicos [Van83]
[Seker02]. A pesar que el método de diferencias finitas y el método de momentos son concep-
tualmente mas sencillos y fdciles de programar que el MEF, éste es una técnica numérica
més poderosa y versatil para manejar problemas que envuelven geometrias complejas y
medios no homogéneos. La generalidad sistematica del método hace posible la construccion
de programas de propdsito general para resolver una amplia gama de problemas. Como
consecuencia, los programas que han sido desarrollados para alguna disciplina en particular
pueden ser aplicados con gran éxito para resolver problemas en algtin campo diferente con

pequenas o sin modificaciones.

EL MEF es una aplicacion por partes de un método variacional, dentro de este tipo
de métodos hay dos pasos bésicos para solucionar ecuaciones diferenciales los cuales son:

reformular la ecuacién diferencial en su forma variacional, y determinar su solucién aproxi-
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mada usando algiin método variacional, tal como el método de Ritz, el método de Galerkin
o algun otro. El término formulacion variacional se usa para indicar una formulacién en la
cual la ecuacién diferencial dada es reformulada en una forma integral equivalente, cambian-
do la diferenciacién por una funcién de prueba y la variable dependiente. Para la mayoria
de los problemas lineales esta formulacién es equivalente a la minimizaciéon de un funcional
cuadratico I(u), llamado algunas veces la energia potencial total. Andlogamente a la condi-
cion necesaria para el minimo de una funcién ordinaria, la condicién necesaria para un
funcional cuadrético es que su primer derivada con respecto a la variable dependiente sea
cero. Del calculo de variaciones se sabe que la funcién minimizada es la verdadera solucion
de la ecuacion diferencial. Sin embargo, en este trabajo no se profundiza en la obtencién
de funcionales debido a que es un tema demasiado extenso, en lugar de esto se utiliza la
ecuacion de Helmmoltz, descrita mas adelante, donde su funcional se encuentra dado por
una ecuacién generalizada [Reddy84].

El analisis por elemento finito de cualquier problema engloba basicamente cuatro

pasos:
1. Discretizacion de la regién solucién en un niimero finito de subregiones o elementos.
2. Derivacion de las ecuaciones gobernantes para un elemento tipico.
3. Ensamblado de todos los elementos en la regién solucién.
4. Solucién de las ecuaciones del sistema.

La discretizacién del medio continuo comprende la division de la regién solucion en
subdominios, llamados elementos finitos. La Figura 2.1 muestra algunos elementos tipicos

para problemas de una (a), dos (b) y tres dimensiones (c).

2.2. Solucion de la ecuacién de Laplace

Como una aplicacion del MEF a problemas de electrostatica, se aplicaran los cuatro

pasos mencionados anteriormente para resolver la ecuacién de Laplace, V2V = 0.
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Recta
de dos
nodos

(a)

-]

Triangulo Triangulo Rectangulo
de tres de seis de cinco
nodos nodos nodos

Cuadrilatero
de cuatro
nodos

N

Hexaedro
Tetraedro de ocho
de cuatro nodos
nodos

(c)

Figura 2.1: Elementos finitos tipicos: (a) 1D, (b) 2D y (¢) 3D

2.2.1. Discretizacién del Elemento Finito

Para calcular la distribucién del potencial V' (z,y) para la regién solucién bidimen-
sional mostrada en la Figura 2.2a, se divide la regién en un nimero de elementos finitos
como se ilustra en la Figura 2.2b, la region solucién es subdividida en nueve elementos
finitos; los elementos 6, 8 y 9 son cuadrilateros de cuatro nodos, mientras que los otros
elementos son triangulos de tres nodos. En soluciones practicas, sin embargo, es preferido,
para facilidad en programacion, tener elementos del mismo tipo en toda la regién. Esto es,
en la Figura 2.2b, se puede dividir cada cuadrildtero en dos triangulos, asi se tendrian doce
elementos triangulares en total. Lo que se busca es una aproximacion para el potencial V,
dentro de un elemento e, y después interrelacionar la distribucién de potencial en varios
elementos considerando que el potencial es continuo a través de limites interelementales. La

solucion aproximada para la region completa es
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Limite
Real

iNo. nodo

@ No. Elemento

Figura 2.2: (a) Regidn solucién y (b) Discretizacién en elementos finitos

Donde N es el nimero de elementos triangulares en los cuales es dividida la regién solucion.
La forma maés comin de aproximacién para V. dentro de un elemento es por aproximaciéon

polinomial, es decir

V(z,y) =a+bx +cy (2.2)

para un elemento triangular y

Ve(z,y) = a+bx + cy + dzy (2.3)

para un elemento cuadrilateral. Donde las constantes a, b, ¢ y d necesitan ser determinadas.
El potencial V. en general es diferente de cero dentro del elemento e y cero fuera de e.
En vista que los elementos cuadrilaterales no cumplen de manera adecuada con los limites
curvos tan facil como los elementos triangulares, estos ultimos son los mas utilizados en la
mayoria de los problemas, por lo tanto nos enfocaremos solo en ellos. Hay que notar que la
suposicién de la variacién lineal de potencial dentro del elemento triangular como en (2.2)
es la misma que el hecho de asumir que el campo eléctrico es uniforme dentro del elemento,

i.e.,

E. = -VV, = —(bay + cay) (2.4)
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2.2.2. Ecuaciones de elemento

Considerando un elemento triangular tipico mostrado en la Figura 2.3. Se puede

obtener el potencial V1, Vea v Ve en los nodos 1, 2, y 3, respectivamente, usando (2.2)

Ve1 1 =y |a
Veo| = |1 z2 y2| | (2:5)
Ves 1 xz3 y3| |c

Los coeficientes a, b y ¢ son determinados de (2.5) como

-1

a 1 x1 Ver
bl =11 z2 v Vea (2.6)
c 1 23 y3 Ves

Lo cual sustituido en (2.2), da

(w2ys — w3y2)  (w3y1 — w1ys) (z1y2 — w2m1) | Ve
Ve = {1 x y} i (y2 — y3) (ys — 1) (y1 —v2) Vea
(z3 — 2) (z1 — x3) (z2 — 1) Ves
lo que es lo mismo

3

Ve=> ai(w,y)Ves (2.7)
i=1

donde

1
a1 = gol(@2ys — x3y2) + (y2 — ys)z + (23 — 22)y]

1

ay = ﬂ[(m?ﬂ —r1y3) + (Y3 — y1)v + (21 — 23)Y]
az = i[(:myz — zoy1) + (Y1 — y2)x + (x2 — 21)Y] (2.8)

siendo A el 4rea del elemento e
1T 2
2A= 11 x9 yy | = (21y2 — 2y1) + (231 — 21Y3) + (T2y3 — T3Y2)

1 x3 w3
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y A
VeS
(X5Y3)
Ve7
(X5.Y1)
VeZ
( X2Y2)
Tx
Figura 2.3: Numeracién de nodos
es decir
1

A= [(z2 —x1)(y3 —y1) — (@3 — 1) (y2 — y1)] (2.9)

2

El valor de A es positivo si los nodos son numerados en sentido contrario a las
manecillas del reloj (comenzando de cualquier nodo), como lo muestra la flecha en la Figura
2.3. Noétese aqui que (2.7) proporciona el potencial en cualquier punto (z,y) dentro del
elemento una vez que los potenciales en los vértices son conocidos. Esta es la principal
diferencia con el anélisis por diferencias finitas, donde los potenciales solo son conocidos en
los puntos de la red. También hay que resaltar que «; son funciones de interpolacion lineal,
las cuales son llamadas funciones de forma del elemento y tienen las siguientes propiedades

[Silvester96]:
1 i=j
0 i#j

ay =

3
Zai(m,y) =1 (2.10)

Las funciones de forma a1, ao y a3 son mostradas en la Figura 2.4.
El funcional correspondiente a la ecuacién de Laplace, V2V = 0 estd dado por

[Sadiku01]

W, = %/6‘E6|2d5 - %/qvve\?ds (2.11)
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Figura 2.4: Funciones de forma para un elemento triangular

Fisicamente, la funciéon W, es la energia por unidad de longitud asociada con el

elemento e. De (2.7)

3
VVe=> VeV (2.12)
i=1
sustituyendo (2.12) en (2.11) se obtiene
13.3
We = 5 ZZGV@ |:/ Vozi . Oéde:| ‘/Yej (2.13)
i=1 j=1

definiendo el término entre corchetes como

o) = / Vo - a;dS (2.14)
se puede escribir (2.13) en forma matricial como

W, = selvl! [¢€] ) (215)
donde el superindice t denota la transpuesta de la matriz,

Ve
Vel = | Vo
Ves

oy oy cff
]| e 9 et 210
o ok ol
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La matriz [C’(e)] es llamada matriz de coeficientes de los elementos. El elemento [C’Z»(je)} de

la matriz de coeficientes puede ser considerado como el acoplamiento entre los nodos i y j;

su valor es obtenido de las ecuaciones (2.8) y (2.14). Por ejemplo,
cl9 = / Vo - ajdS

— ol — ) = 00) + (32— w2)(a1 —22)] [ S

= ﬁ{(yz —y3)(ys — y1) + (v3 — x2) (21 — 23)]

de forma similar

oy = i[(yz —y3)(y1 — y2) + (v3 — x2) (22 — 21)],

oty = i[(ys —y1)(y1 — o) + (21 — 23) (22 — 21)],

e 1
oy = L y3)? + (23 — 22)7),
O = Liys — 0)? + (@1 — 23)?)
22 4A 9
e 1
C?()a) = ﬂ[@l —y2)” + (22 — 21)?] (2.17)

De la misma forma

0y =0y 05 = oy o) = o (2.18)

2.2.3. Ensamblado de elementos

Considerando un elemento tipico, el siguiente paso es ensamblar todos los ele-
mentos en la region solucion. La energia asociada con el ensamblado de los elementos es

(2.15)

w=S"w, = %e VI ] V] (2.19)
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donde

Wi
Vs
V=1 (2.20)

_Vn

n es el nimero de nodos, N el niimero de elementos, y [C] es llamada la matriz de coeficientes
globales. Hay que resaltar que para obtener (2.19), se ha asumido que el dominio solucién
es homogéneo, es decir € constante. Para la soluciéon en una regién no homogénea tal como
la mostrada en la Figura 2.5, por ejemplo, la region es discretizada de tal forma que cada
elemento finito es homogéneo. En este caso, (2.11) aun es mantenida, pero (2.19) ya no es
aplicable debido a que € = (€,€y) o simplemente ¢, varia de un elemento a otro. Para aplicar

(2.19), se puede reemplazar € por ¢y y multiplicar el integrando en (2.14) por €.

Medio 1

Medio 2

\4

Figura 2.5: Discretizacién de una regién no homogénea

El proceso por el cual los coeficientes de las matrices de cada elemento individual
son ensamblados, para obtener la matriz de coeficientes global, se ilustra mejor con un
ejemplo. Considere el mallado de elemento finitos consistente de tres elementos mostrado
en la Figura 2.6. Observe la numeracién del mallado. El numerado de nodos 1, 2, 3, 4

y 5 es llamado numeracion global. La numeracion i, j, k es llamada numeracién local, y
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corresponde con 1-2-3 del elemento en la Figura 2.3. Por ejemplo, para el elemento 3 en

Figura 2.6: Ensamblado de tres elementos

la Figura 2.6, la numeracién global 3-5-4 corresponde con la numeraciéon local 1-2-3 del
elemento. Para el elemento 3, se puede escoger 4-3-5 en lugar de 3-5-4 para que corresponda
con 1-2-3 del elemento en la Figura 2.3. Por lo tanto la numeracién en la Figura 2.6 no es
tnica. Como sea que se utilice la numeracién, la matriz de coeficientes globales permanece
sin cambios. Asumiendo la numeracién particular de la Figura 2.6, la matriz de coeficientes

globales tendria la forma

Cn Ci2 Ciz3 Ciu Cys
Co1 O Caz Oy Oy
[Cl=1] Cs1 Cso Cs3 Csu Css (2:21)
Cun Cip Cuz Cu Cys
Cs1 Cs2 Cs3 Csq Css

la cual es una matriz de 5 x 5 debido a que son 5 nodos los que se encuentran involucrados
(n=5). Una vez mas Cj; es el acoplamiento entre los nodos i y j. Se obtiene Cj; usando
el hecho de que la distribuciéon del potencial debe ser continuo a través de los limites
interelementales. La contribucién a la posicién i, j en [C] viene de todos los elementos
que contienen nodos ¢ y j. Por ejemplo, en la Figura 2.6 los elementos 1 y 2 tienen un nodo

en comun; asi

cn=cY +c? (2.22)



2.2. Solucion de la ecuacion de Laplace 19

El nodo 2 solo le pertenece el elemento 1, por lo tanto
Cyz = Cf)
y para los demas nodos
Cu=0%) +C + )
Cuu=Cyu = C'(l) + 0(2)
Co3 =C32 =0

Continuando de esta manera, se pueden obtener todos los términos en la matriz

de coeficientes globales

oecl o) o cec o
o)l 0 sy 0
oy 0o cy+cy @ +cy ol (2.23)
i+ off e+ ol +of) +cf) of
|0 oo O35 05 |

Noétese que las matrices de coeficientes se sobreponen en los nodos compartidos por
los elementos y que existen 29 términos (9 por cada uno de los 3 elementos) en la matriz

de coeficientes globales [C]. Nétese también las siguientes caracteristicas de la matriz [C]:

1. Es simétrica (C;; = C};) de la misma forma que los elementos de la matriz de coefi-

cientes

2. Debido a que Cj; = 0 si no existe acoplamiento entre los nodos ¢ y j, es de esperarse
que para una gran cantidad de elementos, [C] sea dispersa. La matriz [C] es también
una matriz banda si los nodos son cuidadosamente numerados. Se puede demostrar

usando (2.17) que

3 3
>0y =0=3C7
i=1 j=1

3. Essingular, lo cual puede ser mostrado utilizando la matriz de coeficientes del elemento

(2.16) [Sadiku01].



20 Capitulo 2: Procedimiento del MEF

2.2.4. Solucién de las ecuaciones resultantes

Regresando a la ecuacién 2.19, debido a que la ecuacién de Laplace se satisface
cuando se minimiza la energfa total en la regién solucién [Sadiku01], se necesita que las

derivadas parciales de W con respecto a cada valor nodal del potencial sea cero, i.e.,

ow oW ow

— =—=...=— =0 2.24

oL oV, v, (2.24)
es decir

ow

— =0 k=1,2,3,..., 2.25

oV, ' " (2.25)
Por ejemplo, para obtener, % = 0 para el mallado del elemento finito mostrado en la

Figura 2.6 se sustituye (2.21) en (2.19) y tomando la derivada parcial de W con respecto a

Vj resulta
ow
0= v = 2V1C11 + VaCha + V3Ch3 + VyCry + VsCis + VaCor + V3Cs1 + VyCyy + V5O
1
0 =V1C11 + VaCr2 + V3C13 + ViCr4 + V5Cis (2.26)
En general, g—‘(}; = 0 se reduce a
n
0= Z ViCis (2.27)
i=1
Donde n es el ntimero de nodos en el mallado. Escribiendo (2.27) para todos los nodos
k = 1,2,3,...,n se obtiene un grupo de ecuaciones simultaneas de las cuales se puede
encontrar la solucién de [V]' = [V, Va, ..., V,]. Lo anterior puede ser hecho de dos maneras

1. Método Iterativo: Suponga que el nodo 1 en la Figura 2.6, por ejemplo, es un nodo

libre. De (2.26)

5
1
Vi=—— S V.0 2.28
1 Cu; 1 (2.28)

Asi, en general, en el nodo k en el mallado con n nodos

1
Vi=—— > ViCi (2.29)
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donde el nodo k es un nodo libre. Puesto que C; = 0 si el nodo k no esta directamente
conectado al nodo ¢, solo los nodos que estan directamente conectados al nodo k
contribuyen a Vj en (2.29). Asi (2.29) puede ser aplicada iterativamente a todos los
nodos libres. El proceso de iteracién comienza colocando potenciales a los nodos fijos
(donde el potencial es fijo o conocido) a sus valores preestablecidos y los potenciales
en los nodos libres (donde el potencial es desconocido) igual a cero o al potencial

promedio.
1
Vave - §(szn + Vma:}c) (230)

donde Viin ¥ Vinaz son los valores minimo y maximo de V en los nodos fijos. Con
estos valores iniciales, los potenciales en los nodos fijos son calculados usando (2.29).
Al final de cada iteracién, cuando los nuevos valores han sido calculados para todos
los nodos libres, éstos se convierten en los valores anteriores para iniciar la segunda
iteracién. El proceso se repite hasta que el cambio entre las iteraciones subsecuentes

es lo suficientemente despreciable.

2. Método de la Matriz Banda: Si todos los nodos libres son numerados primero y

los nodos fijos al final, (2.19) puede ser escrita como [Silvester96]

Crr Cpp Vi
Cpf Cpp VED

W= %e[ v v, } (2.31)

Donde los subindices f y p, respectivamente, se refieren a los nodos con potenciales li-
bres y fijos. Debido a que V), (es constante o conocido), solo diferenciamos con respecto

a Vy asi aplicando (2.25) a (2.31) se tiene

Vi

[Cff Cfp} v, =0

reduciendo

[CrsllVi] = =[Crpl[V3] (2.32)
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Esta ecuacién puede ser escrita como

V] =[A]""[B] (2.33)

donde [V] = [V¢], [A] = [Cy¢], [B] = —[Cfpl[Vp]. Debido a que [A] es, en general, no
singular y depende solo de coordenadas de los elementos, el potencial en los nodos
libres puede ser determinado usando (2.33). Se puede resolver para [V] en (2.33)

usando inversiéon de matrices si el tamano de la matriz a invertir no es muy grande.

2.3. Solucidon de la ecuacion de Poisson

Para resolver la ecuacién bidimensional de Poisson,

pS
€

VIV = — (2.34)

usando el MEF, se usan los mismos pasos mencionados en la seccién 2.2.

2.3.1. Derivacién de las ecuaciones de elemento

Después de que la regién soluciéon ha sido dividida en elementos triangulares, se
aproxima la distribucién de potencial V, y el término de la fuente p.; (para problemas
bidimensionales) en cada elemento triangular mediante las combinaciones lineales de los

polinomios de interpolacion «;, i.e.,

3
V;i = Z ‘/:37;()[7; (2.35)
i=1
3
Pse = Zpeiai (236)
i=1

Los coeficientes V,; y pei, respectivamente, representan los valores de V' y ps en el vértice i
del elemento e como en la Figura 2.3. Los valores de p.; son conocidos debido a que ps(x,y)

es conocido, mientras que los valores de V;; seran determinados.
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De [Sadiku01] se tiene que un funcional de energia para (2.34) es
1
F(Vve) = 5/ [6 | VVe |2 _zpseVe] as (237)
S

donde F (V) representa la energfa total por unidad de longitud dentro del ele-
mento e. El primer término dentro de la integral, es la densidad de energia en el sistema
electrostatico, mientras que el segundo es el trabajo realizado por las cargas en movimien-
to (mas adelante se menciona una forma generalizada para funcionales partiendo de una

ecuacién diferencial con ciertas caracteristicas). Sustituyendo (2.35) y (2.36) en (2.37) se

tiene
13 3 3
F(Ve) =52 > Ve { / Vai - Vade] Vej =22 Ve { / aiade} pei
i=1 j=1 i=1 j=1
Esto puede ser escrito en forma matricial como
1 e e
P(V) = 5Vl "(CoIVe] = VT @)lpe] (2:38)
donde
Ciej = /VO[Z' : Vozde (239)
lo cual ya estd definido en (2.17) y
TZ' = /aiade (2.40)

La ecuacion (2.38) puede ser aplicada a cada elemento en la regién solucién. Se
obtiene el funcional discretizado para la regién solucién completa (con N elementos y n

nodos) como la suma de los funcionales de los elementos individuales, i.e. de (2.38),
1
F(V) =) (Vo) = 5eVI'ICIV] = VI'IT)[p) (2.41)

El vector [V] consiste de los valores de V.;, mientras que el vector [p| contiene
los n valores de los nodos en funcién de la fuente ps. El funcional (2.41) se minimiza por

diferenciacion con respecto a Vg; e igualando el resultado a cero.
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2.3.2. Solucién de las ecuaciones resultantes

Las ecuaciones resultantes pueden ser resueltas ya sea por un método iterativo o
por el método de la matriz banda, en este caso solo se desarrollara el primero de éstos.

Método Iterativo Considerando la regién solucién de la Figura 2.6 que tiene 5
nodos se tiene

1 011 015 V1 Ty
F=§6[V1"'V5] oo S I | S 71 1N I C(2.42)
Cs1 -+ Css Vs Ts1

3
@
)
=

~

55 P5
Para minimizar la energia se aplica

oF

— =0 k=1,2,.. 2.43
8Vk ) ) ’n ( )
de (2.42), se obtiene 59711 por ejemplo

oF

v =eViCii+ -+ V5Cs1] — [T11pl + - -+ Y5105 =0

Expresado de otra forma

= Z ViCit + T ZTzlpz (2.44)

Por lo tanto, para un mallado con n nodos
1 n
= VviC Thipi 2.45
Ckk: l %k ki + Ckk Zzzl kiPi ( )
donde el nodo k se asume como un nodo global. Fijando los potenciales en los nodos prescri-

tos y poniendo inicialmente el potencial en los nodos globales igual a cero, se aplica (2.45)

iterativamente a todos los nodos globales hasta que se obtenga la convergencia.

2.4. Imposicion de condiciones frontera

En las aplicaciones del elemento finito las fronteras son usadas para simplificar
el modelo del elemento finito y aproximar el vector de potencial magnético en los nodos.
Debido a la simetria en muchos modelos, la aplicacién correcta de limites reduce en gran

parte el tamano del modelo del elemento finito.



2.4. Imposicion de condiciones frontera 25

2.4.1. Condiciones frontera de Dirichlet

Las condiciones de Dirichlet necesitan el vector de potencial magnético en un punto

particular, para adquirir un valor conocido, eso es:
U=m

donde m es el valor especificado como se puede apreciar en la Figura 2.7a. Las fronteras de
Dirichlet fuerzan a las lineas de flujo a ser paralelas a los limites de la frontera. En problemas
de dos dimensiones una linea de flujo es una linea de U = cte. Al usar la condicién frontera

U =0, las lineas de flujo son obligadas a seguir la frontera.

2.4.2. Condiciones frontera de Neumann

Las condiciones de Neumann requieren que la derivada de la normal del vector
de potencial magnético sea cero. Este tipo de frontera no es satisfecha exactamente por la
solucién del elemento finito, sino el valor medio de la frontera.

ou
0
on
donden=z 6y
Las fronteras de Neumann son fronteras naturales en el MEF ya que no tienen
que ser especificadas explicitamente. Las lineas de flujo cruzan a la frontera Neumann

ortogonalmente. Este tipo de fronteras son usadas principalmente en problemas de simetria

donde el flujo es ortogonal a un plano [Trejo02], lo cual puede apreciarse en la Figura 2.7b.

O N N
on

VR 2R 2R 2N 20K 2N 2R 2R
—1
R

I I I
(a) (b)

Figura 2.7: Fronteras: (a)De Dirichlet y (b) De Neumann
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En resumen el método del elemento finito se puede decir que queda descrito por el
diagrama de flujo mostrado en la Figura 2.8, donde se puede apreciar que partiendo de una
ecuacion diferencial parcial, si ésta cumple con un formato general, esto es, si la ecuacion
estd dada de cierta forma que exista dentro de la literatura una ecuacién generalizada de la
que ya exista un funcional determinado (en este caso se menciona la ecuacién de Helmholtz
como ejemplo de ecuacién general), se ahorra el trabajo de su determinacién. De no cumplir
con esta caracteristica se procede a determinar el funcional de la ecuacién diferencial por

medio de algin método variacional.

Funcional de Determinacion
Helmholtz del Funcional

|

Discretizacion|
del Funcional

Ensamblado
de Ecuaciones
de Elemento

Ax=b
Lineal No Newton
Raphson
Si
Solucion
directa

A

Figura 2.8: Diagrama de flujo del elemento finito

El funcional asociado al m-ésimo elemento, depende solo de los valores del po-

tencial en los tres nodos de los elementos donde la matriz que los relaciona depende solo
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de la geometria y caracteristicas de los materiales (expresado por los coeficientes de las
funciones de aproximacién). Para un elemento triangular tipico, se obtiene un sistema de
tres ecuaciones donde se tienen como incégnita los valores del potencial en los nodos del
elemento. Cuando el sistema de ecuaciones es resuelto, se obtiene la soluciéon para el pro-
blema de campo en el m-ésimo elemento. Para obtener la solucién del dominio completo
basta con el acoplamiento de las soluciones de cada elemento, considerando la conectividad
entre elementos o lo que es lo mismo, considerando la matriz de rigidez del sistema, la cual
por obvias razones, es una matriz dispersa. La solucién de campo tiene que satisfacer las
condiciones limite. Donde las condiciones de Neumann puede que no sean impuestas debido
a que se cumplen por ser condiciones de operacién normal. Sin embargo, las condiciones de
Dirichlet tienen que ser impuestas ya que son condiciones esenciales. Una vez que el sistema
estd ensamblado e incluyendo sus condiciones frontera puede ser resuelto de dos maneras,
dependiendo del tipo de ecuaciones resultantes. Si el sistema es lineal las ecuaciones resul-
tantes pueden ser resueltas por un método directo tal como Gauss-Jordan. Si el sistema
resultante es no lineal se puede aplicar algiin método iterativo, tal como Newton-Raphson,
el sistema puede ser no lineal debido a que los parametros del material no son constantes,
pero estan en funcién del valor de variables de campos magnéticos. El caso méas comun
es la curva B-H en los materiales magnéticos. Con todo esto se puede observar que con el
MEF se pasa de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales a un sistema de ecuaciones

algebraicas.



Capitulo 3

El MEF aplicado a

electromagnetismo

3.1. Introduccién

La importancia que tiene el MEF radica en que es una técnica numérica poderosa
que permite resolver sistemas representados por ecuaciones diferenciales parciales que no
pueden resolverse analiticamente. Por lo tanto, se requiere conocer las ecuaciones que rigen
todo fenémeno electromagnético para plantear de manera adecuada la ecuacion que describe
el fenémeno a estudiar, asi como sus condiciones particulares a las que se encuentra sujeto el
dominio de estudio. Un ejemplo de estas ecuaciones es la ecuacion de Poisson, con la cual se
representa el fenémeno electromagnético que sucede en dispositivos utilizados en ingenieria

eléctrica.

La teorfa electromagnética tomé mucho tiempo en ser establecida, lo cual puede
ser entendido por el hecho de que las cantidades electromagnéticas son “abstractas” en otras
palabras, no pueden ser “vistas” o “tocadas” (contrariamente a muchas otras, tales como
cantidades mecénicas y térmicas). Las ecuaciones de Maxwell y sus relaciones constitutivas
son las ecuaciones que describen los fenémenos electromagnéticos. La gran contribucién de
James Clerk Maxwell fue reunir en estas ecuaciones largos anos de resultados experimen-

tales, debidos a Coulomb, Gauss, Ampere, Faraday y otros, introduciendo los conceptos

29
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de campo y corriente de desplazamiento, y unificando los campos eléctricos y magnéticos
en un solo concepto: el campo electromagnético [Silvester96]. Maxwell convirtié el electro-
magnetismo en un formalismo muy simple, mantenido principalmente por solo cuatro ecua-
ciones. La posibilidad fisica de poder describir distintos fenémenos (microondas y campos
de imanes permanentes) con este grupo de ecuaciones es muy alta. Mientras el formalismo
y los conceptos bésicos de campos electromagnéticos son muy simples, los problemas reales
pueden ser muy complicados y dificiles de resolver. De hecho cuando aparecen juntas (e in-
clusive solas) geometrias complicadas, no linealidades, varias fuentes de campo no estéticas,
etc, es virtualmente imposible encontrar una solucién analitica para tales problemas, lo cual
es la razén principal de que los métodos numéricos sean ampliamente usados en ingenieria

eléctrica en nuestros dias.

3.2. Ecuaciones de Maxwell

Realmente, la mayoria de los fenémenos electromagnéticos fueron establecidos por
otros cientificos antes que Maxwell, tales como Ampere, Gauss, Faraday, Lenz, entre otros.
Los problemas de campo electromagnético tienen una posicién relativamente favorable en
ingenieria y fisica, en el sentido de que las leyes que las rigen pueden expresarse muy
concisamente por un solo conjunto de ecuaciones[Bastos03][Schwab88][Solin06][Silvester96.

Las variables basicas forman el conjunto siguiente de cinco vectores y un escalar

1. Intensidad de campo eléctrico E

2. Intensidad de campo magnético H

3. Densidad de flujo eléctrico D

4. Densidad de flujo magnético B

5. Densidad de corriente eléctrica J

6. Densidad de carga eléctrica p
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3.2.1. Forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell

Las relaciones de Maxwell pueden escribirse en forma diferencial como

0B

que es la expresion diferencial de la ley de Faraday:.

oD
H = —_— 2
V x J+ o (3.2)

es la ley de Ampere. El término %—]tj introducido recibe el nombre de corriente de desplaza-

miento, lo cual hace que esta ecuacién sea conocida como ley de Ampere modificada.
V-D=p (3.3)

no es mas que la ley de Gauss, que se reduce a la ley de Coulomb para cargas puntuales.
V-B=0 (3.4)

la cual no tiene nombre y expresa la inexistencia de monopolos magnéticos en la naturaleza,
es decir, esta es la explicacién de que al romper un iman obtengamos dos imanes, y no dos
medio-imanes. La interpretacion de esta ecuacion permite deducir que no hay fuentes de
flujo magnético, sino que las lineas de flujo magnético son continuas y forman trayectorias
que se cierran sobre si mismas, sin fuentes ni sumideros.

A estas relaciones diferenciales se le agregan las relaciones constitutivas

D=:E (3.5)
B =uH (3.6)
J=0FE (3.7)

que describen las propiedades macroscopicas del medio en cuestiéon en términos de la per-
mitividad e, permeabilidad p y conductividad ¢. Las magnitudes €, ;1 y o no son necesaria-
mente simples constantes; una excepcion notable es el caso de los materiales ferromagnéticos,

para los cuales la relacién B — H puede ser una ley no lineal muy complicada. Ademas, ¢ y
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1 pueden representar materiales anisotrépicos, con densidades de flujo que difieren en direc-
ciones respecto a las intensidades de campo correspondientes. De las ecuaciones (3.1)-(3.4)

se puede definir una quinta relaciéon totalmente valida.

dp
VT4 5=0 (3.8)

Esta ecuacién es llamada ecuacion de continuidad eléctrica y es consistente con el resultado
de tomar la divergencia de (3.2) y sustituirla en (3.3), puesto que la divergencia del rotacional
de un vector se anula. En el estado estacionario (3.8) se vuelve V - J = 0. Esto en otras
palabras significa que el flujo de un vector, o de forma similar, la conduccién de corriente es
conservativa. En situaciones variables con el tiempo, dentro de buenos conductores también
es una buena aproximacién suponer una densidad de corriente no divergente [Silvester96].

La mayoria de los métodos computacionales de electromagnetismo (analiticos y
numéricos) se basan en la forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell. La ventaja prin-
cipal del modelo de ecuaciones diferenciales parciales es su capacidad para incluir nolinea-

lidades y anisotropias.

3.2.2. Forma integral de las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell, son un grupo de ecuaciones poderosas. Existe una
forma integral matemdticamente equivalente de (3.1) a (3.4). Las integrales se toman sobre

una superficie abierta S o sobre su frontera C, como se ilustra en la Figura 3.1

Figura 3.1: Superficie S y contorno C para la forma integral

Las primeras dos ecuaciones de Maxwell se convierten en

0B

FE-dl =— — . dS 3.9
7{0 R (3.9)
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j{oH-dl:/S<J+6a?>-dS (3.10)

Estas corresponden, respectivamente, a la ley de Faraday y a la regla de los circuitos

de Ampere, con la adicién de Maxwell de la corriente de desplazamiento %—?. Las ecuaciones
de divergencia (3.3) y (3.4) corresponden a la ley de Gauss para campos eléctricos y la ley

de Gauss para campos magnéticos

?{,D-dS:/deQ (3.11)

7{ B-dS=0 (3.12)

que establecen que la integral correspondiente de D es igual a la carga total dentro del
volumen 2 encerrado por la superficie S, mientras que el flujo de B sobre cualquier super-
ficie cerrada S es cero; en otras palabras, el campo magnético no diverge (es solenoidal)
[Silvester96].

La ventaja principal de la forma integral de las ecuaciones de Maxwell es que
proveen una buena idea acerca de las relaciones entre las fuentes de campo y las cantidades
de campo. Su aplicacién computacional, sin embargo, estd limitada a problemas simples,

caracterizados por geometrias triviales y propiedades de los materiales lineales.

3.2.3. Campos magnetostaticos

La ley bésica para campos magnetostaticos es la ecuaciéon de Ampere
VxH=J (3.13)

La cual es relacionada a la ley de Biot-Savart, y la ley de la conservacion de flujo magnético

(también llamada ley de Gauss para magnetostética)
V-B=0 (3.14)

en forma Integral

7{ H-dl=1 (3.15)
C



34 Capitulo 3: EI MEF aplicado a electromagnetismo

]{B-dS:O (3.16)
S
Las relaciones constitutivas son

B=puH (3.17)

Esto es normalmente referido como la forma puntual de la ley de Ohm. En términos de

potencial magnético vectorial A (en Wb/metro).
B=VxA (3.18)
Aplicando la identidad vectorial

V x (VF)=V(V-F)-VF (3.19)

a (3.13) y (3.18) y asumiendo la condicién de Coulomb V - A = 0, se llega a la ecuacién de

Poisson para campos magnetostaticos [Sadiku01]:

VA =—pJ (3.20)
Que cuando J = 0 (3.20) se convierte en la ecuacién de Laplace

VZA=0 (3.21)

A primera vista, el andlisis magnetostatico se ve muy limitado debido a que la
mayoria de dispositivos tienen fuentes de corriente variables, y/o tienen movimiento. Sin
embargo, cuando la estructura es construida de tal manera que se pueda despreciar %—}f en
materiales conductores, es posible tratarlos como magnetostaticos. En otras palabras, es
posible estudiar la estructura a cada posicién como si fuera estatica y, ademds, componer

los resultados sucesivos de manera de obtener el comportamiento dindmico de ésta.
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3.2.4. Campos electrostaticos

Los campos electrostaticos existen en ambientes no conductores donde hay cargas
eléctricas en reposo. Por ejemplo, en la vecindad de dieléctricos cargados electrostatica-
mente. Los campos electrostaticos son gobernados por las siguientes ecuaciones, que de la

misma forma que en el caso de campos magnetostaticos, pueden ser en forma diferencial
VxE=0 (3.22)
V-D=p (3.23)
en forma integral

]{ E-dl=0 (3.24)
C

]{ D-dS=g (3.25)
S
y la relacién constitutiva
D=cFE (3.26)
En términos de potencial eléctrico V' (en volts), E es expresada como
E=-VV (3.27)
Integrando (3.27) se tiene
V= / E-di (3.28)
Combinado (3.23), (3.26) y (3.27) se obtiene la ecuacién de Poisson [Sadiku01]
V-eVV =—p (3.29)

si € es constante,

V2V = L (3.30)

Cuando p = 0, (3.30) se convierte en la ecuacién de Laplace
V-eVV =0

(3.31)
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3.3. Ecuaciones de potencial

En muchos casos se presenta una simplificacién considerable en el calculo cuando
se representan los campos FE y B mediante funciones potenciales. El caso de un campo

eléctrico estatico, representado por una variable potencial escalar

E=-VV (3.32)
donde en regiones libres de carga V tiene que satisfacer la ecuacién de Laplace

ViV =0 (3.33)

Las reglas del calculo vectorial exigen que el rotacional del gradiente de cualquier
variable escalar, y la divergencia del rotacional de cualquier variable vectorial deben anu-
larse. Asi, se verifica sin dificultad que

0A
E=-VV-— (3.34)

B=VxA (3.35)

que definen los potenciales escalar y vectorial V y A, respectivamente, los cuales automaética-
mente satisfacen a dos de las cuatro relaciones de Maxwell (3.1) y (3.4). Existe aqui, eviden-
temente, un elemento de arbitrariedad en las representaciones potenciales de E y B, puesto
que anadir el gradiente de cualquier funcién escalar de posicién V - A puede especificarse a
voluntad. Por lo comin, se supone que es valida la norma de Lorentz [Silvester96]:

ov

A= 2
v M=o

(3.36)

Pueden escogerse otras normas, como por ejemplo la de Coulomb V - A = 0. Pero la de
Lorentz tiene la ventaja de que conduce a un conjunto simple y simétrico de ecuaciones
cuando las dos ecuaciones restantes de Maxwell (3.2) y (3.3) se escriben en términos de los

potenciales V' y A. En el caso de un medio lineal, homogéneo, estas ecuaciones se convierten

en
0*V p
2 _ zr __F
VIV - e = (3.37)
24
VA e lA (3.38)

ot?
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3.3.1. Potencial escalar magnético

Otra representacion 1til es la equivalente magnética de (3.32):
H=-VP (3.39)

donde P es un potencial escalar magnético. Aqui, la regla del calculo vectorial de que el
rotacional del gradiente de cualquier variable es cero, da V x H = 0. Obviamente en virtud
de (3.2) la representacién de un campo magnético por un potencial escalar es sélo valida en
regiones libres de corriente, y en frecuencias lo suficientemente bajas para hacer caso omiso
de la corriente de desplazamiento %—?. No obstante, se trata a menudo de una representacion
util. La ecuacién béasica que rige al potencial escalar magnético proviene de la propiedad

solenoidal de B, (3.4), la cual exige que

V- (uVP) =0 (3.40)

3.4. La ecuacién inhomogénea de Helmholtz

La ecuacién inhomogénea de Helmholtz [Silvester96] [Schwab88] [Bianchi05], puede

describirse de manera formal como
V- (pVu) + k*u=g (3.41)

en (3.41) se toma a u, una funcién de posicién, por decir u = u(x, y, 2), referida a un sistema
coordenado cartesiano rectangular, como la variable dependiente cuya determinacién consti-
tuye la solucién requerida. Se supone que las propiedades materiales del medio en cuestion
quedan representadas por p(x,y, z), que es una funcién especificada de posicién. La canti-
dad k? es una constante invariante con la posicién, que puede ser o no conocida, mientras
g(z,y, z) es una funcién de excitacién previamente dada. Una caracteristica importante de
los elementos finitos es que las ecuaciones generales como (3.41) puedan programarse para
resolverse en computadoras, para representar una gama completa de situaciones fisicas
diferente. Una de las tareas importantes del ingeniero es ajustar problemas especificos a
paquetes de programas de amplio propésito, disponibles en la actualidad. Algunos ejemplos

de diversas simplificaciones de (3.41) que se representan en la practica son:
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La ecuacion de Laplace
Viu=0 (3.42)

Esta ecuacién representa al problema electrostatico simple.

La ecuacion de Poisson
V- (eVu) =—p (3.43)

FEn este caso se modela un problema de potencial mas complicado. La permitividad € puede
variar con la posicién en cualquier manera especificada. Una distribucién de carga espacial,
p, considerada conocida, modifica la distribucién de potencial elemental (3.42).

La ecuacion de Helmholtz en dos dimensiones
VZH, +kK*H, =0 (3.44)

Esta ecuacion modela al comportamiento de modos eléctricos transversales en una

guia de ondas, lo cual no es considerado en este trabajo.

3.4.1. Funcional para la ecuacién de Helmholtz

Si ahora recordamos un poco que el método del elemento finito no es otra cosa que
la aplicacion por partes de un método variacional en el que se minimiza un funcional; esto
conduce a buscar un funcional para (3.41). Se necesita encontrar un funcional F'(u) que sea
estacionario alrededor de la solucion U = u, la cual es la solucién correcta a esa ecuacion
y a sus restricciones de frontera. Por lo tanto, de [Silvester96] se obtiene que un funcional

para la ecuacién de Helmholtz (3.41) es

FU) = % /Q [p(VU)? — K*U? + 29U dS (3.45)

3.5. Comparacién del MEF y soluciones exactas

El proceso de la representaciéon de un dominio fisico con elementos finitos es referido
como mallado, y el grupo de elementos resultantes es conocido como mallado de elemento

finito.
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Como la mayoria de las geometrias usadas tienen lados rectos, es imposible incluir
el dominio completo en el mallado del elemento finito si el dominio incluye limites curvos. Tal
situacion es mostrada en la Figura 3.2a. Note que el refinamiento del mallado en la Figura
3.2b representa de manera més fiel al dominio fisico en cuestién. (Elementos triangulares

podrian aproximar el dominio en una mejor manera).

(a) (b)

(T N =

Figura 3.2: Dominio con frontera curva modelado con elementos rectangulares

Si las funciones de interpolacién satisfacen ciertamente los requerimientos matema-
ticos, una solucién por elemento finito para un problema en particular converge a la solucién
exacta del problema, es decir, a medida que se incrementa el nimero de elementos finitos y
sus dimensiones fisicas decrecen, la solucién por elemento finito cambia incrementalmente.

Hasta este punto se ha presentado la teoria del MEF necesaria para su entendimien-
to, donde se puede ver que este metodo puede ser aplicado a ecuaciones diferenciales par-

ciales tales como:

0 ou ou 0 ou ou
—% l:auam + a12((9y:| — 37y |:CL218‘r + G/QQay:| +agou— f=0 (3.46)

de donde como un caso especial podemos obtener la ecuacién de Poisson considerando que

a11 = age = a 'y ajg = as1 = agp = 0, o bien la ecuacién de Laplace si f =0
=V - (aVu) = f (3.47)

que describen la mayoria de los problemas electromagnéticos en dos dimensiones, mismas
que para tres dimensiones resulta un poco més complicada su solucion. Por lo tanto, este
tipo de sistemas resulta mas conveniente modelarlos por medio de un paquete computacional

que utilice elementos finitos.
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3.6. Ansys©

En la actualidad, toda industria competitiva requiere de la simulacién de sus pro-
ductos o procesos para predecir y/o corregir posibles problemas que se pudieran presentar.
El campo de aplicacién de la simulacién por elementos finitos es amplio, pudiendo utilizarse
ya sea en las grandes estructuras de la industria como asi también en la verificacion de

pequenos implantes biomédicos.

La aplicacién més difundida del método de elementos finitos es en el diseno de
productos. En este caso se tiene la posibilidad de evaluar de manera virtual los prototipos,
permitiendo dejar para la etapa final del desarrollo la construccion y el ensayo, una vez que

se ha logrado la configuracién ideal.

Otra aplicacion muy interesante es la evaluacién del estado de equipos o compo-
nentes que han estado en servicio o que han sido sometidos accidentalmente a sobrecargas.
También se puede evaluar, antes de su puesta en servicio, el comportamiento del equipo
en caso de modificar las condiciones de operacion o realizar reparaciones o alteraciones al
mismo. En ese caso se puede utilizar la historia de la operacion del equipo y la informacion
obtenida en las inspecciones de mantenimiento para definir el modelo y las cargas. Incluso

se pueden identificar las probables causas de fallas en servicio.

La informacion de partida para realizar una simulacién por elementos finitos es la
geometria del modelo. Ademés, se deben definir las cargas actuantes, las cuales pueden ser
cargas normales de servicio o también se pueden considerar condiciones extremas de carga

para identificar condiciones criticas de trabajo o de falla del modelo.

Las simulaciones electromagnéticas son criticas en el diseno de productos eléctri-
cos o electronicos. Entre las aplicaciones posibles se incluyen: maquinas rotatorias, sensores,
actuadores, generadores y transformadores, entre otros. Sin embargo, la mayoria de los pa-
quetes computacionales que operan en base al elemento finito estan enfocados a estructuras
y esfuerzos, dejando el drea electromagnética de lado, no obstante, en la actualidad se han
desarrollado algunos paquetes, tales como Ansys©, Comsol©, divididos por reas donde
ésta ya es considerada. De estos paquetes sobresale Ansys© por sus caracteristicas de simu-

lacién, asi como sus bondades para la implementacién de modelos donde su representacion
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no puede ser realizada en 2 dimensiones. El programa Ansys© usa las ecuaciones de Maxwell
como la base para el andlisis de campo electromagnéticos. Las incdgnitas primarias (grados
de libertad) que calcula la solucién por elemento finito son potenciales magnéticos y eléctri-
cos, a partir de éstas se pueden determinar incognitas secundarias tales como densidad de

corriente, pérdidas, inductancia, capacitancia, entre otras.

Cualquier modelo realizado en Ansys© tiene que seguir los pasos mostrados en
la Figura 3.3, donde para iniciar se tienen que conocer las propiedades de los materiales.
Las propiedades dependen del tipo de simulacién a realizar. Por ejemplo, para un andlisis
electromagnético los parametros que se necesita conocer es la permeabilidad del material,

la permeabilidad del aire y la resistividad de los conductores.
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Figura 3.3: Diagrama de flujo de Ansys®©

La eleccién del elemento depende principalmente de la geometria del modelo y de

los grados de libertad necesarios para realizar la simulacién. Para una lista completa de los
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elementos que pueden ser utilizados en andlisis electromagnéticos y sus caracteristicas en
cuanto a grados de libertad se puede consultar en [Ansys04]. La etapa de mallado es la que
mas tiempo y trabajo requiere. Si el mallado generado no cumple las condiciones requeridas
para la correcta representacion del modelo se puede proceder a un refinamiento del mismo,
lo cual consiste en dividir en elementos més pequenos los ya existentes, y agregar los que
sean necesarios para una representacion mas fiel del modelo. La forma en que se agregan
las condiciones frontera dependen del tipo de condicién (ya sea Dirichlet o Neumann) y
la forma en que Ansys© las acepte. Es decir, si se estd interesado en tomar en cuenta el
decaimiento natural de una onda electromagnética se puede utilizar un elemento infinito
[Ansys04], el cual sobre entiende que el valor del campo en el infinito serd cero. Si no se
estd interesado en tomar en cuenta esto y solo se simula un modelo reducido, se puede
especificar que el valor del campo es cero lo cual no precisa que este valor esté tomado en
el infinito. En cuanto a las fronteras de simetria éstas dependen de la simetria del modelo
a simular.

Después de simular el modelo, se realiza la lectura de resultados los cuales pueden
ser tomados como condiciones iniciales para una simulacién futura, o bien interpretados para
obtener informacion acerca del comportamiento de éste bajo las circunstancias especificadas.
Por lo tanto, se puede observar que el Ansys© es una herramienta que permite realizar
andlisis y disenio de componentes electromagnéticos; para este caso en particular se utiliza
en la obtencién de parametros de transformadores.

Ansys© es un software reconocido mundialmente en el drea de disefio y simulacién.
Su desarrollo es continuo en aplicaciones y en la interfaz con el usuario cada vez maés
amigable, por estas razones es que se opt6 el usarlo en este trabajo. Es importante destacar
que los dos capitulos anteriores bases del MEF y aplicaciones del MEF a electromagnetismo,
son vitales para el manejo e interpretacién del Ansys©, puesto que es un software que utiliza
un método que se basa en la geometria de los modelos. Es imprescindible que el usuario
tenga bien claras las bases de campos electromagnéticos y del MEF para poder realizar un

andlisis de los resultados apropiadamente.



Capitulo 4

Analisis de transformadores

usando el MEF

4.1. Introduccion

Los circuitos magnéticamente acoplados son el centro de operacion de los trans-
formadores y las maquinas eléctricas. En el caso de los transformadores, los circuitos esta-
cionarios son acoplados magnéticamente con el proposito de cambiar los niveles de voltaje
y corriente. Debido a que los circuitos acoplados magnéticamente juegan un rol muy impor-
tante en la transmisién y conversion de potencia, es primordial establecer las ecuaciones que

describen su comportamiento y expresar éstas de una forma conveniente para el andlisis.

4.2. Parametros en reactores y transformadores

4.2.1. Bobinas

De modo amplio, se puede decir que las bobinas son dispositivos almacenadores de
energia y como tales se emplean para conseguir el filtrado de formas de onda conmutadas,
la generacién de corrientes o tensiones senoidales en circuitos resonantes, la limitacién en la
velocidad de variacién de las corrientes en los circuitos de protecciéon o snubbers, corrientes

de arranque o transicién limitada, etc. El pardmetro fundamental que define una bobina es
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su inductancia, cuyo significado fisico y valoracién se establece a continuacion.

4.2.2. Inductancia

El concepto de inductancia para un punto de operacién especifico (en tiempo y
espacio) implica la invariabilidad tanto del medio como de la posicién de los circuitos en los
cuales se pretende conocer su valor. El conocimiento de las inductancias propias y mutuas
resulta util en el modelado de dispositivos electromagnéticos. La inductancia propia se define
como la razén del flujo que enlaza una bobina con respecto a la corriente que circula en
ella, y la inductancia mutua como la razén del flujo que enlaza una bobina con respecto a
la corriente que circula en otra.

Debido a que los enlaces de flujo se relacionan directamente con la energia mag-
nética de un dispositivo electromagnético, se puede también definir a la inductancia como
una medida de energia almacenada. Cuando se trata de un material lineal, el valor de
la coenergia es igual al de la energia, por lo tanto, otra alternativa para el cédlculo de la

inductancia es un medio lineal a través del valor de la coenergia [Reyes99)].

4.2.3. Transformador ideal

La aproximaciéon del transformador ideal resulta muy 1til en el modelado de los
transformadores reales. Se dice que los devanados de un transformador de dos bobinas estédn
perfectamente acoplados si ambos se encuentran atravesados por el mismo flujo y éste es
el tnico que los atraviesa. Es decir, no hay flujos de dispersion como se puede apreciar

en la Figura 4.1; ademds, se considera que en un transformador ideal la resistencia de

[ /¢m
17 >
. 11 :‘:/ .
L ! ! X K 1
E TT
+ N —:—'—, :._'4| :N +
v, f b ) v,
S
|
: ' 1
1! ) :
/7
| N ————— )

Figura 4.1: Transformador ideal
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los devanados es despreciable, todos los flujos estan confinados al ntcleo y enlazan ambos
devanados. Es decir, las pérdidas en el nicleo son despreciables y la permeabilidad del nticleo
es infinita (i.e., 4 — o0). Por lo tanto, la corriente de excitacién requerida para establecer
un flujo en el nicleo es despreciable, esto es, la fuerza magnetomotriz neta requerida para
establecer un flujo en el nicleo es cero. Tomando en cuenta estas consideraciones tenemos
que la tensién inducida por vuelta es la misma, siendo ademas la tension en cada devanado
directamente proporcional a su numero de espiras:

vy Np

2 4.1
™ N (4.1)

La intensidad del campo magnético se puede determinar a partir de la ley de
Ampere dada por (3.15)

Ny -i1 4+ Na - ig

H =
le

(4.2)

Donde [, es el tamano equivalente de la trayectoria magnética. Si la permeabilidad del
ntcleo fuese infinita, H deberia ser cero para evitar que la densidad de flujo magnético B

fuese infinita, pero la condicién de nulidad de H sélo se verifica si la suma de fmm es cero,

es decir:
Al Ny
a_ 4.3
19 Ny (4.3)

de donde se concluye que los sentidos de las corrientes son opuestos: una entrante y otra

saliente de su terminal correspondiente. De (4.1) y (4.3)
V111 + V210 = 0 (4.4)

esto es, la potencia instantanea de entrada al transformador es igual a la potencia instan-
tanea de salida del mismo. Lo cual es esperado ya que en un transformador ideal no existen

pérdidas.

4.2.4. Transformador real

En la seccion 4.2.3 se mencionaron las propiedades de un transformador ideal.

Sin embargo, ciertas suposiciones que fueron hechas no son vélidas para transformadores
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practicos. Por ejemplo, en los transformadores practicos los devanados tienen resistencia, no
todos los devanados enlazan el mismo flujo, la permeabilidad del material esta sujeta al flujo
variante en el tiempo. En el analisis de un transformador practico todas estas imperfecciones
tienen que ser consideradas.

Esto puede ser demostrado por el circuito de la Figura 4.2. Las dos bobinas con-
sisten de N7 y No vueltas, respectivamente, arrolladas en un material ferromagnético con
permeabilidad mayor a la del aire. La permeabilidad del aire es de po = 47 x 1077 H/m. La

permeabilidad de otros materiales es pu = p,pgp donde p, es la permeabilidad relativa.
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Figura 4.2: Circuitos acoplados magnéticamente

En general, el flujo producido por cada bobina puede ser separado en dos compo-
nentes: una componente de dispersion, denotado con un subindice [, y otra componente de

magnetizacién, denotado por un subindice m:
le =on+ Om1 + Om2 (45)

B2 = P12 + dm2 + dm1 (4.6)

El flujo de dispersién ¢y, es producido por la corriente que fluye en la bobina 1, y este solo
enlaza las vueltas de la bobina 1. De la misma forma, el flujo de dispersién ¢;o es producido
por la corriente que fluye en la bobina 2 y solo enlaza las vueltas de la misma. El flujo de
magnetizacién ¢,,1 es producido por la corriente que fluye en la bobina 1, y enlaza todas
las vueltas de las bobinas 1 y 2. De manera similar ¢,,2 es producido por la corriente que
fluye en la bobina 2 y éste enlaza todas las vueltas de las bobinas 1 y 2.

Cuando las corrientes fluyen a través de los devanados en el transformador, es-

tablecen un flujo resultante mutuo (o comin)@,, que estd confinado esencialmente al nicleo
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magnético. Sin embargo, existe una pequena cantidad de flujo conocido como flujo de dis-
persién ¢; mostrado en la Figura 4.2. La trayectoria de la dispersién es principalmente por el
aire, como consecuencia el flujo de dispersion varia linealmente con la corriente. Los efectos
del flujo de dispersion pueden ser considerados mediante la insercién en el modelo de una

inductancia, llamada inductancia de dispersién L;:

N-

Lp = 1.¢l1
11
N-

Lip = ?qu
i2

En resumen, un transformador real difiere del ideal en tres aspectos fundamentales:

1. Las tensiones no responden exactamente a la relacién (4.1), puesto que la existencia
de un flujo de dispersién evita que todo el flujo que atraviesa uno de los devanados

cruce el otro.

2. La permeabilidad es finita, con lo que (4.3) tampoco es totalmente cierta. Es necesaria
una fmm total no nula para crear un flujo en el nicleo. La corriente precisa para crear

ese campo se denomina corriente magnetizante.

3. Las ecuaciones (4.1) y (4.3) expuestas no dependen de la frecuencia, pudiendo usarse

en continua, pero éste no es el caso de un transformador real.

4.2.5. Inductancia de magnetizacion

Tal y como ha sido puesto de manifiesto, para que dos devanados se encuentren
acoplados magnéticamente deberd existir un flujo que los atraviese a ambos. Normalmente,
uno de ellos genera una densidad de campo B que enlaza al otro devanado. Segin (3.17),
sélo en el caso hipotético de permeabilidad infinita puede existir densidad de flujo B sin
intensidad de campo H, y por tanto con una fmm total nula. La mayor aproximacion
se obtendra empleando un nucleo sin entrehierro y alta permeabilidad. En ese caso, lo
que se tiene desde uno de los devanados, si el otro se encuentra en circuito abierto, es
simplemente una inductancia de valor muy elevado (pero finito) denominada inductancia

de magnetizacion. En funcién de cual sea el devanado desde el que se mide la inductancia de
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magnetizacién, ésta puede tomar dos valores distintos que estaran relacionados entre si por
el cuadrado de la relacién de espiras [José00],
N2

Ly = — 4.
. (47)

expresandolo de otra manera, si se define N7 como el niimero de vueltas del primer devanado
y tomando (4.5) y (4.6), se podrén expresar los enlaces de flujo para el primer devanado,

por medio de:

A = Nigr = Ni(éi1 + dmi1 + dm2) (4.8)

Donde el flujo ¢;; resulta de la fmm del primer devanado, es decir Nyi;. A su
vez, el flujo ¢, resulta por la fmm de Nyi; + Naig, y se considera la reluctancia R de la

trayectoria del flujo. Por lo tanto, se puede reformular (4.8) como:

NZ N N1No
M=+ i 4.9
1 <§Rz1 +§Rm>z1+ T (4.9)
De igual forma se puede obtener para el segundo devanado
NN, . N N2\ .
Ny — 2, T2 4.10
2 R 1+ <§R12 + R 2 ( )

Cuando el sistema magnético es lineal, los enlaces de flujo se pueden expresar en términos

de inductancias y corrientes, con lo que se llega a la forma siguiente:
A1 = Lty + Lygia (4.11)
A2 = Ligiy + Laagia (4.12)

De (4.9) y (4.10) se obtiene L1; y L22 que son las inductancias propias de ambos devanados

y también las expresiones para Lio y Loj que son las inductancias mutuas entre ellos.

N2 N2
Lin=-2*4+-"L=Ly+L, 4.13
11 oy + R, 11+ 1 ( )
N2 N2
Log==-2+4+-"2=1;+L, 4.14
22 R + R 12 + Lim2 ( )
Ny N-
Ly = Lo = 5}13 2 (4.15)
m

FEn sistemas lineales las inductancias de magnetizacién pueden ser relacionadas a las induc-

tancias mutuas de manera particular por [Krause(2]

N- N
2=t

Lo = =
12 N i

Luo (4.16)
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4.2.6. Inductancia de dispersion

Segtn se ha comentado al hablar de circuitos magnéticos, no todo el flujo generado
por uno de los devanados circula por el circuito magnético y atraviesa el otro devanado.
Existe una porcion de flujo que atraviesa el aire y no enlaza a los dos devanados, lo que
provoca un acoplamiento imperfecto entre los mismos. La dispersién del flujo fuera del
circuito magnético presenta un efecto méds importante en los transformadores que en las
bobinas. En estas tltimas, el tinico efecto es un aumento del valor previsto, mientras que en
el otro caso se interfiere el funcionamiento basico del transformador. Por lo tanto, sera nece-
sario conocer el motivo de la dispersién del flujo en un transformador para realizar un diseno
mas efectivo. En la mayoria de los casos se pretende minimizar este parametro, puesto que,
aparte de la discrepancia con (4.1), la inductancia de dispersién puede provocar la apari-
cion de sobretensiones indeseadas en los dispositivos de conmutacién al intentar cortar de
manera brusca la corriente que circula a través de ellos.

La determinacion de la inductancia de dispersiéon puede efectuarse por un proce-
dimiento de medida, si se dispone ya del transformador (prueba de cortocircuito), o por un
procedimiento analitico a partir del detalle constructivo y la disposicion de los devanados,
tal como serda mencionado mas adelante. Sin embargo, no existe un dispositivo que mida de
manera directa la inductancia de dispersion como tal, los que si pueden ser medidos son los
efectos debida a ésta. Por lo tanto, la inductancia de dispersién es determinada de manera
indirecta. Es aqui donde una herramienta como el elemento finito puede ser utilizada para

determinar este parametro de una manera mas precisa.

4.3. Casos de estudio

La determinacién precisa del comportamiento de un transformador cualquiera re-
quiere de la solucién de las ecuaciones de Maxwell. Debido a la geometria y a la no li-
nealidad de los materiales, no es posible encontrar la soluciéon analitica que represente el
comportamiento de un dispositivo electromagnético, a menos de que se realicen una serie
de suposiciones que pongan en riesgo la veracidad del modelo resultante.

Es por eso que los métodos numéricos resultan ser la alternativa més viable para
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el estudio detallado de la mayoria de las maquinas eléctricas. En este sentido el MEF es una
técnica numérica que ha tomado gran importancia en las ultimas décadas en la solucién de
campos electromagnéticos [Reyes99].

En tales situaciones se pueden aprovechar las bondades de los paquetes de simu-
lacion por elemento finito. La simulacién de procesos es una de las mas grandes herramientas
de la ingenierfa, la cual se utiliza para representar un proceso mediante otro que lo hace
mucho mas simple y entendible.

Este tipo de programas permiten obtener soluciones aproximadas de problemas que
sean susceptibles de ser representados por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales.
En la actualidad existen numerosos programas de este tipo tales como, Ansys©, Quickfield®©,
Abaqus©, Cosmos©, Nastran©, Flux3d©, etc., sin embargo, la mayoria de éstos se han
especializado en estudios de mecanica, por lo tanto, al tener una aplicaciéon de ingenieria
eléctrica no se obtiene una formulacion tan facil de realizar como se esperaria.

El Ansys© es uno de los programas de elemento finito comerciales més utilizados
en la actualidad, éste usa las ecuaciones de Maxwell como base para el andlisis de campos
electromagnéticos. Las incognitas primarias (grados de libertad) que calcula la solucién
del elemento finito son potenciales magnéticos y potenciales eléctricos. Otras cantidades de
campos magnéticos tales como densidad de flujo de campo magnético, densidad de corriente,
energia, fuerzas, pérdidas, inductancia y capacitancia son derivadas de estos grados de
libertad y son considerados como incégnitas secundarias. Dependiendo del tipo de elemento
y opcion de elemento que se escoja, los grados de libertad pueden ser potenciales magnéticos
escalares, potenciales magnéticos vectoriales, o flujo en el borde, también como potencial
dependiente del tiempo o no. Ansys© ofrece varias formulaciones, dependiendo de tipo de

andlisis, las propiedades del material en el andlisis y la fisica total del andlisis.

4.4. Reactor monofasico

En méquinas eléctricas, los circuitos magnéticos pueden ser formados solo por
materiales ferromagnéticos (como en transformadores) o por materiales ferromagnéticos en

conjunto con el aire (como en las mdquinas rotatorias). En la mayorfa de las méquinas
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eléctricas, excepto en las maquinas de imdn permanente, el campo magnético (o flujo) es
producido por el paso de una corriente a través de las bobinas arrolladas en materiales

ferromagnéticos.

4.4.1. Modelado de un reactor monofasico tipo ntcleo

La Figura 4.3 muestra un simple circuito magnético que consta de un nucleo ferro-
magnético el cual tiene una permeabilidad relativa de 59.33 que describe el comportamiento
magnético lineal de un material tipo M-27 y una bobina arrollada en una de las piernas
de éste que consta de 1000 vueltas por donde circula una corriente de 0.1 Amp. Cuando
una corriente ¢ fluye a través de la bobina de N vueltas, la mayoria del flujo magnético
es confinado en el nucleo. El flujo que existe fuera de éste, llamado flujo de dispersién, es
muy pequeno, de modo que para algunos propdsitos practicos puede ser despreciado. Sin

embargo, para tener la representacion completa de este modelo debe ser tomado en cuenta.
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Figura 4.3: Reactor monofésico

Uno de los pasos més importantes radica en como modelar el circuito magnético
partiendo del sistema fisico. El circuito magnético que se deduce de la Figura 4.3 es el que
se muestra en la Figura 4.4a. El nicleo se puede representar por medio de una reluctancia
R1 que relaciona el camino del flujo con la fuerza magnetomotriz necesaria para establecer
el flujo ¢1, cuyo valor puede ser determinado de la férmula general para el cédlculo de
inductancias

N2

L
R

(4.17)
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donde la fuente f representa al devanado y el acoplamiento magnético a través del aire es
representado por la reluctancia lineal ¥, donde se puede ver de (4.17) que este tltimo
parametro esta relacionado de manera inversa con la inductancia de dispersién. Sin embar-
go, la determinacion de este pardmetro fisicamente no es una tarea sencilla lo que da pie al
uso del elemento finito o alguno de los paquetes computacionales en los que éste estd imple-
mentado tales como Ansys©, donde directamente se obtiene la inductancia de dispersién y
partiendo de ésta, si asi se desea, se puede determinar R; mediante (4.17). La Figura 4.4
muestra los circuitos equivalentes para el reactor, magnético y eléctrico, respectivamente.
Con el objetivo de mostrar los pasos a seguir para obtener la L; utilizada en el circuito
equivalente eléctrico, Figura 4.4b, se necesita conocer la R correspondiente, Figura 4.4a, y

aplicando (4.17) se obtiene la inductancia deseada.

_iwv_rm'\
rO £ 3% ) k3 E

(a) (b)

Figura 4.4: Circuito equivalente: a) magnético, b) eléctrico

De la Figura 4.4a, claramente se puede observar que el flujo total es

- +Rn)
=L - -7 4.18
o Ry - Ry (4.18)
y el flujo que circula por la rama de dispersién esta dado por
f
=2 4.19
P R (4.19)

donde observando las expresiones determinadas para el cdlculo de los flujos se puede apre-
ciar, como era de esperarse, que se encuentran involucrados los pardmetros relacionados
con la dispersion, y aqui se puede observar que la distancia promedio para la 3; no es facil

indicarla ya que es en el aire y, por lo tanto, se pueden tener valores muy dispares. Por esta
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razén se usa el Ansys© para obtener todos los valores de inductancias. Para su determi-
nacién seguimos los pasos del elemento finito descritos con anterioridad donde conociendo
la regién a ser solucionada y sus condiciones, el paso inmediato a seguir es modelar con
los elementos finitos necesarios para la representacion correcta de la geometria del dominio
o para obtener la exactitud deseada. La Figura 4.5 muestra el dominio dividido en 1532
elementos finitos los cuales suman un total de 3024 nodos tomando en cuenta los que se
encuentran en la region de aire, el cual no es mostrado para tener una mejor visualizacion
del modelo, para el cual se utilizé una de las bondades de Ansys© que permite colocar
un tipo de elemento infinito denominado de esta manera, debido a que permite conocer el
decaimiento de manera natural de los campos en un contorno libre es decir en un medio

natural sin fronteras.

Figura 4.5: Reactor monofasico mallado

Una vez que el modelo ha sido discretizado el siguiente paso es obtener la solucion
mediante Ansys©, el cual calcula los potenciales en cada nodo de los elementos finitos,
para conocer la distribucién de lineas de campo, las cuales se obtienen uniendo mediante
lineas los puntos donde los potenciales del mismo valor coincidan en los nodos especificados,
se tiene que recurrir a la interpolacién basdndose en el hecho que los elementos tienen un
comportamiento lineal debido a lo pequeno de los elementos.

La Figura 4.6 muestra los resultados de lo comentado anteriormente en una vista

de dos dimensiones, donde se puede apreciar de manera mas clara cémo el flujo tiende a
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Figura 4.6: Lineas de flujo

circular por la parte mas cercana a la ventana del reactor, es decir, por donde encuentra un
reluctancia menor lo cual resulta entendible si tomamos en cuenta que

l

= (4.20)

donde A es el 4rea de la seccién transversal del nticleo y [ es el tamafio equivalente
de la trayectoria magnética como se mencioné anteriormente.

Segun se ha expuesto con anterioridad, una bobina es un elemento que almacena
energia en forma de campo magnético, siendo la inductancia una medida de esa capacidad
de almacenamiento de energia magnética, la cual se puede expresar como (4.13), (4.14) o

de un modo alternativo en funcién de la energia como:

W= Ll (4.21)

2
De esta expresién se deduce que, para una misma evolucion de la corriente, cuanto
mayor sea la inductancia, mayor serd la energia acumulada. Sin embargo, dentro de un
entorno real existe la aparicion de un parametro no deseado como lo es la inductancia de
dispersion la cual no es nada sencilla de determinar, de tal manera que en la mayoria de los

trabajos en que ésta es referida, es tomada como un 10 % del valor de la inductancia total de
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la bobina, cosa que en no todos los casos resulta verdadera [Krause02]. Una de las ventajas
de utilizar Ansys© en el desarrollo de este trabajo es que a partir de las incégnitas primarias
que se han obtenido mediante la simulacién, se puede determinar tanto la inductancia total
como la inductancia de dispersién, las cuales para este caso dado son mostradas en la Tabla

4.1

Tabla 4.1: Pardmetros del reactor monofasico tipo nicleo

Parametro Ansys© Por (4.17) | Relacién
L, 0.190720948 0.1398151673 | 1.3640
L; 9.461489236E-03 | 0.0155350186 | 0.6090
L 0.200182437 0.155350186 | 1.2885
R 0.71957672 0.71957672 1

donde se puede apreciar principalmente la diferencia entre la inductancia de dis-
persion L; supuesta de manera tradicional y la calculada usando elementos finitos. De la
relacién entre ellas podemos apreciar que la obtenida por Ansys© es casi un 60 % del va-
lor de la supuesta como el 10% de la inductancia total. La inductancia de magnetizacién
obtenida mediante Ansys© esta por arriba del valor calculado con (4.17) en un 36 % y la
inductancia total obtenida por Ansys© casi un 30 % sobre la obtenida con (4.17), lo cual se
puede decir que estriba en el uso de (4.20), ya que para la determinacién de la inductancia
el valor de la reluctancia influye de manera inversa y, por lo general, para su calculo se
utiliza una longitud media. Sin embargo, como se puede ver de la Figura 4.6 la longitud
media es un promedio que no siempre resulta conveniente. En el caso de la resistencia de los
devanados no hay mucho que senalar pues los valores obtenidos resultan con una relaciéon
unitaria con respecto a [Trejo02]; es decir, los valores obtenidos son idénticos como se puede

apreciar en la Tabla 4.1.

Ahora bien, una vez que se han determinado los pardmetros de dispersion el si-
guiente paso es determinar el parametro lineal de la reluctancia de dispersién el cual para
este caso en especifico es

2

N
R = — = 1.0569e8
L
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y la reluctancia no lineal 31 para este punto de operacién toma un valor de

N2
R = = 5.2433e6

m

con lo cual ahora se cuenta con el modelo de reluctancias para el reactor monofasico
tipo nicleo completo. Del mismo modo con los resultados de la Tabla 4.1, se tienen los

parametros para el circuito eléctrico equivalente.

4.4.2. Modelado de un reactor monofasico tipo acorazado

La presencia de un entrehierro en un circuito magnético supone la inclusion de
una zona de reluctancia elevada (o permeancia reducida), que da lugar a una disminucién
de la inductancia total del circuito. Aun asi, son muchas las ocasiones en que las bobinas
incorporan un entrehierro como parte de su circuito magnético. Las razones que justifican

esto son principalmente dos [José00]:

1. Estabilizar los valores de la inductancia consiguiendo que no dependan de la permea-

bilidad del nicleo (la cual varfa con el flujo presente en la estructura)

2. Retardar la saturacion del nicleo magnético, pudiendo asi aprovechar las propiedades

magnéticas del mismo con corrientes mas elevadas.

De acuerdo a (4.20) la reluctancia de los tramos de nicleo y entrehierro para el

modelo de la Figura 4.7 serian, respectivamente

Iy
p - A
g
RgiMO'A

Ry =

(4.22)

(4.23)

siendo ¢ la longitud del entrehierro, con lo cual, se comprueba que al considerar un en-
trehierro se incluye una zona de reluctancia elevada [Krause89| puesto que a diferencia de
(4.22), (4.23) estd dividida entre la permeabilidad del aire po la cual comparada con la
permeabilidad de cualquier material ferromagnético es un valor muy pequeno.

La Figura 4.7 muestra un reactor monofdsico con entrehierro el cual tiene una
permeabilidad relativa de 1000, y una bobina arrollada en la pierna central de N=100

vueltas por donde circula una corriente de 0.1 ampere.
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Figura 4.7: Reactor monofasico con entrehierro

El circuito magnético equivalente del modelo mostrado en la Figura 4.7 se repre-
senta en la Figura 4.8. La reluctancia del nicleo es ahora representada por R, i1, Ry v N3,
R4 es la reluctancia de dispersion a través del aire, aclarando que R3 es la reluctancia neta
de los yugos superior e inferior de la parte izquierda en la Figura 4.7, y R5 es la reluctancia
del entrehierro. Para este caso se puede observar que el circuito equivalente eléctrico es
idéntico al del reactor monofasico tipo nticleo mostrado en la Figura 4.4b, si consideramos
que el circuito magnético mostrado en la Figura 4.8 puede ser reducido a la forma mostrada
en la Figura 4.4a mediante el equivalente de reluctancias.

Ry

_/y(}

R,
‘ng ; R, m? o
oL

Figura 4.8: Circuito equivalente magnético

De la Figura 4.8 se puede determinar que el flujo total producido por f es

f~[(%34—%5)~§R2+(§R2+§R3+§R5)-§R4]

= 4.24
ot (R3 +Rs) - Ry - Ry + Rz + Rs) - Ry - Ro + (Ro + Ry + Rs) - Ry - Ry (424)
y el flujo que circula por la rama de dispersién esta dado por

R4
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Donde este parametro es el que da origen a la inductancia de dispersién que es
uno de los parametros dificiles de determinar; por lo tanto, para su obtencién y partiendo
del modelo fisico se divide el modelo completo en elementos finitos, donde, para tener una
representacion exacta del comportamiento del modelo la region del entrehierro tiene que
ser dividido en regiones mas pequenas debido a sus dimensiones. Comparado con el modelo
completo esta area consta de 528 elementos, en los cuales existen 929 nodos y el modelo
completo consta de 7682 elementos con 15301 nodos, el modelo discretizado sin considerar

el aire que lo rodea es mostrado en Figura 4.9.

Figura 4.9: Mallado del reactor monofésico con entrehierro

Si se considerara un circuito magnético ideal se asume que todo el flujo que
atraviesa el devanado estd circulando a través del nicleo o del volumen definido por el
mismo. Sin embargo, como ya se ha comentado, en cualquier circuito magnético aparece
siempre un flujo de dispersion. Ademas, la existencia de un entrehierro hace que el flujo
a través del mismo incluya una componente adicional por la existencia de un efecto de
elongamiento hacia afuera de dichas lineas de flujo, lo cual amplia la seccién efectiva atra-
vesada por el flujo en esa zona [Fitzgerald92]. Ambos efectos incrementan el valor calculado
para la inductancia en el supuesto de que todo el flujo esté contenido en el nicleo y que el
flujo en el entrehierro sea perpendicular a las caras que lo limitan.

La Figura 4.10 ilustra esta situacién, apareciendo un flujo de dispersién ¢; respecto
al circuito magnético, y un flujo en el entrehierro que no se ajusta a la seccion principal del
circuito magnético

Haciendo una comparacién entre los circuitos eléctricos y magnéticos, considerando

las analogias entre el flujo y la corriente, la resistencia y la reluctancia, podemos observar



4.4. Reactor monofasico 59
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Figura 4.10: Lineas de flujo

de la Figura 4.10 que el flujo tiende a circular por donde encuentra una reluctancia menor,
de la misma manera que lo haria la corriente en un circuito eléctrico. Por esta razén es que
el flujo por la pierna que tiene entrehierro es menor al de las piernas que no lo tienen.

La inductancia de una bobina colocada sobre este ntcleo seria por tanto como
se muestra en la Tabla 4.2, donde se puede apreciar la gran diferencia que existe entre la
inductancia de dispersién obtenida mediante la simulaciéon por elementos finitos la cual es
casi 3 veces la supuesta de la manera tradicional, lo cual haria un modelo ineficiente en

cuanto a desempeno se refiere si este valor es tomado.

Tabla 4.2: Parametros del reactor monofésico tipo acorazado

Parametro Ansys© Usando (4.17) | Relacién
Ly, 2.653101524E-02 | 3.119926497E-02 0.85
L 1.022474574E-02 | 3.466584997E-03 2.94
L 3.675576098E-02 | 3.466584997E-02 1.06
R 0.113333E-01 0.113333E-01 1

En cuanto a los parametros de la inductancia total y la inductancia de magneti-
zacion se puede observar, segun la relacién mostrada en la Tabla 4.2, que los errores son
de 6% y 15%, respectivamente, lo cual llevarfa a que, dependiendo de la aplicacién del
reactor, el valor obtenido mediante férmulas pudiera ser tomado como verdadero, pero no
asi el valor de la inductancia de dispersion el cual tiene un margen de error muy grande.

Ahora bien la determinacién de las reluctancias lineales se puede basar en los
pardmetros determinados por Ansys®© hasta este punto. Tal es el caso de la energia almace-
nada en el entrehierro con la cual por medio de la combinacién de (4.17) y (4.21) se puede

obtener R5. Ademads de este valor en la Tabla 4.3 se presenta el valor de la reluctancia del
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entrehierro obtenido por (4.23):

Tabla 4.3: Parametros magnéticos

Pardmetro | Ansys© Por 4.23
Rs 1450703.41 | 994718.39

Con lo cual se puede apreciar la diferencia entre la calculada por Ansys© y por
(4.23) existe una diferencia de més del 45 %. Ahora partiendo de (4.17) podriamos deter-
minar la reluctancia de dispersion del circuito magnético, sin embargo el parametro de
dispersién mostrado en la Tabla 4.2 también incluye la dispersién debida al entrehierro por
lo tanto su reluctancia también estd asociada a este pardmetro pero de Ansys© podemos

excluir este parametro y determinar 4 el cual para este caso es

R4 = 3001616.67

Parametro que es determinado sustituyendo la energia almacenada proporcionada
por Ansys© en (4.21) y posteriormente en (4.20). Con este pardmetro se completa el modelo
magnético del reactor monofésico tipo acorazado. Ademads, con los parametros mostrados

en la Tabla 4.2 se tiene completo el modelo eléctrico del mismo.

4.5. Transformador monofasico

Un transformador es un dispositivo de corriente alterna que transforma voltajes,
corrientes e impedancias. Normalmente consiste en dos o mas bobinas acopladas magnética-
mente a través de un nucleo ferromagnético comun. El nicleo del transformador es el que
suministra el circuito magnético de baja reluctancia a través del cual circula la mayoria del
flujo generado por los devanados. El ntcleo del transformador monofasico puede ser de tipo
ntcleo o de tipo acorazado. Una corriente alterna que circule por uno de los devanados crea
en el nicleo un campo magnético alterno. La mayor parte de este flujo atraviesa el otro
devanado e induce en él una fuerza electromotriz (fem). La potencia es transmitida de un

arrollamiento a otro por medio del flujo magnético del nicleo.
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4.5.1. Modelado de un transformador monofasico tipo nicleo

La Figura 4.11 muestra la geometria del transformador tipo nicleo, cuyos devana-
dos primario y secundario estan divididos en dos bobinas arrolladas alrededor de la misma
pierna, el nicleo tiene una permeabilidad relativa de 1200, el devanado primario tiene un
espesor de 0.4cm con N=10 vueltas y el devanado secundario de 0.7cm con N=100 vueltas.
Ademas, entre los devanados existe una separaciéon de 0.1cm de distancia necesaria para
el cdlculo de la inductancia de dispersién [Flanagan92], misma que es una variacién de la
presentada en [Bossche05] y [Henriksen01], para devanados concéntricos donde se especifica
que el célculo de las inductancias de dispersion requiere conocer las geometrias de las bobi-
nas, puesto que el valor de cualquier inductancia se deduce basicamente de la geometria y

de los materiales del circuito magnético.

AT PN? [hy + hs
Li=—p 3

+ hg] x 1077 (4.26)

Donde P es el perimetro medio del aislamiento ente los devanados, N es el nimero
de vueltas en el devanado al cual esta referida la inductancia de dispersion, D es la altura
de los devanados, hy y hs es el espesor de los devanados primario y secundario, hg es el

ancho del espacio existente ente los devanados.

T 5cm

o

Figura 4.11: Transformador monofésico tipo nicleo

Ahora bien, los circuitos equivalentes del transformador monofésico tipo ntcleo de
la Figura 4.11 suelen expresarse como se muestra en la Figura 4.12. El circuito de la Figura
4.12b muestra el equivalente del circuito eléctrico donde L;; representan las inductancias

de dispersion y L,, representa la inductancia de magnetizacién del nucleo, mientras que
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en el circuito de la Figura 4.12a las reluctancias lineales 11 y R;2 son las reluctancias de

dispersién a través del aire y 1 y Ry representan la reluctancia del nicleo.

R, L,

— A

Figura 4.12: Circuito equivalente: a) magnético, b) eléctrico

Aplicando mallas al circuito de la Figura 4.12a se obtiene

r R
1 N2 1 _ f1 (4.27)
Ro1 oo ®2 fo
donde
Riu=R+Rn Ri2 = —Rn

Fo1 =Rz oo =RNo + Ry + Np2
de donde se puede apreciar la influencia que tienen los parametros de dispersion en el
desarrollo del modelo, por lo tanto para determinarlos se procede a la aplicacién del método
del elemento finito, mismo que comienza con la discretizacién del dominio fisico tal y como
se muestra en la Figura 4.13, el cual considerando el aire que lo rodea tiene 77392 elementos
finitos los cuales constan de 105685 nodos.

Como se mencioné anteriormente, el flujo total que enlaza a un devanado, ya sea
primario o secundario, se puede dividir en dos componentes, el flujo mutuo resultante,
confinado esencialmente al nicleo de hierro y producido por el efecto combinado de las
corrientes en el primario y secundario, y el flujo de dispersiéon del primario, que solo enlaza
al mismo devanado. Estos componentes se identifican en la Figura 4.14 donde se puede
apreciar que debido a que la trayectoria de dispersién queda principalmente por el aire el
flujo de dispersién y el voltaje inducido por él varian en forma lineal con la corriente que

los produce [Fitzgerald92].
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Figura 4.13: Mallado del transformador monofasico tipo nicleo

Figura 4.14: Distribucién de flujo magnético

En la Tabla 4.4 se muestran las inductancias mutuas y propias obtenidas por medio
de Ansys©, asi como las obtenidas usando las férmulas mostradas en la seccién 4.2.5 donde
las inductancias de dispersion segiin [Krause02] se consideran como el 10 % de la inductancia

total.

Por medio del uso de (4.26) tenemos otra alternativa para obtener un valor aproxi-
mado de la inductancia de dispersién, por lo tanto, podemos hacer un resumen de los valores
de este parametro obtenida de tres formas diferentes, lo cual es mostrado en la Tabla 4.5, de
donde podemos concluir que los pardmetros mejor aproximados son los obtenidos mediante

(4.26) y Ansys© considerando este tltimo més preciso ya que su valor se calcula en base a
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Tabla 4.4: Parametros del transformador monofésico tipo nicleo

Pardmetro Ansys© Usando (4.17) | Relacién
Primario
Ly 2.106917637E-02 | 1.696460033E-02 | 1.24194
Lp 6.451189646E-05 | 1.884955592E-03 | 0.03422
Ly 2.113368827E-02 | 1.884955592E-02 | 1.12117
Lo 2.106917637E-03 | 1.884955592E-03 | 1.11775
Secundario
Lo 2.106917637E-04 | 1.696460033E-04 | 1.24194
Lo 8.834893036E-07 | 1.884955592E-05 | 0.04687
Loo 2.115752530E-04 | 1.884955592E-04 | 1.12244

la energia, resaltando que no deja de ser una aproximacion al mismo.

Tabla 4.5: Inductancias de dispersion

Pardmetro Supuesto De (4.26) Ansys©
Ly 1.884955592E-03 | 2.81486E-04 | 6.451189646E-05
Lo 1.884955592E-05 | 2.81486E-06 | 8.834893036E-07

FEn casos préacticos es deseable la deteccién y diagnéstico temprano de fallas in-
ternas en el transformador para su diagndstico, mantenimiento programado y mejora en
la eficiencia de operacion del transformador. El diagnéstico de fallas en un transformador
requiere un modelado exacto de condiciones bajo falla y fallas internas en particular.

La Tabla 4.6 muestra el efecto de algunas fallas en los devanados ya sean debidas
a sobretension o a alguna falla mecanica.

La primera columna muestra el efecto de una abertura entre vueltas de una bobina,
para lo cual se realizé una abertura en el 70 % del devanado secundario dejando el 30 %
restante a una distancia de 0.05cm donde se puede apreciar que los parametros que tienen
una variaciéon maés significativa son los parametros de dispersién, en los cuales sus valores
varfan alrededor del 10 % con respecto a los valores presentados como en operaciéon normal
en la Tabla 4.4. La segunda y tercer columna muestran el efecto del defasamiento de una
bobina, en este caso el primario, con respecto a la otra, para lo cual el primario es movido
hacia arriba y hacia abajo 0.2cm y los resultados varian de la forma en que se puede

apreciar en la Tabla 4.6, donde los pardametros de la variacién mas significativa como en el
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Tabla 4.6: Efecto de un defasamiento de devanados

Parametro Abertura 0.2cm arriba 0.2cm abajo
Primario
L1 2.1062377E-02 | 2.1067222E-02 | 2.1066975E-02
Lp 7.1152358E-05 | 6.8382682E-05 | 7.0660337E-05
L1y 2.1133529E-02 | 2.1135605E-02 | 2.1137636E-02
Lo 2.1062377E-03 | 2.1067222E-03 | 2.1066975E-03
Secundario
L2 2.1062377E-04 | 2.1067222E-04 | 2.1066975E-04
Lo 8.0500161E-07 | 9.0186833E-07 | 9.0549508E-07
Loo 2.1142877E-04 | 2.1157409E-04 | 2.1157525E-04

caso anterior son los pardmetros de dispersion, ya que sus valores oscilan entre el 10 % para
el devanado primario y 2.5% para el devanado secundario que es el que permanece fijo.
Con estos valores se puede apreciar que de estas fallas la més significativa es la apertura de
vueltas en una bobina, pues ello conlleva a un incremento mas significativo en la dispersion
de ambas bobinas comparado con el defasamiento de un devanado completo.

Ahora bien considerando que la reluctancia R;5 estd relacionada con la dispersion
debida al devanado que se encuentra mas cercano al ntcleo, en este caso el secundario,
y Ry1 estd relacionada con la debida al devanado mas expuesto, primario en este caso, se
pueden determinar estos parametros utilizando los datos mostrados en la tdltima columna
de la Tabla 4.5 de lo cual se obtiene que

Ry;1 = 1550101.694 R = 1.1318756162924 10

por lo tanto, se tienen los datos relacionados con la dispersion de los dos modelos
del transformador monofésico tipo nicleo mostrados en la Figura 4.12.

4.5.2. Modelado de un transformador monofasico tipo acorazado

La Figura 4.15 muestra un transformador monofésico tipo acorazado cuyos devana-
dos primario y secundario estan arrollados alrededor de la pierna central. Las dimensiones
de los devanados al igual que en el caso presentado anteriormente son N; = 10 vueltas
con 0.4cm de espesor para el primario y No = 100 vueltas con 0.7cm de espesor para el

secundario, los dos con un altura de 2.5cm. De las caracteristicas magnéticas del nicleo se
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resalta que tiene una permeabilidad relativa en su region lineal de 1200, misma donde éste

es operado.

M 1cm

5cm
4\( J
1cm o((\
N A2 QL
9cm w

w~

Figura 4.15: Transformador monofésico tipo acorazado

Para la Figura 4.15 se tiene que su diagrama equivalente eléctrico es de la misma
forma que el presentado en la Figura 4.12b ademds, se puede deducir de manera tradi-
cional el diagrama magnético equivalente como se muestra en la Figura 4.16, donde Ry,
Ro y N3 representan las reluctancias no-lineales de las secciones del niicleo magnético. Los
acoplamientos magnéticos a través del aire se representan con las reluctancias lineales $4
y Rs. Las fuentes de corriente f; y fo representan los devanados primario y secundario,

respectivamente.

R
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Figura 4.16: Circuito equivalente magnético
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Analizando el circuito de la Figura 4.16 por mallas se tiene que

Rt P2 O 0 o1 fi
r R R 0
21 Roo Mo ®2 _ fo (4.28)
0 M3z RNzz N3y ®3 0
| 0 0 Rz Rag | | da 0

Donde 11 = Ra+ Ry, 12 = —Ry, Roa =Rz + Ry, Rog = —N3, Rgg =Ry + N5, oy =Rs y
Raq = N1 + NRs.
como la matriz es simétrica
Rij =Ny
Para la determinacién de los parametros de dispersion se discretiza el modelo de
la Figura 4.15 y como resultado se tiene el mostrado en la Figura 4.17 mismo que consta
de 90600 nodos y 66440 elementos. Es importante resaltar que entre mas nodos y maés
elementos contenga un modelo podremos obtener de manera méds precisa su solucién. Sin
embargo, el realizar un modelo muy detallado conlleva a tener un archivo de simulacién
demasiado grande lo que puede llevar a problemas computacionales entre los cuales los
m&s comunes son falta de memoria asi como quedarse sin espacio en disco duro, cosa que
resulta obvio al tener en cuenta que estamos hablando de un método en el que se estudia
el comportamiento de un modelo por partes, mismo que al final tiene que ser ensamblado

para conocer el comportamiento global.

;
X
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Figura 4.17: Mallado del transformador monofésico tipo acorazado

La dispersion observada en este modelo se puede apreciar en la Figura 4.18. La

inductancia de dispersién en este tipo de transformadores es menor a la que se obtiene en
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los transformadores tipo ntcleo, considerando que las bobinas de ambos transformadores
tienen las mismas dimensiones lo cual se debe a las piernas externas, que se encuentran a
los lados de la pierna central, donde se encuentran arrollados los devanados. Sin embargo,
esto se puede apreciar mejor en los datos obtenidos de la simulacién con Ansys© mostrados

en la Tabla 4.7

Figura 4.18: Densidad de flujo magnético

Tabla 4.7: Pardmetros del transformador monofasico tipo acorazado

Pardmetro Ansys© Usando (4.17) ‘ Relacion
Primario
L1 3.390215025E-02 | 2.714336052E-02 | 1.24900
Lp 5.223180575E-05 | 3.015928947E-03 | 0.01731
Ly 3.395438205E-02 | 3.015928947E-02 | 1.12583
Lis 3.390215025E-03 | 3.015928947E-03 | 1.12410
Secundario
L2 3.390215025E-04 | 2.714336052E-04 | 1.24900
Lo 4.628014340E-07 | 3.015928947E-05 | 0.01534
Lo 3.394843039E-04 | 3.015928947E-04 | 1.12563

De la Tabla 4.7 se puede apreciar que entre los valores de inductancia obtenidos

mediante la simulacién con Ansys© y los obtenidos de (4.17) existe un margen de dife-
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rencia cercano al 30 % en cuanto a las inductancias de magnetizacién se refiere, siendo en
este parametro donde se encuentra la mayor diferencia en cuanto a valores y cercano al
15% en la inductancia total. Ahora tomando solo los datos de inductancia de dispersion
y agregando el calculado usando (4.26), en la Tabla 4.8 se puede observar que la diferen-
cia que existe entre los valores obtenidos por (4.26) y por Ansys© es pequena, comparada
con la que existe entre estos valores y el supuesto como el 10% de la inductancia total.
Otra caracteristica importante de este modelo es que a pesar de que los devanados tiene
las mismas dimensiones que los de la Figura 4.11, este modelo presenta una inductancia
de dispersién menor a la arrojada por los andlisis en el caso anterior. Esto es basdandose
en el hecho de que la inductancia de dispersion solo es funcion de las dimensiones fisicas
de los devanados [Flanagan92], como consecuencia tanto la inductancia de dispersién de
este modelo como la del transformador monofasico tipo ntcleo deberia ser la misma segin
[Flanagan92] [Bossche05] y [Henriksen01]. Sin embargo, por sentido comun es de esperarse
un valor de dispersién menor debido a la estructura del nicleo ferromagnético, como con-
secuencia, los resultados presentados resultan 16gicos, sin olvidar que los valores arrojados

por (4.26) son una aproximacién.

Tabla 4.8: Inductancias de dispersion

Parametro Supuesto Usando (4.26) Ansys©
Ly 3.015928947E-03 | 2.81486E-04 | 5.223180575E-05
Ly 3.015928947E-05 | 2.81486E-06 | 4.628014340E-07

Ahora para la determinaciéon de los pardmetros de dispersién mostrados en la
Figura 4.16 se toman los datos mostrados en la ultima columna de la Tabla 4.8, lo cual lleva
a que

Ry = 2.1607538925F10 N5 = 1.9145422710E£6

de esta forma se tienen completos los pardmetros de dispersién para el circuito

eléctrico y magnético del transformador monofasico tipo acorazado.



70 Capitulo 4: Analisis de transformadores usando el MEF

Movimiento interno de devanados

Una de las fallas comunes en transformadores es el movimientos de devanados, es
decir un devanado puede moverse hacia arriba o hacia abajo con respecto al otro, ya sea
por una sobretension o por situaciones fisicas. Al tener un movimiento en los devanados la
inductancia puede modificarse, una falla de este tipo fue aplicada al modelo de la Figura
4.15 donde el devanado secundario fue movido con respecto al primario y el comportamiento
de la inductancia es mostrado en la Tabla 4.9, donde podemos apreciar que el parametro que
sufre el cambio més significativo es la inductancia de dispersion L;; teniendo un incremento
de un poco més del 25% en ambas pruebas, para este caso en especifico. La disminucién
en la inductancia de dispersion del devanado movido se debe a que con el movimiento este

devanado fue acercado al ntcleo.

Tabla 4.9: Incremento en inductancia de dispersién

Parametro Normales 0.2cm arriba 0.2cm abajo
Primario
Ly 3.390215025E-02 | 3.388866751E-02 | 3.388875049E-02
Ln 5.223180575E-05 | 6.571454099E-05 | 6.563407033E-05
L1 3.395438205E-02 | 3.395438205E-02 | 3.395438456E-02
Lio 3.390215025E-03 | 3.388866751E-03 | 3.388875049E-03
Secundario
Lo 3.390215025E-04 | 3.388866751E-04 | 3.388875049E-04
Lo 4.628014340E-07 | 4.118012156E-07 | 4.186567202E-07
Loo 3.394843039E-04 | 3.392984763E-04 | 3.393061616E-04

4.6.

Modelado del transformador trifasico

Un sistema trifasico es usado para generar y transmitir grandes cantidades de ener-
gia eléctrica. Los transformadores trifasico son requeridos para elevar o disminuir los voltajes
en las diferentes etapas de transmisién de potencia. Un transformador trifasico puede ser
construido de dos maneras: conectando adecuadamente un banco de tres transformadores
monofasicos, o construyendo un transformador trifdsico en una estructura magnética en
comun. Sin embargo, el costo de una unidad trifasica es menor que el costo de su equivalente

en tres unidades monofasicas.
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Cada pierna y bobina de este transformador estd asociado con una fase. Los volta-
jes en los devanados secundarios estan en fase con los voltajes en los devanados primarios,
independientemente del tipo de conexién hecha externamente a los devanados.

Una regla importante en dispositivos trifdasicos es la simetria. Las fases deben
estar conectadas simétricamente, y las bobinas deben tener una construccion y localizacion

simétrica en el nicleo [Flanagan92].
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Figura 4.19: Transformador trifédsico de tres columnas

El modelo a realizar es el mostrado en la Figura 4.19 donde el material magnético
tiene una permeabilidad relativa de 12000 y sus devanados tienen un espesor de 1.3 cm con
Nj =25 y Ny = 45 primario y secundario, respectivamente.

En un transformador trifdsico la determinacién de su circuito eléctrico es algo
complicada [Slemonb3] [Chen97], sin embargo, éste puede ser representado de una manera

mads sencilla como se aprecia en la Figura 4.20 [Pérez04].
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Figura 4.20: Circuito equivalente eléctrico del transformador trifédsico de tres columnas

De donde podemos obtener los parametros necesarios para su representacion de
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una simulacién mediante Ansys®©.

Fl sistema magnético de la Figura 4.21 muestra las trayectorias de los flujos
magnéticos lineales y no lineales considerados en el estudio. Los flujos lineales son los que
cierran a través de la reluctancia del aire, y los flujo saturables son aquellos que circulan
unicamente por el interior del ntcleo, por lo tanto, encuentran oposicion en la reluctancia

no lineal del material del nucleo.

R,
R, ? W R,
< P3 ®, w2 0"
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Figura 4.21: Circuito equivalente magnético del transformador trifasico de tres columnas

Aplicando mallas al circuito magnético de la Figura 4.21 cuidando de que solo un
flujo de malla pase por cada una de las fuentes magnetomotrices, se obtiene la siguiente

relacién en funcién de las fmm's aplicadas externamente, f,.

11 F14 1 fi
o2 Ros b2 f2
Rs3 Fs6 ®3 f3
R F4a Raz Rus| | ¢4 N fa (4.20)
52 Rss Rse Ros | | &5 5
Fe3 Fo5 oo Fes | | o6 fe
F74 Rz Nrg o7 0
i Rea N5 Nsg N7 Mes| | o8 | | O



4.6. Modelado del transformador trifdsico 73

Donde
R =R + Ry P =-Rn
Fo2 = R + o Fos = — N5
Fz3 = Rz + s Fs6 = —Niz
Rayg = R4+ Ry + Ry Ry7 = Ry + RNy Ryg = Ty
Rs5 = Rs + Re + Rpo P56 = N5 = N5 + R
Foo = Rs + s Fos = Rs
R77 = RNe + Ny + N7 Fors = Ra + R

Rsg = R4 + K5 + R + Rg

como la matriz es simétrica
Rij = Ry (4.30)

el calculo de la reluctancia se realiza mediante

Iy
Rp = 4.31
CT Ay 431

donde Iy, Ax y pg son la longitud, drea de la seccién transversal y la permeabilidad
del k-ésimo elemento del nicleo [Pérez04].

Una vez teniendo el modelo fisico, y partiendo del modelo de reluctancias tradi-
cional, el siguiente paso en el modelado por elementos finitos es discretizarlo, resultando el
modelo discretizado mostrado en la Figura 4.22, mismo que por sus dimensiones consta de
109281 nodos con 94580 elementos.

De este modelo tomando en cuenta que es un dispositivo que se encuentra traba-
jando con corriente alterna trifasica, a 60Hz, obtenemos lo mostrado en la Figura 4.23 donde
podemos ver cémo se comporta la densidad de flujo en tres diferentes puntos. Asi mismo
esta Figura muestra las ondas de la alimentacién al primario del transformador. La Figura
4.23a corresponde al punto 1 en la Figura 4.23d donde la Fase A del primario se encuentra
en su valor pico maximo positivo, y las Fases B y C tienen un valor similar entre ellas con
signo negativo. El comportamiento del flujo en la Figura 4.23b corresponde al punto 2 de
la Figura 4.23d donde la Fase C tiene un méaximo negativo y las Fases A y B tiene un

valor positivo similar entre ellas equivalente a la mitad del de la fase C. Por ltimo, el flujo
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Figura 4.22: Mallado del transformador trifisico de tres columnas

mostrado en 4.23c obedece a la alimentacién en el punto 3 de las ondas mostradas en la
Figura 4.23d. Cabe mencionar que en este caso se tomé como referencia para las Figuras
el voltaje de alimentacién de los devanados primarios, pero de la misma forma puede ser
realizado tomando los de los devanados secundarios solo considerando el defasamiento de

180 grados respecto a las ondas de su equivalente en el primario.

Figura 4.23: Comportamiento de ¢ en el transformador trifasico

Debido al tamano relativamente grande de este modelo tiene que ser cuidadosa-
mente discretizado para la correcta obtencién de los parametros de inductancia de disper-
sién, de no ser asi puede resultar en datos de salida erréneos, que si bien, a simple vista

parecen logicos puede que para ser usados como condiciones iniciales en simulaciones fu-
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turas no resulten convenientes. Los datos obtenidos de la simulacién por elementos finitos
son los mostrados en la Tabla 4.10 donde, por simplicidad, s6lo se presentan los valores de

inductancias de magnetizacion, dispersiéon y los valores de la inductancia total.

Tabla 4.10: Pardmetros del transformador trifdsico

Fase A Devanado Primario

Parametro Ansys© Usando (4.17) | Relacién

L1 6.936378858E-02 | 5.643255803E-02 | 1.22914

Lp 1.370005110E-03 | 6.270284226E-03 | 0.21849

Ly 7.073379369E-02 | 6.270284226E-02 | 1.12807
Fase B Devanado Primario

L2 9.475455750E-02 | 7.591900603E-02 | 1.24810

Lo 1.033019182E-03 | 8.435445115E-03 | 0.12246

Las 9.578757668E-02 | 8.435445115E-02 | 1.13553
Fase C Devanado Primario

L3 6.932098058E-02 | 5.643255804E-02 | 1.22838

L3 1.375042949E-03 | 6.270284226E-03 | 0.21929

L33 7.069602352E-02 | 6.270284226E-02 | 1.12747
Fase a Devanado Secundario

Ly 0.225292081E-00 | 0.182841488E-00 | 1.23217

Ly 4.420103540E-03 | 0.203157209E-01 | 0.21757

Lyy 0.229712184E-00 | 0.203157209E-00 | 1.13071
Fase b Devanado Secundario

Lins 0.307582629E-00 | 0.245977579E-00 | 1.25044

L 3.368521829E-03 | 0.273308421E-01 | 0.12324

Lss 0.310951150E-00 | 0.273308421E-00 | 1.13772
Fase ¢ Devanado Secundario

Lyns 0.225302192E-00 | 0.182841488E-00 | 1.23222

L 4.474826474E-03 | 0.203157209E-01 | 0.22026
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Ansys© Relacién

0.229777019E-00

Pardmetro Usando (4.17)

Leg

0.203157209E-00 | 1.13103

De los valores obtenidos se puede observar que los valores calculados por Ansys©
en cuanto a dispersién se refiere quedan entre el 10 y 20% del valor tomado de manera
convencional, siendo la pierna central la que presenta menos dispersién tanto en el devana-
do secundario como en el primario. Con respecto a la inductancia de magnetizacién, la
diferencia con respecto a los valores obtenidos con la férmula general para el calculo de
inductancias estd cerca del 25 %, mientras que para la inductancia total se tiene una dife-
rencia entre ellas de cerca del 15 % como se puede apreciar en la tiltima columna de la Tabla

4.10.

Tabla 4.11: Inductancias de dispersién

Devanado Supuesto Usando (4.26) Ansys©
Fase A | 6.270284226E-03 | 1.11384E-05 | 1.370005110E-03
Fase B 8.435445115E-03 | 1.11384E-05 | 1.033019182E-03
Fase C 6.270284226E-03 | 1.11384E-05 | 1.375042949E-03
Fase a 0.203157209E-01 | 3.55314E-05 | 4.420103540E-03
Fase b 0.273308421E-01 | 3.55314E-05 | 3.368521829E-03
Fase c 0.203157209E-01 | 3.55314E-05 | 4.474826474E-03

Ahora bien, aislando los valores relacionados con la dispersién, mostrados en la
Tabla 4.11, se puede apreciar que para las tres piernas, en el caso de las bobinas secundarias
o primarias, utilizando (4.26) no presentan variacién en sus valores, esto es debido a que
esta férmula solo utiliza las propiedades geométricas de los devanados para determinar la
inductancia de dispersién, sin tomar en cuenta, como ya se menciond, el tipo de ntcleo y la
posicion de los devanados. Sin embargo, esta variacion si puede ser distinguida de los valores
supuestos como el 10% de la inductancia total, lo cual puede ser entendido de la férmula
general del cdlculo de la inductancia (4.17), ya que como se puede apreciar ésta depende de
la reluctancia. Ademds, entre los valores obtenidos mediante Ansys® y los valores supuestos

se puede observar que la diferencia oscila entre un 4+ 22 %
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Transformador de horno

5.1. Introduccion

La aplicacion principal de los transformadores de horno de arco es en la produccién
de acero; son requeridos para diferentes procesos y aplicaciones de horno. Son construidos
b
para Hornos de acero, principalmente de arco grande, hornos de cucharén, hornos de arco

corto y sumergido.

Los transformadores de horno de arco (AFT) operan bajo condiciones muy severas
con sobrecorrientes y sobrevoltajes, debido a los cortocircuitos generados por el horno. De
todos los aparatos que producen arco eléctrico en un sistema de potencia, son los hornos
de arco eléctrico los que pueden causar los problemas mas severos, porque representan una
fuente armoénica de gran capacidad concentrada en un lugar especifico. Los hornos de arco
eléctrico (EAF) son una de las principales causas de las fluctuaciones de voltaje mismas
que afecta a los consumidores conectados a las mismas lineas, debido a la alta demanda
de corriente de las cargas. Para poder entender y analizar adecuadamente los efectos en el
sistema de estas cargas, es crucial obtener una representacion exacta de las caracteristicas
de las cargas y de los transformadores ya que a través de ellos se unen las no linealidades

de la carga al sistema.

El funcionamiento del EAF se desarrolla en varias etapas, dependiendo del estado

de fundicion y del lapso de tiempo de energizacién inicial de la unidad. Durante el periodo

7
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de fundicién se crea un corto circuito en el lado secundario del transformador de horno, esto
crea grandes fluctuaciones de corriente a bajo factor de potencia. Estas fluctuaciones causan
las variaciones en la potencia reactiva, lo cual causa una caida de voltaje momentanea o
parpadeo, en la barra del suministro y las barras cercanas al sistema interconectado. Las
corrientes del arco son mas uniformes durante el periodo del refinamiento, y produce menos

impacto en la calidad de la potencia del sistema.

5.2. Transformadores de horno

Los EAF utilizan el efecto térmico de un arco eléctrico para fundir el contenido del
horno, el EAF tiene tres electrodos conectados a las terminales secundarias del AFT. Por
lo tanto, el transformador tiene que ser especialmente disenado para soportar cortocircuitos
en el lado secundario, ademds, un transformador alimentando un horno de arco tiene que
entregar una corriente extraordinariamente alta a voltajes relativamente modestos, digamos
entre 200 y 1000 volts. Sus rangos de potencia que varian entre 50 y 100 MVA son bastante
comunes con corrientes en el secundario de més de 50 KA alcanzando en ocasiones los 200
kA. El AFT tiene caracteristicas especiales para manejar corrientes muy altas comparadas
con un transformador convencional. Las corrientes en el horno de arco se caracterizan por
tener amplias fluctuaciones y condiciones desbalanceadas, las cuales llevan a problemas de
calda de voltajes, harmonicos, etc. Estos efectos pueden ser mitigados alimentando el AFT
directamente de una linea de transmisién de alto voltaje [Martin98§].

La reactancia de dispersién del transformador de horno afecta la operacién del
horno debido a que ésta se ve agregada a la reactancia de las conexiones de alta corriente
entre las terminales del secundario del transformador y los extremos de los electrodos. Entre
mayor sea la reactancia menos provechosas seran las corrientes, como consecuencia se reduce
la eficiencia en la operacién. Por lo tanto, la reactancia de dispersion necesita ser mantenida
tan baja como sea practicamente posible, tomando en consideracion el diseno mecanico de
los devanados y los soportes de las estructuras. Sin embargo, se requiere cierto valor de
reactancia en el circuito del horno para estabilizar el arco. En las instalaciones de hornos

de gran capacidad, normalmente las conexiones de bajo voltaje proporcionan la reactancia
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necesaria. Para instalaciones de hornos de menos capacidad, se puede agregar un reactor
en serie con el devanado primario para proporcionar el valor de reactancia necesaria para
la estabilidad. Estos reactores en serie, los cuales pueden estar contenidos en el tanque del
transformador de horno, son normalmente proporcionados con cambiadores de derivacion.
Por lo tanto, el valor de reactancia puede ser variado para un desarrollo éptimo. Asi, depen-
diendo de la clasificacién de la instalacién del horno y su reactancia inherente, la reactancia
de dispersion del transformador de horno tiene que ser prudentemente seleccionada para
cumplir los requerimientos de estabilidad y eficiencia [KulkarniO4].

A pesar que la construccién del nticleo es comuin, la construccién tipo acorazado
es convenientemente usada debido a que se puede obtener un valor de impedancia pequeno
entrelazando los devanados primario y secundario. Los transformadores de horno cuentan
con un devanado regulador independiente (de derivacién). La variacién del porcentaje de
reactancia sobre el rango completo de cambios de derivacién depende de la disposicion de
los devanados.

FEl proceso de fundicién en un horno requiere una potencia inicial muy grande
para deshacer y fundir la carga del horno. La potencia requerida después de esto para el
refinamiento del material derretido es menor. El requerimiento de potencia variable a la
entrada es lograda variando el voltaje de alimentacién del horno de manera continua sobre
un rango amplio mediante el uso de un cambiador de derivacién bajo carga (on-load tap
changer OLTC). Su uso es primordial donde no se desea tener interrupciones temporales
de suministro en el cambiador de derivacién. Debido a que la regulacion requerida es muy
fina, se requiere de un OLTC con gran nimero de pasos.

Los arreglos mas usados para la regulacion de voltaje son mostrados a continuacion.
El arreglo de la Figura 5.1, que consiste de derivaciones en la terminal neutral del devanado
primario, es usado para transformadores de horno de baja capacidad (5 a 10MVA). El
costo del OLTC es minimo debido a los bajos valores de voltaje y de corriente (el voltaje
primario puede ser del orden de 33 a 66 kV). La desventaja de este arreglo es que los pasos
de voltaje no son constantes a través del rango de regulacién de voltaje (para un voltaje
fijo en el primario, cuando la posicion de la derivaciéon se cambia para variar el voltaje del

secundario, el voltaje por vuelta cambia lo cual resulta en un cambio no uniforme en el
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voltaje del secundario de una derivacién a otra).

El arreglo de la Figura 5.2, usado para aplicaciones de hornos grandes, elimina
la desventaja del arreglo anterior. Se utiliza un autotransformador independiente para la
regulacion de voltaje. El paso de voltaje es uniforme, por lo tanto, el voltaje por vuelta es
independiente de la posicion de la derivacién para una entrada de voltaje fija en el primario
del autotransformador. El autotransformador, que puede ser alimentado directamente de
un sistema de 66 6 132 kV, reduce el nivel de voltaje al nivel del devanado primario del
transformador de horno. El nivel de voltaje del OLTC es mayor que el del arreglo de la
Figura 5.1 por lo tanto se pueden usar cambiadores de derivacion trifisicos. Normalmente
el autotransformador y el transformador de horno son alojados en tanques separados, lo

cual incrementa el tamano y costo del sistema total.
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Figura 5.1: Derivaciones en el devanado primario

El arreglo méas comun utilizado para aplicaciones de hornos de mediana y alta
potencia es el transformador de horno con un arreglo elevador como se muestra en la Figura
5.3. El transformador elevador en las salidas aumenta o reduce el voltaje fijo del secundario
del transformador principal. El devanado primario del transformador elevador es alimentado
del devanado de derivacion del transformador principal, y el voltaje de alimentacion es
seleccionado de tal forma que resulte en condiciones de operacién menos costosas para el
OLTC. Asi, el costo del OLTC es muy bajo en este arreglo. También, la variaciéon del
voltaje del secundario es igual de una derivacién a otra a través del rango de regulacion.

Normalmente, el transformador principal y el transformador elevador son colocados en el
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mismo tanque minimizando el tamano de las conexiones entre los devanados secundarios de

ambos transformadores.
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Figura 5.2: Regulacién por autotransformador
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Figura 5.3: Arreglo elevador

La capacidad del transformador elevador es mucho menor que la del transformador
principal, siendo suficiente solo para propdsitos de regulacién. Ademas, los didmetros de los
nicleos (asi como el drea del niicleo) son diferentes, los circuitos magnéticos de los dos trans-
formadores tienen generalmente la misma distancia de centro a centro y la misma altura de
ventanas para facilitar las conexiones entre sus devanados secundarios. Si se quisiera reducir
el material del nicleo, la distancia de centro a centro del transformador elevador puede ser
menor, pero las conexiones se vuelven un poco mas complicadas. Debido a que las corrientes

en los devanados secundarios del transformador principal y del primario del transformador
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elevador son iguales; se utiliza el mismo tipo y tamano de conductor para ambos devana-
dos. También, los dos devanados son a menudo conectados en una Figura de ocho, como
se muestra en la Figura 5.4, evitando conexiones extras entre ellos. Se requiere un arreglo

especial para levantar los dos devanados de los nucleos ensamblandolos simultaneamente

[KulkarniO4].

Transformador
. Principal

Transformador
Elevador

Figura 5.4: Conexién en ocho

Debido a que la corriente que circula por los devanados del secundario es muy alta,
un cable conductor es transpuesto de manera continua lo que minimiza las pérdidas por eddy.
FEl material de las partes estructurales que soportan las terminales de alta corriente y las
partes del tanque cercanas a los campos de altas corrientes son construidas de materiales
no magnéticos.

El devanado secundario de un transformador de horno estd constituido por un
nimero de bobinas en paralelo arregladas verticalmente y conectadas por medio de barras
de cobre verticales. El arreglo de ida y retorno es usado para las conexiones de entrada/salida
(colocadas cercanas entre si) reduciendo el campo magnético y las pérdidas asociadas en
las partes estructurales cercanas. Es preferible un devanado secundario conectado en delta,
debido a que la corriente circulante por éste serd reducida. Muchas veces los finales de ca-
da fase del devanado secundario son extraidas del tanque y la conexién delta es realizada
en el horno (formada autométicamente por la carga metdlica en el horno). Esto minimiza
las caidas de voltaje inducido en el conductor y puede lograr un mejor balance por fase
en las corrientes de los electrodos. Las terminales del devanado secundario son colocadas

normalmente en el lado vertical del tanque (en lugar de cubierta superior) resultando en un
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tamano de las conexiones menor, asi como menos pérdidas y menor costo del transformador.
El devanado de bajo voltaje (secundario) es invariablemente el devanado mds expuesto y
el devanado de alto voltaje (primario) puede ser localizado junto al niicleo. En tal caso el
devanando de regulacién (de derivacién) estd entre los devanados de alta y de baja. Tal
disposicién de devanados reduce la variacién de porcentaje de impedancia (voltaje de cor-
to circuito) a medida que la posicién de derivacién es cambiada de un valor minimo a un
valor maximo en el disefio de flujo variable [Kulkarni04] [Martin98]. Un diagrama interno
mostrado en la Figura 5.5, nos da una idea de la disposicién de los devanados dentro del

transformador de horno. La Figura 5.5 y el funcionamiento en general del transformador de
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Figura 5.5: Diagrama interno del transformador

horno puede apreciarse mejor en la Figura 5.6, donde para propdsitos practicos se muestra
una vista de perfil del transformador de horno permitiendo ver solo una fase del transfor-
mador, ademds los devanados han sido defasados sobre las piernas para su apreciacién. En
el nucleo principal (MT) se puede apreciar en la parte superior el devanado primario en
el centro el devanado de derivacién y en la parte de abajo el devanado secundario. En el
ntcleo secundario (ST) se puede apreciar en la parte superior el devanado de excitacién y
en la parte de abajo el devanado secundario.

Si se tiene una corriente en el devanado primario como se indica en la Figura 5.6
se genera un campo magnético de abajo hacia arriba en el nicleo principal, que induce una

corriente que genera un flujo en sentido contrario en los devanados de derivacién y secun-
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Figura 5.6: Vista lateral del transformador

dario, como resultado, en el nicleo secundario se tiene un flujo generado por el devanado
secundario que va de arriba hacia abajo y, dependiendo de la conexién entre las terminales
PO0-P1 o P0-P2 en el devanado de excitacion, se tendra un flujo que se sume o se reste
al generado por el devanado secundario en el nicleo pequeno, la magnitud que se sume o
reste dependera de la posicion de la derivacién como se puede apreciar en la Figura 5.5. En
la Figura 5.6 se puede observar que el devanado secundario se encuentra abierto, lo cual
se mencioné con anterioridad ya que la conexion es realizada con la carga al momento de

realizar la fundicién del material.

5.3. Modelado usando elementos finitos

Debido a que este tipo de transformador consta de dos nitcleos es muy dificil
realizar un modelo en dos dimensiones, por lo tanto, tenemos que recurrir forzosamente a
un modelo en tres dimensiones, el cual ya discretizado en elementos finitos tiene la apariencia
mostrada en la Figura 5.7.

Como se menciond en la seccién 5.2, el devanado secundario de un AFT tiene forma
de ocho, sin embargo, para la simulacién en Ansys© éste se dividié en dos bobinas en las
que la corriente tiene sentido inverso en comparacion una con la otra. Esto puede apreciarse
mejor en la Figura 5.8 que muestra solo los nicleos con este devanado, donde las lineas
punteadas indican la trayectoria original de los devanados y las flechas que se encuentran

a los lados de las piernas externas muestran el sentido de la corriente en la bobina que se
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Figura 5.7: Transformador de horno discretizado

encuentra junto a ellas, éstas no se aprecian en la pierna central debido a que son tapadas

por el yugo del transformador.

oo

: AR '
*, '11)}\

Figura 5.8: Equivalente del devanado secundario

Ahora bien, esto es equivalente a que las bobinas en el niicleo principal generen
un flujo hacia un sentido y a que en el nicleo secundario el flujo generado se encuentre en
sentido contrario, lo cual se puede apreciar mejor en la Figura 5.9, donde la Figura 5.9a
equivale al flujo en el nicleo principal, la Figura 5.9b al flujo en el nicleo secundario y la
Figura 5.9c muestra las dos Figuras anteriores sobrepuestas, donde se puede apreciar que en
el yugo superior del transformador principal el flujo va de derecha a izquierda y en el nicleo
secundario, dejando como referencia el yugo superior, el flujo va de izquierda a derecha.
Como consecuencia, al superponer los dos nicleos se aprecia que en un transformador el
flujo va en un sentido y en el otro va en sentido contrario.

Si bien la Figura 5.9 muestra el flujo solo debido al devanado secundario, falta ver
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Figura 5.9: Flujo generado por devanado secundario

lo referente al flujo al realizar alguna variacién en el cambiador de derivacién, lo cual puede
ser visto en la Figura 5.10, donde la Figura 5.10a muestra el sentido del flujo resultante en
los dos niicleos del transformador en una de las pierna en una vista lateral. En la Figura

5.10b
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Figura 5.10: Comportamiento de ¢ en el transformador de horno

se puede apreciar que la mayor intensidad de flujo se encuentra en las primeras
piernas de los transformadores. Esto es debido a que el transformador esta siendo alimentado
por corriente alterna y la Figura solo representa el comportamiento del flujo en un instante

de tiempo, como consecuencia esta magnitud estd variando pero, para este caso de estudio
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en particular, se tomard este punto para tres casos donde se considera que el devanado de
derivacién se encuentra en tres posiciones diferentes: en la derivacién nominal, aumentando
la derivacién en un 20% y cambiando el sentido del flujo generado por el devanado de
excitacion que se sumard o restara con el producido por el devanado secundario en el nticleo
secundario, lo cual es mostrado en la Figura 5.6, y las magnitudes méximas y minimas del

flujo en los nucleos del transformador se comporta como se muestra en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Magnitudes méaximas y minimas de ¢ al cambiar derivacion

Derivacion Nrtcleo primario Nrtcleo secundario
¢ Maximo | ¢ Minimo | ¢ Maximo | ¢ Minimo

P0O-P1 179.619 0.050166 582.652 1.108
N 143.530 0.01796 483.902 0.355341
PO-P2 120.542 0.02551 121.509 0.281325

Se puede apreciar la forma en que se regula el flujo en el nicleo secundario al
realizar variaciones de la derivacion.

Los parametros obtenidos en cuanto a inductancia se refiere, tomando en cuenta
que el devanado de derivacién se encuentra en una derivacién extrema, son mostrados en
la Tabla 5.2 donde por razones de simplicidad solo se muestran los valores pertenecientes
a inductancias totales, es decir a la suma de L,, + L; y se considera que I representa a la

primera pierna de los transformadores vistos de frente y asi sucesivamente.

Tabla 5.2: Pardmetros del transformador de horno

Pierna Alta Tap Excitacion Secundariol Secundario2
I 7.394790285 | 10.4592448 | 1.21683853 | 8.432928313E-04 | 1.350422575E-03
11 9.711525344 | 13.7351591 | 1.61704603 | 1.120736922E-03 | 1.773471803E-03
11T 7.378709868 | 10.44178 | 1.21910926 | 8.451120497E-04 | 1.348323558E-03

Donde secundariol pertenece a la parte del secundario en MT y secundario2 a la
parte en ST. De esta Tabla se puede apreciar que la inductancia del devanado secundario
es relativamente pequena en comparacion con la inductancia de los otros devanados, sin
embargo hay que recordar que la inductancia esta directamente relacionada con el cuadrado

del nimero de vueltas, y en este caso este devanado solo cuenta con una vuelta. Por lo tanto
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este valor resulta légico. Estos valores no se pueden comparar contra algunos otros puesto
que al ser un transformador de aplicacién especial la literatura disponible respecto a éste
es muy reducida y hasta el momento no se encuentran reportados valores o especificaciones
de si sus cdlculos se realizan de la manera tradicional. Sin embargo, los resultados de la
simulacién por elementos finitos pueden ser tomados como validos por deduccién de acuerdo
a lo demostrado en los estudios anteriores.

Ahora bien considerando la numeracién mostrada en la Figura 5.11 y considerando
que a es utilizada para una de las piernas exteriores, b para la pierna central, y ¢ para la

pierna exterior restante

la »J
e > 1a
i P d D
g D—o d D 3a
3 )_°2a —] D
q P
MT 4a ST
c*, Sa

Figura 5.11: Numeracion de devanados

se puede presentar la matriz de inductancias completa para el transformador de

horno la cual queda de la siguiente forma:
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la 1b lc 2a 2b 2c 3a 3b
la | 7.3947 4.8503 2.5198 8.7944 57683  2.9975 1.8797E —3 1.4347E —3
1b 9.7115 4.8370 5.7685 11.5493 5.7541 1.4443E —3 1.6899F — 3
1c 7.3787  2.9968  5.7524  8.7775 1.0720E —3 1.4346E —3
2a 10.4592  6.8603  3.5650 2.2493E —3 1.7011E —3
2b 13.7351  6.8431 1.7134E —3 2.0255E — 3
2¢ 10.4417 1.2780E —3 1.7016E — 3
3a 1.2168 0.8045
3b 1.6170
3c
4a
4b
4c
5a
5b
5¢
3¢ 4a 4b 4c 5a 5b 5¢
1.0722E —3  9.9928E —2 6.5546F —2 3.4063E —2 5.0171E —5 3.7478E—5 2.8209E —5 | la
1.4427F —3  6.5548E — 2 0.1312 6.5388E —2 3.7722E —5 4.5157E —5 3.7660E —5 | 1b
1.8856F —3 3.4053E —2 6.5368E —2 9.9742E —2 2.8208E —5 3.7462E —5 5.0332E—5 | 1lc
1.2778E — 3 0.1188 7.7954E —2 4.0512E —2 6.0035E —5 4.4438E —5 3.3615E —5 | 2a
1.7116E — 3 7.7954E — 2 0.1560 7764 —2  4.4750E —5 5.4119E —5 4.4678E —5 | 2b
2.2561E —3 4.0509E —2 T7.7762E — 2 0.1186 3.3628E — 5 4.4432E —5 6.0217E —5 | 2¢
0.4066 2.5886E —5 1.9352E —5 1.4480F —5 3.2032E —2 2.1182E—2 1.0707TE —2 | 3a
0.8070 1.9213E —5 2.3332E—5 19187TE—5 2.1181E—2 4.2570E —2 2.1250E —2 | 3b
1.2191 1.4493E —5 1.9365E —5 2.5974E —5 1.0706E —2 2.124E —2 3.2097E —2 | 3¢
1.3504F —3 8.8580E —4 4.6033E —4 6.9086 E —7 5.0187TE —7 3.8127E —7 | 4a
1.7734F — 3  8.8367E —4 5.0540E —7 6.2328E —7 5.0547E — 7 | 4b
1.3483E — 3 3.8102E —7 5.0099E —7 6.9321E —7 | 4c
8.4320E —4 5.576TE —4 2.8189E —4 | 5a
1.1207E — 3 5.5945E — 4 | 5b
8.4511E —4 | 5c

Sin embargo, hay que resaltar que debido al tamano relativamente grande en com-

paracion de los otros modelos y a los altos requerimientos de hardware necesarios para una

discretizacion del modelo como en los casos analizados anteriormente, éste fue realizado con

una discretizacion minima, Ansys tiene establecidos 10 niveles para mallado global repre-

sentando con un 1 el mallado mas fino y 10 el extremo opuesto tomado en este caso como

minimo, la cual es suficiente para representar el modelo aunque con cierto margen de error.

Es por esto que los datos obtenidos, a pesar de que ya el MEF, en este caso por medio
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de Ansys©, es una aproximacién a los mismos, pueden contener un error adicional por la
representacion del modelo, mismo que estara en funcién del ntimero de elementos con los
que esté representado el modelo, es decir, entre mayor cantidad de elementos representen el
modelo el error serd menor. El hardware utilizado en este modelo tiene como caracteristicas
principales un procesador XEON© a 2.8Ghz, 1Gb de memoria RAM y disco duro de 120Gb,
a pesar de estas caracteristicas si para el mallado del modelo se elige un nivel de mallado
igual o inferior a 6 Ansys© regresa un mensaje de error sobre memoria insuficiente para
procesar la discretizacién. Si se elige un nivel de 7 u 8 Ansys© solo despliega un mensaje
de advertencia que la memoria reservada es insuficiente para procesar el mallado que es

necesaria una reasignacion.
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Conclusiones

Se ha revisado una introduccién y las bases necesarias para el estudio del método
del elemento finito donde el enfoque que se le esta dando es hacia la solucién de problemas
electromagnéticos, representados por la ecuacién de Poisson o en su caso de Laplace. El
MEF en el drea de electromagnetismo ha recibido mucha atencién en las ultimas décadas

desde su aparicién en las areas de estructuras y esfuerzos.

6.1. Conclusiones

La correcta discretizacién de dominio nos lleva a una soluciéon mas precisa a la
esperada, sin embargo en algunos casos esto conlleva a archivos de gran tamano que pueden
tomar demasiado tiempo en ser solucionados. Este problema, en ciertas ocasiones donde
el modelo lo permite, puede ser sobrellevado debido al uso de una de las caracteristicas
importantes del elemento finito, como lo es la utilizaciéon de modelos con simetria axial en
donde lo méas importante es la correcta colocacién de sus fronteras.

Se compararon los valores de inductancia ofrecidos por las ecuaciones desarrolladas
con los determinados mediante simulacién. En este caso se comprobd que existe cierta
discrepancia entre los valores de inductancia, pero como se resalté en su momento esto es
debido a las consideraciones tomadas en la aplicacion de (4.17).

De los resultados obtenidos se aprecia que en el pardmetro donde se comente el

error mayor al ser tomado como una suposicién es el pardmetro de dispersién. Ademés,

91
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se resalta la buena aproximacién que es dada mediante el uso de (4.26) para el caso de

devanados concentrados.

Se ha comprobado que el parametro que varfa mas al tener una falla donde los
devanados son defasados uno con respecto al otro es la inductancia de dispersion, la cual

tiende a incrementar su valor .

Del analisis de las fallas presentadas en los transformadores monofasicos se puede
concluir que una abertura entre las vueltas de una bobina tiene consecuencias mas notables,
en cuanto a la dispersién se refiere, que si el devanado completo se defasa con referencia al
otro. De aqui se puede afirmar que el adecuado manejo e interpretacion de la dispersion, es

una valiosa herramienta en cuanto a mantenimiento y fallas incipientes se refiere.

En base a (4.26), donde si se considera que dos transformadores tienen devanados
de las mismas dimensiones, se puede decir que la dispersion tiene el mismo valor en ambos
devanados. Sin embargo por medio de la simulacién con Ansys© se puede comprobar que
esto no es necesariamente cierto, como se comprobo en la simulacién de transformadores

monofasicos con devanados concéntricos desarrollados en la seccion 4.5

En el caso del transformador de horno de arco, que es un dispositivo que no puede
ser modelado en dos dimensiones debido a sus caracteristicas fisicas, mediante el método
del elemento finito se obtiene la distribucién de la densidad de flujo en diferentes etapas del

cambiador de derivacion, asi como sus inductancia para un punto de operacién.

A medida que el modelo a simular mediante Ansys© crece en dimensiones y que
éste no tiene simetria, es decir que no se puede modelar solo una parte asumiendo que las
partes no simuladas pueden ser representadas en funcién de los resultados obtenidos por
lo simulado, los requerimientos de memoria se incrementan, esto debido a que se obtiene
solucion para cada uno de los elementos finitos por que entre més grande sea el modelo

mayor nimero de elementos finitos se necesitaran para su representacion.

El manejo de herramientas como Ansys© en el drea de ingenieria eléctrica no
solamente facilita el analisis de los dispositivos en estudio, sino que a su vez permite realizar

nuevos modelos de dichos dispositivos para mejorar su funcionamiento.
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6.2. Trabajo futuro

Una vez observada la distribucion de lineas de flujo y densidad de campo en un
transformador en operacién normal, uno de los proyectos planteados a futuro es la obser-
vacién de una transitorio magnético, asi como la variacién de pardmetros debido a éste.

Determinacién de esfuerzos mecanicos en los devanados debidos a fallas internas
o externas siendo el Ansys© un software mundialmente reconocido pareceria no necesaria
una validacion, sin embargo, una buena investigacién consistiria en tener un transformador
al que se le hicieran todo tipo de pruebas y aplicacion de fallas y corroborar con mediciones
reales los resultados arrojados por Ansys®©.

En base a lo expuesto por esta tesis, disenar un equipo (instrumento) para medir

la inductancia en forma real.
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