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1. INTRODUCCION

A pesar de los notables avances en el desarrollo de nuevos materiales, el material madera, por
sus caracteristicas, fisicas, quimicas, mecanicas, estéticas, etc., continua siendo un material

insustituible con gran demanda para usos diversos de la sociedad.

La madera, es uno de los principales productos de un bosque. En particular, el tronco contiene
la mayor parte de la madera en un arbol. Los inventarios forestales para estimar la cantidad de
madera aprovechable de un determinado bosque se realizan mediante estudios estadisticos que
involucran estimaciones de volumen de los troncos de muestras de arboles. La estimacion de
las dimensiones de un tronco como funcion del tiempo representa el parametro de referencia
en investigaciones sobre el crecimiento de los arboles en un bosque. La estimacion de la
capacidad de un bosque para capturar bioxido de carbono se realiza en funcion de su biomasa,
gran parte de la cual estd constituida por los troncos de los arboles. En este tipo de
investigaciones, también interviene la determinacion del volumen de dichos troncos.
Finalmente, los troncos y trozas se comercializan por su volumen. De esta forma, en relacion
con un bosque, tanto el aspecto de investigacion como el econdmico dependen en gran medida

de la estimacion del volumen de los troncos de sus arboles.

La determinacion del volumen de madera, de un tronco o troza, es un proceso que requiere
extremo cuidado. En el sector forestal la venta de productos de primera transformacion esta
basada en medidas estandar de cubicacion, entre las que se pueden mencionar el m’ y pt, las
cuales tienen un valor en el mercado. No se determinaria la cantidad justa por el producto a
causa de una mala estimacion de volumen. Existe una cadena de involucrados, desde el
poseedor del bosque, el duefio del aserradero, el comerciante de la madera aserrada, sus
trabajadores y el usuario final. El error en la estimacioén del volumen de madera puede ser por
exceso o por defecto, de manera que tanto a vendedores como a compradores les conviene la
mejor estimacion posible. Existen diferentes métodos para llevar acabo dicha tarea, unos mas

exactos que otros, los cuales se discutiran posteriormente. El conocimiento de dichos métodos



y sus caracteristicas es una condicién necesaria para toda persona involucrada. Es comun
escuchar en este campo, que hay quienes buscan aprovecharse de la situacidon y quieren
comprar madera en base a la estimacion por algin método y quieren vender en base a otro,
segun les convenga. Saben muy bien cual método sub-estima y cual sobre-estima el volumen

de los troncos de madera que comercializan.

A pesar de que el término tronco de arbol es de uso comun, su significado presenta un poco de
ambigiiedad en la literatura. En este trabajo, de conformidad con (Diéguez-Aranda et al.,
2003), se entendera como tronco a la parte de un arbol que estd por encima del cuello de la
raiz una vez descontadas las ramas, y como fuste, a la parte del tronco comprendida por
encima del cuello de la raiz y hasta un diametro determinado por un interés comercial
particular. En el caso de las coniferas el tronco y el fuste son diferentes, pero para las

latifoliadas coinciden (Figura 1.1).

furst
7 fuste

Figura 1.1. Partes generales de un arbol de latifoliada y conifera.
(Diéguez-Aranda et al., 2003).

La forma de los troncos estd sujeta a una gran cantidad de factores como los climaticos,
caracteristicas y tipo de terreno, entre otros, y varia no solo en las diferentes secciones de un

mismo tronco, sino también dentro de la misma especie y de especie a especie. La



determinacion de la geometria de un tronco de arbol constituye un problema fundamental para
varias disciplinas. Representa practicamente un campo de investigacion en si mismo. Sin
embargo, después de mas de un siglo de investigacion, todavia no se tienen respuestas
universalmente aceptadas. Se han propuesto teorias de diferente naturaleza, entre las que
destaca la teoria mecanica, que considera a la forma de un tronco como respuesta a los vientos
para una determinada condicién de anclaje al suelo. La teoria predice que la forma de un
tronco seria la de un paraboloide ctubico 6 cuadratico, segun fuera el tipo de anclaje al suelo,

rigido 6 semi-rigido (Larson, 1963).

Una de las tareas prioritarias en ciencia y tecnologia forestal corresponde a la estimacion de
las dimensiones de los arboles, en particular, de troncos y trozas para determinar los
volimenes comerciales de madera. Por simplicidad, a lo anterior se le denominara aqui
cubicacion, atn cuando el término es mucho mas amplio y se refiere a cualquier
determinacion de volumen de madera, en rollo o tabla (Alfaro-Trujillo, 2008). La rama que se
encarga de ese estudio se llama Dendrometria e involucra procedimientos de medicion y
calculo. El volumen de un tronco o fuste, depende principalmente de su altura, area basal y
forma. Es uno de los parametros mas dificiles de medir porque cualquier variacion en las

variables anteriores se reflejara en la estimacion del volumen (Brack, 1999).

Para comprender los fundamentos de la cubicacion habra que remontarse unos 2500 afios
atras. Sus origenes comienzan con los antiguos griegos quienes, aplicando el método de
agotamiento, hallaban el area exacta de cualquier poligono al dividirlo en tridngulos y sumar
el area de estos. Para aproximar el area de figuras curvas inscribian poligonos en ellas,
observando que al aumentar el nimero de lados del poligono se incrementaba el grado de

aproximacion (Stewart, 2002).

Con el transcurso del tiempo, se desarrollaron diferentes métodos de aproximacion para
estimar areas bajo curvas los cuales dieron origen al calculo. Uno de tales métodos se conoce
como regla del trapecio al cual esta vinculado directamente el trabajo de la presente tesis. De
igual forma, se desarrollaron métodos de aproximacion para estimar volimenes de sélidos, en

particular, de sélidos de revolucion.



Se debe sefialar la importancia de las mediciones, especialmente la del diametro. Por lo
regular, su medicion es simple y con ella se puede calcular el area de la seccion transversal
correspondiente. En ocasiones el contorno de la seccion transversal, de la troza o tronco,
difiere de la forma circular y esa excentricidad debe ser considerada. En Dendrometria se
definen diferentes tipos de didmetros como son: el diametro medio, el didmetro medio
cuadratico y el didmetro medio geométrico, los cuales son de gran utilidad en los casos en que
las secciones presentan irregularidades (Diéguez-Aranda et al., 2003; Romahn de la Vega, et

al., 1994; Bruce and Schumacher, 1965).

Si la forma de los troncos no es tan irregular y se aproxima a un solido de revolucion, es
posible modelar de manera relativamente facil su geometria, por secciones. En la literatura
forestal tradicional, a dichas secciones se les relaciona con las formas geométricas simples:
cilindro, paraboloide, cono y neiloide, a las que se les denomina, tipos dendrométricos. En este
caso, paraboloide y neiloide corresponderian al paraboloide cuadratico y al paraboloide
cubico, respectivamente, mencionados en el parrafo precedente en relacion con la teoria
mecéanica. Naturalmente, los troncos y trozas reales no tienen la forma de un cuerpo
geométrico perfecto pero, a pesar de ello, por mucho tiempo se recurri6 a los tipos
dendrométricos para estimar su volumen (Romahn de la Vega, et al., 1994; Bruce y
Shumacher, 1965; Chapman, 1921). Actualmente, se desarrollan tipos dendrométricos mas
complejos en base a funciones de perfil o ahusamiento para diferentes especies, cuya discusion
queda fuera del alcance del presente trabajo (Diéguez-Aranda et al., 2003; West, 2004). Para
distinguir los tipos dendrométricos tradicionales de estos ultimos, se les denominara aqui tipos

dendrométricos clasicos de conformidad con (Diéguez-Aranda et al., 2003).

Existen diferentes formas para llevar a cabo la cubicacion o aproximacion al volumen de un
solido de revolucion. Se distinguen dos tipos de métodos: los métodos directos y los métodos
indirectos (Brack, 1999). Entre los métodos directos se pueden mencionar el conocido método
de desplazamiento de fluido o xylometria (Figueredo-Filho et al., 2000), el método grafico, en
el cual se grafica la seccion transversal como funcion de la altura y el area bajo la curva

corresponde al volumen, y los métodos por secciones que incluyen a los conocidos métodos de



Huber, de Smalian y de Newton. Estos tres ultimos métodos son los mas referidos en la
literatura por lo que se les denominara aqui simplemente como métodos estandar de
cubicacion. Por otro lado, se encuentran los métodos indirectos entre los cuales se incluyen las
ecuaciones o funciones de volumen y las de perfil, mencionadas en el parrafo precedente.
Estos dos 1ltimos, representan métodos sofisticados de alta precision que se desarrollan en la
investigacion de frontera sobre el tema y se aplican en estudios de aprovechamiento de
bosques (Diéguez-Aranda et al., 2003; West, 2004; Hernandez y Soto-Soto, 2005; Cruz-
Cobos et al., 2005).

Entre los métodos por secciones, puede incluirse un modelo general desarrollado
recientemente, en base a la aplicacion de la regla del trapecio, denominado Modelo Coénico
Segmentado (MCS), el cual propone la aproximacion a la forma de cualquier solido de
revolucion mediante una secuencia de conos truncados (Cruz de Ledn y Cruz de Ledn, 2006).
En dicho trabajo se sugiere, como caso particular, la posible aplicacion de dicho modelo al
caso de las mediciones forestales con la finalidad de cubicar, de manera aproximada, troncos o

trozas de arbol.

Es comun en la practica, determinar el volumen de una troza de conifera mediante la ecuacion
de un cono truncado. Recientemente, se encontrd que una aplicacién similar ya habia sido
realizada, a nivel de investigacion, para estimar el volumen del tronco en un par de coniferas.
En particular, se compararon los resultados de los métodos de Smalian, Huber y Bruce, con los
que proporciond la estimacién de volumen considerando a los segmentos de interés como una
secuencia de conos truncados (Plank and Cabhill, 1984). El método de Bruce representa una
pequeiia variacion al método de Smalian y de acuerdo a su particular derivacion, es un método
aplicable a las trozas que tienen como extremo a la zona de corte en donde se derriba el arbol,
que son las de mayor interés comercial (Bruce, 1982). Por otro lado, en la misma referencia
anterior, se menciona que la ecuacioén del cono truncado ya estaba aceptada en el Pacifico
Noroeste de USA para diferentes especies, con el fin de compensar la sobre-estimacion y sub-
estimacién de volumen, que ocasionaria el uso de cualquiera de los otros dos métodos de uso
comun en la préctica, Smalian 6 Huber, en las diferentes secciones de un mismo tronco. El

MCS fue desarrollado de manera independiente a los trabajos anteriores. Sin embargo,



conglomera todas las caracteristicas discutidas y establece formalmente las bases de un
método general aplicable a cualquier geometria de sélido de revolucion y por lo tanto a

cualquier especie de tronco de arbol con una geometria simétrica.

El MCS, no ha sido aplicado de manera formal a ningtn sélido de revolucion. Unicamente se
estudio, a manera de ejemplo, el caso de una esfera de radio unitario dividida en 10 segmentos
(Cruz de Leon y Cruz de Ledn, 2006) y se compard con el resultado de otro método de
aproximacion mediante cilindros que reporta la literatura (Stewart, 2002). Como primer caso
de aplicacion general del modelo se presenta, en este trabajo, la determinacion del volumen de
una esfera de radio unitario como funcioén del nimero de segmentos y el calculo analitico de

dicho volumen en el limite cuando el numero de segmentos tiende a infinito.

El principal objetivo de la presente tesis consistié en llevar a cabo la primera aplicacion formal
del MCS a la cubicacion forestal. Para este propoésito, se requieren sistemas de referencia
conocidos, en donde se pueda establecer una comparacion con los métodos estandar de
cubicacion. Se eligid6 como sistemas de prueba a los tipos dendrométricos clasicos para los
cuales ya se conocen de manera exacta tanto su volumen total como por secciones.
Finalmente, se presenta el calculo analitico del volumen en el limite cuando el numero de
segmentos tiende a infinito en el cual el MCS recupera los volumenes exactos ya conocidos

para dichas figuras.

Como material adicional, se llevé a cabo también, la determinacién del volumen de los tipos
dendrométricos cldsicos como funcion del nimero de segmentos mediante los métodos
estandar de cubicacion. Hasta donde se sabe, tampoco este tipo de trabajo habia sido realizado

previamente. Se compararon los resultados con los obtenidos a través del MCS

Cabe mencionar, que la propuesta y desarrollo de nuevos métodos por secciones contintia
siendo un campo activo a nivel de investigacion avanzada, de manera paralela al de las
ecuaciones de volumen y de perfil. Lo anterior no se sabia antes de la revision de literatura
realizada para el presente trabajo, se creia que ese tipo de investigacion ya no estaba vigente a

ese nivel. Tal observacion fue un aliciente durante el transcurso de este trabajo. Existe una



extensa cantidad de publicaciones al respecto, cuya discusion no es posible abarcar aqui. Se
pueden citar como ejemplos, una propuesta reciente de generalizacion del método de Bruce y

una aplicacion de la misma (Doruska y Patterson, 2004; Patterson et al., 2007).



2. CONCEPTOS GENERALES

2.1. Métodos aproximados para determinar el drea bajo una curva en un

intervalo

El principio fundamental del calculo integral para determinar el area bajo una curva y = f ((:,
en un intervalo b  de la variable X, es usualmente explicado como sigue: se divide el
intervalo en un numero n de segmentos o subintervalos, Ii_l,xi de igual longitud,
Ax=(b-a)/n, en donde i=1,2,...,n; X, =a y X, =Db. A esos subintervalos, se les asocian
rectangulos de alturas f (X ) en donde X; puede ser cualquier punto dentro de los mismos.

Los puntos X; se llaman puntos muestra. Los mas utilizados son: los extremos izquierdos, los

extremos derechos y los puntos medios de los subintervalos. El 4rea bajo la curva se aproxima
mediante la suma de areas de los rectdngulos, como se ilustra en la figura 2.1.

[2.1]

Azzn:f(i*ZAX
i1

Conforme el numero de subintervalos se incrementa, la aproximacion es mejor y en el limite
cuando ese numero tiende a infinito, se obtiene el area exacta. En ese limite, la suma se define
como una integral particular denominada integral definida y se escribe como

[2.2]
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Figura. 2.1. Método de aproximacién mediante rectangulos para
determinar el area bajo una curva, cuando y = f(x) en un intervalo Ii, b .

De hecho, los segmentos en la figura 2.1, pueden tener diferente longitud y la condicion seria
que en el limite, cuando su numero tiende a infinito, la longitud del segmento mayor tienda a
cero (Stewart, 2002; Courant and John, 1965). Este hecho es relevante en la propuesta general
de aplicacion del Modelo Conico Segmentado al campo forestal (Cruz de Leon y Cruz de

Leén, 2006)

2.2. Métodos aproximados para determinar el volumen de un so6lido de

revolucion

Un solido de revolucion se genera por una rotacion de 27 alrededor del eje X, de la curva

y=f ((: , considerando también el area bajo ella, como puede verse en la figura 2.2 para el

., ~ I
caso de la funcion f & = /X .



Figura 2.2. Sélido de revolucion generado al realizar una rotacion de 277 de

lacurva f ‘(:= «\/; y el area bajo ella, alrededor del eje x (Stewart, 2002).

La misma rotacién de los n rectdngulos utilizados en la aproximacion del area, origina una
aproximacion al volumen del so6lido de revolucion mediante n cilindros. En la figura 2.3, se
ilustra dicha aproximacién para el caso de una esfera de radio unitario, mediante 5, 10 y 20
cilindros, respectivamente. El volumen exacto se obtiene cuando n tiende a infinito (Stewart,

2002).

(a) Usando S cilindros, V= 4.2726 (b) Usando 10 cilindros, V= 4.2097 (c) Usando 20 cilindros, V = 4.1940

Figura 2.3. Aproximacion al volumen de una esfera con radio unitario (r=1), mediante un
numero n de cilindros, para los casos de n =5, 10 y 20, respectivamente (Stewart, 2002).

2.3. Tipos dendrométricos clasicos

Los troncos de los arboles que por causas naturales no han sido perturbados, tienden a tomar
una forma simétrica, que se asemeja a un so6lido de revolucion. Los troncos no tienen una

forma geomeétrica predeterminada. Para estimar su volumen se recurre a modelarlos mediante
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los tipos dendrométricos, como se muestra en la figura 2.4. Los tipos dendrométricos que
tradicionalmente se asocian a ellos son los tipos dendrométricos clasicos: cilindro, cono,
paraboloide y neiloide como se muestra en la figura 2.4. (Chapman, 1921; Bruce y

Shumacher, 1965; Romahn de la Vega et al., 1994).

fa\

[

[ <
| =

f'
{ & 3 4

Figura 2.4. Tipos dendrométricos clésicos. 1) cilindro; 2) paraboloide;
3) cono y 4) neiloide (Figura tomada de Chapman, 1921).

Las geometrias de los tipos dendrométricos clasicos son generadas por la funcion y* = AxP,

en donde p es un nimero entero positivo que define la forma del cuerpo de que se trata, A es
una constante denominada el parametro de forma, X y y son las coordenadas en un sistema
cartesiano bidimensional. En resumen, dichas geometrias se generan de acuerdo con la tabla

2.1.

Tabla 2.1. Tipos dendrométricos clasicos asociados con la
funcion generatriz de acuerdo al valor p de la potencia.

Vaor de“p” | Solido de revolucion
0 cilindro
1 paraboloide
cono
3 neiloide

Existen varias formas de modelar un arbol con base en estas geometrias. Sin embargo, no se
aprecia uniformidad en la literatura al respecto como puede verse en las dos formas de

modelos que se muestran en la figura 2.5 (Chapman y Meyer, 1949; Romahn de la Vega et al.,

11



1994). Incluso, se encuentran otras versiones como es el caso de las coniferas, que se muestra

en la figura 2.6, (Plank y Cahill, 1984).

Co‘nico

Parabolico

Ciifndrico

Neilodico

o B

4 I\

Figura 2.5. Formas geométricas que se asocian a las diferentes secciones de un tronco de arbol.
Izquierda) Romahn de la Vega et al., 1994; Derecha) Chapman and Meyer, 1949. La geometria
de la figura a la derecha esta asociada con las geometrias de la figura 2.4.

Middle logs

Cone or paraboloid

Convex parabolold

Concave parabotolt

Figura 2.6. Modelo para coniferas. Figura tomada de (Plank y Cahill, 1984).
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Mediante técnicas estdndar de calculo integral, es posible calcular el volumen exacto para los

tipos dendrométricos clasicos asi como para segmentos de los mismos.

2.4. Funciones de volumen y de perfil

Actualmente, ya no se buscan geometrias generales para troncos de cualquier arbol. Las
investigaciones estan dirigidas hacia la determinacion de funciones de volumen y funciones de
perfil (o ahusamiento) para cada especie de interés. De esta forma, se ha generado una extensa
lista de dichas funciones (Di¢guez-Aranda et al., 2003; West, 2004; Cruz-Cobos et al., 2005;
Hernéndez y Soto-Soto, 2005). La funciéon de volumen del tronco, proporciona el volumen
total como funcion de los dos pardmetros caracteristicos en mediciones forestales que son el
didmetro a la altura del pecho (D) y la altura total (H), mientras que una funcion de perfil es
una funcién que proporciona el didmetro como funcion de los dos pardmetros anteriores y de
la altura h (Diéguez-Aranda et al., 2003; West, 2004). Las funciones de perfil son funciones
continuas de variacion suave que proporcionan la forma del tronco para cualquier zona. No
estan presentes los cambios abruptos de forma que estaban involucrados al usar los tipos
dendrométricos clasicos, en donde ademas no es posible determinar con precision en donde
termina una geometria e inicia otra. Los tipos dendrométricos clasicos son casos particulares
muy simples de funciones de perfil, representan formas muy basicas para determinacion de
volumen que contintian siendo de uso comun en la practica. En la figura 2.7, se muestra la
diferencia entre el modelo de tronco para Eucalyptus pilularis, mediante una funcion de perfil
(linea continua), y mediante los tipos dendrométricos, neiloide, paraboloide y cono (linea

punteada) (West, 2004).

13
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Height above ground (m)

Figura 2.7. Diferencia entre una funcion de perfil (linea continua) y mediante
tipos dendrométricos (linea punteada) para Eucalyptus pilularis, (West, 2004).

2.5. Métodos estandar de cubicacion

Los métodos de cubicacién mas conocidos son: el método de Huber, de Smalian y de Newton,
que se definen a través de sus formulas de cubicacion. El método de Newton es el mas exacto,
tiene la particularidad de reproducir de manera exacta el volumen para todos los tipos
dendrométricos clésicos, los cuales seran los valores de referencia. Si se denotaa Sy S como
las areas de las secciones transversales de los extremos de un segmento de tronco o troza de

longitud L, S,,, al area de la seccion transversal correspondiente a la mitad, L/2, dichas

férmulas son, respectivamente, (Chapman y Meyer, 1949; Castro, 1955; Bruce y Schumacher,

1965; Romahn de la Vega, et al., 1994; Avery y Burkhart, 2002).

[2.3]
A =Sl/2L
[2.4]
VS =€+S'1/2
[2.5]

vV =[6+4S,,+S' J6L|
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2.6. La Regla del Trapecio

Existe una forma particular de seleccionar los rectdngulos en la aproximacion del area bajo
una curva. Se relaciona a cada subintervalo o segmento con un rectangulo cuya area es el
promedio de los rectangulos con alturas f(X; ;) y f(X;) las cuales corresponden a las alturas
en sus extremos. La aproximacion resultante es equivalente a una aproximacion mediante

trapecios en donde una linea recta conecta a los puntos (X;_,, f(X;,)) y (X, f(X;)) de cada

segmento como se muestra en la figura 2.8, a la que se denomina regla del trapecio (Stewart,

2002).

Y = f(x)

a b

Figura 2.8. Aproximacion al area bajo una curva en un
intervalo mediante la regla del trapecio.

2.7. El Modelo Conico Segmentado (MCS)

Si se gira la curva de la figura 2.8, y el area bajo ella, un angulo 27z alrededor del eje X, se
genera un solido de revoluciéon. Si se aplica la misma rotacioén a los trapecios, resulta una
aproximacion al volumen de dicho solido mediante conos truncados. ElI volumen total se
estima obteniendo primero el volumen de cada unos de los trapecios y posteriormente se
suman. Ya sea que se utilicen conos truncados de la misma o diferente longitud, el modelo de
aproximacion descrito, es a lo que se denomina Modelo Conico Segmentado (MCS) (Cruz de
Ledn y Cruz de Leon, 2006). El modelo esta soportado en la ecuacion de volumen de cono

truncado.
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[2.6]

V_Jrl (d3_d|3)
12 (d-d"

en donde d y d” son los diametros mayor y menor de un cono truncado de longitud I.
Realizando un poco de algebra, la ecuacion anterior también se puede expresar de la siguiente

manera,

[2.7]
V= ﬂ[dz +d"”+dd']
12

o bien,

[2.8]

V:;¢+S'+'/SS':

que es su forma mas conocida. El cono y el cilindro son casos particulares de esta ecuacion en

los limites cuando d’ tiende a cero y cuando d’ tiende a d, respectivamente.

2.8. Aplicacion del MCS a las mediciones forestales

Los métodos de aproximacion utilizan comunmente segmentos de igual longitud por
simplicidad pero los principios del calculo son generales y valen para el caso de segmentos de
diferente longitud (Courant y John, 1965; Stewart, 2002). En base a lo anterior, la aplicacion
general del modelo conico segmentado al campo de las mediciones forestales que se sugiere

en la referencia Cruz de Ledn y Cruz de Leon (2006) se ilustra en la figura 2.9.
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Figura 2.9. El Modelo Conico Segmentado (MCS). En general, el modelo aproxima
cualquier geometria de un tronco de arbol mediante segmentos en la forma de conos

truncados, cilindros y un cono en la punta. En esta figura en particular, no se utiliza-
ron cilindros.

En dicha referencia, también se muestra que el método de Newton queda en funcion de los

métodos de Huber y Smalian mediante la siguiente expresion.

[2.9]

La ecuacioén [2.9] es general y puede verificarse facilmente a partir de la ecuacion [2.5].
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2.9. Diametros Dendrométricos

Cuando una seccion transversal de un tronco o troza es asimétrica respecto a su eje, en
dendrometria se definen: el diametro medio aritmético (d,), el diametro medio cuadratico (d.)
y el didmetro medio geométrico (d,), basados en los didmetros extremos de la troza o tronco
que corresponden al didametro mayor y didmetro menor (d, y dvm), mediante las siguientes

expresiones.

[2.10]
q _d, +dy
@ 2
d - d’ +d,
¢ 2
d, = /d.d,

2.10. Diametros medios para una altura de pecho irregular

Es muy comun que, en ocasiones, la zona de interés para la medicion de diametro no solo sea
asimétrica, sino también muy irregular o con deformaciones. En particular, cuando se requiere
medir el diametro caracteristico en mediciones forestales que es el didmetro a la altura del
pecho, denominado asi porque se le considera a la altura de 1.30 metros y se encuentra
exactamente en la zona mencionada, se mide el didmetro a una distancia determinada por
encima de la altura del pecho y el didmetro a esa misma distancia por debajo de la misma;
obteniendo de esta manera un didmetro promedio. En base a estos dos diametros, se definen

los mismos tipos de diametros que en la seccion precedente. (Diéguez-Aranda et al., 2003).
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3. METODOLOGIA

La metodologia utilizada en el presente trabajo se basa, en general, en los métodos de
aproximacion del calculo y en particular, en el MCS, de conformidad con el material mostrado
en el capitulo anterior. Se utiliza ademas, algebra elemental para derivar las ecuaciones y
aplicar el limite cuando el numero de segmentos tiende a infinito. En el presente capitulo se
describe, de manera esquematica la forma en que se aplicard dicho modelo a una esfera de

radio unitario, un paraboloide, un cono y un neiloide, como funcién del nimero de segmentos.

Cruz de Ledon y Cruz de Ledn (2006), proponen al MCS como un método general de
aproximacion para cualquier solido de revolucion, que tiene su fundamento matematico en el
analogo tridimensional de la regla del trapecio, del calculo y la ecuacion de cono truncado
[2.8]. Alfaro Trujillo (2008), muestra que los métodos estandar de cubicacion también
corresponden a métodos particulares de aproximacion del calculo, que pueden ser definidos en
base a diferentes relaciones matematicas y haciendo uso de la definicion de los diametros
dendrométricos, generalizada a cualquier segmento o troza. Por lo tanto, dichos métodos
pueden también ser aplicados a cualquier solido de revolucidn, no solo a troncos y trozas. Esa
tarea se lleva acabo aqui, por vez primera, para el caso de la esfera de radio unitario como

funcion del namero de segmentos, de manera similar al MCS.

3.1. Estimacion de Volumenes

Para estimar el area debajo de una curva es necesario estimar por separado el area del
rectangulo correspondiente a cada segmento considerado y posteriormente sumar las areas de
todos los segmentos. Por facilidad, se utilizan segmentos de igual longitud. De conformidad

con lo mencionado en la seccion 2.6, para una funcién dada f & , la altura del i-ésimo
segmento sera f €’ ,endonde X; es el punto muestra correspondiente a dicho segmento. Si

se denota por | a la longitud de cada segmento, el area para cada segmento se define como:
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[3.1]
A =IF(X),

y el area total como,

[3.2]

En forma similar, para el caso del volumen de un solido de revolucion, al dividir el eje X en
intervalos de igual longitud, |, y considerar el volumen asociado a ellos, se tendra una especie
de secciones o rebanadas. En general, al utilizar métodos de aproximacion para estimar el
volumen de cada rebanada, se aproxima su geometria a la de un cilindro con una seccion

transversal promedio por cada método. Se define el volumen del i-ésimo segmento como,

[3.3]

en donde S es la seccion transversal promedio del i-¢simo segmento. Al sumar el volumen de

los cilindros, se tendrd una estimacion del volumen total del s6lido de revolucidon, que se
define como:

[3.4]

En particular, al aplicar el MCS se aproxima cada rebanada del solido de revolucién mediante
un cono truncado. Este procedimiento se aplicara a las geometrias de interés como se describe

a continuacion.
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3.2. Estimacion del volumen de una esfera de radio unitario

Cruz de Le6n y Cruz de Ledn (2006), obtuvieron el volumen para una esfera de radio unitario
dividida en diez segmentos mediante el MCS. En este trabajo se deriva una féormula general

valida para cualquier nimero de segmentos.

En la figura 3.1, se ilustra la forma como se aplica el MCS a una esfera. La aproximacion al
volumen se realiza mediante conos truncados y dos conos en los extremos. La figura muestra
cortes transversales de la esfera, que pasan por su centro, para los casos de 5, 10 y 20

segmentos, respectivamente.

n=5 \\\_,/ / n=10 ~Ll - n=20

Figura 3.1. Aplicacion del MCS a una esfera. Se muestran cortes transversales que pasan por su centro,
para los casos de 5, 10 y 20 segmentos.

3.3. Estimacion del volumen de un paraboloide

De acuerdo con el material de la seccion 2.6, uno de los métodos para aproximar el area bajo
una curva es utilizando la regla del trapecio para un determinado niimero de segmentos. El
primer tipo dendrométrico de interés para este trabajo es el paraboloide. La aplicacion de la
regla del trapecio para estimar el area bajo la curva generatriz de un paraboloide, de altura H,

se ilustra en la figura 3.2. Se muestra como ejemplo el caso para 10 segmentos, de longitud
H/10.
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y = ofAx

H

1HAO 2HM0 3HAD 4HA0 SHAO 6HAM0 7HMO 8HAO SHAD

Figura 3.2. Curva generatriz de un paraboloide de altura H y division
en segmentos de igual longitud.

Si se gira la curva de la figura 3.2, junto con el area total bajo ella, un angulo de 2r alrededor
del eje X, se generard entonces un paraboloide. Si se aplica el mismo giro a los trapecios, se
generaran conos truncados. El resultado final, serd una aproximacién al volumen del

paraboloide mediante conos truncados, que corresponde precisamente a la aplicacion del

MCS, como se muestra en la figura 3.3.

2H/M0

3HM0
4HM10
5HM0

86HAD 7HAD

810 g0

Figura 3.3. Paraboloide y su orientacién tipica en un sistema coordenado
tridimensional para proposito de calculo.
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3.4. Estimacion del volumen de un cono

Al igual que en el caso anterior, en la figura 3.4, se muestra la linea generatriz de un cono de
altura H, con la division en diez segmentos de igual longitud y la correspondiente aplicacion
de la regla del trapecio. En este caso la regla del trapecio proporciona el area exacta bajo la

curva.

y=-/42

THIO ZH1g 3HYO 4HID SHIO GHMO 7HME 8HHG sHa H

Figura 3.4. Curva generatriz de un cono de altura H, division
en segmentos de igual longitud y aplicacion de la regla del
trapecio.

Si se gira la curva de la figura 3.4, junto con el area bajo ella, en un angulo de 2r alrededor del
eje X, se generara un cono. Al aplicar el mismo giro a los trapecios, se generan conos
truncados que no es otra cosa que la aplicaciéon del MCS a un cono. Lo anterior se ilustra en la

figura 3.5.
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Al

H

Figura 3.5. Cono y su orientacion tipica en un sistema
coordenado tridimensional para propoésito de calculo.

Como puede verse, este es un caso trivial en donde el MCS proporciona el volumen exacto.

3.5. Estimacion del volumen de un neiloide

De forma similar a los casos anteriores, en la figura 3.6, se muestra la curva generatriz de un
neiloide de altura H, la division en diez segmentos de igual longitud y la correspondiente

aplicacion de la regla del trapecio para estimar de manera aproximada el 4rea bajo ella.

H

y={a2 Y

IH 2H1G SHY1G dHMA SHMO BHME FHMa SHMO aHMa H

Figura 3.6. Curva generatriz de un neiloide de altura H,
division en segmentos de igual longitud y aplicacion de
la regla del trapecio.
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En la figura 3.7, se muestra el sélido de revolucidon generado al girar la curva de la figura 3.6,
junto con el area bajo ella, en un angulo de 2r arededor del ge x, denominado neiloide.
También se muestran los conos truncados obtenidos al girar de igual manera a los trapecios de

la figura 3.6, lo que corresponde a la aplicacién del MCS a un neiloide.

Figura 3.7. Neiloide y su orientacion tipica en un sistema
coordenado tridimensional para propésito de céalculo.

3.6. Calculo analitico del volumen para los casos de n=5y n=10

Se realizaron los célculos analiticamente por secciones, para el paraboloide, cono y neiloide
mediante la aplicacion del MCS y también mediante cada método de cubicacion estandar para
5 y 10 segmentos. Algo similar se hizo en el caso de la esfera, excepto que se realizaron los
calculos para 6 y 10 segmentos, debido a que la formula general se derivd Uinicamente para

segmentos pares.

25



3.7. Calculo numérico para cualquier n finita

Se analiz6 el modelo en general para un numero n de segmentos y se determinaron
analiticamente las formulas de volumen como funcién tanto del nimero de segmentos como
del segmento en particular. Haciendo una excepcion en la formula general de la esfera, en
donde, para facilitar el calculo de su volumen total, solo se realizaran los célculos para la
mitad de los segmentos en los que fue dividida y se multiplicé por dos. Se aplicaron las
formulas generales en Excel, para varios nimeros de segmentos. En particular, para un
nimero de segmentos mayor de 10, en donde ya es muy dificil o imposible realizar los
calculos analiticamente, asi como las correspondientes a los métodos estandar de cubicacion y
se realiz6 su comparacion. En general para cualquier n finita, el procedimiento del célculo se
puede realizar mediante Excel de acuerdo al procedimiento de una hoja de calculo. Se
introducen las variables discretas, n e I, en las primeras dos columnas, y la correspondiente

formula general, que es funcion de aquellas, se inserta en la tercera columna.

El nimero de segmento se asigna manualmente. Se realizaron los célculos para n=5, 10, 20,
100 y 500. Aunque se puede hacer el célculo para cualquier numero de segmentos, se
considero suficiente hasta 500 para los tipos dendrométricos clésicos. En el caso de la esfera,
se calculd analiticamente el volumen para 6 y 10 segmentos; mientras que en Excel se calculo

para 6, 10, 12, 20, 100 y 500 segmentos, debido a que se requieren segmentos pares.

Los célculos analiticos realizados para numeros pequeiios de segmentos, sirvieron como datos
de referencia para probar que las formulas introducidas en Excel estaban escritas
correctamente. El software de Excel es muy sensible a errores minimos en la escritura de las
formulas matematicas. Una vez que en Excel se reprodujeron exactamente todos los datos
mencionados, se tuvo la seguridad de que las formulas estaban bien escritas y que podia

realizarse el calculo para cualquier nimero de segmentos.
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3.8. Calculo del limite cuando 77 - «©

Finalmente, para cada caso, se determiné analiticamente por métodos algebraicos estandar, el
limite cuando el nimero de segmentos tiende a infinito, a partir de las féormulas generales
proporcionadas por el modelo, verificAndose que se obtuvieran los volumenes exactos

respectivos.

3.9. Definicion de notacion

Met—-Geo

En lo que resta del trabajo, se utilizara la notacion V)

para el volumen del segmento, en

donde Met representa al método correspondiente, Geo a la forma geométrica, Kk es el nimero
de segmento (k=1, 2, 3,..., n) y n el numero total de segmentos. Para los volimenes totales,

VnMet—Geo

con N segmentos, se utilizard simplemente la notacion . La terminologia para las Geo

involucradas sera: E, SE, P, C y N, para esfera, semi-esfera, paraboloide, cono y neiloide,
respectivamente. La terminologia para Met, sera: MCS, Ex, S, H y Nw, para los métodos,

Modelo Cénico Segmentado, Exacto, de Smalian, de Huber y de Newton, respectivamente.
Por ejemplo, V;“l"OV‘N significa el volumen del tercer segmento de un neiloide que ha sido
dividido en 10 segmentos, estimado mediante el método de Newton. Similarmente, V)" ™"

significa el volumen total estimado para un neiloide dividido en 10 segmentos, utilizando el

método de Newton, que no es otra cosa que la suma de los volumenes de los segmentos

individuales, V,'j;™, en donde k=1, 2, 3,..., 10.
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4. RESULTADOS

Los resultados y detalles precisos de céalculo para cada una de las aplicaciones mencionadas en
el capitulo previo, para cada una de las geometrias de interés mencionadas: esfera,

paraboloide, cono y neiloide, forman el material del presente capitulo.

4.1. Aplicacion del MCS a una esfera de radio unitario como funcion del

numero de segmentos

Como se ha sefialado previamente, el presente trabajo representa la primera aplicacion del
MCS. Dicho modelo es general y puede aplicarse para la estimacion de volumen de cualquier
solido de revolucion. Antes de llevar el modelo al campo de las mediciones forestales, como
ejemplo de esta generalidad, se aplica el modelo para estimar el volumen de una esfera de
radio unitario como funcion del numero de segmentos. Los resultados se comparan con el

volumen exacto para dicha esfera (4x/3). El proceso es similar a la aproximacién al volumen

de la misma esfera, mediante cilindros, que presenta Stewart (2002).

Los métodos de cubicacion estandar Smalian, Huber y Newton, representan métodos de
estimacioén de volumen de trozas o segmentos de tronco de arbol. Estos ultimos, se modelan
como solidos de revolucion, lo que sugiere que los métodos sefialados podrian considerarse
como métodos de aproximacion para otros solidos de revolucion. De manera similar al MCS,
se aplicaron dichos métodos para la estimacion de volumen por segmentos en la esfera de
radio unitario. En este caso, también se determinaron las férmulas generales del volumen
correspondiente a los métodos de cubicacion estandar, para los segmentos de la esfera. Hasta
donde se tiene conocimiento, dichos métodos no se han aplicado explicitamente fuera del
campo forestal, por lo que el material correspondiente también representa una aportacion
original de esta tesis. La idea anterior, es una de las bases que propiciaron un trabajo de
unificacion entre los métodos aproximados del célculo y los métodos de cubicacion forestal

(Alfaro-Trujillo, 2008).
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4.1.1. Obtencion de formulas generales para la aplicacion de MCS a una esfera

de radio unitario

Para dar un enfoque de lo que implica la obtencion de férmulas generales para la aplicacion de
MCS a una esfera, es necesario hacer un diagrama en el cual se ilustre el seccionamiento en
funcion del numero de segmentos. Por simetria, es suficiente hacer el analisis para media
esfera y posteriormente duplicar el resultado. Esto, implica que se considerara unicamente el
caso de un numero par de segmentos. En un sistema cartesiano tridimensional en donde el eje
Z es perpendicular al plano de la pagina, el seccionamiento para media esfera, se observaria

como se muestra en la figura 4.1.1,

<

1™

0 [in{zm =1 fnin

7

Figura 4.1.1. Corte transversal que ilustra la aplicacion general del MCS a
una esfera de radio unitario para un numero par de n segmentos. El eje z es
perpendicular a la pagina.

Para obtener las formulas generales que se requieren, se parte de la ecuacion de un circulo de
radio unitario para el plano x-y de la figura 4.1.1, la cual es:

[4.1.1]
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despejando Y, su expresion queda de la siguiente manera:

[4.1.2]

1-X"=r.

y

Con la ecuacidn anterior, se obtienen los radios de las secciones transversales en los extremos
de cada segmento para la esfera. En términos de las variables, i y n, dichos radios quedan

como muestra la tabla 4.1.1.

Tabla 4.1.1. Valores de los radios de las secciones transversales
de los extremos de segmentos en la esfera de radio unitario.

X y:VI_Xzzri/n

X, =(0/n)H Y, =1

X, =(1/mH y, = 1-(1/n)
X, =(2/mH y, = 1-(2/n)
X, = (3/nH y, = 1-(3/n)’

Xn—l :(n_l)H yn—l :\1_(Ij

X, =(n/n)H y, =0

El modelo coénico segmentado esta basado en la ecuacion de volumen de cono truncado, la
cual puede ser expresada de distintas maneras (Cruz de Leon y Cruz de Leon, 2006), siendo su

forma més conocida:

v:g[d2+d'2+dd'] [4.1.3]

para un segmento de longitud | con diametros d y d’ en sus extremos.
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De acuerdo con la notacion definida en la seccion 3.9 y la ecuacion [4.1.3], el volumen del k-
ésimo segmento, con k=i+1, para el MCS queda expresado en funcion de los radios

respectivos como:

[4.1.4]

i+1,n i+l

_ a
Ve =Tk 4y, |
3 -

i
E n n n
La longitud de segmento es, | =1/n.

De la tabla 4.1.1, puede verse que los valores correspondientes a los radios, para la esfera de

radio unitario, estdn dados por

[4.1.5]

[4.1.6]

Por lo tanto, la formula general del MCS, para el segmento de semi-esfera queda expresada de

la siguiente manera:

[4.1.7]
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4.1.2. Obtencion de la férmula general para el volumen exacto de segmento en

la esfera de radio unitario

Los volimenes exactos en funcion de i y n para los segmentos de la semi-esfera se obtienen

mediante técnicas estandar del célculo integral:

[4.1.8]
i+1
VEE = [ oy Jox
De la ecuacién [4.1.1] al despejar y7, se tiene que
[4.1.9]
y2 — 1_ X2
Sustituyendo [4.1.9] en la ecuacion [4.1.8] resulta,
[4.10]

A -6

La expresion para el volumen exacto de segmento de la semi-esfera, queda finalmente como

[4.1.11]
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. Ex-SE , . ..
El volumen total exacto de la semi-esfera V,” " es la suma de los volumenes individuales de

la ecuacion [4.1.11], y el volumen total exacto de la esfera esta dado por V5 =2V &°F

Los volumenes totales de semi-esfera y esfera de radio unitario estdn dados por (2/3)7r y
(4/3)z . No dependen de n si se consideran segmentos con volumenes exactos. El ejercicio

tiene como objetivo proporcionar los valores exactos por segmento, como referencia, para

posteriormente comparar con los proporcionados por los métodos aproximados.

4.1.3. Resultados de la aplicacion analitica de MCS a una esfera de radio unitario

con 6 segmentos

En la figura 4.1.2, se ilustra la geometria a considerar, en la aplicacion del MCS a una esfera
con 6 segmentos. Se muestran cortes transversales que pasan por su centro. De conformidad
con el andlisis mostrado en la sub-seccion 4.1.1, debido a que es una figura simétrica, solo se
requiere realizar los calculos para la mitad de la esfera. Para obtener su volumen total, se

multiplica por dos el resultado obtenido.

e T~

SO 7 G S i 1] 173 23 433

I e

Figura 4.1.2. Aplicaciéon del modelo conico segmentado a una esfera de radio
unitario con 6 segmentos. Se aproxima el volumen mediante conos truncados
y dos conos en los extremos. La figura muestra un corte transversal que pasa
por el centro de la esfera.

La formula general del MCS para cada segmento, en una semi-esfera con tres segmentos, esta

dada por
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-G T T

Para el primer segmento, i=0, k=1, el volumen esta dado por

V NOSTSE = %[1 +0.888888889 + (1)(0.94280941)]

= %(2.83 1698299) =0.988449174
Para el segundo segmento, i=1, k=2,

VM SE _ 7 [() 888888889 +0.555555556 + (0.94280941)(0.745355992 )]
’ 9

= %(2. 147173088) = 0.749504799.

Para el tercer segmento, i=2, k=3,
VeSS 3(0.555555556)

=0.193925472

Se suman los resultados del volumen de cada una de las regiones y posteriormente se

multiplica por 2, para obtener el volumen total de la esfera con 6 segmentos

V6MC57E =V, ,l\;ICS—SE +V2l§/;CS—SE +V3'?§C575E) )
= (VMOS-SEy % D = (1.931879442) x 2
—3.86375889

Del mismo modo fueron realizados los calculos para 10 segmentos respectivamente; los cuales

se muestran de forma completa en el apéndice A.
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4.1.4. Resultados para una esfera de radio unitario con 6 segmentos mediante la

formula general del volumen exacto

Para este caso, basta aplicar la féormula general del volumen exacto de segmento para una

semi-esfera con tres segmentos,

[4.1.13]

. 1ot (i+1) (i
ViEl.z.SE =55 S5 TS
3 3103 3
Para el primer segmento, i=0, k=1, el volumen esta dado por

o0
4530

=1.008412457

Para el segundo segmento, i=1, k=2,

o5
4-45-0)]

n[1—1(0.259259259)
3 3

—

0.77570189
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Para el tercer segmento, i=2, k=3,

1

=z ——1(0.703703703)
33

El volumen total exacto para la esfera con 6 segmentos, hasta el noveno digito, es

Ex-E __ n/E-SE
Vs =Wis

0.310280756

E-SE E-SE
+V2,3 +V3,3 )x2

=(2.094395104) x 2

=4.188790207

El valor anterior no es otra cosa que un valor redondeado de (4/3)r .

Los resultados para el volumen de segmento de la semi-esfera y el volumen total, con 6

segmentos, para el caso exacto y para el MCS, se muestran en la tabla 4.1.2.

Tabla 4.1.2. Voliimenes de segmento para la semiesfera y volumen

total de la esfera de radio unitario con 6 segmentos.

No. de skegmento VkinSE Vk'\’;CS*SE

1 1.008412457 | 0.988449174

2 0.77570189 0.749504799

3 0.310280756 | 0.193925472

2 2
Volumen de =2 kaix SE =2 kah,gcs_SE
k=0 k=0
esfera

=4.188790207 | =3.86375889
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4.1.5. Resultados de la aplicacion analitica del MCS a una esfera de radio

unitario con 10 segmentos

Como en el caso anterior, para 10 segmentos, se comienza con la aplicacion del modelo de
acuerdo con la ilustracion geométrica que se muestra en la figura 4.1.3.

AT T

/1 N

565 baislaslusls| oo (s (205 (3545 ] s

AN /

~ L~

T | e

Figura 4.1.3. Aproximacion de volumen a una esfera de radio
unitario con 10 segmentos mediante la aplicacion del MCS.
Cortes transversales en el centro de una esfera.

En este caso, basta aplicar la féormula general para el volumen de segmento para una semi-
esfera de cinco segmentos,

[4.1.14]

vz g LG 5
H T 3(5) 5 5 5) 1 5

El procedimiento de calculo de volumen por segmento es similar al mostrado en la sub-

seccion 4.1.4.
En la tabla 4.1.3, se muestran los resultados para cada segmento de semi-esfera y el volumen

total de la esfera para el caso exacto y para el MCS. Los calculos analiticos para 10 segmentos

se muestran en el apéndice A.
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Tabla 4.1.3. Volumenes por segmento para la semi-esfera
con 5 segmentos y volumen total de la esfera.

No. de segmento \/ E-SE v MCs-se
c k.5 ks
1 0.61994095 0.6157094
2 0.56967546 05650673
3 0.46914450 0.4635340
4 0.31834805 0.3099705
5 0.11728612 0.0753982
5 5
Volumen =2Y VIE | =22 VS
k=1 k=1
de esfera
=4.18879019 | =4.0593588

4.1.6. Resultados obtenidos al aplicar el MCS a una esfera de radio unitario para

6, 10, 12, 20, 100 y 500 segmentos, respectivamente, mediante Excel

Después de haber obtenido las formulas generales para calcular cualquier n, tanto del volumen
exacto de la esfera como del MCS, estas formulas fueron introducidas en Excel para hacer los
calculos correspondientes para 6, 10, 12, 20, 100 y 500 segmentos respectivamente. Se
verificd que los resultados arrojados mediante Excel para 6 y 10 segmentos, reprodujeran

exactamente a los obtenidos analiticamente.

En la tabla 4.1.4, se muestran los resultados obtenidos en Excel como funcion del nimero de

segmentos para el caso exacto y para el MCS.
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Tabla 4.1.4. Volumen total de una esfera de radio unitario como funcién del
numero de segmentos utilizando las formulas generales de MCS en Excel

Numero de
segmentos vV E v Mes-E
n
6 4.1887902 3.8637589
10 4.1887902 4.0593590
12 4.1887902 4.0959683
20 4.1887902 4.1524979
100 4.1887902 4.1869921
500 4.1887902 4.1887047

4.1.7. Célculo analitico del limite cuando n—o para el volumen total de la

esfera de radio unitario aplicando el MCS

A partir de la formula general obtenida al aplicar el MCS, se procedid a la realizacion del
calculo analitico del limite cuando n — oo para el volumen total de la esfera. Dichos calculos

se muestran a continuacion.

La foérmula general para el volumen del (i+1)-ésimo segmento mediante el MCS, también

puede expresarse como
[4.1.15]

v MeSSE 3)7;3{”2 —(i+1)7 +n> =i +\/[n2 —(i +1)21n2 _iZ]}'

El volumen total esta dado por:

VAL iv_mcsfsE [4.1.16]

i+1,n
i=l
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Aproximacion de nimeros grandes.

Para n mucho mayor que 1, (n>>1), para la raiz de la ecuacién anterior, se obtiene la

siguiente aproximacion, para el término con raiz, en funcion de i y n:

[4.1.17]

Jn? =G-12]n? =2~ n> —i?
En esta aproximacion, el volumen total de la semi-esfera en funcion de i y n esta dado por,

[4.1.18]

mMcs-se _ 7T 2 2 2 2 2 :2
i+1n>>1 —7(7‘] -1 +n"—=1"+n" -1 )

n
En el volumen total esta involucrado el término z i’ , que esta dado por Stewart (2002) como
i=1

n

3 2
i2=n(n+1)6(2n+1)=2n +zn +n (4.1.19]
i=1

Entonces, el volumen total de la semi-esfera, en la aproximacion de nimeros grandes, queda
como
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[4.1.20]

n>>1 i+1,n>>1

\V; MCS-SE ZV MCS-SE __ _

Dm‘ 3

2n* +3n% +n
6

Finalmente, al aplicar el limite matematico cuando N — oo, se anula dicho limite para los dos

ultimos términos a la derecha de la ecuacion, resultando que:

[4.1.21]

\ N

v MCS-SE = lim ZV MCS-SE —

n—oo i+1,n>>1
n—o

(8]

Por lo tanto,

VMCS E 2vMCS —-SE =i]z_szX—E
3

n—oo n—oo

De esta forma, en el limite cuando n tiende a infinito el MCS recupera el volumen total exacto
de la esfera de radio unitario, de conformidad con lo que exigen las reglas formales del

calculo, para cualquier método de aproximacion que se utilice.

4.1.8. Formula general del volumen de segmento para una esfera de radio
unitario, como funcién del nimero de segmentos, utilizando el método de

Smalian

Por definicion, el volumen de Smalian para el i-ésimo segmento, esta dado por

VESE {S/Jr;(m] [4.1.22]
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en donde, el area de las secciones transversales en los extremos de la troza a medir son

diametros representados por (S), las cuales estan en funcion de las variables discretas i y n. La

ad
S-SE 2 2
Vi+1,n = 5 ri+ ri+l
n
T 2, .2
=_—|h+th |
2n n Y

Sustituyendo los valores para los radios dados por las ecuaciones [4.1.5] y [4.1.6], resulta

longitud de la seccion es |.

[4.1.23]

=

[4.1.24]

4.1.9. Férmula general del volumen de segmento para una esfera de radio

unitario, como funcion del numero de segmentos, utilizando el método de Huber

Para el volumen de segmento por el método de Huber, también a partir de su definicion, esta

dado por

[4.1.25]
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En términos de los radios de las secciones transversales en los extremos del segmento, el

volumen del mismo se expresa como:

[4.1.26]

i+1,n

H-SE __ 2
V = 7z|r2i7+l
2n

Sustituyendo la expresion para el radio correspondiente, la formula general para el volumen de
segmento en el caso de Huber es,

[4.1.27]

. 2
VHSE - 77(1){1 _(2I + lj } '
’ n 2n

4.1.10. Formula general del volumen de segmento para una esfera de radio
unitario, como funcién del nimero de segmentos, utilizando el método de

Newton

Finalmente, para la obtencidon de la formula general para el volumen de Newton, se hizo uso
de la relacion que tiene con los voliumenes de Huber y de Smalian, la cual esta dada por la

ecuacion [2.9]. De esta forma, el volumen de segmento en el caso de Newton es:

[4.1.28]

vt =[S e o |
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4.1.11. Estimacion del volumen de una esfera de radio unitario con 6 segmentos

utilizando los métodos estandar de cubicacion
Método de Smalian.

La formula para el volumen de segmento para una semi-esfera con tres segmentos utilizando

el método de Smalian, esta dada por:

% i) i+1)’
VeIsE= 1—[) + 1—£j .
’ 2(3) 3 3
El volumen para el primer segmento, i=0, k=1, es:
T}

VAR ”{1 - (Oj } + {1 -
ST 203) 3

- %[(1)+ (0.888888889)]

[4.1.29]

0+1
3

= %(1.888888889)

=0.989019909

El volumen para el segundo segmento, i=1, k=2, es:

s-se _ T _12+_E2
Vo _2(3){1 (3” [l [ 3 ] }}
- %[(0.888888889)+ (0.555555556)]

- %(1 444444445)

=0.756309342
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El volumen para el tercer segmento, i=2, k=3, es:

= al-CV Y]
_ %[(0.555555556)+ (0)]

= %(0.555555556)

=0.290888208

El volumen total de la esfera con 6 segmentos con el método de Smalian esta dado por:

S-E _ n/S-SE S-SE S-SE
Vo = 1,3 +V2,3 +V3,3 )x2

=(2.03621746) x 2 =4.07243492

Método de Huber.

La formula para el volumen de segmento de la semi-esfera con tres segmentos por el método
de Huber, es:

[4.1.30]

VHHI—BSE _ ”(ljll _£2i + 1] ] .
’ 3 2(3)
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El volumen para el primer segmento, i=0, k=1, es:

w2

= ;rGj[l ~0.027777777]

=1.047197551(0.972222223)
=1.018108731

El volumen para el segundo segmento, i=, k=2, es:

w5
= nGJh ~0.25]

=1.047197551(0.75)
=(0.785398163

El volumen para el tercer segmento, i=2, k=3, es:

o

= ﬂ[%j[l —0.694444444]

=1.047197551(0.305555556)
=0.319977029
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El volumen total para la semiesfera con 6 segmentos para el método de Huber es

H-E H—SE H—SE H—SE
Vs = (\/1,3 +V2,3 +V ) %2

= (2.123483924)x 2
=4.246967848

Método de Newton.

La férmula para el volumen de segmento de una semi-esfera con 3 segmentos, utilizando el

método de Newton, es:

[4.1.31]

vt = 2 e o 5 s

El volumen para el primer segmento, i=0, k=1, es:

VSE = @j(1.018108731)+ @J(O.989019909)

=0.678739154 +0.329673303
=1.008412457

El volumen para el segundo segmento, i=1, k=2, es:

VSE = @)(0.785398163)+ [;j(0.756309342)

=0.523598775+0.252103114
=0.775701889
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El volumen para el tercer segmento, i=2, k=3, es:

VBI\;W—SE — (3

1

=0.213318019 + 0.096962736
=0.310280755

j(0.319977029)+ (3}(0.290888208)

El volumen para la esfera, con 6 segmentos, segiin el método de Newton, es:

Nw—-E
V6

=4.188790202

Ay NW-SE Nw-SE Nw—SE
=Wy3 +V2,3 +\/3,3 )x2

= (2.094395101)x 2

En la tabla 4.1.5, se resumen los resultados de los volimenes totales, asi como los resultados

obtenidos para cada uno de los segmentos en particular.

Tabla 4.1.5. Volumenes de segmento y totales en la esfera de radio unitario para 6 segmentos para cada uno de
los métodos de cubicacion.

k
1 1.008412457 | 0.988449174 | 0.989019909 | 1.018108731 | 1.008412457
2 0.77570189 | 0.749504799 | 0.756309342 | 0.785398163 | 0.775701889
3 0.310280756 | 0.193925472 | 0.290888208 | 0.319977029 | 0.310280755
Volumen
4.188790207 | 3.86375889 | 4.07243492 | 4.246967848 | 4.188790202
de esfera
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4.1.12. Estimacion del volumen de una esfera de radio unitario con 10 segmentos

utilizando los métodos estandar de cubicacion

En forma similar al caso de la esfera con seis segmentos, se realizaron los calculos analiticos
para 10 segmentos, los cuales se presentan en el apéndice A. En la tabla 4.1.6 se resumen los

resultados obtenidos.

Tabla 4.1.6. Volimenes de segmento y totales, resultantes de los métodos de cubicacion estandar para una esfera
de radio unitario con 10 segmentos. Se incluyen los resultados del volumen exacto y el MCS, obtenidos en el
capitulo previo, para efectos de comparacion.

B G B o B o BT A
1 0.61994095 | 0.6157094 | 0.61575216 | 0.62203534 | 0.61994095
2 0.56967546 | 0.5650673 | 0.56548667 | 0.57176986 | 0.56967546
3 0.46914450 | 0.4635340 | 0.46495571 | 0.47123889 | 0.46914450
4 0.31834805 | 0.3099705 | 0.31415926 | 0.32044245 | 0.31834805
5 0.11728612 | 0.0753982 | 0.11309733 | 0.11938052 | 0.11728612
Volumen de
esfora 4.18879019 | 4.0593588 | 4.14690229 | 4.20973415 | 4.18879019

Obsérvese que el método de Newton proporciona los resultados exactos para la esfera de radio

unitario de manera similar a como ocurre con los tipos dendrométricos clésicos.

4.1.13. Estimacion del volumen de una esfera de radio unitario con 6, 10, 12, 20,
100 y 500 segmentos utilizando los métodos estandar de cubicacion mediante

Excel

Al igual que en el caso del MCS, las formulas generales para los métodos estandar de
cubicacion, fueron introducidas en Excel para hacer los calculos correspondientes para 6, 10,

12, 20, 100 y 500 segmentos, respectivamente. Los resultados obtenidos mediante Excel, para
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6 y 10 segmentos, se compararon con los resultados obtenidos analiticamente. Se verifico que

fueran exactamente los mismos.

En la tabla 4.1.7, se muestran los resultados obtenidos mediante los métodos estandar para una

esfera de radio unitario utilizando Excel, para los diferentes valores del nimero de segmentos,

n, a partir de las formulas generales. Se incluyen también los resultados del método exacto y

del MCS para efectos de comparar y resumir los resultados.

Tabla 4.1.7. Resultados del volumen total para la esfera de radio unitario calculados mediante Excel para
todos los métodos utilizados y con diferentes valores del nimero de segmentos, N, a partir de las formulas

generales.
Numero de
Segmentos VnEx—E VnMCS—E VnS—E VnH -E VnNW—E
n
6 4.1887902 3.8637589 4.0724349 4.2469678 4,1887902
10 4.1887902 4.0593590 4.1469023 4.2097342 4.1887902
12 4.1887902 4.0959683 4.1597014 4.2033346 4.1887902
20 4.1887902 4.1524979 4.1783182 4.1940262 4.1887902
100 4.1887902 4.1869921 4.1883713 4.1889996 4.1887902
500 4.1887902 4.1887047 4.1887734 4.1887986 4.1887902

Obsérvese que el método de Newton proporciona resultados exactos para la esfera de manera

similar a como ocurre en el caso de los tipos dendrométricos clasicos.
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4.1.14. Resumen de resultados para una esfera de radio unitario

En la tabla 4.1.8, se muestran todas las formulas generales para estimar el volumen de
segmento en una semiesfera de radio unitario, como funcién del numero de segmentos, que

fueron obtenidas en este trabajo.

Tabla 4.1.8. Férmulas generales para el volumen de segmento obtenidas para cada método
de cubicacion para una semiesfera de radio unitario.

Método \/ Met-SE

i+1,n

e | 5]

oo | [T
win | GG
-

Newton @V R (;}
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4.2. Aplicacion del MCS a un paraboloide como funcion del

numero de segmentos

En esta ocasion, se considerard la aplicacion del MCS a un paraboloide, al cual se le aplicaran
los mismos métodos y procedimientos para la obtencion de resultados que se aplicaron a la

esfera.

Como se menciond en la seccion 2.3, las geometrias de los tipos dendrométricos clasicos son
generadas por la funcién y*> = Ax", en donde p es un nimero entero positivo que define la

forma del cuerpo de que se trata, A es una constante denominada el pardmetro de forma, X y y
son las coordenadas en un sistema cartesiano bidimensional (Dieguez-Aranda et al, 2003;

Castro, 1955; Romahn de la Vega, 1994; West, 2004).

En forma similar al caso de la esfera, para llevar a cabo la aplicacion del modelo, se
obtuvieron las formulas generales del MCS y del volumen exacto en funcion del segmento de
interés y el numero de segmentos, respectivamente. El modelo se aplicd de manera analitica a
un paraboloide con 5 y 10 segmentos respectivamente. También se hicieron los calculos
correspondientes para 5, 10, 20, 100 y 500 segmentos mediante el software Excel, haciendo
uso de las formulas generales previamente obtenidas. Los resultados para 5 y 10 segmentos
mediante calculo analitico, fueron utilizados como datos de referencia para verificar que se
reproducian de manera exacta mediante Excel y de esa forma asegurarse que las formulas
matematicas estuvieran escritas correctamente y podian utilizarse para cualquier numero de

segmentos.
Al igual que en el capitulo previo, entre mayor sea el numero de segmentos la aproximacion al

volumen total del paraboloide sera mejor. Finalmente, se realiz6 el calculo analitico del limite

cuando N — o0,
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En éste y los siguientes dos capitulos, se analizaran las geometrias de paraboloide, cono y
neiloide en la forma convencional en que se orientan en sistema cartesiano tridimensional en
Dendrometria. Esto se hace en forma invertida al caso de la semi-esfera como se verd mas
adelante. Se derivaron formulas generales para el volumen de segmento como funcion del
numero de segmento y del nimero total de segmentos, pero se usaron solo en los célculos con
Excel. En los célculos analiticos para 5 y 10 segmentos, se trabajaron las ecuaciones de
volumen como funcidén de las areas de las secciones transversales, por considerarse que

simplifica el trabajo manual y es el procedimiento usual en Dendrometria.

4.2.1. Obtencion de formula general al aplicar el MCS a un paraboloide

Para mostrar lo que implica la obtencion de féormulas generales en la aplicacion del MCS a un
paraboloide, es necesario hacer un esquema en el cual se ilustre el seccionamiento como
funcion del nimero de segmentos. Dicho seccionamiento se observa en la figura 4.2.1. Esta
figura, ilustra un paraboloide mostrando cortes transversales a su eje principal. Dichos cortes
definen segmentos. A cada segmento se le aproxima por un cono truncado, se estima su
volumen y posteriormente se suman, para obtener asi el volumen total del paraboloide

aplicando el MCS.

im

n-1h nin

Figura 4.2.1. Aplicacién general del modelo conico segmentado
a un paraboloide para un nimero n de segmentos.
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Para obtener las formulas generales, se parti6 de la ecuacion de paraboloide obtenida de la
funcién generatriz
[4.2.1]

y? = AX

En la cual, a la variable X se le asignan los valores deseados para los cortes transversales en los
que fue dividido el sélido de revolucion, dichos valores posteriormente se sustituyen en la

ecuacion [4.2.1], tal y como se ilustra en la tabla 4.2.1.

Tabla 4.2.1. Valores asignados a la variable X para los cortes transversales del sélido de revolucion
de la figura 4.2.1 y sus respectivos valores y* dados por la ecuacion [4.2.1], asi como su raiz cuadrada,
Y, que representa los radios de dichas secciones transversales..

X y? = AX y

H y, = /AH/n=-1/n\/AH =r_,

y, =+2AH/n=.2/n-/AH =r_,

BAH 3
Yoo = AH = P
n n

>

X; =3/n)H )

I

<

W

Il
S5 W

N><
I
15g
-}
T
=,
1]
- /—% =
T

—Q-2/nt n-— (n- —
X,, =€-2/nH ynz_2A( H] yn_2=\[n 2]AH AnnzxAH=r2

x,, =€@-1/nH n- (n— -

x,=€/nH n 50
- Yy, =/{nH] y, ‘(n]AH —/AH =1,

n

54



El modelo cénico segmentado esta basado en la ecuacion de volumen de cono truncado, cuya
forma mas conocida es la que se muestra en la ecuacion [4.1.3]. De acuerdo con dicha
ecuacion y con la notacion definida en la seccion 3.9, el volumen del k-ésimo segmento, con
k=i+1, para el MCS queda expresado en funcion de los radios respectivos como

[4.2.2]

1(H ; ’
MCS-Geo __ 2 2 | 2 2
Vi+1,n - 3[ ni 1 + G + ’\ﬁml LI .

en donde, i=0,1,2,..., (n-1). De la tabla 4.2.1, puede verse que los valores correspondientes a

los radios, para el paraboloide, estan dados por:
[4.2.3]

[4.2.4]

Por lo tanto, la férmula general del MCS, para el segmento de un paraboloide queda expresada

de la siguiente manera,

[4.2.5]

(e e (]

_ l[l: [n—i+n—i—1]¢AH:+) O-i ¢-i-1

n n?

%)‘
T
(I A
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_ 1[H][2<1|21+N/<1|22<1C}¢AH:

30N n n
- 1{2<1|/1+/<1|)¢1.J} o
3n n n B

Reacomodando un poco la ecuacion anterior queda como,
[5.6]

i+1,n 3n2

\/ MCs—P =[2‘]|21+ ‘]IJ‘]I_‘:I‘IAHZ:

4.2.2. Obtencion de férmula general para el volumen exacto, como funcion del

numero de segmentos para un paraboloide

El volumen exacto para el segmento, i+1, de un paraboloide, esta dado por la ecuacion
[4.2.7]

V~EX_P - ?i +Si+1 [H ]
i+1,n 2

que no es otra cosa que la ecuacion de Smalian para el segmento, en donde S; y Sj+1 representan
las secciones de cada uno de los extremos del segmento. La féormula anterior también puede

ser expresada de la siguiente manera
[4.2.8]

VE-P m’+m?, H
i+1,n 2 n
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Sustituyendo [4.2.8] con los valores de [4.2.3] y [4.2.4] resulta,

[4.2.9]
e
yer ) L\ N n (H ]
1+1,n 2 n
_ _Q—i:/n+(1—i—1:/n} 7AH?
i 2 n
[€-i (\—i—q 7AH?
i 2n n
Quedando como expresion final la siguiente:

[4.2.10]

VP =[2‘]_';1]6AH2:,

i+1,n 2n2

4.2.3. Resultados de la aplicacion analitica del MCS a un paraboloide con 5

segmentos

En la figura 4.2.2, se ilustra un paraboloide con la correspondiente aproximacion a su volumen
mediante el MCS considerando 5 segmentos. Como se menciond anteriormente, por motivos
de afinidad con la literatura sobre el tema, en este caso el analisis se hard en forma invertida.
El primer intervalo serd el de la extrema derecha de la figura y el ultimo el de la extrema

izquierda. Con la salvedad anterior, se seguird utilizando la notacion del capitulo previo.
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S3
52

S1 s0

Figura 4.2.2. Aplicacion del modelo conico segmentado a
un paraboloide con 5 segmentos.

Sustituyendo los valores de y;” =r> dados en la tabla 4.2.1, en la ecuacion [4.2.2], se obtienen

los siguientes resultados.

Para el primer segmento de la figura 4.2.2, i=0, k=1,

VST = ;[l;l J'O +S,+./S,S,

[ ][EQXH}E[:AH]f&AH]é;r:AHI'
11 5 ~ 4 ~ 2 4 212
=1H/5J€9xAH+\FxAH}
3 5 125

-l /5£9+*/ZO}MH
3 5 5

1[0, 4
1515 5

=0.564319503 AH?

W | —
D -

=0.179628477 (7AH *)
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Para el segundo segmento, i=1, k=2,

1

MCS-P __
Vz,s =

m‘I

[l
W | —
w| I
3
N
|
>
I
—
+
S|
N
W
>
T

Jo (etm 2]

. | AH 4 2 2AH
5 125

1{7+/E}6AH{

,_‘
w I
|

T15|5 s
=0.438319259@QH>

=0.139521353(7AH ?)

Para el tercer segmento, i=2, k=3,

VA =;[|;| |2 +S;+./S,S;

(8o (i)

_! SoaH+ 8 AR
3 5 125

1 |:5+*\/E}GAH2H

“15l57 5

=0.312043493€@H>

=0.099326528(7AH ?)
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Para el cuarto segmento, i=3, k=4,

MCS—P __
V4,5 =

!
3
E[ZAHJ+N[1AH
5 5

[ _

[H S2AH + 2 2AH

1{3+“ﬂtrAH2i

['; b +s.+ /s.s,

W =
ur‘I

I
3

REHE
=0.184902143€@H>

=0.05885618(7AH %)

Para el quinto segmento, i=4, k=5,

()
()

1 -
= €AH’
75 €A

VS',MSCS_P :1[H Jtzt: Ss=0

=0.0418869528(AH?)

=0.013333€AH>

Jo (2 b
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El volumen total estimado con el MCS para cinco segmentos esta dado por,

MCS-P __ MCS-P MCS-P MCS-P MCS-P MCS-P
VS - 1,5 + v2,5 + v3,5 + \/4_5 + VS,S )

=0.490665538 7AH °

4.2.4. Resultados para un paraboloide con 5 segmentos mediante el método

exacto

La formula general del volumen exacto para cada segmento, en un paraboloide con cinco

segmentos, esta dada por la férmula [4.2.7]

Para el primer segmento, 1=0, k=1,

Vg =St ;Sl [; H J

ot

=0.565486677 @H>

=0.187AH*
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Para el segundo segmento, i=1, k=2,

Para el tercer segmento, i=2, k=3,

vEP =St [1 H]

2 5

N | —

N7 an L H
205 5

7 5"
" 7 |€&H
50 J -

=0.439822971€H>

=0.147AH’

vae oSt ; > [; H ]

=0.17AH’

i

=1—7r 3—AH + 7 2—AH 1,|-|
20 \5 5 5
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Para el cuarto segmento, 1=3, k=4,

Para el quinto segmento,

vf;F‘=S +S, [IH]

[ ;AHH;H
o
{4

=0.188495550 @\H>

Jor:

=0.067AH *

iI=4, k=5,

2

_ :rAh[lH)
10 \ 5

-~ AH2
50‘(

= 0.062832(AH?)

=0.027AH

El volumen exacto total de paraboloide esta dado por:

VEXP=

1ESXP_+_\/EXP_+_\/E)(P_+_\/EXP_+_\/E)( P)

=0.57AH"
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Se sabe que para un truncado de paraboloide, cualquiera de los métodos estandar, Smalian,
Huber o Newton, proporciona el volumen exacto (Dieguez-Aranda et al, 2003; Castro, 1955;
Romahn de Ila Vega, 1994). Con la notacion de este trabajo, significa que

VEP =y S P —yH-P —yN-" Lo anterior se verifico realizando los calculos respectivos para

i+1,n 1+1,n i+1,n i+1,n
cada uno de los cinco segmentos anteriores pero el material no se incluye por considerarse

irrelevante.

4.2.5. Resumen de resultados para un paraboloide con 5 segmentos

En la tabla 4.2.2, se resumen los resultados de los volimenes totales, asi como los resultados
obtenidos para cada uno de los segmentos en particular para cada una de las foérmulas

obtenidas.

Tabla 4.2.2. Volimenes por segmento y totales de paraboloide
con 5 segmentos segun formulas generales obtenidas para el
MCS y el método exacto.

No. de Vk'?SX‘P Vk“”;CS-P
Segmentos (unidades (unidades
K 7AH?) 7AH?)
1 0.18 0.179628477
2 0.14 0.139521353
3 0.1 0.099326528
4 0.06 0.05885618
5 0.02 0.01333333
Vol. Total 0.5 0.490665868

. : Ex-P _ yS—P _ \JH-P _ \/N-P
Recuérdese que para paraboloide, V5" =V 5 =V, 5 =V 5.
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4.2.6. Estimacion del volumen de un paraboloide con 10 segmentos utilizando el

MCS y el método exacto

En forma similar al caso de un paraboloide con cinco segmentos, se realizaron los calculos
analiticos con 10 segmentos, mediante las formulas generales del MCS y el método exacto, los
cuales se presentan en el apéndice B. Para aplicar MCS, se realiza un seccionamiento del
solido de revolucion tal y como se ilustra en la figura 4.2.3, en donde se observan los

segmentos con los cuales se estimard el volumen de dicho solido.

Figura 4.2.3. Aplicacion del modelo conico segmentado a un paraboloide
con 10 segmentos.

En la tabla 4.2.3 se resumen los resultados obtenidos para el volumen total de paraboloide

mediante cada uno de los métodos, considerando que | =1/10.
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Tabla 4.2.3. Volumenes de segmento y totales obtenidos mediante el MCS
y el método exacto para un paraboloide con 10 segmentos.

Segmento Vk'f;‘(;P Vk'j"lgS—P
K (unidades 7AH*) | (unidades 7AH*)
1 0.095 0.094956109
2 0.085 0.084950937
3 0.075 0.074944382
4 0.065 0.064935802
5 0.055 0.054924085
6 0.045 0.044907119
7 0.035 0.034880338
8 0.025 0.024831632
9 0.015 0.014714045
10 0.005 0.00333333

Vol.Total 0.5 0.497377779

También en este caso se verificO6 para cada wuno de los segmentos,

Ex-P _ \/S-P _ (JH-P _ /N-P . .
Viriio = Vit = Viaie =Visi0» pero no se incluye el material.

4.2.7. Resultados de los calculos obtenidos mediante la aplicacion del MCS a un
paraboloide con 5, 10, 20, 100 y 500 segmentos respectivamente por medio de

Excel

Las formulas generales para el volumen de segmento de paraboloide, tanto para el MCS como

para el método exacto, [4.2.6] y [4.2.10], fueron introducidas en Excel para hacer los calculos
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correspondientes a 5, 10, 20, 100 y 500 segmentos, respectivamente. Los resultados arrojados
mediante Excel, para 5 y 10 segmentos, fueron exactamente los mismos que los resultados
analiticos de las sub-secciones 4.2.3-4.2.6. Los calculos analiticos, sirvieron como datos de
referencia para probar que las formulas introducidas en Excel estuvieran escritas

correctamente.

En la tabla 4.2.4, se muestran los resultados obtenidos en el programa de Excel, para cada

numero de segmentos y para cada uno de los métodos utilizados.

Tabla 4.2.4. Volumenes totales como funcion del nimero de segmentos
para el método exacto y el MCS.

Numero de Ex-P MCS-P
Vn Vn

Segmentos

N (unidades 7AH?) | (unidades 7AH *)

5 0.5 0.49066588
10 05 0.49737779
20 05 0.49927225
100 05 0.49996418
500 05 0.4999983

. : Ex-P S-p H-P Nw—P
Recuérdese que para un paraboloide, V=" =V > "=V =V ™.

4.2.8. Calculo analitico del limite cuando n—o para el volumen total de un

paraboloide aplicando el MCS

Finalmente habiendo obtenido los resultados calculados para cualquier n a partir de las
formulas generales en Excel, se procedio a la realizacion del célculo analitico del limite
cuando N—oo para el volumen total de un paraboloide. Dichos célculos se muestran a

continuacion:
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La formula general para el volumen del i-ésimo segmento, con N segmentos, estimado
mediante MCS, esta dada por la siguiente ecuacion

[4.2.11]

\/ MCs-P _ 2(1—I:—1+ (1_|2 - ¢
i+1,n 3n2

“lean

De esta forma, el volumen total esta dado por:

i+1,n

n-1
MCS-P MCS-P
A =3V
i=0

en donde si se sustituye la ecuacion [4.2.6], la formula del volumen total queda expresada
como

s =i[2|| 1—1:—1+1/i3r:2(—1f— i‘lii\%Hz:
i=1

"l 2n—2i+l+ /Q@—141" —€@—1+1
=[ ++/(1 +“‘]+*‘}AH2

2
i=l1 3n

[4.2.12]

207 +0n=23 "1+ @—1+1 0 —@—1+1
i=1 i=1

VnMCS—P _ . 7AH 2
3n

Al término con raiz se le llamaréd g, , para analizarlo por separado, es decir,

g, = ,/(1—i+1;2—(1—i+1:

9= €-i+1 Jh-i+D)-1_
g

JO-i+1 -1
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Sin es mucho mayor a 1, lo cual se expresa de manera estandar como n >>1, y se denomina

aproximacion de nimeros grandes, se tiene que
0= G-I %-1 - Q-1

Sustituyendo la expresion anterior de g; en la ecuacion [4.2.12] se tiene que

207 +0=2> 1+ ) €-1
i=1 i=1 ‘[AHzH

CS-P

vM =

i+1,n>>1 2
3n

El término Zi , esta dado por (Stewart, 2002) como,

i=l

- n@+1__ n’+n

= 2 2
Por lo tanto,
2n? +n-2 n(1+1:+”2 _ne+1
VIS = o L
n’ n
Nt +n—nt—-n—— ——

| 2 2 |gaH?"

3n2 -

[4.2.13]

[4.2.14]
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_ [3n2 _”}‘:AHZ\.

[4.2.15]

1+1,n>>1

V.MCS—P :|:; 1 ilﬂ_AHZ

Finalmente, aplicando el limite matematico cuando n tiende a infinito en la expresion [4.2.15],

se encuentra que el volumen exacto queda como

[4.2.16]

VoL = lim[l-l}rAH » R
o[22 6n 2

que es el volumen exacto conocido para el paraboloide, de altura H, generado por la ecuacion

4.2.1.
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4.2.9. Resumen de formulas generales para un paraboloide

En la tabla 4.2.5, se muestran las formulas generales para estimar el volumen de segmento en

un paraboloide, como funcioén del nimero de segmentos.

Tabla 4.2.5. Formulas generales para el volumen de segmento de paraboloide, obtenidas para cada
método de cubicacion.

Método Formula
Exact I -
xacto VEP - |:2(1 |2) I]QAH X
k) 2n —
MCS S~ - —
e _ 201 -1+ \/(;—lf ~C¢-1_ IS
E 3n -
Smalian=Huber=Newton =Exacto
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4.3. Aplicacion del MCS a un cono como funcion del numero de

segmentos

Siguiendo la misma metodologia de los dos capitulos previos, en esta ocasion, se aplica MCS
a un cono. En este caso, no es necesario realizar el calculo analitico del limite cuando n — o0,
ya que MCS es exacto para un cono independientemente del nimero de segmentos. En forma
analoga al paraboloide, el ejercicio aparentemente obvio de seccionar un cono en conos
truncados y determinar el volumen de los mismos, se realiza para obtener los volumenes
exactos de los mismos, que serviran de referencia al compararlos con los volumenes de
segmento obtenidos mediante los métodos estandar de cubicacion. En este caso, MCS al igual
que el método de Newton son exactos mientras que los métodos de Smalian y Huber, que son

los mas utilizados en la practica, son aproximados.

4.3.1. Obtencion de formulas generales al aplicar el MCS a un cono

En la figura 4.3.1, se muestra el seccionamiento para un cono en funciéon del ntimero de

segmentos, considerando un sistema cartesiano tridimensional.

Figura 4.3.1. Aplicacion general del modelo conico
segmentado a un cono para un nimero N segmentos.
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La funcion generatriz correspondiente al cono esta dada por,
[4.3.1]

y2 — AX2

para las coordenadas X, Y de la figura 4.3.1. En la tabla 4.3.1, se muestran los valores de y° y

y, evaluados en las coordenadas X, en los extremos de los segmentos. Nuevamente, los valores

y de la tabla 4.3.1 corresponden a los radios de las secciones transversales.

Tabla 4.3.1. Valores asignados a la variable X por cortes transversales del cono.

X y? = A y = JAXx
X, =[;]H yf:A(;sz y, = /A ;H)
B | ] |
B el |

n-2 _ 2 n-2
Xn—z 2( n ]H y§—2 = A[n 2 H] yn—3 = /K[ n H]

n—1 _ 2 n-1
Xy 2[ n]H yﬁ,l = A(nnH] Yoo = /K[ nH]

La derivacion de las formulas generales se obtiene de la sustitucion en la ecuacion de cono

truncado [4.1.4] de los valores de los radios dados en la tabla 4.3.1.
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[4.3.2]

i+1,n

MCS-C
V_ —

1

3n

l(

I+1

n

T

d

1+1

n}(;)u”’”‘“

Con esta formula se obtienen los resultados analiticos para cada segmento en particular para 5

y 10 segmentos respectivamente.

En forma similar, se obtienen las formulas generales de volumen de segmento para los

métodos de Smalian y Huber. El método de Newton queda en funciéon de los anteriores

mediante la ecuacion [2.9]. En la tabla 4.3.2, se encuentran las féormulas generales obtenidas

para cada uno de los métodos de aproximacion.

Tabla 4.3.2. Formulas generales obtenidas para cada método de cubicacion en un cono.

Método Formula
MCS T, 2
if'lff-0=313l 12+ q+10+1°
9 n =
Smalian VAR 2713 I+12+i2-
k) 2n -
Huber | N
Vi Qi+l
VTR -
Newton vitse (e (3 s
’ 3 ’ 3 ’
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4.3.2. Resultados de la aplicacion analitica del MCS para un cono con 5

segmentos

Aplicando el MCS a un cono con cinco segmentos, se ilustra la geometria a considerar en la
figura 4.3.2, donde se muestran los cortes transversales que pasan por su centro, los cuales son

calculados para la obtencion del volumen total.

Y

=3

Figura 4.3.2. Aplicacién del modelo conico segmentado
a cono con 5 segmentos.

Para el calculo analitico, resulta més simple trabajar directamente con la ecuacion de cono
truncado correspondiente a cada segmento. Basta entonces, con sustituir los valores de Yy’

dados en la tabla 4.3.1, en la ecuacion [2.8].

Primer segmento, i=0, k=1, esta dado por

Ve = St S S ][1 H]
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Segundo segmento, i=1,

MCS-C _
Vz,s =

(4] (4]2
1+ s + s
= ~7 N aAH?

_[1+ o.zi;r 0.64}rAH ;

=0.1626666667AH *

k=2, esta dado por

S, +./S,S, +S
1 Y| 2+ 2 (IH]
3 5

_(0.64+ 01.4;8 +0.36 ]HAH 3

=0.0986666667AH *
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Tercer segmento, =2, k=3,

MCS—-C _
V3,5 = {

[

esta dado por

S, +./S,S, +S, (1
3 5

")

3

0.36+0.24+0.16

JCLHCE) |

15

Cuarto segmento, i=3, k=4,

MCS-C _
V4,5 =

15

0.0506666667AH °

esta dado por

S,+./S;S, +8S,
3

]IAH 3

2 | 2 2 2
13] AH? + 7 3] AH? 7z 2] AH? + 7 2] AH? |
5 A5 5 5 1
w "
5

2 c
1(2] AH? + 7
5 A5

(&) CLE .

15

0.16 +0.08 +0.04

15

=0.0186666667AH *

}TAH 3
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Quinto segmento, i=4, k=5, esta dado por

3

2 | 2 2 2
T 1] AH? + 7 1] AH? .z O] AH? + 7 0] AH? |
5 A5 5 5 1 ]
—|- w 'H
3 5

[BRRETIM

VSI’v;cs-c ={S4 +/\;““S4SS +3S; [1 HJ

_ [0.04 ]ﬁAH ;
15
= 0.0026666667AH *

Se realiza la sumatoria del volumen de cada region,

MCS-C __ gy MCS-C MCS-C MCS-C MCS-C MCS-C
Vs = V5 + vz,s + \/3,5 + \/4,5 + Vs,s

=0.3333333337AH°

4.3.3. Resultados para un cono con 5 segmentos mediante el método de Smalian

La formula general de Smalian para cada segmento, en funcion de las variables discretas i, n,

queda como se muestra a continuacioén
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[4.3.3]

i+1,n —

VAR 213 hf2 +1°
n

Para el calculo analitico, resulta mas facil utilizar directamente la ecuacion Smalian para cada

segmento. A continuacion se muestran los resultados para 5 segmentos.

Para el primer segmento, i=0, k=1,

Vl:ss_c =(SO ;-Sl J(;H)

2
7AH? +z[:] AH? |

I
%

>

I

=0.1647AH"

Para el segundo segmento, i=1, k=2,

o
’ 2 5
2 2
7:[4J AH2+7r[3] AH?
| )

2
2 2
(<) +(3)
> > 7AH?

=0.17AH"
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Para el tercer segmento, i=2, k=3,

=0.0527AH"

Para el cuarto segmento, i=3, k=4,

Ve =[S ](IH}
2 \s
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Para el quinto segmento, i=4, k=5,

Vs?s_c = 8424-85][1H]
5

[

2

10

=0.0047AH "’

Sumando el volumen de cada una de los segmentos se obtiene el volumen total,

S-C _ fscC s-C s-C s-C s-C
Vo = L5 +Vz,5 +V3,5 +V4,5 +\/5,5 _

=0.347AH"

4.3.4. Resultados para un cono con 5 segmentos mediante la formula general de
Huber

La formula general de Huber [4.3.4] y los resultados para cada segmento se presentan a

continuacion.

[4.3.4]

vhoe 41 Ci+1’
’ n
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Para el célculo analitico, resulta mas facil utilizar directamente la ecuacion Huber para cada

segmento. A continuacién se muestran los resultados.

Primer segmento, i=0, k=1, esta dado por

il
=[190]2[;}[AH3

=0.1627AH*

Segundo segmento, i=1, k=2, esta dado por

v ) 5]
() e

=0.0987AH "’

Tercer segmento, i=2, k=3, esta dado por

wize = (3] s 0]
() e

=0.057AH"
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Cuarto segmento, i=3, k=4, esta dado por

v e o)
(3 e

=0.018 7AH’

Quinto segmento, i=4, k=5, esta dado por

=] o)
=[110]2[;]IAH3

=0.0027AH"
La suma del volumen de cada uno de los segmentos es la siguiente:

H-C _ g/H-C H-C H-C H-C H-C
\Z = N5 +Vz,5 +V3,5 +\/4,5 +\/5’5 B

=0.337AH"

4.3.5. Resultados para un cono con 5 segmentos mediante la férmula general de

Newton

La formula general de Newton y los resultados para cada segmento se muestran a
continuacion.

[4.3.5]

it (2o 3 s
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Primer segmento, i=0, k=1, esta dado por

V5t = [§)0.162}AH ’ +[;]().164}AH 3
=0.1626666667AH *
Segundo segmento, i=1, k=2, esta dado por
V)5 = [§)0.098 JAH® + [;)merH :

=0.0986666667AH *

Tercer segmento, i=2, k=3, esta dado por
Vys© =(§)0.05 FAH’ +[;)0.052 ZAH?

=0.0506666667AH *

Cuarto segmento, =3, k=4, esta dado por
v e =[§)().018}AH : +[;)().02}AH .
=0.0186666667AH
Quinto segmento, i=4, k=5, esta dado por
Ve = [§)0.002}AH 3 +[;]().OO4E:-AH 3

=0.0026666667AH *

El volumen total obtenido de la suma de cada uno de los segmentos es el siguiente,

Nw-C __ gy Nw—C Nw-C Nw-C Nw-C Nw-C
\2 = ;5 +\/2,5 +\/3,5 +\/4,5 +\/5,5 -

= 0.333333333 7AH°
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En esta ocasion se realizaron los célculos analiticos mediante la formula general de Newton,
para comprobar la relacion que se ha venido mencionando en capitulos previos, entre el

volumen de Huber y Smalian.

En la tabla 4.3.3, se resumen los resultados obtenidos mediante cada método de cubicacion
para un cono con 5 segmentos. Del mismo modo fueron realizados los calculos para 10

segmentos; los cuales se muestran de forma completa en el apéndice C.

Tabla 4.3.3. Volumen total y por segmento mediante los métodos de cubicacion para un cono
con 5 segmentos.

No. de Vis~ Vics© Vis© Vies™
Segmentos (unidades (unidades (unidades (unidades
K 7AH?) 7AH?) 7AH?) 7AH?)
1 0.162666666 0.164 0.162 0.162666666
2 0.098666666 0.1 0.098 0.098666666
3 0.050666666 0.052 0.05 0.050666666
4 0.018666666 0.02 0.018 0.018666666
5 0.002666666 0.004 0.002 0.002666666
Vol. Total | 0.333333333 0.34 0.33 0.333333333

Obsérvese que los resultados del MCS y el método de newton son iguales.

4.3.6. Estimacion del volumen para un cono con 10 segmentos utilizando el

MCS y los métodos estdndar de cubicacion

Como en el caso anterior, se realiza la aplicacion del MCS para 10 segmentos. En la figura
4.3.3, se muestra la geométrica a considerar, donde se observan los segmentos con los que se

obtendra el volumen total del s6lido de revolucidn.
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51 0 Al

Figura 4.3.3. Aplicaciéon del MCS a un cono con
10 segmentos.

En la tabla 4.3.4, se muestran los resultados obtenidos para un cono, mediante cada uno de los
métodos de cubicacion. El proceso completo de calculo para 10 segmentos se muestra en el

apéndice C.

Tabla 4.3.4. Volumen por segmento y volumen total de cada método de cubicacion.

No. de Vil Vo Vo Vi ©

Segmentos | (ynjdades 7AH *) | (unidades 7AH*) | (unidades 7AH*) | (unidades 7AH *)
k
1 0.090333333 0.0905 0.09025 0.090333333
2 0.072333333 0.0725 0.07225 0.072333333
3 0.056333333 0.0565 0.05625 0.056333333
4 0.042333333 0.0425 0.04225 0.042333333
5 0.030333333 0.0305 0.03025 0.030333333
6 0.020333333 0.0205 0.02025 0.020333333
7 0.012333333 0.0125 0.01225 0.012333333
8 0.006333333 0.0065 0.00625 0.006333333
9 0.002333333 0.0025 0.00225 0.002333333
10 0.000333333 0.0005 0.00025 0.000333333

Vol. Total 0.333333327 0.335 0.3325 0.333333327
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4.3.7. Resultados de los calculos obtenidos mediante la aplicacion del MCS para

un cono con 5, 10, 20, 100 y 500 segmentos respectivamente por medio de Excel

Las formulas que se mostraron en la tabla 4.3.2, fueron introducidas en Excel para obtener los
resultados para 5, 10, 20, 100 y 500 segmentos respectivamente; dichos resultados se muestran

en la tabla 4.3.5.

Tabla 4.3.5. Volumenes totales para los diferentes métodos como funcién del nimero
de segmentos.

v Mes—C v s v H-C v N-c
22;:::; (unidades (unidades (unidades (unidades
n 7AH?) 7AH?) 7AH ) 7AH )
5 0.3333333 0.34 0.33 0.3333333
10 0.3333333 0.335 0.3325 0.3333333
20 0.3333333 0.33375 0.333125 0.3333333
100 0.3333333 0.33335 0.333325 | 0.33333333
500 0.33333333 | 0.333334 0.333333 | 0.33333333




4.3.8. Resumen de formulas generales para un cono

En la tabla 4.3.6, se muestran las formulas generales para estimar el volumen de n segmentos

para un cono, que fueron obtenidas en este trabajo.

Tabla 4.3.6. Formulas generales para el volumen de segmentos obtenidas mediante

cada método de cubicacion para un cono.

Método Formula
MCS - -
VY NeC = % k+lj ++10+17
£ 3n -
Smali -
T
k) 2n -
Huber < 1 .
yv.H-c ¢i+1
i+1,n 4n3 —
Newton
Y vitse (e 3 s
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4.4. Aplicacion del MCS a un neiloide como funcion del numero de

segmentos

En este capitulo se lleva a cabo la obtencion de volumen mediante el MCS para un neiloide,

aplicando el mismo procedimiento que en las secciones previas.

4.4.1. Obtencion de formulas generales al aplicar el MCS a un neiloide

En la figura 4.4.1, se muestra el seccionamiento en funcion del nimero de segmentos de un

neiloide aplicando el MCS.

¥ (WY H
(n-lm);/‘;!,
Ifu
w2mn /i
[
e
T
(s 18 i
(2 H il
(¥n)n 1 HH
I
' :i
H

Figura 4.4.1. Diagrama general del MCS a un neiloide para
n segmentos
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La ecuacion generatriz del neiloide es,

[4.4.1]

En la tabla 4.4.1, se muestran los valores de y* y Y, evaluados en las coordenadas X, en los

extremos de los segmentos. Los valores y de esta tabla corresponden a los radios de las

secciones transversales.

Tabla 4.4.1. Valores asignados a la variable x de la funcion generatriz del neiloide.

X y? = Ax’ y
o l 1 3 H3
Xl‘[n]“ yf:‘{n“] h= A
(2 2 Y AH®  — |AH®
o) SLE) Ol e
X3=[3]H FEEN 5 _ AR A
n 3 n y3 n3 o \ n3
_(n-2 n-2 Y\ AH? AH?
X"_z_[ n ]H y"z'zzA(n H] y2=‘\n—23 n’ =n-2 n’
_[(n-1 n-1.Y AH’? AH?
n n Y = |AH’
X =\ - H 2 _ - y /
n (n] yn—A(nH] n
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Con base en la ecuacion del volumen de cono truncado [2.8], debido a Ia sustitucion de los
radios respectivos para el caso de un neiloide, la formula general para el volumen de

segmento, en funcion de las variables i y n queda expresada como,

[4.4.2]

VAd :3r114 i1+1)—|f+(1—|j+n\fh+1:—lf(l—|j %\H“

Similarmente, la férmula para obtener el volumen exacto de un neiloide en funcion del

numero de segmentos queda expresada como

[4.4.3]

i+1,n

v, :414 k-1+17-¢-17 ¢
5 7

Las formulas [4.4.2] y [4.4.3] se utilizan para los céalculos con Excel. Por simplicidad, los
calculos analiticos para 5 y 10 segmentos se realizan utilizando las areas de las secciones

transversales en las ecuaciones respectivas de cada método.

En la tabla 4.4.2, se encuentran las formulas generales obtenidas para cada método de

aproximacion.
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Tabla 4.4.2. Férmulas generales obtenidas para cada método de cubicacion para un neiloide.

Método Formula
Exacto V|El):N :714 h_|+1j—¢—|jﬁAH4
’ 4n B
M ~ P
£ n - \ -
Smalian VAM :,14 h_ij+(ﬁ—(+1j
: 2n B
Huber Aoy _ €n=2i-17
i+1,n - 8n4
Newton w- 2 - 1 -
it =2 3 o

4.4.2. Resultados de la aplicacién analitica del MCS a un neiloide con 5

segmentos

La geometria a considerar para un neiloide dividido en 5 segmentos, aplicando el MCS, se

muestra en la figura 4.4.2.

(215) K

[sH

159 H

[disH

Figura 4.4.2. Aplicacién del modelo conico segmentado
aun neiloide con 5 segmentos.
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Los parametros requeridos para la estimacion del volumen para 5 segmentos, se muestran en

la tabla 4.4.3.

Tabla 4.4.3. Valores dados a la ecuacion generatriz de un neiloide.

T

W B

s s

WD D

Ys =/AH’

Para el calculo analitico, resulta mas simple trabajar directamente con la ecuaciéon de cono

truncado correspondiente a cada segmento. Basta entonces, con sustituir los valores de Yy’

dados en la tabla 4.4.3, en la ecuacion [2.8].

Para el primer segmento, i=0, k=1, ¢l volumen esta dado por

1 H [ -

(8 (2)

}L\Ha

3 lr N3
i3] o (4] |
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2 (&) e

=0.1485027837AH *

Para el segundo segmento, i=1, k=2,

Vzlj/;CS—N — ;[

Ln‘I

J|1+SZ+JS§2:

3 3 ‘\‘ 3
[4]ﬂAH3+(3]ﬂAH3+,[34]ﬂAH3
5 5 \55
3 3 | 3
)+ (3]
5 \25

3 3 | 3
_ ! [4} + 3) +,[12} 7AH*
15[(s) (5) \25
=0.0707035837AH *
Para el tercer segmento, i=2, k=3,
A =;[|;| }'2 +S, +./S,S,

3 3 | 3
(3]3AH3+(2]HAH3+[32]3AH3
5 5 \55

T
w I

=0.0265050337AH *
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Para el cuarto segmento, i=3, k=4,

V4“,”5CS'N _ ;[': |3 +S, +«\;‘°‘S3S4 .

AL (2]
s G HEORENS
L BRBREI

=0.0063084944677AH *

Para el quinto segmento, i=4, k=5,

v = () A8 (52 o
) ) e

_ 1 §.008 +0 7AH*
15 -

=0.00053337AH*

El volumen total estimado, con 5 segmentos, para un neiloide mediante el MCS es,

MCS-N __ gy MCS-N MCS—N MCS—N MCS—N MCS-N
V5 = N5 + vz,s + \/3,5 + \/4’5 + Vs,s

= 0.252553193 7AH *



4.4.3. Resultados para un neiloide con 5 segmentos mediante el método exacto

Los célculos analiticos para un segmento de neiloide, se obtienen de manera simple realizando
una diferencia entre los volumenes de los dos neilodes completos asociados a cada extremo

del segmento de interés. Enseguida se resuelve el problema para 5 segmentos.

Para el primer segmento, i=0, k=1, ¢l volumen esta dado por

S,H S‘(:HJ
Vl,ESX_N: o't

4 4

en donde,

Por lo tanto,

. 4(4Y . |H
v 2{80_5[5] 50}4
~ 1—[4]4 S,H
5) | 4

—7AH *

= |-0.4096

4
=0.5904 A

=0.14767AH *

Para el segundo segmento, i=1, k=2,

81[4H] 52[3H]
. 5 5
VRN = -

en donde,
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Por lo tanto,

Para el tercer segmento, i=2, k=3,

en donde,

Por lo tanto,

(3e0) (e

|

4 4

4]4SOH [3]4SOH
4 5) 4
So

(:] _@] 4H

256 —81) 7AH*
625 4
4
0.28 A1
0.077AH *

2 [ ] ’ [ ]
- 5 5
V3|?5X N

4 4




(81-16)7AH*
625 4

7AH*

=0.104

=0.0267AH*

Para el cuarto segmento, i=3, k=4,

en donde,

Por lo tanto,

_(16-1\7AH*
L 625 4

4
—0.024™H

=0.0067AH *

Para el quinto segmento, i=4, k=5,

RHELEI S
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_[1]“;;AH4
5) 4
AAH*

=0.0016 ——
4

=0.00047AH *

El volumen total exacto del neiloide estimado con 5 segmentos es,

Ex-N __ g Ex-N Ex-N Ex-N Ex-N Ex-N
\Z = Y5 +\/2,5 +\/3,5 +\/4,5 +\/5,5 3

=0257AH"*

4.4.4. Resultados para un neiloide con 5 segmentos mediante la formula general

de Smalian

La formula general de Smalian para el segmento de un neiloide como funcion del nimero de

segmentos es,

[4.4.4]

v =2r1]4 k-i0r6-¢1

Para el célculo analitico, resulta més facil utilizar directamente la ecuaciéon Smalian para cada

segmento. A continuacion se muestran los resultados.
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Para el primer segmento, i=0, k=1, el volumen esta dado por

I 4y 1
VSN = 7rAH3+[5] xAH3]5H

3
. 4] INFRRAT
2l s

_5

! l+0512 7AH*
10 =

=0.15127AH *

Para el segundo segmento, i=1, k=2,
3 3
VA _1 [4] 7AH? +[3] 7AH? lH
’ 21\5 5 5
- sz 40216780 TH
2 S
- b.728 7AH ¢
10 -
=0.07287AH *

Para el tercer segmento, i=2, k=3,

3 3
ven =t [3] 7AH +[2] R |1 H
S 20s 5 5

- 216+ 0.0647AH° 1H
2 S

_ L b.28 7aH ¢
10"~

=0.0287AH *
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Para el cuarto segmento, =3, k=4,

3 3
ven =L (2] ?IAH3+[1} AH® | H
s Talls 5 5
= ! }os4+0.0087aH° T H
2 s

- ! por2zan-
10 -

=0.00727AH *
Para el quinto segmento, i=4, k=5,
3 3
VAR =l [1] 7AH> + 0} mAH lH
’ 21\ 5 5 5
- ! Joog+0mH® 1H
2 >

b §.008 7AH ¢
10 =

=0.00087AH *

El volumen total del neiloide, con 5 segmentos, estimado con el método de Smalian es,

S-N _ gy S-N S-N S—N S—N S-N
Vo = 15 +V2,5 +\/335 +V4,5 +\/5,5 _

=0.26 7AH *

4.4.5. Resultados para un neiloide con 5 segmentos mediante la formula general

de Huber

La férmula general de Huber para cada segmento, se muestra a continuacion
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[4.4.5].

v/ e _en-2i-1’
8n*

i+l,n

Para el célculo analitico, resulta mas facil utilizar directamente la ecuacion Huber para cada

segmento. A continuacion se muestran los resultados.

Para el primer segmento, i=0, k=1,

3
Vit = [9] AH* |1 H
’ 10 5

= §.720mmH° TH
—5

=0.14587AH*

Para el segundo segmento, i=1, k=2,

3
Vyi® ={[170] ﬁAH}};H

~ 3307 TH
5

=0.06867AH *

Para el tercer segmento, i=2, k=3,

3
V)5 ={[150] ?Z'AH3:|; H

= f2smans TH
—5

=0.0257AH *
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Para el cuarto segmento, i=3, k=4,

3
V4|,45_S =|:[130] EAH3:|; H

= '.027:rrAH T H
e}
=0.00547AH*

Para el quinto segmento, i=4, k=5,

Vi =[[110)7zAH3EH
- foormaH® 1H
s

=0.00027AH *
El volumen total de neiloide, con 5 segmentos, estimado con el método de Huber es,
H-N H-N H-N H-N H-N H-N
Vs =% * vz,s + \/3,5 + v4,5 + vs,s B

=0.2457AH *

4.4.6. Resultados para un neiloide con 5 segmentos mediante la formula general

de Newton

La formula general de Newton para cada segmento, es la siguiente

[4.4.6].

vite =2+ s
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Para el primer segmento, i=0, k=1,
Vit = i 0.1458 7AH* + ; ©.1512 7AH*

= €.0972 +0.0504 7AH*

=0.14767AH *

Para el segundo segmento, i=1, k=2,
Ve =§ ©.0686 7AH* +; ©.0728 7AH*

= €.045733333 +0.024266666 7AH *

=0.0699999997AH *

Para el tercer segmento, i=2, k=3,
YA =§ €.025 7AH* +; ©.028 7AH*

= ©.016666666 +0.0093333333 ZAH"*

=0.0259999997AH *

Para el cuarto segmento, i=3, k=4,
VN = i ©.0054 7AH* + ; ©.0072 7AH*

= €.0036 +0.0024 7AH*

=0.0067AH *
Para el quinto segmento, i=4, k=5,
VNN = i €.0002 7AH * + ; ©.0008 7AH*

=0.000133333 +0.000266666)7AH *

=0.0003999997AH *
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El volumen total de neiloide, con 5 segmentos, estimado con el método de Newton es,

Nw-N __ gy Nw—N Nw-N Nw-N Nw-N Nw-N
\Z = Y5 +\/2,5 +\/3,5 +\/4,5 +V 55 _

= 0.249999997 7AH *

En la tabla 4.4.4, se resumen los valores obtenidos para cada segmento y para cada método
utilizado. Del mismo modo fueron realizados los calculos para 10 segmentos; los cuales se

muestran de forma completa en el apéndice D.

Tabla 4.4.4. Volumen de cada segmento y volumen total de cada método de cubicacion segiin formulas generales

obtenidas para un neiloide con 5 segmentos, en unidades de 7AH ‘.

No. de VkiX " thgcs_N Vks,s_ " Vkljs_N Vk’,qsw -
Segnfntos (x7AH*) (x7AH*) | (AH*) | (xaAHY) (x7AH *)
1 0.1476 0.148502783 | 0.1512 | 0.1458 0.1476
2 0.07 0.070703583 | 0.0728 | 0.0686 | 0.069999999
3 0.026 0.026505033 |  0.028 0.025 | 0.025999999
4 0.006 0.006308494 | 0.0072 | 0.0054 0.006
5 0.0004 0.0005333 0.0008 | 0.0002 | 0.0003999999
Volumen
- 0.25 0.252553193 0.26 0245 | 0.249999997
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4.4.7. Estimaciéon del volumen de un neiloide con 10 segmentos utilizando los

diferentes métodos de cubicacion

Como en el caso anterior, para la aplicacion del modelo con 10 segmentos, se comienza por la
geometria que ilustra los segmentos con los cuales se obtendrd el volumen del solido de

revolucion, tal y como se observa en la figura 4.4.3.

Y A (1010 4
(91ay 1 g
(8/10) /:".
ol Ili
(B0 H A i i
{510} H it
{107 H it

{anm s
12107 H

(1710) 1

Figura 4.4.3. Aplicacion del modelo conico segmentado
a un neiloide con 10 segmentos.

En la tabla 4.4.5 se resumen los resultados obtenidos para el volumen total de un neiloide

mediante cada uno de los métodos de cubicacion estandar, considerando que | =1/10.
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Tabla 4.4.5. Volumen por segmento y por método de cubicacion para un neiloide con 10 segmentos.

Se:::ec:jos Vk',EIXO_ § Vk'tllI E):S - VkS,I_ON Vkl,-; 6 N Vk',\‘lm(;_ N

) (x7AH*) (x7AH*) (x7AH*Y) | (x7AH*) |  (x7AH*)
I 0.085975 |  0.086093832 | 0.08645 | 0.0857375 | 0.085974999
2 0.061625 |  0.061731341 0.06205 | 0.0614125 | 0.061624999
3 0.042375 |  0.042468854 | 0.04275 | 0.0421875 | 0.042375
+ 0.027625 | 0.02770637 0.02795 | 0.0274625 | 0.027624999
5 0.016775 |  0.016843892 | 0.01705 | 0.0166375 | 0.016774999
6 0.009225 | 0.00928142397 | 0.00945 | 0.0091125 | 0.009225
7 0.004375 | 0.004418973967 | 0.00455 | 0.0042875 | 0.004375
8 0.001625 | 0.001656564615 | 0.00175 | 0.0015625 | 0.001625
9 0.000375 | 0.0003942809042 | 0.00045 | 0.0003375 | 0.000375
10 0.000025 0.00003333 0.00005 0.0000125 0.000099996

Volumen Total 0.25 0.250628862 0.2525 0.2487495 0.250074992

obtuvieron los resultados que se muestran en la tabla 4.4.6.

Tabla 4.4.6. Volumenes totales obtenidos en Excel para cualquier n a partir de las formulas generales.

Numero de VnEx—N VnMCS—N VnS—N VnH -N Van—N
Segmentos
n (xmAH™) (xmAH™) (xAH ) (xAH™) (x7AH *)
5 0.25 0.252553229 0.26 0.245 0.25
10 0.25 0.25062887 0.2525 0.24875 0.25
20 0.25 0.25015653 0.250625 0.2496875 0.25
100 0.25 0.25000625 0.250025 0.2499875 0.25
500 0.25 0.25000025 0.250001 0.2499995 0.25

4.4.8. Resultados de los calculos obtenidos mediante la aplicaciéon del MCS a un

neiloide con 5, 10, 20, 100 y 500 segmentos respectivamente por medio de Excel

Con las formulas mostradas en la tabla 4.4.2, las cuales fueron introducidas en Excel, se
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4.4.9. Calculo analitico del limite cuando n »> w

Finalmente habiendo obtenido los resultados calculados para cualquier n a partir de las
formulas generales en Excel, se procedi6 a la realizacion del calculo analitico del limite
cuando Nn—oo para el volumen total de un neiloide. Dichos célculos se muestran a

continuacion:

La férmula general para el volumen de segmento, como funcion del numero n de segmentos,

estimado mediante el MCS, esta dada por la siguiente ecuacion

[4.4.7]
AV :3r114 i1+1:—|j+(\—|;’+ \/h+1:—|-_5(1—|3 %\H“
El volumen total esta dado por
MCS-N nz—l MCS-N
Vn o= Vi+ n -
i=0 b
Si se sustituye la ecuacion [4.4.7] en [4.4.8], el volumen total queda expresado como
[4.4.8]
\/ MCs-N _nfl 1 i]+1“~ P74 @ i ;h+1- i ¢ -3 ]\H4
. —%537]4 i —i_+-] i Q-1 m .
En la aproximacion de nimeros grandes, N>>1, se tiene que
[4.4.9]
MCS-N nYl‘ 1 I N3 A4
V|+1 Nyl = H37n4 I) EAH
i=0
n-1 1
= Z (n—1)°zAH*

I\
(=]
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n-1
=> 14—(n3 —3n%i+3ni’ +i’)7AH*
=n

{

El término, Y |i* , dado por (Stewart, 2002) como

i=1

—_
—_
—_

n-

! 3¢ 3o, | 3 4
1= ) 1+ )0 +n—42| )zzAH

i=0 n- i n" iz

o=

[4.4.10]

o _[n(n+1)]2
= L2 1

Sustituyendo [4.1.19], [4.2.14] y [4.4.10], en [4.4.9] y realizando el algebra correspondiente,
se obtiene la expresion

[4.4.11]

Ve 1[1— L L e
’ 4 n n

Finalmente, aplicando el limite matematico cuando n tiende a infinito en la expresion [4.4.11],

se encuentra que,

[4.4.12]

n—w Neseo i+1,n=>1 4

n AH *
\ MCSN y MCS-N _ 7
2

que no es otra cosa que el volumen exacto de un neiloide. De esta manera, queda probado que
la aproximacion mediante el MCS para un neiloide reproduce el volumen exacto en el limite

cuando el numero de segmentos tiende a infinito, como lo requieren los principios del célculo.
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4.4.10. Resumen de férmulas generales para un neiloide

En la tabla 4.4.7, se muestran las féormulas generales para estimar el volumen de segmento en

funcion de las variables i y n para un neiloide.

Tabla 4.4.7. Formulas generales obtenidas para cada método de cubicacion aplicado a un neiloide.

Método Formula (unidades 7AH *)
Exacto - 1 ki -
V_E N = - —1 +1 - ‘] =1
i+1,n 4n4 h — -
MCS ~ K+l
y Mos- :314 | EERELY SN TR W,
5 n - ‘ -
Smalian Viff?=*14 h—ij+(1—(+lj
T 2n B
Huber yron o en=2i-17
i+1,n 8n4
Newton
vt =( 2 o+ s
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5. ANALISIS Y CONCLUSIONES

Se ha llevado a cabo exitosamente la primera aplicacion formal del MCS a un sélido de
revolucion especifico como funcion del nimero de segmentos. La geometria elegida como
prueba fue una esfera de radio unitario. Los resultados correspondientes, que se presentan en
el capitulo 4.1, demuestran que el MCS cumple con los requisitos que exige el calculo a los
métodos de aproximacion de volumenes. Se realizaron célculos analiticos para 6 y 10
segmentos. Analizando el problema de manera general, se logré determinar la formula para
estimar el volumen de cualquier segmento como funcidon del numero de segmentos. Utilizando
dicha formula, mediante Excel, se estimaron los volimenes correspondientes a 6, 10, 12, 20,
100 y 500 segmentos. En los casos de 6 y 10 segmentos se reprodujeron exactamente los
mismos resultados que se habian obtenido previamente mediante célculos analiticos, lo que
sirvid como referencia para verificar la escritura correcta de la formula general en Excel. Se
observa claramente que conforme aumenta el numero de segmentos, el resultado estimado se
aproxima mejor al valor exacto del volumen. La fuente de error mas notoria del método se
origina porque en los segmentos extremos de la esfera el volumen se aproxima mediante
conos. Finalmente, a partir de la formula general para el volumen total como funcion del
numero de segmentos, se realizd analiticamente el calculo del volumen cuando dicho nimero
tiende a infinito, recuperandose el volumen exacto de la esfera de radio unitario, como lo
exige el calculo para cualquier método de aproximacion. Se anadi6 un ingrediente importante
al estudio anterior. Observando que los métodos estdndar de cubicacion, Smalian, Huber y
Newton, no son otra cosa que métodos particulares de aproximacion del calculo, como se
verifico en Alfaro-Trujillo (2008), también se aplicaron dichos métodos al caso de la esfera de
radio unitario como funcion del nimero de segmentos. Hasta donde se tiene conocimiento,
esta es la primera ocasion en que se considera tal aplicacion fuera del campo de las mediciones
forestales. Los resultados muestran que para esta geometria, el método de Newton proporciona
los valores exactos del volumen para cualquier nimero de segmentos. El método de Smalian
sub-estima el volumen mientras que el método de Huber lo sobre-estima. E1 MCS sub-estima

el volumen un poco mas que Smalian, hasta 20 segmentos. Considerando un redondeo hasta la
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segunda cifra decimal, de 100 segmentos en adelante, las diferencias entre métodos ya no son

apreciables.

El ejercicio de la esfera indica claramente la factibilidad de aplicacion del MCS a cualquier
solido de revolucion y muestra con detalle el método para llevarlo a cabo. De esta forma, se
estuvo ya en condiciones de realizar la primera aplicacion al campo de las mediciones
forestales. Se decidid6 por abordar una fase teorica inicial, eligiendo como solidos de
revolucion a los tipos dendrométricos clasicos, cilindro, paraboloide, cono y neiloide. De igual
forma al caso de la esfera, la aplicacion formal del MCS al caso de los tipos dendrométicos
clasicos como funcién del numero de segmentos fue llevada a cabo con éxito. Se obtuvieron
resultados analiticos para 5 y 10 segmentos. Se derivaron formulas generales para el volumen
de segmento como funcion del nimero de segmentos y mediante Excel se realizaron los
calculos para 5, 10, 20, 100 y 500 segmentos. Se calculé analiticamente el limite cuando el
nimero de segmentos tiende a infinito para cada geometria y se comprob6 en cada caso que el
MCS reproduce el volumen total exacto. También se realizaron los estudios correspondientes
aplicando los métodos de cubicacion estdndar a los tipos dendrométricos clasicos como
funciéon del numero de segmentos. Nuevamente, cabe sefalar aqui que no se tiene

conocimiento de que este tipo de estudios formales haya sido realizado previamente.

En la tabla 4.2.1, se resumen las formulas generales obtenidas para el volumen de segmento
como funciéon del numero de segmento y del nimero total de segmentos, para los tipos
dendrométricos cldsicos y para los métodos de cubicacion del MCS, Smalian, Huber y
Newton. Dichas formulas constituyen la base fundamental del calculo para llevar a cabo la

tarea que se propuso en el presente trabajo.
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5.1 Resumen de formulas generales para el volumen de segmento como funcion del numero de segmento y del niimero total de segmentos, para los métodos MCS, Smalian,
Huber y Newton.

\/ Met=Geo Paraboloide (unidades 7AH * Cono (unidades 7AH * Neiloide (unidades 7AH *
i+1,n
Met—P Met—C Met—N
V|+1,n Vi+1,n V|+l,n
\ ExP 2¢-1 -1 Ex-N 1 h =17 - ¢ -
V. Ex-Geo i+1,n - 2n2 G 1 - - 5 - i+1,n 4 +i-1_ - - I,..a
+1n Vi =33I+1J+‘+1l+'
~ ) -~ ' n - 1 |
_1 - ) — _&— - ~ 3 ) f ~ 3 )
MCS-Geo V_MCS‘P=2<] |14+ €1 -1 ViﬂCnSNZf i1+1)—|_+(]_|_,+‘5h"'l,—l_('_'_,
V. i+1,n P , 4 ‘
i+1,n 3n 3n
V.SC — 1 t & 2 VSN = 1 h*ij P 1‘*3_
. i+l,n én3 + ) +1 _ i+l,n T 2n4 DRl Ul vy
-Geo
Vi+1,n
1 .3
— Ex-P VH_C —_ 7Q|+1-‘2 H-N Qn_2|_l
H-Geo =V, i+1,n 3 V. = —
Visin L 4n - o 8n*
Nw-Geo Ex-C MCS-C Ex-N
Vi+1,n = vi+1,n = vi+1,n = vi+1,n
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Llevaria demasiado espacio analizar y discutir con detalle todos los resultados obtenidos para
los tipos dendrométricos clasicos. A continuacion, se hace un breve andlisis general que

intenta rescatar las caracteristicas mas sobresalientes que se observan en tales resultados.

Para el cilindro, todos los métodos, Smalian, Huber, Newton y MCS, proporcionan el volumen
exacto, de manera que los casos de mayor interés son paraboloide, cono y neiloide. Los

resultados para estas geometrias se presentan en las secciones 4.2, 4.3 y 4.4, respectivamente.

En el paraboloide, los métodos de Smalian, Huber y Newton son exactos, mientras que el
MCS sub-estima el volumen, pero es proximo al valor exacto incluso para un nimero pequeno,
5 y 10, de segmentos. Si al igual que en la esfera, se considera un redondeo en donde se
mantenga hasta la segunda cifra decimal, de 10 segmentos en adelante la diferencia entre el

volumen total estimado por el MCS y el valor exacto no es considerable.

Para el cono, el método de Newton y MCS, proporcionan el volumen total exacto, mientras
que el de Smalian lo sobre-estima y el de Huber lo sub-estima. De igual forma, hasta la
segunda cifra decimal, la diferencia entre ambos métodos, y con respecto al valor exacto, no es

considerable de 10 segmentos en adelante.

En el neiloide, el método de Newton proporciona el volumen exacto, el de Smalian sobre-
estima y el de Huber sub-estima el volumen, mientras que el MCS sobre-estima el volumen,
pero proporciona un valor intermedio muy proximo al valor exacto. A partir de 5 segmentos
en adelante el MCS coincide con el valor exacto al redondear hasta la segunda cifra decimal.
De 10 segmentos en adelante, hasta la misma cifra decimal, ya no hay diferencias apreciables

entre los valores de volumen proporcionados por los distintos métodos.

Si suponemos que las diferentes regiones de un tronco de arbol pueden modelarse
aproximadamente mediante los tipos dendrométricos clasicos como muestran las figuras 2.5 y
2.6, entonces, la mejor aproximacion al volumen real se obtendra con el método de Newton

para todas las geometrias involucradas y el problema estaria satisfactoriamente resuelto.
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Sin embargo, atin cuando el método de Newton proporcionaria las mejores estimaciones, en la
practica, no se utiliza porque los estudios de campo e inventarios involucran un gran numero
de mediciones. Requiere de un trabajo considerablemente mayor que los métodos de Smalian
y Huber. Se requiere medir los diametros en los extremos y en el centro, de cada segmento o
troza. De acuerdo con la ecuacion [2.9], el método de Newton equivale al uso simultaneo de

los métodos de Smalian y Huber.

Los métodos utilizados en la practica son Smalian y Huber. Una vez descartado el método de
Newton, la solucion inmediata seria elegir para cada region, de acuerdo a su geometria, el
mejor método. Sin embargo esta solucion tampoco es practica y se utiliza uno solo de ellos
para estimar el volumen total de un tronco por secciones. En general, se conoce que si uno
sobre-estima, el otro sub-estima el volumen. Lo anterior se puede determinar
cuantitativamente con detalle a partir de los resultados de este trabajo, al aplicar los métodos
de Smalian y Huber a los tipos dendrométricos cldsicos como funcion del numero de

segmentos.

En la literatura tradicional se menciona que al aumentar el nimero de secciones o segmentos
mejora la aproximacion al estimar un volumen, mediante cualquier método estandar de
cubicaciodn, pero no se realizan estudios para cuantificar dicha mejora ni se proponen criterios
para el seccionamiento. El presente trabajo resuelve con detalle este problema para el caso de
los tipos dendrométricos clésicos, como ejemplo, hasta 500 segmentos, pero se puede llevar a
cabo para cualquier nimero de ellos. Sin embargo, un niumero grande de seccionamientos esta
fuera de la realidad en el sector forestal, carece de interés practico y solo tiene un valor

académico.

Bajo la suposicion de que las diferentes regiones de un tronco de arbol pueden modelarse
aproximadamente mediante los tipos dendrométricos cléasicos, el andlisis de resultados en los
parrafos previos sugiere un primer criterio de seccionamiento. Considerando una division para
cada regién en 10 segmentos de igual longitud, se garantiza una precision hasta la segunda
cifra decimal, con respecto al valor exacto, cualquiera que sea el método utilizado. Sin

embargo, ello requiere todavia de un considerable nimero de seccionamientos.
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El interés real de cubicacion radica en el seccionamiento de un tronco en un nimero pequeiio
de segmentos. Se requiere entonces, de una soluciéon simple, de un Unico método que se
desempetie bien para todas las geometrias y es aqui donde adquiere sentido la propuesta de

MCS.

Los resultados de este trabajo indican que el MCS podria representar un método alternativo
intermedio. En la Unica geometria que el MCS presenta desventaja con respecto a Smalian y
Huber es en el paraboloide y no es tan apreciable alin para un nimero pequefio de segmentos.
Lo anterior es congruente con la referencia (Bruce, 1982) en donde se menciona que, en una
region de USA, oficialmente se cubica mediante la ecuacion de cono truncado para compensar
el error, ya que cualquiera de los otros métodos sobre-estima en unas zonas del tronco y sub-
estima en otras. Cabe mencionar que la referencia anterior se encontr6 en la fase final de este

trabajo de manera que no influenci6 el desarrollo del mismo y solo confirmo6 sus resultados.

En forma similar al caso de la semiesfera, el mayor error del MCS puede ocurrir en la
estimacion del volumen en la punta de un tronco debido a su aproximacién mediante un cono.
De acuerdo con las figuras 2.5-2.7, la punta de un tronco puede ser aproximadamente conica o
paraboloide. En general el error al utilizar el MCS seria pequefio. Por otro lado, aun cuando la
punta del tronco tuviera cualquier otra geometria, regularmente se trata de una zona del tronco

sin interés comercial.

Por lo tanto, el MCS apunta como un método conveniente de cubicacion para estimar el
volumen comercial de cualquier tronco de arbol, segmento o troza, en aplicaciones reales. Al
igual que el método de Smalian, solo involucra la medicion de los didmetros en los extremos
del segmento o troza de interés. El problema sobre si el MCS podria o no representar un
método general aceptable en mediciones forestales reales, se recomienda para futuras
investigaciones. El desempefio del MCS se podria comparar tanto con el de los métodos de
cubicacién estdndar como con los de otros métodos mas sofisticados, como son los que se

basan en ecuaciones de volumen, funciones de perfil y el de referencia, xylometria.
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En la referencia Cruz de Ledn y Cruz de Ledn (2006) se conjetura que MCS es aplicable a
cualquier tronco de arbol cuya geometria est¢ dada por un sélido de revolucion. En este
trabajo, se ha probado formalmente dicha conjetura para el caso concreto de los tipos

dendrométricos clasicos.

La consideracion de los didmetros dendrométricos definidos en las secciones 2.9 y 2.10, para
secciones transversales asimétricas y zonas irregulares a la altura del pecho, juega un papel
muy relevante. Si se toma en cuenta la definicion dichos didmetros medios para el caso en que
un tronco tiene una zona muy irregular exactamente a la altura del pecho, como se indica en la
seccion 2.10, y se extiende esa misma definicion para cualquier troza o segmento de tronco, la
aplicacion del MCS puede también extenderse a cualquier tronco de arbol, atin con geometrias

irregulares.

Tal generalizacion en la definicion de los didmetros dendrométricos permite una interpretacion
de la ecuacion de volumen de un cono truncado que no se habia identificado con anterioridad
y que se presenta aqui por vez primera. En la ecuacion de volumen de cono truncado, [2.8],

que queda en términos de las areas de las secciones transversales Sy S, correspondientes a los
diametros extremos d y d’, interviene también el término ~/SS'. Este término, no es otra cosa

que el 4rea de la seccion transversal correspondiente al didmetro medio geométrico -/dd'. La
ecuacion de cono truncado, queda entonces expresada como la suma de las areas de las
secciones transversales de los extremos y el drea media geométrica, divida entre tres y
multiplicada por la longitud del cono truncado. La suma de esas tres areas dividida entre tres,
representa el promedio aritmético de las areas de las secciones transversales extremas y el area
media geométrica. Con esto, el MCS cumple con la afirmacion de la referencia Avery y
Burkhart (2002), de que cualquier método de cubicacidon por secciones o segmentos puede
expresarse como el producto del area de una seccion transversal promedio y la longitud del

segmento o seccion.

La observacion del importante papel que desempefian los diametros dendrométricos
generalizados para el MCS en el transcurso de este trabajo, fue una de las causas principales

que motivaron y dieron lugar a un trabajo independiente de unificacion entre los métodos de
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aproximacion del céalculo y los métodos de cubicacion forestal (Alfaro-Trujillo, 2008), en
donde se extendid y se entendid su importancia para otros métodos. La referencia anterior, a

su vez, retroalimento a este trabajo.
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Apéndice A. Calculos de volumen en esfera, n=10

A.1. Resultados de la aplicacion analitica del MCS a una esfera de radio

unitario con 10 segmentos

Utilizando la misma secuencia matematica con la que se obtuvo el volumen total para una

esfera de radio unitario con 6 segmentos, aplicando el MCS, se calculd el volumen de la esfera

para 10 segmentos. En la figura A.1 se ilustra la manera en la que la esfera es seccionada en 10

partes.

5% Al

Figura A.1l. Corte transversal que muestra la aproximacion al volumen de una esfera
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de radio unitario con 10 segmentos mediante la aplicacion de MCS.

La formula general del MCS para cada segmento, en la semi-esfera con 5 segmentos, estd

dada por la ecuacion [4.1.7] con la cual, se obtuvieron los siguientes resultados:
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VMo = 7 140,96+ € 0.979795897 |
: 15
- 1”5 €96 +0.979795897

- % €.939795897

=0.615709412

v MesSE i’:_ §.96+0.84 + €.979795897 ©.916515139

- % €.8+0.897997772

- 1’% €.697997773

=0.565067332

VMes st _ 7 B ga 4 0.64+ €.916515139 €.8
: 15

_ 155 €48+0.733212111_

=7 ¢213212111°
15 -

= 0.46353406

V4|:/;CS—SE _ 155 '.64+0-36+ ().8:().6:
_7 €+048
15 )

=" ¢48”
15 -

=0.309970475
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v Mes-sE 1”5 b6+ 060"

-7 036
15 -

=0.075398223

Se suman los resultados del volumen de cada uno de los segmentos, posteriormente se
multiplica por 2, y se obtiene el volumen total estimado con el MCS para la esfera con 10

segmentos, el cual es:

V[ MOS-E  (\/ MOS-SE |\ MOS-SE |\ MCS-SE | \/ MCSSE_\/ MCS-SE )
= ¢."°°%F X2 =(2.029679503)x 2

=4.059359005

A.2. Resultados para una esfera de radio unitario con 10 segmentos

mediante el método exacto

La formula general del volumen exacto para 10 segmentos de semi-esfera, esta dada por la

ecuacion [4.1.11], con la que se obtienen los siguientes resultados.

ool 40)]
{1-30]

=0.61994095
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=l 0)]
AT

11
_3[5_3().0561

=0.569675467

V5 =7f][; _;:[ZHT _[ ﬂ}
ni HRE

_ ”[5 ; 0.1521

=0.469144502

=0.318348055
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=0.117286125

El volumen total exacto para la esfera es entonces,

vV EE = li_x—SE +\/2|,£5><—5E +V}|’55><—SE _+_V4I,55><—SE _+_V5I’ESX—SE) )
=(2.094395099) x 2
=4.188790198

A.3. Resultados para una esfera de radio unitario con 10 segmentos

mediante el método de Smalian

Para una esfera de radio unitario, con 10 segmentos, la formula para el volumen de segmento

como funcidn del numero de segmentos, para el método de Smalian, estd dada por la ecuacion

)

[4.1.24]. Los volumenes de segmento son los siguientes:

V155_SE = 7[{|:1 —[O] ]+|:1 -
: 2(5) 5

T -~ -=
= — .96
i ST

0+1
5

o -
=" €96
10 -

=0.61575216
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yoe a{{l[l)ﬂl[m)zﬂ
: 26 5 5
T -~ -~
-K)h96;+0844

Fia -
= 4q8
10‘ -

=0.565486677

sse_ (2 |, (2+1)
Vss ‘z(j{{l [5”{1 [ 5 )H
=%lm{}omj

¥/ -
=~ €48
10 -

=0.464955712

2 2
\/S*SE=L“ 1— 3] 1_[34'1]
s RHIEEE
T - -
_Ehij%A
7[ -
“10 ¢

=0.314159265
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sse_ @ (4 |, _(4+1)
s B ERSl
T -~ —-=
=10 P36 +0"

T -
=" @36
10 B

=0.113097335

El volumen total mediante el método de Smalian para la esfera con 10 segmentos, es

Vl?)_E = l,SS_SE +V28,5_SE +V3?5_SE +V4?5_SE +V5?5_SE ) X 2
=(2.073451149)x 2
=4.146902298

A.4. Resultados para una esfera de radio unitario con 10 segmentos
mediante el método de Huber

Para la obtencion de resultados para una esfera de radio unitario con 10 segmentos, mediante
el método de Huber, se utilizd la formula [4.1.27]. Dichos resultados se muestran a

continuacion.

H-SE
V1,5

(]3]
o
(

- )0.99j

N | —

/4
T
0

.622035345
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=0.571769863

=7

=TT

; 1}1_ 2€ 1Y
5 26

1 -
- =025
J1oas”

1)075:
5

=0.471238898

H-SE _
Vs =7

=7

[_L_ZQ}IZ
5 26

1 -
-~ |§-0.49
B

1)051“
< 3

=0.32044245
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[~ -~ 2
1Y, (2€¢%+1
Vs = 1—[ :‘jt] ]

1 -
- | 1-0.81
Hi-ost

=7 1)0.19“
s _

=0.11938052
El volumen total mediante el método de Huber para la esfera con 10 segmentos, es

H-E _ nyH-SE H-SE H-SE H-SE H-SE
Vg~ = 1.5 +\/2,5 +\/3,5 +V4,5 +V5,5 )x2

= (2.104867077)x 2
=4.209734154

A.S5. Resultados para una esfera de radio unitario con 10 segmentos

mediante el método de Newton

Para la obtencion de resultados para una esfera de radio unitario con 10 segmentos, mediante

el método de Newton, se utilizé la féormula [4.1.28]. Dichos resultados se muestran a

continuacion.

VI = [§)0.622035345 :+[;)().61575216i
= 0.41469023 + 0.20525072
=0.61994095

VSE = [§)0.571769863 p [;)0.565486677:
=0.381179908 +0.188495559
=0.569675467

127



VS = [§)0.471238898 > [;)0.464955712:

=0.314159265 + 0.154985237
=0.469144502

Ve - ( i ) 0.32044245 :+(;)().314159265:

=0.2136283+0.104719755
=0.318348055

Ve = @)0.1 1938052 (;]0.1 13097335

=0.079587013 +0.03769911
=0.117286124

El volumen total mediante el método de Newton para la esfera con 10 segmentos, es

VI(I;IW—E — 1’1\;W—SE +V2|’\|5W—SE +V3[\2N—SE +V4|’\15W—SE +V5[\15W—SE) % 2
— (2.094395098) x 2
=4.188790196.

En la tabla 4.1.6 se resumen los resultados para la esfera con 10 segmentos con todos los

métodos utilizados.

En la imagen de pantalla que se muestra en la figura A.2, se ilustra la forma en que se trabajo
mediante Excel. La columna A corresponde al niimero de segmento. El niimero total de
segmentos se determind manualmente. Y las columnas sucesivas corresponden a las férmulas
generales obtenidas en la seccion 4.1. En la columna B, se tiene la formula general del
volumen exacto (E. Exacto); en C, la del MCS (E. Conos); en D se incluye la razén entre las

dos anteriores; en E la de Smalian (VS), en F la de Huber (VH), y en G la de Newton (VN).
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@3 Archivo Edicion Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 2

DEHS SR VE $b@R-d ez i S ok -
K13 - Jid
A [ 8 [ € [ B T € [ F [ 6 [ ®H T 7T T T WK
|E Exacto |E Conos  |EC/EE VS \VH VM |
006282348 006281929 099993332) 006281929) 006282557 006282348
0.06277321| 0.06276902| 0.99993321| 0.06276902| 0.0627753| 0.06277321
006267268 006266848  0999933) 006266849 006267477 006267268
006252188 006251767 099993267 006251763| 006252398 006252188
0.06232082| 0.0623166| 0.99993224| 0.06231663| 0.06232292| 0.06232082
0.06206949 0.06206525 099993169 00620653 0.06207159) 0.06206949
0.0617679| 006176364 099993102 0.06176371| 006176999 0.0617679
0.06141604) 0.06141176) 099993023) 006141185 0.061415814| 006141604
| 0.06101392| 0.0610096 0.8999293| 0.06100973) 006101601 0.06101392
9| 0.06056153 006055718 0.99992824| 006055734 0.06056362| 006056153
10| 0.06005887 0.06005449| 099992704 006005459 006006097 006005887
11) 005950595 0.05950153) 099992568 005950176 005950805 005950595 | | I _|
12| 0.05890277) 0.0588983| 099992414 005889858 0.05890486) 005890277
13| 0.05824932) 0.0582448| 099992243 005824513 0.05825141) 005824932
14| 0.0575456) 005754103 099992082 005754141 0.05754769) 0.0575456
15) 005679162 0.05678698 09999184 005678743 005679371 005679162
16| 005598737 005598267 099991604 005598318 005598946 005598737
17| 0.05513286| 0.05512808 099991342 005512867 005513495 005513286
18| 0.05422808) 005422322 09999105 005422389 0.05423017| 005422808
19) 005327303 0.05326809, 099990726 005326885 005327513 005327303
20| 0.05226772| 0.05226269, 0.99990366 0.05226354| 0.05226982) 0.05226772
21| 005121215 0.05120701, 099989965 005120796 0.05121424) 005121215
22| 0.05010631| 005010106 0.99989517| 0.05010212] 0.0501084| 0.05010631
23| 00489502| 004894483 099959016 004894601 00489523 00489502
24| 0.04774383| 004773832 099988454 004773964 004774583 0.04774383
25| 004648719 0.04648153) 099987821 0046483 004648929 0.04648719
26/ 004518029 004517447 099967106 00451761 004516239) 004518029
27| 0.04382312| 0.04381712| 099986295 0.04381893) 004382522 0.04382312
28| 004241569 0.04240948) 099985371 00424115 004241778 004241569
29| 004095799 0.04095156, 099984311 00409538 0.04036009) 0.04095799
30) 003945003 0.03944335 099983088 003944584 003945212] 003945003
31) 00378918 003788485 099951668 003788761 003789389 00378918
32| 0.0362833| 0.03627605 099980007 003627911 0.0362854) 00362833
33] 0.03462454| 0.03461694 099978045 003462035 003462663 0.03462454
34| 0.03291551| 0.03290752) 099975705 0.03291132) 003291761 0.03291851

RQFlL 2gl ANMAERIT! N N144777 0 000709021 0 02148902 N NI14E£229] A N11E699!
W 4 » [\ Hojal £ Hoja2 % Hoja3 / Hoja4 £ Hojas } HuJaE»,r’ﬂ

0~ L R =

il )

Fig. A.2. Imagen de pantalla de la hoja de calculo de Excel, para una esfera de radio unitario con
100 segmentos.

En la tablas A.1, A.2 y A.3, se muestran calculos realizados mediante Excel para una
semiesfera con 6, 10 y 50 segmentos, o bien, para una esfera con 12, 20 y 100 segmentos,
respectivamente. Por motivos de espacio, no se presentan en este trabajo los resultados por
segmento para el caso de 500 segmentos para ninguna de las geometrias en estudio. Por
uniformidad, se mantiene la notacion simple de la hoja de Excel mostrada en la figura A.2,

excepto que se cambia E. Conos por MCS y E. Exacto simplemente por Exacto.
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Tabla A.1. Resultados para volumen de segmento y volumen total obtenidos mediante Excel para una
semi-esfera con 6 segmentos, o bien, una esfera con 12 segmentos.

Segmento

Exacto

MCS

MCS/Exacto

VS

VH

VN

0.51875064

0.9953271

0.51632657

0.51996267

0.51875064

0.48966182

0.48707486

0.99471684

0.48723775

0.49087385

0.48966182

0.43148418

0.42854561

0.99318963

0.42906011

0.43269621

0.43148418

0.34421771

0.34052295

0.9892662

0.34179365

0.34542975

0.34421771

0.22786243

0.22220173

0.97515738

0.22543836

0.22907446

0.22786243

g |WIN [~ |O

0.08241833

0.0533295

0.64705882

0.07999426

0.08363036

0.08241833

Sumatoria

2.0943951

1.53167465

2.07985069

2.10166731

2.0943951

Sumatoria
X2

4.1887902

3.0633493

4.15970138

4.20333462

4.1887902

Tabla A.2. Resultados para volumen de segmento y volumen total obtenidos mediante Excel para una
semi-esfera con 10 segmentos, o bien, una esfera con 20 segmentos.

Segmento

Exacto

MCS

MCS/Exacto

VS

VH

VN

0.313112068

0.312587153

0.99832356

0.31258847

0.31337387

0.31311207

0.306828883

0.3062932

0.99825413

0.30630528

0.30709068

0.30682888

0.294262512

0.293703907

0.99810168

0.29373891

0.29452431

0.29426251

0.275412956

0.274816024

0.99783259

0.27488936

0.27567476

0.27541296

0.250280215

0.249623139

0.99737464

0.24975662

0.25054201

0.25028021

0.218864288

0.218112434

0.99656475

0.21834069

0.21912609

0.21886429

0.181165176

0.180255609

0.99497935

0.18064158

0.18142698

0.18116518

0.137182879

0.135977105

0.99121046

0.13665928

0.13744468

0.13718288

0.086917397

0.084983635

0.97775173

0.0863938

0.0871792

0.0869174

OO INO|O |~ |WIN(=O

0.030368729

0.019896753

0.65517241

0.02984513

0.03063053

0.03036873

Sumatoria

2.094395102

2.076248961

2.08915911

2.0970131

2.0943951

Sumatoria
x2

4.188790205

4.152497922

4.17831823

4.19402619

4.1887902
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Tabla A.3. Resultados para volumen de segmento y volumen total obtenidos mediante Excel para
una semi-esfera con 50 segmentos, o bien, una esfera con 100 segmentos.

Segmento

Exacto

MCS

MCS/Exacto

Smalian

Huber

Newton

0.06282348

0.06281929

0.99993332

0.06281929

0.06282557

0.06282348

0.06277321

0.06276902

0.99993321

0.06276902

0.0627753

0.06277321

0.06267268

0.06266848

0.999933

0.06266849

0.06267477

0.06267268

0.06252188

0.06251767

0.99993267

0.06251769

0.06252398

0.06252188

0.06232082

0.0623166

0.99993224

0.06231663

0.06232292

0.06232082

0.06206949

0.06206525

0.99993169

0.0620653

0.06207159

0.06206949

0.0617679

0.06176364

0.99993102

0.06176371

0.06176999

0.0617679

0.06141604

0.06141176

0.99993023

0.06141185

0.06141814

0.06141604

0.06101392

0.0610096

0.9999293

0.06100973

0.06101601

0.06101392

OO|IN[D|O || WIN[=|O

0.06056153

0.06055718

0.99992824

0.06055734

0.06056362

0.06056153

10

0.06005887

0.06005449

0.99992704

0.06005469

0.06006097

0.06005887

11

0.05950595

0.05950153

0.99992568

0.05950176

0.05950805

0.05950595

12

0.05890277

0.0588983

0.99992414

0.05889858

0.05890486

0.05890277

13

0.05824932

0.0582448

0.99992243

0.05824513

0.05825141

0.05824932

14

0.0575456

0.05754103

0.99992052

0.05754141

0.05754769

0.0575456

15

0.05679162

0.05678698

0.9999184

0.05678743

0.05679371

0.05679162

16

0.05598737

0.05598267

0.99991604

0.05598318

0.05598946

0.05598737

17

0.05513286

0.05512808

0.99991342

0.05512867

0.05513495

0.05513286

18

0.05422808

0.05422322

0.9999105

0.05422389

0.05423017

0.05422808

19

0.05327303

0.05326809

0.99990726

0.05326885

0.05327513

0.05327303

20

0.05226772

0.05226269

0.99990366

0.05226354

0.05226982

0.05226772

21

0.05121215

0.05120701

0.99989965

0.05120796

0.05121424

0.05121215

22

0.05010631

0.05010106

0.99989517

0.05010212

0.0501084

0.05010631

23

0.0489502

0.04894483

0.99989016

0.04894601

0.0489523

0.0489502

24

0.04774383

0.04773832

0.99988454

0.04773964

0.04774593

0.04774383

25

0.04648719

0.04648153

0.99987821

0.046483

0.04648929

0.04648719

26

0.04518029

0.04517447

0.99987106

0.0451761

0.04518239

0.04518029

27

0.04382312

0.04381712

0.99986295

0.04381893

0.04382522

0.04382312

28

0.04241569

0.04240948

0.99985371

0.0424115

0.04241778

0.04241569

29

0.04095799

0.04095156

0.99984311

0.0409538

0.04096009

0.04095799

30

0.03945003

0.03944335

0.99983088

0.03944584

0.03945212

0.03945003

31

0.0378918

0.03788485

0.99981668

0.03788761

0.03789389

0.0378918

32

0.0362833

0.03627605

0.99980007

0.03627911

0.0362854

0.0362833

33

0.03462454

0.03461694

0.99978045

0.03462035

0.03462663

0.03462454

34

0.03291551

0.03290752

0.99975705

0.03291132

0.03291761

0.03291551

35

0.03115622

0.03114777

0.99972883

0.03115203

0.03115832

0.03115622

36

0.02934666

0.02933769

0.99969435

0.02934248

0.02934876

0.02934666

37

0.02748684

0.02747726

0.99965157

0.02748265

0.02748894

0.02748684

38

0.02557675

0.02556646

0.99959756

0.02557256

0.02557885

0.02557675

39

0.0236164

0.02360525

0.99952794

0.02361221

0.02361849

0.0236164

40

0.02160578

0.02159359

0.99943594

0.02160159

0.02160787

0.02160578

41

0.0195449

0.01953142

0.99931061

0.01954071

0.01954699

0.0195449

42

0.01743374

0.01741864

0.99913335

0.01742956

0.01743584

0.01743374

43

0.01527233

0.01525508

0.99887032

0.01526814

0.01527442

0.01527233

44

0.01306065

0.01304046

0.9984545

0.01305646

0.01306274

0.01306065

45

0.0107987

0.01077426

0.99773711

0.01079451

0.0108008

0.0107987

46

0.00848649

0.00845534

0.99632904

0.0084823

0.00848858

0.00848649

47

0.00612401

0.00608063

0.9929167

0.00611982

0.00612611

0.00612401

48

0.00371127

0.00363837

0.9803572

0.00370708

0.00371336

0.00371127

49

0.00124826

0.00082938

0.66442953

0.00124407

0.00125035

0.00124826

Sumatoria

2.0943951

2.09349607

2.09418566

2.09449982

2.0943951

Sumatoriax2

4.1887902

4.18699215

4.18837133

4.18899964

4.1887902

La notacion simple utilizada en las tablas A.1-A.3, se utilizara también en los apéndices restantes.
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Apéndice B. Calculos de volumen paraboloide, n=10

B.1. Calculo analitico de la aplicacion del MCS a un paraboloide con 10

segmentos

En la figura B.1, se ilustra un paraboloide dividido en 10 segmentos.

Figura B.1. Aplicacion del modelo conico segmentado
a un paraboloide con 5 segmentos.

Calculando el volumen de cada uno de los segmentos y sumandolos, se obtendra el volumen

total del paraboloide aplicando el MCS; segun la formula [4.2.2]. Los resultados son:
s 1(H el
Vl"\lﬂgs P = 3[10J ‘0 + Sl +~‘\§Sosl )

= 1[ H][MAH e ;{ 9AH]+ AHAH[ ° AH )]
3010 10 10

_ 110, 907
3010 10

=0.094956109 €AH>
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_ I({H )
Vzlilgs "= 3[10) il +5, + \/SISZ -

(A oo ) (2 S)

1117 \/72 2"
e

" 30 10 -

= 0.084950937 €AH>

o 1(H T
VMo 3(10) b+s,+ 5.5,

S P N ]

1 {15+«,§} IS

~ 30|10

=0.074944382 €AH>

_ 1{H B
Vﬂgs P = 3[10J ‘3 +3, +‘\/S3S4 -

(o o)) (G em]

| [13 N @} PINTES

~30/10 10 -

=0.064935802 @AH>
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e _1(H S8,
Viie = 3[10) ‘4 S5 5455

Sl (o))

1 11+»@] PIIES

- 30[10 10

=0.054924085 €AH>

o 1(H -
yMese 3[1()) b.+s.+ /ss,

_ ;[;')][yr[lsoAH)+z[;:) AH 4 (23|t an H

1 |:9 +/ﬁ} ¢AH>

“30/10 10 -

=0.044907119 €AH>

3

S (I ER I ) N e ]

17 12 )"
[ +10}‘AHf

~ 30|10

V7'jlll(o:s_P = ’1 [1|‘(|)J '6 + S7 + ’\58687

=0.034880338 €AH>
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=;£;J[x£foAHJ+ {3

= 1|:5+‘%} AH?

30({10 10 -

=0.024831632 €AH>

Vs P = 1[1'_:)) '8 +S, +./SS,

S E P Fe N S )

= 1[3 +“E} H

30110 10 -

=0.014714045 €AH*

_ 1(H
v =10,

(A%

L;fz'AH 2

300
=0.0033333 €AH>

El volumen total de paraboloide estimado con el MCS, para 10 segmentos es,

MCS-P __ MCS-P MCS-P MCS-P MCS-P MCS-P
\% - 1,10 V210 V310 V410 V510 +
MCS-P MCS-P MCS-P MCS-P MCS-P
V6 10 + v7,10 + vS,lO + v9710 + le,lO )

=0.497377779 7AH *
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B.2. Calculo analitico completo mediante el método exacto para un

paraboloide con 10 segmentos

La formula general de volumen exacto para cada segmento, esta dada por la féormula [4.2.7].

Los resultados son:

S, +S
Vl,Elf)_Pz 02 l(lloH]

aH a0 aH || L H
i 10 10

RN Y
2110 10

19 o
=|-—xm |QH
[200 ]‘\ -

=0.0957AH >

S, +S, [IH]
2 10

Ex-P __
V2,10 -

1

=l 7 2AH + 7 iAH —H
10 10 10

_1[17

2110

(17
200

1

:rrAH:|H

10

71'] ¢H>

=0.085 7AH’
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2 10

T iAH + 7 lAH iH
| \10 10 10

! lé;rrAH 1H
2 [ 10 10

2[200 ]

=0.075 7AH?

VP = +S3[1H]

N | —
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2 10

T 3AH + 7 LAH iH
| \10 10 10

B RN Y
2110 10

; 71'] ¢H>

2[200 -
0

Vg =S [ lH]

N | —

015 7AH?

o S, (H
Vlg,lop = 29[10]
1 (AH] H
= |l — —_—
2 10 10
1

= 7AH?
200

=0.005 7AH

El volumen total exacto para el paraboloide es,

Ex-P __ Ex-P Ex-P Ex-P Ex-P Ex-P
VlO - 1,10 +V2,10 +V3,10 +V4,10 +V5,10 +
Ex-P Ex-P Ex-P Ex-P Ex-P
V6,10 + v7,10 + v&lo + v9,10 + Vlo,lo )

=057AH"?.

En la tabla 4.2.3, se resumen los resultados de los volumenes por segmento y totales, para el

método exacto y el MCS.
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En la figura B.2, se muestra la forma en que se trabajo en una hoja de Excel. La columna A
corresponde al numero de segmento. El nimero total de segmentos se determina
manualmente. La columna B, corresponde a la formula general del volumen exacto, y C, a la
del MCS. Como ya se menciond, los calculos para los métodos estdndar de cubicacion son los
mismos resultados que los obtenidos por la férmula del volumen exacto. En la columna D (se

repite en E por error) se muestra la razon de los resultados entre el MCS y el volumen exacto.

&' Microsoft Excel - Paraboloides completos

BH mrchivo  Edicén  Ver Insertr Formato  Heramientas Datos  Veptana 2

DEEHGGRITHISBBA-F 90 B E 21| @G s -@fim cw . NEs|E==HES
B40 - A =(2*(500-A40)-1)/(24500:2))

A e ¢ [ b | E ] F [ 6 [ H T ¥ || L [ ™M [ w T
1 |Segmentos [P.Exacto  |P. Canos PC/PE FG =PC/PE a
20 1] 00019398 0001898 099999983 098999983 =
Lok | 1 0.001994 0.001994| 0.99999983 0.99999983

4 2 000193 0.00199| 099999983 099399983

5 | &) 0.001986 0.001986| 0.99999983 0.99999983
(6| 4 0.001982 0.001982| 099999983 099999383
B 5 0.001978 0.001978| 0.99999983 0.99999983

8| 6 0.001974 0.001974| 099999983 099999983

) 7 0.00197 0.00197| 0.99999983| 0.99999983
10| ] 0.001966 0.001965 099999983 098999983
Lozt 9 0.001962 0.001962| 0.99999983 0.99999983

12| 10 0.001958 0.001958| 099999983 099999983

13 1" 0.001954 0.001954| 0.99999983 0.99999983
14| 12 000195 000195/ 099999982 099999982
EC 13 0.001946 0.001946| 0.99999982 0.99999982

16 14 0.001942 0.001942) 099999982 099999382

17 15 0001938 0001938 099999982 099999952
|18 | 16 0001934 0.001934| 099999982 099999382
19 17 000193 000193 099999982 0999999382

20| 18 0.001926 0.001926| 099999982 099999982

21 19 0001922 0001922 099999982 099999952
22| 20 0.001918 0.001918| 099999982 099999382
23| 21 0001914 0001914 099939952 099999982

24| 22 0.00191 0.00191| 0.99999962| 0.99999982

25 23 0001906 0001906 099999952 099999382
26 | 24 0.001902 0.001902| 0.99999982 0.99999982
L2l 25 0001338 0001898 099999981 099999981

28| 26 0.001894 0.001894| 0.99999951 0.99999981

29| 27 0.00189 0.00189] 099999981 099999981
30| 28 0.001886 0.001886  0.99999981 0.99999981
B 29 0001882 0001882 099999981 099999981

32| 30 0.001878 0.001878  0.99999981 0.99999981

33 3 0001874 0001574 099999961 099999981

(34| 32 0.00187 0.00187| 0.99999981 0.99999981

35 | 33 0001366 0001866 099999981 099999981

36| 34 0.001862 0.001862 0.99999951 0.99999981 I
e o L el | o 3 et ymogas ) 1< | Bl

Listo MarUs

'y Inicio T} Apéndice B paraboloi... & Parsboloide 1 Microsoft Excel -Para..

Fig. B.2. Muestra de la hoja de célculo, para el caso de un paraboloide con 100 segmentos.

En las tablas B.l1 y B.2, se muestran los calculos obtenidos mediante Excel para un
paraboloide con 20 y 100 segmentos, respectivamente. Se mantiene la notacion simple del

apéndice A.
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Tabla B.1. Resultados para volumen de segmento y volumen total
obtenidos mediante Excel para un paraboloide con 20 segmentos.

Segmentos Exacto MCS MCS/Exacto
0 0.04875 |0.04874466 | 0.9998904
1 0.04625 |0.04624437 | 0.99987823
2 0.04375 ]0.04374405 | 0.99986392
3 0.04125 |0.04124369 | 0.99984692
4 0.03875 |0.03874328 | 0.99982652
5 0.03625 |0.03624281 | 0.99980176
6 0.03375 |0.03374228 | 0.9997713
7 0.03125 ]0.03124166 | 0.99973323
8 0.02875 |0.02874094 | 0.99968479
9 0.02625 |0.02624007 | 0.99962186
10 0.02375 |0.02373903 | 0.999538
11 0.02125 ]0.02123773 | 0.9994228
12 0.01875 0.0187361 | 0.99925843
13 0.01625 |0.01623395 | 0.99901234
14 0.01375 [0.01373102 | 0.99861973
15 0.01125 ]0.01122678| 0.997936
16 0.00875 |0.00872008 | 0.99658111
17 0.00625 |0.00620791 | 0.9932653
18 0.00375 |0.00367851 | 0.98093635
19 0.00125 |0.00083333 | 0.66666667

Sumatoria 0.5 0.49927225

Tabla B.2. Resultados para volumen de segmento y volumen total
obtenidos mediante Excel para un paraboloide con 100 segmentos.

Segmentos Exacto MCS MCS/Exacto
0 0.00995 | 0.00994996 0.99999579
1 0.00985 | 0.00984996 0.99999571
2 0.00975 | 0.00974996 0.99999562
3 0.00965 | 0.00964996 0.99999553
4 0.00955 | 0.00954996 0.99999543
5 0.00945 |  0.00944996 0.99999533
6 0.00935 | 0.00934996 0.99999523
7 0.00925 | 0.00924995 0.99999513
8 0.00915 | 0.00914995 0.99999502
9 0.00905 | 0.00904995 0.99999491
10 0.00895 | 0.00894995 0.9999948
11 0.00885 | 0.00884995 0.99999468
12 0.00875 | 0.00874995 0.99999456
13 0.00865 | 0.00864995 0.99999443
14 0.00855 | 0.00854995 0.9999943
15 0.00845 | 0.00844995 0.99999416
16 0.00835 | 0.00834995 0.99999402
17 0.00825 | 0.00824995 0.99999388
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18 0.00815 0.00814995 0.99999373
19 0.00805 0.00804995 0.99999357
20 0.00795 0.00794995 0.99999341
21 0.00785 0.00784995 0.99999324
22 0.00775 0.00774995 0.99999306
23 0.00765 0.00764995 0.99999288
24 0.00755 0.00754994 0.99999269
25 0.00745 0.00744994 0.99999249
26 0.00735 0.00734994 0.99999229
27 0.00725 0.00724994 0.99999207
28 0.00715 0.00714994 0.99999185
29 0.00705 0.00704994 0.99999162
30 0.00695 0.00694994 0.99999137
31 0.00685 0.00684994 0.99999112
32 0.00675 0.00674994 0.99999085
33 0.00665 0.00664994 0.99999058
34 0.00655 0.00654994 0.99999029
35 0.00645 0.00644994 0.99998998
36 0.00635 0.00634993 0.99998967
37 0.00625 0.00624993 0.99998933
38 0.00615 0.00614993 0.99998898
39 0.00605 0.00604993 0.99998862
40 0.00595 0.00594993 0.99998823
41 0.00585 0.00584993 0.99998782
42 0.00575 0.00574993 0.9999874
43 0.00565 0.00564993 0.99998695
44 0.00555 0.00554992 0.99998647
45 0.00545 0.00544992 0.99998597
46 0.00535 0.00534992 0.99998544
47 0.00525 0.00524992 0.99998488
48 0.00515 0.00514992 0.99998429
49 0.00505 0.00504992 0.99998366
50 0.00495 0.00494992 0.99998299
51 0.00485 0.00484991 0.99998229
52 0.00475 0.00474991 0.99998153
53 0.00465 0.00464991 0.99998073
54 0.00455 0.00454991 0.99997987
55 0.00445 0.00444991 0.99997896
56 0.00435 0.0043499 0.99997798
57 0.00425 0.0042499 0.99997693
58 0.00415 0.0041499 0.99997581
59 0.00405 0.0040499 0.9999746
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60 0.00395 | 0.00394989 0.99997329
61 0.00385 | 0.00384989 0.99997189
62 0.00375 | 0.00374989 0.99997037
63 0.00365 | 0.00364989 0.99996872
64 0.00355 |  0.00354988 0.99996694
65 0.00345 | 0.00344988 0.99996499
66 0.00335 | 0.00334988 0.99996287
67 0.00325 | 0.00324987 0.99996055
68 0.00315 | 0.00314987 0.99995801
69 0.00305 | 0.00304986 0.99995521
70 0.00295 | 0.00294986 0.99995212
71 0.00285 | 0.00284985 0.9999487
72 0.00275 | 0.00274985 0.9999449
73 0.00265 | 0.00264984 0.99994066
74 0.00255 | 0.00254984 0.99993592
75 0.00245 | 0.00244983 0.99993058
76 0.00235 | 0.00234982 0.99992454
77 0.00225 | 0.00224981 0.99991769
78 0.00215| 0.00214981 0.99990985
79 0.00205 0.0020498 0.99990084
80 0.00195 | 0.00194979 0.9998904
81 0.00185 | 0.00184977 0.99987823
82 0.00175| 0.00174976 0.99986392
83 0.00165 | 0.00164975 0.99984692
84 0.00155 | 0.00154973 0.99982652
85 0.00145| 0.00144971 0.99980176
86 0.00135 | 0.00134969 0.9997713
87 0.00125 | 0.00124967 0.99973323
88 0.00115| 0.00114964 0.99968479
89 0.00105 0.0010496 0.99962186
90 0.00095 |  0.00094956 0.999538
91 0.00085 | 0.00084951 0.9994228
92 0.00075 | 0.00074944 0.99925843
93 0.00065 | 0.00064936 0.99901234
94 0.00055 | 0.00054924 0.99861973
95 0.00045 | 0.00044907 0.997936
96 0.00035 0.0003488 0.99658111
97 0.00025 | 0.00024832 0.9932653
98 0.00015 | 0.00014714 0.98093635
99 0.00005 3.3333E-05 0.66666667
Sumatoria 0.5 0.49996418
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Apéndice C. Calculos de volumen en cono, N=10

C.1. Resultados de la aplicacion analitica del MCS a un cono con 10

segmentos

En la figura C.1, Se ilustra un cono dividido en 10 segmentos.

SIS

Figura C.1. Aplicacién del modelo conico segmentado
aun cono de 10 segmentos.

El calculo analitico de volumen con el MCS para cada segmento, se realiza de manera mas
simple, utilizando directamente la ecuacion de cono truncado correspondiente. Los resultados

para un cono con 10 segmentos son:
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s {s r[5ses J(IIOHJ

1 2 g“‘ 2 9 2 ) 9 : 2 1
= |7AH?+ 7AH’z| = | AH® +7| ~ | AH?| H
3 \ 10 10 10

2
= L 1+[9j+[9] 7[AH3
30 10 10

=0.0903333337AH°

\ Mcs-c ={Sl +./5,S, +5S, J(l ]
2,10 3 10

<L e o) e oo )
afl] o) (] o

_[081+072+064

30
=0.0723333337AH"°

T

]mAH ’

V3’,VIIOCS—C _ {Sz + \S§53 +3S, J( 110 H ]

=S oo e e i)
“soln) oL} o)

(064+056+049

30
=0.0563333337AH"

}rAH ’
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e A
i[[ ) ”[170] e }A“Z*”[ST““”]UO“]
ol )

B [0.49 +0.42+0.36
30

=0.0423333337AH"°

]MH ’

2 2
R o
30(\10 10 A10 10
_(0.36+0.3+0.25

30
=0.0303333337AH"°

]ﬂAH ’

2 2
ST
30(\ 10 10A10) (10
=(O.25+0.2+0.16]ﬂAH3

30
=0.0203333337AH"°
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I
—

a5
il[ ]A“” ”m AR ”[ JA“””[BOIAW]&IO“]
) (o) o

_[0.16+O.12+0.09
30

=0.0123333337AH°

Vx?c={87+\2sg+%JtzH]
2 | 2 2 2
_1 7:[3] AH2+AH[3} AHZ.}T[z} AH? +ﬁ[2] AH? [IH]
3 10 | \10 10 10 10
2 2
= sollio) (oo lio) [
30(|\10 10 A 10 10

~ (0.09 +0.06 +0.04
30

=0.0063333337AH°

S +./SS, +S
W%mz{g £, 9I$H]

S i) e e )
“soln) oL o)

_ (0.04 + 03.'(())2 +0.01 ]ﬂAH .

=0.0023333337AH°

]MH ’

]ﬂAH ’
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s {S ST ][110 )

2 2 2 2

LY R VLS L NP B RN (LR IYTEY T

31 ™10 "o 10 10 10
2 2

- 30/(1o) Lo Lio)* o) 2

30{L10) "LioA10) " L10

0.01

=[30 ]"AH}

=0.0003333337AH°

El volumen total del cono, calculado con el MCS, es

2,10 3,10 4,10 5,10

+V MCS-C +V MCS-C +V MCS-C +V MCS-C +V MCS-C

MCS-C MCS-C MCS-C MCS-C MCS-C
ves-c | Vi +V +V +V +V
Vio =
6,10 7,10 8,10 9,10 10,10

=0.333333327 7AH°

C.2. Resultados para un cono con 10 segmentos mediante el método de

Smalian

Para el célculo analitico, resulta més facil utilizar directamente la ecuacién Smalian para cada

segmento. A continuacion se muestran los resultados
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V],Sl(_)C = ’SO+S] [1 H]
2 10
1 9 1
= |7AH* + 7] - AH?® || - H
2 10 10
2
= Mas[ 2 Jeane
20 10

=0.09057AH*

HOEGI

=0.07257AH "

2 2
20(\10 10

=0.05657AH"
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2 2
= 1 (7 +[6] 7I'AH3
20(\10 10

=0.04257AH°

- S,+S 1
V;loc =[ 42 SJ(IOH]
2 2
&) w2 ] L)
2 10 10 10
2 2
=71 76 N 75 AH
2014110 10

=0.03057AH°

- S, +S 1
V:loC:[ 52 GJ(IOH]
2 2
=17r5 AH2+7r4 INTEY LY
2 10 10 10
2 2
o) *(ia) [
20110 10

=0.02057AH*

150



_ S +S 1
V7?10C =[ 62 7)[10H)
2 3 )
10

L[4
20110

_ S, +S
Vgiocz[ 72 8

1| (3
= \al —
2{[w

1| (4
= 7z' _
2{[m

J () e

=0.01257AH"

L
")

2
AH2+ﬁ[2

_1[3
20{\10

=0.00657AH "’

-olla)

A weef)
+(11(>H”AH3

=0.00257AH"

o)
(] o

L
10

L
10

d

|

»

10
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S, +./S,S,, +S 1
VS—C= 9 . 9%10 10 [H)
10,10 { 3 JIO
2 2
=—1 Jr[lj AH2+7r[0] AH? (1 H]
2 10 10 10
2 2
[l o
20|\ 10 10

=0.00057AH*

El volumen total del cono, estimado mediante el método de Smalian con 10 segmentos es,

S-C __ g s-C S-C S-C s-C s-C s-C s-C S-C s-C s-C
VlO =% T Vz,lo + v3,10 + v4,10 + VS,IO + Va,lo + V7,10 + vx,m + v9,10 + v1o,10 _
=0.3357AH"

C.3. Resultados para un cono con 10 segmentos mediante el método de

Huber

Para el célculo analitico, resulta mas facil utilizar directamente la ecuacion Huber para cada

segmento. A continuacion se muestran los resultados

2
Vi =x 19] AH? | H]
’ 20 10
2
~(an) 1o
20) \10

=0.090257AH*
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2
VAR (17] AH? (IH]
* 20 10
2
~(0) o
20) (10

=0.072257AH"

(o) (o

=0.056257AH "

2
) 13] 1 J”AW
20) (10
=0.042257AH
2
Vi =7 [“] AH? (IH]
| 20 10
2
(o)
20) (10

=0.030257AH°

=0.020257AH°
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2
Vi =7 ( ’ ] AH’ (IH}
’ 20 10
2
(o) [l
20) \10

=0.012257AH "

=0.006257AH "’

Hec 3V 42 1
VHC=al| | AH? |- H
: 20 10
2
= 3] 1 JXAHS

20) (10

=0.002257AH

1Y 1
Ve =7 AH? H
1010 (20] ](10 ]

2
= 1] 1]7IAH 3
20 ) \ 10

=0.000257AH

El volumen total del cono, estimado mediante el método de Huber, con 10 segmentos, es,

H-C H-C H-C H-C H-C

VHC = Viio +Vaio +Vio +Vie +Vso
o= H-C H-C H-C H-C H-C
+Veio Voo Vs Voo +Vig

=0.3325 7AH°
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C.4. Resultados para un cono con 10 segmentos mediante el método de

Newton

Con la formula general de Newton [4.3.5] se obtuvieron los siguientes resultados para cada

segmentos uno de los segmentos.

AR [§)0.09025 JAH® +[;)0.0905 JAH®

=0.0903333337AH"°

Ve = [i)o.onzs ZAH? +(;)0.0725 ZAH?

=0.0723333337AH"

Ve = [§)0.05625 ZAH® +[;)0.0565 ZAH?

=0.0563333337AH"°

Ve = [§)0.04225 ZAH? +[;)0.o425 ZAH’®

=0.0423333337AH"°

Ve © = [i )0.03025 FAH® + [; )0.0305 ZFAH’®

=0.0303333337AH"°

Ve = [§)0.02025 ZAH® +[;)0.0205 ZAH’

=0.0203333337AH"°
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VAR [i)o.oms FAH + [;)0.0125 ZAH?

=0.0123333337AH°

Ve = [§)0.00625 ZAH® +G)0.0065 ZAH?

=0.0063333337AH"°

Voro © = [i)o.oozzs ZAH? +(;)0.0025 ZAH?

=0.0023333337AH°

Vo€ = [3)0.00025 ZAH’ +[;)0.ooos ZAH’®

=0.0003333337AH"°

El volumen total del cono, estimado mediante el método de Newton con 10 segmentos es,

Nw—C Nw—-C Nw-C Nw—C Nw-C
v W-C V1,10 +V2,10 +V3,10 +V4,1o +Vs,lo
10 - Nw—C Nw—C Nw—C Nw—C Nw—C
+V6,10 +V7,1o +V8,10 +\/9,10 +\/10,10

= 0.333333327 7AH ",

En la tabla 4.3.4, se muestran los resultados obtenidos para el volumen total de un cono

mediante cada uno de los métodos de cubicacion y para cada uno de los 10 segmentos.

En la figura C.2, se muestra como ejemplo una impresion de pantalla de la hoja de Excel para

el calculo del cono con 100 segmentos.
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Il x|
E_I] Arechive  Edicidn Wer  Insertar  Formato  Herramientas Datos  Yentana 7 Escriba una pregunta v - B X
DEHSSR B BRI -0 B8 -4 @ -@ i - | N K S =|€ A-F
o Y I R | S| & Y oga Responder con cambics.., Terminar revisidn. . B

Ca07 hd F
a | B [ ¢ | o | E [ F | [ 5 [ J [ k [ L 3
| 1 |Segmento MCS WE “H WM

| 2 | 0 2.pE667E-09 0.000000004 0.000000002 2.66667E-09 J

| 3 | 1 1.86667E-08 0.00000002 0.000000015 1.86667E-05

EN 2 5.0BB67E-05 0.000000052 0.00000005 5.06667E-05

| 5 | 3 9.86667E-08 0.0000001 | 0.000000098  9.86667E-03

| 6 | 4 162667E-07 0.000000164 0.000000162 1.62667E07

| 7 | 5 242667E-07 0.000000Z44 0.000000242 2.42667E07

| 8 | B 3.30667E-07 0.00000034 0.000000333 3.38667E-07

| 9 | 7 4.50667E-07 | 0.000000452 0.00000045 4.50667 E-O7

| 10 | 8 5.78667E-07 000000058 0.000000578 5.78667E-07

| 11 9 722BE7E-07 0.000000724 0.000000722 7.22667E07

| 12 | 10) 8.82667E-07 0.000000324 0000000352 89.82667E-07

| 13| 11 1.05867E-06 0 0.00000106| 0.0000010568 0 1.05067E-06

| 14 | 12) 1.25067E-06 0.000001252) 0.00000125 0 1.28067E-06

| 15 | 13| 1.45867E-06 0.00000146  0.000001458 1.45867E-06

| 16 | 14| 1.68267E-06 0.000001684  0.000001682 0 1.68267E-08

| 17 | 16) 1.92267E-06 0.000001924 | 0.000001922) 1.92267E-08

| 18 | 16/ 2.17867E-06 0.00000218) 0.0000021768 0 2.17067E06

| 19 | 17 2.45067E-06 0.000002452) 0.00000245 2.45067E-06

| 20 | 18| 273867E-06 0.00000274  0.000002738 2.73867E-0B

| 21 | 19 3.04267E-06| 0.000003044 | 0.000003042 3.04267E-06

| 22| 20 3.36267E-06 0.000003364 0.000003362 3.36267E-0B

| 23 | 21 3.69867E-0B 0.0000037 | 0.000003698  3.69867E-06

| 24 | 22 4.05067E-06 0.000004052 0.00000405  4.05067 E-06

| 25 | 23 4.41867E-06 0.00000442 0.000004415 4.41867E-06

| 26 | 24 480267E-06 0.000004804 0.000004802 4.80267E-06

| 27 | 25 520267E-06 0.000005204 0.000005202 5.20267 E-08

| 26 | 26 5.61867E-06 0.00000562 0.000005618 5.61867E-0OB

| 29 | 27 B.0S067E-06 0.000006052 0.00000605 B.05067E-06

| 30 | 28 B.459567E-06 0.0000065 | 0.000006495  B.49867 E-06

| 31 | 29 B.95267E-06 0.000006564 0.000006%62 B.96267E-06

| 32 | 30 7.A4X67E-06 0.000007444 0.0000074420 7. 44267 E-08

|33 31 7.H3867E-06 0.00000794 0.000007938 7.93867E-0O6
=T 20l o ACAETE NE A O0ANNSAET . 0 O0NNNSAE. 2 AEOETE O hd
M 4 ¥ k|5 Hojal & Hoja2 £ Hoja3 £ Hojat ) Hojab |<| | L”J
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Fig. C.2. Muestra de la hoja de calculo para el caso de un cono con 100 segmentos.

En las tablas C.1 y C.2, se muestran los calculos obtenidos mediante Excel para un cono
dividido en 20 y 100 segmentos, respectivamente para cada uno de los métodos de cubicacion
por secciones. Recuérdese que para este caso el MCS y Newton son exactos. Se mantiene la

notacion simple del apéndice A.
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Tabla C.1. Resultados para volumen de segmento y volumen total
obtenidos mediante Excel para un cono con 20 segmentos.

Segmento

MCS

Smalian

Huber

Newton

4.1667E-05

0.0000625

0.00003125

4.16667E-05

0.00029167

0.0003125

0.00028125

0.000291667

0.00079167

0.0008125

0.00078125

0.000791667

0.00154167

0.0015625

0.00153125

0.001541667

0.00254167

0.0025625

0.00253125

0.002541667

0.00379167

0.0038125

0.00378125

0.003791667

0.00529167

0.0053125

0.00528125

0.005291667

0.00704167

0.0070625

0.00703125

0.007041667

O N[O |BDWIN[~|O

0.00904167

0.0090625

0.00903125

0.009041667

©

0.01129167

0.0113125

0.01128125

0.011291667

10

0.01379167

0.0138125

0.01378125

0.013791667

11

0.01654167

0.0165625

0.01653125

0.016541667

12

0.01954167

0.0195625

0.01953125

0.019541667

13

0.02279167

0.0228125

0.02278125

0.022791667

14

0.02629167

0.0263125

0.02628125

0.026291667

15

0.03004167

0.0300625

0.03003125

0.030041667

16

0.03404167

0.0340625

0.03403125

0.034041667

17

0.03829167

0.0383125

0.03828125

0.038291667

18

0.04279167

0.0428125

0.04278125

0.042791667

19

0.04754167

0.0475625

0.04753125

0.047541667

Sumatoria

0.33333333

0.33375

0.333125

0.333333333

Tabla C.2. Resultados para volumen de segmento y volumen total
obtenidos mediante Excel para un cono con 100 segmentos.

Segmento

MCS

Smalian

Huber

Newton

3.33333E-07

0.0000005

0.00000025

3.3333E-07

2.33333E-06

0.0000025

0.00000225

2.3333E-06

6.33333E-06

0.0000065

0.00000625

6.3333E-06

1.23333E-05

0.0000125

0.00001225

1.2333E-05

2.03333E-05

0.0000205

0.00002025

2.0333E-05

3.03333E-05

0.0000305

0.00003025

3.0333E-05

4.23333E-05

0.0000425

0.00004225

4.2333E-05

5.63333E-05

0.0000565

0.00005625

5.6333E-05

N[O | [WIN~|O

7.23333E-05

0.0000725

0.00007225

7.2333E-05

[<e]

9.03333E-05

0.0000905

0.00009025

9.0333E-05

10

0.000110333

0.0001105

0.00011025

0.00011033

11

0.000132333

0.0001325

0.00013225

0.00013233

12

0.000156333

0.0001565

0.00015625

0.00015633
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13

0.000182333

0.0001825

0.00018225

0.00018233

14

0.000210333

0.0002105

0.00021025

0.00021033

15

0.000240333

0.0002405

0.00024025

0.00024033

16

0.000272333

0.0002725

0.00027225

0.00027233

17

0.000306333

0.0003065

0.00030625

0.00030633

18

0.000342333

0.0003425

0.00034225

0.00034233

19

0.000380333

0.0003805

0.00038025

0.00038033

20

0.000420333

0.0004205

0.00042025

0.00042033

21

0.000462333

0.0004625

0.00046225

0.00046233

22

0.000506333

0.0005065

0.00050625

0.00050633

23

0.000552333

0.0005525

0.00055225

0.00055233

24

0.000600333

0.0006005

0.00060025

0.00060033

25

0.000650333

0.0006505

0.00065025

0.00065033

26

0.000702333

0.0007025

0.00070225

0.00070233

27

0.000756333

0.0007565

0.00075625

0.00075633

28

0.000812333

0.0008125

0.00081225

0.00081233

29

0.000870333

0.0008705

0.00087025

0.00087033

30

0.000930333

0.0009305

0.00093025

0.00093033

31

0.000992333

0.0009925

0.00099225

0.00099233

32

0.001056333

0.0010565

0.00105625

0.00105633

33

0.001122333

0.0011225

0.00112225

0.00112233

34

0.001190333

0.0011905

0.00119025

0.00119033

35

0.001260333

0.0012605

0.00126025

0.00126033

36

0.001332333

0.0013325

0.00133225

0.00133233

37

0.001406333

0.0014065

0.00140625

0.00140633

38

0.001482333

0.0014825

0.00148225

0.00148233

39

0.001560333

0.0015605

0.00156025

0.00156033

40

0.001640333

0.0016405

0.00164025

0.00164033

41

0.001722333

0.0017225

0.00172225

0.00172233

42

0.001806333

0.0018065

0.00180625

0.00180633

43

0.001892333

0.0018925

0.00189225

0.00189233

44

0.001980333

0.0019805

0.00198025

0.00198033

45

0.002070333

0.0020705

0.00207025

0.00207033

46

0.002162333

0.0021625

0.00216225

0.00216233

47

0.002256333

0.0022565

0.00225625

0.00225633

48

0.002352333

0.0023525

0.00235225

0.00235233

49

0.002450333

0.0024505

0.00245025

0.00245033

50

0.002550333

0.0025505

0.00255025

0.00255033

51

0.002652333

0.0026525

0.00265225

0.00265233

52

0.002756333

0.0027565

0.00275625

0.00275633

53

0.002862333

0.0028625

0.00286225

0.00286233

54

0.002970333

0.0029705

0.00297025

0.00297033

55

0.003080333

0.0030805

0.00308025

0.00308033

56

0.003192333

0.0031925

0.00319225

0.00319233

57

0.003306333

0.0033065

0.00330625

0.00330633

58

0.003422333

0.0034225

0.00342225

0.00342233

59

0.003540333

0.0035405

0.00354025

0.00354033

60

0.003660333

0.0036605

0.00366025

0.00366033

61

0.003782333

0.0037825

0.00378225

0.00378233
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62

0.003906333

0.0039065

0.00390625

0.00390633

63

0.004032333

0.0040325

0.00403225

0.00403233

64

0.004160333

0.0041605

0.00416025

0.00416033

65

0.004290333

0.0042905

0.00429025

0.00429033

66

0.004422333

0.0044225

0.00442225

0.00442233

67

0.004556333

0.0045565

0.00455625

0.00455633

68

0.004692333

0.0046925

0.00469225

0.00469233

69

0.004830333

0.0048305

0.00483025

0.00483033

70

0.004970333

0.0049705

0.00497025

0.00497033

71

0.005112333

0.0051125

0.00511225

0.00511233

72

0.005256333

0.0052565

0.00525625

0.00525633

73

0.005402333

0.0054025

0.00540225

0.00540233

74

0.005550333

0.0055505

0.00555025

0.00555033

75

0.005700333

0.0057005

0.00570025

0.00570033

76

0.005852333

0.0058525

0.00585225

0.00585233

77

0.006006333

0.0060065

0.00600625

0.00600633

78

0.006162333

0.0061625

0.00616225

0.00616233

79

0.006320333

0.0063205

0.00632025

0.00632033

80

0.006480333

0.0064805

0.00648025

0.00648033

81

0.006642333

0.0066425

0.00664225

0.00664233

82

0.006806333

0.0068065

0.00680625

0.00680633

83

0.006972333

0.0069725

0.00697225

0.00697233

84

0.007140333

0.0071405

0.00714025

0.00714033

85

0.007310333

0.0073105

0.00731025

0.00731033

86

0.007482333

0.0074825

0.00748225

0.00748233

87

0.007656333

0.0076565

0.00765625

0.00765633

88

0.007832333

0.0078325

0.00783225

0.00783233

89

0.008010333

0.0080105

0.00801025

0.00801033

90

0.008190333

0.0081905

0.00819025

0.00819033

91

0.008372333

0.0083725

0.00837225

0.00837233

92

0.008556333

0.0085565

0.00855625

0.00855633

93

0.008742333

0.0087425

0.00874225

0.00874233

94

0.008930333

0.0089305

0.00893025

0.00893033

95

0.009120333

0.0091205

0.00912025

0.00912033

96

0.009312333

0.0093125

0.00931225

0.00931233

97

0.009506333

0.0095065

0.00950625

0.00950633

98

0.009702333

0.0097025

0.00970225

0.00970233

99

0.009900333

0.0099005

0.00990025

0.00990033

Sumatoria

0.333333333

0.33335

0.333325

0.33333333
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Apéndice D. Calculos de volumen en neiloide, n=10

D.1. Resultados de la aplicacion analitica del MCS a un paraboloide con 10

segmentos

En la figura D.1, se ilustra un neiloide dividido en 10 segmentos.

910y W 4
(8110) H / i
(7100 1 |

(B0 H
{510} H
{4 103H
(a0 s
12100 H

(1110 1

Figura D.1. Aplicacion del modelo conico segmentado
a un neiloide con 10 segmentos.

El célculo analitico de volumen con el MCS para cada segmento, se realiza de manera mas
simple, utilizando directamente la ecuacion de cono truncado correspondiente. Los resultados

para un neiloide con 10 segmentos son:
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MCS—-N
Vl,lO

H
10

H
10

{1

_ b
30

1

3

H
10

[(

[

_ b
30

o

I

o
10

1+

9
10

10

9
10

T

o

o
10

I(H - -
E [10)|° +SHSeS

3 a3
7AH® + g 72AH3+¢ 2 AH >
10 Lo

T+(;T

}Z’AH 3

T ' *[197]3}’*“4

=0.0860938327AH *

T

d

'1 +S,+./S,S,

3 ; |
9J 7AH? +(E)J 7AH? + [

T ’ [

8
10

8
10

) |

=0.0617313417AH *

72
100

T

9.8

10.10

}AH 3

o
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3 3 ‘J 3
st BEBREI
3L10 J\10 10) 100

'310{[1%]3+[17<)]3+[15060]3}%\“4

=0.0424688547AH *

3 3 f 3
[ + o +. 42 7AH’
310 /(10 10 {100

2l o

=0.027706377AH *
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3 3 | 3
ZL [6] + 5] +[30] 7£AH4
30/(10) (10) {100

=0.0168438927AH *

[a—

_ H -
Vi =3[10J '5 +S,+/SsS,
- 3 | 3
(e (e
10 10 \10.10
i 3 3 | 3
A ) () e
10 J\10 10) \100
3 3 [ 3
=1[5J+ + +.| 20 7AH
30(\10 10 1100

=0.009281423977AH*

U | =
o/ T

W ! =
T

o
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3 3 3 3
“slioflio) *o) * )
3110 f\10 10 1\ 100

HOROREIS

=0.0044189739677AH *

L s+ 58,

i 3 3 f 3
=—1 —H [3JIIAH3+(2J73AH3+,3'2 7AH’
3110 /\ 10 10 1\ 10.10

EOBEOR NS

2

=0.0016565646157AH*
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o 1(H -
Ves N [ b.+s,+ /58,

3 3 | 3
(2 AH [ b aAAH® + | ESLI VI
10 10 1110.10

(O8]
o/ T

af - (o

=0.00039428090427AH *

vl ) G o
e 3lio f 1o 10) " {10.10
3 3
=1[1] . 0] AH
30{10 10

- §.001+07AH*
30 -

=0.000033337AH *

El volumen total de neiloide, estimado mediante el MCS con 10 segmentos, es,

MCS-N __ MCS-N MCS-N MCS-N MCS-N MCS-N
VIO - (VI,IO +v2,10 +v3,10 +v4,10 +v5,10

MCS—N MCS—N MCS—N MCS—N MCS—N
+Veo o Voo + Ve +Voio " Vg )

=0.250628862 7AH *

166



D.2. Resultados para un neiloide con 10 segmentos mediante el método

exacto

Los célculos analiticos para un segmento de neiloide, se obtienen realizando una diferencia
entre los volimenes de los dos neilodes completos asociados a cada extremo del segmento de

interés. Para el caso de 10 segmentos, los resultados son:

S, H S‘[190HJ
Vj)(()_N: o

4 4

3 3
S, =7AH’; S,=7rA[9H] =[9]SO
10 10

. 9(9Y _ |H
e (A1
| 9]4 S,H

- 10 4

—7AH *

en donde,

Por lo tanto,

= [-0.6561

4
=0.3439 AH

=0.0859757AH*

S1[190 H) Sz[ﬁ) H]
Vzlixo—N —

4 4

en donde,
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Por lo tanto,

en donde:

Por lo tanto,

I
/'_"‘\I
= o
R

S
|

|
=
—
I

‘om
~

T

_(6561-4096 ) 7AH *
10000 4

4
— 0.2465 ™M

=0.0616257AH "

SZ[I%H} 83[170H)
V3E1X_N =

Ty 4

J

3 3
(o) )<l
ExeN 10 10 10 10
V3,10 =

4 4

=_(180]4 ‘[170]4]82H

(4096 —2401) 7AH *
10000 4
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4
=0.1695 A

=0.0423757AH*

en donde,

Por lo tanto,

7V (7 6 (6
[10] SO[loH] [10] S”[loH
VEX—N — _
4,10

() (o))
(-0

10000 4

4
—0.1105 ™M

=0.0276257AH *

84[160H] s{fbH]
Vs,Elxo_N =- -

4 4

3 3
S, :HA[SHJ =[5J S,
10 10

en donde,
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Por lo tanto,

6 . (6 5V (5
[10] 50[10'*] [10] So[m“]
Ex—N
V5,10 =

4 4

(BRBIk
110 10 4
(1296 -625 ) 7AH*
10000 4

4
=0.0671 A

=0.0167757AH*

en donde,

Por lo tanto,

3 3
v E-N 10 10 10 10
6,10 — -

4 4

L OB

_[625—256].@AH4

10000 4
7AH*

=0.0369

=0.0092257AH *
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en donde:

Por lo tanto,

256 -81 Jz'AH4
10000

7AH*

=0.0175

=0.0043757AH "

S{S)H] Sg[lon)
VS%_N =

4 4

en donde:

Por lo tanto,
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1) ()

10 10 4
_(81-167AH*
110000 ) 4

7AH *

=0.0065

=0.0016257AH*

sg[lon] SQ[IIOH]
VgliXO—N —

4 4

en donde,

Por lo tanto,

2V . (2 1Y . (1
[10] SO[loH] [10] SO[10
VEX_N_* JE—
9,10 -

4 4

BEGIE

16-1)7AH ¢
10000) 4

4
=0.0015 7AH

=0.0003757AH *

")
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_[1]4:¢AH4
10) 4

4
=0.0001 mAH

=0.0000257AH *
El volumen total exacto para el neiloide es,

Ex-N __ Ex-N Ex-N Ex-N Ex-N Ex-N Ex-N Ex—N Ex-N Ex-N Ex-N
VIO — NL10 +v2,10 +v3,10 +v4,10 +v5,10 +v6,10 +v7,10 +v8,10 +v9,10 +v10,10 _

=0.257AH"*

D.3. Resultados para un neiloide con 10 segmentos mediante el método de

Smalian

La formula general de Smalian [4.4.4] para cada segmento, es la ya conocida en la literatura

forestal, con la cual se obtienen los siguientes volimenes.

on 1 s (9Y a1
VEN =—[72AH? +| - | 7AH° |- H
’ 2 10 10

3
! 7[AH3+(9]?Z’AH3 1H
2 10 10

N R TR
20 -

=0.086457AH*

173



3 3
st1_0N = 1* (9] aAH’ + 8] 7AH* l—H
' 21\10 10 10

=20+ 05122807 L H
2 10

- ! l241 AR "
20 -

=0.062057AH *

3 3
Vi =1 [8] A +[7] PRI RNY
=510 10 10

- " s12+4034358H° L H
2 10

- §.855 7AH*
20 -

=0.042757AH *

3 3
VSN _ ! (7] 7AH’ +[6] AH* | LH
’ 2(\10 10 10

- 34340216780 L H
2 10

_ ! 559 z8H ¢
20 -

=0.027957AH *

3 3
Vi -1 [6] 7AH’ + 5] H |1 H
o 2(\10 10 10

= 2164012581 L H
2 10

= ! p3a1man
20 P77

=0.017057AH *
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3 3
ven L (5] 7AH" + 4] A | L H
a0 10 10

= U125+ 0.064maH2 L H
2 10

=i|.1897zAH4
20 =

=0.009457AH *

3 3
vsn L [4] 7AH? +[3] AH* | H
210 10 10

_ ' }osa+0.02778H° L H
2 10

S b.091 zAH*
20 =

=0.004557AH *

3 3
ven =L [3] 7AH® +[2] AH* | LH
7210 10 10

= 027+ 0.00874H° "L H
2 10

! .035 AH*
20 -

=0.001757AH *

3 3
AR ! [2] AAH [ ] H® |1 H
o 2(\10 10 10

= ' foos+0.0017aH° L H
2 10

- §.009 7AH *
20 =

=0.000457AH *

175



3 3
ven =t 1] 7AH + 0] AH | L H
2110 10 10

= foor+0mn: L H
2 10

-1 b.001 7AH ¢
20 -

=0.000057AH *
El volumen total de neiloide estimado mediante el método de Smalian, con 10 segmentos, es,
Vi = 50 VS VS VS VS VT VS VS VS v
=0.25257AH*
D.4. Resultados para un neiloide con 10 segmentos mediante el método de
Huber

Con la formula general de Huber [4.4.5], fueron obtenidos los siguientes volumenes para cada

uno de los segmentos.

3
A ={[;(9)] 7Z'AH3:|110 H

= §85737578H° L H
10

=0.08573757AH*
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vy {[;] 7AH ]110H

- fo14125H° L
10

=0.06141257AH *
=0.0614125S,H

Vi {(;2] 7AH ]110H

= fa21875maH° L
10

=0.04218757AH*

13
VN = ] 7AH H
10 {(20 ]10

- §27462578H° L H
10

=0.02746257AH *

Vit = [”] aH | L H
’ 20 10

= §.1663758H° "L H
10

=0.01663757AH"*

3
2 =[[290] xAH3]110 H

- foot12sman: "t H
10

=0.00911257AH*
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3
Vil = {[270] 7AH 3}110H

- §oa287578H° "L H
10

=0.00428757AH*

5Y 1
Vslj(;N =|:[20] 7Z'AH3:|10H

- fo1s6257aH° L H
10

=0.00156257AH *

3Y 1
V9|,41(;N =|:[20] HAHS]IOH

= §00337528H° "L H
10

=0.00033757AH*

1Y 1
Vioio =[[20] ﬂAH}}lo H

- fo00125728H° "L H
10

=0.00001257AH *

El volumen total de neiloide estimado mediante el método de Huber, con 10 segmentos, es,

H-N _ g/ H-N H-N H-N H-N H-N H-N H-N H-N H-N H-N
Vm = Y0 +v2,10 +\/3,10 +\/4,10 +\/5,10 +\/6,10 +\/7,10 +\/8,1() +\/9,10 +\/10,10 _

=(0.2487495 7AH * .
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D.5. Resultados para un neiloide con 10 segmentos mediante el método de

Newton

Con la féormula general de Newton [4.4.6], fueron obtenidos los siguientes volimenes para

cada uno de los segmentos.

VN =§ ©.0857375 ZAH* +; 0.08645 ZAH *

= ©.057158333 +0.028816666 7AH *
=0.0859749997AH *

VAT §0.0614125 FAH® + ; ©.06205 7AH*

= ©.040941666 + 0.020683333 7AH *
=0.0616249997AH *

VAT i ©.0421875 7AH* + ; 0.04275 7AH*

= €.028125+0.01425 7AH"*
=0.0423757AH *

A i ©.0274625 7AH* + ; ©.02795 7AH*

= €.018308333 + 0.009316666667 z'zAH !
=0.0276249997AH *

Vi = i ©.0166375 7AH* + ; ©.01705 7AH*

= @.011091666 + 0.005683333333 }AH !
=0.0167749997AH *
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Vo = i ©.0091125 7AH* +; ©.00945 ZAH *

= ©.006075 +0.00315 7AH *
=0.0092257AH *

Vi = i €.0042875 7AH* +;‘ €.00455 ZAH *

= €©.0028583333333 +0.001516666667 7AH *
=0.0043757AH*

Vi ™ =§ ©.0015625 7AH* +; ©.00175 7AH*

= ©.001041666667 + 0.0005833333333 7AH*
=0.0016257AH *

Vo™ = i ©.0003375 7AH* + ; €.00045 Z7AH *

= ©.000225 +0.00015 7AH*
=0.0003757AH *

Vioto = i €.0000125 7AH* + ; ©.00005 7AH*

= ©.000008333 +0.000016666 7AH *
= 0.000099996 7AH *

El volumen total de neiloide estimado mediante el método de Newton, con 10 segmentos, es,

Nw-N __ Nw—N Nw—N Nw—N Nw—N Nw—N Nw—N Nw—N Nw—N Nw—N Nw-N
VlO — NL10 + \/2,10 + \/3,10 + v4,10 + VS,IO + v6,10 + v7,10 + \/8,10 + v9,10 + le,lO -

= 0.250074992 7AH * .
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En la tabla 4.4.5, se muestran los resultados obtenidos para el volumen total de un neiloide

mediante cada uno de los métodos de cubicacion y para cada uno de los 10 segmentos.

En la figura D.2, al igual que en los apéndices previos, se muestra como ejemplo una
impresion de pantalla de una hoja de Excel para el caso de un neiloide dividido en 100

segmentos.

&1 Microsoft Excel - Neiloide completo

B archivo  Edidén  Ver Insertar Formato  Heramentas Datos  Vemana 2

DEHS SR TE$LA-F9-0- B =313 0H w0 -@[: s -0 - INKSIESEEHS % mE
J0 - £

T & | B8 [ € [ B [ E [ ¥F [ ® T ® T 1 [ w [ € [ wm [ n
1 |Segmento N Exacto N Conos _|[NG/NE Vs VH VN

1) 0.00199401 0.00199401| 1.0000005 0.00199401| 0.00199401 0.00199401
2| 000198206 000198206 10000005 000198206/ 000198205 000198206
3| 0.00197015) 0.00197015| 1.00000051 0.00197016| 0.00197015 0.00197015
4/ 00019583 00019583| 100000051 00019583 000195823 00019583
5| 0.00194649  0.00194649| 1.00000051 0.00194649| 0.00194648 0.00194649
6
7
8

| 000193473 0.00193473| 100000051 000193473| 000193472 000193473
0.00192301) 0.00192301| 1.00000051/ 0.00192302) 0.00192301 0.00192301
000191135 0.00191135| 100000052 000191135 000191134 000191135
0.00189973  0.00189973| 1.00000052) 0.00189973| 0.00189972 0.00189973 I _l

10/ 000188815 000188816 100000052 000188816 000188815 000188815

11] 0.00187663 0.00187663] 1.00000052 0.00137663 0.00187663 0.00187663

12| 000186515 000186515 100000052 000186516, 000186515 000186515

13| 0.00185372 0.00185372] 1.00000053 0.00185372 0.00185372 0.00185372

14| 000184234 000184234| 100000053 000184234 000184233 000184234

15| 0.001831 0.001831/ 1.00000053  0.001831 0.001831 0.001831

16| 0.00181971 0.00181971) 100000053 000181971 000181971 000181971

17| 0.00180346 0.00130847 1.00000053 0.00130847  0.00180846 0.00130848

18| 000179727 0.00179727| 100000054 000179727 000179726 000179727

19) 0.00178611 0.00178612] 1.00000054 0.00178612| 0.00178611 0.00178611

20| 000177501 000177501 100000054 000177501 000177501 000177501

21| 0.00176395 0.00176395) 1.00000054 0.00176395) 0.00176395 0.00176395

22| 000175284 000175294| 100000055 000175294 000175293 000175294

23| 0.00174197 0.00174197| 1.00000055 0.00174197) 0.00174197 0.00174197

G 24| 000173105/ 000173105 100000055 000173105 000173105 000173105
| 25| 000172017 0.00172017| 100000055 000172013| 000172017 000172017

|0/~ e o)

T ]
| |
il e i e - D A N
w

Edl 26/ 0.00170934 0.00170934| 100000056 0.00170935 0.00170934 0.00170934]
28] 27/ 000169856 000169856 100000056 000169856 000169856 000169856
29| 28| 000165782 000168732 100000056 000168782 000168782 000168782
30] 29 000167713 000167713 100000056 000167713 0.00167712 000167713
31] 30/ 000166648/ 000166648 100000056 000166648 000166648 000166648
32| 31/ 000165587 000165587 100000057 000165588 000165587 000165587
3| 32| 000164532 000164532 100000057 000164532 000164531 000164532
34| 33 00016348 00016343 100000057 000163481 00016348 00016348
35 34| 000162433 000162434 100000057 000162434 000162433 000162433
36 35| 000161391 000161391 100000058 000161391 000161331 000161391 £
a7 £l _nnn1e03E2 00180383l 4 nonnonEal 0 004E0264) 000480753 0 ONE02E [
WA S Hoial A Hotes f Hoias / Hopad  Hojas./ Il n | MIL

Listo MarUs

Fig. D.2. Muestra de la hoja de calculo para el caso de un cono con 100 segmentos.

En las tablas D.1 y D.2, se muestran los calculos realizados en Excel para un neiloide con 20
y 100 segmentos, respectivamente, para cada uno de los métodos de cubicacion por secciones.

Se mantiene la notacidén simple del apéndice A.

181



Tabla D.1. Resultados para volumen de segmento y volumen total obtenidos mediante Excel para un
neiloide con 20 segmentos.

Segmento

Exacto

MCS

MCS/Exacto

VS

VH

VN

0.04637344

0.04638867

1.00032857

0.04643438

0.04634297

0.04637344

0.03960156

0.03961602

1.00036503

0.03965938

0.03957266

0.03960156

0.03352344

0.03353711

1.00040791

0.03357813

0.03349609

0.03352344

0.02810156

0.02811446

1.00045882

0.02815313

0.02807578

0.02810156

0.02329844

0.02331055

1.00051989

0.02334688

0.02327422

0.02329844

0.01907656

0.01908789

1.000594

0.01912188

0.01905391

0.01907656

0.01539844

0.01540899

1.00068517

0.01544063

0.01537734

0.01539844

OIN|O O WIN (=~

0.01222656

0.01223633

1.00079904

0.01226563

0.01220703

0.01222656

[(e]

0.00952344

0.00953243

1.00094384

0.00955938

0.00950547

0.00952344

10

0.00725156

0.00725977

1.00113186

0.00728438

0.00723516

0.00725156

11

0.00537344

0.00538086

1.00138217

0.00540313

0.00535859

0.00537344

12

0.00385156

0.00385821

1.00172563

0.00387813

0.00383828

0.00385156

13

0.00264844

0.0026543

1.00221485

0.00267188

0.00263672

0.00264844

14

0.00172656

0.00173165

1.00294553

0.00174688

0.00171641

0.00172656

15

0.00104844

0.00105274

1.00410684

0.00106563

0.00103984

0.00104844

16

0.00057656

0.00058009

1.00611642

0.00059063

0.00056953

0.00057656

17

0.00027344

0.00027619

1.0100512

0.00028438

0.00026797

0.00027344

18

0.00010156

0.00010354

1.01942438

0.00010938

9.7656E-05

0.00010156

19

2.3438E-05

2.4643E-05

1.05141574

2.8125E-05

2.1094E-05

2.3438E-05

20

1.5625E-06

2.0833E-06

1.33333333

3.125E-06

7.8125E-07

1.5625E-06

Sumatoria

0.25

0.25015653

0.250625

0.2496875

0.25

Tabla D.2. Resultados para volumen de segmento y volumen total obtenidos mediante Excel para un
neiloide con 100 segmentos.

Segmento

Exacto

MCS

MCS/Exacto

VS

VH

VN

0.009851

0.00985112

1.00001263

0.0098515

0.00985075

0.009851

0.00955696

0.00955709

1.00001288

0.00955746

0.00955672

0.00955696

0.00926884

0.00926896

1.00001315

0.00926933

0.00926859

0.00926884

0.00898656

0.00898668

1.00001342

0.00898705

0.00898632

0.00898656

0.00871008

0.0087102

1.00001371

0.00871056

0.00870984

0.00871008

0.00843932

0.00843944

1.000014

0.0084398

0.00843909

0.00843932

0.00817424

0.00817435

1.0000143

0.00817471

0.008174

0.00817424

N |~ |WIN|=~

0.00791476

0.00791488

1.00001461

0.00791523

0.00791453

0.00791476

©

0.00766084

0.00766095

1.00001493

0.0076613

0.00766061

0.00766084

—_
o

0.0074124

0.00741252

1.00001526

0.00741286

0.00741218

0.0074124

N
N

0.0071694

0.00716951

1.0000156

0.00716985

0.00716917

0.0071694

-
N

0.00693176

0.00693187

1.00001596

0.00693221

0.00693154

0.00693176

—_
w

0.00669944

0.00669955

1.00001633

0.00669988

0.00669922

0.00669944
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14

0.00647236

0.00647247

1.00001671

0.0064728

0.00647215

0.00647236

15

0.00625048

0.00625058

1.0000171

0.00625091

0.00625026

0.00625048

16

0.00603372

0.00603383

1.00001751

0.00603415

0.00603351

0.00603372

17

0.00582204

0.00582214

1.00001793

0.00582246

0.00582183

0.00582204

18

0.00561536

0.00561547

1.00001836

0.00561578

0.00561516

0.00561536

19

0.00541364

0.00541374

1.00001882

0.00541405

0.00541343

0.00541364

20

0.0052168

0.0052169

1.00001929

0.00521721

0.0052166

0.0052168

21

0.0050248

0.0050249

1.00001978

0.0050252

0.0050246

0.0050248

22

0.00483756

0.00483766

1.00002028

0.00483796

0.00483737

0.00483756

23

0.00465504

0.00465513

1.00002081

0.00465543

0.00465484

0.00465504

24

0.00447716

0.00447726

1.00002136

0.00447755

0.00447697

0.00447716

25

0.00430388

0.00430397

1.00002193

0.00430426

0.00430369

0.00430388

26

0.00413512

0.00413522

1.00002252

0.0041355

0.00413494

0.00413512

27

0.00397084

0.00397093

1.00002314

0.00397121

0.00397065

0.00397084

28

0.00381096

0.00381105

1.00002378

0.00381133

0.00381078

0.00381096

29

0.00365544

0.00365553

1.00002445

0.0036558

0.00365526

0.00365544

30

0.0035042

0.00350429

1.00002515

0.00350456

0.00350403

0.0035042

31

0.0033572

0.00335728

1.00002588

0.00335755

0.00335702

0.0033572

32

0.00321436

0.00321445

1.00002664

0.00321471

0.00321419

0.00321436

33

0.00307564

0.00307572

1.00002743

0.00307598

0.00307547

0.00307564

34

0.00294096

0.00294105

1.00002826

0.0029413

0.0029408

0.00294096

35

0.00281028

0.00281036

1.00002913

0.00281061

0.00281011

0.00281028

36

0.00268352

0.0026836

1.00003004

0.00268385

0.00268336

0.00268352

37

0.00256064

0.00256072

1.000031

0.00256096

0.00256048

0.00256064

38

0.00244156

0.00244164

1.000032

0.00244188

0.00244141

0.00244156

39

0.00232624

0.00232631

1.00003305

0.00232655

0.00232608

0.00232624

40

0.0022146

0.00221468

1.00003415

0.00221491

0.00221445

0.0022146

41

0.0021066

0.00210667

1.00003531

0.0021069

0.00210645

0.0021066

42

0.00200216

0.00200224

1.00003652

0.00200246

0.00200202

0.00200216

43

0.00190124

0.00190131

1.00003781

0.00190153

0.00190109

0.00190124

44

0.00180376

0.00180383

1.00003916

0.00180405

0.00180362

0.00180376

45

0.00170968

0.00170975

1.00004058

0.00170996

0.00170954

0.00170968

46

0.00161892

0.00161899

1.00004208

0.0016192

0.00161879

0.00161892

47

0.00153144

0.0015315

1.00004367

0.00153171

0.0015313

0.00153144

48

0.00144716

0.00144723

1.00004535

0.00144743

0.00144703

0.00144716

49

0.00136604

0.0013661

1.00004713

0.0013663

0.00136591

0.00136604

50

0.001288

0.00128807

1.00004901

0.00128826

0.00128788

0.001288

51

0.001213

0.00121306

1.00005101

0.00121325

0.00121287

0.001213

52

0.00114096

0.00114102

1.00005314

0.00114121

0.00114084

0.00114096

53

0.00107184

0.0010719

1.0000554

0.00107208

0.00107172

0.00107184

54

0.00100556

0.00100562

1.00005781

0.0010058

0.00100545

0.00100556

55

0.00094208

0.00094213

1.00006037

0.00094231

0.00094196

0.00094208

56

0.00088132

0.00088138

1.00006312

0.00088155

0.00088121

0.00088132

57

0.00082324

0.00082329

1.00006605

0.00082346

0.00082313

0.00082324

58

0.00076776

0.00076782

1.0000692

0.00076798

0.00076766

0.00076776

59

0.00071484

0.00071489

1.00007257

0.00071505

0.00071473

0.00071484

60

0.0006644

0.00066445

1.0000762

0.00066461

0.0006643

0.0006644

61

0.0006164

0.00061645

1.00008011

0.0006166

0.0006163

0.0006164

62

0.00057076

0.00057081

1.00008432

0.00057096

0.00057067

0.00057076
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63

0.00052744

0.00052748

1.00008888

0.00052763

0.00052734

0.00052744

64

0.00048636

0.00048641

1.00009381

0.00048655

0.00048627

0.00048636

65

0.00044748

0.00044752

1.00009917

0.00044766

0.00044739

0.00044748

66

0.00041072

0.00041077

1.000105

0.0004109

0.00041064

0.00041072

67

0.00037604

0.00037608

1.00011136

0.00037621

0.00037595

0.00037604

68

0.00034336

0.0003434

1.00011832

0.00034353

0.00034328

0.00034336

69

0.00031264

0.00031268

1.00012595

0.0003128

0.00031256

0.00031264

70

0.0002838

0.00028384

1.00013435

0.00028396

0.00028373

0.0002838

71

0.0002568

0.00025683

1.00014361

0.00025695

0.00025672

0.0002568

72

0.00023156

0.0002316

1.00015386

0.00023171

0.00023149

0.00023156

73

0.00020804

0.00020807

1.00016525

0.00020818

0.00020797

0.00020804

74

0.00018616

0.0001862

1.00017795

0.0001863

0.0001861

0.00018616

75

0.00016588

0.00016591

1.00019218

0.00016601

0.00016581

0.00016588

76

0.00014712

0.00014715

1.00020818

0.00014725

0.00014706

0.00014712

77

0.00012984

0.00012987

1.00022627

0.00012996

0.00012978

0.00012984

78

0.00011396

0.00011399

1.00024682

0.00011408

0.00011391

0.00011396

79

9.9438E-05

9.9464E-05

1.00027031

9.9545E-05

9.9384E-05

9.9438E-05

80

8.6203E-05

8.6228E-05

1.00029731

8.6305E-05

8.6151E-05

8.6203E-05

81

7.4198E-05

7.4222E-05

1.00032857

7.4295E-05

7.4149E-05

7.4198E-05

82

6.3363E-05

6.3386E-05

1.00036503

6.3455E-05

6.3316E-05

6.3363E-05

83

5.3638E-05

5.3659E-05

1.00040791

5.3725E-05

5.3594E-05

5.3638E-05

84

4.4963E-05

4.4983E-05

1.00045882

4.5045E-05

4.4921E-05

4.4963E-05

85

3.7278E-05

3.7297E-05

1.00051989

3.7355E-05

3.7239E-05

3.7278E-05

86

3.0523E-05

3.0541E-05

1.000594

3.0595E-05

3.0486E-05

3.0523E-05

87

2.4638E-05

2.4654E-05

1.00068517

2.4705E-05

2.4604E-05

2.4638E-05

88

1.9563E-05

1.9578E-05

1.00079904

1.9625E-05

1.9531E-05

1.9563E-05

89

1.5238E-05

1.5252E-05

1.00094384

1.5295E-05

1.5209E-05

1.5238E-05

90

1.1603E-05

1.1616E-05

1.00113186

1.1655E-05

1.1576E-05

1.1603E-05

91

8.5975E-06

8.6094E-06

1.00138217

8.645E-06

8.5738E-06

8.5975E-06

92

6.1625E-06

6.1731E-06

1.00172563

6.205E-06

6.1413E-06

6.1625E-06

93

4.2375E-06

4.2469E-06

1.00221485

4.275E-06

4.2188E-06

4.2375E-06

94

2.7625E-06

2.7706E-06

1.00294553

2.795E-06

2.7463E-06

2.7625E-06

95

1.6775E-06

1.6844E-06

1.00410684

1.705E-06

1.6638E-06

1.6775E-06

96

9.225E-07

9.2814E-07

1.00611642

9.45E-07

9.1125E-07

9.225E-07

97

4.375E-07

4.419E-07

1.0100512

4.55E-07

4.2875E-07

4.375E-07

98

1.625E-07

1.6566E-07

1.01942438

1.75E-07

1.5625E-07

1.625E-07

99

3.75E-08

3.9428E-08

1.05141574

4.5E-08

3.375E-08

3.75E-08

100

2.5E-09

3.3333E-09

1.33333333

5E-09

1.25E-09

2.5E-09

Sumatoria

0.25

0.25000625

0.250025

0.2499875

0.25
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