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Capitulo 1

Introduccion

-

Nuestro cerebro es un sistema complejo que esté conformado por 10! células
nerviosas de muchos tipos llamadas neuronas. Redes, en forma de arbol, de
fibras nerviosas llamadas dendritas se conectan al soma o cuerpo de la célula
donde se localiza el nacleo de la célula. Del cuerpo de la célula sale una fibra
larga llamada axon, la cual eventualmente se divide en ramas que conectan a
la célula con alrededor de otras 10* células [1]. Al final de las ramas del axén
se encuentran las sinapsis que tienen el papel de transmitir senales a otras
neuronas. La transmision de una senal desde una célula a otra en una sinapsis
es un proceso quimico complejo. El efecto de este proceso es elevar o bajar
el potencial eléctrico dentro del cuerpo de la célula receptora. Si el potencial
alcanza un umbral, un pulso de magnitud y duracion fija es enviado a través
del ax6n. Entonces decimos que la célula se encuentra en un estado “activo”. El
pulso viaja a través de las ramas del axén a otras neuronas. Después de enviar
el pulso, la neurona tiene que esperar un tiempo antes de poder enviar otro,
asi que pasa a un estado “inactivo”. Donald Hebb [2] postulé que la eficacia de

una conexién sindptica puede ser ajustada si su nivel de actividad cambia. Una



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

neurona que a través de la sinapsis estimula en forma repetida y persistente a
otra neurona induce un aumento de la eficacia sinaptica.

Un sistema complejo como el cerebro donde se tiene un niimero muy grande
de neuronas interactuando es un sistema propicio para analizarse utilizando
los métodos de la mecanica estadistica. Sin embargo, no es factible resolver
analiticamente un modelo de una red neuronal con todas las complejidades de
una red neuronal biolégica. Por tanto, los modelos de redes neuronales que se
han implementado son muy simples, incorporando solamente las caracteristicas
que se consideran esenciales, con la esperanza de capturar el comportamien-
to macroscopico de las redes neuronales biologicas. McCulloch y Pitts [3] pro-

pusieron en 1943 un modelo simple de la evolucién de una neurona

Ui(t—Fl):@ Z.L'jaj(t)—ui . (1.1)

Si el estado de la neurona o; es 1 se dice que estd “activa” e “inactiva” si el
estado es 0. El tiempo ¢ se toma como una cantidad discreta. El estado de una
neurona o; conectada a la neurona o; contribuye con un peso J;; a la suma
formada por la contribucién de todas las neuronas conectadas a la neurona o;.
La suma se introduce a una funciéon de Heaviside, de forma que la salida de la
neurona es 1 si el valor de la suma supera o iguala un umbral yu; y es 0 en el caso
contrario. Los pesos .J;; representan las sinapsis entre neuronas. Una sinapsis
tiende a activar una neurona cuando su valor es positivo y la tiende a desactivar
si el valor es negativo.

En [4] el modelo de McCulloch-Pitts se reformulé como un sistema mag-
nético de espines. En [5], con base en las ideas sobre el aprendizaje del cerebro
descritas por Hebb, se formulé una teoria estadistica usando técnicas de mecani-
ca estadistica. En esta linea de investigacion otro trabajo importante se presentd
en [6]. Hopfield, en 1982, hizo un paso importante en la formulacion de las re-

des neuronales como un problema de mecanica estadistica, introduciendo una
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funcién de energia y enfatizando que estas redes son sistemas dindmicos cuyos
atractores corresponden a patrones o memorias almacenados en la red [7]. Por
tanto, podemos visualizar una hipersuperfice de la energia donde los minimos
de la energia corresponden a los atractores de la red de Hopfield.

El tipo de redes neuronales que vamos a estudiar en esta tesis, son general-
izaciones al modelo presentado por Hopfield en 1982. Las sinapsis de la red se
determinan mediante un algoritmo, inspirado en las ideas de Hebb, que tiene
como propo6sito hacer coincidir los atractores de la red neuronal con los patrones
que se desea que la red recupere. La red se inicializa en un estado que consiste
de una version ruidosa de uno de los patrones que se quiere recuperar. Ya que
los patrones representan atractores de la red, el patron sera recuperado siempre
que el estado inicial se encuentre dentro de la cuenca de atraccién (basin of
attraction).

Hay varias caracteristicas de una red neuronal que se buscan obtener me-
diante un analisis estadistico. En la estética, por ejemplo, se busca obtener las
distintas fases de la red neuronal, los valores de los parametros del sistema donde
se registran los cambios de fase, determinar si existe una fase de recuperacion
de patrones y los valores de los pardmetros del sistema donde se encuentra es-
ta fase. En relacion a la dindmica, por ejemplo, se busca determinar la cuenca
de atraccion del sistema y la forma en que el sistema converge a un estado
estacionario.

Como hemos visto en los parrafos anteriores las redes de neuronas y las
redes de espines tienen muchas similitudes. Por tanto, en las siguientes secciones
definiremos en forma general los métodos de anélisis de redes binarias (redes
cuyas unidades tienen dos estados) que nos serviran para describir y estudiar

redes de espines y neuronas.
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1.1. Redes binarias

Queremos estudiar una red que consiste de N unidades binarias o; € S con

S ={-1,1}. Un estado de la red es descrito por

o(t) ={oi(t)} ie{l,...N}. (1.2)
Cada unidad esta conectada con todas las unidades restantes por acoplamientos
Jij que, en general, pueden ser pardmetros aleatorios seleccionados desde una
distribucion de probabilidad P(J), con J = {J;;}, 4,5 € {1,...N}. El campo

local de la unidad ¢ se define por

hi(t) = > Jijo(t) + 0(t). (1.3)

Los campos externos 6;(t) se introducen al campo local con el fin de estudiar la
respuesta del sistema ante perturbaciones en el anélisis de la dinamica, asi que,
los omitiremos mientras no sean necesarios.

Todas las unidades se actualizan de acuerdo a la siguiente regla estocastica

18]

oi(t+1) = sgn (hi(t) + Tn;i(t)) . (1.4)
El pardmetro T es introducido para controlar la magnitud del ruido y representa
la temperatura. En el limite 7' — 0, la regla de actualizacién se convierte en un
proceso determinista o;(t + 1) = sgn (h;(t)), mientras en el limite 7" — oo, en
un proceso completamente aleatorio. E1 comportamiento estocéstico del sistema

tiene su origen en las variables n;(t) distribuidas con la siguiente probabilidad

1
P(ni(t)) = 5 [1 = tanh® (1:(1))] - (1.5)
Se puede derivar de (1.4)-(1.5) una descripcion equivalente de la dinamica

en términos de probabilidades de transicion
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P (0t + Doy (1), J) = % [+ 0s(t + 1) tanh (Bhs(®))].  (1.6)

El parametro positivo § representa el inverso de la temperatura g = 1/7. La
dinamica descrita en las ecuaciones anteriores representa un proceso de Markov.
Es decir, el estado del sistema a un tiempo ¢ + 1 depende solamente del estado
del sistema al tiempo ¢ (también puede depender de un estimulo externo). Por

lo tanto, la probabilidad de transicion del sistema esta dada por

—

&
Il
—

Plo(t+1)o(t).d) = [[P (it + Do ).7)

[14 o;(t + 1) tanh (Bh;(¢))] . (1.7)

I
<EZ
DN | =

&
Il
_

La probabilidad del sistema a un tiempo ¢ es

Ple)ld)= Y Plo(t)o(t—1),J)Pa(t—1)|J). (1.8)

o(t—1)

La actualizacion de las unidades de la red se puede hacer de dos formas. La
actualizacion es secuencial cuando en cada paso temporal se actualiza solamente
una neurona a la vez, escogida de forma aleatoria. Es decir, en promedio todas
las neuronas se han actualizado una vez después de repetir el proceso N veces.
Por tanto, la escala de tiempo caracteristica de un evento microscopico es A =
1/N. En este caso la dinamica se puede expresar de forma que el tiempo es
continuo cuando el nimero de neuronas tiende a infinito. Por otra parte, la
actualizacion es paralela cuando en cada paso temporal todas las neuronas se
actualizan simultaneamente. Por tanto, la escala de tiempo caracteristica es
A = 1. Desde el punto de vista biologico la actualizacion secuencial parece
més atractiva, sin embargo hay una motivacién por estudiar la actualizacion
paralela ya que se tiene evidencia que algunas partes del cerebro trabajan de

forma sincrona.
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Por lo general, el estudio de la estatica en redes binarias se hace utilizando
una actualizacién secuencial, ya que matemaéaticamente es més sencillo de im-
plementar el anélisis. Por otra parte, el estudio de la dindmica es mas sencillo
cuando el modelo en cuestion tiene actualizacion paralela. Por tanto, en los
siguientes capitulos de esta tesis, donde el anélisis estd enfocado a la dindmica,
estudiaremos solamente modelos con actualizacion paralela.

En las siguientes secciones, presentaremos las caracteristicas principales de
los modelos mas representativos en redes de espines y neuronas. Haciendo J; =
0,7 € {1,...,N} en los modelos de actualizacion paralela, los resultados encon-
trados en la literatura coinciden cualitativamente para ambos tipos de actual-
izacién. Para algunos modelos, por ejemplo en el modelo con dilucién extrema
simétrica presentado en el iltimo capitulo, la coincidencia también es cuantita-
tiva.

En esta tesis, el analisis de las redes siempre se hace en el limite termodinami-
co N — oo. Todas las arquitecturas analizadas tienen conectividad infinita. Es
decir, el nimero promedio de acoplamientos conectados a una unidad es infinito.
Estudiaremos arquitecturas completamente conectadas con sinapsis simétricas
y asimétricas, es decir, cada unidad de la red esta conectada por acoplamientos
diferentes de cero con el resto de las unidades. También estudiaremos arqui-
tecturas con dilucién al extremo, tanto simétrica como asimétrica. La dilucion
extrema representa un limite especial de diluciéon de una red donde la conec-
tividad promedio por unidad es infinita, pero la distancia promedio entre dos

unidades cualquiera tiende a infinito.

1.2. Mecanica Estadistica de redes binarias

LLa mecéanica estadistica es una herramienta matematica que sirve para estu-
diar las propiedades estadisticas de sistemas compuestos por muchas entidades

que interaccionan entre si. La idea principal de mecanica estadistica es derivar
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propiedades de observables macroscopicos, en el limite termodinamico, iniciando
desde sus propiedades microscopicas.

Un andlisis completo de una red binaria involucra el estudio de la estética
y la dindmica de la red. En esta seccion vamos a describir brevemente las her-
ramientas estandar para estudiar la estatica y la dinamica de redes binarias.
En ambos casos el punto de partida es la definicion de una funciéon generado-
ra desde la cual se obtienen los parametros de orden relevantes por medio de

diferenciacién de la funcién generadora o funciones construidas a partir de ésta.

1.2.1. Analisis de la estatica

El estudio de la estatica de redes binarias nos permite determinar caracteris-
ticas importantes como, las diferentes fases que puede presentar un sistema en
equilibrio y los valores de los pardmetros del sistema donde se dan los cambios
de fase. En [9] se puede ver una revision de los métodos utilizados en las estatica
de redes neuronales. En el siguiente anélisis denotaremos a los estados de un
proceso estacionario como o = {o1,...,0n5}. Se puede demostrar que en un
sistema finito que evoluciona como un proceso de Markov con probabilidades
de transicién estrictamente positivas, la probabilidad del estado estacionario
P(o|J) existe y es tnica. Si adicionalmente se cumple la condicion de balance
detallado, implicando que no hay corrientes de probabilidad en el sistema, el es-
tado estacionario representa un estado de equilibrio. Para cumplir con la condi-
cion de balance detallado, una red binaria con actualizacién paralela debe tener
acoplamientos simétricos J;; = Jj; [10, 11]. Mateméaticamente, la condicién de

balance detallado implica

P(e"|o’,J)P(d'|J) = P(a'|a”, J)P(a”|J). (1.9)

Suponiendo que los acoplamientos son simétricos, obtenemos
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Po|J) =

con

Z

La cantidad H representa

Hcos Bh;) = — exp(—0H) (1.10)
N
j=1
| X
= —BZIngcosh(ﬂhi)], (1.12)
i=1
= Z exp(—0H). (1.13)

un pseudo-Hamiltoniano del sistema. La razén por

la que no es un Hamiltoniano real es que, en principio, un Hamiltoniano no

deberia depender de la temperatura. Sin embargo, introduciendo variables aux-

iliares se puede transformar en un Hamiltoniano real, permitiendo utilizar las

herramientas de anélisis de la estatica. Es decir,

donde

es un Hamiltoniano real.

Z H?cosh ﬂz.]woj

LON 1=1

Z Z exp(— ZZJWNJ)

ON T1- i=1 j=1

Z Z exp(—SH') (1.14)

«-ON T1-

N N
—ZZJMO};T]‘, (1.15)

i=1 j=1

En un sistema con actualizacién secuencial para cumplir la condicién de

balance detallado, adicionalmente a la simetria en los acoplamientos, se requiere

que J; = 0. Bajo estas condiciones se obtiene el siguiente Hamiltoniano
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1
H = —5 Z.]ijO'iO'j. (1.16)
i#]
A partir de P(o|J) podemos obtener todos los promedios relevantes del

sistema en el equilibrio. Denotaremos (f (o)) al promedio de una funcién f(o)

sobre los estados del sistema en equilibrio. Es decir,

(flo)) = > PlolJ)f(o) (1.17)

g1...0N

Usando el Hamiltoniano del sistema es posible definir una funciéon generadora

Z[¥]

N
Z <exp(—5 Z \I/lO'l)>

i=1

N
Z Z P(o|J) eXp(—ﬂZ Wi0;)

=1

N
- Z eXp(—ﬂH—ﬂZ‘I’iUi)- (1.18)
i=1

g1...0N

donde ¥ = {¥,}, i€ {1,...,N}. A esta funcién generadora se le llama funcién
de particion. Se han introducido (pequefios) campos externos auxiliares ¥; con
el fin de hacer perturbaciones al sistema, los cuales se hacen cero después de
evaluar los promedios relevantes. Notese que Z[0] = Z. A partir de la funcion

de particion podemos definir la energia libre

F[®] = —Tlog Z[®]. (1.19)

Podemos evaluar varios promedios relevantes de unidades de la red, por difer-

enciacion de la energia libre

OF[ W]
(o;) = — 1}130 ov, (1.20)
<O'1'O'j> = — lim 8F[‘I,] (1.21)
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Un analisis de la estatica de un modelo de red binaria necesita la defini-
cion de parametros de orden, los cuales son cantidades macroscopicas que se
pueden construir con la ayuda de la energia libre. Un cambio en el valor de
estos parametros de orden nos permite distinguir las fases de un sistema. Por lo
general, los pardmetros de orden tienen un valor cero en algunas fases y difer-
ente de cero en otras. El estudio de los pardmetros de orden nos permite crear
el diagrama de fase del modelo de red. Este diagrama consiste en un hiperplano
de n — 1 dimensiones, siendo n el nimero de pardmetros constantes del sistema
(como la temperatura). El estudio de la estatica también consiste en determinar
el tipo de transiciones de fase que se presentan en el diagrama de fase.

Decimos que un sistema es ergddico cuando tienen una solucién estacionaria
linica, es decir, cuando alcanza el mismo estado estacionario independientemente
de las condiciones iniciales. Otra forma de definir ergodicidad consiste en asumir
que el promedio de algin observable sobre el tiempo y el promedio sobre el
ensamble estadistico son los mismos. Es decir, si queremos obtener el promedio
de un observable de un sistema, se supone que el promedio sobre las muestras
tomadas de una realizacion del sistema durante un tiempo largo es equivalente
al promedio sobre muestras de distintas realizaciones del sistema. En esta tesis
estudiaremos sistemas desordenados de tamano infinito y como se podré ver,

siempre se encuentra algtn tipo de rompimiento de ergodicidad.

1.2.2. Analisis de la dinamica

La importancia del estudio de la dindmica reside en la posibilidad de analizar
las cuencas de atraccion y otras propiedades dinamicas, algo que no se puede
determinar estudiando solamente la estética. De hecho, varios modelos de redes
neuronales, tales como los que recuperan secuencias de patrones que analizare-
mos en el ultimo capitulo, no tienen un estado de equilibrio. Por lo tanto, es

necesario hacer uso de herramientas para estudiar sistemas fuera del equilibrio.
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El estudio de la dindmica mediante un anélisis con funciones generadoras
(AFG) fue introducido al campo de la mecédnica estadistica en [12, 13]. La
primera aplicacion del método AFG a las redes neuronales se report6 en [14]
para el modelo Little-Hopfield completamente conectado en el caso de temper-
atura cero. La solucion para el caso de temperatura finita fue dada en [15].
La aplicacion del método AFG a modelos de redes neuronales con dilucion ex-
trema, para los casos de dilucién simétrica y asimétrica y actualizaciéon paralela,
se reportd en [16, 17]. Una revision del método, para los casos completamente
conectado y con dilucién, se encuentra en [18]. Este método también se ha
aplicado a modelos que recuperan patrones secuencialmente [19, 20]. Los re-
sultados obtenidos por este método demuestran la existencia de caracteristicas
especiales en modelos que presentan simetria en las sinapsis, ausentes en mode-
los con sinapsis asimétricas. La diferencia entre esos modelos se puede ver en la
forma que adquiere el campo local en el limite termodinamico; los modelos que
tienen simetria en las sinapsis demuestran un término de autointeraccion en el
campo local, el cual no se encuentra en los modelos con sinapsis asimétricas.

En el siguiente anéalisis denotaremos las trayectorias del sistema desde el
tiempo ¢t = 0 hasta t = ¢y, t; > 0, como o = {o(0),...,0(tf)}. La probabilidad
P (o|J) de encontrar una trayectoria o(0) — o (1) — --- — o(ty) tiene la

siguiente forma

N
P(o|ld) = P(o-(O))H P (0i(t + 1)o@y (t),J)

[1+0;(t+ 1) tanh (Bh(t))]. (1.22)

A partir de P(o|J) podemos obtener todos los promedios relevantes sobre
trayectorias. Denotaremos ( f(o)) al promedio de una funcion f (o) sobre trayec-

torias del sistema. Es decir,
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> Y Pleld) flo). (1.23)

a(0)  ol(ty)
Alternativamente, la funcion generadora Z[¥] produce todas las estadisticas

relevantes con resultados equivalentes

e - <exp iz >

N ty
=00 Z P(o|J)exp(— ZZ (1), (1.24)
i=1 t=0

a(ty)
La funcién generadora nos permite obtener las estadisticas de unidades de la
red. Derivando la funcion generadora respecto a los campos externos {¥;} se
obtienen los promedios relevantes, incluyendo aquellos que involucran estados

de la red a distintos tiempos,

o) = iy 21
) B 82Z[\Il]
(i), (1)) = = I B mow, @)’
0’7 W]

Ho()/00;(F) = il o o0, @)

(1.25)

Aligual que en la estatica, es necesario definir parametros de orden para cada
modelo que se esta estudiando. Para modelos sencillos es suficiente parametros
de orden que incluyen estados de la red a un tiempo. Sin embargo, en general,
el estudio detallado de modelos complejos requiere la definicién de parametros
de orden a dos tiempos, tales como las funciones de correlacion entre estados de

la red a tiempos diferentes y funciones respuesta midiendo el comportamiento

del sistema ante perturbaciones.
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1.3. Introduccion de desorden

Si los acoplamientos J;; de una red binaria son seleccionados desde una dis-
tribucion de probabilidad, se dice que el sistema es desordenado. La introduccion
de este desorden en los modelos tiene implicaciones muy fuertes en la dificultad
del anéalisis matematico de estos sistemas. En mecénica estadistica se dice que
un sistema presenta desorden templado (quenched disorder) cuando los elemen-
tos que forman el desorden son aleatorios, pero su valor esta fijo durante el
proceso de observacion. Por otra parte, se dice que hay desorden recocido (an-
nealed disorder) cuando los elementos que forman el desorden son aleatorios,
pero pueden evolucionar. En nuestro caso los acoplamientos se mantienen fijos
y por tanto el desorden es templado. Las unidades de la red representan un
ejemplo de desorden recocido, ya que pueden cambiar sus valores con el tiempo.

No es deseable que la teoria desarrollada para estudiar sistemas desordena-
dos y sus predicciones dependan de una realizacién particular del desorden. Nos
interesan cantidades macroscépicas, solamente dependientes de las propiedades
estadisticas del desorden. Estas cantidades deberdn tener caracteristicas espe-
ciales para ser de utilidad. Se requiere que sean cantidades auto-promediadas.
En un sistema fisico macroscépico, esta suposicion nos dice que el valor de un
observable del sistema coincide con el valor del observable promediado sobre
todas las realizaciones del desorden. Por lo tanto, solamente se necesita obtener
mediciones de una muestra. Los resultados de la medicién deben coincidir con
los resultados de cualquier otra muestra. Desde el punto de vista tedrico lo an-
terior implica que solamente es necesario obtener expresiones para observables
macroscopicos promediados sobre el desorden.

Para obtener predicciones tedricas de un observable macroscopico, que se
supone auto-promediado, se requiere realizar dos promedios. En la estatica, se
obtiene primeramente el promedio del observable macroscépico sobre los estados

de equilibrio dada una realizacién del desorden y posteriormente un promedio
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sobre el desorden. En la dindmica, se obtiene primeramente el promedio del ob-
servable macroscépico sobre las trayectorias dada una realizacion del desorden
y posteriormente un promedio sobre el desorden. En los métodos estandar de
la mecanica estadistica presentados en la seccién anterior, el promedio sobre el
desorden se realiza de forma diferente a los promedios sobre los estados de equi-
librio o las trayectorias. En la estética, se promedia sobre el desorden la energia
libre y, en la dindmica, se promedia sobre el desorden la funcién generadora. La
realizacion de estos promedios requiere de nuevas técnicas que complican mu-
cho el problema mateméaticamente. Una de las ventajas del método senal-ruido
utilizado en esta tesis es que todos los promedios se realizan de la misma forma,
usando el teorema del limite central o la ley de niimeros grandes segiin sea el
caso.

En el estudio de la estatica de redes de espines con conectividad finita se
ha demostrado que la energia libre es una cantidad auto-promediada, sin em-
bargo, la funcién de particion no cumple esta condicion [21]. Para sistemas con
conectividad infinita esta condicion en la energia libre no se ha verificado teori-
camente, sin embargo existen resultados numéricos que soportan esta suposicién
[22]. El método utilizado en la estéatica para evaluar el promedio de la energia
libre sobre el desorden, se le llama método de réplicas [23, 24]. En la dindmica,
se ha demostrado que la funcion generadora es una cantidad auto-promediada
[13]. En este caso no es necesario utilizar el método de réplicas, la estrategia
que se sigue consiste en la introduccion de variables auxiliares, usando la forma
integral de la funcion Delta, con el fin de facilitar la evaluacion del promedio de
la funcion generadora sobre el desorden.

Una de las consecuencias més importantes de la introduccién de desorden es
la aparicion del fenomeno conocido como frustracion. Como se ha visto anteri-
ormente, en las redes binarias, si es posible definir un Hamiltoniano, el estado
de equilibrio representa un minimo de la energia. Por lo tanto, un sistema siem-

pre evoluciona a un estado de minima energia. Asi que, dos unidades de la red
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unidas por un acoplamiento positivo tienden a un estado con el mismo signo, por
otra parte, cuando el acoplamiento es negativo las unidades tienden a un estado
con signo contrario. El fenémeno de frustracion ocurre en configuraciones de la
red donde no se puede cumplir con todos los requerimientos que imponen los
acoplamientos al mismo tiempo. En este caso, el sistema no puede evolucionar
a un estado de minima energia global y queda atrapado en un minimo local.
Solamente el ruido térmico permite al sistema escapar de este minimo local. La
frustracion solo aparece en arquitecturas de red que permiten bucles de retroal-
imentacion. A su vez, la retroalimentacion solamente se puede dar cuando los
acoplamientos de la red son simétricos, como podremos ver en el cuarto capitulo
de esta tesis. En una red binaria finita, una de las consecuencias de la frustraciéon
es la aparicién de muchos minimos locales de distintas alturas en la energia. Por
tanto, un sistema para ciertos valores de sus parametros, converge muy lenta-
mente al equilibrio ya que puede quedar atrapado en estos minimos locales antes
de encontrar el minimo global. En el limite termodindmico, el nimero de mini-
mos locales es infinito y el sistema, en este caso, no converge al equilibrio en un

tiempo finito.

1.4. Redes de espines

Un sistema que nos interesa mucho en esta tesis debido a las similitudes
que tiene con las redes neuronales de Hopfield son las redes de espines. Estas
redes surgieron por la necesidad de estudiar las propiedades macroscopicas de
materiales ferromagnéticos originadas por las interacciones entre los espines de
los 4&tomos que los conforman. El anélisis de estos sistemas se puede efectuar con
las herramientas de mecanica estadistica. Los resultados expuestos corresponden

al limite termodinamico.
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1.4.1. Modelo de espines Curie-Weiss

Los modelos de redes binarias més sencillos de analizar tienen interaccion
constante. El modelo Curie-Weiss consiste de N espines 0; € S con S = {—1,1}.
Cada espin estd conectado con el resto de los espines por acoplamientos con-
stantes y positivos

J

Jii=— J>0,
N >

con J; = 0. Para describir el estado de equilibrio de este sistema es suficiente
el conocimiento de la magnetizacion m = % vazl (0;). El estudio de la estatica
de este modelo predice que hay un cambio de fase a una temperatura critica
T.=J.Para T > T, se tiene una magnetizaciéon m = 0, lo que significa que los
espines de la red se encuentran en completo desorden. A esta fase se le llama
paramagnética. Por otra parte, para T' < T, la magnetizaciéon adquiere un valor
finito m # 0, lo que significa que hay una alineacién general de los espines en la
misma direccion. Esta fase se le conoce como ferromagnética.

En la fase paramagnética hay una solucion estable, m = 0. Por otra parte,
en la fase ferromagnética hay dos soluciones estables, m = £ |m*|, con m* una
cantidad que depende de la temperatura. Se puede demostrar que m* dismin-
uye suavemente al aumentar la temperatura, siendo m* = 1 para T = 0 y
m* = 0 para T = T,. La magnetizacion del sistema dependerd de las condi-
ciones iniciales. Por tanto, en la fase ferromagnética hay un rompimiento de la
ergodicidad.

En un sistema finito, las barreras que separan los minimos de la energia
del sistema son finitas, sin embargo en un sistema donde N — oo, las barreras
tienen altura infinita. Por tanto, dadas las condiciones iniciales, para un sistema
infinito en la fase ferromagnética, la evolucion del sistema queda restringida a
un subespacio de la hipersuperfice de la energia. Asi que, el sistema es ergodico

en este subespacio una vez determinadas las condiciones iniciales. Se dice, en
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este caso, que tenemos rompimiento trivial de la ergodicidad.

Para describir la dindmica del sistema desde un estado inicial definimos la
magnetizacion dependiente del tiempo m(t) = % vazl (0;(t)). El estudio de la
dindmica de este modelo predice que para T > T, la magnetizacion tiende a
cero al evolucionar el sistema, independientemente de las condiciones iniciales.
Por otra parte, para T' < T, el valor al cual converge la magnetizacion depende

de las condiciones iniciales.

1.4.2. Modelo Sherrington-Kirkpatrick

En los anos setenta se descubrié un comportamiento nuevo para bajas tem-
peraturas en metales que presentan cierta concentraciéon de &tomos con momen-
tos magnéticos. Estos atomos se encuentran dispersos dentro del metal de forma
aleatoria y fija. La nueva propiedad consiste que a bajas temperaturas los mo-
mentos magnéticos se encuentran orientados aleatoriamente pero congelados en
el tiempo. De forma analoga, los &tomos en un vidrio estan fijos pero localizados
en forma aleatoria; por esta analogia, a estos materiales se les llamé wvidrios de
espin. Los grados de libertad magnéticos interactiian entre si de forma complica-
da. Pero el resultado efectivo es que la interaccion tiende a alinear o desalinear
los momentos magnéticos dependiendo de la distancia. Ya que las posiciones
de los 4tomos no cambian con el tiempo, los acoplamientos son aleatorios, fi-
jos en la evolucion del sistema e independientes de otros parametros como la
temperatura y los campos externos.

El modelo Sherrington-Kirkpatrick intenta capturar las principales carac-
teristicas de los vidrios de espin [25]. En este modelo los acoplamientos entre
los espines son variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas.
Estas variables tienen distribucion Gaussiana con promedio E(J;;) = Jo y var-

ianza E(J3) = J?



CAPITULO 1. INTRODUCCION 18

1 Jii — Jo)? o
P(Jiy) = 2#J2€Xpl—( 2J20)] s

con J() = j()/N, J2 = JNQ/]V7 Jij = in y J” =0 para toda 1.

El analisis de la estatica de este modelo es complejo. Para describir el
equilibrio son necesarios dos parametros de orden, la magnetizaciéon m y el
traslape entre espines ¢. En una primera aproximacion, llamada aproximacion
de simetria de réplica, se demuestra que los parametros necesarios se definen
por m = + Zi\;l (o)) yqa=% vazl (0;)%. En el diagrama de fase, se presentan
tres fases: la fase paramagnética, la fase ferromagnética y una fase adicional lla-
mada wvidrio-espin. La fase paramagnética se puede encontrar para m = ¢ = 0,
es decir, el desorden es completo. La fase ferromagnética se encuentra cuando
T tiene un valor pequeno y « grande, con los parametros de orden dados por
m # 0y q # 0, es decir, los espines tienden a alinearse en la misma direccién
(igual al signo de Jy). Por altimo, la fase vidrio-espin se encuentra cuando 7'y «
tienen valores pequenios, con los parametros de orden dados por m =0y q # 0,
es decir, no hay un orden global como en la fase ferromagnética, sin embargo,
localmente si lo hay.

Desde el punto de vista de la energia, en la fase vidrio-espin, también encon-
tramos minimos de la energia separados por barreras de energia infinita, pero,
adicionalmente se tiene un nimero infinito de minimos locales con barreras de
altura finita entre ellos. Estos minimos locales surgen de la alta frustracion que
presenta este modelo. Por tanto, una vez fijadas las condiciones iniciales el sis-
tema queda restringido a un subespacio de la hipersuperficie de la energia, sin
embargo, dentro de este subespacio el sistema no es ergddico ya que se presenta
un numero infinito de minimos locales con barreras de distintas alturas y el
sistema no puede alcanzar el equilibrio en un tiempo finito.

Para describir la dindmica del sistema desde un estado inicial definimos la

magnetizacion dependiente del tiempo m(t) = & Zfil (0;(t)). Para valores de
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los parametros correspondientes a la fase paramagnética, la magnetizaciéon con-
verge a m = 0 independientemente de las condiciones iniciales. Si los valores
corresponden a la fase ferromagnética tenemos una dependencia en las condi-
ciones iniciales. Por ultimo, para valores de los parametros en la fase vidrio-espin
la convergencia del sistema a un estado estacionario es muy lenta, la magneti-
zacion converge a cero lentamente pero sin alcanzar un valor final en un tiempo

finito.

1.5. Redes de neuronas

Las redes neuronales que nos interesa estudiar en esta tesis son redes de
binarias. En estas redes cada unidad de la red representa una neurona con dos
posibles estados y los acoplamientos representan sinapsis. Cada neurona esta
conectada con el resto de las neuronas por sinapsis que siguen la regla de Hebb.
El analisis de estos sistemas se puede efectuar con las herramientas de mecanica

estadistica. Los resultados expuestos corresponden al limite termodinamico.

1.5.1. Modelo de neuronas Curie-Weiss

Como se ha visto en la fase ferromagnética del modelo de espines el estado
final de la red depende de las condiciones iniciales del sistema. Para T = 0, la
magnetizacion puede ser m = 1 para ciertas condiciones iniciales. Esta mag-
netizacion implica que todos los espines de la red estan alineados en la misma
direccion, con o; = 4+1, i € {1,..., N}. En forma anéloga, podemos definir una
red neuronal que almacena solamente un patrén £, cuyos elementos son iguales
a uno, es decir, £ ={& =1}, 7 € {1,..., N}. De acuerdo a la regla de Hebb, las
sinapsis de la red seran constantes y estan dadas por J;; = §;&;/N = 1/N. Es de-
cir, el modelo de la red neuronal es equivalente al modelo de espines Curie-Weiss
para J = 1.

El parametro de orden importante en el estudio de la estatica de este modelo
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es el traslape entre el estado de lared y el patron almacenado m = % vazl & (o) =
+ Zi\il (0;). Notese que en este caso el traslape es equivalente a la magneti-
zacion del modelo de espines. La red neuronal también tiene dos fases y el cambio
entre las fases se da a una temperatura critica T, = 1. En la fase paramagnética
(T > 1), todas las neuronas se encuentran en completo desorden en el equilibrio,
por tanto, el sistema no puede recuperar el patron almacenado. Por otra parte
en la fase ferromagnética (T < 1), para ciertas condiciones iniciales, la red es
capaz de recuperar el patréon almacenado.

Para describir la dindmica del sistema desde un estado inicial definimos la
magnetizacion dependiente del tiempo m(t) = & Zi\;l & (oi(t)). Para valores
de los parametros correspondientes a la fase paramagnética, el traslape converge
a m = 0, independientemente de las condiciones iniciales. Si los valores corre-
sponden a la fase ferromagnética tenemos una dependencia en las condiciones
iniciales. El estado inicial se puede describir en términos del traslape inicial m.
Si el estado inicial del sistema se encuentra dentro de la cuenca de atraccion del
patrén almacenado, entonces la red puede tener una convergencia a este patron.
Mediante un analisis de la dindmica se puede determinar la cuenca de atraccion
del patréon almacenado. Esta cuenca estd determinada por los valores de my

donde el sistema recupera el patréon almacenado.

1.5.2. Modelo Little-Hopfield

El modelo Little-Hopfield esta inspirado en el modelo de espines Sherrington-
Kirkpatrick. Al igual que el modelo de espines este modelo también es un sistema
que presenta desorden, ya que las sinapsis son variables aleatorias. E1 modelo
Little-Hopfield describe una red neuronal binaria completamente conectada y de
actualizacion paralela. Comiinmente se conoce como modelo de Hopfield al caso
de la actualizacién secuencial. Sin embargo, los resultados cualitativos que vamos

a describir se encuentran en ambos tipos de actualizacion. Estamos interesados
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en almacenar p patrones £&* = {&' € S} coni € {1,...,N}, p € {1,...,p}.
Los componentes de los patrones forman una colecciéon de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (vaiid), tomando los valores +1 con
probabilidad 1/2. La generalizacion al caso de p patrones desde el caso de un
patrén almacenado es directa mediante la regla de Hebb J;; = % Ezzl Eff;'t?
Jii = 0. La capacidad « de una red neuronal se define como la razén del ntimero
de patrones almacenados en la red y el niimero de acoplamientos por neurona.
Por lo tanto la capacidad en el modelo Little-Hopfield es « = p/N. El caso mas
interesante de estudiar se tiene cuando N — oo, pero a se mantiene finito. Es
decir, el nimero de patrones almacenados en la red también es infinito.

El anélisis de la estatica de este modelo es atin més complejo que el modelo
Sherrington-Kirkpatrick. Por lo general, se buscan soluciones donde el sistema
tiene una correlacion finita, en el limite termodinamico, solamente con un patrén
al cual denominamos condensado. Sin pérdida de generalidad decimos que el pa-
tron condensado es 51. Para describir el equilibrio son necesarios dos parametros
de orden, el traslape entre el sistema y el patréon condensado m y el traslape en-
tre neuronas ¢. En la aproximacion de simetria de réplica, se demuestra que los
pardmetros necesarios se definen por m = Ef\; o) ya=+ Zf\; (04)%.
En el diagrama de fase se presentan tres fases: la fase paramagnética, la fase
ferromagnética y una fase adicional llamada vidrio-espin. La fase paramagnéti-
ca se puede encontrar para Ty « grandes, con los parametros de orden dados
por m = g = 0, es decir, el desorden es completo. La fase ferromagnética se
encuentra para valores pequenos de T'y «, con los parametros de orden dados
por m # 0y q # 0, es decir, la red neuronal puede recuperar patrones en esta
fase. Por ultimo, la fase vidrio-espin se encuentra cuando T es pequena y «
grande, con los parametros de orden dados por m =0y ¢ # 0, es decir, no hay
recuperacion de patrones.

Para describir la dindmica del sistema desde un estado inicial definimos

el traslape dependiente del tiempo m(t) = & Zfil ¢! (o4(t)). Para encontrar
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soluciones que proporcionen informacién sobre la recuperaciéon del patrén con-
densado introducimos el ansatz condensado. Suponemos que el sistema, en su
evolucién, solamente tiene una correlacion finita con el patron condensado en el
limite termodinamico. Es decir, m(t) es de orden O(1). Esta situacion es induci-
da por las condiciones iniciales. El estado inicial se puede describir en términos
del traslape inicial finito mg.

Al analizar la dindmica se encuentra que para valores de los parametros
correspondientes a la fase paramagnética, el traslape converge a m = 0, inde-
pendientemente de las condiciones iniciales. Si los valores corresponden a la fase
ferromagnética tenemos una dependencia en las condiciones iniciales. Si el esta-
do inicial del sistema se encuentra dentro de la cuenca de atracciéon del patrén
almacenado, entonces la red puede tener una convergencia a este patréon. Por
ultimo, para valores de los parametros en la fase vidrio-espin la convergencia
del sistema a un estado estacionario es muy lenta, la magnetizacién converge a

cero lentamente pero sin alcanzar un valor final en un tiempo finito.

1.6. AnaAlisis senal-ruido

El estudio de la dinAmica mediante el método AFG proporciona resultados
exactos, pero su aplicacion a modelos complejos puede ser dificil mateméatica-
mente. Un método alternativo es el anélisis sefial-ruido (ASR) donde el campo
local de una neurona se divide en dos partes, la primera representa una senal
que viene del patron condensado y la otra representa ruido de interferencia, el
cual se opone a la recuperacion del patron condensado, originado por el resto
de los patrones. Hay muchas variantes de este método, las diferencias entre ellos
consiste en los diferentes tratamientos que se le da al ruido de interferencia.
Los detalles de este método dependen principalmente de la arquitectura de la
red. La contribuciéon macroscopica al campo por parte de la senal se obtiene

facilmente aplicando la ley de numeros grandes (LNG). En [26] suponen que
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las variables del ruido de interferencia no estan correlacionadas y que el teore-
ma del limite central (TLC) puede ser aplicado. Otras variantes de este método
parten de la suposiciéon que el ruido de interferencia tiene distribucion Gaussiana
con promedio cero y hacen diferentes suposiciones para encontrar la varianza
[27, 28]. Esta variacion del método es llamada neurodindmica estadistica. En
modelos con simetria en las sinapsis, las correlaciones entre los elementos del
ruido de interferencia no pueden ser ignoradas. Las simulaciones numéricas de-
muestran que la suposicién Gaussiana es valida aproximadamente sélo cuando
toma lugar un proceso exitoso de recuperacion del patron condensado [29]. En
[30] se supone que la distribucion del ruido de interferencia esta compuesto por
la suma de dos Gaussianas; la teoria resultante coincide mejor con los resultados
numéricos, pero todavia se encuentran diferencias. En otra variacion del método,
se obtiene una distribucién para el campo local sin hacer una suposicion a priori
acerca del ruido de interferencia tratando de considerar todas las correlaciones
[31, 32] (una revision de esta variante se puede encontrar en [33]).
Recientemente han surgido estudios comparativos entre los métodos ASR y
AFG. Para modelos con sinapsis asimétricas, partiendo de una suposicion Gaus-
siana del ruido de interferencia, las ecuaciones son idénticas a las obtenidas con
el método AFG [34, 35, 36]. En este caso el ruido de interferencia tiene una dis-
tribucion Gaussiana y la neurodinamica estadistica da resultados exactos. Para
modelos que presentan simetria en las sinapsis encontramos correlaciones debido
a bucles de retroalimentacion y se puede demostrar [37, 38] que cuando algu-
nas de estas correlaciones son ignoradas, las ecuaciones resultantes del método
ASR son solamente una aproximacion a las ecuaciones exactas del método AFG.
Encontrar todas las correlaciones relevantes, por ejemplo en el modelo Little-
Hopfield completamente conectado, no ha sido una tarea trivial y el método
AFG ha servido como una guia en esta busqueda. En [38], Bollé et al aplicaron
el método ASR con una formulacién de la dindmica en términos de funciones

de ganancia en el modelo Little-Hopfield completamente conectado. Un anélisis
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detallado y extenso demuestra que el método ASR puede ser extendido, forman-
do una teoria completa para la dindmica de redes neuronales de Hopfield con
conectividad infinita. Los autores obtienen la contribucion de todas las fuentes
de las correlaciones al ruido de interferencia, empleando un método de teoria de
perturbaciones. Su método considera la fuente de las correlaciones como pertur-
baciones al campo local de una neurona para todos los pasos temporales en la
evoluciéon de esta neurona. Las ecuaciones que obtienen son equivalentes a las
obtenidas con el método AFG en el limite de temperatura cero.

El método ASR es més intuitivo y mateméticamente mas simple que el méto-
do AFG pero no ha sido implementado en todas las arquitecturas en las cuales
el método AFG ha sido aplicado, por ejemplo en redes neuronales con conectivi-
dad finita. Como se puede ver en el parrafo anterior, los estudios comparativos
entre ASR y AFG han servido para entender las deficiencias del método ASR y
posibles mejoras. Sin embargo, la comparacién de los resultados es dificil cuando
la formulacion de la dindmica es diferente en los dos métodos. Por otra parte,
se han implementado varias herramientas para analizar las ecuaciones resul-
tantes del método AFG. Algunos ejemplo de esas herramientas son el método
Eissfeller-Opper, la derivaciéon de las ecuaciones estacionarias y el analisis de la
linea Almeida-Thouless. Podriamos aplicar esas herramientas sin cambios en los
resultados del método ASR, en el caso de coincidencia en las ecuaciones de los
parametros de orden.

Por lo tanto, es deseable desarrollar el método ASR con la misma formu-
lacion de la dinamica utilizada en el método AFG y reproducir sus ecuaciones de
los parametros de orden. En el siguiente capitulo, desarrollamos el método ASR,
para el modelo Little-Hopfield completamente conectado con una formulaciéon
de la dindmica en términos de probabilidades de transicién. Introducimos un
analisis de la probabilidad de trayectoria de una neurona con el fin de obtener
la contribucién de las fuentes de las correlaciones a la dindmica de esta neu-

rona. Esta contribucién se obtiene haciendo una expansion de la probabilidad
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de trayectoria. La expansion se realiza alrededor del punto donde las fuentes
de las correlaciones son eliminadas en los campos locales de la neurona para
todos los tiempos de la trayectoria. Obtenemos, en forma simple y directa, las
ecuaciones de los parametros de orden encontradas con el método AFG para

temperatura finita.

1.6.1. Fuentes de las correlaciones

En el andlisis senal-ruido es muy importante el estudio de las correlaciones
que se generan entre las variables del sistema en su evolucién. El modelo Little-
Hopfield completamente conectado, presenta el caso més general (asi como el
mas dificil) para el anélisis de estas correlaciones.

En el ASR se busca obtener el campo local en el limite termodindmico. A par-
tir del campo local podemos determinar los parametros de orden relevantes. El
método ASR consiste en dividir el campo local (1.3) en dos partes. La primera,
contiene el patrén condensado &' el cual representa una sefial; la segunda, con-
tiene el resto de los patrones actuando como ruido de interferencia. Entonces,

reescribimos el campo local de la neurona ¢ dado por (1.3) de la siguiente forma

1 1
1 1
hi(t) = &+ D&t + 15 D €D €foy(t). (1.26)
i pAl A

Al aplicar la LNG al primer término se obtiene un objeto macroscopico. En
el caso que los elementos de la suma en el ruido de interferencia son estadisti-
camente independientes entre si, podemos aplicar el TLC obteniendo un objeto
macroscopico y concluyendo el analisis senal-ruido. Sin embargo, en general las
variables en la sumatoria estan correlacionadas entre si debido a la regla de

evolucion.

Cualquier elemento de la suma en el ruido de interferencia se puede desar-

rollar de la siguiente forma (por facilidad estudiamos el caso T' = 0)
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€£6h0,(0) = oo (6 X cbontt— 0+ & Y gtonlt— 1)

k#j vEL  k#]
N N
oi(t—1 1 1
= 59”(% +a'y D ot —1)+ & Sy ok(t—1)

k#i v#EL k=1
—ag)'Elo;(t - 1)). (1.27)
El primer y segundo términos dentro del altimo paréntesis de (1.27) podemos
encontrarlos en los elementos &/'¢}'o;(t) para j € {1,..., N}. El primer término
podemos encontrarlo en los elementos §£‘§§‘aj(t) para u € {1,...,p}. Estos

términos en comun estan evaluados al tiempo ¢ — 1 y representan una fuente
de las correlaciones entre los elementos de la suma del ruido de interferencia.
Procediendo de forma iterativa, se puede demostrar que también hay elementos
comunes para todos los tiempos menores a t — 1 utilizando el altimo término
dentro del paréntesis de (1.27).

La forma precisa de los términos en el dltimo paréntesis de (1.27) depende
de la arquitectura de la red, sin embargo ya que el modelo Little-Hopfield com-
pletamente conectado es el caso méas general, las fuentes en otras arquitecturas
representan un subconjunto de las fuentes encontradas en este modelo. El primer
y tltimo término en el ultimo paréntesis de (1.27) aparecen debido a la simetria
de las sinapsis. Estos términos estarian ausentes si no hubiera simetria. Por
tanto, ya que el dltimo término es la razén de que exista el primer término al
tiempo t — 2, podemos demostrar de forma iterativa que el primer término esta
ausente para todo tiempo y no es fuente de las correlaciones en redes que no pre-
sentan simetria. Por otra parte, en redes diluidas al extremo, con probabilidad
uno cualquier conjunto finito de neuronas tienes grupos de ancestros comunes
disjuntos. Por tanto, el segundo término esta ausente para todo tiempo y no es
fuente de correlaciones para redes con dilucion extrema.

Para tratar de forma correcta las correlaciones descritas en los parrafos an-
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teriores, es necesario obtener una relacién entre el sistema original y un sistema
donde las fuentes de las correlaciones estén ausentes en la dindmica. Por el ansatz
condensado, las fuentes de las correlaciones son pequenas para N grande, por
tanto la relacion buscada se obtiene haciendo una expansion de la regla de evolu-
cion alrededor del punto donde las fuentes desaparecen. Ya que las correlaciones
no se forman en sistemas donde las fuentes estan ausentes, podemos aplicar la

LNG y el TLC a sumatorias donde estén involucradas neuronas de este sistema.

1.7. Estructura de la tesis

El método senal-ruido usado en esta tesis fue desarrollado en [39]. Los princi-
pales resultados de este trabajo son discutidos en los capitulos 2 y 3. La estruc-
tura de la tesis es la siguiente: En el segundo capitulo presentamos el método
ASR del modelo Little-Hopfield con una formulaciéon de la dindmica en términos
de probabilidades de transicién. Se introduce un anélisis de la probabilidad de
trayectoria de una neurona con el fin de obtener la contribucion de las fuentes
de las correlaciones a la dindmica de esta neurona. Se obtienen, en forma simple
y directa, las ecuaciones de los parametros de orden encontradas con el método
AFG para temperatura finita. Las ecuaciones obtenidas se resuelven numérica-
mente usando el método Eissfeller-Opper. Simulaciones numéricas desarrolladas
en un sistema finito dan soporte a las predicciones teéricas. En el tercer capitulo
aplicamos el método desarrollado en el primer capitulo al modelo Ashkin-Teller
completamente conectado. En este modelo las neuronas estan compuestas de dos
espines de diferentes tipos. El modelo presenta acoplamientos de dos y cuatro es-
pines. La contribucion de las fuentes de las correlaciones se obtiene haciendo un
analisis de la probabilidad de trayectoria de los dos espines de una neurona. Las
ecuaciones obtenidas se resuelven numéricamente con una extension del método
Eissfeller-Opper. Simulaciones numéricas desarrolladas en un sistema finito dan

soporte a las predicciones tedricas. Los resultados demuestran que la calidad
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de la recuperacion de patrones es mejorada con la introduccion de acoplamien-
tos de cuatro espines. En el cuarto capitulo, exploramos arquitecturas que no
son completamente conectadas o con sinapsis simétricas. En primer lugar se
estudia la dindmica de redes neuronales con dilucion extrema, tanto simétrica
como asimétrica. Se obtienen los mismos resultados encontrados con el méto-
do AFG, pero con menos dificultad. En segundo lugar se estudia la dinamica
de redes neuronales que recuperan patrones secuencialmente. Las sinapsis en
este modelo son asimétricas. Nuevamente, se obtienen los resultados encontra-
dos con el método AFG, pero de forma mas simple y directa. Los resultados en
el anédlisis de estas arquitecturas demuestran que para modelos con simetria en
las sinapsis, el campo local en el limite termodindmico presenta un término de
autointeraccion, el cual esta ausente en modelos con sinapsis asimétricas. Esta
autointeraccion, se explica por la presencia de bucles de autointeraccion en la

arquitectura de la red.



Capitulo 2

Modelo Little-Hopfield

2.1. Introduccién

En este capitulo, usando un analisis senal-ruido estudiamos la dindmica
del modelo Little-Hopfield completamente conectado con una formulacién de
la dindmica en términos de probabilidades de transicion. Introducimos un anali-
sis de la probabilidad de trayectoria de una neurona con el fin de obtener la
contribucién de las fuentes de las correlaciones al ruido de interferencia. Esta
contribucién se obtiene haciendo una expansion de la probabilidad de trayec-
toria. La expansion se realiza alrededor del punto donde las fuentes de las cor-
relaciones son eliminadas en los campos locales de la neurona para todos los
tiempos de la trayectoria. Obtenemos, en forma simple y directa, las ecuaciones
de los parametros de orden encontradas en el anélisis con funciones generadoras
para temperatura finita.

Las ecuaciones de los parametros de orden obtenidas se resuelven numérica-
mente usando el método Eissfeller-Opper. Simulaciones numéricas desarrolladas
en un sistema finito dan soporte a las predicciones tedricas. Usando el método

Eissfeller-Opper, obtenemos la fase de recuperacién y la presentamos en un

29
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diagrama de fase de este modelo. Por otra parte, para una temperatura fija,

presentamos en una gréfica la cuenca de atraccion de este modelo.

2.2. Modelo

Consideraremos una red que consiste de N neuronas binarias o; € S con

S ={-1,1}. Un estado de la red es descrito por

ot)={o:i(t)}  ie{l,...N} (2.1)

y la historia del sistema hasta el tiempo ¢ es descrita por

o={o0t)} ie{l,...N}, t' €{0,...t}. (2.2)
Estamos interesados en almacenar p patrones £" = {¢ € S} coni € {1,..., N},
w € {1,...,p}. Los componentes de los patrones forman una coleccion vaiid,

tomando los valores 1 con probabilidad 1/2. Cada neurona esta conectada con

todas las neuronas restantes por acoplamientos de acuerdo a la regla de Hebb

1 P
P Kot R
%_N;ﬁ@ Jii = 0. (2.3)

La capacidad de una red neuronal se define como la razén del ntimero de patrones
almacenados en la red y el nimero de acoplamientos por neurona. Por lo tanto,
la capacidad del modelo Little-Hopfield es o = p/N.

El campo local de la neurona i se define por

hl(t) = Z.]ij(fj(t). (24)

Suponemos que el sistema tiene un estado inicial muy cercano con el patrén

condensado 51. Al tiempo ¢ = 0, todas las neuronas se escogen vaiid de acuerdo
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a la distribucion de probabilidad

1+ mo&}

Ploi(0) = +1) =~

(2.5)

y por lo tanto el traslape entre el estado inicial &(0) y el patron &' es mg, en el
limite termodinamico.
Todas las neuronas se actualizan simultdneamente de acuerdo a la siguiente

probabilidad de transicion

P (0i(t +1)]ou)(t),€) = % [1+ o;(t + 1) tanh (Bh,(t))] (2.6)

donde

o (i) (t) o(t)\ {oi(t)} (2.7)
¢ = {&}  je{l,..N}, ve{l,..p} (2.8)

con 3 = T~!. La probabilidad de trayectoria de una neurona o;, condicionada

en los patrones y en el resto de las neuronas a todos los pasos temporales esta

dada por
P(oilow€) = Ploi0) [P (ot + Dlog ). €)
r=0
= P (0:(0)) 1:[ % [14 o;(r + 1) tanh (Bhi(r))]  (2.9)
r=0
donde
g; = {Ui(O),...,Ui(t)} (2.10)
own = o\o;. (2.11)

A partir de P (ai|a(i),£) podemos obtener todos los promedios relevantes de
la neurona ;. Denotaremos (f(o;)) al promedio de una funcion f(o;) sobre

trayectorias de una neurona. Es decir,
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(fle))y =D, Ploiow.§) flo).

0’1(0),---,0’1(t)
2.3. Analisis senal-ruido

En el anélisis senal-ruido se busca obtener el campo local en el limite termod-
inAmico N — oo. A partir del campo local podemos determinar los pardmetros
de orden relevantes. El método ASR consiste en dividir el campo local (2.4) en
dos partes. La primera, contiene el patron condensado 51, el cual representa
una senal; la segunda, contiene el resto de los patrones actuando como ruido.

Entonces, reescribimos el campo local (2.4) como

1
hi(t) =& ) &§oi () + 5 D&Y €fos(t)
i pAL i
El traslape m(t) y el traslape residual r#(t) se definen de la siguiente forma

1 X |
m(t) = N;é}%‘(ﬂ ri(t) = ﬁ;é} oi(t)  p#1l (2.12)
por tanto
hi(t) = Elm(t) + zi(t) — aoy(t) (2.13)
donde

1
at) = = Er. (2.14)

n#l

Por el ansatz condensado, el traslape m(t) y el traslape residual r#(t) (u # 1)
son de orden O(1). Esta situacion es inducida desde las condiciones iniciales
(2.5).

La aplicacion de la ley de ntimeros grandes (LNG) en el traslape m(t) genera

como resultado un objeto macroscopico
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N
m(t) = 3 > oy 2 B [¢! (o(0)] (2.15)

donde o(t) representa una neurona efectiva, Pr denota convergencia en proba-
bilidad y E el valor esperado. En la siguiente seccién reescribiremos el traslape
en términos de un promedio efectivo.

Si todos los elementos en la suma del ruido de interferencia fueran indepen-
dientes, podriamos aplicar el TLC. Sin embargo, la aplicacion directa del TLC,
en general, no es correcta para t > 0, como se puede ver en la seccion 1.6. Para
cualquier término &/'€%'0;(t), j # i, u # 1 en la sumatoria del ruido de interfer-
encia, el problema es causado por las fuentes de las correlaciones de este término
con otros términos de la sumatoria. Las fuentes de estas correlaciones, se encuen-
tran en los términos donde aparece 55‘ como factor en el campo h; de la neurona
0j, para todo tiempo de la trayectoria 0;(0) — 0;(1) — --- — ¢;(¢). Eliminan-
do estos términos en la trayectoria de la neurona, se eliminan todas fuentes de
las correlaciones que pueden tener una contribucién macroscopica al ruido de
interferencia [38]. La probabilidad de esta trayectoria se obtiene si extraemos
de P (aj|a(j), 5) las dependencias fuertes en 5;-‘. Entonces reemplazamos h;(r)

por h;“) (r), r€{0,...,t — 1}, en esta probabilidad de trayectoria, donde

hé”) (r) = hy(r) + k% (r) (2.16)
S (r) = _iru(r)' (2.17)

vN
El campo hg.”) (r) tiene dependencia débil en §§‘. Por otra parte, el término
5h§b(r) tiene dependencia fuerte en 5;-‘ y es pequeno para N grande. Por lo

tanto, haciendo una expansion de P (O'j|0'(j),£), obtenemos
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P (o)lo(). ") = P(o,(0) G (50 + Dl (r).6)
r=0

t—1 L op(o o). €W
= P(ojlog).€) + Y ons(t) (agh’f(jt/) )
/=0 J {ont (r)=0}
L0 (2.18)
donde
E(M) = ¢£\¢" (2.19)

Podemos reescribir las derivadas parciales con la ayuda de un campo externo

0;(r) que vamos a introducir al campo local h;(r)

op (0j|0<j>75(”)) _ 9P (gjlo),€) (2.20)
ORI (E') T 00;() '
(o2 (r)=0} {6;(r)=0}

con hi(r) =%, > ki &5 €Row(r) +0;(r). Denotando Jj(") a la neurona ¢; con
dependencia débil en 55‘ y evaluando el promedio sobre trayectorias, cada una

con probabilidad (2.18), obtenemos

FO(-).  (2.21)
{0;(r)=0}

(a0(1)) = (o3(t)) + Z Shi(t i ;>

El traslape residual se puede escribir de la siguiente forma

N
it \/_ Z €0l (1 \/Lﬁ Zg;% (aj (t) — o) (t)) . (2.22)

En el limite termodinamico, aplicando el TLC al primer término en el lado dere-

cho y la LNG al segundo, obtenemos un objeto macroscopico. Alternativamente,
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se obtiene una ecuaciéon equivalente, en el limite termodinamico, sustituyendo las
variables neuronales en el segundo término por los promedios sobre trayectorias

de estas neuronas. Por tanto,

Z Z fﬂgu (M) Z J(M)
/t#l J#i /L;ﬁl
- w L~ 900;(t)
2_: = N 06, (1)

u?ﬁl =1

+0O(--). (2.23)

{0, (r)=0}

El primer término en el lado derecho es una suma de variables aleatorias in-
dependientes y por el TLC obtenemos una contribucién Gaussiana N(0, «). El
segundo término tiene una contribucion ao;(t) en el limite termodinamico [38].
La aplicacion de la LNG al tercer término resulta en un objeto macroscopico.

Por tanto,

zi(t) = ;(t) + ao;i(t +E zi(t t,t (2.24)
=0
con

225”5” W () 2 N(0, ), (2.25)

u?ﬁl J#i
donde D denota convergencia en distribucion, y

b [000(0)
{6;(r) }_E[ 00(t")

> 9 (o,(t)
Gt 1) = = . (2.26)
TN 2:: i () {e<r>—0}1

donde se ha eliminado la dependencia de los sitios en los campos externos, por
la libertad que tenemos de escogerlos. Suponemos que G(t,t') =0 para t’ >t .
En el limite termodindmico la siguiente covarianza de las variables aleatorias

1; es obtenida
E[Yi(t)i(t')] = aC(t, 1) (2.27)

donde
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Clt,t) = B | S o005 | 2 Eltotolt)]. (2.28)
J#i
Los objetos macroscopicos C(¢,t') y G(t,t') son las funciones de correlacion y
respuesta, respectivamente. En la siguiente seccion obtendremos las ecuaciones
de esos objetos macroscopicos en términos de un promedio efectivo.
Las condiciones iniciales descritas en la seccion 2.2 implican que z;(0) =

1i(0) + ao;(0). Introduciendo iterativamente la relacion recursiva (2.24) para

z;(t) en el campo local (??) y usando las propiedades de la funcién respuesta,

obtenemos
t—1
hi(t) = &lm(t) + a Y R(t,t)oi(t)) + Vag:(t) + 0:(t) (2.29)
t'=0
donde

R(t,t) = 1-&) 7' (tt) (2.30)

[G(
Vagi(t) = Z | (&) (t). (2.31)

El factor y/a ha sido introducido (anticipando resultados) por simplificacion.
Las variables aleatorias ¢; tienen distribucién Gaussiana con promedio cero y

covarianza

D(tat/) = E[¢l(t)¢l( )]

- 'Yy (t,5) [(1 = G| (580 B [s(s)u )]
s=0 s'=0
- [(1 o) tca-aht } (t, 1), (2.32)

donde C = {C(s,s")} vy G = {G(s,)}.
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2.3.1. Dinamica efectiva

Las ecuaciones de los parametros de orden m(t), C(t,t') y G(t,t') pueden

ser escritas en términos de un promedio efectivo

mi(t) = (§o(t)),  Ct.t) = (o(t)o(t)), (2.33)

N 0(a(t)),
Gt,t) = 00 |0y (2.34)

El promedio efectivo de una funcién f(o), paraty > 0, esta dada por (omitiendo

el indice en el patron condensado) :

{(f(@)). E[(f(o))]

> Y [wr@rerelicase o

0(0)...o(ty) &

donde

o = (0(0),...,0(t)) (2.36)
¢ = (60),...,0(tr —1)) (2.37)
dp = 1

I ds®). (2.38)
t=0

Las variables aleatorias ¢ tienen distribucién Gaussiana con promedio cero y ma-
triz de covarianza D = {D(¢,t')}, con D(t,t') dada por (2.32). En este promedio

efectivo, P (¢) es una distribucion de probabilidad Gaussiana multidimensional

ffl

dett% exp Z sOD L)) | (2:39)

Por otra parte, P (o | £, ¢) es la distribucion de probabilidad de trayectoria de

P(¢) =

la neurona efectiva
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ty—1

P(o & ¢)=PoO) [] %[1 bo(r+ 1) tanh(3h()],  (2.40)
r=0

la cual depende del campo efectivo

h(t) = Em(t) + i R(t,t")o(t") + Vag(t) + 0(t). (2.41)
t'=0

donde R(t,t') esta dada por (2.30). Las ecuaciones (2.33)-(2.34) para los paramet-
ros de orden son equivalentes a las que se obtienen en [?] con el método AFG.
Asi que, usando el método ASR con una formulacion de la dindmica en térmi-
nos de probabilidades de transicion recuperamos las mismas ecuaciones exactas
obtenidas con el método AFG (ver Apéndice B), pero de forma méas simple y
directa.

En el Apéndice C, las ecuaciones de los parametros de orden encontradas en
este capitulo son presentadas de forma explicita. Adicionalmente, son presenta-
dos los primeros pasos temporales de los parametros de orden. Se observa que
la complejidad para obtener estos parametros crece de forma importante desde

los primeros pasos temporales.

2.4. Analisis numérico

En esta seccidon vamos a resolver numéricamente las ecuaciones de los paramet-
ros de orden del modelo Little-Hopfield completamente conectado. Como se
puede ver en el Apéndice C, el proceso para encontrar los parametros de orden
se complica desde los primeros pasos temporales. Por ejemplo, al tiempo t, es
necesario realizar una integral sobre ¢ variables y una traza sobre ¢ neuronas. Por
tal razon, la solucién se debe encontrar en forma numeérica. Si se desea resolver
el promedio efectivo (2.35) con un método del tipo Monte Carlo es necesario
obtener muestras del ruido Gaussiano ¢(t) para las integrales, muestras de la

neurona efectiva o(t) para las sumatorias y muestras del patron condensado &.
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Sin embargo, con este método se tienen que generar las variables involucradas
una y otra vez para cada paso temporal. En su lugar, nosotros vamos a utilizar
el método Eissfeller-Opper [40], el cual es una variante de los métodos del tipo

Monte Carlo.

2.4.1. Meétodo Eissfeller-Opper

En este método se generan un ntimero M grande de réplicas del sistema
efectivo, las cuales evolucionan formando M trayectorias de las variables in-
volucradas en el promedio efectivo. Cada réplica al tiempo ¢, consiste de una
muestra del patréon condensado, ¢+ 1 muestras del ruido Gaussiano y ¢+ 1 mues-
tras de la neurona efectiva. El promedio efectivo (2.35) es reemplazado por un
promedio sobre el ensamble de réplicas para M grande.

El algoritmo necesita como parametros: el niimero de réplicas M del sistema,
el tiempo final ¢f, la capacidad de la red «, la temperatura 1" = B~ y el traslape
inicial mg. Para una réplica ¢, al tiempo t, las variables del algoritmo son, el
patron condensado & € {—1,1}, la neurona efectiva o;(t) € {—1,1} y el ruido
Gaussiano ¢;(t) € R. Al tiempo ¢ = 0, para cada réplica j € {1,...,M}, la
neurona efectiva se inicializa tomando los valores &1 con probabilidad P(c;(0) =
+1) = (1+£mo&;)/2, mientras que el patron condensado toma los valores £1 con
probabilidad P(§; = £1) = 1/2. El tnico elemento de la matriz de covarianza
al tiempo ¢ = 0 se inicializa con D(0,0) = 1. El algoritmo procede de forma
recursiva. Para predecir el valor de los parametros de orden al tiempo t es
necesario conocer, para cada réplica j € {1,..., M}, el patrén condensado &;, las
neuronas efectivas o;(t') para t’ € {0,...,t}, los ruidos Gaussianos ¢;(t') para
t' €{0,...,t—1} y la matriz de covarianza D(¢',t") para t',t"” € {0,...,t —1}.

Antes de hacer una descripcion del algoritmo, es necesario reescribir la fun-
cién respuesta en términos de cantidades conocidas. Usando integracién por

partes se obtiene
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Glt,t) = Zhrds = <= ool — o Z_ (o(O6(E"), DE ). (242)

El algoritmo Eissfeller-Opper consiste de los siguientes pasos (t < tf) :

1. Los parametros de orden del sistema m(t), C(t,t') = C(t',t), ' < t,

G(t,t'), t' < t, se calculan promediando sobre el ensamble de réplicas:
m(t) = i Z&m(t) (2.43)

C(t,t") (2.44)

1
=
\'M
N
=
)
=

M
Gt t) = L > D_l(t’,t”)ﬁ Zoi(t)cﬁi(t”). (2.45)

2. Se obtienen las matrices S = (1-G)™' , D=8SCS"y R=S—1.

3. Se generan los ruidos Gaussianos con matriz de covarianza D para cada

réplica

1 — -1 Noy (4!
_Dfl(t,t),,Z:OD (t, ") (t') (2.46)

donde los términos 7;(t) son vaiid, para toda i y ¢, con distribucion Gaus-

siana estandar N (0, 1).

4. Se genera el campo local efectivo para cada réplica

t—1

h(t) = &m() + a3 R(E)oi(t)) + vad(t). (2.47)

/=0
5. Usando el campo local efectivo, se genera la neurona efectiva al tiempo

t + 1 para cada réplica

P (os(t + 1)|hi(t)) = % [+ 0s(t + 1) tanh (Bhs(1))] (2.48)

6. Sit <ty seincrementa t y se repite el algoritmo desde el paso 1, en caso

contrario el proceso se detiene.
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2.4.2. Resultados

En esta seccion discutimos los resultados numeéricos obtenidos a partir de las
ecuaciones de los parametros de orden derivadas para el modelo Little-Hopfield
completamente conectado. Se han resuelto las ecuaciones de los parametros de
orden numéricamente, usando el método Eissfeller-Opper. En nuestros calculos
el nimero de réplicas es M =5 - 10°.

La evolucién del traslape m en los primeros pasos temporales es mostra-
do en la figura 2.1 para T = 0.15, a = 0.08. Las lineas soélidas representan
las predicciones teodricas obtenidas con el método Eissfeller-Opper. Las lineas
con guiones fueron obtenidas mediante la simulacion de una red de N = 5000
neuronas promediadas sobre 200 corridas. Los resultados de las simulaciones
soportan nuestras predicciones teodricas.

La linea de la figura 2.2 representa el diagrama capacidad-temperatura del
sistema. El sistema es inicializado con un traslape m(0) = 0.99 y la dinamica se
obtiene con el método Eissfeller-Opper. Registramos la temperatura cuando el
traslape m ha disminuido por debajo de 0.4 después de 200 pasos temporales.
Por debajo de la linea resultante encontramos la fase donde el sistema puede re-
cuperar patrones y arriba de la linea el sistema no puede recuperar patrones. En
la grafica podemos ver que la capacidad critica es grande a bajas temperaturas
mientras que a temperaturas mayores es mas pequena.

La linea de la figura 2.3 representa la cuenca de atraccion del sistema con
T = 0.35. El sistema es inicializado con varios valores del traslape m y la
dindmica se obtiene con el método Eissfeller-Opper. Registramos la temperatura
cuando el traslape m tiene un valor por debajo de 0.4 después de 200 pasos
temporales. Por debajo de la linea resultante el estado inicial del sistema se
encuentra dentro de la cuenca de atraccion del patréon condensado, por tanto,
se puede recuperar este patron. Arriba de la linea el sistema no puede recuperar

el patron condensado. Para valores pequenos del traslape inicial la capacidad
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Figura 2.1: Evolucién temporal del traslape m con T" = 0.15, a = 0.08. Las

lineas solidas denotan resultados tedricos y las lineas con guiones los resultados

obtenidos por simulaciéon en computadora con N = 5000 neuronas promediados

sobre 200 corridas.
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Figura 2.2: Diagrama Capacidad-Temperatura

critica aumenta de forma notoria cuando el traslape aumenta. Por otra parte,
para valores grandes del traslape inicial la capacidad critica no tiene cambios

notorios al aumentar el traslape.

Conclusiones

En este capitulo estudiamos la dindmica del modelo Little-Hopfield usando el
método ASR. con una formulaciéon de la dindmica en términos de probabilidades
de transiciéon. Las ecuaciones de los parametros de orden que se obtienen son
idénticas a las obtenidas con el método AFG en el Apéndice B.

En el limite termodindmico, se obtiene lo que puede ser interpretado co-
mo una teoria describiendo una neurona efectiva o(t), sometida a un campo
local efectivo h(t) (2.41), con la dindmica de esta neurona descrita por la prob-
abilidad de trayectoria P (o | £, ¢) (2.40). El campo efectivo h(t) tiene tres

contribuciones: la senal que depende del patrén a recuperar, &, ruido discre-
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Figura 2.3: Cuenca de atraccion del sistema con 7' = 0.35

to que depende de todos los estados anteriores de la neurona efectiva, o(t), y
contribuciones de ruido Gaussiano, ¢(t), con promedio cero y temporalmente
correlacionado. Por tanto, el sistema efectivo, que fue derivado de un sistema
que evoluciona como un proceso de Markov, estd descrito por un proceso que
no es de Markov.

Las ecuaciones de los parametros de orden se resolvieron numéricamente us-
ando el método Eissfeller-Opper. Se realizaron simulaciones numéricas en un
sistema finito. Los resultados de las simulaciones tienen una muy buena corre-
spondencia con las predicciones tedricas. Se elaboraron diagramas capacidad-
temperatura y cuenca de atraccién. Se demostré que la capacidad critica es
grande a bajas temperaturas mientras que a temperaturas mayores es més pe-
quena. La capacidad critica mejora de forma notoria con el aumento del traslape
inicial cuando éste es pequeno.

En su desarrollo, el método AFG es muy elegante y proporciona resulta-

dos exactos, pero presenta muchas dificultades matematicas. Por otra parte, el
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método ASR genera resultados idénticos a los obtenidos con el método AFG de
forma directa y con mucho menos esfuerzo matemaético. Se puede esperar que el
método desarrollado en este capitulo nos permitira resolver modelos mas com-
plejos con mayor facilidad. En el siguiente capitulo, aplicamos este método al
modelo Ashkin-Teller completamente conectado, el cual presenta acoplamientos

méas complejos que el modelo Little-Hopfield.



Capitulo 3

Modelo Ashkin-Teller

3.1. Introduccién

Las neuronas en la red neuronal Ashkin-Teller estan compuestas de dos es-
pines de diferentes tipos. La interacciéon entre dos neuronas en la red se re-
aliza mediante acoplamientos de dos y cuatro espines. Cuando la interaccion
de cuatro espines desaparece, el sistema evoluciona como dos redes neuronales
Little-Hopfield independientes. Este modelo tiene la capacidad de recuperar dos
patrones diferentes simultaneamente. Se cree que la recuperacién de los dos pa-
trones es mas eficiente cuando la interaccién de cuatro espines esta presente.
En [41] se presenta una posible justificacion biologica de esta red. La estatica y
dindmica del modelo completamente conectado con capacidad o = 0 fue estu-
diado en [42]. La estatica de este modelo, pero con capacidad « # 0 se describe
en [43] usando el método de réplicas. Por otra parte, la estatica y dindmica del
modelo con dilucién extrema asimétrica y capacidad finita se estudio en [41] con
el método ASR.

En este capitulo, vamos a estudiar la dindmica del modelo Ashkin-Teller

completamente conectado usando el método ASR desarrollado en el capitulo

46
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anterior. La contribucién de las fuentes de las correlaciones al ruido de interfer-
encia se obtiene expandiendo la probabilidad de trayectoria de los dos espines
en una neurona. Se demuestra que la calidad en la recuperacion de patrones es
mejorada con la introduccion de los acoplamientos de cuatro espines. Las simu-
laciones numéricas tienen una muy buena correspondencia con las predicciones

tedricas.

3.2. Modelo

Consideraremos una red que consiste de N neuronas. El estado de cada
neurona es descrito por dos espines 0; € Sy v; € S, S = {=1,+1}. Un estado

de la red es descrito por

ot)={o:(t)} ) ={u(t)} ie{l,...N} (3.1)

y la historia del sistema hasta el tiempo t es descrita por

o={o(t)} v = {v;(t')} ie{l,...N}, t' e€{0,...t}. (3.2)

Estamos interesados en almacenar 2p patrones: p patrones €* = {¢! € S} en
la parte o de lared y p patrones n* = {n!" € S} en la parte v, coni € {1,... N},
p € {1,...,p}. Los componentes de los 2p patrones son vaiid, tomando los
valores £1 con probabilidad 1/2. Cada neurona esta conectada con todas las
neuronas restantes mediante acoplamientos, definidos en analogia con la regla

de Hebb, de dos espines

1 & 1 &
1 e 2 o
Jij =N E & fj Jij =N E ;M (3.3)
p=1 n=1

y cuatro espines
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1 &
JY = N Zv{ vy (3.4)
p=1
donde
v =&y (3.5)

En la literatura, esta opcién de los patrones, en la definicién de los acoplamientos
de cuatro espines, se conoce como el caso vinculado (the linked case). En el
siguiente desarrollo siempre se tiene J! = 0, n € {1,2,3}. En este modelo
queremos almacenar 2p patrones y se tienen 3N acoplamientos (3 por cada

neurona), por tanto la capacidad de la red Ashkin-Teller es

— P
donde o = -

Dada una configuracion de la red, podemos definir tres tipos de campos

locales

hia(t) =Y Jhoi(t)  haa(t) =Y Jhu;(t) (3.7)

hsi(t) = Z TEoi(t)v;(t). (3.8)

Los campos h} (t) y hZ(t) miden la contribucién por espines del mismo tipo en la
dinamica de los espines o; y v;, respectivamente. Por otra parte, el campo h3(t)
mide el efecto en la dindmica de los espines de la neurona 7 causado por ambos
espines en las otras neuronas. El traslape y el traslape residual estan definidos

de la siguiente forma
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1 Y 1
mi(t) = 5 D& os(t) )= => goit)  nAl (39
1 & 1 &
ma(t) = > njui(t) rh(t) = TN S ity p#£1 0 (3.10)
j=1 j=1
1 N
ma(t) = N Zéjl'ml'ffj(f)vj (t) (3.11)
1 N
i) = —=>_&nfoi(tyu;(t)  p#1 (3.12)

Suponemos que el sistema tiene traslapes mq (t), ma(t) y traslapes residuales
i (t), m5(0), (u # 1), de orden O(1) (ansatz condensado). Esta situacion es
inducida por las condiciones iniciales. Al tiempo ¢t = 0, todos los espines se

escogen como vaiid de acuerdo a las siguientes distribuciones de probabilidad

14+ 1 14+ 1
P(0i(0) = £1) = %05 P(v;(0) = £1) = % (3.13)

y por lo tanto los traslapes iniciales mq(0) y m(0), en el limite termodinamico,
son mi,0 y ma,0, respectivamente.
Dados los campos locales y la temperatura T' = 1/, las neuronas de la red

se actualizan simultaneamente de acuerdo a las siguientes probabilidades

P (oi(t + Do) (t),v(t),§,m)

= % [1 + O'i(t + 1) tanhﬁ (hlﬂ'(t) + .]Ul(t)h;g?(t))] (314)

[+ v+ 1) tanh B (o (1) + Jou (1) (1) (3.15)
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donde

o) = a(t)\{oi(t)} (3.16)
v () = o)\ {vi(t)} (3.17)
¢ = {&} (3.18)
n = {n/}, (3.19)

conje{l,...N},ve{l,...p}. El parametro J nos permite variar la contribu-
cion de los acoplamientos de cuatro espines en la dindmica de las neuronas. En
el limite J — 0, la red Ashkin-Teller es equivalente a dos redes Little-Hopfield
independientes. La probabilidad de trayectoria de los espines o; y v; condiciona-

da en los patrones y los espines restantes a todos los pasos temporales esta dada

por
P (04, vilow), vy, &) = P(0i(0) P (v;(0))
t—1
X H P (Ji(r + 1)|a(z) (T’), ’U(T‘),g, 77) P (Ui(r + 1)|U(T)a V() (7“),57”7)
r=0
t—1
= P(0:(0)) P(i(O) [] % [+ o3(r + 1) tanh @ (1 i(r) + Joi (r)hs. ()]
r=0
x5 [ il 1) tanh 8 (ho () + Joi(r) s ()] (3.20)
donde
g; = {Ui(O),...,Ui(t)} (3.21)
v, = {Ui(O), PN ,Ui(t)} (3.22)
o@n = o\o; (3.23)

v = v\v (3.24)
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Podemos obtener de P (o-zv, vilo iy, vy, €, 77) todos los promedios relevantes de
los espines o; y v;. Vamos a denotar (f(o;,v;)) al promedio de una funcion

f(oi,v;) sobre trayectorias, es decir,

(flei,v)) = Z Z P (o, v|o3),v0),€m) f(oi,vi). (3.25)

g4 (0)7 304 (f) U7(0)7 7Ui(t)
3.3. Analisis senal-ruido

Queremos obtener los campos hy ;(t), hoi(t) y hs,i(t) en el limite termod-
inAmico N — oo utilizando el método ASR descrito en el segundo capitulo para
el modelo Little-Hopfield. En el caso de los campos hq ;(t) y ho,(t) el analisis
se puede realizar de forma analoga al segundo capitulo. Por lo tanto, solamente
desarrollaremos en detalle el analisis correspondiente al campo hs ;(t).

El campo local hs ;(t) en (3.8) puede ser escrito de la siguiente forma

ha,i(t) = &inima(t) + 23.4(t) — aoi(t)vs(t) (3.26)

donde

z3:(t) = —Zf“ ‘Zf”njoj( Z Eplirki(t). (3.27)

n#l Jj=1 u#l
La aplicacion de la LNG en el traslape ms(t) da como resultado un objeto

macroscopico

Z& nhoj(o;(t) 2 E [t (o(t)o(1))] (3.28)

donde o(t) y v(t) representan espines efectivos, Pr denota convergencia en prob-
abilidad y F el valor esperado. En la siguiente seccién reescribiremos el traslape

en términos de un promedio efectivo.
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No podemos aplicar el TLC directamente al ruido de interferencia. Para
cualquier término &'} nfo;(t)v;(t), j # i, p # 1 en la sumatoria del rui-
do de interferencia, el problema es causado por las fuentes de las correlaciones
de este término con otros términos de la sumatoria. Las fuentes de estas cor-
relaciones, se encuentran en los términos donde aparecen &, % o &i'n como
factores en los campos hy j, hoj y hs; de la neurona j, para todo tiempo de
la trayectorias 0;(0) — o;(1) — -+ — 0;(t) vy v;(0) — v;(1) — --- — v;(?).
Eliminando estos términos en las trayectorias de los espines, se eliminan todas
fuentes de las correlaciones que pueden tener una contribucién macroscopica
al ruido de interferencia [38]. La probabilidad de estas trayectorias se obtiene
si extraemos de P (o, v;lo(;),v(;), € n) las dependencias en oy il

Entonces reemplazamos h,, ;(r) por hgl”;(r) ne{l,2,3}, re{0,....,t — 1}, en

esta probabilidad de trayectoria, donde

B() = B () + OB (1) (3.29)
con
Hoptt B
5h/f,j (T) = _M 5h57j(7ﬂ) = —M (3.30)

VN

o
;s (1)
ohy ;(r) = B A ~

Los campos h;“])(r) tienen dependencia débil en &/, 0} y 0. Por otra parte,

(3.31)

los términos 5hﬁ’j(r) tienen una fuerte dependencia y son pequenios para N
grande. Al expandir P (aj,vj|0'(j),'u(j),£,n), obtenemos términos de los tres
campos, sin embargo, en el siguiente desarrollo, obtendremos contribuciones
macroscopicas a 23;(t) solamente de los términos 0h5 ;(r), r € {0,...,t —1}.
Por lo tanto, escribiendo solamente las contribuciones relevantes en el limite

termodinamico, obtenemos
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P (o5,0510), 003, €50, 0 ) = P (05(0)) P (15(0)
t—1

X H : [1 +0j(t+ 1) tanh 8 (h(” (8) + Ju; (£)hY) (t))}

B . .
x5 {1 +v;j(t+ 1) tanh 3 (h;{} (t) + Joj()hY") (t))}

= P (0j,v5l0),v(;), &)
OP (Uj,’Uj|0'(j),’U(j);é(u)an(”))

moy
+Zﬂij )ohs ;(t) 0 (BJv;(t)ohs (1))

{on¥ (r)=0}
oP (Uj7Uj|0'(j),’U(j)ag(u)vn(”))
9 (ﬁ']‘fj (t')éhg,j(t'))

+ Z BJa;(t')oh (t')

{onk ;(r)=0}

+O(-++) (3.32)

donde
eW = g\ ¢r (3.33)
nW = n\n* (3.34)

Podemos reescribir las derivadas parciales con la ayuda de la introduccion de

un campo externo 03 ;(r) al campo local hs ;(r) v la regla de la cadena

oP (O'j, V; |U(j) V() 6(”)7 n(H))

BT = G o et )

{onk ;(r)=0}
oP (O'ja'Uj|0'(j);U(J‘)aé(u)vn(”))

+ BJa;(t) 0 (BJoj(t)shl (1))

{5h§,_7(r)20}
_ 0P (oj,v5l03),v3),€n)
005 (t")

(3.35)

{03, (r)=0}
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con ha;(r) = %>, > krj &7 €K ok (1) vk (r) + 03,5(r). Denotando a( "y v( 2
a los espines 0; y v; con dependencia débil en &%, 7 y &7}, y evaluando el

promedio sobre sus trayectorias, cada una con probabilidad (3.32), obtenemos

+O(--+).
{03, (r)=0}

(a0 (1)) = ¢ +Z oht 7392 J)E’J gt»
(3.36)

El traslape residual puede ser escrito de la siguiente forma

Zf/tn;t j(ﬂ) H _|_7 Zf/t ( i (t) — U;H) (t)vj(u) (t)) .

(3.37)

En el limite termodinamico, aplicando el TLC al primer término en el lado dere-
cho y la LNG al segundo, se obtiene un objeto macroscépico. Alternativamente,
se obtiene una ecuaciéon equivalente, en el limite termodindmico, al sustituir
el segundo término por el promedio sobre trayectorias de los espines en este

término. Por lo tanto,

]- L L 1 L L
z3i(t) = 5 D D &g oy (0 (1) + 5 Do (" 0+
p#L jFi n#l
t—1

N
Z\FZ Itk ( Z 893 )» +O(--+). (3.38)

p#1 J=1 {05, (r)=0}
El primer término en el lado derecho es una suma de variables aleatorias in-
dependientes y por el TLC obtenemos una contribucion Gaussiana N (0, ). El
segundo término tiene una contribucion ao; (t)v;(t) en el limite termodindmico.
La aplicacion de la LNG al tercer término resulta en un objeto macroscopico.

Por lo tanto,

23,i(t) = ¥3,i(t) + aoi(t)ui(t) + Z 23,4(t))G3(t,t) (3.39)
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con

1 0 " D
aalt) = 5 D0 S miol (1) 2 N(0,@),  (3.40)
AL j#i

donde D denota convergencia en distribucién, y

{93(T)_0}‘|
(3.41)

Suponemos que G3(t,t') =0 para t' > t. En el limite termodinamico se obtiene

la siguiente covarianza de las variables aleatorias 13 ;

E [3,:(t)s,:(t")] = aCs(t,t') (3.42)

donde

C3(t,t') = F %Zaj(t)vj(t)aj(t')vj(t’) ZE[(o(tut)o(t)o(t')]. (3.43)
i

Los objetos macroscopicos Cs(t,t') y Gs(t, ') son las funciones de correlacion y
respuesta, respectivamente. En la siguiente seccién obtendremos las ecuaciones
de esos objetos macroscopicos en términos de un promedio efectivo.

Las condiciones iniciales descritas en la seccion 3.2 implican que z3,(0) =
13,:(0) + aoi (0)v;(0). Introduciendo iterativamente la relaciéon recursiva (3.39)
para z3;(t) en el campo local (3.26) y usando las propiedades de la funcion

respuesta, obtenemos

t—1

h3’i(t) = f}n}mg(t) + « Z R3 (t, tl)Ui(tl)Ui(t/) + \/a(ﬁg,i(t) + 93,i(t) (3.44)

t'=0

donde
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Rs(t,t') = [G3(1—G3)7'] (L, 1) (3.45)
Vagsa(t) = S [(1—Ga) 1 (t)s(t). (3.46)
t’=0

Las variables aleatorias ¢3 ; tienen distribucién Gaussiana con un promedio cero

y covarianza

D3(t,t") = E [¢3,i(t)¢3,:(t)]

SN[ Ga) Y (ts) [(1- G () E i ()45

s=0 s’=0

1
- [(1 Gy lOs(1 - Gg)—l} (t,1'). (3.47)

En el caso de los campos hi ;(t) y ho,i(t), los términos en la expansion de
P (aj, vilo Gy, v, 5("), 77(")) que producen contribuciones macroscopicas a los
ruidos  de  interferencia  asociados  son  ShY ;(r) y SRy (1),
r €{0,...,t — 1}, respectivamente. Por lo tanto, haciendo un analisis similar al
segundo capitulo, se obtienen campos locales con la misma estructura del campo
local que en el modelo Little-Hopfield. Los campos resultantes hqy ;(t) y ho(t)
se describen en términos de objetos macroscopicos mq(t), C1(t,t'), G1(t,t') y
ma(t), Ca(t,t'), Ga(t,t'), respectivamente. En la siguiente seccion obtendremos
las ecuaciones de esos objetos macroscépicos en términos de un promedio efec-

tivo.

3.4. Dinamica efectiva

Las ecuaciones de los pardmetros de orden puede ser escrito en términos de

un promedio efectivo

mi(t) = (o),  mat) = (o),  mst)={Eno()u(t)),  (3.48)
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Ci(t,t) = (o(t)o(t)),  Cat,t) = (v(t)v(t), (3.49)
Cs(t, t') = (o(t)v(t)o(t)v(t)), (3.50)

no_ 0{e@), n_ ),
Gi(t ) 901(t') |10, (r)=0y G2(t,8) 902(t") 1 {0, (r)=0} (3:51)
Gty = 20000, .

03(t')  [(o5(r)=0y
El promedio efectivo de una funciéon f(o,v), para t; > 0, esta dada por (omi-

tiendo el indice en los patrones condensados)

(f(e.0). = El{f(@.v))]
= XY O [ dedendsr o) P 6, P (s

a(0)...o(ts) v(0)..v(ty) & n

PP (n)P(o,v|&n, ¢, ¢ ¢3) f(o,v) (3.53)
donde
o = {0(0),...,0(t;)} (3.54)
v o= {v(0),...,0(t)} (3.55)
& = {on(0),...,0n(ty — 1)} (3.56)
g, = tﬁ:dqbn(t), (3.57)

con n € {1,2,3}. Las variables aleatorias ¢, ¢2 y ¢3 tienen distribucion Gaus-
siana con un promedio cero y matrices de covarianza Dy = {D;(¢,t)}, Dy =

{D2(t,t")} y D3 = {D3(t,t')}, respectivamente:
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Dy(t,t) = E[pi(t)pr(t)]
- [(1 e le(1 - GD‘l} (t, 1) (3.58)

Ds(t,t) = Elpa(t)pa(t’)]
= [(1 —Go) "l O(1 - G;)*l} (t,1) (3.59)

con D3(t,t') dada por (3.47). En este promedio efectivo P (¢,,), n € {1,2,3},

describe una distribucién de probabilidad Gaussiana multidimensional

) Lt
P(¢n):\/W ( ttZ: Gn (D (8, )y ( )) n€{1,2,3}.

(3.60)
Por otra parte, P (o,v | £,1, ¢q, Py, ¢3) es la distribucion de probabilidad de

trayectoria de los espines efectivos

P(o,v[&n,¢1, ¢y ¢3) = P(a(0)) P (v(0))

X H % [1+o(r+1)tanh 3 (hy(r) + Ju(r)hs(r))]

r=0

x% [1+v(r+1)tanh 3 (ha(r) + Jo(r)hs(r))], (3.61)

la cual depende de los campos locales efectivos

hi(t) = &mi(t) +a Z Ri(t,t)o(t') + Vag: (t) + 01(t) (3.62)
ho(t) = nma(t) +a Z Ry(t,t")u(t') + Vaga(t) + 02(t) (3.63)
hs(t) = &nms(t) +a Z Rs(t,t)o(t)o(t') + Vags(t) +05(t) (3.64)
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donde

Rit,t) = [Gi(1-Gy) (1) (3.65)

Ro(t,t)

[Go(1— Go) ' (1,) (3.66)

con R3(t,t') definida en (3.45).

3.5. Analisis numérico

En esta seccidén vamos a resolver numéricamente las ecuaciones de los paramet-
ros de orden del modelo Ashkin-Teller completamente conectado extendiendo el
método Eissfeller-Opper descrito en el capitulo 2 para el modelo Little-Hopfield.
También estudiaremos la evolucién de los parametros de orden mediante simu-

laciones computacionales en un sistema finito.

3.5.1. Meétodo Eissfeller-Opper

El método presentado a continuacion es una extension del método descrito
para el modelo Little-Hopfield. Para un ntimero grande M de réplicas, el prome-
dio efectivo (3.53) es reemplazado por un promedio sobre el ensamble de réplicas.

Queremos predecir los parametros de orden que forman los campos hq(t),
ha(t) y h3(t), utilizando el método Eissfeller-Opper. En el caso de los pardmetros
de orden que forman los campos hq(t) y ha(t), el analisis se puede realizar de
forma analoga al capitulo 2. Por lo tanto, solamente desarrollaremos en detalle
el analisis correspondiente a los pardmetros de orden que forman el campo hs(t).
Por otra parte, debido a las caracteristicas del modelo, los traslapes mj y ms
convergen al mismo estado de equilibrio. Por lo tanto, en el siguiente analisis
numérico tenemos my = ma.

El algoritmo necesita como parametros: el niimero de réplicas M del sistema,

el tiempo final ¢, la capacidad de la red «, la temperatura 7" = 871, el traslape
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inicial mg y el pardmetro J. Para una réplica ¢, al tiempo ¢, las variables del
algoritmo son los patrones condensados 1;,& € {—1,1}, los espines efectivos
oi(t),vi(t) € {—1,1} y los ruidos Gaussianos ¢1;(t), d2,:(t), ¢3,:(t) € R. Al
tiempo ¢t = 0, para cadaréplica j € {1,..., M}, los espines efectivos se inicializan
tomando los valores £1 con probabilidades P(c;(0) = £1) = (1 £ mo&;)/2 y
P(vj(0) = £1) = (1 & mgn;)/2, mientras que los patrones condensados toman
los valores &1 con probabilidades P(§; = £1) = 1/2 y P(n; = £1) = 1/2.
El tnico elemento de las matrices de covarianza al tiempo ¢t = 0 se inicializa
con D;1(0,0) = 1, D3(0,0) = 1y D3(0,0) = 1. El algoritmo procede de forma
recursiva. Para predecir el valor de los parametros de orden al tiempo t es
necesario conocer, para cada réplica j € {1,..., M}, los patrones condensados
n;, &j, los espines efectivos o ('), n; (t') parat’ € {0,...,t}, los ruidos Gaussianos
G1,5(t"), b2, (t'), d3;(t') para t’ € {0,...,t — 1} y las matrices de covarianza
Dy(t', "), Do(t' "), Ds(t', ¢") para t',t" € {0,...,t —1}.

Antes de hacer una descripciéon del algoritmo, es necesario reescribir las
funciones respuesta en términos de cantidades conocidas. Usando integracion

por partes se obtiene

d(a(t)u(t)), _ 1 d{a(t)v(d)),
003(t") Voo 0gs(t)

t—1

= LY (oo, DM, ) (3.67)

GB(ta tl) =

donde Gy (t,t') y Ga(t,t") se reescriben de forma analoga a (2.42). El algoritmo

Eissfeller-Opper consiste de los siguientes pasos (¢t < ty) :

1. Los parametros de orden del sistema ms(t), Cs(t,t') = Cs(t',t), t' < ¢,
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Gs(t,t'), t' < t, se calculan promediando sobre el ensamble de réplicas:

3
Il
= -
M:

glo'l( ) z( ) (368)
1 1;41
Cs(t,t’) = MZU;(t)vi(t)ai(t')vi(t’) (3.69)

&
Il
—

M
Gs(t,t') = \/_ZD t',t") lzai(t)ui(t)gég,i(t") (3.70)

#1=0
donde my(t), ma(t), C1(t,t"), Ca(t,t'), G1(t,t') y Ga(t,t') se obtienen de

forma analoga al paso 1 en 2.4.1.

2. Se obtienen las matrices S3 = (1-G3)~!, D3 = SgCgS y R3 = S3—15.
Las matrices D1, Dy, R y R se obtienen de forma analoga al paso 2 en

2.4.1.

3. Se generan los ruidos Gaussianos con matriz de covarianza D3 para cada

réplica

n.1(t) = n3,i(t) D‘l D ZD3 (t, t")ns.4(t") (3.71)
3

D3 '(t,t)

donde los términos 13 ;(t) son vaiid, para toda ¢ y ¢, con distribucién
Gaussiana estandar N(0,1). Los ruidos Gaussianos ¢1,;(t) y ¢2.(t), se

generan de forma analoga al paso 3 en 2.4.1.

4. Se genera el campo local efectivo para cada réplica

t—1

hai(t) = ni&ms(t) +a Y Ra(t,t)oi(t)ui(t) + Vags(t).  (3.72)

t'=0

Los campos hy ;(t) y he i(t) se generan de forma analoga al paso 4 en 2.4.1.

5. Usando los campos locales efectivos, se generan los espines efectivos al

tiempo t + 1 para cada réplica

P (0i(t + 1)|h1i(t), hai(t), vi(t))

. % [+ o3(t + 1) tanh 8 (hri(t) + Jvs(t)hsi ()] (3.73)
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P (vi(t +1)[h2,i(t), hs,i(t),04(t))

- % [+ vi(t + 1) tanh B (hos(t) + Jos(Ohss ()] . (3.74)

6. Sit <ty se incrementa ¢, y se repite el algoritmo desde el paso 1, en caso

contrario el proceso se detiene.

3.5.2. Resultados

En esta secciéon discutimos los resultados numeéricos obtenidos a partir de las
ecuaciones de los parametros de orden derivadas en la seccion anterior para el
modelo Ashkin-Teller completamente conectado. Hemos resuelto las ecuaciones
de los parametros de orden numéricamente, usando el método Eissfeller-Opper
[40], el cual esta basado en la evolucion independiente de M réplicas de cada
espin efectivo. Los promedios efectivos (3.53) son reemplazados por promedios
sobre el ensamble de réplicas para M grande. En nuestros calculos hemos tomado
M =5-10°.

La evolucion de los traslapes my y mg en los primeros pasos temporales es
mostrado en la figura 3.1 para T = 0.15, aarnyny = 0.05 y J = 1.0. Las lineas
solidas representan las predicciones teéricas obtenidas con el método Eissfeller-
Opper. Las lineas con guiones fueron obtenidas mediante la simulacion de una
red de N = 5000 neuronas promediada sobre 200 corridas. Los resultados de las
simulaciones soportan nuestras predicciones tedricas.

La motivacién de esta seccidon es determinar si se pueden mejorar las capaci-
dades de la red para recuperar dos patrones diferentes simultaneamente medi-
ante la introducciéon de acoplamientos de cuatro espines. Las lineas de la figura
3.2 representan los diagramas capacidad-temperatura del sistema con J = 0.0,
J = 0.3y J = 0.5. Para valores mas grandes del parametro, el sistema pre-
senta una convergencia lenta al equilibrio a temperaturas bajas y la potencia
computacional requerida aumenta substancialmente. El sistema es inicializado

con un traslape m1(0) = 0.99 y la dindmica se obtiene con el método Eissfeller-
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mi)
m3(t)

0 2 4 6 8 10 12
t t

Figura 3.1: Evolucién temporal de los traslapes (a) my y (b) ms3 con T'= 0.15,
aarnyn = 0.063, J = 1.0. Las lineas solidas denotan resultados tedricos y las
lineas con guiones los resultados obtenidos por simulacién en computadora con

N = 5000 neuronas promediado sobre 200 corridas.

Opper. Registramos la temperatura cuando el traslape m; ha disminuido por
debajo de 0.4 después de 200 pasos temporales. Por debajo de las lineas resul-
tantes encontramos la fase donde el sistema puede recuperar patrones y arriba
de las lineas el sistema no puede recuperar patrones. En la grafica podemos ver
que la capacidad critica se incrementa a bajas temperaturas cuando se incre-
menta J mientras a temperaturas mayores este comportamiento se mantiene
pero la diferencia es mas pequena. En todo el diagrama, la capacidad critica
es mayor que la del modelo Little-Hopfield. Estos resultados contrastan con el
comportamiento encontrado en el modelo con dilucién extrema asimétrica donde
la capacidad critica a temperaturas bajas decrece al incrementar J y donde el
modelo sin acoplamientos de cuatro espines tiene una mayor capacidad critica
[41].

Las lineas de la figura 3.3 representan la cuenca de atraccion del sistema para
J=0.0,J =03y J=0.5 con T = 0.35. El sistema es inicializado con varios
valores del traslape m; y la dindmica se obtiene con el método Eissfeller-Opper.
Registramos la temperatura cuando el traslape m; tiene un valor por debajo

de 0.4 después de 200 pasos temporales. Por debajo de las lineas resultantes el
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Temperatura

0 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Capacidad

Figura 3.2: Diagramas Capacidad-Temperatura para (lineas solidas) J = 0.0,

(lineas con guiones) J = 0.3 y (lineas con puntos y guiones) J = 0.5.

estado inicial del sistema se encuentra dentro de la cuenca de atracciéon de los
patrones condensados, por tanto, se pueden recuperar estos patrones de forma
simultanea. Arriba de las lineas el sistema no puede recuperar los patrones
condensados. En todas las lineas, para valores grandes del traslape inicial la
capacidad critica aumenta de forma notoria cuando el traslape aumenta. Por
otra parte, para valores pequenos del traslape inicial la capacidad critica no
tiene cambios notorios al aumentar el traslape. En la grafica podemos ver que la
capacidad critica se incrementa para valores grandes del traslape inicial cuando
se incrementa .J, mientras a traslapes menores este comportamiento se mantiene
pero la diferencia es més pequena. La cuenca de atraccion es mayor que la del
modelo Little-Hopfield.

Las lineas de la figura 3.4 representan diferentes evoluciones temporales del
traslape my para J = 0.5, J =1.5, J =25, con T = 1.10 y aarnyny = 0.008.

El sistema es inicializado con varios valores del traslape m; y la dindmica se
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0.6 -

Traslape Inicial

04

0 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Capacidad

Figura 3.3: Diagramas Cuenca de atraccion para (lineas solidas) J = 0.0, (lineas

con guiones) J = 0.3 y (lineas con puntos y guiones) J = 0.5, con T' = 0.35.

obtiene con el método Eissfeller-Opper. En la grafica podemos ver que la calidad
en la recuperacion de patrones es mejorada al incrementar el parametro J. La
recuperacion de patrones es posible para T > 1 cuando el pardmetro J es
lo suficientemente grande. Estos resultados contrastan con el comportamiento
encontrado en el modelo Little-Hopfield donde el sistema falla en recuperar
patrones para 1" > 1.

En conclusién, a temperaturas bajas hay una mejora en la capacidad critica
con la introduccién de acoplamientos de cuatro espines para valores bajos del
parametro .J, no tenemos datos concluyentes para valores grandes de J debido
al limite del poder de computo. Por otra parte, a temperaturas altas hay una
mejora en la calidad en la recuperaciéon de patrones para valores altos de J, los
beneficios obtenidos en la capacidad critica decrecen con la temperatura para
valores pequenos de J. También se concluye que hay una mejora en la cuenca de

atraccion con la introduccion de acoplamientos de cuatro espines para valores
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m1(t)

0.8

0.6

m1(t)

04
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(c)
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m1(t)
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t
Figura 3.4: Evolucién temporal del traslape m; con T' = 1.10, aarnyny = 0.008,

para (a) J =0.5,(b) J=15y (c) J=2.5.
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bajos del parametro J.

67
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Conclusiones

En este capitulo estudiamos la dindmica del modelo Ashkin-Teller usando el
método ASR desarrollado en el capitulo anterior. Este modelo incluye neuronas
que estan compuestas de dos espines de diferentes tipos y acoplamientos de dos
y cuatro espines entre las neuronas. Por tanto, el método ASR se ha extendido
para analizar el ruido de interferencia de campos con acoplamientos de cuatro
espines con la probabilidad de trayectoria de los dos espines de una neurona.

En el limite termodinamico, se obtiene lo que puede ser interpretado como
una teoria describiendo dos espines efectivos o(t) y v(t), sometidos a campos lo-
cales efectivos hq(t), ha(t) y hs(t) (3.62)-(3.64), con la dindmica de estos espines
descrita por la probabilidad de trayectoria P (o, v | £, 1, ¢y, ¢, @5) (3.61). Los
campos hy(t) y ho(t) tienen el mismo tipo de contribuciones encontradas en
el campo local efectivo del modelo Little-Hopfield. Los campos efectivos hs(t)
tienen tres contribuciones: la senal que depende de los dos patrones conden-
sados, £ y 7, ruido discreto que depende de todos los estados anteriores de
los espines efectivos, o(t) y v(t), y contribuciones de ruido Gaussiano, ¢3, con
promedio cero y temporalmente correlacionado. Por tanto, el sistema efectivo,
que fue derivado de un sistema que evoluciona como un proceso de Markov, esta
descrito por un proceso que no es de Markov.

Hemos resuelto numéricamente las ecuaciones de los parametros de orden
para el modelo Ashkin-Teller completamente conectado usando el método
Eissfeller-Opper. Las predicciones tedricas del método ASR tienen una muy
buena correspondencia con las simulaciones numéricas. Las capacidades de la
red para recuperar dos patrones diferentes simultdneamente son mejoradas con
la introduccién de acoplamientos de cuatro espines. A temperaturas bajas, hay
una mejora clara de la capacidad critica para valores bajos del pardmetro J.
A temperaturas altas, la calidad en la recuperacion es mejorada para valores

grandes de J. Por otra parte, también hay una mejoria importante en la cuenca
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de atraccién para valores bajos del parametro J.

Debido a la inclusion de acoplamientos de cuatro espines, las dificultades
matematicas se incrementan considerablemente si se intenta resolver el mode-
lo Ashkin-Teller completamente conectado con el método AFG en relaciéon al
modelo Little-Hopfield. Por otra parte, con el método ASR las ecuaciones de
los parametros de orden se obtienen de forma simple con poco incremento en la

dificultad matematica con respecto al modelo Little-Hopfield.



Capitulo 4

Otras arquitecturas

4.1. Introduccién

En este capitulo estudiamos la dindmica de distintas arquitecturas de redes
neuronales usando el método ASR propuesto en capitulos anteriores. En primer
lugar estudiamos modelos con dilucién al extremo. En estos tipos de modelos, la
conectividad promedio es infinita, pero la distancia promedio entre dos neuronas
cualquiera tiende a infinito. Analizaremos los casos con dilucion asimétrica y
simétrica, es decir, con sinapsis asimétricas y simétricas, respectivamente. En
segundo lugar estudiaremos modelos completamente conectados con sinapsis
asimétricas. Al final, discutiremos las consecuencias que tiene en la dindmica de
la red la introduccién de sinapsis simétricas.

Vamos a seguir la estrategia planteada en el primer capitulo para estudiar
los ruidos de interferencia de las diferentes arquitecturas en este capitulo. Es
decir, independientemente del tipo de arquitectura estudiada, en el anélisis del
ruido de interferencia consideramos como posibles fuentes de las correlaciones
a todas las fuentes encontradas en el modelo completamente conectado con

sinapsis simétricas. Al final de este capitulo discutiremos las consecuencias de

70
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esta estrategia.

4.2. Definiciones

Consideraremos redes que consisten de N neuronas binarias o; € S con

S ={-1,1}. Un estado de la red es descrito por

ot)={o:i(t)} ie{l,...N} (4.1)

y la historia del sistema hasta el tiempo t es descrita por

o= {oi(t)} ie{l,...N}, t' e€{0,...t}. (4.2)
Estamos interesados en almacenar p patrones &' = {¢' €S} con
i€ {l,....,N}, p€{1,...,p}. Los componentes de los patrones forman una

coleccion vaiid, tomando los valores 1 con probabilidad 1/2. Cada neurona
estd conectada con las neuronas restantes por sinapsis .J;; que definen el modelo
a estudiar.

El campo local de la neurona i se define por

hi(t) = ZJijUj(t)' (4.3)

Al tiempo t = 0, todas las neuronas se escogen vaiid de acuerdo a la distribuciéon

de probabilidad
1+ mofll

P(03(0) = 1) = —

(4.4)

y por lo tanto el traslape entre el estado inicial &(0) y el patron &', es mq en el

limite termodinémico.
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4.3. Redes neuronales que presentan dilucién al
extremo

En una red con dilucion al extremo, las sinapsis estan definidas de la siguiente

forma

P
Cij
Jij = 7] Z & Ju=0. (4.5)
p=1

donde ¢ representa la conectividad promedio de las neuronas. La capacidad
de estas redes esta dada por a = p/c. Las propiedades de la arquitectura estan
descritas por el conjunto de variables ¢ = {¢;;}, 4,7 € {1,... N}, con¢;; € {0,1}.

Estas variables se escogen, dependiendo el tipo de dilucion, con las siguientes

probabilidades:
simétrica
Vi<j Ple)=—38 +(1 C)& (4.6)
Cij = Cjj, (3 Cii) = —=O0¢, . — — Cis .
J J J J N igsl N LJ70
asimétrica
. c c
Vit Peig) = 1beat (1 - N) Ses, 0. (4.7)

Escogemos la conectividad ¢ de tal forma que diverge con N, es decir, lim % =
0. Cuando ¢ = N recuperamos el modelo Little-Hopfield completamente conec-
tado. El modelo con dilucién al extremo se obtiene cuando limy . 5 = 0. El
limite termodinamico se da cuando ¢, N — oc.

Todas las neuronas se actualizan simultdneamente de acuerdo a la siguiente

probabilidad de transicion

P (Uz'(t + 1)|0'(i) (1), C(i),é) = % [1+4 o;(t + 1) tanh (Bh;i(t))] (4.8)

donde
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o (i) (t) o(t)\ {oi(t)} (4.9)
ciy = c\ {ci} ie{l,...N}, (4.10)

¢ = {&} je{l,..N}, ve{l,...p} (4.11)

con 3 = T~'. La probabilidad de trayectoria de una neurona o; condicionada
en los patrones y en el resto de las neuronas a todos los pasos temporales esta

dada por

t—1

P(oilow,cap€) = Poi(0) [[ P (oi(r + Dlow (), cu),€)
r=0
t—1

= P(0i(0)) 1:[ % [1+0;(r+ 1) tanh (Bh,(r))] (4.12)

r=0

donde

g; = {Ui(O),...,Ui(t)} (4.13)

own = o\o;. (4.14)

A partir de P (0'1'|0'(i), C(i)s 5) podemos obtener todos los promedios relevantes
de la neurona o;. Denotaremos (f(o;)) al promedio de una funcion f(o;) sobre
trayectorias de una neurona.

El traslape y el traslape residual estédn definidos de la siguiente forma

1 N N
:NZc”{jloj(t) TZ Ufudj /1,7&].
—1 -
’ (4.15)

El campo local esta dado por

hi (t) = leml (t) + Zl(t) — (XC4; 05 (t) (4.16)
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donde

1
a(t) = = Soer ), (4.17)

n#l

El dltimo término en (4.16) es el resultado de sumar y restar términos con c¢;;
como factor a cada elemento del campo local h;(t). Por el ansatz condensado,
el traslape m;(t) y el traslape residual r'(t) (u # 1) son de orden O(1). Esta
situacion es inducida desde las condiciones iniciales (4.4).

La aplicacion de la ley de numeros grandes (LNG) en el traslape m; () genera

como resultado un objeto macroscopico

Pr

N
mit) = 5 S eitlos(t) 2 B [€ (0] (418
j=1

donde o(t) representa una neurona efectiva, Pr denota convergencia en proba-
bilidad y E el valor esperado.

Si todos los elementos en la suma del ruido de interferencia fueran indepen-
dientes, podriamos aplicar el TLC. Sin embargo, como ya se ha visto en esta
tesis, la aplicacion directa del TLC, en general, no es correcta para t > 0. Para
cualquier término &/'€%0;(t), j # i, p # 1 en la sumatoria del ruido de interfer-
encia, el problema es causado por las fuentes de las correlaciones de este término
con otros términos de la sumatoria. Vamos a proponer como posibles fuentes de
estas correlaciones todas las fuentes encontradas en el modelo Little-Hopfield
completamente conectado, es decir, todos los términos donde aparece 5;-‘ como
factor en el campo h; de la neurona oj, para todo tiempo de la trayectoria
0j(0) = 0j(1) — --- — o;(¢t). Eliminando estos términos en la trayectoria de la
neurona, se eliminan todas las posibles fuentes de las correlaciones que pueden
tener una contribucién macroscopica al ruido de interferencia. La probabilidad
de esta trayectoria se obtiene si extraemos de P (aj|0'(j),c(j),£) las dependen-
cias en §§‘. Entonces reemplazamos h;(r) por h;”) (r),r€{0,...,t — 1}, en esta

probabilidad de trayectoria, donde
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Y (r) = hy(r) + R (r) (4.19)
5h§b(r) = —ir’-‘(r). (4.20)

/N J
El campo hg.”) (r) tiene dependencia débil en §§‘. Por otra parte, el término
5h§b(r) tiene dependencia fuerte en 5;‘ y es pequeno para N grande. Por lo

tanto, haciendo una expansion de P (O'j|0'(j),0(j),£), obtenemos

t—1

P (a510G)re0) €7) = P oy 0) TT P (o + Dioray () ey, €)
=0

1 op (Uj|0<j>»c<j>v€(”))
= P(ojlog),ci)€) + Y shE(H) Do (1)
=0 J {ont(r)=0}
+O(-) (4.21)
donde
g = g\gn. (4.22)

Podemos reescribir las derivadas parciales con la ayuda de un campo externo

0;(r) que vamos a introducir al campo local h;(r)

or (Uj|0(j)vc(j)v‘5(“)) _ 0P (ojlog),ci).€) (4.23)
ORI (1) - 90;() '
(om0} {05(r)=0)

con hj(r) = %>, >kt Cii €5 €Y ow(r) + 0;(r). Denotando JJ(-“) a la neurona o
con dependencia débil en f;.‘ y evaluando el promedio sobre trayectorias, cada

una con probabilidad (4.21), obtenemos
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+O(-). (4.24)

® 1)) = (o ) S
<Jj (t)>—<0j(t)>+zdhj(t) 99;(t') |19, (r)0y

El traslape residual se puede escribir de la siguiente forma

! LS, g LS, ()
v (t):\/—ﬁj;cijgjaj (t)+\/—ﬁj;cijgj (s - ). (4.25)

En el limite termodinamico, aplicando el TLC al primer término en el lado dere-
cho y la LNG al segundo, obtenemos un objeto macroscéopico. Alternativamente,
se obtiene una ecuaciéon equivalente, en el limite termodinamico, sustituyendo las
variables neuronales en el segundo término por los promedios sobre trayectorias

de estas neuronas. Por tanto,

1 " 1
Z}(t) ~ N Z Zcufi ;»O'J(»H) (t) + N Z 01'710'1(”) (t) +

n#L j#i p#l

t—1 1 1 Ty n 945t
) DR o) WRRRE MO e

t=0p£l " jAi - kg

(4.26)

6;=0

El primer término en el lado derecho es una suma de variables aleatorias in-
dependientes y por el TLC obtenemos una contribucién Gaussiana N(0, «). El
segundo término tiene una contribucién ac;;0;(t) en el limite termodinamico.
La contribucién del tercer término, en el limite termodindmico, es diferente
para cada tipo de diluciéon. Cuando la dilucién es asimétrica, las variables ¢;;
y ¢ji son estadisticamente independientes, por tanto, no hay una contribucién
macroscopica. En el caso de dilucién simétrica, las variables c;; y ¢;j; son iguales,
obteniendo una contribucién macroscopica. En el limite termodinamico, obten-

€mos

zi(t) = i(t) + aciioi(t) + aA z_: o (t)G(t, 1) (4.27)
t’'=0
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donde
Uilt) = 1 303 eielehot (1) 2 N(o,0) (4.28)
pF#L jFi
y
I I R G IO pe [0 (o(t)
G(t,t)—ﬁjz:l(cij) 00| _E[ae(t') 9_0]. (4.29)

Con A = 0 para dilucion asimétrica y A = 1 para dilucién simétrica. En el

limite termodinamico se obtiene la siguiente matriz de covarianza

E[i(t)¢i(t)] = aC(t,1) (4.30)
donde
1 r /
Ctt) = B Niy%f@w@wiiEwwwum. (4.31)
J#i
El campo local, en el limite termodindmico, esta dado por
t—1
hi(t) = &m* (1) + @A Y G(t,1)ai(t') + Vads(t) (4.32)
/=0
donde
Vagi(t) = i(t). (4.33)

La variable ¢;(t), tiene una distribucién Gaussiana con promedio cero y la sigu-

iente matriz de covarianza

Dty = Blpifon(t)] = =B [a(t)a(t')]

= C(t1). (4.34)
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Podemos derivar la dindmica efectiva de forma anéloga al anélisis realizado en
el modelo Little-Hopfield. El campo local efectivo resultante es

t—1

h(t) = &m(t) + aA > Gt )o(t') + Vag(t) (4.35)

t'=0

donde ¢(t) tiene distribucion Gaussiana con promedio cero y matriz de covari-
anza (4.34), y £ es el patron condensado. Las ecuaciones de los parametros de

orden obtenidas en [?] usando el método AFG, se derivan directamente.

4.4. Redes neuronales que recuperan secuencias
de patrones

El modelo completamente conectado que recupera patrones secuencialmente
tiene sinapsis asimétricas. La capacidad de esta red esta dada por « = p/N. Los
p patrones son recuperados en la secuencia €' — €2 — ... — ¢ — ¢! En cada
paso temporal, el patréon correspondiente en la secuencia recuperada representa,

el patréon condensado. Las sinapsis estan definidas de la siguiente forma
12
+1
T =5 28T (4.36)
p=1

donde EPH = ¢! Nétese que en este modelo J;; es diferente de cero. Sin embar-
go, debido a la asimetria de las sinapsis, no hay una contribucién macroscopica
de los términos donde aparece J;; en el campo h;(t) que contienen la neurona i,
por tanto, se podrian omitir estos términos sin alterar el analisis.

Todas las neuronas se actualizan simultdneamente de acuerdo a la siguiente

probabilidad de transiciéon

P (oi(t+ 1)|o (1), &) = % [1+4 o;(t + 1) tanh (Bh;(t))] (4.37)

donde
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o(t)\ {oi(t)} (4.38)

{¢/} je{l,...N}, ve{l,..p} (4.39)

£

con 3 = T~'. La probabilidad de trayectoria de una neurona o; condicionada

en los patrones y en el resto de las neuronas a todos los pasos temporales esta

dada por
P(oilow€) = Ploi(0) [[ Pt + Dlo ). €)
r=0
= P (0:(0)) 1:[ % [14 o;(r + 1) tanh (Bh;(r))] (4.40)
r=0
donde
o, = {0'1'(0),...,0'1'(75)} (441)
oqn = o\o; (4.42)

A partir de P (0'1'|0'(i),£) podemos obtener todos los promedios relevantes de
la neurona ;. Denotaremos (f(o;)) al promedio de una funcion f(o;) sobre
trayectorias de una neurona.

El traslape y el traslape residual estan definidos por
N N
1 1
m(t) ==Y &oj(t) () = —= Y &loy(t)  pAt (443)
N VNS
El campo local, para ¢t > 0, esta dado por
hat) = € m(t) + 2L(2) (4.44)

donde

1
i(s) = WZ&‘“r"‘“‘")(s) n,s=0,...,t. (4.45)
nFt
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Por el ansatz condensado, el traslape m(t) y el traslape residual r#(t) (u # t)
son de orden O(1). Esta situacion es inducida desde las condiciones iniciales 4.4.
La aplicacion de la ley de nameros grandes (LNG) en el traslape m(t) genera

como resultado un objeto macroscopico

N
mit) = 5 S €loy(t) 2 B [ o(0)]. (4.46)
j=1

donde o(t) representa una neurona efectiva, Pr denota convergencia en proba-
bilidad y E el valor esperado.

Si todos los elementos en la suma en el ruido de interferencia fueran in-
dependientes, podriamos aplicar el TLC. Pero ya sabemos que, en general,
no es asi para t > 0. Para cualquier término &'¢f'o;(t), j # 4, p # t en la
sumatoria del ruido de interferencia procedemos de forma anéloga al caso de
dilucién al extremo, eliminando todos los términos donde aparece f;.‘ como fac-
tor en el campo h; de la neurona o; para todos los tiempos de la trayectoria
0j(0) — oj(1) — --- — 0,(t) . La probabilidad de esta trayectoria se obtiene
si extraemos de P (aj|0'(j),£) las dependencias en §§‘. Entonces reemplazamos

hj(r) por hg-”) (r), r€{0,...,t — 1}, en esta probabilidad de trayectoria, donde

Y (r) = hy(r) + R (r) (4.47)
onf(r) = —ir’“l(r). (4.48)

VN

El campo h;”) (r) tiene dependencia débil en 5;.‘. Por otra parte, el término
RY (r) tiene dependencia fuerte en ¢ y es pequeno para N grande. Por lo

tanto, haciendo una expansion de P (O'j|0'(j),£), obtenemos
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t—1

P (1l0)€") = P(o;(0) [] P (o0 + Dl (). €+

1 / aP 0.|0.()7£(/L)
= P(ojlog).€) + Y oni(t) (ajih’.‘(Jt’) )
/=0 / {ont(r)=0}
Y (4.49)
donde
E(M) = ¢£\¢" (4.50)

Podemos reescribir las derivadas parciales con la ayuda de un campo externo

0;(r) que vamos a introducir al campo local h;(r)

op (0j|0<j>75(”)) _ 0P (ojlo;),§) (4.51)
ORI (E') T 00;() '
(o2 (r)=0} {0,(r)=0}

con hj(r) = 5 22, Y s §r ¢ o (r) + 05(r). Denotando Jj(") a la neurona o
con dependencia débil en f;.‘ y evaluando el promedio sobre trayectorias, cada

una con probabilidad (4.49), obtenemos

+O(). (452
{0;(r)=0}

<a§"> (t)> )+ Z Shi(t i ;>

El traslape residual se puede escribir de la siguiente forma

N
it \/_ Z €0l (1 \/% Z ¢ (aj (t) — o) (t)) . (4.53)

En el limite termodinamico, aplicando el TLC al primer término en el lado dere-

cho y la LNG al segundo, obtenemos un objeto macroscopico. Alternativamente,
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se obtiene una ecuaciéon equivalente, en el limite termodinamico, sustituyendo las
variables neuronales en el segundo término por los promedios sobre trayectorias

de estas neuronas. Por tanto,

N
A6) ~ x2S eI (s)

u>t =1
+ Sil Z giqul 7,_uf(tf(nfl))(sl)i Z 8<0J(8)> (4 54)
S VN N = 00;(s") lg,=0

Ya que un numero finito de términos no presenta una contribucién macroscopica
a z['(s) en el limite termodinadmico, hemos removido los términos con p < ¢
para simplificar los célculos. El primer término en el lado derecho de (4.54) es
una suma de variables aleatorias independientes. La aplicacion del TLC da una
contribuciéon Gaussiana N(0,«). La aplicaciéon de la LNG al segundo término
da un objeto macroscépico. En el limite termodinamico, obtenemos la siguiente

relacién de recurrencia

s—1
s =00 (s) + 3 ()G s, ) (4.5%)
s'=0
donde N
UG5 = 3 St () ENo,a)  (456)
u>tj=1
y

1 < 3 {o;(s))

/ [— - - - T
G(S; S ) - N P 89](81)

b [0(0(5)
b { o6(s')

} . (4.57)
6,=0 0=0

La matriz de covarianza E [¢)[*(s)1(s")] es solamente diferente de cero en el

caso m = n. En el limite termodinamico, obtenemos

E i (s)¢i(s")] = aC(s,s') (4.58)
donde
/ 1 al / Pr ’
Ca.s) = E | 5 2 oi(eoy()| 2 Ello@@o))].  (4.59)

Usando las condiciones iniciales (4.4) se puede demostrar que z*(0) = ¥*(0)
paran = 0,...,t. Por tanto, introduciendo iterativamente la relacién recursiva

(4.55) para z!(t) en el campo local (4.44), obtenemos
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hi(t) = ff“m(t) + Vag;(t) (4.60)
donde
Vagi(t) = D Y (@) (). (4.61)
n>0 /<t
La variable ¢;(t), tiene distribucion Gaussiana con promedio cero y la siguiente

matriz de covarianza

D(t,t") = Elgi(t)e:i(t)]
= i Z Z Z (GT)n (t, 8) (G)n (S/, t/)E [wz—n(s)wz—n(sl)}

n>0t<s t'<s’

- [(GT)"C(G)”} (t,1). (4.62)

n>0
Podemos derivar la dindmica efectiva de forma analoga al anélisis realizado
en el modelo Little-Hopfield. El campo local efectivo que se obtiene es
h(t) = €+ m(t) + Vad(t) (4.63)
donde ¢(t) tiene distribucion Gaussiana con promedio cero y matriz de covarian-
7a (4.62), y €71 es el patron condensado. Las ecuaciones obtenidas en [19] con el
método AFG, pueden ser derivadas directamente. En [34], una version simplifi-
cada de esas ecuaciones es obtenida usando que G(s,s’) = 0 para s # s’ + 1. Las
ecuaciones simplificadas pueden ser obtenidas directamente con el método ASR,
propuesto en esta tesis. La simplificacién de las ecuaciones podria haber sido
anticipada mediante un analisis analogo al de la seccién 1.6, observando que la
asimetria de las sinapsis impide la aparicién de bucles de retroalimentacién. Por
tanto, en la ecuacion (4.55) existen términos que no contribuyen en esta ver-
sién simplificada de las ecuaciones. El origen de estos términos es la estrategia
seguida en la ubicacién de las fuentes de las correlaciones en el ruido de interfer-
encia. En nuestra estrategia, consideramos todas las fuentes de las correlaciones
encontradas en el modelo completamente conectado con sinapsis simétricas. Sin
embargo, el modelo que estamos estudiando tiene sinapsis asimétricas y no todas

las fuentes tienen contribucién macroscopica al ruido de interferencia.
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Conclusiones

En este capitulo estudiamos la dindmica de modelos que tienen dilucion al
extremo y que recuperan patrones secuencialmente usando el método ASR, los
resultados que se obtienen son idénticos a los obtenidos, usando el método AFG,
en [?] y [19], respectivamente. Se concluye, de la forma de los campos locales
efectivos obtenidos, (4.35) y (4.63), que es la simetria en las sinapsis de la red
(no la diluci6n) la responsable de la aparicion de los términos de autointeraccion
en los campos.

En el estudio de las arquitecturas de este capitulo seguimos la estrategia
de incluir como fuentes de las correlaciones en el ruido de interferencia, to-
das las fuentes encontradas en el modelo completamente conectado con sinapsis
simétricas. Como resultado de esta estrategia, obtuvimos resultados idénticos a
los obtenidos con el método AFG. Sin embargo, como se discutié al final de la
seccion (4.4), los resultados obtenidos pueden ser de una aparente mayor com-
plejidad. Pero, un anélisis cuidadoso de las fuentes en la arquitectura estudiada,
puede mejorar los resultados del método ASR, eliminando las complejidades en
las ecuaciones resultantes. Consideramos que esta flexibilidad del método ASR
propuesto en esta tesis representa una ventaja sobre el método AFG, donde
existen muchas complejidades mateméticas en el proceso de obtencion de las
ecuaciones de los parametros de orden y, como se ha visto, también en las ecua-
ciones resultantes.

Recientemente, fueron obtenidos resultados exactos en modelos de redes neu-
ronales con arquitecturas de redes complejas. En [44, 45], se estudian modelos
con sinapsis asimétricas y conectividad infinita usando el método ASR. El méto-
do AFG es aplicado en [46, 47] para estudiar modelos con conectividad finita.
Las ecuaciones obtenidas son muy dificiles de resolver. Por lo tanto, tiene rele-
vancia el estudio de modelos con conectividad infinita y arquitecturas de redes

complejas. Nuestro método puede ser aplicado para extender los resultados en
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[44, 45] a modelos con sinapsis simétricas. Las probabilidades de trayectoria
tienen un rol importante en las soluciones de modelos con conectividad finita.
Por lo tanto, el lenguaje adecuado para buscar un método probabilistico en
modelos con conectividad finita es en términos de probabilidades de transicion.
Usando un anélisis de la probabilidad de trayectoria de una neurona, similar
al desarrollado en esta tesis y un andlisis comparativo con los resultados del

método AFG en [46, 47|, podriamos desarrollar este método probabilistico.



Apéndice A

Herramientas matematicas

A.1. Ley de nameros grandes (LNG)

La ley de ntimeros grandes es una herramienta de teoria de probabilidades
muy importante cuando se presentan sumatorias infinitas de variables aleato-
rias. Supongamos que tenemos un conjunto {z,}, n € {1,..., N} de variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas (vaiid), cada variable te-

niendo un valor esperado finito p. La ley (débil) de nimeros grandes dice

N

. 1 Pr
A}gnooﬁzgxl — U (A1)
i—
donde Pr denota convergencia en probabilidad. Este resultado es independiente

de la condicion impuesta a la desviacion estdndar de las variables.

A.2. Teorema del limite central (TLC)

El teorema del limite central es otra herramienta importante cuando se
presentan sumatorias infinitas de variables aleatorias, con relacion cercana a

la ley de nimeros grandes. Supongamos que tenemos un conjunto {z,}, n €

86
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{1,..., N} vaiid, cada variable teniendo un valor esperado finito p y desviacion

estandar o finita. Entonces se tiene

oS (@i—w b
]\}Enoo T = N(0,1) (A.2)

donde D denota convergencia en distribucion. En la relacion anterior, N (0, 1)
es una distribucién normal ( distribucién normal estandar ) con promedio cero
y desviacion estandar uno. De forma alternativa el teorema se puede expresar

como

N

lim Y2, 2N (Nu, a\/ﬁ) (A.3)

N —o00 4
i=1

o también

N
1 D o
lim — E x; — N <u, —) . (A.4)
N—oo N VN

A.3. Integrales Gaussianas

Una integral necesaria en el andlisis con funciones generadoras es la trans-

formacién de Hubbard-Stratonovich

b2 44
/dm exp (—az® £ bz +c) = \/Eexp <¥> : (A.5)
a a

Un caso especial esta dado por

/Dz exp (z2) = exp (%:ﬂ) (A.6)

2 . .
donde Dz = %5 exp (—%) dz es una medida Gaussiana.
T

A.4. Meétodo punto-silla

Supongamos que queremos resolver la integral
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I= Nhlnoo/dxexp (Nf(x)) (A7)

donde f(x) es una funcién con segunda derivada. Supongamos que f(x) tiene un
inico maximo en xg. Entonces haciendo una expansién de Taylor hasta segundo

orden, alrededor de este punto, se obtiene

1
F(@) = f(w0) + (@ = 20) f'(w0) + 5 (x = 20)*f"(20) + O ((w — w0)") . (A.8)
La primera derivada de f(x) desaparece en xq. Por otra parte, la segunda deriva-

da tiene signo negativo en este punto. Por tanto,

1

f(@) = f(z0) = 5(x = z0)* |f"(x0)] - (A.9)

La integral se puede escribir de la siguiente forma

I ~ exp (Nf(mo))/dx exp <—%(m —20)? |f”(x0)|) (A.10)
2
- N|f”($0)| exp (N f(zo0)) - (A.11)

De la misma forma se puede demostrar que

leinoo%bg U dz exp (Nf(a:))] = f(a0). (A.12)



Apéndice B

Analisis con funciones

generadoras

En las siguientes secciones resolveremos el modelo de Little-Hopfield com-
pletamente conectado mediante un analisis con funciones generadoras (AFG).

Este modelo esta definido en la seccion 2.2.

B.1. La funcién generadora

El anéalisis con funciones generadoras es un método exacto para obtener
la dindmica de una red neuronal recurrente. Todos las estadisticas relevantes
sobre trayectorias se pueden obtener de la probabilidad P (o|€) de encontrar
una trayectoria o(0) — o(1) — --- — o (ty) desde el tiempo ¢ = 0 hasta ¢ = ¢y,

ty > 0. La probabilidad de trayectoria tiene la siguiente forma

N
P(ol§) = P(o(0) H P (oi(t+1)]oe (t),€)

[1+ o;(t+ 1) tanh (Bh;(1))] .
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Cualquier promedio del sistema puede ser evaluado usando P (o|€). Denotamos
(f(o)) al promedio de una funcion f(o) sobre trayectorias de la red neuronal.
Alternativamente, la funcion generadora Z[®] produce todas las estadisticas

relevantes con resultados equivalentes

Z[W]

I
—
@
[}
=
|
.
[]=
=
=
2
=

Wi(t)oi(t)). (B.1)

S 3 Plofe)exp(—i

a(0)  o(ty) i=11=0

La funcién generadora nos permite obtener las estadisticas de un observable
macroscopico Q (o) en cualquier tiempo de la evolucion de la red neuronal. Co-
mo en toda teoria de campo medio, nos interesan observables que dependen s6lo
del promedio de los estados neuronales. Se supone que en el limite N — oo s6lo
tiene relevancia las propiedades estadisticas de las neuronas. Derivando la fun-
cion generadora respecto a los campos externos {¥;} se obtienen los promedios
relevantes, incluyendo aquellos que involucran estados neuronales a distintos

tiempos,

o ) 827 W]
(oi(t)o; () = - lim 7@‘1&(75)8@%(15’)
oi(t))/00;(t) = z‘ﬂlfin()%. (B.2)

Los patrones p > 1 son vistos como desorden. Suponemos que en el limite
N — oo, el comportamiento macroscépico del sistema depende sélo de las
propiedades estadisticas de este desorden, y no de su realizaciéon microscopica.
Se cree que al hacer los promedios sobre el desorden en la funcion generadora,
tendremos una simplificacién significativa de las ecuaciones que se obtendran al

derivarla. Ademas, promediar sobre los patrones nos permite que las ecuaciones
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obtenidas al final sean independientes de cualquier conjunto particular de el-
los. El promedio sobre los patrones se realiza antes de calcular estadisticas con
la funcién generadora. Por tanto, reemplazamos la funcion generadora original

Z[®] por una funcion en la que se promedia sobre el desorden

2] = <eXP(—i Z ‘I’i(t)az'(t))>a (B.3)

donde el promedio sobre el desorden de cualquier cantidad X se denota por X.
Todos los observables macroscopicos relevantes se obtendran de la funcién
generadora B.3. Para nuestros propositos seran de utilidad los siguientes observ-

ables

1 e AL
) = 3 S0 = i el g0 o (B.1)
2
Clt.t) = 5 S 0o = - Jim 3 o )
NZ@ 0i(1))/00,(1')) = lim NZ(N (B.6)

De esta forma hemos reducido el problema original al calculo de la funciéon
generadora promediada en el desorden, la cual desempena un papel similar al
de la energia libre promediada sobre el desorden, utilizada en el anélisis de la

estatica.

B.2. Evaluacién de la funcién generadora

La motivacion en esta seccion es llegar a una expresion de la funciéon gener-
adora promediada en el desorden donde se pueda aplicar el método punto-silla

(ver Apéndice A),
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219] ~ [ dzexp(Vo (o)), (B.7)
con la funcién ¢(z) finita y dependiente de variables macroscopicas.

El acoplamiento entre neuronas a distintos sitios y tiempos, dificultara la
realizacion del promedio sobre el desorden. La realizacion de este promedio se
facilita con la introduccién de los campos locales usando la forma integral de
la funcién delta, a todos los tiempos y sitios, en la funcién generadora B.3. Es

decir,

U= TT a3 o) = 3 dost) - o)

/(27:;1}\1[6(% exp zZﬁz(t) hi(t) — Z Jijoj(t) = 0i(t)| |(B-8)

con dhdh =[], , {dl{i(t)dhi (t)} . Por tanto,

ﬁ - / (27:;]}\1,6(% exp zzt: ﬁ?(t) [hi(t) — 0;(1)]

<exp —iZ\I!i(t)oi(t) exp —iZﬁi(t)ZJijaj(t) > (B.9)

Como consecuencia, el promedio (f(o)) se evalia con una probabilidad de
trayectoria condicional en los campos locales, los cuales son variables de in-
tegracion independientes de los patrones, facilitando el promedio sobre el des-

orden, es decir,

P(olh) = P (o(0)) [T P (0it + D)[hi(2)

_ P(a(O))H%[l + oyt + 1) tanh (Bhs(8))] (B.10)

donde h = {h;(t')} con j € {1,...N}, ' €{0,...t5}. Asi que
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o(ty) i

70 = [ G X 2 PleO) [[P e+ ik(o)
o (0)

N Foh] H exp (z’fzi(t)[hi(t) —0:(t)] — illfi(t)ai(t)> . (B.11)

Notese que hemos aislado el desorden en el término

F |:0',’AL} = %bg exp _izﬁi(t);']ijaj(t) . (B.12)

it

Para N grande se espera que (ver [?])

Fl..]=9%[a,k,q,Q, K] +... (B.13)

con ®la,k,q,Q, K] una funcién ain por determinar. Los términos extra no
tienen contribucién a los observables macroscopicos en el limite termodindmico.
Los conjuntos de variables macroscopicas a, k, g, Q, K en la expresién anterior

estan formados con los siguientes elementos

alt)= 5 Seloi) k) = Y ) (B.14)
q(t,t") = % Zai(t)oi(t') Qt,t) = % Z hi(t)hs(t') (B.15)
K (t,t) = %Z/}i(t)ai(t'). (B.16)

Estas variables se pueden introducir en la funcion generadora usando la forma

integral de la funcién delta

- H/da(t)é [a (1) — ;Zf}oi(t)l

%

ti+1
- {%} /dadéexp <iN§t:&(t) [a (t) — %Z&}W(ﬂ}) (B.17)
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1= H/dk(t)5 [k (t) — %Zfﬁu(ﬂ}

t

ty+1 A ) .
- Bﬂ /dkdkexp (z’Nzt:k(t) [k (t) — ;Zﬁ:&%hi(t)b (B.18)

1=1] / dq(t,¢)5 [q (4.0) - S nlt)on <t'>]

In%

(tp+1)?
(57 [ dadaenn (z‘NZ i(t.¥) [q )~ 5 S0 (t’)D

tt!

(B.19)

=11 [ ao.)s l@ IEESDY iu(t)fli(t')]

t,t’ i

(ty+1)? R . PO

- [%} /deQ exp (iN;;Q(t,t') lQ (t,t') — Jbg:hi(t)hi(t')])

(B.20)
’ / 1 7 !
1= H/dK(t,t )8 [K (t,t') — Nzhi(t)m(t )1

(ty+1)? . ) N

— {%} /deKeXp (iNth;K(t,t') [K (t, 1) — %;hi(t)oi(t’)l) :

(B.21)

Los factores N fueron introducidos en las exponenciales con el fin de preparar
el camino para usar el método punto-silla. Por tanto, escribiendo sélo términos

dominantes en N, obtenemos

Z[w] = / dad&dkdkdqd@deQdef(exp(Nw[a,a,k,k,q,q,Q,Q,K,K]

+®la, k,q,Q, K|+ Ela, k,q, G ,K]}+0(...)> (B.22)



APENDICE B. ANALISIS CON FUNCIONES GENERADORAS 95

donde
Yla,a, k. k,q,q,Q,Q, K, K| =i [a(t)a(t) + k(t)k(t)]
+i Y 4t )a(t,t) + Qt Q) + K (t, ) K (t,1)] (B.23)
y
e 1 dhdh
Ela,k,q,Q,K] = N zi:log/ W a(og;(tf)P(J(O))
[1P et +D)n) exp <Z{iﬁ(t) [h(t) = 6:(t)] — i\Ifi(t)o(t)}>
exp (—zf% [a(t)o () + k(O)h(t)] =i > _[a(t,t")o(t)o(t')
+Q(t, t)h(t)h({') + K(t, t')fz(t)a(t’)]) : (B.24)
dndh =[] [dh(t)dﬁ(t)} (B.25)
1 1
P(a(0) = (1+m0) 61+ 5 (1= mp) b 1. (B.26)

Notese que las neuronas y los campos se han desacoplado con respecto a los
sitios. Sin embargo, las variables £},0;(t) y U;(t) atn tienen dependencia en
éstos. En las siguientes secciones eliminaremos por completo esta dependencia,
obteniendo expresiones derivadas de la funcién generadora descritas por una
dinamica efectiva independiente de los sitios.

La funcion generadora en la expresion (B.22) tiene la forma deseada para

poder aplicar el método punto-silla.
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B.3. Promedio sobre el desorden

El promedio sobre el desorden sélo involucra los patrones con p > 1. Por tan-
to, introduciendo la definicion (2.3) para las variables J;; en (B.12) y separando

el patréon 1 = 1 de los patrones restantes, obtenemos

P o] = ia %;ai(t)fu(t) _ zzt: { H Xi:fgai(t)] H zi:&;lfu(t)] }

log HeXp(—zZN 1/225” )[N- 1/2235”07 ) . (B.27)

n#l

Denotaremos W {O',il} al tltimo término de (B.27). Haciendo uso de la

independencia de los patrones, obtenemos

w o] = o ( TT o (3000 ;mnzv—w Setmiol)

pnF#l

:—Zlog <exp (—ZZN 1/225“ [N~ 1/225“ )) (B.28)

n#l
Ya que cada patrén se escogié de la misma distribucién de probabilidad, el

promedio de la exponencial serd el mismo para cada patron. Es decir,

W[a,fl} -

—1 log <exp <—iZ[N_l/QZ&iM(t)HN_l/Q Zfigi(t)]>>
<exp <—ZZN 1/2251 (D[N~ 1/22&01 )) O(N7)

(B.29)

donde solamente hemos escrito los términos relevantes en el limite termodinami-
co. Noétese que se ha suprimido el superindice p. Para poder desacoplar el lado
derecho de la ecuaciéon anterior y permitir el promedio sobre los patrones, intro-

ducimos variables auxiliares usando la forma integral de la funcion delta:
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- 1o en)
_ /%exp <z‘Z:ﬁ(t) lx(t) _ N2 Zgiai(t)b (B.30)

H/dy(t)5 <y(t) —N1/2Z&ﬁi(t)>

La introduccion de las variables auxiliares en el término que se quiere desacoplar

nos da como resultado

. dxdydaxdy ) . .
W[o-,h} :alog/dﬁexp(z[m.w—i—y.y—w.y])

<[ exp <_—i5i > [:ﬁ(t)oi(t) + g(t)ﬁi(t)D +O(N7Y). (B.32)

Los elementos de los patrones fueron elegidos estadisticamente independientes,

por tanto
A1 dxdydzdy _ . N
%% [a,h} —alog/Wwexp(z[w.w—i—y.y—w.y])
— R . B
x [ Jexp (\ﬁ@ > [a:(t)ai(t) + y(t)hi(t)D +O(N7h. (B.33)
i t
En este momento podemos realizar el promedio sobre la distribucién de los
patrones
dwdydmdy ) . .
W 2(”“ p<z[m.m+y.y—w.y]

+ Zlogcos ( Z [ (t)ﬁl(t)}>> +O(N™h. (B.34)

==
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Usando expansiones de Taylor para el coseno y el logaritmo, se obtiene

. dxdydady _ . .
W|:0',h:| :alog/Mexp(z[w.w—!—y.y—w.y]

i t ot

GO hi(8)oi(t') + §OF(E Vhs (D hi ()] + O(Nl)) +O(NTY).  (B.35)

Sustituyendo W [a, ﬁ} de regreso en (B.27) e introduciendo las variables

macroscopicas definidas en (B.14)-(B.16), obtenemos

dzdydzdy
(2m)2(ts+1)

Pla, k,q,Q, K] ziaZK(t,t)—ia.k:—i—alog/
t
exp <z . z4+y.y—x. y]—;[ﬁc.qﬁc+2@.Kﬁ:—|—@.Q@]—|—O(N_1)> +O(N™h).
(B.36)

Realizando las integraciones respecto a las variables @ y y, y haciendo un cambio

de variables, obtenemos

Ola,k,q,Q, K] =ia) K(t,t)—ia.k
t

—I—alog/(;:;%exp(—%[u.qu+2v.Ku+v.Qv—2iu.v]+O(N—1)>—|—O(N—1).

(B.37)

Notese que la ecuacién anterior tiene la forma predicha en (B.13).

B.4. Método punto-silla

La funcion generadora (B.22) es dominada en el limite N — oo por el punto

silla (ver Apéndice A) de la superficie macroscopica
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Yla,a, k. k,q,4,Q,Q, K, K| + dla,k,q,Q, K] +Ela, k,q,Q,K]. (B.38)

Derivando la  superficie  macroscopica respecto a las  variables

{a(t),k(t),q(t),Q(t), K(t)} e igualando a cero el resultado, obtenemos

od - 0P
a(t) =1 =i B.
a(t) Z@a(t) (t) Zak(t) (B.39)
o . 0D AL, . 0P fy . 0P
e = ]— =Y. B4
q(t,t") et Qt,t) 50w K(t,1) R @) (B.40)
Sustituyendo (B.37) en las ecuaciones anteriores, obtenemos
at) =k(t) k() =al(t) (B.41)

1. [dudvu(t)u()exp (-3 [u.qu+2v.Ku—2iu.v+v.Qu))
— i

i(t,t") =
at.t) 2 Jdudv exp (=3 [u.qu+2v. Ku —2iu.v+v.Qv))
(B.42)
Ot 1) = _lmfdudv v(t)o(t')exp (=1 [u.qu+2v. Ku —2iu.v +v.Qu))
T2 [ dudv exp (-3 [w.qu +2v. Ku — 2iu.v +v.Qu])
(B.43)

K(t,t') = —ady; y

. [ dudvv(t)u(t')exp (—3 [u.qu+2v. Ku — 2iu.v +v.Quv])

B.44
Jdudv exp (-3 [u.qu+2v. Ku—2iu.v+v.Qv)) ( )

Por otra parte, después de la derivacion de las superficie macroscopica respecto
a las variables conjugadas {a(t),k(t),q(t),Q(t), K (t)} e igualacion a cero, obten-

3

emos
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El promedio efectivo (f[o, h, il]>* se define por

_— Jdhdn Y, o . Milo,h,h)flo,h, k)
(flowhohl) =5 Z{ JdhdhY, ) ) Milo, R } (B.47)

con

M;[o, h, h) HP (t 4 1)|h( ))exp(Z{iﬁ(t)[h(t)—Hi(t)]

t

—iWi(t)o(t)} —icl Y _[at)o(t) + k@A) —i)_[a(t.t)o(t)o(t')

+O(t, )RR + K(t, t')ﬁ(t)a(t')]> . (B.48)

Hemos denotado como o la trayectoria de una neurona efectiva o (la misma
notacion se utiliza en h y h). Los valores para {a(t),k(t),q(t),Q(t),K(t)} en la
ecuacion (B.48) estan evaluados en el punto silla de la superficie macroscopica

(B.38) .

B.5. Significado fisico

A partir de la funcion generadora (B.22) podemos obtener expresiones explic-
itas de los observables macroscopicos. Las ecuaciones acopladas (B.41)-(B.46)
se resuelven simultdneamente, sin embargo es un proceso complicado. Con el
fin de facilitar la solucién de las ecuaciones acopladas, podemos reescribir to-
das las ecuaciones obtenidas hasta este momento en funcién de los observ-

ables macroscépicos. En especifico, obtendremos relaciones entre las variables



APENDICE B. ANALISIS CON FUNCIONES GENERADORAS 101

macroscopicas auxiliares y los observables macroscépicos, dando un significado

fisico claro a las ecuaciones obtenidas. Para este fin, serdn ttiles las siguientes

relaciones:
O[] i [Jdhdh Y, o, Milo b Rlo(t)] (B.49)
8\:[}](t) N L fdhdﬁZU(O)...a(tf) Mj[a7h’i7'] .
O[] a -fdhdilZ(r(O)...a(tf)Mj[o-’h’ hlh(t)] (B.50)
00;(t) N | [dhdh ) ., Mjlo, b h) '
0?= -] _ 1 fdhdilZ(r(O)...a(tf)Mj[o-’hvﬁ]g(t)g(t/)
o)) N [dhdhS o) i,y Mjlor, b h)
[0Z[---]] [0Z]---]
_N 3WAﬂ]LWAw] (B.51)
00;()00;(t) N | [dhdhY . o, Mjlo.h.h)
o=[---1] [OZ]---]
o { 96, 1) } [aext/)] (B:52)
8%E[- -] Y fdhdﬁza(o)ma(tf)Mj[a,h,ﬁ]o(t)fl(t’)
ov,(H)od;(t)y N Jdhdh Y0 i) Mjlo, b h)
O=[--]1 [0=] -]
- [a%(tJ [aejw)} | (553)

Por tanto, empleando las definiciones (B.4)-(B.6) y usando la condicion de nor-

malizacion Z[0] = 1, obtenemos

— lim 1 o [OZ[ -] N[p+D+E]+0(...
m(t)_qlllinosziz[qf]/da"'dK[a\pi(t) NI+ @+E]+0(...)

= lim (€'0(1)).  (B.54)
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et \pﬂo N Zfl

R N@QZ[m] NOE[- -] NOE[ || Npptot+z)+0(..)
X /da L dK |:(9\I/l(t)8\:[lz(tl) + a\:[/l(t) 8\Ili(t/) e

= lim (o(t)o(t')). (B.55)

/ ‘ i 1 1
Gle.t') = Jim 5 26 oo
[ NO’E[---]  NOE[--| NOZ[---] =)+0(...
X/da"'dK[a\I!i(t)aei(t/) T 2U0) 20,0 N +2+E]+0(..)
= lim (o(t)h(t')).. (B.56)

v —0

Ademaés, debido a que Z[0] = 1, la derivada de la funciéon generadora respecto

a los campos externos 6; no depende del valor de los campos auxiliares ¥;, es

decir
. 0Z[W] _9Z[0] _ oz[®] _ oz[o]  _
200 ~omm ~ " i Gnmenw) ~ anmosw) ~ " B9
por tanto
0 = \pﬂoszl \paoNZgl
= X /da. L dK [L@HH[(t)]] eNW+2+E+0(.)
= lim (fliz(t»* (B.58)
_ 0719 ol 1
0= MNZae 80(1?’)__\1111210sz

=
jS))
i

) [ NO*E[---]  NOZ[--
= X/da...dK [897(75)897(75/) + 897(75) 801(

= \Iljfin0<ﬁ(t)ib(t’)>*. (B.59)

o ] eN[1p+<1>+E]+O(...)
t')
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Notese que las variables macroscopicas auxiliares estédn evaluadas en el punto

silla. Combinando las ecuaciones (B.54)-(B.59) con (B.45)-(B.46), se obtiene

alt) =m(t) k() =0 (B.60)

qit,t"y=C(t,t") QU t)=0  K(tt)=1iG(1). (B.61)

Insertando las ecuaciones (B.60)-(B.61) en (B.41)-(B.44), obtenemos

at) =0  k(t) =m(t) (B.62)

1. [ dudvu(t)u(t’) exp (=5 [u.Cu—2iu.[1 - G|v])

Q) = 2" [ dudvexp (-1 [u.Cu — 2iu.[1 - G]v])
_ (B.63)
Oty - _lmfdud'ov(t)v(t’) exp (—1 [u.Cu —2iu. [1 - G]v))
’ 2 [dudvexp (-1 [u.Cu — 2iu.[1 - G]v])
= —%ia[(l -Gt - GH Y@t t) (B.64)
X dudvv(t)u(t') exp (— 3 [u.Cu — 2iu.[1 — G]v
Kt.t) = —iaf S/ du(d'zy e(>{[3 (—p% ([u2([7u —2ju.[1 —[G] 'v])] ) e
= a[G(1 - G)7 Yt ). (B.65)

con GH(t,#') = G(t',t). En el célculo anterior se han utilizado integrales Gaus-
sianas (ver Apéndice A) al evaluar las expresiones asi como la identidad (1 — G)~1—
1=3,,G' -1=%, ,G'=G1-G)™".

De esta forma hemos expresado todas las variables macroscopicas auxiliares
en funciéon de los observables macroscopicos promediados en el desorden: el
traslape m = {m(t)}, la funcién de correlacion C = {C(¢,t')} y la funcién

respuesta G = {G(t,t')}.
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B.6. Dinamica efectiva

En el promedio efectivo (B.47)-(B.48), las variables £},0;(t) y W;(t) presentan
una dependencia en los sitios. Para los campos externos 6;(t) se tiene la libertad
de escogerlos independientes de los sitios, por lo tanto hacemos 6;(t) = 0(t).
Los campos ¥,(t) han servido su proposito y se pueden llevar a cero, asi que
se eliminan las expresiones donde aparecen como factores. Por otra parte, la
dependencia en los sitios de expresiones de la forma + Y. f(£}) se elimina al
aplicar la ley de niimeros grandes en el limite termodinamico (ver Apéndice A).

Es decir,

NZf PYZP (B.66)

donde P(€) es la probabilidad del patrén condensado £ y Pr denota convergencia
en probabilidad.
Insertando (B.62)-(B.65) en (B.48) y realizando los pasos sugeridos en el

parrafo anterior, obtenemos

<f[0', h, ﬁ]>* _ Z P(f) {ZO’(O)...O’(tf) f dhth[Uv h, h]f[o-a h, h] } (B.G?)

20 (0)...o(ty) [ dhdhM (o, b, A

con

Mo, h,h] = P(0(0)) HP( (t+ 1D)|h(t)) exp (Z{zh m(t) — 0(t)
—QZG o)}

—7042 (1—-6)tca—-ahH @ ,t’)ﬁ(t)ﬁ(t’)). (B.68)

t,t
Una segunda simplificacion del promedio efectivo se obtiene considerando
que G(t,t") =0 para t < t' debido a causalidad. De lo cual se puede demostrar

(procediendo de forma iterativa) que la funcion M|...] en (B.68) esta normalizada
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dhdh :
© Z / (@m0 Mo h R =1.
c(0).

De esta forma, el promedlo efectivo puede escribirse en la forma simplificada

Slon i) =X P€) Y [ G o hlslo.n ] (B

3 (0)...0(ty)
con M]|...] dado por (B.68).
Utilizando la identidad (o (£)h(t')), = id(c(t))./80(t'), los observables macroscopi-

cos (B.54)-(B.56) pueden escribirse de la siguiente forma

m(t) = (fo(t)). (B.70)
Ct,t")y = (o(t)o(t)). (B.71)
G(t,t') = 298; : (B.72)

Podemos observar que necesitamos evaluar el promedio efectivo de funciones con
dependencia solamente en los estados de las neuronas. Por tanto, introduciendo
un cambio de variable para los campos y campos conjugados y usando integrales

Gaussianas, obtenemos

fon= 3 / dbP ($) P ()P (o |6.0) f(o).  (B.13)

o(0)...o(ty) &
Las variables aleatorias ¢ tienen distribucién Gaussiana con promedio igual a

cero y matriz de covarianza D = {D(¢t,t')}:

D(t,t") = |1-G&)tCc1-GH| (t1). (B.74)

En este promedio efectivo P (¢) representa una distribucion de probabilidad

Gaussiana multidimensional
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) Lt /
P(¢) = W exp ( Z (t) t)o(t ))- (B.75)

tt’

Por otra parte, P (o | £, ¢) es la distribucién de probabilidad de trayectoria de

la neurona efectiva

Plo|&¢) = HP (t+1)|h(t))
_ P@@DII%U+J@+DmmWMML (B.76)
t=0

la cual esta descrita en funciéon de un campo efectivo

h(t) = +aZRtt ')+ Vas(t) + 6(t), (B.77)

donde

Rt t) = [G1-G)"](tt). (B.78)



Apéndice C

Ecuaciones de los parametros

de orden

C.1. Ecuaciones explicitas

A partir de (B.70)-(B.72) (también descritas en 2.33-2.34) podemos desarrol-
lar expresiones explicitas para los parametros de orden, obteniendo, para ¢t > 0

yt' <t

m(t) = o), =Y % / dGEP (€) P () P(0(0))
£ 0(0)...0(t—1)
% tanh(gh(t — 1)) [ % [+ (s + 1) tanh(Bh(s))] . (C.1)

s=0

Para las correlaciones C(t,¢') = (o(t)o(t')),, distinguimos entre dos casos:

Nt =t—1

107
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Ot 1) = / 1P (¢ (0(0)) tanh(Bh(t — 1))
5 (0)..
t—3
% tanh(Gh(t — 2)) [ % [+ (s + 1) tanh(8h(s))] . (C.2)
s=0
i) ¢ <t—1

) =3 } z / dga(t')P (€) P () P(o(0))
o (0).
t—2
x tanh(Bh(t — 1)) [ | % [14 o(s+ 1)tanh(Bh(s))]. (C.3)

s=0

Aplicando la identidad

o(s+ 1)sech® (Bh(s)) = o(s+1) [1 - tanh? (Bh(s))]

=[1+o(s+1)tanh(Bh(s))] [o(s + 1) — tanh(Bh(s))], (C.4)

se obtiene, para t’ < t, la siguiente ecuacion de la funcién respuesta

Gt ¢y = 2o 6{C(t,t’ +1)

20(t")
S X Y [ doP© P(9) Plo(0) tanh(Bh(t - 1)
£ o(0) o(t—1)
t—2 1
x tanh(Bh(¢) T] 5 [1+ (s + 1)tanh(ﬂh(s))]}. (C.5)
s#t!

En el limite @ — 0 se pierden todos los términos complicados en los campos
locales y recuperamos la expresion mas simple m(t + 1) = tanh (8[m/(t) + 6(t)])

para el traslape.
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C.2. Primeros pasos temporales

Con el fin de derivar los primeros pasos temporales de la dindmica vamos
a obtener algunos resultados que seran de utilidad. Observamos que C(t,t) =

(02(t)), =1y G(t,t') = R(t,t') = 0 para t < ¢'. Por tanto,

D(t,t) = [(l—G)_lc( —GNH(.t)

= Z [6¢s + R(t,s)] C(s,s") [6s 0 + R(t',s")].  (C.6)
s=0 s’'=0

Por otra parte, se puede demostrar que

(GZ) (t,t')=0  parat' >t—/ (C.7)
y
AN 14 N S 14 / ) )
R(t,t)—;](G)(t,t) > (G)(t,t) (C.8)

Ademaés, a partir de (1 — G)~! = 1+ R obtenemos (1 — G)~!(¢,t') = &; 4 para
t' >t
Los parametros de orden al tiempo inicial son sencillos de obtener:
m(0) = mg C(0,0)=1 G(0,0) = 0. (C.9)

El campo h(0) esta dado por

h(0) = €m(0) + a'/2¢(0) + 6(0) (C.10)

con

D(0,0) = 1. (C.11)

Por lo tanto, para el primer paso temporal, obtenemos
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m1) = Y > / dp(0)EP (£) P (4(0)) P(c(0)) tanh(3h(0))

& a(0)
= % /Dz tanh(8[mo + 2o + 6(0)))

—% / Dz tanh(8]—mo + 2v/a + 0(0)]) (C.12)

O(1,0)

ZZ/d¢(0)0(0)P(5)P(¢(0))P(0(0))tanh(ﬁh(0))

& 0(0)

_ @ / D= tanh(B[mo + 2+/a + 6(0)])

_@ /Dz tanh(B[—mo + zv/a + 6(0)])
— m(0)m(1) (C.13)

G(1,0) = p {0(171) - ZZ/CM(@P (£)P(¢(0))P(U(O))tanhQ(ﬁh(O))}
¢ o(0)
- 5{1 - %/thanhz(ﬂ[mo + zv/a+ 6(0)])
—% / D= tanh? (B[—mo + z\/a+0(0)])}, (C.14)
donde Dz = (27r)’%e’%z2. Por tanto, de la ecuacion (C.6) se concluye que

R(1,0) = G(1,0). Para el segundo paso temporal, se obtiene

m(2) =33 Y [ d6(0)do(1)eP (€ P (6(0),6(1) Plo(0)) tanh(3h(1))

€ o0
(C.15)

cen) = 53 [ds0)ds)P (€ P60),6(1) Plo(0))
£ o(0)
x  tanh(Sh(1)) tanh(Gh(0)) (C.16)
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ceo = .3 % / d(0)dg(1)a(0)P (€) P ((0), ¢(1)) P((0)
€ o(0),0(1)
X tanh(ﬁh(l))% [1+ o(1) tanh(B8h(0))] (C.17)

G2.1) = 6{1 > / d6(0)dg(1)P (€) P (6(0), $(1)) P((0))

€ o(0)

X tanhQ(ﬂh(l))% 1+ o(1) tanh(ﬁh(O))]} (C.18)

620) = sforn -3 X [a0as)r P ©0).00) Ple)

€ o(0)

X tanh(ﬁh(l))tanh(ﬁh(O))} =0. (C.19)

Para obtener P (¢(0),#(1)) es necesario conocer la matriz de covarianza en

los pasos intermedios. De la ecuacion (C.6), obtenemos

D(l, 0) = Z [51,s + 5O,SR(15 O)] C(Sv 0)

=0

V)

= CO(1,0) + G(1,0) (C.20)
D(,1) = D ) [d1.s+00.R(1,0)]C(s,8) [0 1 + 60 0R(1,0)]
s=0 s'=0
= G?(1,0) +2C(0,1)G(1,0) + 1. (C.21)

Usando P (¢(0), ¢(1)), se pueden obtener todos los parametros de orden para el
segundo paso temporal, sin embargo, la expresiones no son sencillas. Para pasos

temporales mayores el proceso se complica atin mas.
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