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σi(t+ 1) = sgn (hi(t) + Tηi(t)) . �����
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���
� ���� ��
	����� �� ���
�	�
 
�� ���
� ) �������
	�

�� 	������	���� �
 �� �#��	� T → 0� �� ����� 
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 ��� *�������� ηi(t) 
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P (ηi(t)) =
1

2

[
1 − tanh2 (ηi(t))
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P
(
σi(t+ 1)|σ(i)(t),J

)
=

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] . �����

�� 	
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 �� ������� �� �
 ��
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���
 β = 1/T � �
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���� ��� ���
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P (σ(t+ 1)|σ(t),J) =
N∏
i=1

P
(
σi(t+ 1)|σ(i)(t),J

)

=

N∏
i=1

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] . ���"�

�
 	���
�����
� ��� �����
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	� t ��

P (σ(t)|J) =
∑

σ(t−1)

P (σ(t)|σ(t− 1),J)P (σ(t− 1)|J). ���#�
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��� ������� ��� ���������	����� �� ����� �� ������� � ��
���	��  	������ Jii =

0
 i ∈ {1, . . . , N} �� ��� ������� �� 	��
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� σ = {σ1, . . . , σN}� %� ����� ��
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� �����  �� ���������� ��
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P (σ|J) �(�	�� � �	 )����� %� ���������
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��� �� ��������� �� �������
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�
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P (σ′′|σ′,J)P (σ′|J) = P (σ′|σ′′,J)P (σ′′|J). -+�".
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P (σ|J) =
1

Z

N∏
i=1

cos(βhi) ≡ 1

Z
exp(−βH) ������

��	

hi =

N∑
j=1

Jijσj , ������

H = − 1

β

N∑
i=1

log [2 cosh(βhi)] , ����
�

Z =
∑

σ1...σN

exp(−βH). ������

�
 �
	���
� H �������	�
 �	 ��������
�����	�
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Z =
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σ1...σN

N∏
i=1

2 cosh(β

N∑
j=1

Jijσj)

=
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∑
τ1...τN

exp(−
N∑
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N∑
j=1

Jijσiτj)

=
∑

σ1...σN

∑
τ1...τN

exp(−βH ′) ����(�
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H = −1

2

∑
i�=j

Jijσiσj . ������

� �	
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〈f(σ)〉 =
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Z[Ψ] = Z

〈
exp(−β

N∑
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Ψiσi)

〉
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∑

σ1...σN

P (σ|J) exp(−β
N∑
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Ψiσi)
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exp(−βH − β
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Ψiσi). ����#�
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F [Ψ] = −T logZ[Ψ]. ������
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〈σi〉 = − ĺım
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〈σiσj〉 = − ĺım
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∂F [Ψ]

∂Jij
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 t = 0 1���� t = tf � tf > 0� �
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 σ = {σ(0), . . . ,σ(tf )}�  � ��
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P (σ|J) �� ���
����� ��� ���)���
�	� σ(0) → σ(1) → · · · → σ(tf ) �	��� ��
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P (σ|J) = P (σ(0))

N∏
i=1

tf−1∏
t=1

P
(
σi(t+ 1)|σ(i)(t),J

)

= P (σ(0))
N∏
i=1

tf−1∏
t=1

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] . ������
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Z[Ψ] =

〈
exp(−i

N∑
i=1

tf∑
t=0

Ψi(t)σi(t))

〉

=
∑

σ(0) · · ·
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σ(tf )

P (σ|J) exp(−i
N∑
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〈σj(t)〉 = i ĺım
Ψ→0

∂Z [Ψ]

∂Ψj
,

〈σi(t)σj(t′)〉 = − ĺım
Ψ→0

∂2Z [Ψ]

∂Ψi(t)∂Ψj(t′)
,

∂〈σi(t)〉/∂θj(t′) = i ĺım
Ψ→0

∂2Z [Ψ]

∂Ψi(t)∂θj(t′)
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��� �������� σi ∈ S �
�

S = {−1, 1}� �� 	����
 �	 �� �	� 	� �	�����
 �
�

σ(t) = {σi(t)} i ∈ {1, . . .N} ��� !

" �� #���
��� �	� ����	�� #���� 	� ��	��
 t 	� �	������ �
�

σ = {σi(t′)} i ∈ {1, . . .N} , t′ ∈ {0, . . . t} . ����!

$����
� ���	�	���
� 	� �����	��� p ����
�	� ξμ = {ξμi ∈ S} �
� i ∈ {1, . . . , N}�
μ ∈ {1, . . . , p}� %
� �
��
�	��	� �	 �
� ����
�	� 

���� ��� �
�	����� &�����

�
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 �
� &��
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��������� 1/2� ���� �	��
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�	����� �
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��� �	�����	� �
� ��
�����	��
� �	 ���	��
 � �� �	��� �	 '	��

Jij =
1

N

p∑
μ=1

ξμi ξ
μ
j Jii = 0. ����!

%� ��������� �	 ��� �	� �	��
��� �	 �	��	 �
�
 �� ��(�� �	� �)�	�
 �	 ����
�	�

�����	���
� 	� �� �	� " 	� �)�	�
 �	 ��
�����	��
� �
� �	��
��� �
� �
 ����
�

�� ��������� �	� �
�	�
 %����	*'
��	�� 	� α = p/N �

$� ����
 �
��� �	 �� �	��
�� i �	 �	��	 �
�

hi(t) =
∑
j

Jijσj(t). ���+!
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 ������� ��" �	����
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 t = 0� �
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P (σi(0) = ±1) =
1 ±m0ξ

1
i

2
�����

� ��	 �� ����� �� �	������ ���	� �� ������ ������� σ(0) � �� ���	
� ξ1 �� m0� �� ��
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P
(
σi(t+ 1)|σ(i)(t), ξ

)
=

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] �����

�����

σ(i)(t) = σ(t) \ {σi(t)} ��� �

ξ =
{
ξνj
}

j ∈ {1, . . .N} , ν ∈ {1, . . . p} ���!�

��� β = T−1� "� �	�
�
������ �� �	������	�� �� ��� ���	��� σi� ������������

�� ��� ���	���� � �� �� 	���� �� ��� ���	���� � ����� ��� ����� �����	���� ����

���� ��	

P
(
σi|σ(i), ξ

)
= P (σi(0))

t−1∏
r=0

P
(
σi(r + 1)|σ(i)(r), ξ

)

= P (σi(0))

t−1∏
r=0

1

2
[1 + σi(r + 1) tanh (βhi(r))] ���#�

�����

σi = {σi(0), . . . , σi(t)} ����$�

σ(i) = σ \ σi. ������

% ��	��	 �� P
(
σi|σ(i), ξ

)
������� �
����	 ����� ��� �	������� 	���&����� ��

�� ���	��� σi� '�����	���� 〈f(σi)〉 �� �	������ �� ��� (����
� f(σi) ��
	�

�	������	��� �� ��� ���	���� )� ����	�
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hi(t) = ξ1i
∑
j �=i

ξ1jσj(t) +
1

N

∑
μ�=1

ξμi
∑
j �=i

ξμj σj(t)

�� �
�
���� m(t) % �� �
�
���� 
�
	���� rμ(t) 
� ��&��� �� �� 
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m(t) =
1

N

N∑
j=1

ξ1jσj(t) rμ(t) =
1√
N

N∑
j=1

ξμj σj(t) μ �= 1; ���(��
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hi(t) = ξ1im(t) + zi(t) − ασi(t) ���(��

�����

zi(t) =
1√
N

∑
μ�=1

ξμi r
μ(t). ���(��
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���! �� �
�
���� m(t) % �� �
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 �� ���
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	 �� �� �������	��� σj(0) → σj(1) → · · · → σj(t)� �����
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��� (�)*� #� 
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�� P
(
σj |σ(j), ξ

)
��� ��
�
��
���� ������� �
 ξμj � �
�	
��� ����
��,��	� hj(r)


	� h
(μ)
j (r)� r ∈ {0, . . . , t− 1}� �
 ���� 
�	��������� �� �������	���� �	
��

h
(μ)
j (r) = hj(r) + δhμj (r) ����%�

�	


δhμj (r) = − ξμj√
N
rμ(r). ����-�

�� ���
	 h
(μ)
j (r) ���
� ��
�
��
��� ����� �
 ξμj � &	� 	��� 
����� �� �����
	

δhμj (r) ���
� ��
�
��
��� ������ �
 ξμj � �� 
�'��.	 
��� N ���
��� &	� �	

��
�	� /����
�	 �
� �+
�
���
 �� P
(
σj |σ(j), ξ

)
� 	���
��	�



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

P
(
σj |σ(j), ξ

(μ)
)

= P (σj(0))

t−1∏
r=0

P
(
σj(r + 1)|σ(j)(r), ξ

(μ)
)

= P
(
σj |σ(j), ξ

)
+

t−1∑
t′=0

δhμj (t
′)
∂P

(
σj |σ(j), ξ

(μ)
)

∂δhμj (t
′)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
j (r)=0}

+O (· · · ) ������

	
�	�

ξ
(μ) = ξ \ ξ

μ. ����
�

�
	��
� ���������� ��� 	�����	�� ��������� �
� �� ���	� 	� �� ����
 ������


θj(r) ��� ���
� � ����
	���� �� ����
 �
��� hj(r)

∂P
(
σj |σ(j), ξ

(μ)
)

∂δhμj (t
′)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
j (r)=0}

=
∂P

(
σj |σ(j), ξ

)
∂θj(t′)

∣∣∣∣∣
{θj(r)=0}

������

�
� hj(r) = 1
N

∑
ν

∑
k �=j ξ

ν
j ξ
ν
kσk(r)+θj(r)� ���
���	
 σ

(μ)
j � �� ����
�� σj �
�

	����	����� 	 ��� �� ξμj � �������	
 �� ��
��	�
 �
��� �������
����! ��	� ���

�
� ��
������	�	 ������! 
������
�

〈
σ

(μ)
j (t)

〉
= 〈σj(t)〉 +

t−1∑
t′=0

δhμj (t
′)
∂ 〈σj(t)〉
∂θj(t′)

∣∣∣∣
{θj(r)=0}

+ O (· · · ) . ������

"� �������� ����	��� �� ���	� �������� 	� �� ��#������ $
���

rμ(t) =
1√
N

N∑
j=1

ξμj σ
(μ)
j (t) +

1√
N

N∑
j=1

ξμj

(
σj(t) − σ

(μ)
j (t)

)
. ������

"� �� �%���� ����
	��&���
! �������	
 �� '() �� ������ � ����
 �� �� ��	
 	���*

�+
 � �� (,- �� ��#��	
! 
������
� �� 
�.��
 ����
��/���
� 0���������������!



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

�� �����	� 
	� ��
���
	 ��
�����	��� �	 �� ������ �������	������ �
����
��	�� ���

��������� 	�
��	���� �	 �� ���
	�� �����	� ��� ��� ��������� ����� ������������

�� ����� 	�
��	��� ��� ��	���

zi(t) =
1

N

∑
μ�=1

∑
j �=i

ξμi ξ
μ
j σ

(μ)
j (t) +

1

N

∑
μ�=1

σ
(μ)
i (t)+

t−1∑
t′=0

1√
N

∑
μ�=1

ξμi r
μ(t′)

⎛
⎝ 1

N

N∑
j=1

∂ 〈σj(t)〉
∂θj(t′)

∣∣∣∣
{θj(r)=0}

⎞
⎠+ O (· · · ) . ������

 � ������ �����	� �	 �� ���� �����!� �� 
	� �
�� �� ��������� ���������� �	"

����	���	��� � ��� �� #$% ����	���� 
	� ��	����
��
	 &�
����	� N(0, α)�  �

���
	�� �����	� ���	� 
	� ��	����
��
	 ασi(t) �	 �� ������ �������	����� '�()�

$� ��������
	 �� �� $*& �� ������ �����	� ���
��� �	 
	 ��+��� �������
�����

��� ��	���

zi(t) = ψi(t) + ασi(t) +

t−1∑
t′=0

zi(t
′)G(t, t′) ����,�

��	

ψi(t) =
1

N

∑
μ�=1

∑
j �=i

ξμi ξ
μ
j σ

(μ)
j (t)

D
= N(0, α), ������

��	�� D ��	��� ��	�����	��� �	 �������
��
	� �

G(t, t′) =
1

N

N∑
j=1

∂ 〈σj(t)〉
∂θj(t′)

∣∣∣∣
{θj(r)=0}

Pr
= E

[
∂ 〈σ(t)〉
∂θ(t′)

∣∣∣∣
{θ(r)=0}

]
. ����-�

��	�� �� !� �����	��� �� ����	��	��� �� ��� ������ �	 ��� ������ �.���	��� ���

�� �������� �
� ��	���� �� ����������� /
��	���� �
� G(t, t′) = 0 ���� t′ ≥ t �

 	 �� ������ �������	����� �� ���
��	�� �������	0� �� ��� ��������� ����������

ψi �� ����	���

E [ψi(t)ψi(t
′)] = αC(t, t′) ����1�

��	��



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

C(t, t′) = E

⎡
⎣ 1

N

∑
j �=i

σj(t)σj(t
′)

⎤
⎦ Pr

= E [〈σ(t)σ(t′)〉] . ������

�	
 	��
�	
 ����	
�����	
 C(t, t′) � G(t, t′) 
	� ��
 �����	�

 �
 �	��
������ �

�

��

��� �

�
������
��
� �� �� 
����
��
 

����� 	��
���
�	
 ��
 
�����	�



�
 

	
 	��
�	
 ����	
�����	
 
� � ����	
 �
 �� ��	�
��	 
�
����	�

��
 �	�����	�

 �������

 �

�����
 
� �� 

����� ��� �������� !�
 zi(0) =

ψi(0) + ασi(0)� "���	����
��	 ��
�������
��
 �� �
������ �
���
��� ����#� ����

zi(t) 
� 
� ����	 �	��� ���� � �
���	 ��
 ��	��
���

 �
 �� ������� �

��

���

	��
�
�	


hi(t) = ξ1im(t) + α

t−1∑
t′=0

R(t, t′)σi(t′) +
√
αφi(t) + θi(t) ����$�

�	��


R(t, t′) =
[
G(1 − G)−1

]
(t, t′) ����%�

√
αφi(t) =

t−1∑
t′=0

[
(1 − G)−1

]
(t, t′)ψi(t′). ����&�

�� ����	�
√
α '� 
��	 ����	�����	 �����������	 �

�����	
� �	� 
�����(�������

��
 �������

 ��
��	���
 φi ��
�
� ��
��������� )��

���� �	� ��	�
��	 �
�	 �

�	������*�

D(t, t′) = E [φi(t)φi(t
′)]

=
1

α

t−1∑
s=0

t′−1∑
s′=0

[
(1 − G)−1

]
(t, s)

[
(1− G†)−1

]
(s′, t′)E [ψi(s)ψi(s

′)]

=
[
(1 − G)−1C(1 − G†)−1

]
(t, t′), ������

�	��
 C = {C(s, s′)} � G = {G(s, s′)}�



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

������ ����	�
� �
�
����

��� �����	
��� �� 

� ��������
� �� 
���� m(t)� C(t, t′) � G(t, t′) ������

��� ����	��� �� ����	�
� �� �� ��
���	
 �����	�


m1(t) = 〈ξσ(t)〉∗ C(t, t′) = 〈σ(t)σ(t′)〉∗ ������

G(t, t′) =
∂ 〈σ(t)〉∗
∂θ(t′)

∣∣∣∣
{θ(r)=0}

. ������

�
 ��
���	
 �����	�
 �� ��� ����	�� f(σ)� ���� tf > 0� ���� ���� �
� �
�	�	���


�
 ���	�� �� �
 ������ �
�������
�  

〈f(σ)〉∗ = E [〈f(σ)〉]

=
∑

σ(0)...σ(tf )

∑
ξ

∫
dφP (φ)P (ξ)P (σ | ξ,φ) f(σ) ����!�

�
���

σ = (σ(0), . . . , σ(tf )) ����"�

φ = (φ(0), . . . , φ(tf − 1)) ������

dφ =

tf−1∏
t=0

dφ(t). ����#�

��� ���	�$
�� �
���
�	�� φ �	���� �	���	$��	�� %����	��� �
� ��
���	
 ���
 � ��&

��	' �� �
���	��'� D = {D(t, t′)}� �
� D(t, t′) ���� �
� ������� �� ���� ��
���	


�����	�
� P (φ) �� ��� �	���	$��	�� �� ��
$�$	
	��� %����	��� ��
�	�	����	
��


P (φ) =
1√

det (2πD)
exp

⎛
⎝−1

2

tf−1∑
t,t′=0

φ(t)D−1(t, t′)φ(t′)

⎞
⎠ . ����(�

)
� 
��� ������ P (σ | ξ,φ) �� 
� �	���	$��	�� �� ��
$�$	
	��� �� �������
�	� ��


� ����
�� �����	��



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

P (σ | ξ,φ) = P (σ(0))

tf−1∏
r=0

1

2
[1 + σ(r + 1) tanh(βh(r))], ������

	
 ��
	 
����
� 
�	 �
��� ��������

h(t) = ξm(t) + α

t−1∑
t′=0

R(t, t′)σ(t′) +
√
αφ(t) + θ(t). ������


��
�R(t, t′) ���� 



 ��� ������� �
� ���
������ ������������� �
�
 	�� �
������

��� 
� ��
�� ��� �����
	����� 
 	
� ��� �� �������� �� �� ��� �	 �!��
� "#$�

"�% ���& ��
�
� �	 �!��
� "'( ��� ��
 �����	
��)� 
� 	
 
������
 �� �!����

��� 
� ����
��	�


�� 
� ��
�����)� �������
��� 	
� ����
� ���
������ �*
��
�

������

� ��� �	 �!��
� "#$ ���� "�!�
��� +�& ���� 
� ����
 ��� ����	� ,


�����
�

-� �	 "�!�
��� .& 	
� ���
������ 
� 	�� �
�������� 
� ��
�� �������


� ��

���� �
�%��	� ��� �������


� 
� ����
 �*�	%���
� "
�����
	�����& ��� �������
�


�� 	�� �������� �
��� ������
	�� 
� 	�� �
�������� 
� ��
��� '� ������
 ���

	
 ����	�/�


 �
�
 ������� ����� �
�������� ����� 
� ����
 ������
��� 
��
�

	�� �������� �
��� ������
	���

���� �����	�	 �
��
���

-� ���
 �����)� �
��� 
 ����	��� ���!���
����� 	
� ���
������ 
� 	�� �
������

��� 
� ��
�� 
�	 ��
�	� ����	��0��1�	
 ����	��
����� ������

�� .��� ��

���
� ��� �� �	 "�!�
��� .& �	 ������� �
�
 �������
� 	�� �
�������� 
� ��
��

�� ����	��
 
��
� 	�� �������� �
��� ������
	��� 2�� �/���	�& 
	 ������ t& ��

�����
��� ��
	�3
� ��
 ����4�
	 ����� t �
��
�	�� , ��
 ��
3
 ����� t ������
�� 2��

�
	 �
3)�& 	
 ��	���)� �� 
��� �������
� �� ����
 ���!���
� '� �� 
���
 ����	���

�	 �����
�� �������� ����5� ��� �� �!��
� 
�	 ���� 6���� .
�	� �� �����
���

������� ������
� 
�	 ���
� $
����
�� φ(t) �
�
 	
� ����4�
	��& ������
� 
� 	


������
 �������
 σ(t) �
�
 	
� ���
����
� , ������
� 
�	 �
��)� ���
���

� ξ�



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

��� ���	
��
 ��� ���� ������ �� ������ ��� ����
	
 �	� �	
�	���� �������
	�	�

��	 � ��
	 ��� �	
	 �	�	 �	�� �����
	�� �� �� ���	

 �����
�� �	��� 	 ������	


�� ������ ���������
�����
 � !"
 �� ��	� �� ��	 �	
�	��� �� ��� ������� ��� ����

#���� $	
���

������ ����	� 
���
�����������

�� ���� ������ �� ����
	� �� �%��
� M �
	��� �� 
�����	� ��� ������	

��������
 �	� ��	��� ���������	� ��
�	��� M �
	�����
�	� �� �	� �	
�	���� ���

�����
	�	� �� �� �
������ ��������� $	�	 
�����	 	� ������ t
 �������� �� ��	

�����
	 ��� �	�
&� �������	��
 t+1 �����
	� ��� 
���� '	����	�� � t+1 �����

�
	� �� �	 ���
��	 �������	� �� �
������ �������� ()��*+ �� 
�����	�	�� ��
 ��

�
������ ���
� �� ���	���� �� 
�����	� �	
	 M �
	����

�� 	���
���� �������	 ���� �	
,���
��- �� �%��
� �� 
�����	�M ��� ������	


�� ������ .�	� tf 
 �	 �	�	���	� �� �	 
�� α
 �	 �����
	��
	 T = β−1 � �� �
	��	��

�����	� m0� /	
	 ��	 
�����	 i
 	� ������ t
 �	� �	
�	���� ��� 	���
���� ���
 ��

�	�
&� �������	�� ξi ∈ {−1, 1}
 �	 ���
��	 �������	 σi(t) ∈ {−1, 1} � �� 
����

'	����	�� φi(t) ∈ R� 0� ������ t = 0
 �	
	 �	�	 
�����	 j ∈ {1, . . . ,M}
 �	
���
��	 �������	 �� �����	���	 ���	��� ��� �	��
��±1 ��� �
��	�����	� P (σj(0) =

±1) = (1±m0ξj)/2
 �����
	� ��� �� �	�
&� �������	�� ���	 ��� �	��
�� ±1 ���

�
��	�����	� P (ξj = ±1) = 1/2� �� %���� �������� �� �	 �	�
�� �� ���	
�	��	

	� ������ t = 0 �� �����	���	 ��� D(0, 0) = 1� �� 	���
���� �
����� �� ��
�	


���
���	� /	
	 �
�����
 �� �	��
 �� ��� �	
,���
�� �� �
��� 	� ������ t ��

�����	
�� ������

 �	
	 �	�	 
�����	 j ∈ {1, . . . ,M}
 �� �	�
&� �������	�� ξj 
 �	�

���
��	� �������	� σj(t
′) �	
	 t′ ∈ {0, . . . , t}
 ��� 
����� '	����	��� φj(t

′) �	
	

t′ ∈ {0, . . . , t− 1} � �	 �	�
�� �� ���	
�	��	 D(t′, t′′) �	
	 t′, t′′ ∈ {0, . . . , t− 1}�
0���� �� 1	��
 ��	 ����
����&� ��� 	���
����
 �� �����	
�� 
����
���
 �	 ����

��&� 
�������	 �� ��
����� �� �	����	��� �������	�� 2�	��� �����
	��&� ��


�	
��� �� �������



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

G(t, t′) =
∂ 〈σ(t)〉∗
∂θ(t′)

=
1√
α

∂ 〈σ(t)〉∗
∂φ(t′)

=
1√
α

t−1∑
t′′=0

〈σ(t)φ(t′′)〉∗ D−1(t′, t′′). ������

�� 	�
��
��� �
�������������� ����
��� �� ��� �

�
����� �	��� �t < tf � �

�� ��� �	�������� �� ����� ��� �
����	 m(t)� C(t, t′) = C(t′, t)� t′ ≤ t�

G(t, t′)� t′ < t� �� �	����	� ������
	��� ����� �� ���	���� �� � ��
�	��

m(t) =
1

M

M∑
i=1

ξiσi(t) ����!�

C(t, t�) =
1

M

M∑
i=1

σi(t)σi(t
′) ������

G(t, t′) =
1√
α

t−1∑
t′′=0

D−1(t′, t′′)
1

M

M∑
i=1

σi(t)φi(t
′′). ����"�

�� #� ���
���� �	� �	��
��� S = (1− G)−1 � D = SCS† $ R = S − 1�

!� #� 
����	� ��� ��
��� %	���
	��� ��� �	��
& �� ��'	�
	�&	 D �	�	 �	�	

� ��
�	

φi(t) =
ηi(t)√

D−1(t, t)
− 1

D−1(t, t)

t−1∑
t′=0

D−1(t, t′)ηi(t′) ����(�

����� ��� � ��
��� ηi(t) ��� '	

�� �	�	 ���	 i $ t� ��� �
���
���
)� %	���

�
	�	 ������	� N(0, 1)�

�� #� 
����	 �� �	��� ���	� �����
'� �	�	 �	�	 � ��
�	

hi(t) = ξim(t) + α

t−1∑
t′=0

R(t, t′)σi(t′) +
√
αφi(t). ����*�

"� +�	��� �� �	��� ���	� �����
'�� �� 
����	 �	 ������	 �����
'	 	� �
����

t+ 1 �	�	 �	�	 � ��
�	

P (σi(t+ 1)|hi(t)) =
1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] . ����,�

(� #
 t < tf �� 
��������	 t $ �� ���
�� �� 	�
��
��� ����� �� �	�� �� �� �	��

�����	�
� �� ������� �� ���
����
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�	
���� �� ��� ���������� ��

����� �
���
	������� 
����� �� ������ �
��������� ����� �� �
������ 	��	
���

�� �!���� �� ����
	�� �� M = 5 · 105�

�� ����
	
�� ��� �������� m �� ��� ��
����� ����� ���������� �� �������

�� �� �� �"
�� #�� ���� T = 0.15� α = 0.08� ��� �$���� ���
��� �����������

��� ����
		
���� ����
	�� �����
��� 	�� �� ������ �
��������� ����� ��� �$����

	�� "

���� �
���� �����
��� ���
���� �� �
�
��	
�� �� 
�� ��� �� N = 5000

��
����� ������
���� ����� 200 	���
���� ��� ���
������ �� ��� �
�
��	
����

�������� �
������ ����
		
���� ����
	���

�� �$��� �� �� �"
�� #�# ���������� �� �
�"���� 	���	
������������
�� ���

�
������ �� �
����� �� 
�
	
��
%��� 	�� 
� �������� m(0) = 0.99 & �� �
���
	� ��

���
��� 	�� �� ������ �
��������� ����� '�"
������� �� ��������
�� 	
���� ��

�������� m �� �
��
�

�� ��� ����(� �� 0.4 ����
�� �� 200 ����� �����������

)�� ����(� �� �� �$��� ���
������ ��	�������� �� ���� ����� �� �
����� �
��� ���

	
����� �������� & ���
�� �� �� �$��� �� �
����� �� �
��� ��	
����� ��������� ��

�� "���	� ������� ��� *
� �� 	���	
��� 	�$�
	� �� "����� � ��(�� ��������
���

�
������ *
� � ��������
��� ��&���� �� ��� ��*
�+��

�� �$��� �� �� �"
�� #�, ���������� �� 	
��	� �� ����		
�� ��� �
����� 	��

T = 0.35� �� �
����� �� 
�
	
��
%��� 	�� ���
�� ������� ��� �������� m & ��

�
���
	� �� ���
��� 	�� �� ������ �
��������� ����� '�"
������� �� ��������
��

	
���� �� �������� m �
��� 
� ����� ��� ����(� �� 0.4 ����
�� �� 200 �����

����������� )�� ����(� �� �� �$��� ���
������ �� ������ 
�
	
�� ��� �
����� ��

��	
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�� ��� ������ 	���������� ��� ������

�� �
��� ��	
����� ���� ������� -��
�� �� �� �$��� �� �
����� �� �
��� ��	
�����

�� ������ 	���������� )��� ������� ��*
�+�� ��� �������� 
�
	
�� �� 	���	
���



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  2  4  6  8  10  12

m
(t)

t

Teor�a
Simulaci�n

������ �	
� �
������� �������� ��� �������� m ��� T = 0.15� α = 0.08	 ���

������ ������� ������� ���������� �������� � ��� ������ ��� ������� ��� ����������

��������� ��� ���������� �� ����������� ��� N = 5000 �������� �����������

����� 200 ��������	



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

Te
m

pe
ra

tu
ra

Capacidad

������ 	
	� ������
� ������������
��������

������� ��
���� �� ���
� ������� ������ �� �������� ��
����
 ��� ���� ������

���� ������� ������� ��� �������� ������� �� ��������� ������� �� ����� ��
����

�������� �� ��
����� �� ��������


����������	�

 � ���� �������� �������
�� �� ���!
��� ��� 
����� "������#��$��� ������ ��


%���� &'( ��� ��� ���
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��� �� �%�
���� �� ��������������

�� ��������)�
 "�� ���������� �� ��� ���!
����� �� ����� *�� �� �������� ���

��%������ � ��� ��������� ��� �� 
%���� &�+ �� �� &�%����� ,


 � �� ��
��� ���
����!
���� �� ������� �� *�� ����� ��� ������������ ���


� ��� ������ ������������ ��� ������� �������� σ(t)� ��
����� � �� ��
��

����� �������� h(t) -	
�./� ��� �� ���!
��� �� ���� ������� �������� ��� �� �����

�������� �� ���0������� P (σ | ξ,φ) -	
�1/
  � ��
�� �������� h(t) ����� ����

��������������� �� ��2�� *�� ������� ��� ����)� � ���������� ξ� ����� �������
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� ���$����� 
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����
�� *����	 #�� �
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 ��� ����������
� ��
�
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%

�����
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 �� ��������� ��+���� 
�

�����
 � ��,�� �
��
������� ��
����� ��
 � �
��
������� �����
� 
� �"� �
%

��
-�	 #� ��������� ��+���� �
,��� �
 ����� ������� ��� 
� ���
��� �
� �������


������� ������ $��
 
� �
��
-�	

&� �� �
��������� 
� �$���� .�� 
� ��� 
�
����
 � ����������� �
�����%

��� 
/������ �
�� ��
�
��� ���0�� ��*������
� ���
�"�����	 ��� ���� ����
� 
�



�������� 	
 ���
�� �����
������
�� ��

������ �	
 ��
��� ���������� ���
����� � ��� ����
���� ��
 �� ������ ��� ��

����� ������� � ��
 ����� ��
�� �������� ����������� 	� ����� ������� ��� ��

������ ������������ �
 ���� ��� ���� 
�� ��������� �����!�� ������� ��� ���"

���#�� ��
 ����� ���������� $
 �� ������
�� ��� ����% ��������� ���� ������ ��

������ ���&�
"'����� ����������
�� ��
������% �� ���� �����
�� ���������
���

��� ������#�� ��� �� ������ (�����")��*����



�������� 	

������ ���	
��
�����

���� �����	
���
�

��� �������� �� 	� ��
 �������	 ���
�����		�� ����� ���������� 
� 
�� ���

����� 
� 
��������� ������ �� ����������� ����� 
�� �������� �� 	� ��
 �� ���

�	��� ��
����� ����	�������� 
� 
�� � ������ �������� ����
� 	� �����������


� ������ ������� 
���������� �	 ������� ���	������ ���� 
�� ��
�� �������	��

����	�������	
 ��
����
�������  ��� ��
�	� ����� 	� ������
�
 
� ��������� 
��

�������� 
��������� ����	����������� !� ���� "�� 	� ������������ 
� 	�� 
�� ���

������ �� ��� �������� ����
� 	� ����������� 
� ������ ������� ���� ���������

 � #$%& �� �������� ��� ����'	� (����������� '��	�)��� 
� ���� ��
� �� �������� �


������� 
�	 ��
�	� ����	�������� �������
� ��� ������
�
 α = 0 ��� �����


��
� �� #$*&� �� �������� 
� ���� ��
�	�� ���� ��� ������
�
 α �= 0 �� 
�����'�

�� #$+& ����
� �	 �,��
� 
� �,�	����� -�� ���� ������ 	� �������� � 
������� 
�	
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�
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����� �� 	
����� ����������	 �� ��	
�
������ �� �������	��� �� �	� �	� �������

�� ��� ����	��
 �� ��������� ��� �� ������� �� �� ������������ �� ����	��� ��

���	���� �	� �� ����	������� �� �	� ��	��������	� �� �����	 �������
 ��� �����

����	��� ��������� ������ ��� ��� 
���� �	�����	������� �	� ��� ��������	���

��������


���� ������

�	����������	� ��� ��� ��� �	������ �� N ����	���
 �� �����	 �� ����

����	�� �� �������	 �	� �	� ������� σi ∈ S � υi ∈ S� S = {−1,+1}
  � �����	
�� �� ��� �� �������	 �	�

σ(t) = {σi(t)} υ(t) = {υi(t)} i ∈ {1, . . .N} !"
#$

� �� %���	��� ��� ������� %���� �� �����	 t �� �������� �	�

σ = {σi(t′)} υ = {υi(t′)} i ∈ {1, . . .N} , t′ ∈ {0, . . . t} . !"
&$

�����	� ���������	� �� ��������� 2p ����	���' p ����	��� ξμ = {ξμi ∈ S} ��
�� ����� σ �� �� ��� � p ����	��� ημ = {ημi ∈ S} �� �� ����� υ� �	� i ∈ {1, . . .N}�
μ ∈ {1, . . . , p}
 �	� �	��	������ �� �	� 2p ����	��� �	� (����� �	����	 �	�

(��	��� ±1 �	� ��	
�
������ 1/2
 ���� ����	�� ���) �	������� �	� �	��� ���

����	��� ��������� �������� ��	��������	�� ��*���	� �� ����	+,� �	� �� ��+��

�� -�

� �� �	� �������

J1
ij =

1

N

p∑
μ=1

ξμi ξ
μ
j J2

ij =
1

N

p∑
μ=1

ημi η
μ
j !"
"$

� �����	 �������
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J3
ij =

1

N

p∑
μ=1

γμi γ
μ
j , �����

��	�


γμi = ξμi η
μ
i . �����

�	 
� 
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������� 
��� �����	 �
 
�� �����	
�� 
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�	����	 �
 
�� ����
���
	���

�
 ������ 
���	
�� �
 ��	��
 ���� �� ���� ��	�
���� ���� �����	 
���
� �� ��

��������� 	��������� ������� �� ����� Jnii = 0� n ∈ {1, 2, 3}� �� ���� ��	���

�������� ����
���� 2p �������� � �� ������ 3N �
����������� �� ��� 
�	�

�������
� ��� ����� �� 
���
�	�	 	� �� ��	 ������������� ��

αATNN =
2

3
α ����


	��	� α = p
N �

��	� ��� 
�������
� � 	� �� ��	� ��	���� 	����� ���� ����� 	� 
�����

��
����

h1,i(t) =
∑
j

J1
ijσj(t) h2,i(t) =

∑
j

J2
ijυj(t) ���!


�

h3,i(t) =
∑
j

J3
ijσj(t)υj(t). ���"


#�� 
����� h1
i (t) � h

2
i (t) ��	�� �� 
�����$�
� � ��� ������� 	�� ����� ���� �� ��

	��%��
� 	� ��� ������� σi � υi� �����
��&������� '�� ���� ������ �� 
���� h3
i (t)

��	� �� �(�
�� �� �� 	��%��
� 	� ��� ������� 	� �� ������� i 
����	� ��� ��$��

������� �� ��� ����� ��������� �� �������� � �� �������� ����	��� ���%� 	����	��

	� �� ��������� (����
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m1(t) =
1

N

N∑
j=1

ξ1jσj(t) rμ1 (t) =
1√
N

N∑
j=1

ξμj σj(t) μ �= 1 �����

m2(t) =
1

N

N∑
j=1

η1
jυj(t) rμ2 (t) =

1√
N

N∑
j=1

ημj υj(t) μ �= 1 ������

m3(t) =
1

N

N∑
j=1

ξ1j η
1
jσj(t)υj(t) ������

rμ3 (t) =
1√
N

N∑
j=1

ξμj η
μ
j σj(t)υj(t) μ �= 1. ����	�


��
���
� ��� �� ������� ����� ��������� m1(t)� m2(t) � ��������� ����������

rμ1 (t)� rμ2 (0)� �μ �= 1�� �� 
���� O(1) ������� �
�������
�� ���� ��������� ��

�������� �
� ��� �
�����
��� ���������� �� �����
 t = 0� �
�
� �
� ������� ��

���
 �� �
�
 !���� �� ������
 � ��� �� ������� ������"���
��� �� ��
"�"������

P (σi(0) = ±1) =
1 ±m1,0ξ

1
i

2
P (υi(0) = ±1) =

1 ±m2,0η
1
i

2
������

� �
� �
 ����
 �
� ��������� ��������� m1(0) � m2(0)� �� �� �#���� ����
���$���
�

�
� m1,0 � m2,0� ��������!�������

%��
� �
� ����
� �
����� � �� ����������� T = 1/β� ��� ����
��� �� �� ���

�� ���������� ������$�������� �� ������
 � ��� �� ������� ��
"�"��������

P
(
σi(t+ 1)|σ(i)(t),υ(t), ξ,η

)
=

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanhβ (h1,i(t) + Jυi(t)h3,i(t))] ������

P
(
υi(t+ 1)|σ(t),υ(i)(t), ξ,η

)
=

1

2
[1 + υi(t+ 1) tanhβ (h2,i(t) + Jσi(t)h3,i(t))] ����&�
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σ(i)(t) = σ(t) \ {σi(t)} ��	
��

υ(i)(t) = υ(t) \ {υi(t)} ��	

�

ξ =
{
ξνj
}

��	
��

η =
{
ηνj
}
, ��	
��

��� j ∈ {1, . . .N} , ν ∈ {1, . . . p}	 �� ��������� J ��� ������� ������ �� ���������

���� �� ��� ������������� �� ������ ������� �� �� �������� �� ��� ��������	 ��

�� � ���� J → 0! �� ��� "�#$���%����� �� �&��������� � ��� ����� '������(��)���

��������������	 '� ������������ �� ���*������� �� ��� ������� σi * υi �����������

�� �� ��� �������� * ��� ������� ��������� � ����� ��� ����� ���������� ���� ����

���

P
(
σi,υi|σ(i),υ(i), ξ,η

)
= P (σi(0))P (υi(0))

×
t−1∏
r=0

P
(
σi(r + 1)|σ(i)(r),υ(r), ξ,η

)
P
(
υi(r + 1)|σ(r),υ(i)(r), ξ,η

)

= P (σi(0))P (υi(0))

t−1∏
r=0

1

2
[1 + σi(r + 1) tanhβ (h1,i(r) + Jυi(r)h3,i(r))]

×1

2
[1 + υi(r + 1) tanhβ (h2,i(r) + Jσi(r)h3,i(r))] ��	+��

�����

σi = {σi(0), . . . , σi(t)} ��	+
�

υi = {υi(0), . . . , υi(t)} ��	++�

σ(i) = σ \ σi ��	+��

υ(i) = υ \ υi. ��	+,�



�������� 	
 ���
�� ��������
��
� ��

������� �	
���� �� P
(
σi,υi|σ(i),υ(i), ξ,η

)

���� 
�� ��������� ��
����
�� ��


�� ������� σi � υi� ����� � ����
�� 〈f(σi,υi)〉 �
 �������� �� ��� �������

f(σi,υi) ��	�� 
�����
������ �� ������

〈f(σi,υi)〉 =
∑

σi(0),··· ,σi(t)

∑
υi(0),··· ,υi(t)

P
(
σi,υi|σ(i),υ(i), ξ,η

)
f(σi,υi). ������

���� �������� �	
���
����

�������� �	
���� 
�� ������ h1,i(t)� h2,i(t) � h3,i(t) �� �
 
���
� 
����� 

��!���� N → ∞ �
�
�"���� �
 �#
��� $%& ������
� �� �
 ��'���� ����
�
� ����

�
 ����
� (�


� )��*�
�� +� �
 ���� �� 
�� ������ h1,i(t) � h2,i(t) �
 ��!
����

�� ����� ���
�"�� �� ����� ��!
�'� �
 ��'���� ����
�
�� ��� 
� 
��
�� ��
����
�

�������

������ �� ��
�

� �
 ��!
���� �������������
� �
 ����� h3,i(t)�

+
 ����� 
���
 h3,i(t) �� ���,� ����� ��� �����
� �� 
� ��'����
� �����

h3,i(t) = ξ1i η
1
im3(t) + z3,i(t) − ασi(t)υi(t) ����-�

�����

z3,i(t) =
1

N

∑
μ�=1

ξμi η
μ
i

N∑
j=1

ξμj η
μ
j σj(t)υj(t) =

1√
N

∑
μ�=1

ξμi η
μ
i r
μ
3 (t). ����.�

(� ��
������� �� 
� (/0 �� �
 
���
��� m3(t) �� ���� ����

��� �� �	1�
�

������������

m3(t) =
1

N

N∑
j=1

ξ1j η
1
jσj(t)υj(t)

Pr
= E

[
ξ1η1 〈σ(t)υ(t)〉] , ����,�

����� σ(t) � υ(t) ��������
�� ������� ����
����� Pr ����
� ������'����� �� ���	 

�	�
���� � E �
 ��
�� ��������� +� 
� ��'����
� ������� �������	������ �
 
���
���

�� 
#������ �� �� �������� ����
����



�������� 	
 ���
�� ��������
��
� ��

�� ������	 
���

� �� ��� ����
�
����� 
� ����� �� ����������
�
� �
�



�
������ ������� ξμi η
μ
i ξ
μ
j η

μ
j σj(t)υj(t)� j �= i� μ �= 1 �� �
 	��
����
 ��� ����

�� �� ����������
�
� �� �������
 �	 

�	
�� ��� �
	 ������	 �� �
	 
�����

����	

�� �	�� ������� 
�� ����	 �������	 �� �
 	��
����
� �
	 ������	 �� �	�
	 
���

���

����	� 	� ��
�����
� �� ��	 �������	 ����� 
�
��
�� ξμj � ημj � ξμj η
μ
j 
���

�

����	 �� ��	 

���	 h1,j � h2,j � h3,j �� �
 ������
 j� �
�
 ���� ������ ��

�
 ��
��
����
	 σj(0) → σj(1) → · · · → σj(t) � υj(0) → υj(1) → · · · → υj(t)�

������
��� �	��	 �������	 �� �
	 ��
��
����
	 �� ��	 �	����	� 	� ������
� ���
	

������	 �� �
	 
�����

����	 ��� ������ ����� ��
 
�������
��� �

��	
���




� ����� �� ����������
�
  !"#� �
 ����
�����
� �� �	�
	 ��
��
����
	 	� �������

	� �$��
���	 �� P
(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ,η

)
�
	 ��������
�
	 �� ξμj � ημj � ξμj η

μ
j �

�����
�	 ������
%
��	 hn,j(r) ��� h
(μ)
n,j(r)� n ∈ {1, 2, 3}� r ∈ {0, . . . , t− 1}� ��

�	�
 ����
�����
� �� ��
��
����
� �����

h
(μ)
n,j(r) = hn,j(r) + δhμn,j(r) &!��'(


��

δhμ1,j(r) = −ξ
μ
j r
μ
1 (r)√
N

δhμ2,j(r) = −η
μ
j r
μ
2 (r)√
N

&!�!)(

δhμ3,j(r) = −ξ
μ
j η

μ
j r
μ
3 (r)√
N

. &!�!*(

��	 

���	 h
(μ)
n,j(r) ������ ��������
�
 ����� �� ξ

μ
j � ημj � ξμj η

μ
j � ��� ���
 �
����

��	 �������	 δhμn,j(r) ������ ��
 ������ ��������
�
 � 	�� �����+�	 �
�
 N

,�
���� -� �$�
���� P
(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ,η

)
� ��������	 �������	 �� ��	 ���	



���	� 	�� ���
�,�� �� �� 	�,������ ��	
������� ����������	 
�������
����	

�

��	
���

	 
 z3,i(t) 	��
����� �� ��	 �������	 δhμ3,j(r)� r ∈ {0, . . . , t− 1}�

��� �� �
���� �	
�������� 	��
����� �
	 
�������
����	 ����.
���	 �� �� �/����

��������0��
�� ��������	



�������� 	
 ���
�� ��������
��
� ��

P
(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ

(μ),η(μ)
)

= P (σj(0))P (υj(0))

×
t−1∏
r=0

1

2

[
1 + σj(t+ 1) tanhβ

(
h

(μ)
1,j (t) + Jυj(t)h

(μ)
3,j (t)

)]

×1

2

[
1 + υj(t+ 1) tanhβ

(
h

(μ)
2,j (t) + Jσj(t)h

(μ)
3,j (t)

)]
= P

(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ,η

)

+

t−1∑
t′=0

βJυj(t
′)δhμ3,j(t

′)
∂P

(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ

(μ),η(μ)
)

∂
(
βJυj(t′)δh

μ
3,j(t

′)
)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
n,j(r)=0}

+

t−1∑
t′=0

βJσj(t
′)δhμ3,j(t

′)
∂P

(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ

(μ),η(μ)
)

∂
(
βJσj(t′)δh

μ
3,j(t

′)
)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
n,j(r)=0}

+O (· · · ) ������

��	�


ξ(μ) = ξ \ ξμ ������

η(μ) = η \ ημ. ������

���

�� �

������� ��� �
������� �������
� ��	 �� ����� �
 �� �	���������	 �


�	 ��
�� 
��
�	� θ3,j(r) �� ��
�� ����� h3,j(r) � �� �
��� �
 �� ���
	�

βJυj(t
′)
∂P

(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ

(μ),η(μ)
)

∂
(
βJυj(t′)δh

μ
3,j(t

′)
)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
3,j(r)=0}

+ βJσj(t
′)
∂P

(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ

(μ),η(μ)
)

∂
(
βJσj(t′)δh

μ
3,j(t

′)
)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
3,j(r)=0}

=
∂P

(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ,η

)
∂θ3,j(t′)

∣∣∣∣∣
{θ3,j(r)=0}

������



�������� 	
 ���
�� ��������
��
� ��

��� h3,j(r) = 1
N

∑
ν

∑
k �=j ξ

ν
j η

ν
j ξ
ν
kη

ν
kσk(r)υk(r) + θ3,j(r)� ����	
��� σ

(μ)
j � υ

(μ)
j


 
�� ������� σj � υj ��� ����������
 ����
 �� ξ
μ
j � η

μ
j � ξμj η

μ
j � � ��

�
��� �


�������� ����� ��� 	�
���	���
�� �
�
 ��
 ��� ����
��
��
� ������� ��	������

〈
σ

(μ)
j (t)υ

(μ)
j (t)

〉
= 〈σj(t)υj(t)〉+

t−1∑
t′=0

δhμ3,j(t
′)
∂ 〈σj(t)υj(t)〉
∂θ3,j(t′)

∣∣∣∣
{θ3,j(r)=0}

+O (· · · ) .

������

�
 	�
�

�� ������

 ����� ��� �����	� �� 

 �������	� ����


rμ3 (t) =
1√
N

N∑
j=1

ξμj η
μ
j σ

(μ)
j (t)υ

(μ)
j (t)+

1√
N

N∑
j=1

ξμj η
μ
j

(
σj(t)υj(t) − σ

(μ)
j (t)υ

(μ)
j (t)

)
.

���� �

�� �
 
!��	� 	�������"����� 
�
��
��� �
 #$% 

 ������ 	������ �� �
 

�� ����&

�'� � 

 $() 

 �������� �� ��	���� �� ��*�	� �
�����+����� ,
	���
	��
���	��

�� ��	���� ��
 ���
��+� �-���

��	�� �� �
 
!��	� 	�������"����� 

 ���	�	���

�
 ������� 	������ ��� �
 �������� ����� 	�
���	���
� �� 
�� ������� �� ��	�

	������� .�� 
� 	
�	��

z3,i(t) =
1

N

∑
μ�=1

∑
j �=i

ξμi η
μ
i ξ

μ
j η

μ
j σ

(μ)
j (t)υ

(μ)
j (t) +

1

N

∑
μ�=1

σ
(μ)
i (t)υ

(μ)
i (t)+

t−1∑
t′=0

1√
N

∑
μ�=1

ξμi η
μ
i r
μ
3 (t′)

⎛
⎝ 1

N

N∑
j=1

∂ 〈σj(t)υj(t)〉
∂θ3j (t

′)

∣∣∣∣∣
{θ3,j(r)=0}

⎞
⎠+ O(· · · ). ����/�

�
 ������ 	������ �� �
 

�� �����'� �� ��
 ���
 �� �
��
�
�� 

�
	���
� ��&

���������	�� � ��� �
 #$% ��	������ ��
 ���	������+� )
����
�
 N(0, α)� �


������� 	������ 	���� ��
 ���	������+� ασi(t)υi(t) �� �
 
!��	� 	�������"�����

$
 
�
��
��+� �� 

 $() 

 	����� 	������ ����
	
 �� �� ��*�	� �
�����+�����

.�� 
� 	
�	��

z3,i(t) = ψ3,i(t) + ασi(t)υi(t) +
t−1∑
t′=0

z3,i(t
′)G3(t, t

′) ����0�



�������� 	
 ���
�� ��������
��
� ��

���

ψ3,i(t) =
1

N

∑
μ�=1

∑
j �=i

ξμi η
μ
i ξ
μ
j η

μ
j σ

(μ)
j (t)υ

(μ)
j (t)

D
= N(0, α), ����	


����� D ����
� ������������ �� ���
��������� �

G3(t, t
′) =

1

N

N∑
j=1

∂ 〈σj(t)υj(t)〉
∂θ3,j(t′)

∣∣∣∣
{θ3,j(r)=0}

Pr
= E

[
∂ 〈σ(t)υ(t)〉
∂θ3(t′)

∣∣∣∣
{θ3(r)=0}

]
.

�����


��������� ��� G3(t, t
′) = 0 ���� t′ ≥ t� �� �� � ��
� 
�������!���� �� ��
����

�� �������
� ��������"� �� ��� ��������� ����
����� ψ3,i

E [ψ3,i(t)ψ3,i(t
′)] = αC3(t, t

′) ����#


�����

C3(t, t
′) = E

⎡
⎣ 1

N

∑
j �=i

σj(t)υj(t)σj(t
′)υj(t′)

⎤
⎦ Pr

= E [〈σ(t)υ(t)σ(t′)υ(t′)〉] . �����


$�� ��%�
�� ������������� C3(t, t
′) � G3(t, t

′) ��� ��� &�������� �� ����������� �

�������
�� ������
������
�� �� �� �������
� ������� ��
�������� ��� ����������

�� ���� ��%�
�� ������������� �� 
'������ �� �� �������� �&��
����

$�� ����������� ��������� ������
�� �� �� ������� ��# �������� ��� z3,i(0) =

ψ3,i(0) + ασi(0)υi(0)� (�
���������� �
���
������
� �� �������� ��������� ����)


���� z3,i(t) �� �� ����� ����� ���#*
 � ������ ��� ����������� �� �� &������

�������
�� ��
������

h3,i(t) = ξ1i η
1
im3(t) + α

t−1∑
t′=0

R3(t, t
′)σi(t′)υi(t′) +

√
αφ3,i(t) + θ3,i(t) �����


�����



�������� 	
 ���
�� ��������
��
� ��

R3(t, t
′) =

[
G3(1− G3)

−1
]
(t, t′) ������

√
αφ3,i(t) =

t−1∑
t′=0

[
(1− G3)

−1
]
(t, t′)ψ3,i(t

′). ������

�	
 �	�
	���
 	��	���
	
 φ3,i �
���� �

��
���
�� �	�


	�	 ��� �� ������
� ����

� ���	�
	��	

D3(t, t
′) = E [φ3,i(t)φ3,i(t

′)]

=
1

α

t−1∑
s=0

t′−1∑
s′=0

[
(1− G3)

−1
]
(t, s)

[
(1− G

†
3)

−1
]
(s′, t′)E [ψ3,i(s)ψ3,i(s

′)]

=
[
(1− G3)

−1C3(1 − G
†
3)

−1
]
(t, t′). ������

�� �� �	
� �� ��
 �	���
 h1,i(t) � h2,i(t)� ��
 � ��
��
 �� �	 �!�	�

�� ��

P
(
σj ,υj |σ(j),υ(j), ξ

(μ),η(μ)
)
"�� �������� �����
���
���
 �	���
���
�	
 	 ��


��
��
 �� 
����#�����
	 	
��
	��
 
�� δhμ1,j(r) � δhμ2,j(r)�

r ∈ {0, . . . , t− 1}� ��
����
�	������ $�� �� �	���� %	�
���� �� 	�&�



 

�
�	� 	�


�'���� �	�(����� 
� ���
���� �	���
 ���	��
 ��� �	 �

�	 �
�������	 ��� �	���

���	� "�� �� �� ������ �
����)*��+���� ��
 �	���
 ��
���	���
 h1,i(t) � h2,i(t)


� ��
��
��� �� � ��
��
 �� ��,���
 �	���
���
��
 m1(t)� C1(t, t
′)� G1(t, t

′) �

m2(t)� C2(t, t
′)� G2(t, t

′)� ��
����
�	������ �� �	 

'�
���� 
���
�� ����������


�	
 ���	�
���
 �� �
�
 ��,���
 �	���
���
��
 �� � ��
��
 �� �� ������
� �#��)

�
���

���� ������	
 ���	
��


�	
 ���	�
���
 �� ��
 �	�&�����
 �� ����� ����� 
�� �
��
�� �� � ��
��
 ��

�� ������
� �#���
��

m1(t) = 〈ξσ(t)〉∗ m2(t) = 〈ηυ(t)〉∗ m3(t) = 〈ξησ(t)υ(t)〉∗ ����-�



�������� 	
 ���
�� ��������
��
� ��

C1(t, t
′) = 〈σ(t)σ(t′)〉∗ C2(t, t

′) = 〈υ(t)υ(t′)〉∗ ������

C3(t, t
′) = 〈σ(t)υ(t)σ(t′)υ(t′)〉∗ ����	�

G1(t, t
′) =

∂ 〈σ(t)〉∗
∂θ1(t′)

∣∣∣∣
{θ1(r)=0}

G2(t, t
′) =

∂ 〈υ(t)〉∗
∂θ2(t′)

∣∣∣∣
{θ2(r)=0}

����
�

G3(t, t
′) =

∂ 〈σ(t)υ(t)〉∗
∂θ3(t′)

∣∣∣∣
{θ3(r)=0}

. ������

�
 �������� �������� �� ��� ������� f(σ,υ)� ���� tf > 0� ���� ���� ��� ���� 

������ �
 !����� �� 
�� �������� ������������

〈f(σ,υ)〉∗ = E [〈f(σ,υ)〉]

=
∑

σ(0)...σ(tf )

∑
υ(0)...υ(tf )

∑
ξ

∑
η

∫
dφ1dφ2dφ3P (φ1)P (φ2)P (φ3)

P (ξ)P (η)P (σ,υ | ξ, η,φ1,φ2,φ3) f(σ,υ) ������

�����

σ = {σ(0), . . . , σ(tf )} ������

υ = {υ(0), . . . , υ(tf )} ������

φn = {φn(0), . . . , φn(tf − 1)} ����"�

dφn =

tf−1∏
t=0

dφn(t), ������

��� n ∈ {1, 2, 3}� #�� �����$
�� �
�������� φ1� φ2 % φ3 ������ ������$����� &��� 

����� ��� �� �������� ���� % �������� �� ��������'� D1 = {D1(t, t
′)}� D2 =

{D2(t, t
′)} % D3 = {D3(t, t

′)}� ���������������(
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 ���
�� ��������
��
� ��

D1(t, t
′) = E [φ1(t)φ1(t

′)]

=
[
(1 − G1)

−1C1(1− G
†
1)

−1
]
(t, t′) ������

D2(t, t
′) = E [φ2(t)φ2(t

′)]

=
[
(1 − G2)

−1C2(1− G
†
2)

−1
]
(t, t′) ������

�	
 D3(t, t
′) ���� 
	� ������� �
 ���� 
�	����	 �������	 P (φn)� n ∈ {1, 2, 3}�

�������� �
� �����������
 �� 
�	��������� �������
� ���������
��	
��

P (φn) =
1√

det (2πDn)
exp

⎛
⎝−1

2

tf−1∑
t,t′=0

φn(t)D
−1
n (t, t′)φn(t′)

⎞
⎠ n ∈ {1, 2, 3} .

���� �

!	� 	��� 
����� P (σ,υ | ξ, η,φ1,φ2,φ3) �� �� �����������
 �� 
�	��������� ��

���"���	��� �� �	� ��
�
�� �������	�

P (σ,υ | ξ, η,φ1,φ2,φ3) = P (σ(0))P (υ(0))

×
tf−1∏
r=0

1

2
[1 + σ(r + 1) tanhβ (h1(r) + Jυ(r)h3(r))]

×1

2
[1 + υ(r + 1) tanhβ (h2(r) + Jσ(r)h3(r))] , ����#�

�� ���� ��
�
�� �� �	� ���
	� �	����� �������	�

h1(t) = ξm1(t) + α

t−1∑
t′=0

R1(t, t
′)σ(t′) +

√
αφ1(t) + θ1(t) ����$�

h2(t) = ηm2(t) + α
t−1∑
t′=0

R2(t, t
′)υ(t′) +

√
αφ2(t) + θ2(t) ������

h3(t) = ξηm3(t) + α

t−1∑
t′=0

R3(t, t
′)σ(t′)υ(t′) +

√
αφ3(t) + θ3(t) ������
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�� ��������
��
� ��

�����

R1(t, t
′) =

[
G1(1− G1)

−1
]
(t, t′) ��	
��

R2(t, t
′) =

[
G2(1− G2)

−1
]
(t, t′) ��	

�

��� R3(t, t
′) ��
���� �� ��	���	

���� �����	�	 �
��
���

�� ���� ������� ����� � �������� ������������� ��� ���������� �� ��� ��������

��� �� ����� ��� ������ ��� ���!����� ������������� ��������� �"��������� ��

������ ����#������$���� �������� �� �� ���%���� & ���� �� ������ '������(��
���	

!��)��� ������������ �� ��������� �� ��� ���������� �� ����� �������� �����

�������� ��������������� �� �� ������� 
����	

������ ����	� 
���
�����������

�� ������ ���������� � ������������ �� ��� �"������� ��� ������ ��������

���� �� ������ '������(��
���	 *��� �� �+���� ,�����M �� ��������- �� ������

��� �#������ ��	��� �� �������.��� ��� �� �������� ��)�� �� �����)�� �� ��������	

/������� �������� ��� ���������� �� ����� 0�� #����� ��� ������ h1(t)-

h2(t) 1 h3(t)- �����.���� �� ������ ����#������$����	 �� �� ���� �� ��� ����������

�� ����� 0�� #����� ��� ������ h1(t) 1 h2(t)- �� �������� �� ����� �����.�� ��

#���� �����,� �� ���%���� &	 *�� �� �����- ��������� ��������������� �� �������

�� �������� ��������������� � ��� ���������� �� ����� 0�� #����� �� ����� h3(t)	

*�� ���� �����- ��)��� � ��� ��������%������ ��� ������- ��� ��������� m1 1 m2

������,�� �� ����� ������ �� �0����)���	 *�� �� �����- �� �� ��,������ ��������

�������� ������� m1 = m2	

�� ��,������ �������� ���� ����������2 �� �+���� �� ��������M ��� �������-

�� ������ 
��� tf - �� ��������� �� �� ��� α- �� ����������� T = β−1- �� ��������
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 ���
�� ��������
��
� ��

������� m0 � 	� 
���
	��� J � ���� ��� ��
���� i� �� ��	

� t� ��� �������	� �	�

�������
� ��� ��� 
�����	� ����	������ ηi, ξi ∈ {−1, 1}� ��� 	�
��	� 	�	������

σi(t), υi(t) ∈ {−1, 1} � ��� ������ ���������� φ1,i(t), φ2,i(t), φ3,i(t) ∈ R� ��

��	

� t = 0� 
��� ���� ��
���� j ∈ {1, . . . ,M}� ��� 	�
��	� 	�	������ �	 �����������
��
���� ��� �����	� ±1 ��� 
�����������	� P (σj(0) = ±1) = (1 ± m0ξj)/2 �

P (υj(0) = ±1) = (1 ±m0ηj)/2� 
�	����� ��	 ��� 
�����	� ����	������ ��
��

��� �����	� ±1 ��� 
�����������	� P (ξj = ±1) = 1/2 � P (ηj = ±1) = 1/2�

��  ���� 	�	
	��� �	 ��� 
�����	� �	 ���������� �� ��	

� t = 0 �	 ����������

��� D1(0, 0) = 1� D2(0, 0) = 1 � D3(0, 0) = 1� �� �������
� 
���	�	 �	 ���
�

�	�������� ���� 
�	�	��� 	� ����� �	 ��� 
���
	���� �	 ���	� �� ��	

� t 	�

�	�	����� �����	�� 
��� ���� ��
���� j ∈ {1, . . . ,M}� ��� 
�����	� ����	������
ηi, ξj � ��� 	�
��	� 	�	������ σj(t

′), ηj(t′) 
��� t′ ∈ {0, . . . , t}� ��� ������ ����������
φ1,j(t

′), φ2,j(t
′), φ3,j(t

′) 
��� t′ ∈ {0, . . . , t − 1} � ��� 
�����	� �	 ����������

D1(t
′, t′′), D2(t

′, t′′), D3(t
′, t′′) 
��� t′, t′′ ∈ {0, . . . , t− 1}�

���	� �	 !��	� ��� �	����
��"� �	� �������
�� 	� �	�	����� �		������� ���

�������	� �	�
�	��� 	� ���
���� �	 ��������	� ���������� #����� ���	�����"�


�� 
���	� �	 ����	�	

G3(t, t
′) =

∂ 〈σ(t)υ(t)〉∗
∂θ3(t′)

=
1√
α

∂ 〈σ(t)υ(t)〉∗
∂φ3(t′)

=
1√
α

t−1∑
t′′=0

〈σ(t)υ(t)φ3(t
′′)〉∗ D−1

3 (t′, t′′) $%��&'

����	 G1(t, t
′) � G2(t, t

′) �	 �		�����	� �	 ���
� ������� � $(�)('� �� �������
�

�����	��	�*+

	� �������	 �	 ��� �����	��	� 
���� $t < tf ' ,

-� .�� 
���
	���� �	 ���	� �	� ����	
� m3(t)� C3(t, t
′) = C3(t

′, t)� t′ ≤ t�
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G3(t, t
′)� t′ < t� �� ����	��
 ��
�����
�
 �
��� �� �
������ �� ���������

m3(t) =
1

M

M∑
i=1

ηiξiσi(t)υi(t) ������

C3(t, t�) =
1

M

M∑
i=1

σi(t)υi(t)σi(t
′)υi(t′) ������

G3(t, t
′) =

1√
α

t−1∑
t′′=0

D−1
3 (t′, t′′)

1

M

M∑
i=1

σi(t)υi(t)φ3,i(t
′′) ������

�

�� m1(t)� m2(t)� C1(t, t
′)� C2(t, t

′)� G1(t, t
′) � G2(t, t

′) �� 
����
�
 ��

�
��� �
��
 � �� ���
 � �
 !�"���

!� #� 
����
�
 ��� �������� S3 = (1−G3)
−1 � D3 = S3C3S

†
3 � R3 = S3−I3�

$�� �������� D1� D2� R1 � R2 �� 
����
�
 �� �
��� �
��
 � �� ���
 ! �


!�"���

�� #�  �
���
 �
� �	��
� %�	����

� �

 �����& �� �
'����
&� D3 ���� ����

�������

φ3,i(t) =
η3,i(t)√
D−1

3 (t, t)
− 1

D−1
3 (t, t)

t−1∑
t′=0

D−1
3 (t, t′)η3,i(t′) ������

�

�� �
� �����

� η3,i(t) �

 '����� ���� �
�� i � t� �

 �������	��(


%�	����
� ����
��� N(0, 1)� $
� �	��
� %�	����

� φ1,i(t) � φ2,i(t)� ��

 �
���
 �� �
��� �
��
 � �� ���
 � �
 !�"���

"� #�  �
��� �� ����
 �
��� ������'
 ���� ���� �������

h3,i(t) = ηiξim3(t) + α

t−1∑
t′=0

R3(t, t
′)σi(t′)υi(t′) +

√
αφ3,i(t). ����!�

$
� ����
� h1,i(t) � h2,i(t) ��  �
���
 �� �
��� �
��
 � �� ���
 " �
 !�"���

)� *��
�
 �
� ����
� �
����� ������'
�� ��  �
���
 �
� ����
�� ������'
� ��

�����
 t+ 1 ���� ���� �������

P (σi(t+ 1)|h1,i(t), h3,i(t), υi(t))

=
1

2
[1 + σi(t+ 1) tanhβ (h1,i(t) + Jυi(t)h3,i(t))] ������
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P (υi(t+ 1)|h2,i(t), h3,i(t), σi(t))

=
1

2
[1 + υi(t+ 1) tanhβ (h2,i(t) + Jσi(t)h3,i(t))] . ������

�� 	
 t < tf �� 

�����
�� t� � �� ���
�� �� �����
��� ����� �� ���� �� �
 ����

��
����
� �� ������� �� ���
�
��

������ ����	
��
�

�
 ���� ����
�
 �
����
��� ��� ���������� 
����
��� ����

��� � ����
� �� ���

�����
�
�� �� ��� ��� ������ �� ����
 ���
!���� �
 �� ����
�
 �
���
�� ���� ��

������ "�#$

%&����� ����������
�� ��
������� '���� �������� ��� �����
�
��

�� ��� ��� ������ �� ����
 
����
����
��� ���
�� �� ������ �
��(�����%)����

*�+,� �� ���� ��� ������ �
 �� �!����
�
 

����
�
�
�� �� M ����
��� �� ����

���-
 �(���
!�� .�� ������
�� �(���
!�� ���/�� ��
 �������0���� ��� ������
��

����� �� �
������ �� ����
��� ����M ���
��� �
 
������� � ������ #���� ������

M = 5 · 105�

.� �!����
�
 �� ��� ��������� m1 � m3 �
 ��� ��
����� ����� ���������� ��

�������� �
 �� 1���� ��� ���� T = 0.15� αATNN = 0.05 � J = 1.0� .�� �-
���

���
��� �������
��
 ��� ����
��
�
�� ����
��� ����

��� ��
 �� ������ �
��(�����%

)����� .�� �-
��� ��
 ��
�
�� (����
 ����

��� ���
�
�� �� �
�����
�
 �� �
�

��� �� N = 5000 
����
�� ������
��� ����� 200 ����
���� .�� ���������� �� ���

�
�����
�
�� �������
 
������� ����
��
�
�� ����
����

.� ���
!��
�
 �� ���� ����
�
 �� ������

�� �
 �� �����
 ��2���� ��� �����
%

����� �� �� ��� ���� ��������� ��� �����
�� �
(���
��� �
���� 
����
�� ���
%

�
�� �� 

�������
�
 �� �������
�
��� �� ������ ���

��� .�� �-
��� �� �� 1����

��� �������
��
 ��� �
������� �����
���%����������� ��� �
����� ��
 J = 0.0�

J = 0.3 � J = 0.5� 3��� !������ � � ���
��� ��� ��� ������ �� �
����� ���%

��
�� �
� ��
!����
�
� ��
�� �� �4�
�
��
� � ������������ ��2�� � �� ����
�
�

��������
�
�� ��4���
�� ����
�� ������
�
����
��� �� �
����� �� 


�
��
0���

��
 �
 �������� m1(0) = 0.99 � �� �

 �
�� �� ���
�
� ��
 �� ������ �
��(�����%
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������ �	
� �
������� �������� �� ��� ��������� ��� m1 � ��� m3 ��� T = 0.15�

αATNN = 0.053� J = 1.0	 ��� ������ ������� ������� ���������� �������� � ���

������ ��� ������� ��� ���������� ��������� ��� ���������� �� ����������� ���

N = 5000 �������� ���������� ����� 200 ��������	

 ����	 !���������� �� ����������� ������ �� �������� m1 "� ���������� ���

����#� �� 0.4 �����$� �� 200 ����� ����������	 %�� ����#� �� ��� ������ �����&

������ ����������� �� '��� ����� �� ������� ����� ��������� �������� � ������

�� ��� ������ �� ������� �� ����� ��������� ��������	 �� �� ��()�� ������� 
��

*�� �� ��������� ������� �� ���������� � ��#�� ������������ ������ �� �����&

����� J �������� � ������������ ������� ���� �������������� �� ��������

���� �� ��'������� �� �(� ��*��+�	 �� ���� �� ��������� �� ��������� �������

�� ����� *�� �� ��� ������ ������&,��)���	 ����� ���������� ���������� ��� ��

�������������� ���������� �� �� ������ ��� �������� �-����� ����$����� �����

�� ��������� ������� � ������������ ��#�� ������� �� ����������� J � ����� ��

������ ��� ������������� �� ������ ������� ����� ��� ����� ��������� �������

./
0	

��� ������ �� �� )���� �	� ����������� �� ������ �� ��������� ��� ������� ����

J = 0.0� J = 0.3 � J = 0.5� ��� T = 0.35	 �� ������� �� ��������1��� ��� 
�����


������ ��� �������� m1 � �� ���(���� �� ������� ��� �� �$���� ����'�����& ����	

!���������� �� ����������� ������ �� �������� m1 ����� �� 
���� ��� ����#�

�� 0.4 �����$� �� 200 ����� ����������	 %�� ����#� �� ��� ������ ����������� ��
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�� 
�������� ��������������������� ���� ������� �������� J = 0.0�

������� ��� �������� J = 0.3  ������� ��� ������  �������� J = 0.5


������ ������� ��� ������� �� ��������� ������ �� �� ������ �� ��������� �� ���

�������� ������������ ��� ������ �� ������ ��������� ����� �������� �� !����

������"���
 #���$� �� ��� ������ �� ������� �� ����� ��������� ��� ��������

�����������
 %� ����� ��� ������� ���� &������ ������� ��� �������� ������� ��

��������� ������� ������� �� !���� ������� ������ �� �������� �������
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���� ������ ���� &������ ��(��)�� ��� �������� ������� �� ��������� ������� ��

����� ���$��� �������� �� �������� �� ��������
 %� �� ��"*�� ������� &�� (�� ��

��������� ������� �� ���������� ���� &������ ������� ��� �������� ������� ������

�� ���������� J � �������� � ��������� ������� ���� �������������� �� ��������

���� �� ��!������� �� �"� ��(��)�
 +� ������ �� ��������� �� �� �� (�� �� ���

������ +������,��*���


+�� ������ �� �� *���� 	
� ����������� ��!������� �&��������� ���������� ���

�������� m1 ���� J = 0.5� J = 1.5� J = 2.5� ��� T = 1.10  αATNN = 0.008


%� ������� �� ��������-��� ��� &����� &������ ��� �������� m1  �� ���"���� ��
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���� J 
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���� ��� J = 0.5� ��� J = 1.5 � ��� J = 2.5	
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��
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�	���
 �� N 
����
�� �	
��	�� σi ∈ S ��


S = {−1, 1}
 �
 ������ �� �� ��� �� �����	�� ���

σ(t) = {σi(t)} i ∈ {1, . . .N} ��
��

� �� �	����	� ��� �	����� ����� �� �	���� t �� �����	�� ���

σ = {σi(t′)} i ∈ {1, . . .N} , t′ ∈ {0, . . . t} . ��
��

������� 	
��������� �
 ������
�� p �����
�� ξ
μ = {ξμi ∈ S} ��


i ∈ {1, . . . , N}� μ ∈ {1, . . . , p}
 ��� �����
�
��� �� ��� �����
��  ����
 �
�

������	!
 "�		�� ����
�� ��� "������ ±1 ��
 ������	�	��� 1/2
 ���� 
����
�

���# ��
������ ��
 ��� 
����
�� �����
��� ��� �	
���	� Jij ��� ��$
�
 �� ������

� �����	��


�� ����� ����� �� �� 
����
� i �� ��$
� ���

hi(t) =
∑
j

Jijσj(t). ��
%�

&� �	���� t = 0� ����� ��� 
����
�� �� ������
 "�		� �� ������� � �� �	���	���	!


�� ������	�	���

P (σi(0) = ±1) =
1 ±m0ξ

1
i

2
��
��

� ��� �� ��
�� �� �������� �
��� �� ������ 	
	�	�� σ(0) � �� ����!
 ξ1� �� m0 �
 ��

�'�	�� ������	
#�	��
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Jij =
cij
c

p∑
μ=1

ξμi ξ
μ
j Jii = 0. �����

	��	� c ���������� 
� 
���
����	�	 �����	�� 	� 
�� ��������� �� 
���
�	�	

	� ����� ��	�� ���� 	�	� ��� α = p/c� ��� ������	�	�� 	� 
� �� ����
���� �����

	��
����� ��� �
 
��!���� 	� �����"
�� c = {cij}� i, j ∈ {1, . . .N}� 
�� cij ∈ {0, 1}�
����� �����"
�� �� ��
����� 	����	���	� �
 ���� 	� 	�
�
���� 
�� 
�� ����������

���"�"�
�	�	��#

���$���
�

cij = cji, ∀i < j P (cij) =
c

N
δcij ,1 +

(
1 − c

N

)
δcij ,0 ���%�

����$���
�

∀i �= j P (cij) =
c

N
δcij ,1 +

(
1 − c

N

)
δcij,0. �����

��
������ 
� 
���
����	�	 c 	� ��
 �����  �� 	������ 
��N, �� 	�
��� ĺımN→∞ 1
c =

0� &���	� c = N ��
�������� �
 ��	�
� ����
�'(����
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� 
�� 	�
�
��� �
 ������� �� �"����� 
���	� ĺımN→∞ c
N = 0� �



)���� �����	�����
� �� 	� 
���	� c,N → ∞�

*�	�� 
�� �������� �� �
���
�+�� ����
���������� 	� �
���	� � 
� ���������

���"�"�
�	�	 	� ������
���

P
(
σi(t+ 1)|σ(i)(t), c(i), ξ

)
=

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] ���,�

	��	�
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σ(i)(t) = σ(t) \ {σi(t)} �����

c(i) = c \ {cii} i ∈ {1, . . .N} , ����	�

ξ =
{
ξνj
}

j ∈ {1, . . .N} , ν ∈ {1, . . . p} ������


�� β = T−1� 
� ������������ �� �����
����� �� ��� ������� σi 
����
������

�� ��� �������� � �� �� ����� �� ��� �������� � ����� ��� ����� ���������� ����

���� ���

P
(
σi|σ(i), c(i), ξ

)
= P (σi(0))

t−1∏
r=0

P
(
σi(r + 1)|σ(i)(r), c(i), ξ

)

= P (σi(0))

t−1∏
r=0

1

2
[1 + σi(r + 1) tanh (βhi(r))] ������

�����

σi = {σi(0), . . . , σi(t)} ������

σ(i) = σ \ σi. ������

� ������ �� P
(
σi|σ(i), c(i), ξ

)
������� ������� ����� ��� ��������� ����������

�� �� ������� σi� ����������� 〈f(σi)〉 �� �������� �� ���  ��
�!� f(σi) �����

�����
������ �� ��� ��������

"� �������� � �� �������� �������� ����� ��#����� �� �� ��$������  ����

mi(t) =
1

N

N∑
j=1

cijξ
1
jσj(t) rμi (t) =

1√
N

N∑
j=1

cijξ
μ
j σj(t) μ �= 1.

����%�
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hi(t) = ξ1imi(t) + zi(t) − αciiσi(t) ����&�
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zi(t) =
1√
N

∑
μ�=1

ξμi r
μ
i (t). ���	�


�� 
����� ������� �� ���	�
 �� �� ��������� �� ����� � ������ �������� ��� cii

���� ������ � ���� �������� ��� ����� ����� hi(t)� ��� �� ������ �����������

�� �������� mi(t) � �� �������� �������� rμi (t) �μ �= 1
 ��� �� ����� O(1)� ����

��������� �� �������� ����� ��� ����������� ��������� ����
�

�� ���������� �� �� ��� �� �
�����  ������ ��!"
 �� �� ��������mi(t)  �����

���� ��������� �� �#$��� ������������

mi(t) =
1

N

N∑
j=1

cijξ
1
jσj(t)

Pr
= E

[
ξ1 〈σ(t)〉] , ���	%


����� σ(t) ���������� ��� ������� ������&�� Pr ������ ���&�� ����� �� ���#�'

#������ � E �� &���� ���������

(� ����� ��� ��������� �� �� ���� ��� ����� �� ������������� ������ �������'

�������� ����)���� ������� �� *�+� (�� ��#�� �� ���� �� �� ,� &���� �� ����

������ �� ���������� ������� ��� *�+� ��  ������� �� �� �������� ���� t > 0� ����

����-���� ������� ξμi ξ
μ
j σj(t)� j �= i� μ �= 1 �� �� ��������� ��� ����� �� ��������'

������ �� ���#���� �� ������� ��� ��� ������� �� ��� ������������� �� ���� �������

��� ����� �������� �� �� ���������� .���� � �������� ���� ����#��� ������� ��

����� ������������� ����� ��� ������� ����������� �� �� ������ ������'/��0���

������������� ���������� �� ������ ����� ��� �������� ����� ������� ξμj ����

������ �� �� ����� hj �� �� ������� σj � ���� ���� ������ �� �� �����������

σj(0) → σj(1) → · · · → σj(t)� ���������� ����� �������� �� �� ����������� �� ��

�������� �� �������� ����� ��� ����#��� ������� �� ��� ������������� -�� ������

����� ��� ������#����� ������������ �� ����� �� �������������� �� ���#�#������

�� ���� ����������� �� �#����� �� �1������� �� P
(
σj |σ(j), c(j), ξ

)
��� ��������'

���� �� ξμj � �������� ������������ hj(r) ��� h
(μ)
j (r)� r ∈ {0, . . . , t− 1}� �� ����

���#�#������ �� ������������ �����
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 ����� ��
���������� ��

h
(μ)
j (r) = hj(r) + δhμj (r) ������

	
�

δhμj (r) = − ξμj√
N
rμj (r). ����
�

�� 	���
 h
(μ)
j (r) ����� ��������	�� ����� �� ξμj � �
� 
��� ������ �� ������


δhμj (r) ����� ��������	�� ������ �� ξμj � �� �� ��!
 ���� N "������ �
� �


����
� #�	����
 ��� �$�����%� �� P
(
σj |σ(j), c(j), ξ

)
� 
������
�

P
(
σj |σ(j), c(j), ξ

(μ)
)

= P (σj(0))

t−1∏
r=0

P
(
σi(r + 1)|σ(i)(r), c(i), ξ

(μ)
)

= P
(
σj |σ(j), c(j), ξ

)
+

t−1∑
t′=0

δhμj (t
′)
∂P

(
σj |σ(j), c(j), ξ

(μ)
)

∂δhμj (t
′)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
j (r)=0}

+O (· · · ) ������

�
���

ξ(μ) = ξ \ ξμ. ������

�
���
� ����	����� ��� ����&���� ���	����� 	
� �� ����� �� �� 	���
 �$����


θj(r)  �� &��
� � ����
��	�� �� 	���
 �
	�� hj(r)

∂P
(
σj |σ(j), c(j), ξ

(μ)
)

∂δhμj (t
′)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
j (r)=0}

=
∂P

(
σj |σ(j), c(j), ξ

)
∂θj(t′)

∣∣∣∣∣
{θj(r)=0}

����'�

	
� hj(r) = 1
N

∑
ν

∑
k �=j cijξ

ν
j ξ
ν
kσk(r) + θj(r)� (��
����
 σ

(μ)
j � �� ����
�� σj

	
� ��������	�� ����� �� ξμj � �&������
 �� ��
����
 �
��� �����	�
����� 	���

��� 	
� ��
��������� ������� 
������
�
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 ����� ��
���������� ��

〈
σ

(μ)
j (t)

〉
= 〈σj(t)〉 +

t−1∑
t′=0

δhμj (t
′)
∂ 〈σj(t)〉
∂θj(t′)

∣∣∣∣
{θj(r)=0}

+ O (· · · ) . ������

�	 
��
	��� ��
����	 
� ����� �
������ �� 	� 
������
� �����

rμi (t) =
1√
N

N∑
j=1

cijξ
μ
j σ

(μ)
j (t) +

1√
N

N∑
j=1

cijξ
μ
j

(
σj(t) − σ

(μ)
j (t)

)
. ������

�� �	 	���
� 
������������� ��	������ �	 �� �	 ������ 
!����� �� �	 	��� ����"

�#� $ 	� �%& �	 
������� ��
�����
 �� ��'�
� �����
�(����� )	
����
�*����
��


� ��
���� ��� ������(� �+��*�	��
�� �� �	 	���
� 
������������� 
�

�
�$���� 	�


*�����	�
 �������	�
 �� �	 
������ 
!����� ��� 	�
 ��������
 
���� 
��$��
����


�� �

�
 �������
� ,�� 
��
��

zi(t) ≈ 1

N

∑
μ�=1

∑
j �=i

cijξ
μ
i ξ

μ
j σ

(μ)
j (t) +

1

N

∑
μ�=1

ciiσ
(μ)
i (t) +

+

t−1∑
t′=0

∑
μ�=1

1

N

∑
j �=i

1

N

∑
k �=j

cijcjkξ
μ
i ξ

μ
kσk(t

′)
∂ 〈σj(t)〉
∂θj(t′)

∣∣∣∣
θj=0

. ������

�	 ������ 
!����� �� �	 	��� �����#� �
 ��� 
��� �� *�����	�
 �	��
����
 ��"

���������
�
 $ ��� �	 �� ��
�����
 ��� ���
������(� &��

���� N(0, α)� �	


������ 
!����� 
���� ��� ���
������(� αciiσi(t) �� �	 	���
� 
�������������

�� ���
������(� ��	 
����� 
!������ �� �	 	���
� 
������������� �
 �������
�

���� ���� 
��� �� ��	���(��  ����� 	� ��	���(� �
 �
��!
����� 	�
 *�����	�
 cij

$ cji 
�� �

���

������
� �����������
�
� ��� 
��
�� �� #�$ ��� ���
������(�

�����
�(����� �� �	 ��
� �� ��	���(� 
��!
����� 	�
 *�����	�
 cij $ cji 
�� ����	�
�

��
������� ��� ���
������(� �����
�(����� �� �	 	���
� 
������������� ��
��"

���


zi(t) = ψi(t) + αciiσi(t) + αΔ

t−1∑
t′=0

σi(t
′)G(t, t′) ������
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 ����� ��
���������� ��

�����

ψi(t) =
1

N

∑
μ�=1

∑
j �=i

cijξ
μ
i ξ

μ
j σ

(μ)
j (t)

D
= N(0, α) ���	
�

�

G(t, t′) =
1

N

N∑
j=1

(cij)
2

⎛
⎝ ∂ 〈σj(t)〉j

∂θj(t′)

∣∣∣∣∣
θj=0

⎞
⎠ Pr

= E

[
∂ 〈σ(t)〉
∂θ(t′)

∣∣∣∣
θ=0

]
. ���	
�

��� Δ = 0 ���� �������� ���������� � Δ = 1 ���� �������� ���������� �� ��

������ ������������� �� ������� �� ��������� ����� �� ��!����� �

E [ψi(t)ψi(t
′)] = αC(t, t′) ���"#�

�����

C(t, t′) ≡ E

⎡
⎣ 1

N

∑
j �=i

(cij)
2
σj(t)σj(t

′)

⎤
⎦ Pr

= E [〈σ(t)σ(t′)〉] . ���"$�

�� ����� �����% �� �� ������ �������������% ���� ���� ���

hi(t) = ξ1im
1(t) + αΔ

t−1∑
t′=0

G(t, t′)σi(t′) +
√
αφi(t) ���"	�

�����

√
αφi(t) = ψi(t). ���""�

&� !������� φi(t)% ����� ��� ������������ '�������� ��� �������� ���� � �� ����(

����� ����� �� ��!����� �

D(t, t′) = E [φi(t)φi(t
′)] =

1

α
E [ψi(t)ψi(t

′)]

= C(t, t′). ���"��
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���� ��

�
 ����
� �
��
�������
�� �
 ����� 
���
 �����
�� 	���
����� ��

h(t) = ξm(t) + αΔ

t−1∑
t′=0

G(t, t′)σ(t′) +
√
αφ(t) ���� !

����� φ(t) �
��� �
��	
"��
#� $����
��� ��� �	����
� ��	� % ���	
� �� ����	
�

���� �����!& % ξ �� �
 ���	#� ����������� ��� �����
���� �� 
�� ��	����	�� ��

�	��� �"���
��� �� '�� ������ �	 
����� 
��� �� ������� �������
�����

���� ����� ���	
����� 
�� 	�����	�� ����������

�� ���	
���

�	 
���	� ��
�	���
���� ��������� ��� �������� �������� ���������	
����

����� �������� ���
�������� �� ��������� �� ���� ��� ���� ���� ��� α = p/N � ���

p �������� ��� ����������� �� 	� ��������� ξ1 → ξ2 → · · · → ξp → ξ1� �� ����

���� ��
����	� �	 ������ ��������������� �� 	� ��������� ���������� ����������

�	 ������ ����������� ��� �������� ����� �������� �� 	� ��������� ���
�

Jij =
1

N

p∑
μ=1

ξμ+1
i ξμj � �!"#

����� ξ
p+1 = ξ

1� $����� ��� �� ���� 
���	� Jii �� ��������� �� ����� %�� �
&��'

��� ��&��� � 	� ���
���(� �� 	�� ��������� �� )�* ��� ������&����� 
�����������

�� 	�� ���
���� ����� ������� Jii �� �	 ��
�� hi(t) ��� ��������� 	� ������� i�

��� ������ �� ����(�� �
���� ����� ���
���� ��� �	����� �	 ���	�����

+���� 	�� �������� �� �����	�,�� ��
�	�����
���� �� ������� � 	� ���������

���&�&�	���� �� ����������

P
(
σi(t+ 1)|σ(i)(t), ξ

)
=

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] � �!-#

�����



�������� 	
 ����� ��
���������� ��

σ(i)(t) = σ(t) \ {σi(t)} ������

ξ =
{
ξνj
}

j ∈ {1, . . .N} , ν ∈ {1, . . . p} ������

	
� β = T−1� �
 ��
�
�����
� �� ��
��	�
��
 �� ��
 ����
�
 σi 	
���	�
�
�


�� �
� �
��
��� � �� �� ����
 �� �
� ����
�
� 
 �
�
� �
� �
�
� ����
�
��� ����

�
�
 �
�

P
(
σi|σ(i), ξ

)
= P (σi(0))

t−1∏
r=0

P
(
σi(r + 1)|σ(i)(r), ξ

)

= P (σi(0))

t−1∏
r=0

1

2
[1 + σi(r + 1) tanh (βhi(r))] ������

�
���

σi = {σi(0), . . . , σi(t)} ������

σ(i) = σ \ σi. ������

� �
���� �� P
(
σi|σ(i), ξ

)
�
���
� 
������ �
�
� �
� ��
����
� �����
���� ��

�
 ����
�
 σi�  ��
�
���
� 〈f(σi)〉 
� ��
����
 �� ��
 !��	�"� f(σi) �
���

��
��	�
��
� �� ��
 ����
�
�

#� ��
��
�� � �� ��
��
�� ������
� ����� ��$���
� �
�

m(t) =
1

N

N∑
j=1

ξtjσj(t) rμ(t) =
1√
N

N∑
j=1

ξμj σj(t) μ �= t. ������

#� 	
��
 �
	
�% �
�
 t > 0% ���� �
�
 �
�

hi(t) = ξt+1
i m(t) + zti(t) ������

�
���

zni (s) =
1√
N

∑
μ�=t

ξμ+1
i rμ−(t−n)(s) n, s = 0, . . . , t. ����&�
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��� �� �	
��� 
�	��	
���� �� ���
���� m(t) � �� ���
���� ��
����� rμ(t) �μ �= t�


�	 �� ����	 O(1)� �
�� 
����
��	 �
 �	��
��� ��
�� ��
 
�	��
��	�
 �	�
����
 ����

�� ����
�
��	 �� �� ��� �� 	�����
 ���	��
 ����� �	 �� ���
���� m(t) ��	���


��� ��
������ �	 � !��� ��
��

���
�

m(t) =
1

N

N∑
j=1

ξtjσj(t)
Pr
= E

[
ξt 〈σ(t)〉] , ����"�

��	�� σ(t) �����
�	�� �	� 	����	� �#�
��$�� Pr ��	��� 
�	$����	
�� �	 ��� �%

 ������ � E �� $���� �
�������

&� ����
 ��
 �����	��
 �	 �� 
��� �	 �� ����� �� �	���#���	
�� #����	 �	%

����	���	��
� ����'���
 ����
�� �� (�)� ���� �� 
� ���
 *��� �	 ��	�����

	� �
 �
' ���� t > 0� ���� 
���*���� �+���	� ξμi ξ
μ
j σj(t)� j �= i� μ �= t �	 ��


�������� ��� ����� �� �	���#���	
�� ���
�����
 �� #���� �	,���� �� 
�
� ��

����
��	 �� �-������ �����	�	�� ����
 ��
 �+���	�
 ��	�� �����
� ξμj 
��� #�
%

��� �	 �� 
���� hj �� �� 	����	� σj ���� ����
 ��
 ������
 �� �� �����
�����

σj(0) → σj(1) → · · · → σj(t) � �� ��� � ������ �� �
�� �����
����� 
� � ���	�


� �-������
 �� P
(
σj |σ(j), ξ

)
��
 ����	��	
��
 �	 ξμj � �	��	
�
 �����������


hj(r) ��� h
(μ)
j (r)� r ∈ {0, . . . , t− 1}� �	 �
�� ��� � ������ �� �����
������ ��	��

h
(μ)
j (r) = hj(r) + δhμj (r) ����.�


�	

δhμj (r) = − ξμj√
N
rμ−1(r). ������

�� 
���� h
(μ)
j (r) ���	� ����	��	
�� �+ �� �	 ξμj � ��� ���� ������ �� �+���	�

δhμj (r) ���	� ����	��	
�� #����� �	 ξμj � �
 ��*��/� ���� N ���	��� ��� ��

��	��� 0�
��	�� �	� �-��	
��	 �� P
(
σj |σ(j), ξ

)
� � ��	���
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P
(
σj |σ(j), ξ

(μ)
)

= P (σj(0))

t−1∏
r=0

P
(
σi(r + 1)|σ(i)(r), ξ

(μ)
)

= P
(
σj |σ(j), ξ

)
+

t−1∑
t′=0

δhμj (t
′)
∂P

(
σj |σ(j), ξ

(μ)
)

∂δhμj (t
′)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
j (r)=0}

+O (· · · ) ������

�	
��

ξ
(μ) = ξ \ ξ

μ. ����
�

�	���	� ���������� ��� ��������� ��������� �	
 �� ����� �� �
 ����	 �����
	

θj(r) ��� ���	� � �
��	����� �� ����	 �	��� hj(r)

∂P
(
σj |σ(j), ξ

(μ)
)

∂δhμj (t
′)

∣∣∣∣∣∣{δhμ
j (r)=0}

=
∂P

(
σj |σ(j), ξ

)
∂θj(t′)

∣∣∣∣∣
{θj(r)=0}

������

�	
 hj(r) = 1
N

∑
ν

∑
k �=j ξ

ν+1
j ξνkσk(r) + θj(r)� ��
	��
�	 σ

(μ)
j � �� 
���	
� σj

�	
 ����
��
��� ����� �
 ξμj � ������
�	 �� ��	����	 �	��� �������	���� ����

�
� �	
 ��	��������� ������ 	���
��	�

〈
σ

(μ)
j (t)

〉
= 〈σj(t)〉 +

t−1∑
t′=0

δhμj (t
′)
∂ 〈σj(t)〉
∂θj(t′)

∣∣∣∣
{θj(r)=0}

+ O (· · · ) . ����!�

"� �������� �������� �� ����� �������� �� �� ��#���
�� $	���

rμ(t) =
1√
N

N∑
j=1

ξμj σ
(μ)
j (t) +

1√
N

N∑
j=1

ξμj

(
σj(t) − σ

(μ)
j (t)

)
. ����%�

"
 �� �&���� ����	��
'���	 ������
�	 �� ()* �� ������ �����
	 �
 �� ���	 ����+

�,	 � �� )-. �� ��#�
�	 	���
��	� �
 	�/��	 ����	��0���	� 1����
�������
�� 
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	�� �����	� ��� ��� ��������� ����� ������������

�� ����� 	�
��	��� ��� ��	���

zni (s) ≈ 1

N

∑
μ>t

N∑
j=1

ξμ+1
i ξμj σ

(μ)
j (s)

+

s−1∑
s′=0

∑
μ>t

ξμ+1
i√
N
rμ−(t−(n−1))(s′)

1

N

N∑
j=1

∂ 〈σj(s)〉
∂θj(s′)

∣∣∣∣
θj=0

. ����� 

!� �
� 
	 	"���� #	��� �� �����	�� 	� �����	�� 
	� ��	����
��
	 �������
����

� zni (s) �	 �� ������ �������	������ $���� �������� ��� �����	�� ��	 μ ≤ t

���� ������#��� ��� ����
���� %� ������ �����	� �	 �� ���� �����$� �� ����� ��


	� �
�� �� ��������� ���������� �	����	���	���� &� ��������
	 ��� '&( �� 
	�

��	����
��
	 )�
����	� N(0, α)� &� ��������
	 �� �� &*) �� ���
	�� �����	�

�� 
	 ��+��� �������
����� %	 �� ������ �������	������ ����	���� �� ���
��	��

������
	 �� ���
���	���

zni (s) = ψni (s) +

s−1∑
s′=0

zn−1
i (s′)G(s, s′) ����� 

��	��

ψni (s) =
1

N

∑
μ>t

N∑
j=1

ξμ+1
i ξ

μ−(t−n)
j σ

(μ−(t−n))
j (s)

D
= N(0, α) ����, 

�

G(s, s′) =
1

N

N∑
j=1

∂ 〈σj(s)〉
∂θj(s′)

∣∣∣∣
θj=0

Pr
= E

[
∂ 〈σ(s)〉
∂θ(s′)

∣∣∣∣
θ=0

]
. ����- 

&� �����. �� �������	.� E [ψmi (s)ψni (s′)] �� ������	�� ��/���	�� �� ���� �	 ��

���� m = n� %	 �� ������ �������	������ ����	����

E [ψni (s)ψni (s′)] = αC(s, s′) ����� 

��	��

C(s, s′) = E

⎡
⎣ 1

N

N∑
j=1

σj(s)σj(s
′)

⎤
⎦ Pr

= E [〈σ(s)σ(s′)〉] . ����0 

1��	�� ��� ��	�����	�� �	������� ���� �� �
��� ��������� �
� zni (0) = ψni (0)

���� n = 0, . . . , t� ��� ��	��� �	����
���	�� �����������	�� �� ������
	 ���
�����

����� ���� zti(t) �	 �� ����� ����� ����� � ����	����



�������� 	
 ����� ��
���������� ��

hi(t) = ξt+1
i m(t) +

√
αφi(t) ������

	
�	�

√
αφi(t) =

∑
n≥0

∑
t′<t

(G)
n

(t, t′)ψt−ni (t′). ����
�

�� �������� φi(t)� ����� 	����������� ��������� �
� ��
��	�
 ���
 � �� ���������

����� 	� �
������ �

D(t, t′) = E [φi(t)φi(t
′)]

=
1

α

∑
n≥0

∑
t<s

∑
t′<s′

(
G†

)n
(t, s) (G)

n
(s′, t′)E

[
ψt−ni (s)ψt−ni (s′)

]

=
∑
n≥0

[(
G†

)n
C (G)

n
]
(t, t′). ����!�
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 ������%&
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 �
��� �$�����
 )�� �� 
������ ��

h(t) = ξt+1m(t) +
√
αφ(t) ������

	
�	� φ(t) ����� 	����������� ��������� �
� ��
��	�
 ���
 � ����� 	� �
������%

 � ����!�� � ξt+1 �� �� ������ �
�	����	
� ��� ������
��� 
�����	�� �� *
+, �
� ��

�-�
	
 ./�� ���	�� ��� 	�����	�� 	������������ (� *��,� ��� ������� ������'%

��	� 	� ���� ������
��� �� 
�����	� ����	
 )�� G(s, s′) = 0 ���� s �= s′ +1� ���

������
��� ������'��	�� ���	�� ��� 
�����	�� 	����������� �
� �� �-�
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 )�� ��
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�
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�������
��� �� �� ���	
 	� �����$��%
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	�	 ������	� ����
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������� ��	���
��� �������� �� ��
������ �������


���� �����
�	�� ��� ����	�� �� �������� {xn}� n ∈ {1, . . . , N} �� ��
������

������
��� �������������� ��������	���� ����
������� ������ � ���� ��
����� ���

������ �� ����
 ����
��� ����� μ� �� ��� ������ �� ��	�
�� 

����� ����

ĺım
N→∞

1

N

N∑
i=1

xi
Pr→ μ �!�" 

����� Pr ������ �����

����� �� �
����������� #��� 
�������� �� �������������

�� �� �������$� �	������ � �� ��������$� ���%���
 �� ��� ��
�������

���� �����
� ��� ��
��� ������� �����

#� ���
�	� ��� ��	��� ����
�� �� ��
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�	����� �	��
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�
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�����$� ��
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�	�� ��� ����	�� �� �������� {xn}� n ∈
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{1, . . . , N} ������ ���� ��	��
�� 
������� �� ����	 ����	��� ���
� μ � ����������

��
����	 σ ���
�� ��
����� �� 
����

ĺım
N→∞

∑N
i=1 (xi − μ)

σ
√
N

D→ N (0, 1) �����

����� D ����
� �����	������ �� ���
	�
������ �� �� 	������� ��
�	��	� N (0, 1)

�� ��� ���
	�
����� ��	��� � ���
	�
����� ��	��� ��
����	 � ��� �	������ ��	�

� ���������� ��
����	 ���� ��  �	�� ��
�	��
��� �� 
��	��� �� ����� �!�	���	

����

ĺım
N→∞

N∑
i=1

xi
D→ N

(
Nμ, σ

√
N
)

���"�

� 
��
�#�

ĺım
N→∞

1

N

N∑
i=1

xi
D→ N

(
μ,

σ√
N

)
. ���$�

���� �����	
��� 

����
�
�

%�� ��
��	�� ������	�� �� �� �������� ���  �������� ����	���	�� �� �� 
	���&

 �	������ �� '�

�	�&(
	�
������)

∫
dx exp

(−ax2 ± bx+ c
)

=

√
π

a
exp

(
b2 + 4ac

4a

)
. ���*�

%� ���� �������� ��
� ���� ��	

∫
Dz exp (xz) = exp

(
1

2
x2

)
���+�

����� Dz = 1√
2π

exp
(
− z2

2

)
dz �� ��� ������ ,���������

���� ������ ����������
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I = ĺım
N→∞

∫
dx exp (Nf(x)) �����

��	�
 f(x) 
� �	
 ��	���	 ��	 �
��	�
 �
���
�
� ����	�
��� ��
 f(x) ��
	
 �	

�	��� ������ 
	 x0� �	��	�
� �
��
	�� �	
 
��
	���	 �
 �
 !�� �
��
 �
��	��

���
	" 
!�
�
��� �
 
��
 ��	��" �
 �#��
	


f(x) = f(x0) + (x − x0)f
′(x0) +

1

2
(x− x0)

2f ′′(x0) + O (
(x− x0)

3
)
. �����

$
 ����
�
 �
���
�
 �
 f(x) �
�
�
�
�
 
	 x0� %�� ���
 �
��
" !
 �
��	�
 �
���
&

�
 ��
	
 ���	� 	
�
���� 
	 
��
 ��	��� %�� �
	��"

f(x) ≈ f(x0) − 1

2
(x− x0)

2 |f ′′(x0)| . ���'�

$
 �	�
��
! �
 ��
�
 
����#�� �
 !
 �����
	�
 ����


I ≈ exp (Nf(x0))

∫
dx exp

(
−N

2
(x − x0)

2 |f ′′(x0)|
)

���()�

=
2π

N |f ′′(x0)| exp (Nf(x0)) . ���((�

*
 !
 ����
 ����
 �
 ��
�
 �
�����
� ��


ĺım
N→∞

1

N
log

[∫
dx exp (Nf(x))

]
= f(x0). ���(+�
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��� �	 ��	�	� �"
	�	
 �	 �� �
�"�"������ P (σ|ξ) �	 	����

�


��� 

�%	�
�
�� σ(0) → σ(1) → · · · → σ(tf ) �	��	 	� 
�	��� t = 0 &��
� t = tf '

tf > 0� �� �
�"�"������ �	 

�%	�
�
�� 
�	�	 �� �����	�
	 ��
��

P (σ|ξ) = P (σ(0))

N∏
i=1

tf−1∏
t=1

P
(
σi(t+ 1)|σ(i)(t), ξ

)

= P (σ(0))

N∏
i=1

tf−1∏
t=1

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] .

()
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〈f(σ)〉 �� �
�
	��� �	 ��� ������� f(σ) ���
	 �
��	���
��� �	 �� 
	� �	�
�����

���	
������
	��	� �� ������� �	�	
���
� Z[Ψ] �
����	 ����� ��� 	�����������
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Z[Ψ] =

〈
exp(−i

N∑
i=1

tf∑
t=0

Ψi(t)σi(t))

〉

=
∑
σ(0)

· · ·
∑

σ(tf )

P (σ|ξ) exp(−i
N∑
i=1

tf∑
t=0

Ψi(t)σi(t)). ��� !
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〈σj(t)〉 = i ĺım
Ψ→0

∂Z [Ψ]

∂Ψj

〈σi(t)σj(t′)〉 = − ĺım
Ψ→0

∂2Z [Ψ]

∂Ψi(t)∂Ψj(t′)

∂〈σi(t)〉/∂θj(t′) = i ĺım
Ψ→0

∂2Z [Ψ]

∂Ψi(t)∂θj(t′)
. ���&!

"�� ���
��	� μ > 1 ��� ������ ��
� �	��
�	�� $����	
�� ��	 	� 	� ��
��	

N → ∞� 	� ��
��
��
�	��� 
��
�������� �	� ����	
� �	�	��	 ���� �	 ���

�
���	���	� 	����������� �	 	��	 �	��
�	�� � �� �	 �� 
	���'����� 
��
���������

$	 �
		 ��	 �� (��	
 ��� �
�
	���� ���
	 	� �	��
�	� 	� �� ������� �	�	
���
��

�	��
	
�� ��� ��
���)������ �����)������ �	 ��� 	�������	� ��	 �	 ���	��
*� ��

�	
���
��� ��	
*�� �
�
	���
 ���
	 ��� ���
��	� ��� �	

��	 ��	 ��� 	�������	�
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� 
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�
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������ �������� �
������
� 	� ���

���� �� �����	�� ����� ��� �
������ �� ��
���
 
���� 	� �
����
� ���
	�����
� ���

�
 ������� �����
	��
� ��� �
���� ������
�
��� �
 ������� �����
	��
 ������
�

Z[Ψ] ��� ��
 ������� �� �
 ��� �� �����	�
 ����� �� 	����	��

Z[Ψ] =

〈
exp(−i

N∑
i=1

tf∑
t=0

Ψi(t)σi(t))

〉
, � �!"

	��	� �� �����	�� ����� �� 	����	�� 	� ��
������ �
���	
	 X �� 	����
 ��� X̄�

#�	�� ��� �����$
���� �
����������� ����$
���� �� �����	�%� 	� �
 �������

�����
	��
  �!� �
�
 �������� ���������� ���%� 	� �����	
	 ��� ���������� �����$�


����

m(t) =
1

N

∑
i

ξ1i 〈σi(t)〉 = ĺım
Ψ→0

i

N

∑
i

ξ1i
∂Z[Ψ]

∂Ψi(t)
� �&"

C(t, t′) =
1

N

∑
i

〈σi(t)σi(t′)〉 = − ĺım
Ψ→0

1

N

∑
i

∂2Z[Ψ]

∂Ψi(t)∂Ψi(t′)
� �'"

G(t, t′) =
1

N

∑
i

∂〈σi(t)〉/∂θi(t′)) = ĺım
Ψ→0

i

N

∑
i

∂2Z[Ψ]

∂Ψi(t)∂θi(t′)
. � �("

)� ���
 ����
 *���� ��	���	� �� �������
 ������
� 
� �%����� 	� �
 �������

�����
	��
 �����	�
	
 �� �� 	����	��� �
 ��
� 	������+
 �� �
��� �����
� 
�

	� �
 ������
 ����� �����	�
	
 ����� �� 	����	��� ������
	
 �� �� 
�%����� 	� �


���%���
�

���� ������	
�� 
� �� ���	
�� ������
���

,
 ����$
���� �� ���
 ������� �� ����
� 
 ��
 �-������� 	� �
 ������� ������


	��
 �����	�
	
 �� �� 	����	�� 	��	� �� ���	
 
����
� �� �.��	� ����������
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 ����������
 ��

Z[Ψ] ∼
∫
dx exp(Nφ(x)), �����

�	
 �� 
�
���
 φ(x) �
��� � ����
���
�� �� ��������� ����	���������

�� ��	������
�	 �
��� 
���	
�� � �����
�	� ����	� � �����	�� ���������� ��

����������
 ��� ��	����	 �	��� �� ���	���
�  � ����������
 �� ���� ��	����	 ��


������� �	
 �� �
��	������
 �� �	� ����	� �	����� ���
�	 �� 
	��� �
��!��� ��

�� 
�
���
 ������ � �	�	� �	� �����	� � ����	�� �
 �� 
�
���
 !�
����	�� ��"� ��

������

1 =
∏
i,t

∫
dhi(t)δ

⎡
⎣hi(t) −∑

j

Jijσj(t) − θi(t)

⎤
⎦

=

∫
dhdĥ

(2π)N(tf +1)
exp

⎛
⎝i∑

i,t

ĥi(t)

⎡
⎣hi(t) −∑

j

Jijσj(t) − θi(t)

⎤
⎦
⎞
⎠���#�

�	
 dhdĥ =
∏
i,t

[
dĥi(t)dhi(t)

]
� $	� ��
�	�

Z[Ψ] =

∫
dhdĥ

(2π)N(tf +1)
exp

⎛
⎝i∑

i,t

ĥi(t) [hi(t) − θi(t)]

⎞
⎠

〈
exp

⎛
⎝−i

∑
i,t

Ψi(t)σi(t)

⎞
⎠
⎡
⎣exp

⎛
⎝−i

∑
i,t

ĥi(t)
∑
j

Jijσj(t)

⎞
⎠
⎤
⎦〉 . �����

%	�	 �	
�����
���� �� ��	����	 〈f(σ)〉 �� ����&� �	
 �
� ��	��������� ��

�������	��� �	
����	
�� �
 �	� ����	� �	������ �	� ������ �	
 ��������� �� �
'

��!�����
 �
����
���
��� �� �	� ����	
��� 
�������
�	 �� ��	����	 �	��� �� ���'

	���
� �� ������

P (σ|h) = P (σ(0))
∏
i,t

P (σi(t+ 1)|hi(t))

= P (σ(0))
∏
i,t

1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh (βhi(t))] ���()�

�	
�� h = {hj(t′)} �	
 j ∈ {1, . . .N} , t′ ∈ {0, . . . tf}� *�+ ,��
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 �����
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 ����������
 ��

Z[Ψ] =

∫
dhdĥ

(2π)N(tf +1)

∑
σ(0)

· · ·
∑

σ(tf )

P (σ(0))
∏
i,t

P (σi(t+ 1)|hi(t))

eNF [σ,ĥ]
∏
i,t

exp

(
iĥi(t)[hi(t) − θi(t)] − iΨi(t)σi(t)

)
. ������

�	
��� 
�� ����� ������� �� �������� �� �� 
������

F
[
σ, ĥ

]
=

1

N
log

⎛
⎝exp

⎛
⎝−i

∑
i,t

ĥi(t)
∑
j

Jijσj(t)

⎞
⎠
⎞
⎠. ������

���� N ������ �� ������ 
�� ���� ����

F [. . .] = Φ[a,k, q,Q,K] + . . . ������

 �� Φ[a,k, q,Q,K] ��� !�� �	� �"� ��� ��
�������� #�� 
������� �$
�� ��


�����  ��
��%� �	� � ��� �%�����%��� �� ��� 	�� �� �� �� �&��
� 
�������'�� ��

#��  ��(��
�� �� �����%��� �� ��� 	�� �� a,k, q,Q,K �� �� �$�����	� ��
�����

��
'� !�������  �� ��� �������
�� ������
��

a (t) =
1

N

∑
i

ξ1i σi(t) k (t) =
1

N

∑
i

ξ1i ĥi(t) ����)�

q (t, t′) =
1

N

∑
i

σi(t)σi(t
′) Q (t, t′) =

1

N

∑
i

ĥi(t)ĥi(t
′) ����*�

K (t, t′) =
1

N

∑
i

ĥi(t)σi(t
′). ����+�

,�
�� �����%��� �� ������ ��
���� �� �� �� !�� �	� ���������� ������ �� !����

��
����� �� �� !�� �	� ���
�

1 =
∏
t

∫
da(t)δ

[
a (t) − 1

N

∑
i

ξ1i σi(t)

]

=

[
N

2π

]tf+1 ∫
dadâ exp

(
iN

∑
t

â(t)

[
a (t) − 1

N

∑
i

ξ1i σi(t)

])
����-�
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�
 ��� ��������
 ����������
 ��

1 =
∏
t

∫
dk(t)δ

[
k (t) − 1

N

∑
i

ξ1i ĥi(t)

]

=

[
N

2π

]tf+1 ∫
dkdk̂ exp

(
iN

∑
t

k̂(t)

[
k (t) − 1

N

∑
i

ξ1i ĥi(t)

])
������

1 =
∏
t,t′

∫
dq(t, t′)δ

[
q (t, t′) − 1

N

∑
i

σi(t)σi(t
′)

]

=

[
N

2π

](tf+1)2 ∫
dqdq̂ exp

⎛
⎝iN∑

t,t′

q̂(t, t′)

[
q (t, t′) − 1

N

∑
i

σi(t)σi(t
′)

]⎞
⎠

������

1 =
∏
t,t′

∫
dQ(t, t′)δ

[
Q (t, t′) − 1

N

∑
i

ĥi(t)ĥi(t
′)

]

=

[
N

2π

](tf +1)2 ∫
dQdQ̂ exp

⎛
⎝iN∑

t,t′

Q̂(t, t′)

[
Q (t, t′) − 1

N

∑
i

ĥi(t)ĥi(t
′)

]⎞
⎠

���	
�

1 =
∏
t,t′

∫
dK(t, t′)δ

[
K (t, t′) − 1

N

∑
i

ĥi(t)σi(t
′)

]

=

[
N

2π

](tf+1)2 ∫
dKdK̂ exp

⎛
⎝iN∑

t,t′

K̂(t, t′)

[
K (t, t′) − 1

N

∑
i

ĥi(t)σi(t
′)

]⎞⎠ .

���	��

��
 �������
 N ������ �����������
 �� ��
 ������������
 ��� �� �� �� ��������

�� ������ ���� �
�� �� ������ ������
����� ��� ����� �
���!����� 
"�� �������


���������
 �� N  �!������


Z[Ψ] =

∫
dadâdkdk̂dqdq̂dQdQ̂dKdK̂ exp

(
N{ψ[a, â,k, k̂, q, q̂,Q, Q̂,K, K̂]

+Φ[a,k, q,Q,K] + Ξ[â, k̂, q̂, Q̂, K̂]} +O(...)

)
���		�
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 �����
�
 ��� ��������
 ����������
 ��

�����

ψ[a, â,k, k̂, q, q̂,Q, Q̂,K, K̂] = i
∑
t

[â(t)a(t) + k̂(t)k(t)]

+i
∑
t,t′

[q̂(t, t′)q(t, t′) + Q̂(t, t′)Q(t, t′) + K̂(t, t′)K(t, t′)] ��	
��




Ξ[â, k̂, q̂, Q̂, K̂] =
1

N

∑
i

log

∫
dhdĥ

(2π)(tf+1)

∑
σ(0)...σ(tf )

P (σ(0))

∏
t

P (σ(t+ 1)|h(t)) exp

(∑
t

{iĥ(t)[h(t) − θi(t)] − iΨi(t)σ(t)}
)

exp

(
−iξ1i

∑
t

[â(t)σ(t) + k̂(t)ĥ(t)] − i
∑
t,t′

[q̂(t, t′)σ(t)σ(t′)

+Q̂(t, t′)ĥ(t)ĥ(t′) + K̂(t, t′)ĥ(t)σ(t′)]
)
, ��	
��

���

dhdĥ =
∏
t

[
dh(t)dĥ(t)

]
��	
��

P (σ(0)) =
1

2
(1 +m0) δσ,1 +

1

2
(1 −m0) δσ,−1. ��	
��

������ ��� ��� �������� 
 ��� ������ �� ��� ����������� ��� �������� � ���

������	 ��� ����� �! ��� "�������� ξ1i !θi(t) 
 Ψi(t) �#� ������ ����������� ��

$����	 %� ��� �� ������� ��������� ������������ ��� �������� ���� �����������!

���������� �&��������� ����"���� �� �� '������  ��������� ��������� ��� ���

���(���� �'����"� ������������� �� ��� ������	

)� '������  ��������� �� �� �&������� ��	

� ����� �� '���� ������� ����

����� ������� �� �$���� �����*�����	
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 ��� ��������
 ����������
 ��

���� �����	
� ����� �
 	����	��

�� ����	
�� ��
�	 	� 
	���
	� ���� ��������� ��� ������	� ��� μ > 1� ��� ����

��� �����
���	�
� �� 
	������� ����� ���� ��� �����
�	� Jij 	� ������  �	�����
�

	� ������ μ = 1 
	 ��� ������	� �	�����	�� �
�	�	���

F
[
σ, ĥ

]
= iα

⎡
⎣ 1

N

∑
i,t

σi(t)ĥi(t)

⎤
⎦− i

∑
t

{[
1

N

∑
i

ξ1i σi(t)

] [
1

N

∑
i

ξ1i ĥi(t)

]}

+
1

N
log

⎛
⎝∏
μ�=1

exp

(
−i

∑
t

[N−1/2
∑
i

ξμi ĥi(t)][N
−1/2

∑
i

ξμi σi(t)]

)⎞
⎠ . ����!�

"	�����	��� W
[
σ, ĥ

]
�� #����� �$����� 
	 ����!�� %���	�
� ��� 
	 ��

��
	�	�
	���� 
	 ��� ������	�� �
�	�	���

W
[
σ, ĥ

]
=

1

N
log

⎛
⎝∏
μ�=1

[
exp

(
−i

∑
t

[N−1/2
∑
i

ξμi ĥi(t)][N
−1/2

∑
i

ξμi σi(t)]

)]⎞⎠

=
1

N

∑
μ�=1

log

(
exp

(
−i

∑
t

[N−1/2
∑
i

ξμi ĥi(t)][N
−1/2

∑
i

ξμi σi(t)]

))
. ����&�

'� (�	 ��
� ������ �	 	���)�� 
	 �� ����� 
�����
����� 
	 ���
�
���
�
� 	�

����	
�� 
	 �� 	*���	����� �	�+ 	� ����� ���� ��
� ������� �� 
	����

W
[
σ, ĥ

]
=
p− 1

N
log

(
exp

(
−i

∑
t

[N−1/2
∑
i

ξiĥi(t)][N−1/2
∑
i

ξiσi(t)]

))

= α log

(
exp

(
−i

∑
t

[N−1/2
∑
i

ξiĥi(t)][N−1/2
∑
i

ξiσi(t)]

))
+O(N−1)

������


��
	 �����	��	 ,	��� 	������ ��� �$������ �	�	����	� 	� 	� �-���	 �	���
��+���

��� .��	�	 (�	 �	 ,� �������
� 	� ���	�-�
��	 μ� ���� ��
	� 
	�������� 	� ��
�
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1 =
∏
t

∫
dx(t)δ

(
x(t) −N−1/2

∑
i

ξiσi(t)

)

=

∫
dxdx̂

(2π)(tf +1)
exp

(
i
∑
t

x̂(t)

[
x(t) −N−1/2

∑
i

ξiσi(t)

])
������

1 =
∏
t

∫
dy(t)δ

(
y(t) −N−1/2

∑
i

ξiĥi(t)

)

=

∫
dydŷ

(2π)(tf +1)
exp

(
i
∑
t

ŷ(t)

[
y(t) −N−1/2

∑
i

ξiĥi(t)

])
. ����	�


� �
���������
 �� ��� ��������� ���������� �
 �� �����
� ��� �� ������ ����������


�� �� ���� ���������

W
[
σ, ĥ

]
= α log

∫
dxdydx̂dŷ

(2π)2(tf +1)
exp (i [x � x̂ + y � ŷ − x � y])

×
∏
i

exp

(
−i√
N
ξi
∑
t

[
x̂(t)σi(t) + ŷ(t)ĥi(t)

])
+O(N−1). ������


�� �����
��� �� ��� �����
��  ����
 ���!���� �����"�������
�� �
����
���
���#

��� ��
��

W
[
σ, ĥ

]
= α log

∫
dxdydx̂dŷ

(2π)2(tf +1)
exp (i [x � x̂ + y � ŷ − x � y])

×
∏
i

exp

(
−i√
N
ξi
∑
t

[
x̂(t)σi(t) + ŷ(t)ĥi(t)

])
+O(N−1). ������

$
 ���� ����
�� ������� �����%�� �� �������� ����� �� �����������
 �� ���

�����
��

W
[
σ, ĥ

]
= α log

∫
dxdydx̂dŷ

(2π)2(tf +1)
exp

(
i [x � x̂ + y � ŷ − x � y]

+
∑
i

log cos

(
1√
N

∑
t

[
x̂(t)σi(t) + ŷ(t)ĥi(t)

]))
+O(N−1). ����&�
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������ 	
�������	� �	 
����� ���� 	� ���	�� � 	� ���������� �	 ����	�	

W
[
σ, ĥ

]
= α log

∫
dxdydx̂dŷ

(2π)2(tf +1)
exp

(
i [x � x̂ + y � ŷ − x � y]

− 1

2N

∑
i

∑
t

∑
t′

[x̂(t)x̂(t′)σi(t)σi(t′) + x̂(t)ŷ(t′)σi(t)ĥi(t′)

+ŷ(t)x̂(t′)ĥi(t)σi(t′) + ŷ(t)ŷ(t′)ĥi(t)ĥi(t′)] +O(N−1)

)
+O(N−1). ������

��������	��� W
[
σ, ĥ

]
�	 �	��	�� 	� ���� � 	 ���������	��� ��� !������	�

�������"����� �	#����� 	� ���$%�&���$'�� ���	�	���

Φ[a,k, q,Q,K] = iα
∑
t

K(t, t) − ia � k + α log

∫
dxdydx̂dŷ

(2π)2(tf +1)

exp

(
i [x � x̂ + y � ŷ − x � y]− 1

2
[x̂�qx̂+2ŷ�Kx̂+ŷ�Qŷ]+O(N−1)

)
+O(N−1).

����'�

(	���)���� ��� ���	�������	� �	��	��� � ��� !������	� x � y� � *���	��� �� ������

�	 !������	�� ���	�	���

Φ[a,k, q,Q,K] = iα
∑
t

K(t, t) − ia � k

+α log

∫
dudv

(2π)tf +1
exp

(
−1

2
[u�qu+2v�Ku+v�Qv−2iu�v]+O(N−1)

)
+O(N−1).

���� �

+"�	�	 ,�	 �� 	�����"� ���	���� ��	�	 �� -���� ��	���*� 	� ���$���

���� ������ 	
����
����

.� -����"� �	�	������ ������ 	� �������� 	� 	� �/���	 N → ∞ ��� 	� �����

����� �!	� 0�1����	 0� �	 �� ���	�#��	 �������"����



�������� 	
 �����
�
 ��� ��������
 ����������
 ��

ψ[a, â,k, k̂, q, q̂,Q, Q̂,K, K̂] + Φ[a,k, q,Q,K] + Ξ[â, k̂, q̂, Q̂, K̂]. ������

�	
��
��� �
 ���	
���	 �
�
�������
 
	��	��� 
 �
� �

�
��	�

{a(t), k(t), q(t), Q(t),K(t)} 	 ���
�
��� 
 �	
� 	� 
	����
��� ���	�	���

â(t) = i
∂Φ

∂a(t)
k̂(t) = i

∂Φ

∂k(t)
������

q̂(t, t′) = i
∂Φ

∂q(t, t′)
Q̂(t, t′) = i

∂Φ

∂Q(t, t′)
K̂(t, t′) = i

∂Φ

∂K(t, t′)
. ������

������� 	��� ����!� 	� �
� 	��
����	� 
��	
��
	�� ���	�	���

â(t) = k(t) k̂(t) = a(t) ����"�

q̂(t, t′) = −1

2
iα

∫
dudv u(t)u(t′) exp

(− 1
2 [u � qu + 2v � Ku − 2iu � v + v � Qv]

)∫
dudv exp

(− 1
2 [u � qu + 2v � Ku − 2iu � v + v � Qv]

)
����#�

Q̂(t, t′) = −1

2
iα

∫
dudv v(t)v(t′) exp

(− 1
2 [u � qu + 2v � Ku − 2iu � v + v � Qv]

)∫
dudv exp

(− 1
2 [u � qu + 2v � Ku − 2iu � v + v � Qv]

)
������

K̂(t, t′) = −αδt,t′

− iα

∫
dudv v(t)u(t′) exp

(− 1
2 [u � qu + 2v � Ku − 2iu � v + v � Qv]

)∫
dudv exp

(− 1
2 [u � qu + 2v � Ku − 2iu � v + v � Qv]

) . ������

$�
 ��

 �

�	� �	���%� �	 �
 �	
��
���� �	 �
� ���	
���	 �
�
�������
 
	��	���


 �
� �

�
��	� ���&��
�
� 'â(t)�k̂(t)�q̂(t)�Q̂(t)�K̂(t)( 	 ���
�
���� 
 �	
�� ���	�)

	���



�������� 	
 �����
�
 ��� ��������
 ����������
 ���

a(t) =
〈
ξ1σ(t)

〉
∗ k(t) = 〈ξ1ĥ(t)〉∗ ������

q(t, t′) = 〈σ(t)σ(t′)〉∗ Q(t, t′) = 〈ĥ(t)ĥ(t′)〉∗ K(t, t′) = 〈ĥ(t)σ(t′)〉∗.
����	�


� �
������ �������� 〈f [σ,h, ĥ]〉∗ �� ����� ��


〈f [σ,h, ĥ]〉∗ =
1

N

∑
i

{∫
dhdĥ

∑
σ(0)...σ(tf )Mi[σ,h, ĥ]f [σ,h, ĥ]∫

dhdĥ
∑

σ(0)...σ(tf )Mi[σ,h, ĥ]

}
������

���

Mi[σ,h, ĥ] = P (σ(0))
∏
t

P (σ(t + 1)|h(t)) exp

(∑
t

{iĥ(t)[h(t) − θi(t)]

−iΨi(t)σ(t)} − iξ1i
∑
t

[â(t)σ(t) + k̂(t)ĥ(t)] − i
∑
t,t′

[q̂(t, t′)σ(t)σ(t′)

+Q̂(t, t′)ĥ(t)ĥ(t′) + K̂(t, t′)ĥ(t)σ(t′)]
)
. ������

����� �������� ���� σ �� �
������
�� �� ��� ���
��� �������� σ ��� �����

������ � �� �����!� �� h � ĥ�� "�� ����
�� ��
� #â(t)$k̂(t)$q̂(t)$Q̂(t)$K̂(t)% �� ��

������ � ������ ���&� ��������� �� �� ����� ����� �� �� ����
���� ���
��� ����

���'�� �

���� ������	
�� 
���	�

( ��
��
 �� �� ����� � )���
���
� ���**� ������� �+����
 �,�
������� �,��-�.

���� �� ��� �+��
��+��� ���
��� ������ "�� ���������� ��������� ������.����	�

�� 
�������� ������&��������$ ��� ��+�
)� �� �� �
����� ����������� /�� ��

�� �� ��������
 �� ������ � �� ��� ���������� ���������$ ������� 
����
�+�
 ��.

��� ��� ���������� �+������� 0���� ���� ������� �� ����� � �� ��� �+��
�.

�+��� ���
��� ������ 
� �����-���$ �+����
���� 
��������� ���
� ��� ��
��+���



�������� 	
 �����
�
 ��� ��������
 ����������
 ���

�������	
���� ��
������� � ��� ����������� �������	
����� ����� �� ����������

������ ����� � ��� ���������� ���������� ���� ���� ��� ����� ������ ��� ����������

�����������

∂Ξ[· · · ]
∂Ψj(t)

= − i

N

[∫
dhdĥ

∑
σ(0)...σ(tf )Mj [σ,h, ĥ]σ(t)∫

dhdĥ
∑

σ(0)...σ(tf )Mj[σ,h, ĥ]

]
 !�"#$

∂Ξ[· · · ]
∂θj(t)

= − i

N

[∫
dhdĥ

∑
σ(0)...σ(tf )Mj [σ,h, ĥ]ĥ(t)∫

dhdĥ
∑

σ(0)...σ(tf )Mj[σ,h, ĥ]

]
 !�%�$

∂2Ξ[· · · ]
∂Ψj(t)∂Ψj(t′)

= − 1

N

[∫
dhdĥ

∑
σ(0)...σ(tf )Mj[σ,h, ĥ]σ(t)σ(t′)∫

dhdĥ
∑

σ(0)...σ(tf )Mj [σ,h, ĥ]

]

−N
[
∂Ξ[· · · ]
∂Ψj(t)

] [
∂Ξ[· · · ]
∂Ψj(t′)

]
 !�%�$

∂2Ξ[· · · ]
∂θj(t)∂θj(t′)

= − 1

N

[∫
dhdĥ

∑
σ(0)...σ(tf )Mj[σ,h, ĥ]ĥ(t)ĥ(t′)∫

dhdĥ
∑

σ(0)...σ(tf )Mj[σ,h, ĥ]

]

−N
[
∂Ξ[· · · ]
∂θj(t)

] [
∂Ξ[· · · ]
∂θj(t′)

]
 !�%&$

∂2Ξ[· · · ]
∂Ψj(t)∂θj(t′)

= − 1

N

[∫
dhdĥ

∑
σ(0)...σ(tf )Mj [σ,h, ĥ]σ(t)ĥ(t′)∫

dhdĥ
∑

σ(0)...σ(tf )Mj[σ,h, ĥ]

]

−N
[
∂Ξ[· · · ]
∂Ψj(t)

] [
∂Ξ[· · · ]
∂θj(t′)

]
.  !�%'$

��� ������ ��
������ ��� �����������  !�"$( !�)$ � ������ �� �������	� �� ���(

����*���	� Z[0] = 1� ���������

m(t) = ĺım
Ψ→0

i

N

∑
i

ξ1i
1

Z[Ψ]

∫
da . . . dK̂

[
∂Ξ[· · · ]
∂Ψi(t)

]
eN [ψ+Φ+Ξ]+O(...)

= ĺım
Ψ→0

〈ξ1σ(t)〉∗  !�%"$



�������� 	
 �����
�
 ��� ��������
 ����������
 ���

C(t, t′) = − ĺım
Ψ→0

1

N

∑
i

ξ1i
1

Z[Ψ]

×
∫
da . . . dK̂

[
N∂2Ξ[· · · ]

∂Ψi(t)∂Ψi(t′)
+
N∂Ξ[· · · ]
∂Ψi(t)

N∂Ξ[· · · ]
∂Ψi(t′)

]
eN [ψ+Φ+Ξ]+O(...)

= ĺım
Ψ→0

〈σ(t)σ(t′)〉∗ ������

G(t, t′) = ĺım
Ψ→0

i

N

∑
i

ξ1i
1

Z[Ψ]

×
∫
da . . . dK̂

[
N∂2Ξ[· · · ]
∂Ψi(t)∂θi(t′)

+
N∂Ξ[· · · ]
∂Ψi(t)

N∂Ξ[· · · ]
∂θi(t′)

]
eN [ψ+Φ+Ξ]+O(...)

= ĺım
Ψ→0

〈σ(t)ĥ(t′)〉∗. ����	�


��
��� ������ � ��� Z[0] = 1� �� �������� �� �� ������� ���������� ������ �

� ��� ��
��� �! ����� θi �� ������� ��� ����� �� ��� ��
��� ��!������� Ψi� ��

�����

ĺım
Ψ→0

∂Z[Ψ]

∂θi(t)
=
∂Z[0]

∂θi(t)
= 0 ĺım

Ψ→0

∂Z[Ψ]

∂θi(t)∂θi(t′)
=

∂Z[0]

∂θi(t)∂θi(t′)
= 0, ����"�

���  �� �

0 = ĺım
Ψ→0

1

N

∑
i

ξ1i
∂Z[Ψ]

∂θi(t)
= ĺım

Ψ→0

i

N

∑
i

ξ1i
1

Z[Ψ]

= ×
∫
da . . . dK̂

[
∂Ξ[· · · ]
∂θi(t)

]
eN [ψ+Φ+Ξ]+O(...)

= ĺım
Ψ→0

〈ξ1ĥ(t)〉∗ ����#�

0 = − ĺım
Ψ→0

1

N

∑
i

∂Z[Ψ]

∂θi(t)∂θi(t′)
= − ĺım

Ψ→0

1

N

∑
i

1

Z[Ψ]

= ×
∫
da . . . dK̂

[
N∂2Ξ[· · · ]
∂θi(t)∂θi(t′)

+
N∂Ξ[· · · ]
∂θi(t)

N∂Ξ[· · · ]
∂θi(t′)

]
eN [ψ+Φ+Ξ]+O(...)

= ĺım
Ψ→0

〈ĥ(t)ĥ(t′)〉∗. ����$�



�������� 	
 �����
�
 ��� ��������
 ����������
 ���

������ 	
� ��� 
�������� ������������� �
�������� ����� �
��
���� �� �� �
���

������ ���������� ��� ��
������� ������ ����!� ��� ������ ����"�# �� �������

a(t) = m(t) k(t) = 0 ������

q(t, t′) = C(t, t′) Q(t, t′) = 0 K(t, t′) = iG(t, t′). ������

�	
��
�	�� ��
 �������	�
 ������������� �	 �������������� ��
�	���


â(t) = 0 k̂(t) = m(t) ������

q̂(t, t′) = −1

2
iα

∫
dudvu(t)u(t′) exp

(− 1
2 [u � Cu − 2iu � [1 − G] v]

)∫
dudv exp

(− 1
2 [u � Cu − 2iu � [1− G] v]

)
= 0 ������

Q̂(t, t′) = −1

2
iα

∫
dudvv(t)v(t′) exp

(− 1
2 [u � Cu − 2iu � [1− G]v]

)∫
dudv exp

(− 1
2 [u � Cu − 2iu � [1− G] v]

)
= −1

2
iα[(1 − G)−1C(1 − G†)−1](t, t′) ������

K̂(t, t′) = −iα
∫
dudvv(t)u(t′) exp

(− 1
2 [u � Cu − 2iu � [1− G] v]

)∫
dudv exp

(− 1
2 [u � Cu − 2iu � [1− G] v]

) − αδt,t′

= α[G(1 − G)−1](t, t′). ������

��	 G†(t, t′) = G(t′, t)� �	 �� ������� �	
����� 
� ��	 �
��� ��� �	
�!����
 "��
�


��	�
 �#�� $%&	���� $� �� �#����� ��
 �'%��
��	�
 �
( ���� �� ���	
���� (1 − G)−1−
1 =

∑
�≥0 G� − 1 =

∑
�>0 G� = G(1 − G)−1�

)� �

� *���� ����
 �'%��
��� 
���
 ��
 #�������
 �����
�+%���
 ��'������


�	 *�	��+	 �� ��
 ��
��#����
 �����
�+%���
 %���������
 �	 �� ��
����	, ��


��
��%� m = {m(t)}� �� *�	��+	 �� ���������+	 C = {C(t, t′)} - �� *�	��+	

��
%��

� G = {G(t, t′)}�



�������� 	
 �����
�
 ��� ��������
 ����������
 ���

���� ������	
 ���	
��


�� �� �	
���

 �����
�
 �������������� ��� ��	
����� ξ1i �θi(t) � Ψi(t) �	�������

��� ���������
� �� �
� �
�

�� ��	� �
� ����
� � ��	�
� θi(t) �� �
��� �� �
��	���

�� ���
!�	�
� 
�������
����� �� �
� �
�

�� �
	 �
 ����
 "����
� θi(t) = θ(t)�

#
� ����
� Ψi(t) "�� ��	�
�
 �� �	
�$�
�
 � �� ������ �����	 � ��	
� ��% &��

�� ��
�
��� ��� � �	��

��� �
��� ���	���� �
�
 ����
	��� �
	 
�	� ��	��� ��

���������
� �� �
� �
�

� �� � �	��

��� �� �� �
	�� 1
N

∑
i f(ξ1i ) �� ��
�
�� ��

���
��	 �� ��� �� �'��	
� !	����� �� �� �%�
�� ��	�
�
�(�
�
 ���	 )�*��
�� )��

�� ���
	�

1

N

N∑
i=1

f(ξ1i )
Pr
=
∑
ξ

P (ξ)f(ξ) ���++�

�
��� P (ξ) �� �� �	
���
�
��� ��� ���	$� �
�������
 ξ � Pr ���
�� �
���	!���
�

�� �	
���
�
����

,���	����
 ���+-�����+.� �� ������ � 	���
/���
 �
� ���
� ��!�	
�
� �� ��

�(		��
 ����	

	� 
������
�

〈f [σ,h, ĥ]〉∗ =
∑
ξ

P (ξ)

{∑
σ(0)...σ(tf )

∫
dhdĥM [σ,h, ĥ]f [σ,h, ĥ]∑

σ(0)...σ(tf )

∫
dhdĥM [σ,h, ĥ]

}
���+��

�
�

M [σ,h, ĥ] = P (σ(0))
∏
t

P (σ(t+ 1)|h(t)) exp

(∑
t

{iĥ(t)[h(t) − ξm(t) − θ(t)

−α
∑
t′

[G(1 − G)−1](t, t′)σ(t′)]}

−1

2
α
∑
t,t′

[(1 − G)−1C(1 − G†)−1](t, t′)ĥ(t)ĥ(t′)
)
. ���+��

0�� ��!���� �
���
1���
$� ��� �	
���

 �����
�
 �� 
��
��� �
��
��	���


&�� G(t, t′) = 0 ��	� t ≤ t′ ���
�
 � ������
���� 2� �
 ���� �� ����� ���
��	�	

��	
���
���
 �� �
	�� 
��	��
��� &�� �� ����
$�M [...] �� ���+�� ���( �
	���
/���
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 ��� ��������
 ����������
 ���

∑
σ(0)...σ(tf )

∫
dhdĥ

(2π)(tf +1)
M [σ,h, ĥ] = 1.

�� ���� 	
���
 �� ��
����
 �	�����
 ����� ���������� �� �� 	
��� �����������

〈f [σ,h, ĥ]〉∗ =
∑
ξ

P (ξ)
∑

σ(0)...σ(tf )

∫
dhdĥ

(2π)(tf +1)
M [σ,h, ĥ]f [σ,h, ĥ] ������

�
� M [...] ���
 �
� �������

����� ���
 �� ��������� 〈σ(t)ĥ(t′)〉∗ = i∂〈σ(t)〉∗/∂θ(t′)
 �
� 
���������� ����
��!��"

�
� ����#�"������ ������ ���������� �� �� ��$������ 	
���

m(t) = 〈ξσ(t)〉∗ ���%��

C(t, t′) = 〈σ(t)σ(t′)〉∗ ���%��

G(t, t′) =
∂〈σ(t)〉∗
∂θ(t′)

. ���%&�

'
���
� 
������� (�� ���������
� ������� �� ��
����
 �	�����
 �� 	����
��� �
�

����������� �
������� �� �
� �����
� �� ��� ����
���� '
� ����

 ����
�������


�� �����
 �� �������� ���� �
� ����
� ) ����
� �
�*�$��
� ) �����
 ����$�����

+���������
 
������
�

〈f(σ)〉∗ =
∑

σ(0)...σ(tf )

∑
ξ

∫
dφP (φ)P (ξ)P (σ | ξ,φ) f(σ). ���%,�

-�� ��������� �����
���� φ ������ ����������!� +�������� �
� ��
����
 �$��� �

���
 ) ����� �� �
������ � D = {D(t, t′)}.

D(t, t′) =
[
(1− G)−1C(1− G†)−1

]
(t, t′). ���%#�

/� ���� ��
����
 �	�����
 P (φ) ���������� ��� ����������!� �� ��
���������

+�������� ������������
���



�������� 	
 �����
�
 ��� ��������
 ����������
 ���

P (φ) =
1√

det (2πD)
exp

⎛
⎝−1

2

tf−1∑
t,t′=0

φ(t)D−1(t, t′)φ(t′)

⎞
⎠ . �����	


�� �
�� ���
�� P (σ | ξ,φ) �� �� ���
�������� �� ������������ �� 
�����
���� ��

�� ������� ����
���

P (σ | ξ,φ) = P (σ(0))

tf−1∏
t=0

P (σ(t+ 1)|h(t))

= P (σ(0))

tf−1∏
t=0

[
1

2
[1 + σ(t + 1) tanh[βh(t)]] , �����	

�� ���� ��
� ������
� �� ������� �� �� ����� ����
���

h(t) = ξm(t) + α
t−1∑
t′=0

R(t, t′)σ(t′) +
√
αφ(t) + θ(t), �����	

�����

R(t, t′) =
[
G(1 − G)−1

]
(t, t′). ���� 	



�������� 	

���������	 
� ��	 ��
����
�	


� �

��

���� ������	
�� �
��������

� ������ �� 	
��
��	
���� 	������� ��������� �� ���������� ������� ���������

��� ����������� ���������� ���� ��� ���������� �� ������ ����������� ���� t > 0

� t′ < t�

m(t) = 〈ξσ(t)〉∗ =
∑
ξ

∑
σ(0)...σ(t−1)

∫
dφξP (ξ)P (φ)P (σ(0))

× tanh(βh(t− 1))

t−2∏
s=0

1

2
[1 + σ(s+ 1) tanh(βh(s))] . 	 �!�

"��� ��� ������������� C(t, t′) = 〈σ(t)σ(t′)〉∗� ������#$���� ����� ��� �����%

�� t′ = t− 1

!
�



�������� �	 ��
������� �� 
�� ���������� �� ����� ���

C(t, t′) =
∑
ξ

∑
σ(0)...σ(t−2)

∫
dφP (ξ)P (φ)P (σ(0)) tanh(βh(t− 1))

× tanh(βh(t− 2))
t−3∏
s=0

1

2
[1 + σ(s+ 1) tanh(βh(s))] . �����

		� t′ < t− 1

C(t, t′) =
∑
ξ

∑
σ(0)...σ(t−1)

∫
dφσ(t′)P (ξ)P (φ)P (σ(0))

× tanh(βh(t− 1))

t−2∏
s=0

1

2
[1 + σ(s+ 1) tanh(βh(s))] . ���
�

��
	����� 
� 	����	���

σ(s+ 1)sech2 (βh(s)) = σ(s+ 1)
[
1 − tanh2 (βh(s))

]
= [1 + σ(s+ 1) tanh(βh(s))] [σ(s+ 1) − tanh(βh(s))] , �����

�� ���	���� ���� t′ < t� 
� �	��	���� �����	�� �� 
� ����	�� ���������

G(t, t′) =
∂ 〈σ(t)〉∗
∂θ(t′)

= β

{
C(t, t′ + 1)

−
∑
ξ

∑
σ(0)

· · ·
∑
σ(t−1)

∫
dφP (ξ)P (φ)P (σ(0)) tanh(βh(t− 1))

× tanh(βh(t′))
t−2∏
s�=t′

1

2
[1 + σ(s+ 1) tanh(βh(s))]

}
. �����

�� �
 
 !	�� α→ 0 �� �	����� ����� 
�� �"�!	��� ��!�
	����� �� 
�� ��!���


���
�� # ��������!�� 
� �$����	�� !%� �	!�
� m(t+ 1) = tanh (β[m(t) + θ(t)])

���� �
 ����
����
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��� �� 	� 
� 
���
�� ��� �������� ����� ���������� 
� �� 
������� 
����

� ������� ������� �������
�� ��� ����� 
� �����
�
� �����
���� ��� C(t, t) =〈
σ2(t)

〉
∗ = 1 � G(t, t′) = R(t, t′) = 0 ���� t ≤ t′� ��� ������

D(t, t′) = [(1 − G)−1C(1 − G†)−1](t, t′)

=

t∑
s=0

t′∑
s′=0

[δt,s +R(t, s)]C(s, s′) [δs′,t′ +R(t′, s′)] . ���� 

��� ���� ������ �� ���
� 
�������� ���

(
G�

)
(t, t′) = 0 ���� t′ > t− � ���! 

�

R(t, t′) =
∑
�>0

(
G�

)
(t, t′) =

t−t′∑
�=1

(
G�

)
(t, t′). ���" 

#
����� � ������ 
� (1−G)−1 = 1 + R ��������� (1−G)−1(t, t′) = δt,t′ ����

t′ ≥ t�

$�� ���������� 
� ��
�� �� ������ ������� ��� ��������� 
� �������%

m(0) = m0 C(0, 0) = 1 G(0, 0) = 0. ���� 

&� ����� h(0) ���� 
�
� ���

h(0) = ξm(0) + α1/2φ(0) + θ(0) ����� 

���

D(0, 0) = 1. ����� 

��� �� ������ ���� �� ������ ���� ��������� ���������
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�� ���������� �� ����� ���

m(1) =
∑
ξ

∑
σ(0)

∫
dφ(0)ξP (ξ)P (φ(0))P (σ(0)) tanh(βh(0))

=
1

2

∫
Dz tanh(β[m0 + z

√
α+ θ(0)])

−1

2

∫
Dz tanh(β[−m0 + z

√
α+ θ(0)]) ������

C(1, 0) =
∑
ξ

∑
σ(0)

∫
dφ(0)σ(0)P (ξ)P (φ(0))P (σ(0)) tanh(βh(0))

=
m(0)

2

∫
Dz tanh(β[m0 + z

√
α+ θ(0)])

−m(0)

2

∫
Dz tanh(β[−m0 + z

√
α+ θ(0)])

= m(0)m(1) ������

G(1, 0) = β

⎧⎨
⎩C(1, 1) −

∑
ξ

∑
σ(0)

∫
dφ(0)P (ξ)P (φ(0))P (σ(0)) tanh2(βh(0))

⎫⎬
⎭

= β

{
1 − 1

2

∫
Dz tanh2(β[m0 + z

√
α+ θ(0)])

−1

2

∫
Dz tanh2(β[−m0 + z

√
α+ θ(0)])

}
, ����	�


��

 Dz = (2π)−
1

2 e−
1

2
z2 � ��� ������ 

 �� 
������� ����� �
 �������
 ��


R(1, 0) = G(1, 0)� ���� 
� �
���
� ���� �
������� �
 ����
�


m(2) =
1

2

∑
ξ

∑
σ(0)

∫
dφ(0)dφ(1)ξP (ξ)P (φ(0), φ(1))P (σ(0)) tanh(βh(1))

���� �

C(2, 1) =
1

2

∑
ξ

∑
σ(0)

∫
dφ(0)dφ(1)P (ξ)P (φ(0), φ(1))P (σ(0))

× tanh(βh(1)) tanh(βh(0)) ������



�������� �	 ��
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�� ���������� �� ����� ���

C(2, 0) =
1

2

∑
ξ

∑
σ(0),σ(1)

∫
dφ(0)dφ(1)σ(0)P (ξ)P (φ(0), φ(1))P (σ(0))

× tanh(βh(1))
1

2
[1 + σ(1) tanh(βh(0))] ������

G(2, 1) = β

{
1 − 1

2

∑
ξ

∑
σ(0)

∫
dφ(0)dφ(1)P (ξ)P (φ(0), φ(1))P (σ(0))

× tanh2(βh(1))
1

2
[1 + σ(1) tanh(βh(0))]

}
������

G(2, 0) = β

{
C(2, 1) − 1

2

∑
ξ

∑
σ(0)

∫
dφ(0)dφ(1)P (ξ)P (φ(0), φ(1))P (σ(0))

× tanh(βh(1)) tanh(βh(0))

}
= 0. ������

	
�
 �
����� P (φ(0), φ(1)) �� �����
��� ������� �
 �
���� �� ���
��
��
 ��

��� �
��� ������������ �� �
 ���
���� ������ �
�������

D(1, 0) =

1∑
s=0

[δ1,s + δ0,sR(1, 0)]C(s, 0)

= C(1, 0) +G(1, 0) ���� �

D(1, 1) =

1∑
s=0

1∑
s′=0

[δ1,s + δ0,sR(1, 0)]C(s, s′) [δs′,1 + δs′,0R(1, 0)]

= G2(1, 0) + 2C(0, 1)G(1, 0) + 1. ������

!�
��� P (φ(0), φ(1))� �� ������ �
����� ����� ��� �
�"������ �� ����� �
�
 ��

��#���� �
�� ������
�� ��� ��

�#�� �
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�� 	
�
 �
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