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Introduccion

Cuando se define un espacio topoldgico a partir de algin otro o algunos
otros, resulta natural preguntarse qué propiedades hereda el nuevo espacio
respecto del espacio que lo origina o incluso si el espacio inducido permite es-
tudiar mejor al espacio topoldgico original. Ernest Michael realiza un trabajo
de esta forma y aborda en Topologies on spaces of subsets una gran variedad
de propiedades que cumple el hiperespacio de un espacio topoldgico a partir
de las propiedades que guarda este ultimo o viceversa, mostrando en parti-
cular la equivalencia que guardan ambos espacios respecto de la propiedad
de compacidad.

Establecida entonces la equivalencia anterior, lo siguiente es estudiar el
comportamiento que guardan un espacio y su hiperespacio respecto de al-
gunas propiedades mas débiles que compacidad. En el articulo Some results
on the countable compactness and pseudocompactness of hyperspaces, John
Ginsburg hace un estudio interesante acerca de algunas de estas propiedades
y la relacién que guardan un espacio topoldgico y su hiperespacio respecto
de ellas. En particular se interesa por el comportamiento de potencias de un
espacio y de su hiperespacio. A partir de tales resultados, plantea un par de
preguntas acerca del comportamiento del producto numerable de un espa-
cio y del hiperespacio del mismo respecto de las propiedades de compacidad
numerable y pseudocompacidad, siendo dichas preguntas, y en particular la
correspondiente a la propiedad de pseudocompacidad, la motivacion principal
para el desarrollo del presente trabajo.

En el Capitulo 1 exponemos algunos resultados basicos que relacionan a
un espacio con su hiperespacio. En particular, se presenta la relacion respecto
a los Axiomas de Separacion y la equivalencia que preservan ambos espacios
respecto de la propiedad de compacidad y compacidad local.

En la primera seccién del Capitulo 2 se introduce la nocién de p-compacidad
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4 INDICE GENERAL

y p-pseudocompacidad y se presentan algunas propiedades para ellas. A lo
largo de la segunda seccion, se aborda el estudio realizado por John Ginsburg
en el articulo atras indicado, destacando aquellos resultados que involucran a
las potencias de un espacio y al hiperespacio del mismo. En la ultima seccién
de este capitulo, se presentan algunos resultados parciales presentados por J.
Cao, T. Nogura y A. H. Tomita, que en cierto tipo de espacios topolégicos
permiten contestar de manera afirmativa a las preguntas de Ginsburg en uno
de sus sentidos.

Finalmente, en el Capitulo 3 se aborda el otro sentido de las preguntas
de Ginsburg, que en el caso de la propiedad de compacidad numerable fue
estudiado por los autores mencionados en el parrafo anterior. En lo refer-
ente a la propiedad de pseudocompacidad, se presenta un estudio de Michael
Hrusdk acerca del hiperespacio de ciertos espacios topoldgicos llamados Es-
pacios de Mwrdéka-Isbell o W-espacios, que en particular responde la pregunta
de Ginsburg correspondiente a pseudocompacidad en una extensiéon de ZFC.
Por tltimo, en la tercera seccion del capitulo presentamos un ejemplo, en
ZFC, que permite responder la pregunta anterior en la axiomatica usual de
Zermelo-Fraenkel mas el Axioma de Eleccién.



NOTACION Y ,
TERMINOLOGIA

Las definiciones y propiedades topoldgicas que se utilizaran en lo subse-
cuente y no se establecen de manera explicita en esta seccion o a lo largo del
trabajo, pueden consultarse en [Eng89].

Si X es un espacio topoldgico y A C X, denotaremos a la cerradura de A
por clx(A) o bien A si no existe confusién. El interior de A se representard por
intx(A) o int(A).

Si {X; :i € I} es una familia de espacios topolégicos y X = [],.; X; es
su producto cartesiano, 7; : X — X representa la j-ésima proyeccion de X
para cada j € I.

Si X esun espacio completamente regular, 5.X representa la compactacion
de Cech-Stone de X. En particular, fw es la compactacién de (w, 74), donde
T4 €s la topologia discreta para w.

Utilizaremos letras griegas como «, (3,7, 9, etc., para referirnos a nimeros
ordinales y letras griegas como k 6 8 para referirnos a nimeros cardinales. Si
A es un conjunto bien ordenado, type(A) es el inico niimero ordinal isomorfo
a A. Como es usual, |A| representard la cardinalidad del conjunto A.

SI a es un ordinal infinito, denotaremos por lim(a) a la coleccion de
ordinales limite menores que «.

Si A es un conjunto y # es un niimero cardinal entonces A" = J,_,. A?
y[A" ={B S A:[B| =k}

wy; = Ny representa el primer ordinal no numerable y ¢ = 2% es la cardi-
nalidad de p(w), el conjunto potencia de w.

CH es la proposiciéon Xy = ¢. K. Godel demostré que CH es consistente
con los axiomas de ZFC y P. J. Cohen demostré anos después que la ne-
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gacion de CH es también consistente con tales axiomas. Esto es, CH es
independiente de los axiomas de ZFC.

Si F C p(w), entonces diremos que F es un filtro en w si:
(i) 0 ¢ F,
(ii) si A, B € F entonces ANB € Fy
(iii) si A e Fy AC B entonces B € F.

Si para cada A C w se cumple que A € F ow \ A € F, diremos que F es un
ultrafiltro en w.

Similar a lo anterior, se puede establecer la nocién de filtro y ultrafiltro
en un espacio topolégico dado, los cuales resultan ser una herramienta fun-
damental en el estudio de propiedades topoldgicas tales como compacidad.

Denotaremos por w* a la coleccién de ultrafiltros libres de w. Es decir:

w*={F C [w]” : F es ultrafiltro en w y ﬂf = (}.



Capitulo 1

HIPERESPACIOS DE
ESPACIOS TOPOLOGICOS

Si X es un espacio topoldgico, denotaremos por 2% a la coleccién de
subconjuntos cerrados no vacios en X.

Definicién 1.1. Dado U un subconjunto no vacio de X, se definen los si-
quientes subconjuntos en 2% :

1) Ut ={Fe2X.FCU},
2) U= {Fe2X . FnX #0}.

Los conjuntos de la forma antes descrita permiten establecer una topologia
para 2%, conocida como topologia de Vietoris de 2% y denotada por 7y, la
cual es aquella que tiene como subbase a

B={U":U es abierto en X} U{U™ : U es abierto en X }.

Por tanto, un abierto bésico en 7, es de la forma
Urnuyn---nU, ={Fe€2*:FCUy,FNU, # () para k <n}

donde Uy, es abierto para todo k < n. Convenimos denotar por (Up; Uy, - -+ , Uy,)
al subconjunto anterior.

Se cumple que los abiertos de la forma ((J{Uy : k < n}; Uy, Uy, -+ ,U,},
los cuales denotaremos inicamente por (Uy, Uy, - - -, U, ), forman también una
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8 CAPITULO 1. HIPERESPACIOS DE ESPACIOS TOPOLOGICOS

base para 7y,. A lo largo del presente trabajo utilizaremos indistintamente
abiertos basicos de cualquiera de los dos tipos anteriores.

Nétese que si A C X es no vacio entonces 2¥ \ AT = (X \A)" y2¥\ A~ =
(X \ A)*. Asf en particular, si A es un subconjunto cerrado no vacio en X
entonces At y A~ son cerrados en 2.

Definicién 1.2. Para cada n € w, se define F,,(X) C 2%, el cual consiste
de los subconjuntos de X con a lo mas n puntos. Se define también Fin(X),
el conjunto de subconjuntos finitos de X ; es decir, Fin(X) = |, o, Fn(X).

Si U = (Up,---,Us) es una vecindad bésica en 2%, para cada n < k
podemos elegir z,, € Uy. Ocurre entonces que F' = {xy,--- 2} € U N F,.
Se muestra asf que Fin(X) es un subconjunto denso en 2%. En particular, si
X es un espacio separable entonces 2% también lo es, pues en este caso la
coleccion de subconjuntos finitos del conjunto numerable y denso de X forma
un subconjunto denso en 2.

Teorema 1.1. Para cada n € w, sea f, : X" — F,(X) definida por

fn(xlv' o ,$n) - {xlv e ,iCn}.

Se cumple que f, es una funcion continua, cerrada y sobreyectiva. En par-
ticular, X es un subespacio cerrado de 2°X.

Demostracion. Es facil ver que f,, es sobreyectiva. Demostremos que f,,
es continua. Sea F' = {xg, -+ , 1} € 2% yseald = (Uy, Uy, - -+ , Uy) vecindad
de F'. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que k < m < n. Para
cada 7 < m es posible encontrar V; vecindad de z; tal que si j <ky x; € U;

entonces V; C U;. Sea X = (21,Z2, + , Ty Tmt1, -+, Tn), donde x, = g si
g > m. Es claro que f,,(x) = Fy V=V, x---xV, x (V)" ™ es vecindad de
x. Més aun, f,[V] C (Vo, -+, Vi) CU, delo cual se sigue que f,, es continua

en F'. Podemos concluir asi que f,, es continua.

De manera similar se puede verificar que f,, es una funcién cerrada.l

1.1. Compacidad y Axiomas de Separaciéon
de 2%

Como se mencioné en la introduccién del trabajo, nuestro objetivo es
presentar las relaciones existentes entre un espacio y su hiperespacio respecto
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de ciertas propiedades, como la propiedad de compacidad y algunas otras mas
débiles. Antes de abordar tal propdsito, conviene establecer la relacién entre
los espacios en cuestién respecto de propiedades més elementales, como son
aquellas determinadas por los axiomas de separacion o incluso la propiedad
de metrizabilidad. En lo que se refiere a esta ltima, es claro que si un espacio
X cumple que su hiperespacio es metrizable entonces, como consecuencia del
teorema anterior, él también es metrizable. Por otro lado, si X es compacto,
ademas de ser metrizable, sera posible definir una métrica que genera la
topologia de Vietoris de 2%, con lo cual 2% serd metrizable. El solicitar que
nuestro espacio X sea compacto es motivado en cierto sentido por el hecho
de que los abiertos bésicos en 2% estan determinados sélo por una cantidad
finita de abiertos en X.

Definicién 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Definase entonces
dx : 2% x 2% = R, dada por:

dx(A, B) = max{d"(A, B),d" (B, A)},

donde d*(A,B) =inf{e >0: B C|J
Uses B<(D)}-

B(a)} yd*(B,A) =inf{e >0: AC

a€cA

Es facil verificar que la funcién anterior es una métrica para 2%, la cual
se conoce como métrica de HausdorfI.

Proposicién 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces 14, la
topologia determinada por la métrica de Hausdorff en 2%, es equivalente a la
topologia de Vietoris.

Demostracién. Sean F € 2% y U = (Uy,--- ,U,) vecindad de F. Esto
implica que F' C |J,.,U; y FNU; # () para cada ¢ < n. Para cada z € F
es posible encontrar €, > 0 tal que si k& < n es tal que x € U, entonces
B, CU; C UKn U;. Se sigue entonces que

Fc|JBy(@) | Ba.(x)cJU.
z€F zeF i<n
Dado que F' es compacto, existen xg,--,z € F con F' C (J;o; Bew ().
Sea € = ml’n{e% 1 < k}. Veamos que B (F) C U. Sea Y € 2% tal que
dx(F)Y) < e. Esto es, d*(FY) < ey d"(Y,F) < ¢, lo cual implica que
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Y C Uuer Be(@) v F C U, ey Be(y). En particular si y € Y, existe z € F
tal que y € Be(z), i.e. d(z,y) < e. Dado que = € F, existe m < k tal que

x € Besz (#), i.e. d(z,7,,) < “§, obteniendo asi que

d(xrrny) S d(ﬂfm,ﬂf) + d(m,y) < EITm + € S €

de lo cual se concluye que y € {J;, U;. Hemos probado que Y C |J,,, U;.

Veamos ahora que para cada i < n, Y NU; # (. Sea ¢ < n y elijase
x € FNU;. Lo anterior implica que Be C U;. Dado que F' C oy Be(y),
existe y € Y tal que x € B(y), es decir d(y,z) < e < . Por lo tanto
y € Be(x) C Uy asf y € Y NU;. Se concluye entonces que Y € U, con lo
cual F' € B(F).

Por otro lado, supongamos que F € 2% y sea € > 0. Como F es compacto,
existen g, .-z, € F tal que F C Uign Bi(:ri). Para cada ¢ < n sea U; =
Be(z;) y sea

U= <U07U17"' 7Un>
Es claro que F' € U. Probemos ahora que Y C B.(F), con lo cual habremos
concluido la demostracion.

Sea Y € U, entonces Y C ., B (7;) € U,cp B (), de lo cual se sigue
que d*(F,Y) < §. Ahora, si # € F entonces existe i < n tal que z € Uj.
Dado que U es vecindad de Y, existe y € Y con d(z;,y) < {, de lo cual se
sigue que d(z,y) < 5. Esto tltimo implica que z € B¢ (y). Hemos probado
asf que F' C |,y Bs(y) v por tanto d*(Y, F') < 5. B

El siguiente resultado establece la relacion existente entre un espacio y
su hiperespacio respecto de los Axiomas de Separacién, excepto la propiedad
de normalidad del hiperespacio. Esta dltima se abordara mas adelante pues
se requeriran antes algunos resultados auxiliares.

Teorema 1.2. Sea X un espacio topoldgico, entonces:
(1) 2% es un espacio Ty,
(2) Si X es un espacio Ty entonces 2% es Ty,
(3) 2% es Hausdorff si y solo si X es reqular,
(4) 2% es regqular si y sélo si 2% es completamente regular,

(5) 2% es completamente reqular si y sélo si X es normal.
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Demostracién. Sean F, G € 2% tales que F # G. Sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que F'\ G # (). Entonces F € (X \G)" y G ¢ (X\G)".
Se verifica asf (1).

Supongamos ahora que X es Tj. Sean F'y G cerrados distintos en X
y supongamos que x € F'\ G. Luego, para verificar (2), basta elegir U =
(X\G)"y V=X \{z}H)".

Supongamos que ahora 2% es Hausdorff. Sean F' C X cerrado y 7 € X
tales que x ¢ F.

Considérense los subconjuntos cerrados F'y F U {x}. Entonces existen
U= (UyUy,....,Up) y V= (Vo,Vi,...,V,) abiertos ajenos en 2% tales que
F elUy FU{x} € V. Nbtese que F' C Vg, lo cual implica que existe
j€{0,...,m} tal que (FU{z})NV, = {z}.

Por otro lado, como (F U {x}) N Uy # 0 para todo k < n, entonces
x ¢ | J{Uk: k <n}.

Sean U = |J{Ui : k <n}yV ={V;: (FU{z})NV; = {z}}. Se cumple
que FCU,z €V yUNV = (. Esto prueba que X es regular.

Supongamos que X es regular y sean F', G subconjuntos cerrados en X
tal que F' # G. Sin pérdida de generalidad supongamos que existe x € F'\ G.

Como X es regular entonces existen U y V subconjuntos abiertos ajenos
en X, tales que x € U y G C V. Nétese que UT y V™ son abiertos ajenos
en 2% tales que F € U~ y G € V7. Esto prueba que 2% es Hausdorff y se
verifica asi (3).

Para demostrar (4) y (5) basta probar que 2% regular implica X normal
y X normal implica 2% completamente regular.

Veamos primero que la regularidad de 2% implica la normalidad de X.
Sean A cerrado en X y U abierto en X tales que A C U. Se cumple que U™
es una vecindad abierta de A; por tanto, existe una vecindad abierta V =
(Vi,...,V,) de A tal que A C <V1,..., W) C (V.. V) C U, Afirmamos
que (Vi,...,V,) =V, donde (Vi,...,V,) esta definido como en el caso de los
abiertos bésicos de 2%.

En efecto, nétese que (Vi,...,V,) = (UZIVi )  n(V)~n---n (V)"
y por tanto es cerrado. Luego, dado que V C (V,.. 7) se concluye que
VC(Vi,...,Va).

Por otro lado, sea F' € (V4,...,V,) y considérese W = (W1,..., W,,),
vecindad abierta de F. Demostremos que W NV # ().
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Sea x1 € F'NW;i. Entonces, dado que F C Uﬁjln Vj, existe j; tal que
zy € V},, lo cual implica que Wy NV}, # 0. Elfjase y;, € Wy NVj,.

Sea xy € Wo N F. Existe jo € {1,...,n} tal que Wo NV}, # 0. Elfjase
Y2 € WoNV,, y asi sucesivamente para todo k < m. De esta forma se obtiene
que {y17 et 7ym} € W

Si ocurre que {y1, - ,Ym} € V, hemos concluido la demostracién de la
afirmacién. En otro caso, elijase z; € V. N F. Entonces existe [; tal que
2z € Wy, lo cual implica que Vi N W, # 0. Elfjase my € Vi N W}, y suce-
sivamente el{janse my € Vi, N W, , para k € {1,---,n}. Se cumple que
{y1, s Ym,ma,...,my} € VN W. Por lo tanto, F' € V, con lo cual se
demuestra la afirmacién.

Consecuentemente, A € (Vi,---,V,) CU*. Por tltimo, sea V = UZZL Vi.
Entonces A CV y V C U, lo cual implica que X es normal.

Finalmente, probemos que si X es normal entonces 2% es completamente
regular. Sea Fy € 25 y W = (V4, -+, V},) vecindad de Fy. Como X es normal,
existe f: X — [0,1] continua tal que f[Fy] = {0} y fIX \UZ} Vi] = {1}.
Sea f~ : 2¥ — [0,1] definida por f~(F) = ;Ielgf(l‘) Probemos que f~ es

continua.

Sea F' € 2% y sea € > 0. Existe 7, € F tal que f(z1) < f~(F)+e. Por la
continuidad de f, existe U; vecindad abierta de x; tal que 1 € Uy y

i € (fTIF] =6 fT[Fl +¢).

Sea t = f~(F) — 5. Definase W = Uy N (X \ f7([0,1)])".

Si G € Uy entonces GNU; # 0, lo cual implica que f~(G) < f~(F) +e.
Si G e (X\ f0,t)])" entonces f[G] C (t,1], lo cual implica que f~(G) >
f~(F)—e. Porlo tanto, f~[W] C (f~(F)—e¢, f~(F)+e€). Se establece asi que
f~ es continua.

Por otro lado, para cada j € {1,--- ,n} elijase p; € FyNV;. Sea g; : X —
[0, 1] continua tal que g;(p;) = 1y ¢;(X \V;) = {0}. Paracada j € {1,--- ,n}
sea g; : 2% — [0, 1] definida como g;t (F) = supg;(z).

el

Similar a f~, se prueba que g; es continua, para todo i. Se cumple que
h= f~g{ -+ g es una funcién continua tal que h(Fy) = 0y h[2°\ W] = {1}.
Por lo tanto, 2% es completamente regular. ll
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Para concluir esta seccion presentamos el resultado de Michael-Vietoris
que establece la equivalencia entre un espacio y su hiperespacio respecto de
la propiedad de compacidad.

Teorema 1.3. Sea X un espacio reqular. Entonces X es compacto si y sélo
s5i 2% lo es.

Demostracién. Como X es regular entonces 2% es Hausdorff. Luego,
dado que X es un subconjunto cerrado de 2% y 2% es compacto, X es com-
pacto.

Supongamos por otro lado que X es compacto y probemos que 2% lo es.
Para esto nos valdremos del Lema de Alexander (vease por ejemplo [Kur66))
y demostraremos que toda cubierta abierta de 2% que consta de elementos
subbasicos, tiene una subcubierta finita. Sea B = U/ UV una cubierta abierta
de 2%, donde U = {U :ie I} yV={V :je J}.

Nétese que {z} € 2% paracadaz € X yasi {U;: i € i} U{V;:j € J}
es una cubierta abierta de X. Considérese I' = X \ [J,c; V;. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que F' # ). Ocurre que F'N'V; = () para todo
j € J. Luego, dado que B es cubierta de 2%, existe iy € I tal que F € UZ-JOF;
es decir, F' C U;,. Por otro lado, X \ U;, es un subconjunto cerrado en X
y por tanto compacto. Dado que X \ U;, € U, Vj, existen jo, -+ ,jn € J
tales que X \ Ui, € U<, V- Afirmamos que C = {U;;, V>, -+, V, } es una
subcubierta de 2%,

En efecto, si G € 2% es tal que G ¢ U, entonces GN(X\Uj;,) # 0, lo cual

implica que G NVj, # 0 para algin k < n. Se sigue entonces que G € Vioy
ast C es subcubierta de 2%. l

1.2. Propiedad de normalidad de 2.

Obsérvese que si ocurre que 2% es normal entonces X también lo es, por
el hecho de ser un subconjunto cerrado de 2X. Basta entonces estudiar lo
referente a la normalidad de 2.

Lema 1.1. [Kee70] Si X es un espacio discreto infinito de cardinalidad k,
entonces 2~ tiene un subconjunto denso de cardinalidad x y un subconjunto
cerrado discreto de cardinalidad 2.
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Demostracién. Sabemos que Fin(X) es denso en 2% y |Fin(X)| = | X| =
k. Basta demostrar entonces la tltima afirmacion del lema; para esto, sea X =
Xo U X7 unién disjunta de X tal que | X;| =k parai <2y sea f; : X — X,
una funcién biyectiva. Definase F : 2% — 2% por F(A) = fo(A)UfL1(X\A)y
sea C = {F(A): AC X}. Note que F esta bien definida por ser X discreto.

Dado A C X, se cumple que Uy = AT es un abierto en 2% tal que
UsNC ={F(A)}. En efecto, pues dado B C X, F(B) C F(A) si y sélo si

fo(B) € fo(A) y (X \ B) C fi(X \ A),

pero lo anterior implica que B C Ay X \ B C X \ A, de lo cual se concluye
que B = A. Por lo tanto, C es discreto.

Por otro lado, para demostrar que C es cerrado, si B € 2% y B ¢ C
entonces f, (BN Xo)Ufi (BNX)) # X 6 fy (BN Xo)N frY(BNX,) #0,
pues en otro caso B = F(f; (BN Xy)).

Si ocurre que f3 (BN Xo)U fi(BNX,) # X, seand = BYy D € U.
Asumamos que D = fo(U) N f1(X \ U), para algin U C X. Entonces

folU)CBNXyy fi(X\U)C BNXy,

lo cual implica que U C fy H(BNX,) y X\U C f; (BN X;). Pero lo anterior
es una contradiccién. Por tanto, D ¢ C y asi B ¢ clyx(C).

Si ocurre por otro lado que z € f; (BN Xy) N fi— (BN X)), seald =
{fo(z)}) " N({ fi(x)})". Es claro que U es vecindad de B. Ahora, si probamos
que U NC = ) podremos concluir que B ¢ clyx (C). Sea D € U y supongamos
que D € C, digamos D = fo(U) U fi(X \ U) para algin U C X. Dado
que fo(x) € D entonces fo(z) € fo(U), de lo cual se sigue que x € U.
Similarmente, como fi(x) € D entonces fi(z) € f1(X \ U), lo cual implica
que x € X \ U, lo cual es una contradiccién.

Se prueba asi que C es cerrado y discreto. Como F' es una inyeccion
entonces |C| =2". W

Teorema 1.4. [Kee70] Si X es un espacio infinito y discreto, entonces 2%
no es normal.

Demostracién. Sea £ = | X|. Entonces 2% tiene un subconjunto denso de
cardinalidad &, lo cual implica que existen a lo mas 2" funciones continuas con
valores reales en 2. Por el lema anterior, 2% tiene un subconjunto discreto y
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cerrado C de cardinalidad 2%. Luego, si 2% fuera normal entonces, extendiendo
la funcién caracteristica respecto de cada elemento de C a 2%, se obtienen
al menos 2" funciones continuas, lo cual es una contradiccién. Esto prueba
que 2% no es normal.l

Definicién 1.4. Un espacio X es numerablemente compacto si toda cubierta
abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Es claro que todo espacio compacto es numerablemente compacto. Se
cumple que un espacio X es numerablemente compacto si y sélo si todo
subconjunto infinito (numerable) de X tiene un punto de acumulacién. Por
tanto, si un espacio X no es numerablemente compacto, existe F' C X sub-
conjunto infinito, cerrado y discreto, lo cual implica que 27" es cerrado en 2.
El resultado anterior garantiza que 2" no es normal y por tanto 2% tampoco
lo es. Esto es, la normalidad de 2% implica la compacidad numerable de X.

En la clase de espacios métricos se presenta la equivalencia entre com-
pacidad numerable y compacidad. De lo anterior se puede concluir que el
reciproco de la Proposicién 1.1 es cierto; es decir si 2% es metrizable en-
tonces X es metrizable y compacto.

Definicién 1.5. Dado un espacio X, diremos que v € X es un punto de
acumulacion de la sucesion {A, : n € w} de subconjuntos de X si para toda
vecindad U de x se cumple que [{n € w: UN A, # 0} =w.

Diremos que {A,, : n € w} es una sucesién discreta de subconjuntos en X
si para cada n € w, existe U, subconjunto abierto de X tal que U, N A, # 0
y U, NA, =0sin#m.

Definicién 1.6. Un espacio X es pseudocompacto si toda coleccion de sub-
conjuntos abiertos de X tiene un punto de acumulacion.

La definicién usual de pseudocompacidad, la cual difiere de la anterior,
requiere que el espacio en cuestion sea completamente regular. Para poder ex-
tender tal propiedad para espacios que no necesariamente cumplan la condi-
cién de ser Tychonoff, convenimos utilizar la definicién anterior que, como lo
muestra el siguiente resultado, es una generalizacién de la definicién usual.
La demostracién de la siguiente proposicion se puede consultar en [Eng89].

Proposicién 1.2. Un espacio completamente reqular X es pseudocompacto
sty solo si toda funcion continua f : X — R es acotada.
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En lo que corresponde a hiperespacios de espacios topoldgicos, el com-
portamiento es como el que se indica en el resultado anterior; esto es, se
presenta la equivalencia entre las dos caracterizaciones establecidas de pseu-
docompacidad.

Proposicién 1.3. Sea X un espacio completamente reqular. Entonces 2% es
pseudocompacto si y solo si toda funcién continua f : 2¥ — R es acotada.

Demostracién. Supongamos que 2 no es pseudocompacto. Entonces
existe una sucesion {U, : n € w} de subconjuntos abiertos bésicos en 2% sin
algin punto limite en 2%. Para cada n € w, sea

Z/{n = <U0,m ; Ul,na T 7Ukn,n>a

donde Uy, = Uf;l Uin. Eljjase zp,, € Upp paran € wy 1 < m < k,.
Definase ahora F,, = {z,,, : m < k,} para cada n € w. Dado que X es
completamente regular y F}, es un subconjunto finito de Uy ,, para cadan € w,
existe f,, : X — [0, 1] funcién continua tal que f[F,] = {1} v fu[X \ U] =
{0}. Similarmente, dados n € wy 1 < m < k,, existe ¢,,,, : X — [0,1]
continua tal que g (Tmn) = 1Y GmalX \ Unn) = {0}. Para cada n € w
ym € {1, k,}, definanse f,; : 2% — [0,1] ¥ gmn : 2¥ — [0,1] por
fo(F) = inf{f,(z) : 2 € F} ¥ gmn(F) = sup{gmn(z) : © € F}. Como
en la demostracién de (5) del Teorema 1.2, se verifica que tales funciones
son continuas en 2. Ahora, para cada n € w sea h, : 2% — [0,1], donde
ho = [ gl g .. Notese que hy, es continua, hy,(F,) = 1y hn[2% \ U,).

Por tltimo, definase h : 2% — [0,1] dada por h(F) = > _ n- h,(F).
Por hipétesis, {U, : n € w} no tiene puntos limite, lo cual garantiza que
cada F' € 2% tiene una vecindad que intersecta tinicamente a una cantidad
finita de U,,’s. Por tanto, de manera local, h se comporta como suma finita de
funciones continuas. Luego, h es continua en 2X. M4s atn, h es no acotada.ll

Recordemos que atin falta establecer la relacién existente entre un espacio
y su hiperespacio respecto de la propiedad de normalidad. Hasta ahora hemos
presentado inicamente algunos resultados parciales. El objetivo sera mostrar
que la normalidad de 2% implica la compacidad de X. Para poder desarrollar
la demostracién de lo anterior, la cual se debe a Velicko [Vel76], presentamos
antes algunos resultados auxiliares, todos ellos obtenidos por Keesling [Kee2].

Lema 1.2. Supdngase que X™ tiene un subconjunto B = {z' : i € w} nu-
merable cerrado y discreto, donde x* = (x%,--- ,x%) para cada i € w, y una
coleccion {U; : i € w} de subconjuntos abiertos que cumplen:
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(1) Para cada i € w, xl # x, 51§ # k,
(2) x* € U; para todo i € w y

(3) para cada subsucesion B' = {z% : j € w} de B y cada proyeccion my,
clx(mi[B']) no es compacto.

Entonces existen una subsucesion B' = {z% : j € w} de B y una coleccion
{V@:k=1---,n,j€w} de subconjuntos abiertos en X tales que :

(a) Vin Vi =0 si (i.h) # (. k),
(b) x5 € V{ x - x VI,
(c) Vi x - xVIiCU,.

Demostracién. Sea B = {z' : i € w} C X" tal que satisface las hipdtesis
dadas y sea 20 = z°. Sea O} una vecindad abierta de z{ tal que {z € B :
(Vk € {1,---n})(me(z) ¢ OV} es infinito. Nétese que tal vecindad existe por
la propiedad (3) de las hipdtesis del lema. Més ain, por la propiedad (1)
podemos suponer que x? ¢ O_? si2 <j<n. Sea

Bi={xeB:(Vke{l, - n})(mx) ¢ O}

Similar a lo anterior, como consecuencia de (1) y (3) de las hipdtesis,
sea Of vecindad de 3 tal que {x € By : (Vk € {1,---n})(m(x) ¢ O3)} es
infinito, 2§ ¢ O} para j # 2 y ademds O3 N O} = (). Sea

By ={z € By : (Vk e {1,---n})(m(z) ¢ O9)}.

Nétese que si & € By entonces x € By y asi también 7y (x) ¢ OY.

Continuando inductivamente este proceso, obtenemos una colecciéon de
conjuntos infinitos {By,- - , B,} y otra de conjuntos abiertos {OY, .-, O},
que cumplen:

(a) O} NOY=0sii#j,
(b) 29 € Of para j=1,--- ,n,

(c) fjo}_ {reBjy:(Vke{l,--- ,n})(Vg e {1,---,j})(m(z) ¢ O} U
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Sean {V,---,V'} familia de subconjuntos abiertos en X tal que para
cada j € {1,--- ,n}, 2§ € V) C V) C Oy VP x--- x V) C Uy, donde Uj es
como en (2) de las hipétesis. Ahora, sean Cy = B, \ {2°} y Xo = X\U;ZL 0.

Afirmamos que Cy C [intx Xo|".

Nétese que intx[X \ UZr 09 = X\ UZr O0. Luego, si z € B, \ {z°},
entonces mi(z) ¢ OY para k = 1,--- ,nyi=1,---,n, lo cual implica que
me(x) € X\ U= OV. Por tanto, Cy C [X \ U:ZF 09" = [intx Xo]".

Sea iy = min{i € w : z* € C;}. Repitiendo la construccién anterior,
ahora respecto a i1, se pueden obtener conjuntos abiertos de intxXg, y por
tanto abiertos de X, {Of,--- , 0L} {V}L, -+ V1} asi como una subsucesién
infinita C de Cjy tal que:

(a) x? € V;-l cV!c 0]1- para todo 7,

(b) ‘/11 Koo Xan gUim

(c) Cy C [intxX,]", donde X, = X, \ J.=F O}

Sea iy = min{i € w : 2* € C;}. Continuando este proceso de manera
inductiva obtenemos una subsucesiéon B’ = {z" : j € w} de By una coleccién
de conjuntos abiertos {V/ : k = 1,--- ,n;j € w}, las cuales satisfacen la
conclusion del lema. W

La demostracién del siguiente resultado se presenta en [Eng89] :

Teorema 1.5. El producto Cartesiano X XY de un espacio pseudocompacto
X y un espacio compacto Y es pseudocompacto.

Proposicién 1.4. Si X™ no es pseudocompacto, entonces existe una colec-
cion de conjuntos {Uj : k =1,--- ,n;i € w} abiertos no vacios en X tal que
UiNU =0 si(i,k) # (j,1) y si Oy = Ui x --- x Ui entonces {O; : i € w} es
una coleccion discreta en X™.

Demostracion. Lo haremos por induccién sobre n. Es claro que sin = 1,
la proposicién es cierta. Supongamos que n > 1 y consideremos los siguientes
casos:

(i) Si X™ ! no es pseudocompacto, por hipétesis inductiva se obtiene
una familia de conjuntos {U} : 1 < k < n,i € w}, los cuales satisfacen la
conclusién de la proposicién para X" 1.

Definase {V;z cj=1,--+,n;i € w} tal que V;i = UJ-Qi Sl_j =1,---.n—1
y Vi = U™ Es claro que si (i,k) # (1) entonces VI NV; = 0. Ademés si
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U es un abierto en X" ! tal que O;NU # 0y O, NU = 0 si j # i, donde
0 = Vlj X o+ X anq para todo j € w, entonces U X X es un abierto en X"
tal que (O; x V)N(U x X)#0y (O; x VI)N(U x X)=0sij+#i. Porlo
tanto, {V; 11 € w, 1 < j < n} satisface la conclusién de la proposicién.

(i1) X" ! es pseudocompacto. Como X™ no es pseudocompacto entonces
existe una sucesién discreta de conjuntos abiertos {U; : i € w}. Considérese
B = {z':i € w} una sucesién en X" tal que ' € U; para cada i € w.

Veamos que es B cumple las condiciones del Lema 1.2. Supongamos que
existe k € w tal que clx(m[B']) es compacto, para alguna subsucesién B’ =
{z : ] € w} de B. Entonces el teorema anterior garantiza que clx (m;[B’]) X
X" 1 es pseudocompacto y ademds contiene a B’. Se cumple entonces que
{U;N (clx(m[B']) x X" 1) : i € w} es una sucesién discreta de subconjuntos
abiertos no vacfos en cly (m;[B’]) x X" !, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto By {U; : i € w}} cumplen (2) y (3) del Lema 1.2.

Por otro lado, dados j,k € {1,--- ,n}, definase X, = {(x1, - ,x,) :
xj=ap}ysea A=, Xjk Paracada j,k € {1,--- ,n}, X;; = X" 1 lo
cual implica que U; N A = () para todo i € w, excepto una cantidad finita,
pues en otro caso existirian j y k tal que [{U; : i € w} N X, = w, con lo
cual X"~ ! no serfa pseudocompacto.

De esta forma, eliminando aquellos conjuntos no ajenos con A si es nece-
sario, podemos suponer que B C X"\ A y por tanto B satisface la condicién
(1) de lema anterior.

Sean {Vi/ : k =1,--- ,n;j € w} y B tales que satisfacen la conclusién
del Lema 1.2. Entonces, definiendo para cada i € w O; = Vi x --- x VI se
obtiene que {O; : i € w} satisface la conclusién de la proposicién.l

Por el Teorema 1.1 sabemos que para cada n € w, la funcién f, : X" —
Fn(X) definida por f,((zq,--- ,x,)) = {x1, -+ ,x,} es continua y cerrada.
Se puede verificar también que f, [ (X™\ A) es una funcién abierta sobre
Fo(X) \ Fr1(X), donde A es como en la demostracién de la proposicién
anterior.

Podemos entonces relacionar el producto finito de un espacio, digamos
X" con la coleccion de sus subconjuntos con a lo méas puntos n puntos,
con lo cual es natural preguntarse que relacién existe entre ellos respecto
a la propiedad de pseudocompacidad. El siguiente resultado responde a esa
pregunta.
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Teorema 1.6. Para cadan € w, F,(X) es pseudocompacto si y sdlo si X"
lo es.

Demostracion. Si X™ es pseudocompacto entonces F, lo es, pues tal
propiedad se preserva bajo funciones continuas.

Supongamos ahora que X no es pseudocompacto. Considérese la familia
{Uj:k=1,--- ,n;i € w} tal que satisface las propiedades de la Proposicién
1.4. Para cada i € w, sea O; = U} x --- x Ul. Entonces O; € X"\ A para
cada i € w y se sigue entonces que {f,[O;] : i € w} es una coleccién discreta
de conjuntos abiertos no vacios en F,,(X). Se concluye entonces que F,(X)
no es pseudocompacto. Ml

Resulta ahora natural preguntarse acerca de lo que ocurre en el caso infini-
to. Esto es: {Existird alguna relacién entre el producto infinito (numerable)
de un espacio y su hiperespacio respecto de la propiedad de pseudocompaci-
dad? Esta pregunta fue establecida por J. Ginsburg [Gin75]. Abordaremos
mas adelante este caso.

La demostracion del siguiente resultado se puede consultar en [Eng89].

Proposicién 1.5. Sean X e Y espacios completamente requlares tales que
X xY es pseudocompacto. Entonces (X xY) = (X x Y.

Teorema 1.7. Sea n > 2 y sea X un espacio normal. Entonces BF,(X) =
Fn(BX) siy solo si F,(X) es pseudocompacto.

Demostracién. Supongamos que F,,(X) es pseudocompacto. Por el teo-
rema anterior, X" es pseudocompacto y asi, dado que cualquier funcién con-
tinua f : X" ! — R tiene una extensién continua a X", se sigue que X!
es pseudocompacto. Luego, por la Proposicién 1.5, 5(X™) = (8X)".

Sea f : F,(X) — [0,1] una funcién continua arbitraria y considérese
F:X"—[0,1] tal que F = fo f,, donde f, : X™ — F,(X) es como antes.

Se cumple que F' tiene una extensién F* : (GX)* — [0, 1]. Ahora, sea
fr(BX)" — F.(BX) dada por fr((zq,--- ,xn)) = {x1, -, 2,}. Es claro
que [ es una extension de f,. Mas atn, f es una funcién cociente, por ser

cerrada y sobreyectiva.
Si probamos que F™* es constante en (f*)"'[{z}]| para cada x, entonces
f* = F*o (f)~! serd una funcién continua y extensién de f a F,(5X) y

por tanto, F,(6X) = B(X™). Probemos entonces que F* es constante sobre
cada. (fo*) "' [{x}].
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Sea v = {x1, - ,x,} € Fo(BX), donde x; # z; si i # j. Sean y =
(yl» U ayn)az = (217 e azn) S (ﬂX)n tales que f;(y) = f;(Z) =Z.

Es posible construir una red {{z{,--- ,2{} : « € I} en X" que converge
a x en F,(BX) tal que o — x; y xff # x§ si i # j. Si 2; = x; entonces sea

o o 1 1 o (6} 3 —
z = af y similarmente sea y;* = z§ si y; = x;. Entonces

-y (Z?a"'7zs)—>z'

(y?7 7yn)
Por lo tanto, F*((y{,---,y%)) — F*(y) y F*((20,---,z%)) — F*(2), lo
cual implica que F*(y) = F*(z), pues para todo a € I, F*((y{,---y%)) =
Fo((=r, - 20)-

n

Supongamos ahora que F,(X) no es pseudocompacto, lo cual implica
que X" no loes. Sea {Uj : k=1,--- ,n;i € w} como en la Proposicién 1.4.
Para cada i € w, sea U; = (Uj,--- ,U') N Fp(X) = fu|Uf x -+ x Ul]. Se
cumple que {U,, : n € w} es una coleccién discreta de conjuntos abiertos en
Fo(X). Para cada i € w, elijase B; € U;. Sea f : F,(X) — [0,1] tal que
JUBi i € w}] = {1} y fIFu(X) \ U;e, Ui] = {0}. Probemos que ninguna
extension de f a F,(6X) es continua, con lo cual G(F, (X)) serd diferente de
Fn(6X).

Sea By un punto limite de {B; : i € w} en F,(6X) y sea
U= U, Uy, NF.(6X)

una vecindad de By en F,,(8X). Podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que m = n. Sean iy, is € w tales que B;,, By, € U y B;, # B,,. Definase
= {p1,--- ,pn}, donde p; € B;, NU; para j impar y p; € B;, N U, para j
par. Luego, B € U; por otro lado, B §é Uico Ui
Por tanto, {0,1} C f*[U] para toda vecmdad U de By en F,(6X). Esto
confirma que f no tiene una extensién continua y se prueba asi que F,(3X) #

BF.(X). 1

Lema 1.3. Si X es un espacio normal y {Fy, - , F}.} es una coleccidon finita
de subconjuntos cerrados de X, entonces

ﬂclﬁx = Cng ﬂF
i<k i<k

Demostracién. Basta demostrarlo para dos conjuntos cerrados Fy y F7.
Es claro que clgx (Fo N Fy) C (clgx Fo N clgx Fy). Supongamos ahora que

T € (Clgx(FO) N Clgx(Fl)) \ Clﬂx(Fo N Fl).
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Sea V una vecindad abierta de x en X tal que clgx (V) Nclgx (FoNFy) = 0.
Sea A; = F;Neclx(VNX) parai € 2. Como z € clgx(Fy) Nelgx (Fy) entonces
S Clgx(AQ) N Clﬂx(Al).

Por otro lado, dado que clx (V)N (FoNF;) = 0, se cumple que AgNA; = 0.
Notese que Ag y Ay son cerrados en X, lo cual implica, por la normalidad de
X, que clgx(Ag) Nclgx(Ay) = (). Pero esto tltimo es una contradiccién. W

Lema 1.4. Si {F;: i € w} es una coleccion de subconjuntos cerrados en un
espacio X normal y numerablemente compacto, entonces

clox ([ F2) = [ elox(F).

1€W i€w

Demostracién. La contencién de izquierda a derecha es clara. Veamos
como establecer la otra.

Supongamos que existe x € (., clax (F3) \ clgx (e, £3)- Sea V un con-
junto abierto en SX tal que x € V' y clgx (V) Nelpx (e, Fi) = 0. Sea U =
VN X ynétese que clgx (U) = clgx (V). Es claro que clx(U)N (Mo, Fi) = 0;
ésto es, clx(U) € J;e, X \ Fi. Por lo tanto, por la compacidad numerable
de clx (U) existe n € w tal que clx(U) N (e, Fi) = 0. Por el lema anterior,
clpx (U) N (Nien clpx (F5)) = 0. Pero x € clgx (V) N (e clox (F)), 1o cual es
una contradiccién. Por lo tanto, clgx (e, £5) = (jew clox (F;). B

Proposicién 1.6. Si 2% es normal y X no es compacto, entonces existe
n € w tal que X™ no es pseudocompacto.

Demostracién. Supongamos que X" es pseudocompacto, para todo n &
w. Nétese que, como se indicé anteriormente, la normalidad de 2% implica la
compacidad numerable de X.

Sea z € BX \ X y definase G, = {F € 2% : x € clgx(F)}. Definase

también X = Fi1(X). Se cumple que G, y X son subconjuntos cerrados
ajenos en 2.

Afirmacion: “ G, y X no pueden separarse por una funcion continua en
2X 2

Sea f : 2% — [0, 1] una funcién continua tal que f[)?] = {0}. Para cada
n € w,sea f, = f [ F.(X). Dado que X" es pseudocompacto para todo
n, entonces F,(X) lo es. Por tanto, G(F,(X)) = F.(8X). Asi, f, tiene una
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extension [ a F,(06X), para cada n € w. Nétese que, para todo n € w,

fa{x}) =0.
Para cada n, sea U, una vecindad abierta de x en X tal que si A €
(U,)" N F.(6X), entonces fr(A) <27™.

Dado n € w, sea F,, = clx(U, N X). Si V es una vecindad abierta de
zen X, (VNU,)NX # 0, lo cual implica que V N F,, # ). Por tanto,
x € clgx F,. Asi, por el lema anterior, x € clgx|(), ., Fn]- Esto tltimo implica
que F:=(,c. Fn € Ga.

Sea B C F subconjunto finito, digamos que |B| = k. Entonces B €
(U,)" N F.(BX), para todo n > k. Por tanto, f,(B) = f(B) < 27", para
n >k, de lo cual se concluye que f(B) = 0. Luego, f(F) = 0.

Se concluye asi que X v G, no pueden separarse, lo cual es una contradic-
cion. Por lo tanto, X™ no es pseudocompacto para algin n € w. B

new

Utilizaremos el siguiente resultado, el cual se debe a Kuratowski. Su de-
mostracion se puede consultar en [Kur66.

Lema 1.5. Sean F,G € 2¥X tales que F NG = (). Entonces 27V ~ 2F x 2€.

Estamos ahora en condicién de establecer la equivalencia entre la com-
pacidad de un espacio y la normalidad de su hiperespacio. El resultado se
debe a Velicko. Keesling habia demostrado antes el resultado asumiendo la
Hipotesis del Continuo.

Teorema 1.8. Sea X un espacio reqular. Entonces 2% es normal si y sélo
st X es compacto.

Demostracién. Supongamos que X es compacto. Entonces 2% también
lo es y, dado que X es regular, 2% es Hausdorff, lo cual implica que 2% es
normal.

Supongamos ahora que 2% es normal. Por la proposicién anterior, basta
probar que F,(X) es numerablemente compacto (y por tanto pseudocom-
pacto) para todo n € w. Consideremos el caso en que n = 2. Los demads casos
se pueden resolver de manera similar.

Sea Z ={Z, :n € w} una sucesién en Fy(X).

Caso I: Supongamos que existen a € X y una subsucesion {Z,, : k € w}
de Z tales que a € Z,,, para todo k € w. Entonces, sea B = {b,, : k €
w}, donde Z,, = {a,b,, } para todo k. Dado que X es numerablemente
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compacto, existe b € X punto de acumulacién de B. Luego, {a,b} es punto
de acumulacién de {Z,, : k € w}, y por tanto de Z.

Por lo tanto, podemos suponer que Z,NZ,, =0 sin #my |Z,| = 2 para
todo n. Para cada n € w, sea Z,, = {ay, b, }.

Caso II: Supongamos que existe una sucesién {x, : k € w} en X tal
que zp — x 'y, para algin I C w infinito, [{z} : kK € w} N Z,| = 1, para todo
n € I. Consideremos el conjunto C' = {J,,.; Zn \ {7 : k € w} y sea y € X un
punto de acumulacién de C. Se cumple que {z,y} es punto de acumulacién
de {Z, :n € I} y por tanto de Z.

Luego, podemos suponer que, para todo a € X, a no es punto de conver-
gencia de alguna sucesién de puntos en | _  Z,. Mds atin, podemos suponer
que J,,c,, Zn es discreto en si mismo.

Sean A = {a, :n € w}, B={b, :n € wy A= clx(A). Como X
es numerablemente compacto, existe a € A \ A y no hay alguna sucesién
en A que converja a a. Sea 7, la familia de vecindades abiertas de a en X.
Entonces Y = {VNA:V €n,} es un filtro sobre A. Por otro lado, a cada
H C A le corresponde un conjunto H* = {b,, : a,, € H} C B. Definase el
filtro U* asociado a U como U* = {H* : H € U}.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U y U* son ultrafiltros
sobre A y B respectivamente. Debe observarse que a = lim /.

new

Caso III: Supongamos que U* converge a un punto b € X.

Afirmamos que {a, b} es punto de acumulacién de Z. En efecto, sea (U, V')
una vecindad de {a, b} en Fo(X) tal quea € U y b € V. Nétese que UNA # (),
digamos U N A = {a,, : k € w}. Basta probar que {b,, : k € w} NV # 0.

Se cumple que VN B € U*, 1o cual implica que VN BN{b,, : k € w} # 0.
Luego, existe | € w tal que {ay,, b, } € (U,V). Se prueba asi que {a,b} es
punto de acumulacion de Z.

Caso I'V: Supongamos que U* no tiene un punto limite, lo cual implica
que U* no tiene puntos de acumulacion en X.

En este caso, (o, clx(H*) = 0. En particular, existe H € U tal que
a & clx(H*). Como 2% es normal entonces X es normal y por tanto regular.
Asi, existe V vecindad cerrada de a tal que V Nelx (H*) = 0. Sea H € U tal
que HCV y definamos Hy = HNH.

Sean P, = clx(Hy)y P, = clx(H). Notemos que clx (Hy) C ch(]:I) cV,
H; € H*y VNeclx(H*) =0, de lo cual se concluye que P, N Py, = (). Se
cumple asf que 271V =2 9P 9F2
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Definanse los siguientes conjuntos:
L={UNP :UelU},
L={cdx(K):K e L}

L ={cx(K*): K € L},

N = Clzx(ﬁ*),
A={{a}UK : K e N'}.

Se cumple que A es cerrado en 2% y £* C 272 pues K* C P, para todo
K € L, lo cual implica que N C 27, i
Definase B = {WUW : W € L}, donde W = clx[(W N A)*].

Afirmacion: “ AN clyx(B) =107

En efecto, sea {a} UT € A, entonces T' C P,. Sea y € T'. Elijjase M C X
vecindad abierta de a tal que clxy(M)N P, =0y y ¢ clx(N*), donde N =
MnNA.

Sea U; = X\ (clx(N*)Uclx(M)) y sean Uy, - - - , U,, subconjuntos abiertos
en X tales que (Uy,---,U,) forman una vecindad bésica de T" en 2% tal
que U; N P, = () para todo i. Esto tltimo es posible por la normalidad de
X. Definase M = (M, Uy,---,U,). Se cumple que M es una vecindad de
{a} UT. Probemos que W U W* ¢ M.

Si ocurre que W C M entonces WNAC MNA =N, lo cual implica
que (WNA)*C N*Ceclx(N*)CX\U;. Como W C P, WnU; =0, lo
cual implica que W U W* ¢ M.

En otro caso, si ocurre que W Q M, dado que W NU; = () para i > 1,
W ¢ (MUUZIU;) y por tanto W UW* ¢ M.

Se prueba asi que M N B =, lo cual implica que {a} UT ¢ clyx (B). Por
lo tanto, A N clyx (B) = 0.

Por 1ltimo, probemos que A y clyx (B) no se pueden separar por abiertos
ajenos, lo cual contradice la normalidad de 2.

Sea U4 un abierto en 2% tal que A C Uy. Se construye inductivamente
una sucesién {7}, : n > 1} en 2%, con las siguientes propiedades:

(a) T, = (Wi, UW3,), donde Wy, W, € L,
(b) para todo k < mn, Wy, UW,, C W;,, donde j € {1, 2},

(c¢) T,, € Bsinesimpary T, € Uy sin es par.
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Elijase T7 € B arbitrario. Supongamos ahora que hemos elegido T4, - -+, Tj_1
tal que cumplen (a) — (c).
1) Si k = 2n, para algin n € w, definase W = Uij N=2"" W Se
cumple que W € L. Sea (Uy,--- ,U;) una vecindad bésica de {a} UW*
contenida en Uy, tal que a € Uy y Uy N (UZ, U;) = 0.

Elfjase Wy, € L tal que Wy, € UyNW. Por otro lado, basta considerar
Wy = W. Entonces Wy, UW;5, C (U, U) CU4Y,
2) Si k =2n+ 1, basta elegir Wy, = Wy, = W.

Hemos construido asi la sucesion con las propiedades deseadas.

Sean M; = (,;2; Wik, My =2, W5, Dado que X es numerablemente
compacto, M y My son no vacios. Mdas atin, M\{a} # () pues, por suposicién,
no existe sucesion en A que converge a a.

Por ultimo. como Wy, — M; y W5, — M, entonces Wy, U Wy, —
M; U My en 2% lo cual implica que My U My € clox (B) N clyx (Uy).

Asi, para toda vecindad V de A, clyx (B) N clyx (V) = 0, lo cual implica
que A y B no se pueden separar.

Se prueba asi que no puede ocurrir el caso IV y por tanto Zs tiene un
punto de acumulacion. l

Corolario 1.1. Sea X un espacio completamente reqular. Los siguientes son
equivalentes:

(a) X es compacto,

(b) 2% es normal,

(c) 2% es compacto,

(d) 2% es Lindeldf,

(e) 2% es paracompacto.

Demostracion. Por el Teorema anterior, (a) y (b) son equivalentes. Se
cumple ademés (a) = (c); es claro que (¢) = (d) y (d) = (e) se sigue del
hecho de que 2% es regular.

Verifiquemos ahora que se cumple (¢) = (a). Como 2% es paracompacto
entonces 2% es normal, de lo cual se sigue que X es compacto.ll
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1.3. Compacidad Local en 2%

Para concluir este capitulo, estudiemos el comportamiento que tienen un
espacio y su hiperespacio respecto de la propiedad de compacidad local. Los
resultados de esta seccién, obtenidos por C. Constantini, S. Levi y J. Pelant,
se presentan en [CLP02].

Lema 1.6. Sean X un espacio topoldogico , n € w y M, My,--- , M, C X tal
que F =MVt M; N---M; #0. Si F es compacto en 2% entonces M es
compacto.

Demostracién. Verifiquemos primero que M es cerrado. En otro caso,
existe una red {a; : i € I} en M que converge a un punto a € X \ M. Para
cada j < n elijase z; € M N M; y sea C; = {w1,- - x,,a;} para cada i € I.

Afirmacion: {C;:i € I} — C = {x1,29,...,7,,a} en 2%

En efecto, sea U = (Uy; Uy, - - - U,,) una vecindad bésica de C. En parti-
cular a € Uy, lo cual implica que existe j € I tal que a; € Uy para k < 7, de
lo cual se sigue que C}, € U. Se verifica asi la afirmacién.

Sin embargo, ocurre que C' ¢ F, lo cual es una contradiccién, pues F es
compacto. Por tanto M es cerrado.

Supongamos ahora que M no es compacto. Como M es cerrado, existe
una red {a; : i € I} C M sin puntos de acumulacién en X. Por tanto, para
cada z € X, existen una vecindad abierta U, de z y k, € I tal que a; ¢ U,
para j > k,. Como antes, para cada i € I, sea C; = {x1,--- ,2y,,a;}, donde
x; € M; N M para cada j < n.

Afirmamos que {C; : i € I} no tiene puntos de acumulacién en 2%. En
efecto; para verificar ésto consideremos los dos posibles casos:

Si ocurre que C' C {xy, -, x,} entonces, por la eleccién de los abiertos
U, y por ser una cantidad finita de subconjuntos abiertos, U = (U,, U U,, U
-+ UU,)" es una vecindad de C' tal que eventualmente C; ¢ U, lo cual
implica que C' no es punto de acumulacién de {C; : i € T}.

Supongamos por otro lado que existe z € C'\ {xy,--,z,}. Eljjase una
vecindad abierta U de x ajena con {xy,--- ,x,} ysea V = UNU,. Se cumple
que para cada j < 1z; ¢ V y a; ¢ V eventualmente en U y por tanto en V.
Luego, C; ¢ V~ eventualmente.

Por tanto, en cualquiera de los dos casos posibles, {C; : i € I} no tiene
puntos de acumulacién en 2%, lo cual contradice el hecho de que F es com-
pacto, pues C; € F para todo i € [.1
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Teorema 1.9. Sean X un espacio reqular y C € 2X. Entonces 2% es local-
mente compacto en C si y solo si existe un subconjunto abierto A C X tal
que C' C A y A es compacto.

Demostracién. Supongamos que C C A y A es abierto en X tal que A
es compacto. Entonces (A)T también lo es. Pero (A)* = clyx (A1), como se
muestra en el desarrollo de la demostracion de Teorema 1.2. Se verifica asi la
primera parte.

Supongamos ahora que C' € 2% tiene una vecindad bésica compacta U =
(Uo; Uy, -+ ,Uy,) en 2%, Para j € {1,--- ,n} elfjase z; € U; N C. Sea F =
Ctn{x} N---N{x,} . Se verifica ficilmente que G es cerrado y F C U.
Por tanto F es compacto, lo cual implica, por el lema anterior, que C' es
compacto.

Sea D subconjunto abierto de X tal que C € D C D C U, el cual
existe por la regularidad de X y la compacidad de C. Esto implica que
(D)*n{z}-N---Nn{x,}~ CU y por tanto es compacto. Luego, de nueva
cuenta por el lema anterior, D es compacto y asf C estd contenido en un
conjunto abierto con cerradura compacta.ll

Corolario 1.2. 57 X es un espacio regular, los siguientes son equivalentes:
(a) X es localmente compacto,
(b) Para cada v € X, 2% es localmente compacto en {x}.
Corolario 1.3. 57 X es un espacio reqular, los siquientes equivalentes:
(a) X es compacto,
(b) 2% es localmente compacto.

Demostracién. (a) = (b) es consecuencia de Teorema 1.9. Por tltimo,
si 2% es localmente compacto entonces es localmente compacto en X, lo cual
implica, por Lema 1.6, que X es compacto.ll



Capitulo 2

COMPACIDAD
NUMERABLE Y
PSEUDOCOMPACIDAD

Por el Teorema 1.3 sabemos que un espacio y su hiperespacio se compor-
tan de manera equivalente respecto de la propiedad de compacidad. Conviene
entonces analizar el comportamiento que guardan dichos espacios respecto de
algunas propiedades mas débiles, como por ejemplo compacidad numerable
o pseudocompacidad. John Ginsburg|Gin75] abordé este estudio y obtuvo
varios resultados importantes, los cuales expondremos en este capitulo.

2.1. p-compacidad y p-pseudocompacidad
Definicién 2.1. Sean X un espacio topologico y p € w*. Entonces:

(1) x € X es un punto p-limite de una sucesion {A, : n € w} de subcon-
guntos de X si para toda vecindad abierta W de x, {n € w : W N A, #

0} € p,

(2) X es p-compacto si toda sucesion de puntos en X tiene un punto p-
limite,

(3) X es p-pseudocompacto si toda sucesion de subconjuntos abiertos de X
tiene un punto p-limite.

29
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Es facil ver que si p € w* y X es p-compacto entonces toda sucesién de
puntos en X tiene un punto de acumulacién. Esto es, si X es p-compacto
entonces X es numerablemente compacto. Similarmente se cumple que todo
espacio p-pseudocompacto es pseudocompacto.

Teorema 2.1. Para cada p € w*, la propiedad de p-compacidad es productiva
y hereditaria en subconjuntos cerrados.

Demostracién. Supongamos que X es p-compacto y F' es un subcon-
junto cerrado en X. Si {z,, : n € w} es una sucesion en F' entonces todo
punto que es p-limite de {z,, : n € w} es un punto de acumulacién y por
tanto pertenece a F'. Se concluye asi que F' es p-compacto.

Por otro lado, sea X = [[{X; :¢ € I}, tal que cada X; es p-compacto y
sea {f, : n € w} sucesién en X. Se cumple que A; = {f,(i) : n € w} € X,
para cada i € I, lo cual implica que existe x; € X; que es p-limite de A; para
cada i. Definase f € X por f(i) = x;. Verifiquemos que f es punto p-limite
de {f, :n € w}.

Sea U vecindad béasica de f. Por tanto, existen F' C [ subconjunto finito y
para cada j € F, U; vecindad de z; = f(j), tal que V= {W;l(Uj) :j € F}
Para cada j € F, C; = {n € w: f,(i) € U;} € p. Para concluir la demostra-
cién, nétese que

necw:foeVyi={ncw:Vie F(f(i)eU)}=({C;:jcF}ep ®

Teorema 2.2. 5i X es un espacio compacto entonces X es p-compacto para
todo p € w*

Demostracién. Sean p € w* y {z, : n € w} sucesién en X. Para cada
U € p,sea Fy = clx({z, : n € U}). Es claro que {Fy :€ w} es una
familia de cerrados que cumple la Propiedad de la Interseccién Finita (pues
p la cumple). Sea z € ({Fy:U € p} y sea V vecindad abierta de z. Si
ocurre que {n € w : x, € V} ¢ p entonces, dado que p es ultrafiltro,
Up={n€w:z, ¢V} € p. Esto implica que Fy;, NV = (), lo cual contradice
que = € Fy,. Por tanto, {ncw:2, € V}ecp A

Por tanto, la propiedad de p-compacidad es méas fuerte que la propiedad
de compacidad numerable pero mas débil que compacidad. Sin embargo, si
se garantiza la compacidad numerable de todas las potencias de un espa-
cio, se puede establecer una equivalencia entre la propiedad de compacidad
numerable y la propiedad de p-compacidad.
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Teorema 2.3. [GS75] Sea X un espacio Hausdorff. Los siguientes son equiv-
alentes:

(1) X" es numerablemente compacto para todo cardinal K,
(2) X? es numerablemente compacto,
(3) X es p-compacto para algin ultrafiltro libre p € w*.

Demostracién. Es evidente que (1) = (2).

Supongamos ahora que X no es p-compacto para todo p € w*. Asi, para
cada p € w* existe una sucesién {22 : n € w} tal que para cada r € X
existe U, vecindad de z tal que {n € w : 2 ¢ U,} € p, es decir = no es
p-limite de {2? : n € w}. Luego, dado que |w*| = 2°, X% ~ X*". Para cada
n € w, sea f, € X¥ dada por f,(p) = 2P para cada p € w*. Afirmamos que
{fn:n € w} es un conjunto discreto y cerrado.

En efecto; supongamos lo contrario y sea f € X* punto de acumulacién.
Para cada vecindad U de f en X“" sea Vi = {n € w: f, € U}. Se cumple
que V = {Vy : U es vecindad de f} cumple la propiedad de la interseccién
finita. Por tanto, existe un ultrafiltro p € w* tal que V C p. Por construccion
se cumple que f es p-limite de {f, : n € w}. Esto implica que f(p) es p-limite
de {fu(p) : n € w} = {2? : n € w}, lo cual es una contradiccién. Se prueba
asf que (2) = (3).

Por ultimo, para cualquier cardinal infinito x, si X es p-compacto entonces
el Teorema 2.1 garantiza que X" es p-compacto y por tanto numerablemente
compacto.ll

2.2. Algunos resultados de Ginsburg

Teorema 2.4. Sean X un espacio Hausdorff y p € w*. Entonces X es p-
compacto si y sélo si 2% lo es.

Demostracion. Si X es un espacio Hausdorff entonces {{z} : x € X} es
un subconjunto cerrado en 2% homemomorfo a X. Luego, si 2% es p-compacto
entonces por el Teorema 2.1, X también lo es.

Por otro lado, supongamos que X es p-compacto y probemos que 2% lo es.
Para ésto, sea {F}, : n € w} una sucesién en 2%. Sea 7y € X punto p-limite de
{z, : n € w}, donde z,, € F,, para cada n € w. Nétese que dada U vecindad
dexg, {(nc€w:z,elUtepy{ncw:a, €U} C{new:UNE, # 0},
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lo cual implica que zyp € M = {x € X : x es p-limite de {F,, : n € w}}. Se
verifica asi que M es no vacio. Mas ain, se cumple que M es cerrado. Esto
es, M € 2. Verifiquemos que M es p-limite de {F}, : n € w} en 2.

SeaU = (Up; Uy, - -+, U,) una vecindad bésica de M. Definase Ay = {n €
w: F, C Uy} Parai € {1,--- ,n},sea A, = {n € w: F,NU; # 0}
Se cumple que {n € w : F, € U} = ({A; :i <n}. Luego, para concluir
la prueba basta demostrar que A; € p para todo ¢ < n. Para i € {1,---n},
elijase m; € U;N M. Entonces m; es p-limite de {F,, : n € w} y U; es vecindad
de my, lo cual implica que A; € p parai € {1,--- ,n}.

Supongamos ahora que Ay ¢ p. Esto implica que w \ Ay € p. Para cada
n € w\ Ag elijase m,, € F, \ Uy y sea m,, € F,, arbitrario para n € Ay. Dado
que X es p-compacto, existe x € X punto p-limite de {m,, : n € w}, el cual
es también p-limite de {F), : n € w}. Se sigue entonces que z € M. Ahora,
dado que M € U, M C Uy, lo cual implica que Uy es vecindad de x. Asi,
V ={n€w:m, €Uy} € p. Sin embargo, por construccién, V' es ajeno con
w \ Ag, el cual también pertenece a p, esto es una contradiccién. Por tanto,
Ag € py se concluye asi la prueba.ll

Abordemos ahora la propiedad de compacidad numerable.

Corolario 2.1. Sea X un espacio Hausdorff. Si X" es numerablemente com-
pacto para todo cardinal Kk entonces 2% también lo es. Si 2% es numerable-
mente compacto entonces X™ lo es para todo n € w.

Demostracién. Si toda potencia de X es numerablemente compacta
entonces, por el resultado anterior, existe p € w* tal que X es p-compacto.
Luego, por el Teorema 2.1, 2% es p-compacto y en particular, numerablemente
compacto.

Por otro lado, supongamos que 2% es numerablemente compacto. Dado
n € w, se cumple que F,(X) es un subconjunto cerrado en 2%. Luego, F,,(X)
es numerablemente compacto. Sabemos que la funcién f, : X" — F,(X)
definida en 1.1 es continua, sobreyectiva y cerrada. Mas aun, para cada F' €
Fo, |f7HF)| < w para todo F € F,(X). Se cumple entonces que X" es
numerablemente compacto (vease por ejemplo [Eng89]).H

En lo que corresponde a p-pseudocompacidad, para p € w* dado, el resul-
tado que se enuncia a continuacién establece la equivalencia entre un espacio
y su hiperespacio.

Teorema 2.5. Sea p € w*. Entonces X es p-pseudocompacto si y sélo si 2%
es p-pseudocompacto.
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Demostracién. Supongamos que 2% es p-pseudocompacto y sea {U,, :
n € w} una sucesién de subconjuntos abiertos no vacios en X. Se cumple que
{U} :n € w} es una sucesién de subconjuntos abiertos en 2% y por tanto
existe un p-limite I € 2%, Elfjase x € F. Afirmamos que  es p-limite de
{Up :n € w}.

En efecto, sea V vecindad de z en X. Entonces V'~ es una vecindad de
F en 2%. Por tanto, {n € w: U NV~ # (0} € p. Nétese que U, NV~ # P si
y s6lo si U, NV # (. Se concluye entonces que {n € w: U, NV £0} €py
se tiene asi lo deseado.

Supongamos ahora que X es p-pseudocompacto y sea {U, : n € w} una
sucesion de abiertos no vacios en 2X. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que U, es un abierto basico para cada n € w. Para cada n € w,
sea U, = (Ui, - ,Up,n) v sea Uy, = UZj" U,. Sea FF = {z € X :
x es p-limite de {Up,, : n € w}}. Dado que X es p-pseudocompacto, F' es
no vacfo. Mds ain, F' es cerrado; esto es, F € 2%. Afirmamos que F es
p-limite en 2% de la sucesién {U, : n € w}. Para verificar ésto, sea W =
(Wo; Wi, -+, W,,) una vecindad bésica de F', donde Wy = Uﬁjln W;.. Nétese
que {n € w: U, N W # 0} es igual a

k=m

{new:Wnu, #0}n ﬂ{nEw:ijﬂUn#@}.

k=1

Por tanto, dado que p es cerrado bajo intersecciones finitas, basta verificar
que cada uno de los intersectandos de la expresion anterior pertenece a p.

Sea A={necw: W, NU, # 0}y supongamos que A ¢ p. Esto implica
que B = w\ A € p. Se verifica que W NU, # 0 para cada n € w si y
sélo st Wy N Uy, # 0 para cada m € {1,--- ,k,}. Luego, para cada n € B
elijase i, € {1,--- ,k,} tal que Wy N U;, ,, = 0. Constriyase la sucesién de
conjuntos abiertos {C,, : n € w}, donde C,, = U;,,sin € By C, = U,
en otro caso. Sea r € X punto p-limite de la sucesién anterior. Nétese que
cualquier vecindad de = que intersecta a C), también intersecta a Up,,. Por
tanto, = es p-limite de {Up,, : n € w}; es decir, x € F'y entonces, puesto que
F e Wi, x € Wy. Dado que z es p-limite de {C,, : n € w} y Wy es vecindad
dex,C={new:C,NWy# 0} € p. Ahora, si n € C entonces C,, N\Wy # (),
lo cual implica, por construccién, que n ¢ B. Pero ésto significa que B y C'
son elementos ajenos de p; es decir, es una contradiccion. Se verifica asi que
Aenp.

Sea ahora k € {1,--- ,m}. Nétese que W, NU,, # 0 siy s6lo si Wp.N\Uy ,, #
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0. Luego: {n € w : W, NnU, # 0} = {n € w: WyNUy, # 0}. Por
tanto, dado que F' € W, , existe x € ' N Wj. Lo anterior garantiza que
{n € w: Uy, NWy # 0} € p, pues Wy, es vecindad de x. Se prueba asi que
{new: W, NU, #0} € pparatodok € {1,---,m}, con lo cual se concluye
la demostracién.ll

El siguiente resultado serda de utilidad mas adelante para el estudio de la
pseudocompacidad de las potencias arbitrarias de un espacio y de su hiperes-
pacio.

Teorema 2.6. Sea X un espacio completamente reqular. Entonces X" es
pseudocompacto para todo cardinal infinito k st y solo si X¥ lo es.

Demostracién. Supongamos que X“ es pseudocompacto y sea k un car-
dinal infinito arbitrario. Supongamos que {U,, : n € w} es una sucesion infini-
ta discreta de abiertos bdsicos no vacios en X*, digamos U,, = [\;cpp 7; L(Vy),
donde [F,| < w y V; es abierto para todo i € F,. Sea Y = |, Fn-

Considérese ahora U, = (\,cp m; (Vi) € XY para cada n € w. Entonces

{U, : n € w} es una sucesién discreta de abiertos en XY ~ X%, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto X* es pseudocompacto.ll

En general, la propiedad de pseudocompacidad no es hereditaria sobre
subconjuntos cerrados pero para subconjuntos regularmente cerrados si lo
es, donde A es reqularmente cerrado en X si A = clx(intx(A)).

Observemos que si F' es regularmente cerrado entonces 27 también lo es.

Supongamos que F € 2% y sea G € 2% con G C intx(F). Se cumple
que G € (intx(F))" y claro que (intx(F))" C 2F. Esto es, G € intyx(2F)
y por tanto 2"x(F) C int,x (2F). Supongamos ahora que G' € 2¢x(F) y sea
U = (Uy,---,U,) vecindad de G. Para cada i < n existe z; € G N U;. Pero
G C clx(F), con lo cual FNU; # (). Sea y; € F NU; para cada i < n. Se
sigue entonces que Y = {yo, - -+ ,yn} € UN2F y por tanto 2¢xU) C clyx (2F),

Teorema 2.7. Sea X un espacio reqular. Si 2% es pseudocompacto entonces
X" lo es para todo n € w.

Demostracién. Supongamos que 2% es pseudocompacto. Probemos primero
que X es pseudocompacto. Para ésto, sea {U,, : n € w} una sucesién de sub-
conjuntos abiertos no vacios en X. Dado que {U,f : n € w} es una sucesién
de abiertos no vacios en 2%, tiene un punto limite F € 2. Afirmamos que
si ¢ € F entonces x es limite de {U,, : n € w}.
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En efecto, sea U una vecindad de x en X. Entonces U~ es vecindad de
F en 2%, Esto implica que U~ N{U} : n € w} # 0, lo cual garantiza que
UN{U, :n € w} # 0. Se prueba asi que X es pseudocompacto.

Verifiquemos ahora que X x X es pseudocompacto, lo cual haremos por
contradiccién. Supongamos que existe una sucesién {U, x V,, : n € w} de
subconjuntos abiertos no vacios en X x X sin puntos limite. Por el caso
anterior, X es pseudocompacto, lo cual implica que {U, : n € w} tiene un
punto limite en X, digamos x. Por nuestra suposicion, (z,x) no puede ser
punto limite de {U,, xV}, : n € w}, de lo cual se sigue que existe W vecindad de
zen X tal que (W xW)N (U, xV,) = 0 para todo n € w excepto una cantidad
finita. Sin pérdida de generalidad supongamos que (W x W)N (U, x V,,) =
para todo n € w.

Por la regularidad de X, es posible elegir W; vecindad de x tal que
clx(Wy) CW.Sea B = {n € w: WiNU, # 0}; cabe notar que B € [w]“, por
ser & punto limite. Sean F = clx (W) y G = clx(U,cp Va)- Se cumple que
Fneclx(Vy,) =0 para todo n € B. Luego, F NG = (). Esto ultimo garantiza
que F'UG es homeomorfo a F'+ G, la suma directa de F'y GG. Por Lema 1.5,
2F+G ~ 9F % 2G Nétese que 27V es cerrado en 2% y regularmente cerrado,
pues F UG lo es, lo cual garantiza que 2 x 2¢ = 2FY¢ e5 pseudocompacto.
Similarmente, F' x G es cerrado en 2" x 2%, Luego, F x G es pseudocompacto.
Sin embargo, {(W1NU,) xV,, : n € B} es una sucesién de conjuntos abiertos
no vacios en F' x G que, por construccién, no tiene puntos limite, lo cual es
una contradiccién. Se concluye asi que X x X es pseudocompacto. Esto es,
X? es pseudocompacto.

Modificando apropiadamente la demostracion del caso anterior, se puede
probar por induccién sobre n € w que la pseudocompacidad de 2% implica
aquella de X™. 1

2.3. Hiperespacios de Espacios Homogéneos

En la seccién anterior se mostré que la compacidad numerable (pseudo-
compacidad) del hiperespacio de un espacio implica la compacidad numer-
able (pseudocompacidad) de cualquier producto finito del mismo. J. Cao,
T. Nogura y A.H. Tomita[CNT04] abordaron el problema para el producto
infinito y obtuvieron un par de resultados parciales, los cuales presentamos
a continuacion.
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Dado un espacio topoldgico X, denotemos por Aut(X) a la coleccién de
homeomorfismos de X sobre X y por idx al homeomorfismo identidad en X.

Definicién 2.2. Un espacio X es homogéneo si para cualesquiera x,y € X
existe f € Aut(X) tal que f(z) =y.

Lema 2.1. Sea X un espacio Hausdorff y sea k un cardinal. St existen suce-
siones {U, : p < k} y{V,, : p < Kk} de subconjuntos abiertos no vacios ajenos
por pares en X tales que clx(V,) C U, para todo |1 < K y existe una sucesion
discreta cerrada {x, :n € w} C[[V,, donde z,, = (z, (1) : p < K) para cada
n € w, entonces 2% no es numerablemente compacto.

Demostracién. Para cada n € w, sea F,, = clx({zn(p) : p < k}).
Mostremos que F = {F,, : n € w} no tiene puntos de acumulacién en X, de lo
cual podremos concluir que 2% no es numerablemente compacto. Supongamos
lo contrario y sea F' € 2% punto de acumulacién de F. Si existiera ( < &
tal que F NU; =  entonces F € (X \ ¢l (V¢))T, lo cual implicarfa que
F N (X \ cx (V)™ # 0. Pero lo anterior no es posible pues z,(¢) € V¢
para cada n < w. Por otro lado, supongamos que |[F' N U¢| > 1 para algin
¢ < k. Dado que X es Hausdorff, existen Ay, A; C U, subconjuntos abiertos
ajenos que intersectan a F'. Se sigue entonces que A = (Ap)” N (A;)” es una
vecindad de F, por lo cual AN F # (). Ahora, si F,, € A entonces {z,(u) :
p<rkyNAg# 0y {z,(n) : p < c}NA; # 0. Dado que z,, (1) € V), para cada
p<k V,#Vg=0sip+#p0Fy Ay A C U, entonces z,(¢) € Ay N Ay, lo
cual es una contradiccién. Se concluye entonces que |F'NU,| = 1 para cada
p < k, digamos que FNU, = {a,}.

Sea x = (a, : p < k) € X* ysea O ==, @Z)C_kl [O¢,] una vecindad basica
de z, donde O¢, es un subconjunto abierto en X, para k& <t. Sea

k=t

W = ﬂ(OCk n UCk)_'

k=0

Noétese que W es una vecindad de F' y asi, puesto que F' es punto de acu-
mulacion de F, existe m € w tal que F,, € W. Esto es, para todo k <t se
cumple que

{wm(p) : p <k} 0 (Ug, N O,) # 0.

Se sigue asi que z,,,(¢;) € O, para cada k < ¢y por tanto z,, € O. Como
O es una vecindad arbitraria de x, hemos probado entonces que x es punto
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de acumulacién de {z, : n € w}. Pero esto contradice el hecho de que la
sucesion anterior es cerrada discreta en X*. Por lo tanto F no tiene puntos
de acumulacién en 2X y asi 2% no es numerablemente compacto.l

Teorema 2.8. Sea X un espacio reqular homogéneo. Si 2% es numerable-
mente compacto entonces X“ también lo es.

Demostracion. Es claro que si | X| < w entonces no hay nada que probar.
Supongamos entonces que X es un espacio infinito. Nétese que si X tuviera
un punto aislado, digamos x € X, entonces todo elemento de X también
lo serfa (si y € X entonces existe f € Aut(X) tal que f(x) = y, lo cual
implica que y es un punto aislado). Lo anterior garantizaria entonces que
{{y} : vy € X} es un conjunto infinito en 2% sin puntos de acumulacién,
contradiciendo el hecho de que 2% es numerablemente compacto. Por tanto
X no tiene puntos aislados.

Sea {x, : n € w} una sucesién arbitraria en X*, donde x,, = {z, (k) : k €
w} para cada n € w. Veamos que tal sucesion tiene un punto de acumulacién
en X¥. Para esto recordemos que, por Corolario 2.1, X es numerablemente
compacto y por tanto existe z(0) punto de acumulacién de {z,(0) : n € w}.
Valiéndonos de la regularidad de X, elijanse vecindades Uy, V) de z(0) tales
que Vo C clx (V) C Uy y clx(Uy) # X. Definase posteriormente Ag = {n €
w: fo(z,(0)) € Vo}, donde fy = idx. Como V; es vecindad de z(0) y 2(0) es
punto de acumulacién, ocurre que |Ag| = w.

Sea ahora z(1) un punto de acumulacién de {z,, (1) : n € Ay} y considérese
wy; € X\ clx(Up). Elijanse f; € Aut(X) y Uy, V; subconjuntos abiertos en
X tal que wy; = f1(2(1)) € Vi Ccdx(Vi) C Uy, UyNU; = 0y clx(Ug) U
clx(Uy) # X. En particular, si z(1) ¢ clx(Uy) basta elegir wy = z(1) y
f1 = fo = idx. Definamos ahora A} = {n € Ay : fi(x,(1)) € V1}. Similar a
Ay, ocurre que |A;| = w. Sabemos que X no tiene puntos aislados, entonces
podemos continuar este proceso de manera inductiva y obtener asi sucesiones

{z(9) 1 j<wh{U;:j<wh {V;:j<w}y{fj:j <w} que cumplen:
(i) f; € Aut(X) para cada j < w,

(i) {U; : j < w} es sucesién de abiertos en X ajenos dos a dos y tal que
para todo k € w, |, <, clx(Un) # X,

(iii) {V; : j < w} es sucesién de abiertos no vacios en X tal que V; C
clx(V;) C U; para todo j € w,
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(iv) Ajy1 ={n € A;: fix1(z,(j +1)) € V;11} es un subconjunto infinito en
w para todo j € w y claro que A;1; C A;,

(v) z(j) es punto de acumulacién de {x,(j) : n € A;} paracada j € wy
(vi) fj(2(j)) € V; para cada j € w.

Elijase A = {a; : j € w} sucesion estrictamente creciente en w tal que a; € A;
para cada j € w. Por la propiedad (iv), |A\ A;| < w para todo j. Ahora,
para cada n € w sea y, = (y,(J) : j € w), donde y,(j) = fj(x,,(j)) para
todo j € w. Afirmamos que {y, : n € w} tiene un punto de acumulacién en
X,

En efecto, observemos primero que es posible construir una sucesién in-
finita {w, : n € w} en X¥, donde w, = (w,(j) : j < w) y tal que para cada
J<w,

{n € w:wa(j) # va()} <w

y w,(j) € V; para n € w. Para construir tal sucesién, para j < w fijo,
bastara elegir w,(j) € V; para n < j y definir w,(j) = y,(j) para n > j. El
hecho de que Vj es infinito y la propiedad (iv) nos garantizan que {w, : n €
w} satisface las propiedades indicadas. Ahora, si demostramos que {w, : n €
w} tiene un punto de acumulacién en X* entonces la sucesién original {y,, :
n € w} también lo tendrd y habremos probado asi la afirmacién. Para esto,
ocurre que las sucesiones de subconjuntos abiertos {U, :n < w} y {V,, :n <
w} junto con la sucesién {w, : n € w} satisfacen las propiedades enunciadas
en el Lema 2.1 y por tanto, dado que 2% es numerablemente compacto,
{w, : n € w} debe tener un punto de acumulacién, el cual por supuesto
también es punto de acumulacién de {y, : n € w} (pues para cada j € w,
wy(7) = yn(j) para todo n excepto una cantidad finita y toda vecindad béasica
de w en XY depende uinicamente de una cantidad finita de subconjuntos
abiertos en X). Sea y = (y(n) : n € w} un punto de acumulacién para
{yn :n € w}.

Por 1ltimo, demostremos que x = <f;1(y(j)) : j < w) es un punto de
acumulaciéon de {x,, : n € w} y por tanto de {z, : n € w}. Para verificar
ésto, sea F = ﬂii'é 7, [ E,,] una vecindad bésica de z en X, donde E,,, es un
subconjunto abierto en X para cada ¢ < k. Se cumple que f, ! (y(n;)) € En,
para cada i < k, lo cual es equivalente a que y,, € f,,[En,]. Por tanto, si
E = ﬂ;ig U (fn:|En]) entonces E' es una vecindad de y. Luego, existe
m € w tal que y,, € E', es decir Ym(ni) € fu,(En,) para i < k, lo cual implica



2.3. HIPERESPACIOS DE ESPACIOS HOMOGENEOS 39

que fi ' (ym(ni) € En,. Se concluye asi que z,,, € E, con lo cual se demuestra
que z es punto de acumulacién de {z,, :n € w}. A

Podemos estudiar la propiedad de pseudocompacidad de un espacio a par-
tir del estudio del comportamiento de las sucesiones de subconjuntos abiertos.
Luego, modificando de cierta forma la demostracién del par de resultados an-
teriores para trabajar con subconjuntos abiertos en lugar de sucesiones de
puntos, podemos obtener resultados analogos para la propiedad de pseudo-
compacidad.

Lema 2.2. Sea X un espacio sin puntos aislados y tal que 2% es pseudocom-
pacto. Sean {U; : j € w} y {V; : j € w} sucesiones de subconjuntos abiertos
no vacios en X y ajenos por pares tal que para cada n € w, clx(V,) C U,.
Para cada n € w sea {O,; : j € w} una sucesion de subconjuntos abiertos
en X tal que O, ; C V, para todo j < w, excepto una cantidad finita. Si
{kn :n € w} es una sucesion creciente y para cada n € w:

j=kn

On = H On,j X H{X] j > k]n},
=0

donde X; = X si j >k, entonces {O,, : n € w} tiene un punto de acumu-
lacion en X*.

Demostracién. Para cada n € w sea G, = (O, , Oy, ). Como 2X
es pseudocompacto, existe F' € 2% punto de acumulacién de {G, : n € w}.
Verifiquemos que F Neclx(V;) # 0 para todo j € w. Si ocurriera lo contrario,
digamos si F' N clx(F,,) para algin m € w, entonces F' C (X \ clx(Vin)) ¥
asf F € (X \clx(V;,))T. Seaentonces I = {n > m : G,N(X\clx(V;,))" # 0}.
Para n € I, elijase F,, € G, N (X \ clx (Vi) T. Asi, F, N O, # () para todo
k < k, y en particular F,,NO,,m # 0y F,N Oy C V. Pero esto contradice
que F, Nclx(Vy,) # 0. Ahora, para cada j < w elfjase z(j) € FNelx(V;) y
cosnideremos = = (z(j) : j < w) € X¥.

Afirmacion: x es punto de acumulacion de {O,, :n € w}.

En efecto, sea W una vecindad bésica de x en X“. Sin pérdida de gen-
eralidad supongamos que W = (HZj W) x [I{X; : k < j < w}, donde W;
es un subconjunto abierto en X para todo i < k y X; = X para ¢ > k. Sea
W = NZE(U; N W;)~. Dado que z(i) € FNelx(V;) € FNU; parai < k,
ocurre que W es una vecindad de F en 2% y asi J = {n >k : G, NW #£ 0}
es un subconjunto infinito en w.
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Sea n € J fijo (por el momento) y elijamos H,, € G, N W. Recordemos
que G, = (Ono, -+ ,Onk,) ¥y Oni CV; para i < k,, lo cual implica que

i=kn

H, = | J(H,N0,,)

i=0
es unién finita y disjunta. Sabemos que H, € W, lo cual implica que :

H, N (U;nW;) = ZUL((Hn NOyi) N (U; N W)

=0

es no vacio para j < k,. Ahora, si 7,5 < k, son tales que i # j entonces,
dado que U; NU; =0 y O, ; C U;, ocurre que (U; N W;) N (H, N O, ;) = 0.

Se concluye asi que H, N (U;NW;) = (H,NO, ;)N (U; "NW;) es no vacio
para j < k,. Lo anterior implica que O, N W # () para cada n € J y por
tanto = es punto de acumulacién de {O,, :n € w}. A

Teorema 2.9. Sea X un espacio homogéneo completamente reqular. Si 2%
es pseudocompacto entonces X" es pseudocompacto para cualquier cardinal
K.

Demostracién. Similar a la demostracion del Teorema 2.8, podemos
suponer que X es infinito y sin puntos aislados. Por el Teorema 2.7, X"
es pseudocompacto para todo n € w. Por tanto, si probamos que X“ es
pseudocompacto, habremos demostrado el teorema.

Para ésto, sea {G), : n < w} una sucesion de subconjuntos abiertos béasicos
no vaios en X* y veamos que esta sucesion tiene un punto de acumulacién.
Sin pérdida de generalidad supongamos que para cada n € w

i=kn

Gn:(H Goa) x [[AXi 00> ko }

donde k,, € w, G, ; es abierto no vacio en X parai < k, y X; = X parat > k,,.
Maés atin, podemos suponer que {k, : n € w} es una sucesion estrictamente
creciente en w. Usando el hecho de que X es pseudocompacto, podemos
elegir z(0) punto de acumulacién de la sucesion {G,o : n € w}. Como X
es regular, podemos elegir Uy, V subconjuntos abiertos en X tal que z(0) €
Vo Cclx (Vo) CUpy clx(Uy) # X. Definase Ay = {n € w: fo(Gro)NVy # 0},
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donde fy = idx. Ahora, para cada n € Ay, definase el subconjunto abierto
Ono = fo(Gno) N Va.

Similar al caso anterior, elfjase z(1) punto de acumulacién de la sucesién
{Gp1:n € Ap}. Posteriormente elfjanse w; € X \ clx(Up), Uy, V; subconjun-
tos abiertos en X y f; € Aut(X) tales que

o wi = fi(z(1)) € Vi Celx(V1) CUL, UgNUr =0y
[ ] Clx(Uo) U Clx(Ul) ?é X.

En particular, si z(1) ¢ clx(Uy) basta elegir wy = z(1) y fi = idx. Sea
Ay ={n€ Ay: f1i[Gn1]NV1 # 0} y paracadan € Ay, sea O,1 = f1[{Gra]NV1.

Como X no tiene puntos aislados, podemos continuar este proceso induc-
tivamente y construir asi sucesiones {z(j) : j <w}, U; : j <w} {V; 1 j < w},
{4; : j <w}, {fj : J < w}, ademds de sucesiones {O,,; : j < w}, donde
n € w, que satisfacen:

(i) f; € Aut(X) para cada j < w,

(ii) {U; : j < w} es sucesién de subconjuntos abiertos de X ajenos dos a
dos y tal que ., clx(U;) # X para todo n < w,

(iii) {V; : j < w} es sucesién de subconjuntos abiertos en X tal que
clx(V;) C U; para cada j < w,

(iv) Ajn ={n € A; : f;:1]Gnjs1] N Vi1 # 0} es un subconjunto infinito
de w para cada j < w y claro que A C Aj,

(v) para c}ada J < w, 2(j) es punto de acumulacién de la sucesiéon {G,, ; :
new},

(vi) f;(2(4)) € V; para cada j < w y finalmente
(vil) para j < w, O, ; = f;|Gn ] NV} para cada n < w.

Elijase ahora un subconjunto infinito A = {a; : j < w} en w tal que para
cada j <w, a; € A; y a; < ajq,. Para cada n € w definamos

J=kan
W, = ( 11 fj[Gan,j]> x J{Xi i > ka, )
j=0
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donde X; = X si j > k,,. Deseamos demostrar que {W,, : n € w} tiene un
punto de acumulacién. Para ésto, considérese la sucesion {O,, : n € w}, tal
que para cada n € w:

j=n j=ka,,
On = (H O“"vj> X ( H fj[Gan,j]> X H{XZ D> kan}7
=0

j=n+1

donde X; = X si j > k,. Notese que O,, C W,, para cada n € w. Por
tanto, todo punto de acumulacién de {O,, : n € w} es también punto de
acumulacién de {W,, : n € w}. Finalmente, para garantizar que {O,, : n € w}
tiene un punto de acumulacién en X* observemos que las sucesiones {U, :
newh {V,:n<wly{O0,,;:n € w}, donde j < w, junto con la sucesiéon
creciente {k, :< w} satisfacen las propiedades del lema anterior. Sea digamos
y = (y(j) : j € w} un punto de acumulacién, el cual también es punto de
acumulacién de {W,, : n < w}.

Andlogo a lo demostrado en el Teorema 2.8, se verifica entonces que
r = f;l(y(j) : J < w) es un punto de acumulacién de la sucesién {G,,, :
n € w}en X¥ y por tanto de {G, : n € w}. Se concluye asi que X“ es
pseudocompacto.ll



Capitulo 3

PREGUNTAS DE GINSBURG

En [Gin75], John Ginsburg plantea las siguientes preguntas:

(1) sEuxiste alguna relacion entre la compacidad numerable de X“ y la com-
pacidad numerable de 2% 2.

(2) sEuxiste alguna relacion entre la pseudocompacidad de X* y la pseudo-
compacidad de 2% 2.

En el capitulo anterior se presentaron un par de resultados que garan-
tizan que si un espacio cumple la propiedad de homogeneidad, entonces la
compacidad numerable (pseudocompacidad) de 2% implica aquella de X“.
El caso general aun es un problema abierto.

Abordaremos en este capitulo las preguntas anteriores en el otro sentido.
Esto es: ;la pseudocompacidad de X* implica la pseudocompacidad de 2%X? y
similarmente respecto de la propiedad de compacidad numerable. Conviene
introducir antes algunas definiciones y resultados respecto de familias de
subconjuntos infinitos del conjunto de niimeros naturales.

Definicién 3.1. Dados A, B € [w]¥, diremos que A estd casi contenido en
B, lo cual denotaremos por A C* B, si |A\ B| < w. Similarmente, diremos
que A es casi igual a B, lo cual se denota por A=*B, si AC* B y B C* A.

La nocion anterior se puede aplicar en en el estudio de funciones. Dados
dos conjuntos A y B y funciones f,g: A — B, diremos que f es casi igual a
g, lo cual denotaremos por f =* g, si {x € A: f(z) # g(x)} es finito.

43
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Definicién 3.2. Sea Z C [w]“. Entonces A € [w]¥ es una pseudointerseccion
deZ si A C* I para todo I € T.

Consideremos el siguiente ejemplo, el cual sera de utilidad més adelante.

Ejemplo 3.1. Si {4, : n € w} C [w|Y cumple que A1 C A, para cada
n € w, entonces es posible elegir a, € A, \ {ar : k < m} para cada n. Sea
A ={a, :n € w}. Es claro que sin € w entonces ay € A, para todo k > n,
con lo cual A C* A, para cada n € w y por tanto A es pseudointerseccion de

{A, :n €w}.

En el ejemplo anterior basta incluso suponer que A, ;1 C* A,, para cada
necw.

Definicién 3.3. Una familia infinita A C [w]“ es casi ajena si para cua-
lesquiera A,B € A, AN B =*0. Si A es maximal respecto de la propiedad
anterior, diremos que A es mazimal casi ajena (MAD).

Para el desarrollo de este capitulo, utilizaremos algunos resultados con-
cernientes a la Teorfa de invariantes cardinales del continuo y que refieren en
particular a cardinales asociados con w y p(w).

Definicién 3.4. Una familia 3 C [w]* es centrada si:
(VF € [T (I Fl = w).

Definicién 3.5. El nimero de pseudointerseccion p, se define como la mini-
ma cardinalidad de una familia centrada F C [w]¥ sin pseudointerseccion
(i.e. para cada A € [w]* existe F' € F tal que |[A\ F| =w).

SiJ={A,:n € w} Cw” es una familia centrada entonces para cada
n € w, es posible elegir a, € (<, Ar) \ {ar : £ < n}. Luego, A = {a, : n €
w} es una pseudointerseccion de 3, con lo cual wy < p. Es claro que también
se cumple que p < ¢; mas aun, se puede establecer la siguiente desigualdad
cuya prueba se puede consultar en [Bas].

Proposicién 3.1. p < cof(c).

En el estudio de los invariantes cardinales es posible determinar, a partir
de pruebas de consistencia, cuando las desigualdades entre invariantes car-
dinales pueden ser estrictas o bien cudndo se puede dar una igualdad entre
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dos o mas cardinales. Respecto a los invariantes cardinales que aparecen en
esta seccién, para cada uno de ellos es consistente con ZFC el ser estricta-
mente menores que ¢ o estrictamente mayores que w;. Notese también que si
suponemos que se cumple CH, entonces todos ellos coinciden con c.

Definicién 3.6. Una familia T C [w]* es una torre si T es linealmente
ordenado por 2OF y no tiene pseudointerseccion.

Definicién 3.7. t es la minima cardinalidad de una torre.

Si T es una torre entonces, en particular es una familia centrada. Por lo
tanto, se cumple que p < t.

w

Definicién 3.8. (a) Un subconjunto D C [w]* es denso en [w]* si para

cada A € [w]¥ existe D € D tal que D C* A.
(b) U C [w]“ es abierto si AcU y B C* A implica que B € U.

Definicién 3.9. El nimero de distributividad de [w]“, el cual se denota por
b, es la minima cardinalidad de una coleccion de subconjuntos infinitos de w,
densos y abiertos en [w]” y cuya interseccion es vacia.

Proposicién 3.2. t < h.

Demostracién. Sea x < t. Verifiquemos que k < h. Sea {H, : a <
k} familia de subconjuntos densos y abiertos. Construyamos recursivamente
{T,, : a < Kk} C [w]* tal que:

1) T, € H para a < k,
2) Tangsiﬁ<Oé.

Sea Ty € Hp. Supongamos luego que hemos construido 73 para 8 < «a.
Considerando {7 : § < a}, existe T' € [w]* tal que T" C* T para todo
[ < «. Luego, dado que H, es denso, existe T, € H, tal que T, C* T.
Hemos construido asi la familia 7 = {7}, : a < s} con las propiedades
deseadas.

Ahora, k < t garantiza la existencia de 7' € [w]¥, pseudointerseccién de
7. Esto es, T C* T, para cada o < K, lo cual implica que T' € () ,_,. Ha. Se
concluye asi que k < h. B

a<k
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Definicién 3.10. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y sean p,q €
P. Diremos que p y q son incompatibles, lo cual denotaremos por p L q, si
no existe r € P tal quer <p yr <q.

Un subconjunto A C P es una anticadena si cualesquiera dos de sus
elementos son incompatibles. Por otro lado, A es una cadena si cualesquiera
dos de sus elementos son comparables.

Definicién 3.11. Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es un drbol si
{g € P:q < p} es un conjunto bien ordenado para cada p € P.

Definicién 3.12. Sea (P, <) un drbol. Entonces:

(a) sip € P entonces la altura de p en P, la cual se denota por ht(p,P), es
type({g € P: ¢ < p}).

(b) Si a es un nimero ordinal entonces el a-ésimo nivel de P, el cual se
denota por Lev,(P), es {p € P : ht(p,P) = a}.

(¢) La altura de P, la cual se denota por ht(P), es el menor ordinal « tal
que Lev, (P) = 0.

(d) Una rama en P es un subconjunto de P linealmente ordenado mazximal.

Es claro que ([w]“, C*) es un conjunto parcialmente ordenado (mdédulo
§in(w)) y por tanto es posible referirnos a arboles de subconjuntos infinitos
de w respecto a C*.

A continuacién enunciamos una caracterizacién de h mediante arboles de
[w]“ como los indicados en el parrafo anterior. Esta caracterizaciéon se debe
a B. Balcar, J. Pelant y P.Simon.

Teorema 3.1. [BPS80] b es la minima altura de un drbol T C [w]¥ que
cumple:

(1) cada nivel de T es una familia maximal casi ajena.
(2) Cada elemento T € T tiene ¢ sucesores inmediatos.
(3) T es un subconjunto denso de [w]”.

A un arbol 7 como en el Teorema anterior se le llama drbol base para
[w]®.
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3.1. Ejemplo de Compacidad Numerable

Como se indicé en el capitulo 2, Ginsburg [Gin75] demostré que la com-
pacidad numerable de todas las potencias de un espacio garantiza la compaci-
dad numerable de su hiperespacio. Mas atn, a partir de un espacio construido
por Frolik, presenté un ejemplo de un espacio cuyas potencias finitas son nu-
merablemente compactas pero su hiperespacio no es pseudocompacto y por
tanto no es numerablemente compacto. A partir de lo anterior, Ginsburg for-
mula la pregunta indicada al inicio de este capitulo, respecto de la propiedad
de compacidad numerable. J. Cao, T. Nogura y A. Tomita estudiaron este
problema y obtuvieron un ejemplo de un espacio X tal que X' (y por tanto
X“1) es numerablemente compacto pero 2% no lo es, respondiendo asf nega-
tivamente a la pregunta (1). Expondremos en esta seccién tal ejemplo.

Dada una familia {X; : i € I} de espacios numerablemente compactos
y considerando @®;c;X;, su union ajena, se define un espacio X asociado a
{X; i € I}, como sigue:

(a) Si I es finito, sea X = @;crX;.

(b) Si I es infinito, consideramos un punto co no perteneciente a @®;c;X;
y definimos X = @®;c;X; U {o0}, estableciendo ademds una topologia
para X de tal forma que para cada ¢ € I, X; con su topologia original
es cerrado-abierto en X, mientras que las vecindades de oo contienen
a X; para cada i € I, excepto una cantidad finita.

Es claro que si ocurre el caso (a) en el espacio del parrafo anterior, X es
numerablemente compacto. Supongamos entonces que ocurre el caso (b) y
sea A ={z, :ncw}C X. Siexistei € I tal que ANX; es infinito entonces,
dado que X; es numerablemente compacto, A tiene un punto de acumulacién
en X; y por tanto en X. En otro caso, oc es punto de acumulacién de A, pues
cualquier vecindad de oo contiene a todo x,, excepto una cantidad finita. Se
concluye entonces que X es numerablemente compacto.

Al espacio anterior se conoce como la compactacion numerable por un
punto de B;erX;.

Teorema 3.2. Sea {X; : i € I} una familia de espacios numerablemente
compactos y sea X la compactacion numerable por un punto de @;c;X;. Si

2% es numerablemente compacto entonces [[;c; X; también lo es.
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Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que X; N X; =
0 sii# j. Siocurre que Y = [[,.; X; no es numerablemente compacto,
entonces existe A = {z,, : n € w} C Y subconjunto cerrado y discreto, donde
x, = (x,(i) : i € I) para cada n € w. Afirmamos que Y es un subconjunto
cerrado de X

En efecto, si x € X1\ 'Y entonces existe i € I tal que x € 7, '[X \ X
Sea j € I tal que x(i) € X;. Luego, x € m; '[X \ X;] € X'\ 'Y, con lo cual
se concluye que Y es un subconjunto cerrado de X1,

De lo anterior se sigue que A es un subconjunto cerrado en X"l Simi-
larmente se verifica que A es discreto en X, Usando el hecho de que X; es
abierto y cerrado, podemos elegir U; = V; = X, para cada ¢ € [ y aplicar el
resultado establecido en el Lema 2.1 para concluir que 2% no es numerable-
mente compacto.ll

i

Definicién 3.13. Un espacio X es totalmente numerablemente compacto si
toda sucesion de puntos en X tiene una subsucesion contenida en un subcon-
Jjunto compacto de X.

Proposicién 3.3. [Vau84] Si {X, : a < t} es una familia de espacios
totalmente numerablemente compactos, entonces X = [[{Xo 1 a < t} es
numerablemente compacto.

Demostraciéon. Sea H un subconjunto infinito y numerable de X. Veamos
que H tiene un punto de acumulacién en X. Identifiquemos a H con w. Cons-
triyase de manera recursiva una coleccién {A, : a < t} de tal forma que para
cada o < t se cumpla:

(1) La cerradura de m,(A,) es compacta en X,.
(2) Sia< <t entonces Ag C* A,.

Supongamos que v < t y que hemos construido A, para todo a < 7.
Dado que 7 < t, existe A € [H]¥ pseudointerseccién de {4, : o < v}.
Como X, es totalmente numerablemente compacto, existe un subconjunto
infinito A, C A tal que 7,[A,] tiene cerradura compacta en X, con lo cual
se concluye la induccion.

Para cada a < t definase Y, = clx_ (7a[Aa]) ysea Y = [[{V, : a < t}.
Notese que Y, es compacto para cada « y por tanto Y también lo es.

Supongamos que ningin punto de Y es punto de acumulacién de H. Lo
anterior implica que para cada y € Y, existe una vecindad bésica U, de y en X
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tal que HNU, = 0. Dado que Y es compacto, existen yo, - - - ,y, € Y tales que
Y C U<, Uy,. Para cada i < n, sea F; = {o < t: m,[Us] # X,}. Notese que
F = J,-, Fi es un subconjunto finito, con lo cual existe x € (), Aa C H.
Para cada a € F"

Ta(2) € To(Aa) C Ya,

lo cual implica que es posible elegir y € Y tal que 7,(y) = m.(x) para todo
a € F. Sea i < n tal que y € U;; entonces, dado que z(«) = y(«) para cada
a € F;, x también pertenece a U;. Por lo tanto, H N U; # 0, lo cual es una
cotradiccién. Se cumple entonces que H tiene un punto de acumulacién en
Y, con lo cual X es numerablemente compacto. l

Teorema 3.3. [CNT04] Existe un espacio topoldgico X tal que X* es nu-
merablemente compacto y 2% no lo es.

Demostracién. Para cada p € w*, definase X, = fw \ {p} y sea su
topologia la relativa respecto de fw. Si H es subconjunto infinito en X,
entonces H tiene un punto de acumulacién g € fw tal que ¢ # p. Por lo tanto,
cualquier vecindad cerrada de ¢ que no contenga a p serd un subconjunto
compacto que contiene un subconjunto infinito de H. Luego, X, es totalmente
numerablemente compacto para cada p € w*. Ahora, sea X la compactacion
numerable por un punto de 9 X,. Veamos que X es también totalmente
numerablemente compacto.

Sea H un subconjunto infinito numerable de X. Si existe r € w* tal
que H N X, es infinito entonces, dado que X, es totalmente numerablemente
compacto, existe un subconjunto infinito en HN.X, cuya cerradura es cerrada
en X, (y por tanto en X). En otro caso, si H N X, es finito para cada r € w*,
entonces H U w es compacto, pues toda vecindad de w debe contener a X,
para todo r € w* excepto una cantidad finita. Se concluye asi que X es
totalmente numerablemente compacto y se sigue de la Proposicién anterior
que X' también lo es.

pEW*

Para demostrar que 2% no es numerablemente compacto, basta probar
que Z = [[{X, : p € w*} no lo es y aplicar el Teorema 3.2. Mostremos
entonces que Z no es numerablemente compacto.

Considérese W = (fw)*” y sea A = {f € W : f es constante}. Para cada
[ e W,sea ¢y € fw tal que f(p) = ¢y para todo p € w*. Sea D = {f €
A : ¢y € w}. Se cumple que w C X, para cada p € w* y si ¢y € w* entonces
flcp) ¢ X, conlo cual f ¢ D. Luego, D = ANX C W.Si feWes
un punto de acumulacién de D, entonces f(«) es punto de acumulacién de
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{9(a) : g € D} = {c, : g € D} para cada o € w*. Lo anterior implica que
f€dycs €w', delo cual se concluye que f ¢ Z. Por lo tanto, Z no es
numerablemente compacto. B

3.2. Pseudocompacidad en Hiperespacios de
V-espacios
Definicién 3.14. Sea A una familia casi ajena. Entonces ¥(A) = (wWUA, 74)
es el espacio de Mréwka-Isbell o W-espacio asociado a A, donde w es un
subespacio discreto respecto de T4 y st A € A entonces
Ba={{A}UA\F:F € w|*}
es una base local para A.
El concepto de W-espacio o espacio de Mrowka-Isbell fue introducido de
manera independiente por S. Mrowka y J. Isbell; el estudio de dichos espacios
ha permitido presentar una gran cantidad de ejemplos y contraejemplos en

topologia, como es el caso de uno de los resultados de Michael Hrusak que
expondremos en esta seccion.

Lema 3.1. Si A C [w]* es una familia casi ajena, entonces el espacio W(A)
cumple las sigutentes propiedades:

(1) V(A) es Ty y primero numerable,
(2) U(A) es localmente compacto,
(3) W(A) es Tys,

(4) U(A) es separable,

(5) A es cerrado discreto en V(A),
(6) A es cero-dimensional,

(7) W(A) es pseudocompacto si y sélo si A es MAD.
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Demostracién. Demostraremos inicamente la propiedad (7); las demés
se verifican facilmente. Supongamos que A es MAD y sea f : A — R
una funcién continua no acotada. Para cada n € w existe a,, € w tal que
f(an) > n. Dado que A es MAD, existe A € A tal que (a, : n € w) converge
a A. Luego, como [ es continua, se cumple que (f(a,) : n € w) converge a
f(A), lo cual es una contradiccion.

Por otro lado, supongamos que A no es MAD y sea B = {b, : n € w}
tal que BN A =* ) para todo A € A. Sea f : ¥(A) — R dada por f(b,) =n
y f(z) = 0siz € ¢(A)\ B. Es claro que f es no acotada. Més aun, f
es continua pues si {z, : n € w) es una sucesién no trivial convergente en
U(A), debe converger a un elemento de A y asi, dado que BN A =* 0,
(f(x,) :n € w) converge a 0 = f(A). Se concluye entonces que V(A) no es
pseudocompacto. l

J Cao y T. Nogura formularon la pregunta: ;Cudndo el hiperespacio de
un Espacio de Mrowka-Isbell es pseudocompacto?.

En esta seccion exponemos un par de resultados de M. Hrusdk que mues-
tran que es indecidible determinar cuando se cumple lo planteado en dicha
pregunta.

Es posible demostrar, como veremos méas adelante, que el producto nu-
merable del W-espacio de una familia A es pseudocompacto cuando A es
MAD:; por lo tanto, al garantizar la existencia de una familia MAD tal que
el hiperespacio de su V-espacio no es pseudocompacto, se habria demostrado
que en general la respuesta a la segunda pregunta de Ginsburg es negativa.

Definicién 3.15. Un subconjunto Y de un espacio topologico X es relati-
vamente secuencialmente compacto si toda sucesion de elementos de Y tiene
una subsucesion que converge a un punto en X.

Similarmente, Y es relativamente numerablemente compacto en X si todo
subconjunto infinito de Y tiene un punto de acumulacién en X.

El siguiente resultado ademés de ser un ejemplo interesante de la apli-
cacion de los invariantes cardinales en problemas topoldgicos, permite estu-
diar el producto topolégico de espacios secuencialmente compactos y andloga-
mente de espacios relativamente secuencialmente compactos, lo cual utilizare-
mos més adelante.
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Proposicién 3.4. Sea {X, : a < K} una coleccion de espacios secuen-
cialmente compactos, donde k < b. Entonces [],_,. Xo es secuencialmente
compacto.

Demostracién. Sea {f, : n € w} una sucesiéon en Y =[] _ X, donde
fn = (fula) : @ < k) para cada n € w. Para cada o < r definase el conjunto

D, ={A € [w]” : {fu(a) :n € A} es convergente}.

Sea v < K; si A € [w]“, entonces, dado que X, es secuencialmente compacto,
existe B C A tal que B € D,, de lo cual se sigue que D,, es denso. Por otro
lado, si A € [w]“ es tal que {f,(«) : n € A} es convergente y B C* A entonces
claro que {f,(a) : n € B} es también convergente. Se prueba asi que D, es
abierto.

Dado que x < b, existe C' € (), Do. Para concluir la demostracién,
basta observar que {f,(a) : n € C'} es una sucesién convergente en X, para
cada o < K, con lo cual se obtiene que {f, : n € C'} es convergente en Y. B

Del resultado anterior se obtiene que, en particular, el producto nume-
rable de espacios secuencialmente compactos es secuencialmente compacto.
Similarmente, se puede verificar que el producto numerable de espacios rela-
tivamente secuencialmente compactos es relativamente secuencialmente com-
pacto

Es posible construir una familia de cardinalidad § de espacios secuencial-
mente compactos, cuyo producto no lo es; con lo cual se cumple que § es la
menor cota superior que garantiza la propiedad productiva de compacidad
secuencial.

Lema 3.2. Sea X un espacio que contiene un subconjunto denso D de puntos
aislados. Entonces los siguientes son equivalentes:

(1) X es pseudocompacto,
(2) D es relativamente numerablemente compacto en X .

Demostracién. Supongamos que X es pseudocompacto y sea A = {x,, €
w} un subconjunto infinito en D. Por hipétesis, {x,} es abierto para cada
n € w. Luego, por la caracterizacién de la propiedad de pseudocompacidad
indicada en la Proposicién 1.2, existe € X punto de acumulacién de {{z,} :
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n € w}, el cual por supuesto es punto de acumulaciéon de A. Se concluye
asi que D es relativamente numerablemente compacto.

Supongamos por otro lado que D es relativamente numerablemente com-
pacto y sea {U, : n € w} una coleccién de subconjuntos abiertos en X. Para
cada n € w, eljjase z, € DN U, y considérese A = {x,, : n € w}. Entonces
existe z € X punto de acumulacion de A, el cual es también punto de acu-

mulacién de {U, : n € w}, con lo cual se prueba que X es pseudocompacto.
[ |

Notese que para la segunda implicacion de la demostracién no se requiere
que el subconjunto denso sea de puntos aislados.

Proposicién 3.5. Si X tiene un subconjunto denso y relativamente secuen-
ctalmente compacto en X entonces X es pseudocompacto.

Demostracién. Sea D C X un subconjunto denso relativamente secuen-
cialmente compacto. Ocurre que D“ es un subconjunto denso en X“; ademas,
por la observacién posterior a la Proposicion 3.4, D es relativamente se-
cuencialmente compacto en X* (y por tanto relativamente numerablemente
compacto). Del resultado anterior se concluye que X* es pseudocompacto.
|

Denotemos por §in a la coleccién de subconjuntos finitos de w. Recorde-
mos que si w es un subconjunto denso y de puntos aislados en X entonces
Fin es un subconjunto denso y de puntos aislados en 2.

Supongamos que A es una familia MAD y sea Y = {z,, : n € w} una
sucesion en w. Existen {z,, : k € w} subsucesién de Y y A € A tales que
{z, : k € w} C A. Es claro que si F' es un subconjunto finito de w entonces
existe N € w tal que z,,, € A\ F paratodo k > N. Por lo tanto, {z,, : k € w}
converge a A en W(A), con lo cual se verifica que w es un subconjunto denso
y relativamente secuencialmente compacto en W(A). Luego, a partir de la
Proposicién 3.5, se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.3. Si A es MAD entonces (V(A))“ es pseudocompacto.

Introduzcamos ahora la siguiente notacién, la cual se utilizard en lo suce-
sivo.

Definicién 3.16. Supongamos que X es un espacio topoldgico que contiene
aw como subconjunto, Y = {F, : n € w} es un subconjunto de Fin , F € 2%,
ACP(X)yACw. Se definen los siguientes conjuntos:
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(1) IY ={new: ANF, #0},
(2) MY ={new:F, C A}
(3) ]_—Y:{[X\k;AeFﬂA,kEW}U{]E;}:HEFﬁw}.

Lema 3.4. Sea A una familia casi ajena. Si F C W(A) es cerrado y Y =
{F, :n € w} C Fin es infinito entonces los siguientes son equivalentes:

(1) F es un punto de acumulacion de Y en el hiperespacio V(A

(2) FY es centrada y para cada P C w ocurre uno de los siguientes casos:

(o) (FOw)\ P #0,
(b) existe A€ FNA tal que A\ P es infinito 6
(c) Fr U{M}} es centrada.

Demostraciéon. Supongamos que F' es punto de acumulacion de Y y sea
Q un subconjunto finito de FY, digamos que

Q = {[Xo\ko’ ]—Igvl\k:l7 U 7]-A'Xv'm\k?n} U {[UIY(V)’ U ’I;; ?

donde A; € FN A paracadat <my a; € FNw para cada j < [. Deseamos
probar que (] Q es infinito.

Considérese el subconjunto

U= (T(A);{Ac} U A\ ko, -, {An}t U AL\ km,{ao}, -, {a})

Noétese que U es una vecindad de F'y asi, dado que F' es punto de acumulacion
de Y, U NY es infinito. Sea I = {n € w: F, € U}. Por lo tanto, si i € [
entonces (A; \ k;) N F; y a; € F; para todo j < m y k < [. Por definicién se
cumple que I C (] Q, de lo cual se concluye que F). es centrada.

Ahora, sea P C w y supongamos que no se cumple alguna de las pro-
piedades (a) y (b) de (2) del lema. Esto es, (FNw) € Py A C* P para
todo A € FNA. SeaV = PU(FnNA). Notese que P es un subconjunto
abierto en U(.A); mas aun, si A € F'N A entonces A\ P es finito y por tanto
U={A}UA\ (A\ P)={A}U(ANP) es una vecindad de A contenida en
V. De lo anterior se concluye que V' es un subconjunto abierto de W(.A), el
cual ademas contiene a F.
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Verifiquemos que se cumple (c). Para esto, sea
Q = {[Xo\kU’[Xl\k‘l’ U 7[}4/m\km} U {[(X)ﬂ e afg} U {M]g} - _/'T;f U {M])D/}7

donde A; y a; son como antes.
Dado que F' C V, se cumple que

W= (Vi{Ao} U (Ao \ ko), -+, {Am} U (A \ k), {ao), -+ {ai})

es una vecindad de F' en 2¥Y(. Similarmente, dado que F es punto de acu-
mulaciéon de Y, I = {n € w: F,, € W} es infinito. Ahora, si ¢ € I entonces
F, CPU(FNA),pero F, Cw, de lo cual se sigue que F,, C Py por tanto
n € M. Se concluye asi que I C () Q y por tanto Fy. U{M}} es centrada.

Supongamos ahora que Fy. es centrada y sea

U= (U; {Ao} U (Ao \ ko), -+ s {Am} U (A \ ki), {ao}, - {ar})

una vecindad bdsica de F'. Como U es abierto en W(.A), para cada A € FNA,
existe kx € w tal que:

FCV={n:neFnwu|J{{A}UA\ka: Ac FNA} CU.

Sea P = V Nw. Se cumple que FF Nw C P, con lo cual no se satisface
la condicién (a). Ademés, para cada A € FN.A, A\ P es finito, con lo
cual tampoco se cumple (b). Por lo tanto, debe ocurrir que Fr U {M}} es
centrado.

De lo anterior se sigue que ({Zanp, 1@ < m} N (I3 17 < P NME es
infinito y asi también lo es {F,, :n € w}NV.MA

A partir de la suposicién de p = ¢, o simplemente bajo CH, se tiene el
siguiente resultado.

Proposicién 3.6. (p = ¢) Si A es una familia MAD entonces 2¥Y es
pseudocompacto.

Demostracién. Nétese que, por la proposicién 3.1, ¢ es regular si p = .
Sea A una familia MAD. Dado que w es un subconjunto denso de puntos
aislados en W(A), lo cual implica que §in es denso, por el lema 3.2 basta
mostrar que todo conjunto infinito Y C §in tiene un punto de acumulacién
en 2Y¢) . Para esto, sea Y = {F, :n € w} C Finy sea {P, : a < ¢} una
enumeracion de [w]”, donde cada elemento aparece ¢ veces en la enumeracion.
Constriyase recursivamente una familia {E, : « < ¢} tal que para cada
o < C:
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1) B, C¥(A),

2) |E,| < o] + w,

4

(1)

(2)

(3) si a < (3 entonces E, C Eg,

(4) Fo={Iap: A€ E,NAkewtU{l} :ne€ E,Nw} es centrada y
(5)

5) ocurre una de las siguientes condiciones:

(a) (Ea\ Pa)Nw #0,
(b) existe A € E, N A tal que A Z* P, 6
(¢) Fo U{M} } es centrada.

SiPh=wosi|{n € w:m e F,}| < N, para cada m € w, entonces sea
Ey = 0; en otro caso, si existe m € w tal que {n € w: m € F,} es infinito,
sea Fy = {m}. Sea ahora o < ¢ y supongamos que hemos construido Ejs para
cada 8 < a. Por la propiedad (3) de la construccién y dado que F es centrada
para cada 3 < a, F = [z, Fs también lo es. Si ocurre que F U {Mp,}
es centrada entonces E, = s, Ep satisface (1) — (5). En particular, la
condicion (2) se sigue de la regularidad de ¢. Podemos suponer entonces que
FU{M} } no es centrada. Dado que F es centrada y |F| < ¢ = p, existe
I € [w]* tal que I C* A para todo A € F. Pero FU{M}, } no es centrada, lo
cual implica que |1\ M}, | = Ro. Sea J = I\ M}, y consideremos dos casos:

Caso 1: Existe m € J \ P, tal que {n € J : m € F,} es infinito.
Definase F, = U, Es U {m}. Es claro que E, cumple (1) — (3). Ademds
{m} € E,\ P,, con lo cual se satisface la condicién (a) de (5). Basta verificar
que se satisface (4). Para esto, sea G = {]Xo\ko"" ,]Xt\kt,fgf),--- , az} U
{IY} C F,. Es claro que {n € J: m € F,} C I y ademds, dado que I es
pseudointerseccion de Fy J C I, J C* F para cada F € F, de lo cual se
sigue que

{neJ:meF,}C (N[ NI,
i<t i<

Se concluye asi que (G es infinito y por tanto F, es centrada.

Caso 2: {n € J : m € F,} es finito para todo m € J\ P,. Por lo anterior y
dado que JAM}, =0, se cumple que L = (UJ,,; F) \ Pa es infinito. Dado que
Aes MAD, existe A € A tal que |[ANL| = w. Definase £, = s, EsU{A}.
Es claro que FE, satisface (1) — (3). Mds atn, A € E,N Ay |A\ P,| = w,
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con lo cual se cumple (b) de (5). Basta entonces verificar que se satisface la
condicién (4). Sea

G ={Dker  Dips Los o 1o T} € Fa,

donde k£ € w y A;, a; son como antes para i <ty j <.

Nétese que AN, ., F es infinito y F), es finito para cada n € w, lo cual
implica que {n € J: ANF, # (} es infinito; més atin, dado que J C I y I
es pseudointerseccién de F, {n € J: ANF, # 0} C* F para todo F € F.
Por lo tanto {n € J : ANF, # 0} C (G, con lo cual se prueba que F,
es centrada. Se concluye asi el paso inductivo y tenemos entonces la familia
{E, : o < ¢} con las propiedades deseadas.

Sea E = clya)(Upec Pa)-

Afirmacion: E es punto de acumulacién de'Y en 2%
Por el lema 3.4, basta demostrar que Fj es centrada y que para cada
P C w se satisface una de las siguientes condiciones:

(a) (Ew)\ P40,
(b) existe Ae ENAtalque AZ* P 6

(A).

(c) Fr U{M} } es centrada.

Por definicién, F = (J,.. Fu es centrada; ademds £\ J,.. Fo € A pues w
es un subconjunto de A de puntos aislados, con lo cual se obtiene que

Fyp=FU{lay: A€ E\|JEa k €w}.

a<c

Ahora, si A€ E\J,..EFay k € w entonces {A} U (A\ k) es una vecindad
de Ay asi (A\k)N (U, Ea) # 0. Luego, para cada A € E\|J,.. Eq y cada
k € w existe m € (A\ k) N (U, Ea), para el cual se cumple que I} € Fy
IY C IX\k. Para verificar entonces que F}, es centrada basta observar que si
FeFYyF ¢F entonces F = }4/\1@ para algun A € Ay algin k € w. Por lo
tanto, si F' € F) entonces existe G € F con G C F,donde G = Fsi F € F
y G = IY en otro caso, donde m es como antes; luego, el que F es centrada
implica que F), también lo es.

Por tltimo, sea P C w y supongamos que Fp U {M}} no es centrada.
Podemos suponer que P es infinito, pues en otro caso se satisface trivialmente
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la condicién (b). Existen Ay, -+, A, € ENA, ko, -+, ky Ewymg, - ,my €
E Nw tales que:

| ﬂ IX‘\I% N mI{mj} n M}g’ < W

i<n J<t
Como se establecié en el parrafo anterior, para cada ¢ < n tal que A €
E\U,<. Fa existe un ordinal o; < ¢y existe m; € E,, tal que ]E/mi} C IXi\ki'
Elfjase 8 < ¢ tal que o < 3 para todo ¢ y tal que A; € E3 para todo j < n
con A; € J,..Fa- Sea a < ¢ tal que P = P, y a > 3. Esto es posible
pues P aparece enlistado ¢ veces en la enumeracion que se realizé de [w]®. Se
cumple entonces que F, U {M}, } no es centrada. Por la condicién (5) debe
ocurrir que (E, Nw) \ P # (), lo cual implica que (F Nw) \ P # () 6 existe
A€ E, C E tal que A ¢* P. Se concluye asf la demostracién y por tanto E
es punto de acumulacién de Y en 2YA). 1A

Como se mencioné anteriormente, es consistente con ZFC que h < ¢ (y
por tanto que p < ¢). Si suponemos tal desigualdad, la respuesta a la pregunta
de Cao y Nogura es completamente distinta a la que se sigue de la proposicion
anterior, ademas de que brinda un ejemplo que responde negativamente a la
pregunta de Ginsburg. Luego, resulta indecidible cuando el hiperespacio de
un VY-espacio es pseudocompacto.

Teorema 3.4. (h < ¢) Eziste una familia A maximal casi ajena tal que 24
no es pseudocompacto.

Demostraciéon. Para construir la familia A, trabajaremos con 2<“ en
lugar de w, con lo cual A consistird de subconjuntos infinitos de 2<“. Sin
embargo, a lo largo de la demostracion podremos identificar a 2<“ con w
cuando sea necesario. Consideremos una familia 7 como en el Teorema 3.1
y enumeremos a [2<¥]“ por {X, : a < c¢}. Para cada A C 2<¥ definase
ma={n € w: AN2" # (}. Construyamos recursivamente una coleccién
{A, : a < ¢} de familias, tal que para cada a < ¢:

(1) [Aaf <,

cada A € A, es una cadena o una anticadena en 2<%,

)

3) ma € T para cada A € A,,
)siA,Be A,y A+# Bentonces my Nwp="0y
)

existe A € A, tal que 14 C* 7y, v [AN X,| = w.
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Supongamos que « < ¢y que hemos construido Ag para cada f < a. Si
existe A € Uﬁ<a Aj tal que AN X, es infinito y m4 C* 7y, entonces basta
definir A, = Uﬂ <o Ap. Supongamos entonces que no se cumple lo anterior
y elijase T € 7 tal que T" C* 7y, lo cual es posible por la densidad de
T en [w]”. Dado que T tiene ¢ sucesores inmediatos en 7 y (J,_, Ap tiene
cardinalidad menor que ¢, existe un sucesor inmediato 7" de T en 7~ que
es casi ajeno con w4 para cada A € Ug <o As. Por otro lado, ocurre que
C = XoN[),eq 2" es infinito, con lo cual existe B subconjunto infinito de
C que es una cadena o bien una anticadena. Para concluir la construccién
inductiva, basta definir A, = s, Ao U{B}. Finalmente, sea A = (J,_  Aq.
La condicién (5) garantiza que A es una familia MAD.

Veamos ahora que 2Y no es pseudocompacto. Para esto, consideremos
la sucesiéon Y = (F,, : n € w), donde F,, = 2" para cada n € w. Afirmamos
que Y no tiene puntos de acumulacién.

En principio, nétese que si la sucesion anterior tuviera un punto de acu-
mulacién, digamos F C W(A), entonces F N2<¥ = (), pues en otro caso si
f €2 N F entonces U = ({f})” es una vecindad de F tal que Y NU < 1,
lo cual es una contradiccion. Luego, para mostrar que Y no tiene puntos de
acumulacion, sea F' C A y consideremos los dos posibles casos:

Caso 1: |F| < ¢. Supongamos que para cada f € 2¢ existe A € F' tal que
Upa={n€w: f[ne A} es infinito. Dado que |F| < ¢, existen A € 2¥ y
f,g9 € F tales que Uy 4 y Uy 4 son infinitos. Sea m € w tal que f(m) # g(m).
Sea ky > m tal que f [ ki € A; similarmente, elijase ks > m con f | ky € A.
Se cumple que f | k1 y g | ko no pueden tener una extension comin en 2<%
(y por tanto en A), con lo cual A no es una cadena en 2<“. Pero A tampoco
puede ser anticadena pues en particular Uy 4 es infinito, contradiciendo con
esto la condicién (2) de la construccién. Se concluye entonces que existe
fe2talque Upga ={n€w: f [ ne A} esfinito para cada A € F'. Sea

U= {H g \I/(.A) : HﬂClq;(A)(Bf) = @},

donde By = {f [ n:n € w}. Para cada A € I, By N A es finito y por tanto
A & clya). Se cumple asi que U es vecindad de F' y claro que g [ n no es
punto de acumulacién de By para todo g € 2¥ y todo n € w. Esto es, F,, ¢ U
para cada n € w, con lo cual F' no es punto de acumulacion de Y.

Caso 2: |F| > b. Nétese que I, = 74 para cada A € F. Luego, dado que
T es de altura b, {I} : A € F} no puede ser una rama del drbol base 7.
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Maés atin, existen A, B € F tales que A # By ht(na) = ht(rg), con lo cual
I NI} =* 0. Por tanto {I} : A € F} no es centrada y a partir del Lema
3.4 se concluye que F' no es punto de acumulacién. l

3.3. Un ejemplo en ZFC

El dltimo teorema de la seccién anterior muestra que es consistente que
existe un espacio topolégico tal que su producto numerable es pseudocom-
pacto pero cuyo hiperespacio no lo es. En esta seccién presentaremos un
ejemplo de un espacio en ZFC que cumple las propiedades anteriores. Este
resultado generaliza entonces el resultado obtenido por Hrusdk y permite
concluir que la respuesta a la pregunta (2) de Ginsburg es negativa. Este
resultado asi como los de la seccién anterior estan incluidos en [HHMOG]

Para la construccion de nuestro ejemplo, conviene recordar algunas propiedades
de la compactacién de Cech-Stone de w.

Podemos identificar a Sw con la coleccién de ultrafiltros de w, donde en
particular Sw\w coincide con w*. Identificamos an € wcon {A Cw:n € A},
cumpliéndose ademds que {U* : U C w} es una base para w*, donde para
cada U C w:

U'={pew:UEe€p}

Para cada funcién f : w — w existe una unica funcién f : fw — fw que
es extension de f, la cual es llamada extension de Stone de f.

Lema 3.5. Sea Y C w* tal que |Y| < ¢. Entonces Y es nunca denso en fw.

Demostracion. Sea U C w y consideremos U* w*. Sea también 7 un
arbol base para w*, como en el Teorema 3.1. Por la propiedad de densidad de
T, existe B € 7 tal que B C* U. Por otra de las propiedades que caracterizan
a 7, B tiene ¢ sucesores inmediatos. Ahora, para cada p € Y, existe a lo mas
un sucesor inmediato A de B tal que p € A*. Lo anterior y el hecho de que
Y| < ¢, garantizan que C* N'Y = () para algin C' sucesor inmediato de B.
Por lo tanto, si D = UNC, entonces se cumple que D*NY = () y se concluye
asi que Y es nunca denso. l

Definicién 3.17. Sean p,q € fw. Entonces:

(1) p <gi q si existe f - w — w tal que f(q) = p.
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(2) p~ q sieziste f : w — w funcidn biyectiva tal que f(p) = q.

El orden anterior recibe el nombre de orden de Rudin-Keisler.

La demostracién del siguiente resultado se puede consultar en [CN74].

Proposicién 3.7. Sea f:w — w y sean p,q € w*. Entonces:

(a) f(p)=q siysdlosi (VQ € q)(f7[Q] € p).
(b) f(p) = p siy sdlo si existe A € p tal que f | A es inyectiva.

Teorema 3.5. FExiste un espacio topologico X tal que X“ es pseudocompacto
pero 2% no lo es.

Demostraciéon. Enumeremos al conjunto (w*)“ por {f, : @ € lim(c)},
donde para cada «a, f, : w — w* estd dada por fo, = (fan : 7 € w). Notese
que para « € lim(¢) y n € w, f,, es una funcién definida en w. Para cada
n € w definase F, = [2",2""1) y sea Y = (F,, : n € w).

Sip € w*, sea w(p) = {1} : U € p}. Afirmamos que 7(p) es un ultrafiltro.
En efecto, el que 7(p) es un filtro se sigue del hecho de que p lo es. Ahora,
sea V C w y consideremos U = F,,. Si ocurre que U € p entonces,
notese que

meV

V={new:F,nNU# 0},

lo cual implica que V' € 7(p). En otro caso, si U ¢ p entonces w \ U € py,
similar al caso anterior,

w\V={new: F,Nn(w\U) # 0},

con lo cual w\ V € 7(p).

Para realizar la construccion del espacio en cuestion, asumamos por el
momento la siguiente afirmacién, cuya demostracién haremos al final:

Afirmacidon: Para cada « € lim(c) existen ¢, € w*, C, € W] y X, €
w*“, donde X, = {pa+m : m € w}, tales que:
[ } ) Pa+ ) q
(1) Para cada o € lim(c) y m € w, si la sucesién (f,,(m) : n € Cy) no es

eventualmente constante entonces poim €s un gq-limite de (f,,(m) :
n € C,), donde esto ultimo es como en la definicién 2.1.

(2) Para cada a € lim(¢) y m € w, existe U € paim selectivo respecto a
{Fk ke w}.
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(3) Para cada M C lim(c) no numerable y m,n € w, existen «, 3 € M
distintos, para los cuales existen U, € poin ¥ V3 € ppym tales que
I, NIy, =0.

Sea X = |J{X. : o € lim(c)} y definase X = w U X. Nétese que w es un
subconjunto denso y discreto en X; por tanto w® es denso en X*. Luego, para
verificar que X*“ es pseudocompacto, basta probar que w* es relativamente
numerablemente compacto en X*.

Sea (h, : n € w) una sucesién en w*. Existe a € lim(c) tal que f, = (h, :
n € w). Sea C, el subconjunto establecido en la Afirmacién. Definase h € X*
por h(m) = ky, si (fan(m) : n € w) es eventualmente constante con valor k,,
y sea h(m) = parm en otro caso. Por la condicién (1) de la Afirmacién, h(m)
es un ¢,-limite de (f,,(m) : n € C,), con lo cual se concluye que h es un
¢o-limite de (h,, : n € C},) y por tanto un punto de acumulacién. Se concluye
entonces que X*“ es pseudocompacto.

Para demostrar que 2% no es pseudocompacto, verifiquemos que Y no
tiene un punto de acumulacién en 2%, de lo cual se concluye que Fin no es
relativamente numerablemente compacto. Para esto, sea F' € 2%\ Y. Consi-
deremos los siguientes casos:

Si FNw # 0, elijase m € FNw. Sea k € w el tnico natural tal que
m € F, = [2F 281 y deffnase W = (X;{m}, X \ F}). Se cumple que W
es una vecindad de F y claro que WNY = (). Luego, F' no es punto de
acumulacion de Y.

En otro caso, si ocurre que F C X y |F| < w, pongamos F' = {pa,n. :
i € w}, entonces la propiedad (2) de la afirmacién garantiza que para cada
i € w existe Uy, € Da,+n, selectivo respecto a Y. Para cada k € w elfjase
zr € Fp \ U{Uaysn, : @ < k} ysea K = {z; : k € w}. Por construccién,
|Up;4n; N K| < w para cada i € w. Definase W = (X \ clx(K))*. Para
cada i € w, X NU; ., es una vecindad de pa,4n, v |Us 1, N K| < w, pues
Ua,+n;, N K es finito. De esto se sigue que F Nely(K) =0 y por tanto W es
vecindad de F'. Por otro lado, =, € clx(K)NF, para cadan € w, con lo cual
F, ¢ W. Se concluye entonces que WNY = () y por tanto F' no es punto de
acumulacion de Y.

Finalmente, si F' C X v F' = {pa,n, : © € J}, donde J es no numerable,
entonces la propiedad (3) implica que existen (o, n;), (o, n;) € J xw, Uy, €
Paitn; Y Va,; € Pa,+n; tales que Iz,/a‘ N I‘Z, = (). Definase

i J

W= (X;XNU: XNV
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Noétese que pa;in, € FNOUL Y Pajin; € F'N V;j, lo cual implica que W es
vecindad de F'. Por otro lado, si F}, N U,, para algun k£ € w entonces, dado
que I(}/ai N I‘)/;‘ =0, F.N Vo, = (). De lo anterior se concluye que Y N W = ()
y por tanto F 1o es punto de acumulacién de Y. Con todo esto, Y no tiene
un punto de acumulacién en X.

Para concluir la demostracién del teorema, basta construir los conjun-
tos indicados en la Afirmacién de tal forma que satisfagan las propiedades
ahf establecidas. De manera recursiva construyamos los conjuntos C,, X, v
los ultrafiltros ¢, como sigue. Supongamos que lo hemos hecho para todo
B € lim(a) y consideremos la sucesiéon f, € (w*)”. Para cada m € w, sea
gm : w — w definida por ¢,,(n) = fan(m).

Construyamos ahora un conjunto C,, € [w]“ de tal forma que cumpla:

(a) Para cada m € w, g, | C, es eventualmente constante o g,, | C, es
inyectiva y ¢,,[Ca] es selectiva respecto de Y,

(b) si m,n € w entonces g, | Co =* gn | Co 0 gin[Ca] N gn[Ca] =* D y

(c) paracada € lim(a) y cadam € w tal que g, | C, no es eventualmente
constante, existe V' € pgi,, tal que I;;[Ca] NIy =*0.

Comencemos por construir A € [w]¥ tal que cumpla (a). Si ocurre que
go[w] es finito, entonces existe ag € w tal que |gy *[{ao}]| = w. Elfjase en este
caso Ag = gy '[{ao}]. Si por otro lado ocurre que gow] es infinito, podemos
construir de manera recursiva un conjunto Ay € [w|“ tal que go | Ao es
estrictamente creciente y go[Ao] es selectivo.

Similar a la construccién anterior, es posible construir A; C Ay tal que
g1 | Ap es eventualmente constante 6 g1 | A; es inyectiva y g1[A;] es selectiva
respecto de Y. En general, para cada m € w se construye A, € [A,-1]* que
cumple, respecto a g,,, propiedades andlogas a Ay y A;. Luego, si A € [w]*
es una pseudointersecciéon de {A,, : m € w}, entonces A cumple la propiedad
(a).

A partir del conjunto A, construyamos ahora B € [w]“ tal que satisfa-
ga (a)y (b). Sigr [ A ="go | A, esdecir {n € A: go(n) # q1(n)} es
finito, sea By = {n € A : g1(n) = go(n)}. En otro caso, de manera induc-
tiva se construye By € [A]* tal que go[Bo] N ¢1[Bo] = 0, como se muestra
a continuacién. Elijase by € A tal que go(bo) # g1(bo). Sea by > by tal que
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go(b1) # g1(b1) vy méx{go(bo), g1(bo)} < min{go(b1),91(b1)}. Asi sucesiva-
mente, se elige b, para cada n € w, de tal forma que By = {b,, : m € w}
es tal que go[Bo] N g1[Bo] = 0. Andlogo a lo anterior, se construye la familia
{B, :n € w} tal que B,, € [B,,_1]* y si k < n entonces gx [ B, =" g, | By
6 gx[Bn] N gn[B,] = 0. Por tanto, si B € [w]* es pseudointerseccién de
{B, : n € w} entonces B satisface (a) y (b).

Por tltimo, construyamos un conjunto C' € [w]¥ que satisfaga las tres
condiciones; para ésto, sea:

No = Jir() : (38 < a)(p € Xy)}.

Si go | B es eventualmente constante, sea Cy = B. En otro caso, si g [ B no
es eventualmente constante entonces, dado que go[Ag] es selectivo, IY w8 €
[w]“. Debemos notar que |N,| < ¢, lo cual implica que N, es nunca denso en
Bw por el Lema 3.5. Luego, existe V' C IgYO[B] infinito tal que V*N N, = (.

Sea Dy C go[B] tal que Vo = IY g0l B]’ el cual cumple, por la inyectividad de go,

que golgy [Do]] = Dy. Definase Cy = g, *[Do)-

Consideremos ahora ¢, [ Cy. Si ocurre que 91 I Cp es eventualmente
constante, definase C; = Cj; en otro caso, I [ [Co € [w]¥ y por tanto existe
Dy C ¢1[Cy] infinito tal que (17 )* N Q) Sea C, = g;'[D,]. Similar
al parrafo anterior, ocurre que g;[g;" [Dl]] = D;; se cumple entonces que
(];I[Cl]) NN, =0y C; C Cy. Recursivamente, construimos una coleccién
{Cn : m € w} tal que, para cada m € w, Cpp1 € [Cr]” y (1) 6 ) N No =0
para cada k < m. Finalmente, basta elegir C,, € [w]“ pseudomterseccién de
{Cy, : m € w}. Es claro que C,, cumple (a), (b) y (¢).

Sea ¢, un ultrafiltro libre en w tal que ¢, € C;. Dado que C, C* C,,,
se cumple que C, N C,, € q,. Para cada m € w ocurre que g, | (C, N Cy)
es inyectiva. Asi, la proposicién anterior garantiza que g,,(¢a) = ¢o. Luego,
definiendo pyim = gm(qa) para cada m € w se obtiene que ¢, Cp y Xy =
{Pasm : m € w} satisfacen las propiedades (1), (2) y (3) de la Afirmacién.

En efecto, si porm € U* (i.e. U € poim), entonces
ConNg MU C{n €w: gnn] € U}.

Pero C, N g, U] € qa, con lo cual {n € w : g,,[n] € U} € q, y se verifica
asi (1). De la propiedad (a) de C,, se sigue que g,,[C,] es selectiva respecto
de {Fj : k € w} y dado que posm € (gm[Cal)*, se cumple (2). Por dltimo, sea
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M C lim(c¢) un subconjunto no numerable y sean m, n € w. Existen «, 5 € M
tal que 3+ w < a. Por la propiedad (¢) que cumple C,, existe U € psy, tal
que I;:n[ca] NIy = 0 y por tanto basta considerar V3 = U y U, = g[Cal
para verificar (3). H
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

Se puede concluir que referente a las preguntas de Ginsburg, las dos res-
puestas son negativas en uno de los sentidos y por tanto no es posible es-
tablecer una equivalencia entre la propiedad de compacidad numerable o
pseoducompacidad de un espacio y aquella de su hiperespacio. Se obtiene
en particular que el andlogo al Corolario 2.1 respecto de la propiedad de
pseudocompacidad es falso.

Un problema que ain se mantiene abierto, y que resulta ser mas com-
plicado, es si es posible determinar las condiciones necesarias y suficientes
para que el hiperespacio de un espacio cumpla alguna de las dos propiedades
anteriores.

En lo referente a los ejemplos presentados en la tltima parte del capitulo
4, cabe establecer algunas preguntas; por ejemplo:

;. Existe una familia MAD en ZFC tal que 2¥™ es pseudocompacto?.

., Es posible modificar la construccion del ejemplo del Teorema 3.5 de tal
forma que 2% sea pseudocompacto y X* no lo sea?

67
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