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Introducción

Cuando se define un espacio topológico a partir de algún otro o algunos
otros, resulta natural preguntarse qué propiedades hereda el nuevo espacio
respecto del espacio que lo origina o incluso si el espacio inducido permite es-
tudiar mejor al espacio topológico original. Ernest Michael realiza un trabajo
de esta forma y aborda en Topologies on spaces of subsets una gran variedad
de propiedades que cumple el hiperespacio de un espacio topológico a partir
de las propiedades que guarda este último o viceversa, mostrando en parti-
cular la equivalencia que guardan ambos espacios respecto de la propiedad
de compacidad.

Establecida entonces la equivalencia anterior, lo siguiente es estudiar el
comportamiento que guardan un espacio y su hiperespacio respecto de al-
gunas propiedades más débiles que compacidad. En el art́ıculo Some results
on the countable compactness and pseudocompactness of hyperspaces, John
Ginsburg hace un estudio interesante acerca de algunas de estas propiedades
y la relación que guardan un espacio topológico y su hiperespacio respecto
de ellas. En particular se interesa por el comportamiento de potencias de un
espacio y de su hiperespacio. A partir de tales resultados, plantea un par de
preguntas acerca del comportamiento del producto numerable de un espa-
cio y del hiperespacio del mismo respecto de las propiedades de compacidad
numerable y pseudocompacidad, siendo dichas preguntas, y en particular la
correspondiente a la propiedad de pseudocompacidad, la motivación principal
para el desarrollo del presente trabajo.

En el Caṕıtulo 1 exponemos algunos resultados básicos que relacionan a
un espacio con su hiperespacio. En particular, se presenta la relación respecto
a los Axiomas de Separación y la equivalencia que preservan ambos espacios
respecto de la propiedad de compacidad y compacidad local.

En la primera sección del Caṕıtulo 2 se introduce la noción de p-compacidad
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4 ÍNDICE GENERAL

y p-pseudocompacidad y se presentan algunas propiedades para ellas. A lo
largo de la segunda sección, se aborda el estudio realizado por John Ginsburg
en el art́ıculo atrás indicado, destacando aquellos resultados que involucran a
las potencias de un espacio y al hiperespacio del mismo. En la última sección
de este caṕıtulo, se presentan algunos resultados parciales presentados por J.
Cao, T. Nogura y A. H. Tomita, que en cierto tipo de espacios topológicos
permiten contestar de manera afirmativa a las preguntas de Ginsburg en uno
de sus sentidos.

Finalmente, en el Caṕıtulo 3 se aborda el otro sentido de las preguntas
de Ginsburg, que en el caso de la propiedad de compacidad numerable fue
estudiado por los autores mencionados en el párrafo anterior. En lo refer-
ente a la propiedad de pseudocompacidad, se presenta un estudio de Michael
Hrušák acerca del hiperespacio de ciertos espacios topológicos llamados Es-
pacios de Mwróka-Isbell o Ψ-espacios, que en particular responde la pregunta
de Ginsburg correspondiente a pseudocompacidad en una extensión de ZFC.
Por último, en la tercera sección del caṕıtulo presentamos un ejemplo, en
ZFC, que permite responder la pregunta anterior en la axiomática usual de
Zermelo-Fraenkel más el Axioma de Elección.



NOTACIÓN Y
TERMINOLOGÍA

Las definiciones y propiedades topológicas que se utilizarán en lo subse-
cuente y no se establecen de manera expĺıcita en esta sección o a lo largo del
trabajo, pueden consultarse en [Eng89].

Si X es un espacio topológico y A ⊆ X, denotaremos a la cerradura de A
por clX(A) o bien A si no existe confusión. El interior de A se representará por
intX(A) o int(A).

Si {Xi : i ∈ I} es una familia de espacios topológicos y X =
∏

i∈I Xi es
su producto cartesiano, πj : X → Xj representa la j-ésima proyección de X
para cada j ∈ I.

Si X es un espacio completamente regular, βX representa la compactación
de Čech-Stone de X. En particular, βω es la compactación de (ω, τd), donde
τd es la topoloǵıa discreta para ω.

Utilizaremos letras griegas como α, β, γ, δ, etc., para referirnos a números
ordinales y letras griegas como κ ó θ para referirnos a números cardinales. Si
A es un conjunto bien ordenado, type(A) es el único número ordinal isomorfo
a A. Como es usual, |A| representará la cardinalidad del conjunto A.

SI α es un ordinal infinito, denotaremos por lim(α) a la colección de
ordinales ĺımite menores que α.

Si A es un conjunto y κ es un número cardinal entonces A<κ =
⋃

θ<κ Aθ

y [A]κ = {B ⊆ A : |B| = κ}.
ω1 = ℵ1 representa el primer ordinal no numerable y c = 2ω es la cardi-

nalidad de ℘(ω), el conjunto potencia de ω.

CH es la proposición ℵ1 = c. K. Gödel demostró que CH es consistente
con los axiomas de ZFC y P. J. Cohen demostró años después que la ne-
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gación de CH es también consistente con tales axiomas. Esto es, CH es
independiente de los axiomas de ZFC.

Si F ⊆ ℘(ω), entonces diremos que F es un filtro en ω si:

(i) ∅ /∈ F ,

(ii) si A,B ∈ F entonces A ∩ B ∈ F y

(iii) si A ∈ F y A ⊆ B entonces B ∈ F .

Si para cada A ⊆ ω se cumple que A ∈ F o ω \A ∈ F , diremos que F es un
ultrafiltro en ω.

Similar a lo anterior, se puede establecer la noción de filtro y ultrafiltro
en un espacio topológico dado, los cuales resultan ser una herramienta fun-
damental en el estudio de propiedades topológicas tales como compacidad.

Denotaremos por ω∗ a la colección de ultrafiltros libres de ω. Es decir:

ω∗ = {F ⊆ [ω]ω : F es ultrafiltro en ω y
⋂

F = ∅}.



Caṕıtulo 1

HIPERESPACIOS DE
ESPACIOS TOPOLÓGICOS

Si X es un espacio topológico, denotaremos por 2X a la colección de
subconjuntos cerrados no vaćıos en X.

Definición 1.1. Dado U un subconjunto no vaćıo de X, se definen los si-
guientes subconjuntos en 2X :

1) U+ = {F ∈ 2X : F ⊆ U},

2) U− : {F ∈ 2X : F ∩ X �= ∅}.

Los conjuntos de la forma antes descrita permiten establecer una topoloǵıa
para 2X , conocida como topoloǵıa de Vietoris de 2X y denotada por τV , la
cual es aquella que tiene como subbase a

B = {U+ : U es abierto en X} ∪ {U− : U es abierto en X}.

Por tanto, un abierto básico en τV es de la forma

U+
0 ∩ U−

1 ∩ · · · ∩ U−
n = {F ∈ 2X : F ⊆ U0, F ∩ Uk �= ∅ para k ≤ n}

donde Uk es abierto para todo k ≤ n. Convenimos denotar por 〈U0; U1, · · · , Un〉
al subconjunto anterior.

Se cumple que los abiertos de la forma 〈⋃ {Uk : k ≤ n}; U0, U1, · · · , Un},
los cuales denotaremos únicamente por 〈U0, U1, · · · , Un〉, forman también una
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8 CAPÍTULO 1. HIPERESPACIOS DE ESPACIOS TOPOLÓGICOS

base para τV . A lo largo del presente trabajo utilizaremos indistintamente
abiertos básicos de cualquiera de los dos tipos anteriores.

Nótese que si A ⊆ X es no vaćıo entonces 2X \A+ = (X \A)− y 2X \A− =
(X \ A)+. Aśı en particular, si A es un subconjunto cerrado no vaćıo en X
entonces A+ y A− son cerrados en 2X .

Definición 1.2. Para cada n ∈ ω, se define Fn(X) ⊆ 2X , el cual consiste
de los subconjuntos de X con a lo más n puntos. Se define también Fin(X),
el conjunto de subconjuntos finitos de X; es decir, Fin(X) =

⋃
n∈ω Fn(X).

Si U = 〈U1, · · · , Uk〉 es una vecindad básica en 2X , para cada n ≤ k
podemos elegir xn ∈ Uk. Ocurre entonces que F = {x1, · · · , xk} ∈ U ∩ Fn.
Se muestra aśı que Fin(X) es un subconjunto denso en 2X . En particular, si
X es un espacio separable entonces 2X también lo es, pues en este caso la
colección de subconjuntos finitos del conjunto numerable y denso de X forma
un subconjunto denso en 2X .

Teorema 1.1. Para cada n ∈ ω, sea fn : Xn → Fn(X) definida por

fn(x1, · · · , xn) = {x1, · · · , xn}.
Se cumple que fn es una función continua, cerrada y sobreyectiva. En par-
ticular, X es un subespacio cerrado de 2X .

Demostración. Es fácil ver que fn es sobreyectiva. Demostremos que fn

es continua. Sea F = {x0, · · · , xm} ∈ 2X y sea U = 〈U0, U1, · · · , Uk〉 vecindad
de F . Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que k ≤ m < n. Para
cada i ≤ m es posible encontrar Vi vecindad de xi tal que si j ≤ k y xi ∈ Uj

entonces Vi ⊆ Uj. Sea x = (x1, x2, · · · , xm, xm+1, · · · , xn), donde xq = x0 si
q > m. Es claro que fn(x) = F y V = V1×· · ·×Vm× (V0)

n−m es vecindad de
x. Más aún, fn[V] ⊆ 〈V0, · · · , Vk〉 ⊆ U , de lo cual se sigue que fn es continua
en F . Podemos concluir aśı que fn es continua.

De manera similar se puede verificar que fn es una función cerrada.�

1.1. Compacidad y Axiomas de Separación

de 2X

Como se mencionó en la introducción del trabajo, nuestro objetivo es
presentar las relaciones existentes entre un espacio y su hiperespacio respecto
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de ciertas propiedades, como la propiedad de compacidad y algunas otras más
débiles. Antes de abordar tal propósito, conviene establecer la relación entre
los espacios en cuestión respecto de propiedades más elementales, como son
aquellas determinadas por los axiomas de separación o incluso la propiedad
de metrizabilidad. En lo que se refiere a esta última, es claro que si un espacio
X cumple que su hiperespacio es metrizable entonces, como consecuencia del
teorema anterior, él también es metrizable. Por otro lado, si X es compacto,
además de ser metrizable, será posible definir una métrica que genera la
topoloǵıa de Vietoris de 2X , con lo cual 2X será metrizable. El solicitar que
nuestro espacio X sea compacto es motivado en cierto sentido por el hecho
de que los abiertos básicos en 2X están determinados sólo por una cantidad
finita de abiertos en X.

Definición 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Def́ınase entonces
dX : 2X × 2X → R, dada por:

dX(A,B) = máx{d∗(A,B), d∗(B,A)},

donde d∗(A,B) = inf{ε > 0 : B ⊆ ⋃
a∈A Bε(a)} y d∗(B, A) = inf{ε > 0 : A ⊆⋃

b∈B Bε(b)}.

Es fácil verificar que la función anterior es una métrica para 2X , la cual
se conoce como métrica de Hausdorff.

Proposición 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces τd, la
topoloǵıa determinada por la métrica de Hausdorff en 2X , es equivalente a la
topoloǵıa de Vietoris.

Demostración. Sean F ∈ 2X y U = 〈U0, · · · , Un〉 vecindad de F . Esto
implica que F ⊆ ⋃

i≤n Ui y F ∩ Ui �= ∅ para cada i ≤ n. Para cada x ∈ F
es posible encontrar εx > 0 tal que si k ≤ n es tal que x ∈ Uk entonces
Bεx ⊆ Uk ⊆ ⋃

i≤n Ui. Se sigue entonces que

F ⊆
⋃
x∈F

B εx
2
(x) ⊆

⋃
x∈F

Bεx(x) ⊆
⋃
i≤n

Ui.

Dado que F es compacto, existen x0, · · · , xk ∈ F con F ⊆ ⋃
i≤k B εxi

2
(xi).

Sea ε = mı́n{εxi
2

: i ≤ k}. Veamos que Bε(F ) ⊆ U . Sea Y ∈ 2X tal que

dX(F, Y ) < ε. Esto es, d∗(F, Y ) < ε y d∗(Y, F ) < ε, lo cual implica que
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Y ⊆ ⋃
x∈F Bε(x) y F ⊆ ⋃

y∈Y Bε(y). En particular si y ∈ Y , existe x ∈ F
tal que y ∈ Bε(x), i.e. d(x, y) < ε. Dado que x ∈ F , existe m ≤ k tal que
x ∈ B εxm

2
(xm), i.e. d(x, xm) < εxm

2
, obteniendo aśı que

d(xm, y) ≤ d(xm, x) + d(x, y) < εxm
2

+ ε ≤ εxm ,

de lo cual se concluye que y ∈ ⋃
i≤n Ui. Hemos probado que Y ⊆ ⋃

i≤n Ui.

Veamos ahora que para cada i ≤ n, Y ∩ Ui �= ∅. Sea i ≤ n y eĺıjase
x ∈ F ∩ Ui. Lo anterior implica que B εx

2
⊆ Ui. Dado que F ⊆ ⋃

y∈Y Bε(y),
existe y ∈ Y tal que x ∈ Bε(y), es decir d(y, x) < ε ≤ εx

2
. Por lo tanto

y ∈ B εx
2
(x) ⊆ Ui y aśı y ∈ Y ∩ Ui. Se concluye entonces que Y ∈ U , con lo

cual F ∈ Bε(F ).

Por otro lado, supongamos que F ∈ 2X y sea ε > 0. Como F es compacto,
existen x0, · · ·xn ∈ F tal que F ⊆ ⋃

i≤n B ε
4
(xi). Para cada i ≤ n sea Ui =

B ε
4
(xi) y sea

U = 〈U0, U1, · · · , Un〉.
Es claro que F ∈ U . Probemos ahora que U ⊆ Bε(F ), con lo cual habremos
concluido la demostración.

Sea Y ∈ U , entonces Y ⊆ ⋃
i≤n B ε

4
(xi) ⊆

⋃
x∈F B ε

4
(x), de lo cual se sigue

que d∗(F, Y ) ≤ ε
2
. Ahora, si x ∈ F entonces existe i ≤ n tal que x ∈ Ui.

Dado que U es vecindad de Y , existe y ∈ Y con d(xi, y) < ε
4
, de lo cual se

sigue que d(x, y) < ε
2
. Esto último implica que x ∈ B ε

2
(y). Hemos probado

aśı que F ⊆ ⋃
y∈Y B ε

2
(y) y por tanto d∗(Y, F ) ≤ ε

2
. �

El siguiente resultado establece la relación existente entre un espacio y
su hiperespacio respecto de los Axiomas de Separación, excepto la propiedad
de normalidad del hiperespacio. Esta última se abordará más adelante pues
se requerirán antes algunos resultados auxiliares.

Teorema 1.2. Sea X un espacio topológico, entonces:

(1) 2X es un espacio T0,

(2) Si X es un espacio T1 entonces 2X es T1,

(3) 2X es Hausdorff si y sólo si X es regular,

(4) 2X es regular si y sólo si 2X es completamente regular,

(5) 2X es completamente regular si y sólo si X es normal.
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Demostración. Sean F,G ∈ 2X tales que F �= G. Sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que F \G �= ∅. Entonces F ∈ (X \G)− y G /∈ (X \G)−.
Se verifica aśı (1).

Supongamos ahora que X es T1. Sean F y G cerrados distintos en X
y supongamos que x ∈ F \ G. Luego, para verificar (2), basta elegir U =
(X \ G)− y V = (X \ {x})+.

Supongamos que ahora 2X es Hausdorff. Sean F ⊆ X cerrado y x ∈ X
tales que x /∈ F .

Considérense los subconjuntos cerrados F y F ∪ {x}. Entonces existen
U = 〈U0, U1, . . . , Un〉 y V = 〈V0, V1, . . . , Vm〉 abiertos ajenos en 2X tales que
F ∈ U y F ∪ {x} ∈ V . Nótese que F ⊆ V0, lo cual implica que existe
j ∈ {0, . . . , m} tal que (F ∪ {x}) ∩ Vj = {x}.

Por otro lado, como (F ∪ {x}) ∩ Uk �= ∅ para todo k ≤ n, entonces
x /∈ ⋃ {Uk : k ≤ n}.

Sean U =
⋃ {Uk : k ≤ n} y V =

⋂{Vj : (F ∪{x})∩Vj = {x}}. Se cumple
que F ⊆ U , x ∈ V y U ∩ V = ∅. Esto prueba que X es regular.

Supongamos que X es regular y sean F , G subconjuntos cerrados en X
tal que F �= G. Sin pérdida de generalidad supongamos que existe x ∈ F \G.

Como X es regular entonces existen U y V subconjuntos abiertos ajenos
en X, tales que x ∈ U y G ⊆ V . Nótese que U+ y V − son abiertos ajenos
en 2X tales que F ∈ U− y G ∈ V +. Esto prueba que 2X es Hausdorff y se
verifica aśı (3).

Para demostrar (4) y (5) basta probar que 2X regular implica X normal
y X normal implica 2X completamente regular.

Veamos primero que la regularidad de 2X implica la normalidad de X.
Sean A cerrado en X y U abierto en X tales que A ⊆ U . Se cumple que U+

es una vecindad abierta de A; por tanto, existe una vecindad abierta V =
〈V1, . . . , Vn〉 de A tal que A ⊆ 〈V1, . . . , Vn〉 ⊆ 〈V1, . . . , Vn〉 ⊆ U+. Afirmamos
que 〈V1, . . . , Vn〉 = V , donde 〈V1, . . . , Vn〉 está definido como en el caso de los
abiertos básicos de 2X .

En efecto, nótese que 〈V1, . . . , Vn〉 = (
⋃i=n

i=1 Vi )+ ∩ (V1)
− ∩ · · · ∩ (Vn)−

y por tanto es cerrado. Luego, dado que V ⊆ 〈V1, . . . , Vn〉, se concluye que
V ⊆ 〈V1, . . . , Vn〉.

Por otro lado, sea F ∈ 〈V1, . . . , Vn〉 y considérese W = 〈W1, . . . , Wm〉,
vecindad abierta de F . Demostremos que W ∩ V �= ∅.
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Sea x1 ∈ F ∩ W1. Entonces, dado que F ⊆ ⋃j=m
j=1 Vj, existe j1 tal que

x1 ∈ Vj1 , lo cual implica que W1 ∩ Vj1 �= ∅. Eĺıjase y1 ∈ W1 ∩ Vj1 .

Sea x2 ∈ W2 ∩ F . Existe j2 ∈ {1, . . . , n} tal que W2 ∩ Vj2 �= ∅. Eĺıjase
y2 ∈ W2∩Vj2 y aśı sucesivamente para todo k ≤ m. De esta forma se obtiene
que {y1, · · · , ym} ∈ W .

Si ocurre que {y1, · · · , ym} ∈ V , hemos concluido la demostración de la
afirmación. En otro caso, eĺıjase z1 ∈ V1 ∩ F . Entonces existe l1 tal que
z1 ∈ Wl1 , lo cual implica que V1 ∩ Wl1 �= ∅. Eĺıjase m1 ∈ V1 ∩ Wl1 y suce-
sivamente eĺıjanse mk ∈ Vk ∩ Wlk , para k ∈ {1, · · · , n}. Se cumple que
{y1, · · · , ym,m1, . . . , mn} ∈ V ∩ W . Por lo tanto, F ∈ V, con lo cual se
demuestra la afirmación.

Consecuentemente, A ∈ 〈V1, · · · , Vn〉 ⊆ U+. Por último, sea V =
⋃i=n

i=1 Vi.
Entonces A ⊆ V y V ⊆ U , lo cual implica que X es normal.

Finalmente, probemos que si X es normal entonces 2X es completamente
regular. Sea F0 ∈ 2X y W = 〈V1, · · · , Vn〉 vecindad de F0. Como X es normal,
existe f : X → [0, 1] continua tal que f [F0] = {0} y f [X \ ⋃i=n

i=1 Vi] = {1}.
Sea f− : 2X → [0, 1] definida por f−(F ) = inf

x∈F
f(x). Probemos que f− es

continua.

Sea F ∈ 2X y sea ε > 0. Existe x1 ∈ F tal que f(x1) < f−(F ) + ε. Por la
continuidad de f , existe U1 vecindad abierta de x1 tal que x1 ∈ U1 y

f [U1] ⊆ (f−[F ] − ε, f−[F ] + ε).

Sea t = f−(F ) − ε
2
. Def́ınase W = U+

1 ∩ (X \ f−1[[0, t)])−.

Si G ∈ U−
1 entonces G ∩ U1 �= ∅, lo cual implica que f−(G) < f−(F ) + ε.

Si G ∈ (X \ f−1[[0, t)])− entonces f [G] ⊆ (t, 1], lo cual implica que f−(G) >
f−(F )−ε. Por lo tanto, f−[W ] ⊆ (f−(F )−ε, f−(F )+ε). Se establece aśı que
f− es continua.

Por otro lado, para cada j ∈ {1, · · · , n} eĺıjase pi ∈ F0 ∩ Vi. Sea gi : X →
[0, 1] continua tal que gi(pi) = 1 y gi(X \Vi) = {0}. Para cada j ∈ {1, · · · , n}
sea g+

i : 2X → [0, 1] definida como g+
i (F ) = sup

x∈F
gi(x).

Similar a f−, se prueba que g+
i es continua, para todo i. Se cumple que

h = f−g+
1 · · · g+

n es una función continua tal que h(F0) = 0 y h[2x\W ] = {1}.
Por lo tanto, 2X es completamente regular. �
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Para concluir esta sección presentamos el resultado de Michael-Vietoris
que establece la equivalencia entre un espacio y su hiperespacio respecto de
la propiedad de compacidad.

Teorema 1.3. Sea X un espacio regular. Entonces X es compacto si y sólo
si 2X lo es.

Demostración. Como X es regular entonces 2X es Hausdorff. Luego,
dado que X es un subconjunto cerrado de 2X y 2X es compacto, X es com-
pacto.

Supongamos por otro lado que X es compacto y probemos que 2X lo es.
Para esto nos valdremos del Lema de Alexander (vease por ejemplo [Kur66])
y demostraremos que toda cubierta abierta de 2X que consta de elementos
subbásicos, tiene una subcubierta finita. Sea B = U ∪V una cubierta abierta
de 2X , donde U = {U+

i : i ∈ I} y V = {V −
j : j ∈ J}.

Nótese que {x} ∈ 2X para cada x ∈ X y aśı {Ui : i ∈ i} ∪ {Vj : j ∈ J}
es una cubierta abierta de X. Considérese F = X \ ⋃

j∈J Vj. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que F �= ∅. Ocurre que F ∩ Vj = ∅ para todo
j ∈ J . Luego, dado que B es cubierta de 2X , existe i0 ∈ I tal que F ∈ U+

i0
;

es decir, F ⊆ Ui0 . Por otro lado, X \ Ui0 es un subconjunto cerrado en X
y por tanto compacto. Dado que X \ Ui0 ⊆ ⋃

j∈J Vj, existen j0, · · · , jn ∈ J

tales que X \ Ui0 ⊆
⋃

k≤n Vjk
. Afirmamos que C = {U+

i0
, V −

j0
, · · · , V −

jn
} es una

subcubierta de 2X .

En efecto, si G ∈ 2X es tal que G /∈ U+
i0

entonces G∩(X \Ui0) �= ∅, lo cual
implica que G ∩ Vjk

�= ∅ para algún k ≤ n. Se sigue entonces que G ∈ V −
jk

y
aśı C es subcubierta de 2X . �

1.2. Propiedad de normalidad de 2X.

Obsérvese que si ocurre que 2X es normal entonces X también lo es, por
el hecho de ser un subconjunto cerrado de 2X . Basta entonces estudiar lo
referente a la normalidad de 2X .

Lema 1.1. [Kee70] Si X es un espacio discreto infinito de cardinalidad κ,
entonces 2X tiene un subconjunto denso de cardinalidad κ y un subconjunto
cerrado discreto de cardinalidad 2κ.
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Demostración. Sabemos que Fin(X) es denso en 2X y |Fin(X)| = |X| =
κ. Basta demostrar entonces la última afirmación del lema; para esto, sea X =
X0 ∪ X1 unión disjunta de X tal que |Xi| = κ para i < 2 y sea fi : X → Xi

una función biyectiva. Def́ınase F : 2X → 2X por F (A) = f0(A)∪f1(X \A) y
sea C = {F (A) : A ⊆ X}. Note que F está bien definida por ser X discreto.

Dado A ⊆ X, se cumple que UA = A+ es un abierto en 2X tal que
UA ∩ C = {F (A)}. En efecto, pues dado B ⊆ X, F (B) ⊆ F (A) si y sólo si

f0(B) ⊆ f0(A) y f1(X \ B) ⊆ f1(X \ A),

pero lo anterior implica que B ⊆ A y X \ B ⊆ X \ A, de lo cual se concluye
que B = A. Por lo tanto, C es discreto.

Por otro lado, para demostrar que C es cerrado, si B ∈ 2X y B /∈ C
entonces f−1

0 (B ∩X0)∪ f−1
1 (B ∩X1) �= X ó f−1

0 (B ∩X0)∩ f−1
1 (B ∩X1) �= ∅,

pues en otro caso B = F (f−1
0 (B ∩ X0)).

Si ocurre que f−1
0 (B ∩ X0) ∪ f−1

1 (B ∩ X1) �= X, sean U = B+ y D ∈ U .
Asumamos que D = f0(U) ∩ f1(X \ U), para algún U ⊆ X. Entonces

f0(U) ⊆ B ∩ X0 y f1(X \ U) ⊆ B ∩ X1,

lo cual implica que U ⊆ f−1
0 (B∩X0) y X \U ⊆ f−1

1 (B∩X1). Pero lo anterior
es una contradicción. Por tanto, D /∈ C y aśı B /∈ cl2X (C).

Si ocurre por otro lado que x ∈ f−1
0 (B ∩ X0) ∩ f1−1(B ∩ X1), sea U =

({f0(x)})−∩({f1(x)})−. Es claro que U es vecindad de B. Ahora, si probamos
que U ∩C = ∅ podremos concluir que B /∈ cl2X (C). Sea D ∈ U y supongamos
que D ∈ C, digamos D = f0(U) ∪ f1(X \ U) para algún U ⊆ X. Dado
que f0(x) ∈ D entonces f0(x) ∈ f0(U), de lo cual se sigue que x ∈ U .
Similarmente, como f1(x) ∈ D entonces f1(x) ∈ f1(X \ U), lo cual implica
que x ∈ X \ U , lo cual es una contradicción.

Se prueba aśı que C es cerrado y discreto. Como F es una inyección
entonces |C| = 2κ. �

Teorema 1.4. [Kee70] Si X es un espacio infinito y discreto, entonces 2X

no es normal.

Demostración. Sea κ = |X|. Entonces 2X tiene un subconjunto denso de
cardinalidad κ, lo cual implica que existen a lo más 2κ funciones continuas con
valores reales en 2X . Por el lema anterior, 2X tiene un subconjunto discreto y
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cerrado C de cardinalidad 2κ. Luego, si 2X fuera normal entonces, extendiendo
la función caracteŕıstica respecto de cada elemento de C a 2X , se obtienen
al menos 22κ

funciones continuas, lo cual es una contradicción. Esto prueba
que 2X no es normal.�

Definición 1.4. Un espacio X es numerablemente compacto si toda cubierta
abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Es claro que todo espacio compacto es numerablemente compacto. Se
cumple que un espacio X es numerablemente compacto si y sólo si todo
subconjunto infinito (numerable) de X tiene un punto de acumulación. Por
tanto, si un espacio X no es numerablemente compacto, existe F ⊆ X sub-
conjunto infinito, cerrado y discreto, lo cual implica que 2F es cerrado en 2X .
El resultado anterior garantiza que 2F no es normal y por tanto 2X tampoco
lo es. Esto es, la normalidad de 2X implica la compacidad numerable de X.

En la clase de espacios métricos se presenta la equivalencia entre com-
pacidad numerable y compacidad. De lo anterior se puede concluir que el
rećıproco de la Proposición 1.1 es cierto; es decir si 2X es metrizable en-
tonces X es metrizable y compacto.

Definición 1.5. Dado un espacio X, diremos que x ∈ X es un punto de
acumulación de la sucesión {An : n ∈ ω} de subconjuntos de X si para toda
vecindad U de x se cumple que |{n ∈ ω : U ∩ An �= ∅}| = ω.

Diremos que {An : n ∈ ω} es una sucesión discreta de subconjuntos en X
si para cada n ∈ ω, existe Un subconjunto abierto de X tal que Un ∩An �= ∅
y Un ∩ Am = ∅ si n �= m.

Definición 1.6. Un espacio X es pseudocompacto si toda colección de sub-
conjuntos abiertos de X tiene un punto de acumulación.

La definición usual de pseudocompacidad, la cual difiere de la anterior,
requiere que el espacio en cuestión sea completamente regular. Para poder ex-
tender tal propiedad para espacios que no necesariamente cumplan la condi-
ción de ser Tychonoff, convenimos utilizar la definición anterior que, como lo
muestra el siguiente resultado, es una generalización de la definición usual.
La demostración de la siguiente proposición se puede consultar en [Eng89].

Proposición 1.2. Un espacio completamente regular X es pseudocompacto
si y sólo si toda función continua f : X → R es acotada.
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En lo que corresponde a hiperespacios de espacios topológicos, el com-
portamiento es como el que se indica en el resultado anterior; esto es, se
presenta la equivalencia entre las dos caracterizaciones establecidas de pseu-
docompacidad.

Proposición 1.3. Sea X un espacio completamente regular. Entonces 2X es
pseudocompacto si y sólo si toda función continua f : 2X → R es acotada.

Demostración. Supongamos que 2X no es pseudocompacto. Entonces
existe una sucesión {Un : n ∈ ω} de subconjuntos abiertos básicos en 2X sin
algún punto ĺımite en 2X . Para cada n ∈ ω, sea

Un = 〈U0,n, ; U1,n, · · · , Ukn,n〉,

donde U0,n =
⋃kn

i=1 Ui,n. Eĺıjase xn,m ∈ Um,n para n ∈ ω y 1 ≤ m ≤ kn.
Def́ınase ahora Fn = {xm,n : m ≤ kn} para cada n ∈ ω. Dado que X es
completamente regular y Fn es un subconjunto finito de U0,n para cada n ∈ ω,
existe fn : X → [0, 1] función continua tal que f [Fn] = {1} y fn[X \ U0,n] =
{0}. Similarmente, dados n ∈ ω y 1 ≤ m ≤ kn, existe gm,n : X → [0, 1]
continua tal que gm,n(xm,n) = 1 y gm,n[X \ Um,n] = {0}. Para cada n ∈ ω
y m ∈ {1, · · · , kn}, def́ınanse f−

n : 2X → [0, 1] y gm,n : 2X → [0, 1] por
f−

n (F ) = inf{fn(x) : x ∈ F} y gm,n(F ) = sup{gm,n(x) : x ∈ F}. Como
en la demostración de (5) del Teorema 1.2, se verifica que tales funciones
son continuas en 2X . Ahora, para cada n ∈ ω sea hn : 2X → [0, 1], donde
hn = f+

n · g+
1,n · . . . · g+

kn,n. Nótese que hn es continua, hn(Fn) = 1y hn[2X \Un].

Por último, def́ınase h : 2X → [0, 1] dada por h(F ) =
∑

n∈ω n · hn(F ).
Por hipótesis, {Un : n ∈ ω} no tiene puntos ĺımite, lo cual garantiza que
cada F ∈ 2X tiene una vecindad que intersecta únicamente a una cantidad
finita de Un’s. Por tanto, de manera local, h se comporta como suma finita de
funciones continuas. Luego, h es continua en 2X . Más aún, h es no acotada.�

Recordemos que aún falta establecer la relación existente entre un espacio
y su hiperespacio respecto de la propiedad de normalidad. Hasta ahora hemos
presentado únicamente algunos resultados parciales. El objetivo será mostrar
que la normalidad de 2X implica la compacidad de X. Para poder desarrollar
la demostración de lo anterior, la cual se debe a Veličko [Vel76], presentamos
antes algunos resultados auxiliares, todos ellos obtenidos por Keesling [Kee2].

Lema 1.2. Supóngase que Xn tiene un subconjunto B = {xi : i ∈ ω} nu-
merable cerrado y discreto, donde xi = (xi

1, · · · , xi
n) para cada i ∈ ω, y una

colección {Ui : i ∈ ω} de subconjuntos abiertos que cumplen:
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(1) Para cada i ∈ ω, xi
j �= xi

k si j �= k,

(2) xi ∈ Ui para todo i ∈ ω y

(3) para cada subsucesión B′ = {xij : j ∈ ω} de B y cada proyección πk,
clX(πk[B

′]) no es compacto.

Entonces existen una subsucesión B′ = {xij : j ∈ ω} de B y una colección
{V j

k : k = 1, · · · , n, j ∈ ω} de subconjuntos abiertos en X tales que :

(a) V i
h ∩ V j

k = ∅ si (i, h) �= (j, k),

(b) xij ∈ V j
1 × · · · × V j

n ,

(c) V j
1 × · · · × V j

n ⊆ Uij .

Demostración. Sea B = {xi : i ∈ ω} ⊆ Xn tal que satisface las hipótesis
dadas y sea xi0 = x0. Sea O0

1 una vecindad abierta de x0
1 tal que {x ∈ B :

(∀k ∈ {1, · · ·n})(πk(x) /∈ O0
1)} es infinito. Nótese que tal vecindad existe por

la propiedad (3) de las hipótesis del lema. Más aún, por la propiedad (1)

podemos suponer que x0
j /∈ O0

1 si 2 ≤ j ≤ n. Sea

B1 = {x ∈ B : (∀k ∈ {1, · · ·n})(πk(x) /∈ O0
1)}.

Similar a lo anterior, como consecuencia de (1) y (3) de las hipótesis,

sea O0
2 vecindad de x0

2 tal que {x ∈ B1 : (∀k ∈ {1, · · ·n})(πk(x) /∈ O0
2)} es

infinito, x0
j /∈ O1

2 para j �= 2 y además O0
2 ∩ O0

1 = ∅. Sea

B2 = {x ∈ B1 : (∀k ∈ {1, · · ·n})(πk(x) /∈ O0
2)}.

Nótese que si x ∈ B2 entonces x ∈ B1 y aśı también πk(x) /∈ O0
1.

Continuando inductivamente este proceso, obtenemos una colección de
conjuntos infinitos {B1, · · · , Bn} y otra de conjuntos abiertos {O0

1, · · · , O0
n},

que cumplen:

(a) O0
i ∩ O0

j = ∅ si i �= j,

(b) x0
j ∈ O0

j para j = 1, · · · , n,

(c) Bj = {x ∈ Bj−1 : (∀k ∈ {1, · · · , n})(∀q ∈ {1, · · · , j})(πk(x) /∈ O0
q)} ∪

{x0}.
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Sean {V 0
1 , · · · , V 0

n } familia de subconjuntos abiertos en X tal que para

cada j ∈ {1, · · · , n}, x0
j ∈ V 0

j ⊆ V 0
j ⊆ O0

j y V 0
1 × · · · × V 0

n ⊆ U0, donde U0 es

como en (2) de las hipótesis. Ahora, sean C0 = Bn\{x0} y X0 = X \⋃i=n
i=1 O0

i .

Afirmamos que C0 ⊆ [intXX0]
n.

Nótese que intX [X \ ⋃i=n
i=1 O0

i ] = X \ ⋃i=n
i=1 O0

i . Luego, si x ∈ Bn \ {x0},
entonces πk(x) /∈ O0

i para k = 1, · · · , n y i = 1, · · · , n, lo cual implica que

πk(x) ∈ X \ ⋃i=n
i=1 O0

i . Por tanto, C0 ⊆ [X \ ⋃i=n
i=1 O0

i ]
n = [intXX0]

n.
Sea i1 = mı́n{i ∈ ω : xi ∈ C1}. Repitiendo la construcción anterior,

ahora respecto a i1, se pueden obtener conjuntos abiertos de intXX0, y por
tanto abiertos de X, {O1

1, · · · , O1
n}, {V 1

1 , · · · , V 1
n }, aśı como una subsucesión

infinita C1 de C0 tal que:
(a) xi1

j ∈ V 1
j ⊆ V 1

j ⊆ O1
j para todo j,

(b) V 1
1 × · · · × V 1

n ⊆ Ui1 ,
(c) C1 ⊆ [intXX1]

n, donde X1 = X0 \
⋃i=n

i=1 O1
i .

Sea i2 = mı́n{i ∈ ω : xi ∈ C1}. Continuando este proceso de manera
inductiva obtenemos una subsucesión B′ = {xij : j ∈ ω} de B y una colección
de conjuntos abiertos {V j

k : k = 1, · · · , n; j ∈ ω}, las cuales satisfacen la
conclusión del lema. �

La demostración del siguiente resultado se presenta en [Eng89] :

Teorema 1.5. El producto Cartesiano X×Y de un espacio pseudocompacto
X y un espacio compacto Y es pseudocompacto.

Proposición 1.4. Si Xn no es pseudocompacto, entonces existe una colec-
ción de conjuntos {U i

k : k = 1, · · · , n; i ∈ ω} abiertos no vaćıos en X tal que

U i
k ∩U j

l = ∅ si (i, k) �= (j, l) y si Oi = U i
1 × · · · ×U i

n entonces {Oi : i ∈ ω} es
una colección discreta en Xn.

Demostración. Lo haremos por inducción sobre n. Es claro que si n = 1,
la proposición es cierta. Supongamos que n > 1 y consideremos los siguientes
casos:

(i) Si Xn−1 no es pseudocompacto, por hipótesis inductiva se obtiene
una familia de conjuntos {U i

k : 1 ≤ k < n, i ∈ ω}, los cuales satisfacen la
conclusión de la proposición para Xn−1.

Def́ınase {V i
j : j = 1, · · · , n; i ∈ ω} tal que V i

j = U2i
j si j = 1, · · · , n − 1

y V i
n = U2i+1

1 . Es claro que si (i, k) �= (j, l) entonces V i
j ∩ V j

l = ∅. Además si
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U es un abierto en Xn−1 tal que Oi ∩ U �= ∅ y Oj ∩ U = ∅ si j �= i, donde
Oj = V j

1 × · · · × V j
n−1 para todo j ∈ ω, entonces U × X es un abierto en Xn

tal que (Oi × V i
n) ∩ (U × X) �= ∅ y (Oj × V j

n ) ∩ (U × X) = ∅ si j �= i. Por lo
tanto, {V i

j : i ∈ ω, 1 ≤ j ≤ n} satisface la conclusión de la proposición.

(ii)Xn−1 es pseudocompacto. Como Xn no es pseudocompacto entonces
existe una sucesión discreta de conjuntos abiertos {Ui : i ∈ ω}. Considérese
B = {xi : i ∈ ω} una sucesión en Xn tal que xi ∈ Ui para cada i ∈ ω.

Veamos que es B cumple las condiciones del Lema 1.2. Supongamos que
existe k ∈ ω tal que clX(πk[B

′]) es compacto, para alguna subsucesión B′ =
{xil : l ∈ ω} de B. Entonces el teorema anterior garantiza que clX(πi[B

′]) ×
Xn−1 es pseudocompacto y además contiene a B′. Se cumple entonces que
{Ui ∩ (clX(πi[B

′])×Xn−1) : i ∈ ω} es una sucesión discreta de subconjuntos
abiertos no vaćıos en clX(πi[B

′])×Xn−1, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto B y {Ui : i ∈ ω}} cumplen (2) y (3) del Lema 1.2.

Por otro lado, dados j, k ∈ {1, · · · , n}, def́ınase Xj,k = {(x1, · · · , xn) :
xj = xk} y sea A =

⋃
j �=k Xj,k. Para cada j, k ∈ {1, · · · , n}, Xj,k

∼= Xn−1, lo
cual implica que Ui ∩ A = ∅ para todo i ∈ ω, excepto una cantidad finita,
pues en otro caso existiŕıan j y k tal que |{Ui : i ∈ ω} ∩ Xj,k| = ω, con lo
cual Xn−1 no seŕıa pseudocompacto.

De esta forma, eliminando aquellos conjuntos no ajenos con A si es nece-
sario, podemos suponer que B ⊆ Xn \A y por tanto B satisface la condición
(1) de lema anterior.

Sean {V i
k : k = 1, · · · , n; j ∈ ω} y B′ tales que satisfacen la conclusión

del Lema 1.2. Entonces, definiendo para cada i ∈ ω Oi = V i
1 × · · · × V i

n, se
obtiene que {Oi : i ∈ ω} satisface la conclusión de la proposición.�

Por el Teorema 1.1 sabemos que para cada n ∈ ω, la función fn : Xn →
Fn(X) definida por fn((x1, · · · , xn)) = {x1, · · · , xn} es continua y cerrada.
Se puede verificar también que fn � (Xn \ A) es una función abierta sobre
Fn(X) \ Fn−1(X), donde A es como en la demostración de la proposición
anterior.

Podemos entonces relacionar el producto finito de un espacio, digamos
Xn, con la colección de sus subconjuntos con a lo más puntos n puntos,
con lo cual es natural preguntarse que relación existe entre ellos respecto
a la propiedad de pseudocompacidad. El siguiente resultado responde a esa
pregunta.
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Teorema 1.6. Para cada n ∈ ω, Fn(X) es pseudocompacto si y sólo si Xn

lo es.

Demostración. Si Xn es pseudocompacto entonces Fn lo es, pues tal
propiedad se preserva bajo funciones continuas.

Supongamos ahora que Xn no es pseudocompacto. Considérese la familia
{U i

k : k = 1, · · · , n; i ∈ ω} tal que satisface las propiedades de la Proposición
1.4. Para cada i ∈ ω, sea Oi = U i

1 × · · · × U i
n. Entonces Oi ∈ Xn \ A para

cada i ∈ ω y se sigue entonces que {fn[Oi] : i ∈ ω} es una colección discreta
de conjuntos abiertos no vaćıos en Fn(X). Se concluye entonces que Fn(X)
no es pseudocompacto. �

Resulta ahora natural preguntarse acerca de lo que ocurre en el caso infini-
to. Esto es: ¿Existirá alguna relación entre el producto infinito (numerable)
de un espacio y su hiperespacio respecto de la propiedad de pseudocompaci-
dad? Esta pregunta fue establecida por J. Ginsburg [Gin75]. Abordaremos
más adelante este caso.

La demostración del siguiente resultado se puede consultar en [Eng89].

Proposición 1.5. Sean X e Y espacios completamente regulares tales que
X × Y es pseudocompacto. Entonces β(X × Y ) = βX × βY .

Teorema 1.7. Sea n ≥ 2 y sea X un espacio normal. Entonces βFn(X) =
Fn(βX) si y sólo si Fn(X) es pseudocompacto.

Demostración. Supongamos que Fn(X) es pseudocompacto. Por el teo-
rema anterior, Xn es pseudocompacto y aśı, dado que cualquier función con-
tinua f : Xn−1 → R tiene una extensión continua a Xn, se sigue que Xn−1

es pseudocompacto. Luego, por la Proposición 1.5, β(Xn) = (βX)n.

Sea f : Fn(X) → [0, 1] una función continua arbitraria y considérese
F : Xn → [0, 1] tal que F = f ◦ fn, donde fn : Xn → Fn(X) es como antes.

Se cumple que F tiene una extensión F ∗ : (βX)n → [0, 1]. Ahora, sea
f ∗

n : (βX)n → Fn(βX) dada por f∗
n((x1, · · · , xn)) = {x1, · · · , xn}. Es claro

que f ∗
n es una extensión de fn. Más aún, f ∗

n es una función cociente, por ser
cerrada y sobreyectiva.

Si probamos que F ∗ es constante en (f∗
n)−1[{x}] para cada x, entonces

f ∗ := F ∗ ◦ (f∗
n)−1 será una función continua y extensión de f a Fn(βX) y

por tanto, Fn(βX) = β(Xn). Probemos entonces que F ∗ es constante sobre
cada (fn∗)−1[{x}].
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Sea x = {x1, · · · , xk} ∈ Fn(βX), donde xi �= xj si i �= j. Sean y =
(y1, · · · , yn), z = (z1, · · · , zn) ∈ (βX)n tales que f ∗

n(y) = f∗
n(z) = x.

Es posible construir una red {{xα
1 , · · · , xα

k} : α ∈ I} en Xn que converge
a x en Fn(βX) tal que xα

i → xi y xα
i �= xα

j si i �= j. Si zi = xj entonces sea
zα

i = xα
j y similarmente sea yα

i = xα
j si yi = xj. Entonces

(yα
1 , · · · , yα

n) → y y (zα
1 , · · · , zα

n) → z.

Por lo tanto, F ∗((yα
1 , · · · , yα

n)) → F ∗(y) y F ∗((zα
1 , · · · , zα

n)) → F ∗(z), lo
cual implica que F ∗(y) = F ∗(z), pues para todo α ∈ I, F ∗((yα

1 , · · · yα
n)) =

F ∗((zα
1 , · · · zα

n)).

Supongamos ahora que Fn(X) no es pseudocompacto, lo cual implica
que Xn no lo es. Sea {U i

k : k = 1, · · · , n; i ∈ ω} como en la Proposición 1.4.
Para cada i ∈ ω, sea Ui = 〈U i

1, · · · , U i
n〉 ∩ Fn(X) = fn[U i

1 × · · · × U i
n]. Se

cumple que {Un : n ∈ ω} es una colección discreta de conjuntos abiertos en
Fn(X). Para cada i ∈ ω, eĺıjase Bi ∈ Ui. Sea f : Fn(X) → [0, 1] tal que
f [{Bi : i ∈ ω}] = {1} y f [Fn(X) \ ⋃

i∈ω Ui] = {0}. Probemos que ninguna
extensión de f a Fn(βX) es continua, con lo cual β(Fn(X)) será diferente de
Fn(βX).

Sea B0 un punto ĺımite de {Bi : i ∈ ω} en Fn(βX) y sea

U = 〈U1, · · · , Um〉 ∩ Fn(βX)

una vecindad de B0 en Fn(βX). Podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que m = n. Sean i1, i2 ∈ ω tales que Bi1 , Bi2 ∈ U y Bi1 �= Bi2 . Def́ınase
B = {p1, · · · , pn}, donde pj ∈ Bi1 ∩ Uj para j impar y pj ∈ Bi2 ∩ Uj para j
par. Luego, B ∈ U ; por otro lado, B /∈ ⋃

i∈ω Ui.
Por tanto, {0, 1} ⊆ f ∗[U ] para toda vecindad U de B0 en Fn(βX). Esto

confirma que f no tiene una extensión continua y se prueba aśı que Fn(βX) �=
βFn(X). �
Lema 1.3. Si X es un espacio normal y {F0, · · · , Fk} es una colección finita
de subconjuntos cerrados de X, entonces⋂

i≤k

clβX(Fi) = clβX(
⋂
i≤k

Fi).

Demostración. Basta demostrarlo para dos conjuntos cerrados F0 y F1.
Es claro que clβX(F0 ∩ F1) ⊆ (clβXF0 ∩ clβXF1). Supongamos ahora que

x ∈ (clβX(F0) ∩ clβX(F1)) \ clβX(F0 ∩ F1).
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Sea V una vecindad abierta de x en βX tal que clβX(V )∩ clβX(F0 ∩F1) = ∅.
Sea Ai = Fi ∩ clX(V ∩X) para i ∈ 2. Como x ∈ clβX(F0)∩ clβX(F1) entonces
x ∈ clβX(A0) ∩ clβX(A1).

Por otro lado, dado que clX(V )∩(F0∩F1) = ∅, se cumple que A0∩A1 = ∅.
Nótese que A0 y A1 son cerrados en X, lo cual implica, por la normalidad de
X, que clβX(A0) ∩ clβX(A1) = ∅. Pero esto último es una contradicción. �

Lema 1.4. Si {Fi : i ∈ ω} es una colección de subconjuntos cerrados en un
espacio X normal y numerablemente compacto, entonces

clβX(
⋂
i∈ω

Fi) =
⋂
i∈ω

clβX(Fi).

Demostración. La contención de izquierda a derecha es clara. Veamos
como establecer la otra.

Supongamos que existe x ∈ ⋂
i∈ω clβX(Fi) \ clβX(

⋂
i∈ω Fi). Sea V un con-

junto abierto en βX tal que x ∈ V y clβX(V ) ∩ clβX(
⋂

i∈ω Fi) = ∅. Sea U =
V ∩X y nótese que clβX(U) = clβX(V ). Es claro que clX(U)∩ (

⋂
i∈ω Fi) = ∅;

ésto es, clX(U) ⊆ ⋃
i∈ω X \ Fi. Por lo tanto, por la compacidad numerable

de clX(U) existe n ∈ ω tal que clX(U) ∩ (
⋂

i∈n Fi) = ∅. Por el lema anterior,
clβX(U)∩ (

⋂
i∈n clβX(Fi)) = ∅. Pero x ∈ clβX(V )∩ (

⋂
i∈n clβX(Fi)), lo cual es

una contradicción. Por lo tanto, clβX(
⋂

i∈ω Fi) =
⋂

i∈ω clβX(Fi). �

Proposición 1.6. Si 2X es normal y X no es compacto, entonces existe
n ∈ ω tal que Xn no es pseudocompacto.

Demostración. Supongamos que Xn es pseudocompacto, para todo n ∈
ω. Nótese que, como se indicó anteriormente, la normalidad de 2X implica la
compacidad numerable de X.

Sea x ∈ βX \ X y def́ınase Gx = {F ∈ 2X : x ∈ clβX(F )}. Def́ınase

también X̂ := F1(X). Se cumple que Gx y X̂ son subconjuntos cerrados
ajenos en 2X .

Afirmación: “ Gx y X̂ no pueden separarse por una función continua en
2X”

Sea f : 2X → [0, 1] una función continua tal que f [X̂] = {0}. Para cada
n ∈ ω, sea fn = f � Fn(X). Dado que Xn es pseudocompacto para todo
n, entonces Fn(X) lo es. Por tanto, β(Fn(X)) = Fn(βX). Aśı, fn tiene una
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extensión f ∗
n a Fn(βX), para cada n ∈ ω. Nótese que, para todo n ∈ ω,

f ∗
n({x}) = 0.

Para cada n, sea Un una vecindad abierta de x en βX tal que si A ∈
(Un)+ ∩ Fn(βX), entonces f ∗

n(A) ≤ 2−n.

Dado n ∈ ω, sea Fn = clX(Un ∩ X). Si V es una vecindad abierta de
x en βX, (V ∩ Un) ∩ X �= ∅, lo cual implica que V ∩ Fn �= ∅. Por tanto,
x ∈ clβXFn. Aśı, por el lema anterior, x ∈ clβX [

⋂
n∈ω Fn]. Esto último implica

que F :=
⋂

n∈ω Fn ∈ Gx.

Sea B ⊆ F subconjunto finito, digamos que |B| = k. Entonces B ∈
(Un)+ ∩ Fn(βX), para todo n ≥ k. Por tanto, fn(B) = f(B) ≤ 2−n, para
n ≥ k, de lo cual se concluye que f(B) = 0. Luego, f(F ) = 0.

Se concluye aśı que X̂ y Gx no pueden separarse, lo cual es una contradic-
ción. Por lo tanto, Xn no es pseudocompacto para algún n ∈ ω. �

Utilizaremos el siguiente resultado, el cual se debe a Kuratowski. Su de-
mostración se puede consultar en [Kur66].

Lema 1.5. Sean F,G ∈ 2X tales que F ∩G = ∅. Entonces 2F∪G ≈ 2F × 2G.

Estamos ahora en condición de establecer la equivalencia entre la com-
pacidad de un espacio y la normalidad de su hiperespacio. El resultado se
debe a Veličko. Keesling hab́ıa demostrado antes el resultado asumiendo la
Hipótesis del Continuo.

Teorema 1.8. Sea X un espacio regular. Entonces 2X es normal si y sólo
si X es compacto.

Demostración. Supongamos que X es compacto. Entonces 2X también
lo es y, dado que X es regular, 2X es Hausdorff, lo cual implica que 2X es
normal.

Supongamos ahora que 2X es normal. Por la proposición anterior, basta
probar que Fn(X) es numerablemente compacto (y por tanto pseudocom-
pacto) para todo n ∈ ω. Consideremos el caso en que n = 2. Los demás casos
se pueden resolver de manera similar.

Sea Z = {Zn : n ∈ ω} una sucesión en F2(X).

Caso I: Supongamos que existen a ∈ X y una subsucesión {Znk
: k ∈ ω}

de Z tales que a ∈ Znk
, para todo k ∈ ω. Entonces, sea B = {bnk

: k ∈
ω}, donde Znk

= {a, bnk
} para todo k. Dado que X es numerablemente
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compacto, existe b ∈ X punto de acumulación de B. Luego, {a, b} es punto
de acumulación de {Znk

: k ∈ ω}, y por tanto de Z.
Por lo tanto, podemos suponer que Zn∩Zm = ∅ si n �= m y |Zn| = 2 para

todo n. Para cada n ∈ ω, sea Zn = {an, bn}.
Caso II: Supongamos que existe una sucesión {xk : k ∈ ω} en X tal

que xk → x y, para algún I ⊆ ω infinito, |{xk : k ∈ ω} ∩ Zn| = 1, para todo
n ∈ I. Consideremos el conjunto C =

⋃
n∈I Zn \ {xk : k ∈ ω} y sea y ∈ X un

punto de acumulación de C. Se cumple que {x, y} es punto de acumulación
de {Zn : n ∈ I} y por tanto de Z.

Luego, podemos suponer que, para todo a ∈ X, a no es punto de conver-
gencia de alguna sucesión de puntos en

⋃
n∈ω Zn. Más aún, podemos suponer

que
⋃

n∈ω Zn es discreto en śı mismo.

Sean A = {an : n ∈ ω}, B = {bn : n ∈ ω} y Â = clX(A). Como X
es numerablemente compacto, existe a ∈ Â \ A y no hay alguna sucesión
en A que converja a a. Sea ηa la familia de vecindades abiertas de a en X.
Entonces U = {V ∩ A : V ∈ ηa} es un filtro sobre A. Por otro lado, a cada
H ⊆ A le corresponde un conjunto H∗ = {bnk

: ank
∈ H} ⊆ B. Def́ınase el

filtro U∗ asociado a U como U∗ = {H∗ : H ∈ U}.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U y U∗ son ultrafiltros

sobre A y B respectivamente. Debe observarse que a = ĺımU .

Caso III: Supongamos que U∗ converge a un punto b ∈ X.
Afirmamos que {a, b} es punto de acumulación de Z. En efecto, sea 〈U, V 〉

una vecindad de {a, b} en F2(X) tal que a ∈ U y b ∈ V . Nótese que U∩A �= ∅,
digamos U ∩ A = {ank

: k ∈ ω}. Basta probar que {bnk
: k ∈ ω} ∩ V �= ∅.

Se cumple que V ∩B ∈ U∗, lo cual implica que V ∩B∩{bnk
: k ∈ ω} �= ∅.

Luego, existe l ∈ ω tal que {anl
, bnl

} ∈ 〈U, V 〉. Se prueba aśı que {a, b} es
punto de acumulación de Z.

Caso IV: Supongamos que U∗ no tiene un punto ĺımite, lo cual implica
que U∗ no tiene puntos de acumulación en X.

En este caso,
⋂

H∈U clX(H∗) = ∅. En particular, existe H ∈ U tal que
a /∈ clX(H∗). Como 2X es normal entonces X es normal y por tanto regular.
Aśı, existe V vecindad cerrada de a tal que V ∩ clX(H∗) = ∅. Sea Ĥ ∈ U tal
que Ĥ ⊆ V y definamos H0 = H ∩ Ĥ.

Sean P1 = clX(H0) y P2 = clX(H∗
0 ). Notemos que clX(H0) ⊆ clX(Ĥ) ⊆ V ,

H∗
0 ⊆ H∗ y V ∩ clX(H∗) = ∅, de lo cual se concluye que P1 ∩ P2 = ∅. Se

cumple aśı que 2P1∪P2 ∼= 2P1 × 2P2 .
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Def́ınanse los siguientes conjuntos:
L = {U ∩ P1 : U ∈ U},
L̂ = {clX(K) : K ∈ L},
L∗ = {clX(K∗) : K ∈ L},
N = cl2X (L∗),
A = {{a} ∪ K : K ∈ N}.
Se cumple que A es cerrado en 2X y L∗ ⊆ 2P2 , pues K∗ ⊆ P2 para todo

K ∈ L, lo cual implica que N ⊆ 2P2 .
Def́ınase B = {W ∪ W̃ : W ∈ L}, donde W̃ = clX [(W ∩ A)∗].

Afirmación: “ A ∩ cl2X (B) = ∅ ”

En efecto, sea {a} ∪ T ∈ A, entonces T ⊆ P2. Sea y ∈ T . Eĺıjase M ⊆ X
vecindad abierta de a tal que clX(M) ∩ P2 = ∅ y y /∈ clX(N∗), donde N =
M ∩ A.

Sea U1 = X \(clX(N∗)∪clX(M)) y sean U2, · · · , Un subconjuntos abiertos
en X tales que 〈U1, · · · , Un〉 forman una vecindad básica de T en 2X tal
que Ui ∩ P1 = ∅ para todo i. Esto último es posible por la normalidad de
X. Def́ınase M = 〈M, U1, · · · , Un〉. Se cumple que M es una vecindad de
{a} ∪ T . Probemos que W ∪ W ∗ /∈ M.

Si ocurre que W ⊆ M entonces W ∩ A ⊆ M ∩ A = N , lo cual implica
que (W ∩ A)∗ ⊆ N∗ ⊆ clX(N∗) ⊆ X \ U1. Como W ⊆ P1, W ∩ U1 = ∅, lo
cual implica que W ∪ W ∗ /∈ M.

En otro caso, si ocurre que W � M , dado que W ∩ Ui = ∅ para i > 1,

W � (M ∪ ⋃i=n
i=1 Ui) y por tanto W ∪ W ∗ /∈ M.

Se prueba aśı que M∩B = ∅, lo cual implica que {a}∪T /∈ cl2X (B). Por
lo tanto, A ∩ cl2X (B) = ∅.

Por último, probemos que A y cl2X (B) no se pueden separar por abiertos
ajenos, lo cual contradice la normalidad de 2X .

Sea UA un abierto en 2X tal que A ⊆ UA. Se construye inductivamente
una sucesión {Tn : n ≥ 1} en 2X , con las siguientes propiedades:

(a) Tn = (W1,n ∪ W ∗
2,n), donde W1,n,W2,n ∈ L̂,

(b) para todo k < n, W1,n ∪ W2,n ⊆ Wj,k, donde j ∈ {1, 2},

(c) Tn ∈ B si n es impar y Tn ∈ UA si n es par.
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Eĺıjase T1 ∈ B arbitrario. Supongamos ahora que hemos elegido T1, · · · , Tk−1

tal que cumplen (a) − (c).

1) Si k = 2n, para algún n ∈ ω, def́ınase W =
⋃j=2

j=1

⋂i=2n−1
i=1 Wj,m. Se

cumple que W ∈ L̂. Sea 〈U1, · · · , Ul〉 una vecindad básica de {a} ∪W ∗

contenida en UA, tal que a ∈ U1 y U1 ∩ (
⋃i=l

i=2 Ui) = ∅.

Eĺıjase W1,k ∈ L̂ tal que W1,k ⊆ U1∩W . Por otro lado, basta considerar
W2,k = W . Entonces W1,k ∪ W ∗

2,k ⊆ 〈U1, · · ·Ul〉 ⊆ UA,

2) Si k = 2n + 1, basta elegir W1,k = W2,k = W .

Hemos constrúıdo aśı la sucesión con las propiedades deseadas.

Sean M1 =
⋂∞

k=1 W1,k, M2 =
⋂∞

k=1 W ∗
2,k. Dado que X es numerablemente

compacto, M1 y M2 son no vaćıos. Más aún, M\{a} �= ∅ pues, por suposición,
no existe sucesión en A que converge a a.

Por último. como W1,n → M1 y W2,n → M2 entonces W1,n ∪ W2,n →
M1 ∪ M2 en 2X , lo cual implica que M1 ∪ M2 ∈ cl2X (B) ∩ cl2X (UA).

Aśı, para toda vecindad V de A, cl2X (B) ∩ cl2X (V) = ∅, lo cual implica
que A y B no se pueden separar.

Se prueba aśı que no puede ocurrir el caso IV y por tanto Zs tiene un
punto de acumulación. �
Corolario 1.1. Sea X un espacio completamente regular. Los siguientes son
equivalentes:

(a) X es compacto,

(b) 2X es normal,

(c) 2X es compacto,

(d) 2X es Lindelöf,

(e) 2X es paracompacto.

Demostración. Por el Teorema anterior, (a) y (b) son equivalentes. Se
cumple además (a) ⇒ (c); es claro que (c) ⇒ (d) y (d) ⇒ (e) se sigue del
hecho de que 2X es regular.

Verifiquemos ahora que se cumple (e) ⇒ (a). Como 2X es paracompacto
entonces 2X es normal, de lo cual se sigue que X es compacto.�
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1.3. Compacidad Local en 2X

Para concluir este caṕıtulo, estudiemos el comportamiento que tienen un
espacio y su hiperespacio respecto de la propiedad de compacidad local. Los
resultados de esta sección, obtenidos por C. Constantini, S. Levi y J. Pelant,
se presentan en [CLP02].

Lema 1.6. Sean X un espacio topológico , n ∈ ω y M, M1, · · · ,Mn ⊆ X tal
que F = M+ ∩ M−

1 ∩ · · ·M−
n �= ∅. Si F es compacto en 2X entonces M es

compacto.

Demostración. Verifiquemos primero que M es cerrado. En otro caso,
existe una red {ai : i ∈ I} en M que converge a un punto a ∈ X \ M . Para
cada j ≤ n eĺıjase xj ∈ M ∩ Mj y sea Ci = {x1, · · ·xn, ai} para cada i ∈ I.

Afirmación: {Ci : i ∈ I} → C = {x1, x2, . . . , xn, a} en 2X

En efecto, sea U = 〈U0; U1, · · ·Um〉 una vecindad básica de C. En parti-
cular a ∈ U0, lo cual implica que existe j ∈ I tal que ak ∈ U0 para k ≤ j, de
lo cual se sigue que Ck ∈ U . Se verifica aśı la afirmación.

Sin embargo, ocurre que C /∈ F , lo cual es una contradicción, pues F es
compacto. Por tanto M es cerrado.

Supongamos ahora que M no es compacto. Como M es cerrado, existe
una red {ai : i ∈ I} ⊆ M sin puntos de acumulación en X. Por tanto, para
cada x ∈ X, existen una vecindad abierta Ux de x y kx ∈ I tal que aj /∈ Ux

para j ≥ kx. Como antes, para cada i ∈ I, sea Ci = {x1, · · · , xn, ai}, donde
xj ∈ Mj ∩ M para cada j ≤ n.

Afirmamos que {Ci : i ∈ I} no tiene puntos de acumulación en 2X . En
efecto; para verificar ésto consideremos los dos posibles casos:

Si ocurre que C ⊆ {x1, · · · , xn} entonces, por la elección de los abiertos
Ux y por ser una cantidad finita de subconjuntos abiertos, U = (Ux1 ∪ Ux2 ∪
· · · ∪ Uxn)+ es una vecindad de C tal que eventualmente Ci /∈ U , lo cual
implica que C no es punto de acumulación de {Ci : i ∈ I}.

Supongamos por otro lado que existe x ∈ C \ {x1, · · · , xn}. Eĺıjase una
vecindad abierta U de x ajena con {x1, · · · , xn} y sea V = U ∩Ux. Se cumple
que para cada j ≤ 1 xj /∈ V y aj /∈ V eventualmente en U y por tanto en V .
Luego, Ci /∈ V − eventualmente.

Por tanto, en cualquiera de los dos casos posibles, {Ci : i ∈ I} no tiene
puntos de acumulación en 2X , lo cual contradice el hecho de que F es com-
pacto, pues Ci ∈ F para todo i ∈ I.�
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Teorema 1.9. Sean X un espacio regular y C ∈ 2X . Entonces 2X es local-
mente compacto en C si y sólo si existe un subconjunto abierto A ⊆ X tal
que C ⊆ A y A es compacto.

Demostración. Supongamos que C ⊆ A y A es abierto en X tal que A
es compacto. Entonces (A)+ también lo es. Pero (A)+ = cl2X (A+), como se
muestra en el desarrollo de la demostración de Teorema 1.2. Se verifica aśı la
primera parte.

Supongamos ahora que C ∈ 2X tiene una vecindad básica compacta U =
〈U0; U1, · · · , Un〉 en 2X . Para j ∈ {1, · · · , n} eĺıjase xj ∈ Uj ∩ C. Sea F =
C+ ∩ {x1}− ∩ · · · ∩ {xn}−. Se verifica fácilmente que G es cerrado y F ⊆ U .
Por tanto F es compacto, lo cual implica, por el lema anterior, que C es
compacto.

Sea D subconjunto abierto de X tal que C ⊆ D ⊆ D ⊆ U0, el cual
existe por la regularidad de X y la compacidad de C. Esto implica que
(D)+ ∩ {x1}− ∩ · · · ∩ {xn}− ⊆ U y por tanto es compacto. Luego, de nueva
cuenta por el lema anterior, D es compacto y aśı C está contenido en un
conjunto abierto con cerradura compacta.�

Corolario 1.2. Si X es un espacio regular, los siguientes son equivalentes:

(a) X es localmente compacto,

(b) Para cada x ∈ X, 2X es localmente compacto en {x}.

Corolario 1.3. Si X es un espacio regular, los siguientes equivalentes:

(a) X es compacto,

(b) 2X es localmente compacto.

Demostración. (a) ⇒ (b) es consecuencia de Teorema 1.9. Por último,
si 2X es localmente compacto entonces es localmente compacto en X, lo cual
implica, por Lema 1.6, que X es compacto.�



Caṕıtulo 2

COMPACIDAD
NUMERABLE Y
PSEUDOCOMPACIDAD

Por el Teorema 1.3 sabemos que un espacio y su hiperespacio se compor-
tan de manera equivalente respecto de la propiedad de compacidad. Conviene
entonces analizar el comportamiento que guardan dichos espacios respecto de
algunas propiedades más débiles, como por ejemplo compacidad numerable
o pseudocompacidad. John Ginsburg[Gin75] abordó este estudio y obtuvo
varios resultados importantes, los cuales expondremos en este caṕıtulo.

2.1. p-compacidad y p-pseudocompacidad

Definición 2.1. Sean X un espacio topológico y p ∈ ω∗. Entonces:

(1) x ∈ X es un punto p-ĺımite de una sucesión {An : n ∈ ω} de subcon-
juntos de X si para toda vecindad abierta W de x, {n ∈ ω : W ∩ An �=
∅} ∈ p,

(2) X es p-compacto si toda sucesión de puntos en X tiene un punto p-
ĺımite,

(3) X es p-pseudocompacto si toda sucesión de subconjuntos abiertos de X
tiene un punto p-ĺımite.

29
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Es fácil ver que si p ∈ ω∗ y X es p-compacto entonces toda sucesión de
puntos en X tiene un punto de acumulación. Esto es, si X es p-compacto
entonces X es numerablemente compacto. Similarmente se cumple que todo
espacio p-pseudocompacto es pseudocompacto.

Teorema 2.1. Para cada p ∈ ω∗, la propiedad de p-compacidad es productiva
y hereditaria en subconjuntos cerrados.

Demostración. Supongamos que X es p-compacto y F es un subcon-
junto cerrado en X. Si {xn : n ∈ ω} es una sucesión en F entonces todo
punto que es p-ĺımite de {xn : n ∈ ω} es un punto de acumulación y por
tanto pertenece a F . Se concluye aśı que F es p-compacto.

Por otro lado, sea X =
∏ {Xi : i ∈ I}, tal que cada Xi es p-compacto y

sea {fn : n ∈ ω} sucesión en X. Se cumple que Ai = {fn(i) : n ∈ ω} ∈ Xi

para cada i ∈ I, lo cual implica que existe xi ∈ Xi que es p-ĺımite de Ai para
cada i. Def́ınase f ∈ X por f(i) = xi. Verifiquemos que f es punto p-ĺımite
de {fn : n ∈ ω}.

Sea U vecindad básica de f . Por tanto, existen F ⊆ I subconjunto finito y
para cada j ∈ F , Uj vecindad de xj = f(j), tal que V =

⋂ {π−1
j (Uj) : j ∈ F}.

Para cada j ∈ F , Ci = {n ∈ ω : fn(i) ∈ Ui} ∈ p. Para concluir la demostra-
ción, nótese que

{n ∈ ω : fn ∈ V } = {n ∈ ω : ∀i ∈ F (fn(i) ∈ Ui)} =
⋂

{Cj : j ∈ F} ∈ p. �

Teorema 2.2. Si X es un espacio compacto entonces X es p-compacto para
todo p ∈ ω∗

Demostración. Sean p ∈ ω∗ y {xn : n ∈ ω} sucesión en X. Para cada
U ∈ p, sea FU = clX({xn : n ∈ U}). Es claro que {FU :∈ ω} es una
familia de cerrados que cumple la Propiedad de la Intersección Finita (pues
p la cumple). Sea x ∈ ⋂ {FU : U ∈ p} y sea V vecindad abierta de x. Si
ocurre que {n ∈ ω : xn ∈ V } /∈ p entonces, dado que p es ultrafiltro,
U0 = {n ∈ ω : xn /∈ V } ∈ p. Esto implica que FU0 ∩V = ∅, lo cual contradice
que x ∈ FU0 . Por tanto, {n ∈ ω : xn ∈ V } ∈ p. �

Por tanto, la propiedad de p-compacidad es más fuerte que la propiedad
de compacidad numerable pero más débil que compacidad. Sin embargo, si
se garantiza la compacidad numerable de todas las potencias de un espa-
cio, se puede establecer una equivalencia entre la propiedad de compacidad
numerable y la propiedad de p-compacidad.
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Teorema 2.3. [GS75] Sea X un espacio Hausdorff. Los siguientes son equiv-
alentes:

(1) Xκ es numerablemente compacto para todo cardinal κ,

(2) X2c
es numerablemente compacto,

(3) X es p-compacto para algún ultrafiltro libre p ∈ ω∗.

Demostración. Es evidente que (1) ⇒ (2).
Supongamos ahora que X no es p-compacto para todo p ∈ ω∗. Aśı, para

cada p ∈ ω∗ existe una sucesión {xp
n : n ∈ ω} tal que para cada x ∈ X

existe Ux vecindad de x tal que {n ∈ ω : xp
n /∈ Ux} ∈ p, es decir x no es

p-ĺımite de {xp
n : n ∈ ω}. Luego, dado que |ω∗| = 2c, X2c � Xω∗

. Para cada
n ∈ ω, sea fn ∈ Xω∗

dada por fn(p) = xp
n para cada p ∈ ω∗. Afirmamos que

{fn : n ∈ ω} es un conjunto discreto y cerrado.
En efecto; supongamos lo contrario y sea f ∈ Xω∗

punto de acumulación.
Para cada vecindad U de f en Xω∗

, sea VU = {n ∈ ω : fn ∈ U}. Se cumple
que V = {VU : U es vecindad de f} cumple la propiedad de la intersección
finita. Por tanto, existe un ultrafiltro p ∈ ω∗ tal que V ⊆ p. Por construcción
se cumple que f es p-ĺımite de {fn : n ∈ ω}. Esto implica que f(p) es p-ĺımite
de {fn(p) : n ∈ ω} = {xp

n : n ∈ ω}, lo cual es una contradicción. Se prueba
aśı que (2) ⇒ (3).

Por último, para cualquier cardinal infinito κ, si X es p-compacto entonces
el Teorema 2.1 garantiza que Xκ es p-compacto y por tanto numerablemente
compacto.�

2.2. Algunos resultados de Ginsburg

Teorema 2.4. Sean X un espacio Hausdorff y p ∈ ω∗. Entonces X es p-
compacto si y sólo si 2X lo es.

Demostración. Si X es un espacio Hausdorff entonces {{x} : x ∈ X} es
un subconjunto cerrado en 2X homemomorfo a X. Luego, si 2X es p-compacto
entonces por el Teorema 2.1, X también lo es.

Por otro lado, supongamos que X es p-compacto y probemos que 2X lo es.
Para ésto, sea {Fn : n ∈ ω} una sucesión en 2X . Sea x0 ∈ X punto p-ĺımite de
{xn : n ∈ ω}, donde xn ∈ Fn para cada n ∈ ω. Nótese que dada U vecindad
de x0, {n ∈ ω : xn ∈ U} ∈ p y {n ∈ ω : xn ∈ U} ⊆ {n ∈ ω : U ∩ Fn �= ∅},
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lo cual implica que x0 ∈ M = {x ∈ X : x es p-ĺımite de {Fn : n ∈ ω}}. Se
verifica aśı que M es no vaćıo. Más aún, se cumple que M es cerrado. Esto
es, M ∈ 2X . Verifiquemos que M es p-ĺımite de {Fn : n ∈ ω} en 2X .

Sea U = 〈U0; U1, · · · , Un〉 una vecindad básica de M . Def́ınase A0 = {n ∈
ω : Fn ⊆ U0}. Para i ∈ {1, · · · , n}, sea Ai = {n ∈ ω : Fn ∩ Ui �= ∅}.
Se cumple que {n ∈ ω : Fn ∈ U} =

⋂ {Ai : i ≤ n}. Luego, para concluir
la prueba basta demostrar que Ai ∈ p para todo i ≤ n. Para i ∈ {1, · · ·n},
eĺıjase mi ∈ Ui∩M . Entonces mi es p-ĺımite de {Fn : n ∈ ω} y Ui es vecindad
de mi, lo cual implica que Ai ∈ p para i ∈ {1, · · · , n}.

Supongamos ahora que A0 /∈ p. Esto implica que ω \ A0 ∈ p. Para cada
n ∈ ω \A0 eĺıjase mn ∈ Fn \ U0 y sea mn ∈ Fn arbitrario para n ∈ A0. Dado
que X es p-compacto, existe x ∈ X punto p-ĺımite de {mn : n ∈ ω}, el cual
es también p-ĺımite de {Fn : n ∈ ω}. Se sigue entonces que x ∈ M . Ahora,
dado que M ∈ U , M ⊆ U0, lo cual implica que U0 es vecindad de x. Aśı,
V = {n ∈ ω : mn ∈ U0} ∈ p. Sin embargo, por construcción, V es ajeno con
ω \ A0, el cual también pertenece a p, esto es una contradicción. Por tanto,
A0 ∈ p y se concluye aśı la prueba.�

Abordemos ahora la propiedad de compacidad numerable.

Corolario 2.1. Sea X un espacio Hausdorff. Si Xκ es numerablemente com-
pacto para todo cardinal κ entonces 2X también lo es. Si 2X es numerable-
mente compacto entonces Xn lo es para todo n ∈ ω.

Demostración. Si toda potencia de X es numerablemente compacta
entonces, por el resultado anterior, existe p ∈ ω∗ tal que X es p-compacto.
Luego, por el Teorema 2.1, 2X es p-compacto y en particular, numerablemente
compacto.

Por otro lado, supongamos que 2X es numerablemente compacto. Dado
n ∈ ω, se cumple que Fn(X) es un subconjunto cerrado en 2X . Luego, Fn(X)
es numerablemente compacto. Sabemos que la función fn : Xn → Fn(X)
definida en 1.1 es continua, sobreyectiva y cerrada. Más aún, para cada F ∈
Fn, |f−1

n (F )| < ω para todo F ∈ Fn(X). Se cumple entonces que Xn es
numerablemente compacto (vease por ejemplo [Eng89]).�

En lo que corresponde a p-pseudocompacidad, para p ∈ ω∗ dado, el resul-
tado que se enuncia a continuación establece la equivalencia entre un espacio
y su hiperespacio.

Teorema 2.5. Sea p ∈ ω∗. Entonces X es p-pseudocompacto si y sólo si 2X

es p-pseudocompacto.
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Demostración. Supongamos que 2X es p-pseudocompacto y sea {Un :
n ∈ ω} una sucesión de subconjuntos abiertos no vaćıos en X. Se cumple que
{U+

n : n ∈ ω} es una sucesión de subconjuntos abiertos en 2X y por tanto
existe un p-ĺımite F ∈ 2X . Eĺıjase x ∈ F . Afirmamos que x es p-ĺımite de
{Un : n ∈ ω}.

En efecto, sea V vecindad de x en X. Entonces V − es una vecindad de
F en 2X . Por tanto, {n ∈ ω : U+

n ∩ V − �= ∅} ∈ p. Nótese que U+
n ∩ V − �= ∅ si

y sólo si Un ∩ V �= ∅. Se concluye entonces que {n ∈ ω : Un ∩ V �= ∅} ∈ p y
se tiene aśı lo deseado.

Supongamos ahora que X es p-pseudocompacto y sea {Un : n ∈ ω} una
sucesión de abiertos no vaćıos en 2X . Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que Un es un abierto básico para cada n ∈ ω. Para cada n ∈ ω,
sea Un = 〈U1,n, · · · , Ukn,n〉 y sea U0,n =

⋃m=kn

m=1 Un. Sea F = {x ∈ X :
x es p-ĺımite de {U0,n : n ∈ ω}}. Dado que X es p-pseudocompacto, F es
no vaćıo. Más aún, F es cerrado; esto es, F ∈ 2X . Afirmamos que F es
p-ĺımite en 2X de la sucesión {Un : n ∈ ω}. Para verificar ésto, sea W =
〈W0; W1, · · · ,Wm〉 una vecindad básica de F , donde W0 =

⋃k=m
k=1 Wk. Nótese

que {n ∈ ω : Un ∩W �= ∅} es igual a

{n ∈ ω : W+
0 ∩ Un �= ∅} ∩

k=m⋂
k=1

{n ∈ ω : W−
k ∩ Un �= ∅}.

Por tanto, dado que p es cerrado bajo intersecciones finitas, basta verificar
que cada uno de los intersectandos de la expresión anterior pertenece a p.

Sea A = {n ∈ ω : W+
0 ∩ Un �= ∅} y supongamos que A /∈ p. Esto implica

que B = ω \ A ∈ p. Se verifica que W+
0 ∩ Un �= ∅ para cada n ∈ ω si y

sólo si W0 ∩ Um,n �= ∅ para cada m ∈ {1, · · · , kn}. Luego, para cada n ∈ B
eĺıjase in ∈ {1, · · · , kn} tal que W0 ∩ Uin,n = ∅. Constrúyase la sucesión de
conjuntos abiertos {Cn : n ∈ ω}, donde Cn = Uin,n si n ∈ B y Cn = U1,n

en otro caso. Sea x ∈ X punto p-ĺımite de la sucesión anterior. Nótese que
cualquier vecindad de x que intersecta a Cn también intersecta a U0,n. Por
tanto, x es p-ĺımite de {U0,n : n ∈ ω}; es decir, x ∈ F y entonces, puesto que
F ∈ W+

0 , x ∈ W0. Dado que x es p-ĺımite de {Cn : n ∈ ω} y W0 es vecindad
de x, C = {n ∈ ω : Cn∩W0 �= ∅} ∈ p. Ahora, si n ∈ C entonces Cn∩W0 �= ∅,
lo cual implica, por construcción, que n /∈ B. Pero ésto significa que B y C
son elementos ajenos de p; es decir, es una contradicción. Se verifica aśı que
A ∈ p.

Sea ahora k ∈ {1, · · · ,m}. Nótese que W−
k ∩Un �= ∅ si y sólo si Wk∩U0,n �=
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∅. Luego: {n ∈ ω : W−
k ∩ Un �= ∅} = {n ∈ ω : Wk ∩ U0,n �= ∅}. Por

tanto, dado que F ∈ W−
k , existe x ∈ F ∩ Wk. Lo anterior garantiza que

{n ∈ ω : U0,n ∩ Wk �= ∅} ∈ p, pues Wk es vecindad de x. Se prueba aśı que
{n ∈ ω : W−

k ∩Un �= ∅} ∈ p para todo k ∈ {1, · · · ,m}, con lo cual se concluye
la demostración.�

El siguiente resultado será de utilidad más adelante para el estudio de la
pseudocompacidad de las potencias arbitrarias de un espacio y de su hiperes-
pacio.

Teorema 2.6. Sea X un espacio completamente regular. Entonces Xκ es
pseudocompacto para todo cardinal infinito κ si y sólo si Xω lo es.

Demostración. Supongamos que Xω es pseudocompacto y sea κ un car-
dinal infinito arbitrario. Supongamos que {Un : n ∈ ω} es una sucesión infini-
ta discreta de abiertos básicos no vaćıos en Xκ, digamos Un =

⋂
i∈Fn

π−1
i (Vi),

donde |Fn| < ω y Vi es abierto para todo i ∈ Fn. Sea Y =
⋃

n∈ω Fn.

Considérese ahora Ũn =
⋂

i∈Fn
π−1

i (Vi) ∈ XY para cada n ∈ ω. Entonces

{Ũn : n ∈ ω} es una sucesión discreta de abiertos en XY ≈ Xω, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto Xκ es pseudocompacto.�

En general, la propiedad de pseudocompacidad no es hereditaria sobre
subconjuntos cerrados pero para subconjuntos regularmente cerrados si lo
es, donde A es regularmente cerrado en X si A = clX(intX(A)).

Observemos que si F es regularmente cerrado entonces 2F también lo es.

Supongamos que F ∈ 2X y sea G ∈ 2X con G ⊆ intX(F ). Se cumple
que G ∈ (intX(F ))+ y claro que (intX(F ))+ ⊆ 2F . Esto es, G ∈ int2X (2F )
y por tanto 2intX(F ) ⊆ int2X (2F ). Supongamos ahora que G ∈ 2clX(F ) y sea
U = 〈U0, · · · , Un〉 vecindad de G. Para cada i ≤ n existe xi ∈ G ∩ Ui. Pero
G ⊆ clX(F ), con lo cual F ∩ Ui �= ∅. Sea yi ∈ F ∩ Ui para cada i ≤ n. Se
sigue entonces que Y = {y0, · · · , yn} ∈ U ∩2F y por tanto 2clX(F ) ⊆ cl2X (2F ).

Teorema 2.7. Sea X un espacio regular. Si 2X es pseudocompacto entonces
Xn lo es para todo n ∈ ω.

Demostración. Supongamos que 2X es pseudocompacto. Probemos primero
que X es pseudocompacto. Para ésto, sea {Un : n ∈ ω} una sucesión de sub-
conjuntos abiertos no vaćıos en X. Dado que {U+

n : n ∈ ω} es una sucesión
de abiertos no vaćıos en 2X , tiene un punto ĺımite F ∈ 2X . Afirmamos que
si x ∈ F entonces x es ĺımite de {Un : n ∈ ω}.
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En efecto, sea U una vecindad de x en X. Entonces U− es vecindad de
F en 2X . Esto implica que U− ∩ {U+

n : n ∈ ω} �= ∅, lo cual garantiza que
U ∩ {Un : n ∈ ω} �= ∅. Se prueba aśı que X es pseudocompacto.

Verifiquemos ahora que X × X es pseudocompacto, lo cual haremos por
contradicción. Supongamos que existe una sucesión {Un × Vn : n ∈ ω} de
subconjuntos abiertos no vaćıos en X × X sin puntos ĺımite. Por el caso
anterior, X es pseudocompacto, lo cual implica que {Un : n ∈ ω} tiene un
punto ĺımite en X, digamos x. Por nuestra suposición, (x, x) no puede ser
punto ĺımite de {Un×Vn : n ∈ ω}, de lo cual se sigue que existe W vecindad de
x en X tal que (W×W )∩(Un×Vn) = ∅ para todo n ∈ ω excepto una cantidad
finita. Sin pérdida de generalidad supongamos que (W ×W )∩ (Un ×Vn) = ∅
para todo n ∈ ω.

Por la regularidad de X, es posible elegir W1 vecindad de x tal que
clX(W1) ⊆ W . Sea B = {n ∈ ω : W1∩Un �= ∅}; cabe notar que B ∈ [ω]ω, por
ser x punto ĺımite. Sean F = clX(W1) y G = clX(

⋃
n∈B Vn). Se cumple que

F ∩ clX(Vn) = ∅ para todo n ∈ B. Luego, F ∩ G = ∅. Esto último garantiza
que F ∪G es homeomorfo a F +G, la suma directa de F y G. Por Lema 1.5,
2F+G � 2F × 2G. Nótese que 2F∪G es cerrado en 2X y regularmente cerrado,
pues F ∪ G lo es, lo cual garantiza que 2F × 2G = 2F∪G es pseudocompacto.
Similarmente, F ×G es cerrado en 2F ×2G. Luego, F ×G es pseudocompacto.
Sin embargo, {(W1∩Un)×Vn : n ∈ B} es una sucesión de conjuntos abiertos
no vaćıos en F × G que, por construcción, no tiene puntos ĺımite, lo cual es
una contradicción. Se concluye aśı que X × X es pseudocompacto. Esto es,
X2 es pseudocompacto.

Modificando apropiadamente la demostración del caso anterior, se puede
probar por inducción sobre n ∈ ω que la pseudocompacidad de 2X implica
aquella de Xn.�

2.3. Hiperespacios de Espacios Homogéneos

En la sección anterior se mostró que la compacidad numerable (pseudo-
compacidad) del hiperespacio de un espacio implica la compacidad numer-
able (pseudocompacidad) de cualquier producto finito del mismo. J. Cao,
T. Nogura y A.H. Tomita[CNT04] abordaron el problema para el producto
infinito y obtuvieron un par de resultados parciales, los cuales presentamos
a continuación.
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Dado un espacio topológico X, denotemos por Aut(X) a la colección de
homeomorfismos de X sobre X y por idX al homeomorfismo identidad en X.

Definición 2.2. Un espacio X es homogéneo si para cualesquiera x, y ∈ X
existe f ∈ Aut(X) tal que f(x) = y.

Lema 2.1. Sea X un espacio Hausdorff y sea κ un cardinal. Si existen suce-
siones {Uμ : μ < κ} y {Vμ : μ < κ} de subconjuntos abiertos no vaćıos ajenos
por pares en X tales que clX(Vμ) ⊆ Uμ para todo μ < κ y existe una sucesión
discreta cerrada {xn : n ∈ ω} ⊆ ∏

Vμ, donde xn = 〈xn(μ) : μ < κ〉 para cada
n ∈ ω, entonces 2X no es numerablemente compacto.

Demostración. Para cada n ∈ ω, sea Fn = clX({xn(μ) : μ < κ}).
Mostremos que F = {Fn : n ∈ ω} no tiene puntos de acumulación en X, de lo
cual podremos concluir que 2X no es numerablemente compacto. Supongamos
lo contrario y sea F ∈ 2X punto de acumulación de F . Si existiera ζ < κ
tal que F ∩ Uζ = ∅ entonces F ∈ (X \ clx(Vζ))

+, lo cual implicaŕıa que
F ∩ (X \ clX(Vζ))

+ �= ∅. Pero lo anterior no es posible pues xn(ζ) ∈ Vζ

para cada n < ω. Por otro lado, supongamos que |F ∩ Uζ | > 1 para algún
ζ < κ. Dado que X es Hausdorff, existen A0, A1 ⊆ Uζ subconjuntos abiertos
ajenos que intersectan a F . Se sigue entonces que A = (A0)

− ∩ (A1)
− es una

vecindad de F , por lo cual A ∩ F �= ∅. Ahora, si Fn ∈ A entonces {xn(μ) :
μ < κ}∩A0 �= ∅ y {xn(μ) : μ < κ}∩A1 �= ∅. Dado que xn(μ) ∈ Vμ para cada
μ < κ, Vμ �= Vβ = ∅ si μ �= β y A0, A1 ⊆ Uζ , entonces xn(ζ) ∈ A0 ∩ A1, lo
cual es una contradicción. Se concluye entonces que |F ∩ Uμ| = 1 para cada
μ < κ, digamos que F ∩ Uμ = {aμ}.

Sea x = 〈aμ : μ < κ〉 ∈ Xκ y sea O =
⋂k=t

k=0 ψ−1
ζk

[Oζk
] una vecindad básica

de x, donde Oζk
es un subconjunto abierto en Xζk

para k ≤ t. Sea

W =
k=t⋂
k=0

(0ζk
∩ Uζk

)−.

Nótese que W es una vecindad de F y aśı, puesto que F es punto de acu-
mulación de F , existe m ∈ ω tal que Fm ∈ W . Esto es, para todo k ≤ t se
cumple que

{xm(μ) : μ < κ} ∩ (Uζk
∩ Oζk

) �= ∅.
Se sigue aśı que xm(ζk) ∈ Oζk

para cada k ≤ t y por tanto xm ∈ O. Como
O es una vecindad arbitraria de x, hemos probado entonces que x es punto
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de acumulación de {xn : n ∈ ω}. Pero esto contradice el hecho de que la
sucesión anterior es cerrada discreta en Xκ. Por lo tanto F no tiene puntos
de acumulación en 2X y aśı 2X no es numerablemente compacto.�

Teorema 2.8. Sea X un espacio regular homogéneo. Si 2X es numerable-
mente compacto entonces Xω también lo es.

Demostración. Es claro que si |X| < ω entonces no hay nada que probar.
Supongamos entonces que X es un espacio infinito. Nótese que si X tuviera
un punto aislado, digamos x ∈ X, entonces todo elemento de X también
lo seŕıa (si y ∈ X entonces existe f ∈ Aut(X) tal que f(x) = y, lo cual
implica que y es un punto aislado). Lo anterior garantizaŕıa entonces que
{{y} : y ∈ X} es un conjunto infinito en 2X sin puntos de acumulación,
contradiciendo el hecho de que 2X es numerablemente compacto. Por tanto
X no tiene puntos aislados.

Sea {xn : n ∈ ω} una sucesión arbitraria en Xω, donde xn = {xn(k) : k ∈
ω} para cada n ∈ ω. Veamos que tal sucesión tiene un punto de acumulación
en Xω. Para esto recordemos que, por Corolario 2.1, X es numerablemente
compacto y por tanto existe z(0) punto de acumulación de {xn(0) : n ∈ ω}.
Valiéndonos de la regularidad de X, eĺıjanse vecindades U0, V0 de z(0) tales
que V0 ⊆ clX(V ) ⊆ U0 y clX(U0) �= X. Def́ınase posteriormente A0 = {n ∈
ω : f0(xn(0)) ∈ V0}, donde f0 = idX . Como V0 es vecindad de z(0) y z(0) es
punto de acumulación, ocurre que |A0| = ω.

Sea ahora z(1) un punto de acumulación de {xn(1) : n ∈ A0} y considérese
w1 ∈ X \ clX(U0). Eĺıjanse f1 ∈ Aut(X) y U1, V1 subconjuntos abiertos en
X tal que w1 = f1(z(1)) ⊆ V1 ⊆ clX(V1) ⊆ U1, U0 ∩ U1 = ∅ y clX(U0) ∪
clX(U1) �= X. En particular, si z(1) /∈ clX(U0) basta elegir w1 = z(1) y
f1 = f0 = idX . Definamos ahora A1 = {n ∈ A0 : f1(xn(1)) ∈ V1}. Similar a
A0, ocurre que |A1| = ω. Sabemos que X no tiene puntos aislados, entonces
podemos continuar este proceso de manera inductiva y obtener aśı sucesiones
{z(j) : j < ω}, {Uj : j < ω}, {Vj : j < ω} y {fj : j < ω} que cumplen:

(i) fj ∈ Aut(X) para cada j < ω,

(ii) {Uj : j < ω} es sucesión de abiertos en X ajenos dos a dos y tal que
para todo k ∈ ω,

⋃
n≤k clX(Un) �= X,

(iii) {Vj : j < ω} es sucesión de abiertos no vaćıos en X tal que Vj ⊆
clX(Vj) ⊆ Uj para todo j ∈ ω,
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(iv) Aj+1 = {n ∈ Aj : fj+1(xn(j +1)) ∈ Vj+1} es un subconjunto infinito en
ω para todo j ∈ ω y claro que Aj+1 ⊆ Aj,

(v) z(j) es punto de acumulación de {xn(j) : n ∈ Aj} para cada j ∈ ω y

(vi) fj(z(j)) ∈ Vj para cada j ∈ ω.

Eĺıjase A = {aj : j ∈ ω} sucesión estrictamente creciente en ω tal que aj ∈ Aj

para cada j ∈ ω. Por la propiedad (iv), |A \ Aj| < ω para todo j. Ahora,
para cada n ∈ ω sea yn = 〈yn(j) : j ∈ ω〉, donde yn(j) = fj(xan(j)) para
todo j ∈ ω. Afirmamos que {yn : n ∈ ω} tiene un punto de acumulación en
Xω.

En efecto, observemos primero que es posible construir una sucesión in-
finita {wn : n ∈ ω} en Xω, donde wn = 〈wn(j) : j < ω〉 y tal que para cada
j < ω,

|{n ∈ ω : wn(j) �= yn(j)}| < ω

y wn(j) ∈ Vj para n ∈ ω. Para construir tal sucesión, para j < ω fijo,
bastará elegir wn(j) ∈ Vj para n < j y definir wn(j) = yn(j) para n ≥ j. El
hecho de que Vj es infinito y la propiedad (iv) nos garantizan que {wn : n ∈
ω} satisface las propiedades indicadas. Ahora, si demostramos que {wn : n ∈
ω} tiene un punto de acumulación en Xω entonces la sucesión original {yn :
n ∈ ω} también lo tendrá y habremos probado aśı la afirmación. Para esto,
ocurre que las sucesiones de subconjuntos abiertos {Un : n < ω} y {Vn : n <
ω} junto con la sucesión {wn : n ∈ ω} satisfacen las propiedades enunciadas
en el Lema 2.1 y por tanto, dado que 2X es numerablemente compacto,
{wn : n ∈ ω} debe tener un punto de acumulación, el cual por supuesto
también es punto de acumulación de {yn : n ∈ ω} (pues para cada j ∈ ω,
wn(j) = yn(j) para todo n excepto una cantidad finita y toda vecindad básica
de w en Xω depende únicamente de una cantidad finita de subconjuntos
abiertos en X). Sea y = 〈y(n) : n ∈ ω} un punto de acumulación para
{yn : n ∈ ω}.

Por último, demostremos que x = 〈f−1
j (y(j)) : j < ω〉 es un punto de

acumulación de {xan : n ∈ ω} y por tanto de {xn : n ∈ ω}. Para verificar
ésto, sea E =

⋂i=k
i=0 π−1

ni
[Eni

] una vecindad básica de x en Xω, donde Eni
es un

subconjunto abierto en X para cada i ≤ k. Se cumple que f−1
ni

(y(ni)) ∈ Eni

para cada i ≤ k, lo cual es equivalente a que yni
∈ fni

[Eni
]. Por tanto, si

E
′

=
⋂i=k

i=0 ψ−1
ni

(fni
[Eni

]) entonces E
′

es una vecindad de y. Luego, existe

m ∈ ω tal que ym ∈ E
′
, es decir ym(ni) ∈ fni

(Eni
) para i ≤ k, lo cual implica
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que f−1
ni

(ym(ni) ∈ Eni
. Se concluye aśı que xam ∈ E, con lo cual se demuestra

que x es punto de acumulación de {xan : n ∈ ω}. �
Podemos estudiar la propiedad de pseudocompacidad de un espacio a par-

tir del estudio del comportamiento de las sucesiones de subconjuntos abiertos.
Luego, modificando de cierta forma la demostración del par de resultados an-
teriores para trabajar con subconjuntos abiertos en lugar de sucesiones de
puntos, podemos obtener resultados análogos para la propiedad de pseudo-
compacidad.

Lema 2.2. Sea X un espacio sin puntos aislados y tal que 2X es pseudocom-
pacto. Sean {Uj : j ∈ ω} y {Vj : j ∈ ω} sucesiones de subconjuntos abiertos
no vaćıos en X y ajenos por pares tal que para cada n ∈ ω, clX(Vn) ⊆ Un.
Para cada n ∈ ω sea {On,j : j ∈ ω} una sucesión de subconjuntos abiertos
en X tal que On,j ⊆ Vn para todo j < ω, excepto una cantidad finita. Si
{kn : n ∈ ω} es una sucesión creciente y para cada n ∈ ω:

On =

j=kn∏
j=0

On,j ×
∏

{Xj : j > kn},

donde Xj = X si j > kn, entonces {On : n ∈ ω} tiene un punto de acumu-
lación en Xω.

Demostración. Para cada n ∈ ω sea Gn = 〈On,0, · · · , On,kn〉. Como 2X

es pseudocompacto, existe F ∈ 2X punto de acumulación de {Gn : n ∈ ω}.
Verifiquemos que F ∩ clX(Vj) �= ∅ para todo j ∈ ω. Si ocurriera lo contrario,
digamos si F ∩ clX(Fm) para algún m ∈ ω, entonces F ⊆ (X \ clX(Vm)) y
aśı F ∈ (X \clX(Vm))+. Sea entonces I = {n > m : Gn∩(X \clX(Vm))+ �= ∅}.
Para n ∈ I, eĺıjase Fn ∈ Gn ∩ (X \ clX(Vm))+. Aśı, Fn ∩ On,k �= ∅ para todo
k ≤ kn y en particular Fn ∩On,m �= ∅ y Fn ∩On,m ⊆ Vm. Pero esto contradice
que Fn ∩ clX(Vm) �= ∅. Ahora, para cada j < ω eĺıjase x(j) ∈ F ∩ clX(Vj) y
cosnideremos x = 〈x(j) : j < ω〉 ∈ Xω.

Afirmación: x es punto de acumulación de {On : n ∈ ω}.
En efecto, sea W una vecindad básica de x en Xω. Sin pérdida de gen-

eralidad supongamos que W = (
∏i=k

i=1 Wi) ×
∏{Xj : k < j < ω}, donde Wi

es un subconjunto abierto en X para todo i ≤ k y Xi = X para i > k. Sea
W =

⋂i=k
i=0(Ui ∩ Wi)

−. Dado que x(i) ∈ F ∩ clX(Vi) ⊆ F ∩ Ui para i ≤ k,
ocurre que W es una vecindad de F en 2X y aśı J = {n > k : Gn ∩W �= ∅}
es un subconjunto infinito en ω.
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Sea n ∈ J fijo (por el momento) y elijamos Hn ∈ Gn ∩ W . Recordemos
que Gn = 〈On,0, · · · , On,kn〉 y On,i ⊆ Vi para i ≤ kn, lo cual implica que

Hn =
i=kn⋃
i=0

(Hn ∩ On,i)

es unión finita y disjunta. Sabemos que Hn ∈ W , lo cual implica que :

Hn ∩ (Uj ∩ Wj) =
i=kn⋃
i=0

((Hn ∩ On,i) ∩ (Uj ∩ Wj))

es no vaćıo para j ≤ kn. Ahora, si i, j ≤ kn son tales que i �= j entonces,
dado que Ui ∩ Uj = ∅ y On,j ⊆ Uj, ocurre que (Ui ∩ Wi) ∩ (Hn ∩ On,j) = ∅.

Se concluye aśı que Hn ∩ (Uj ∩Wj) = (Hn ∩On,j)∩ (Uj ∩Wj) es no vaćıo
para j ≤ kn. Lo anterior implica que On ∩ W �= ∅ para cada n ∈ J y por
tanto x es punto de acumulación de {On : n ∈ ω}. �

Teorema 2.9. Sea X un espacio homogéneo completamente regular. Si 2X

es pseudocompacto entonces Xκ es pseudocompacto para cualquier cardinal
κ.

Demostración. Similar a la demostración del Teorema 2.8, podemos
suponer que X es infinito y sin puntos aislados. Por el Teorema 2.7, Xn

es pseudocompacto para todo n ∈ ω. Por tanto, si probamos que Xω es
pseudocompacto, habremos demostrado el teorema.

Para ésto, sea {Gn : n < ω} una sucesión de subconjuntos abiertos básicos
no váıos en Xω y veamos que esta sucesión tiene un punto de acumulación.
Sin pérdida de generalidad supongamos que para cada n ∈ ω

Gn = (
i=kn∏
i=0

Gn,i) ×
∏

{Xi : i > kn }

donde kn ∈ ω, Gn,i es abierto no vaćıo en X para i ≤ kn y Xi = X para i > kn.
Más aún, podemos suponer que {kn : n ∈ ω} es una sucesión estrictamente
creciente en ω. Usando el hecho de que X es pseudocompacto, podemos
elegir z(0) punto de acumulación de la sucesión {Gn,0 : n ∈ ω}. Como X
es regular, podemos elegir U0, V0 subconjuntos abiertos en X tal que z(0) ∈
V0 ⊆ clX(V0) ⊆ U0 y clX(U0) �= X. Def́ınase A0 = {n ∈ ω : f0(Gn,0)∩V0 �= ∅},
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donde f0 = idX . Ahora, para cada n ∈ A0, def́ınase el subconjunto abierto
On,0 = f0(Gn,0) ∩ V0.

Similar al caso anterior, eĺıjase z(1) punto de acumulación de la sucesión
{Gn,1 : n ∈ A0}. Posteriormente eĺıjanse w1 ∈ X \ clX(U0), U1, V1 subconjun-
tos abiertos en X y f1 ∈ Aut(X) tales que

• w1 = f1(z(1)) ∈ V1 ⊆ clX(V1) ⊆ U1, U0 ∩ U1 = ∅ y

• clX(U0) ∪ clX(U1) �= X.

En particular, si z(1) /∈ clX(U0) basta elegir w0 = z(1) y f1 = idX . Sea
A1 = {n ∈ A0 : f1[Gn,1]∩V1 �= ∅} y para cada n ∈ A1, sea On,1 = f1[Gn,1]∩V1.

Como X no tiene puntos aislados, podemos continuar este proceso induc-
tivamente y construir aśı sucesiones {z(j) : j < ω}, Uj : j < ω}, {Vj : j < ω},
{Aj : j < ω}, {fj : j < ω}, además de sucesiones {On,j : j < ω}, donde
n ∈ ω, que satisfacen:

(i) fj ∈ Aut(X) para cada j < ω,

(ii) {Uj : j < ω} es sucesión de subconjuntos abiertos de X ajenos dos a
dos y tal que

⋃
j≤n clX(Uj) �= X para todo n < ω,

(iii) {Vj : j < ω} es sucesión de subconjuntos abiertos en X tal que
clX(Vj) ⊆ Uj para cada j < ω,

(iv) Aj+1 = {n ∈ Aj : fj+1[Gn,j+1] ∩ Vj+1 �= ∅} es un subconjunto infinito
de ω para cada j < ω y claro que Aj+1 ⊆ Aj,

(v) para cada j < ω, z(j) es punto de acumulación de la sucesión {Gn,j :
n ∈ ω},

(vi) fj(z(j)) ∈ Vj para cada j < ω y finalmente

(vii) para j < ω, On,j = fj[Gn,j] ∩ Vj para cada n < ω.

Eĺıjase ahora un subconjunto infinito A = {aj : j < ω} en ω tal que para
cada j < ω, aj ∈ Aj y aj < aj+1. Para cada n ∈ ω definamos

Wn =

(
j=kan∏
j=0

fj[Gan,j]

)
×

∏
{Xi : i > kan},
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donde Xj = X si j > kan . Deseamos demostrar que {Wn : n ∈ ω} tiene un
punto de acumulación. Para ésto, considérese la sucesión {On : n ∈ ω}, tal
que para cada n ∈ ω:

On =

(
j=n∏
j=0

Oan,j

)
×

(
j=kan∏
j=n+1

fj[Gan,j]

)
×

∏
{Xi : i > kan},

donde Xj = X si j > kn. Nótese que On ⊆ Wn para cada n ∈ ω. Por
tanto, todo punto de acumulación de {On : n ∈ ω} es también punto de
acumulación de {Wn : n ∈ ω}. Finalmente, para garantizar que {On : n ∈ ω}
tiene un punto de acumulación en Xω, observemos que las sucesiones {Un :
n ∈ ω}, {Vn : n < ω} y {On,j : n ∈ ω}, donde j < ω, junto con la sucesión
creciente {kn :< ω} satisfacen las propiedades del lema anterior. Sea digamos
y = 〈y(j) : j ∈ ω} un punto de acumulación, el cual también es punto de
acumulación de {Wn : n < ω}.

Análogo a lo demostrado en el Teorema 2.8, se verifica entonces que
x = 〈f−1

j (y(j) : j < ω〉 es un punto de acumulación de la sucesión {Gan :
n ∈ ω} en Xω y por tanto de {Gn : n ∈ ω}. Se concluye aśı que Xω es
pseudocompacto.�



Caṕıtulo 3

PREGUNTAS DE GINSBURG

En [Gin75], John Ginsburg plantea las siguientes preguntas:

(1) ¿Existe alguna relación entre la compacidad numerable de Xω y la com-
pacidad numerable de 2X?.

(2) ¿Existe alguna relación entre la pseudocompacidad de Xω y la pseudo-
compacidad de 2X?.

En el caṕıtulo anterior se presentaron un par de resultados que garan-
tizan que si un espacio cumple la propiedad de homogeneidad, entonces la
compacidad numerable (pseudocompacidad) de 2X implica aquella de Xω.
El caso general aún es un problema abierto.

Abordaremos en este caṕıtulo las preguntas anteriores en el otro sentido.
Esto es: ¿la pseudocompacidad de Xω implica la pseudocompacidad de 2X? y
similarmente respecto de la propiedad de compacidad numerable. Conviene
introducir antes algunas definiciones y resultados respecto de familias de
subconjuntos infinitos del conjunto de números naturales.

Definición 3.1. Dados A, B ∈ [ω]ω, diremos que A está casi contenido en
B, lo cual denotaremos por A ⊆∗ B, si |A \ B| < ω. Similarmente, diremos
que A es casi igual a B, lo cual se denota por A =∗ B, si A ⊆∗ B y B ⊆∗ A.

La noción anterior se puede aplicar en en el estudio de funciones. Dados
dos conjuntos A y B y funciones f, g : A → B, diremos que f es casi igual a
g, lo cual denotaremos por f =∗ g, si {x ∈ A : f(x) �= g(x)} es finito.

43
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Definición 3.2. Sea I ⊆ [ω]ω. Entonces A ∈ [ω]ω es una pseudointersección
de I si A ⊆∗ I para todo I ∈ I.

Consideremos el siguiente ejemplo, el cual será de utilidad más adelante.

Ejemplo 3.1. Si {An : n ∈ ω} ⊆ [ω]ω cumple que An+1 ⊆ An para cada
n ∈ ω, entonces es posible elegir an ∈ An \ {ak : k < m} para cada n. Sea
A = {an : n ∈ ω}. Es claro que si n ∈ ω entonces ak ∈ An para todo k ≥ n,
con lo cual A ⊆∗ An para cada n ∈ ω y por tanto A es pseudointersección de
{An : n ∈ ω}.

En el ejemplo anterior basta incluso suponer que An+1 ⊆∗ An para cada
n ∈ ω.

Definición 3.3. Una familia infinita A ⊆ [ω]ω es casi ajena si para cua-
lesquiera A,B ∈ A, A ∩ B =∗ ∅. Si A es maximal respecto de la propiedad
anterior, diremos que A es maximal casi ajena (MAD).

Para el desarrollo de este caṕıtulo, utilizaremos algunos resultados con-
cernientes a la Teoŕıa de invariantes cardinales del continuo y que refieren en
particular a cardinales asociados con ω y ℘(ω).

Definición 3.4. Una familia I ⊆ [ω]ω es centrada si:

(∀F ∈ [I]<ω)(|
⋂

F| = ω).

Definición 3.5. El número de pseudointersección p, se define como la mı́ni-
ma cardinalidad de una familia centrada F ⊆ [ω]ω sin pseudointersección
(i.e. para cada A ∈ [ω]ω existe F ∈ F tal que |A \ F | = ω).

Si I = {An : n ∈ ω} ⊆ [ω]ω es una familia centrada entonces para cada
n ∈ ω, es posible elegir an ∈ (

⋂
k≤n Ak) \ {ak : k < n}. Luego, A = {an : n ∈

ω} es una pseudointersección de J, con lo cual ω1 ≤ p. Es claro que también
se cumple que p ≤ c; más aún, se puede establecer la siguiente desigualdad
cuya prueba se puede consultar en [Bas].

Proposición 3.1. p ≤ cof(c).

En el estudio de los invariantes cardinales es posible determinar, a partir
de pruebas de consistencia, cuándo las desigualdades entre invariantes car-
dinales pueden ser estrictas o bien cuándo se puede dar una igualdad entre
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dos o más cardinales. Respecto a los invariantes cardinales que aparecen en
esta sección, para cada uno de ellos es consistente con ZFC el ser estricta-
mente menores que c o estrictamente mayores que ω1. Nótese también que si
suponemos que se cumple CH, entonces todos ellos coinciden con c.

Definición 3.6. Una familia T ⊆ [ω]ω es una torre si T es linealmente
ordenado por ⊇∗ y no tiene pseudointersección.

Definición 3.7. t es la mı́nima cardinalidad de una torre.

Si T es una torre entonces, en particular es una familia centrada. Por lo
tanto, se cumple que p ≤ t.

Definición 3.8. (a) Un subconjunto D ⊆ [ω]ω es denso en [ω]ω si para
cada A ∈ [ω]ω existe D ∈ D tal que D ⊆∗ A.

(b) U ⊆ [ω]ω es abierto si A ∈ U y B ⊆∗ A implica que B ∈ U .

Definición 3.9. El número de distributividad de [ω]ω, el cual se denota por
h, es la mı́nima cardinalidad de una colección de subconjuntos infinitos de ω,
densos y abiertos en [ω]ω y cuya intersección es vaćıa.

Proposición 3.2. t ≤ h.

Demostración. Sea κ < t. Verifiquemos que κ < h. Sea {Hα : α <
κ} familia de subconjuntos densos y abiertos. Construyamos recursivamente
{Tα : α < κ} ⊆ [ω]ω tal que:

1) Tα ∈ H para α < κ,

2) Tα ⊆ Tβ si β < α.

Sea T0 ∈ H0. Supongamos luego que hemos construido Tβ para β < α.
Considerando {Tβ : β < α}, existe T ∈ [ω]ω tal que T ⊆∗ Tβ para todo
β < α. Luego, dado que Hα es denso, existe Tα ∈ Hα tal que Tα ⊆∗ T .
Hemos construido aśı la familia T = {Tα : α < κ} con las propiedades
deseadas.

Ahora, κ < t garantiza la existencia de T ∈ [ω]ω, pseudointersección de
T . Esto es, T ⊆∗ Tα para cada α < κ, lo cual implica que T ∈ ⋂

α<κ Hα. Se
concluye aśı que κ < h. �
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Definición 3.10. Sea (P,≤) un conjunto parcialmente ordenado y sean p, q ∈
P. Diremos que p y q son incompatibles, lo cual denotaremos por p ⊥ q, si
no existe r ∈ P tal que r ≤ p y r ≤ q.

Un subconjunto A ⊆ P es una anticadena si cualesquiera dos de sus
elementos son incompatibles. Por otro lado, A es una cadena si cualesquiera
dos de sus elementos son comparables.

Definición 3.11. Un conjunto parcialmente ordenado (P,≤) es un árbol si
{q ∈ P : q < p} es un conjunto bien ordenado para cada p ∈ P.

Definición 3.12. Sea (P,≤) un árbol. Entonces:

(a) si p ∈ P entonces la altura de p en P, la cual se denota por ht(p, P), es
type({q ∈ P : q < p}).

(b) Si α es un número ordinal entonces el α-ésimo nivel de P, el cual se
denota por Levα(P), es {p ∈ P : ht(p, P) = α}.

(c) La altura de P, la cual se denota por ht(P), es el menor ordinal α tal
que Levα(P) = ∅.

(d) Una rama en P es un subconjunto de P linealmente ordenado maximal.

Es claro que ([ω]ω,⊆∗) es un conjunto parcialmente ordenado (módulo
Fin(ω)) y por tanto es posible referirnos a árboles de subconjuntos infinitos
de ω respecto a ⊆∗.

A continuación enunciamos una caracterización de h mediante árboles de
[ω]ω como los indicados en el parrafo anterior. Esta caracterización se debe
a B. Balcar, J. Pelant y P.Simon.

Teorema 3.1. [BPS80] h es la mı́nima altura de un árbol T ⊆ [ω]ω que
cumple:

(1) cada nivel de T es una familia maximal casi ajena.

(2) Cada elemento T ∈ T tiene c sucesores inmediatos.

(3) T es un subconjunto denso de [ω]ω.

A un árbol T como en el Teorema anterior se le llama árbol base para
[ω]ω.
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3.1. Ejemplo de Compacidad Numerable

Como se indicó en el caṕıtulo 2, Ginsburg [Gin75] demostró que la com-
pacidad numerable de todas las potencias de un espacio garantiza la compaci-
dad numerable de su hiperespacio. Más aún, a partir de un espacio construido
por Froĺık, presentó un ejemplo de un espacio cuyas potencias finitas son nu-
merablemente compactas pero su hiperespacio no es pseudocompacto y por
tanto no es numerablemente compacto. A partir de lo anterior, Ginsburg for-
mula la pregunta indicada al inicio de este caṕıtulo, respecto de la propiedad
de compacidad numerable. J. Cao, T. Nogura y A. Tomita estudiaron este
problema y obtuvieron un ejemplo de un espacio X tal que Xt (y por tanto
Xω1) es numerablemente compacto pero 2X no lo es, respondiendo aśı nega-
tivamente a la pregunta (1). Expondremos en esta sección tal ejemplo.

Dada una familia {Xi : i ∈ I} de espacios numerablemente compactos
y considerando ⊕i∈IXi, su unión ajena, se define un espacio X asociado a
{Xi : i ∈ I}, como sigue:

(a) Si I es finito, sea X = ⊕i∈IXi.

(b) Si I es infinito, consideramos un punto ∞ no perteneciente a ⊕i∈IXi

y definimos X = ⊕i∈IXi ∪ {∞}, estableciendo además una topoloǵıa
para X de tal forma que para cada i ∈ I, Xi con su topoloǵıa original
es cerrado-abierto en X, mientras que las vecindades de ∞ contienen
a Xi para cada i ∈ I, excepto una cantidad finita.

Es claro que si ocurre el caso (a) en el espacio del parrafo anterior, X es
numerablemente compacto. Supongamos entonces que ocurre el caso (b) y
sea A = {xn : n ∈ ω} ⊆ X. Si existe i ∈ I tal que A∩Xi es infinito entonces,
dado que Xi es numerablemente compacto, A tiene un punto de acumulación
en Xi y por tanto en X. En otro caso, ∞ es punto de acumulación de A, pues
cualquier vecindad de ∞ contiene a todo xn, excepto una cantidad finita. Se
concluye entonces que X es numerablemente compacto.

Al espacio anterior se conoce como la compactación numerable por un
punto de ⊕i∈IXi.

Teorema 3.2. Sea {Xi : i ∈ I} una familia de espacios numerablemente
compactos y sea X la compactación numerable por un punto de ⊕i∈IXi. Si
2X es numerablemente compacto entonces

∏
i∈I Xi también lo es.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que Xi ∩ Xj =
∅ si i �= j. Si ocurre que Y =

∏
i∈I Xi no es numerablemente compacto,

entonces existe A = {xn : n ∈ ω} ⊆ Y subconjunto cerrado y discreto, donde
xn = 〈xn(i) : i ∈ I〉 para cada n ∈ ω. Afirmamos que Y es un subconjunto
cerrado de X |I|.

En efecto, si x ∈ X |I| \ Y entonces existe i ∈ I tal que x ∈ π−1
i [X \ Xi].

Sea j ∈ I tal que x(i) ∈ Xj. Luego, x ∈ π−1
i [X \ Xi] ⊆ X |I| \ Y , con lo cual

se concluye que Y es un subconjunto cerrado de X |I|.
De lo anterior se sigue que A es un subconjunto cerrado en X |I|. Simi-

larmente se verifica que A es discreto en X |I|. Usando el hecho de que Xi es
abierto y cerrado, podemos elegir Ui = Vi = Xi para cada i ∈ I y aplicar el
resultado establecido en el Lema 2.1 para concluir que 2X no es numerable-
mente compacto.�

Definición 3.13. Un espacio X es totalmente numerablemente compacto si
toda sucesión de puntos en X tiene una subsucesión contenida en un subcon-
junto compacto de X.

Proposición 3.3. [Vau84] Si {Xα : α < t} es una familia de espacios
totalmente numerablemente compactos, entonces X =

∏{Xα : α < t} es
numerablemente compacto.

Demostración. Sea H un subconjunto infinito y numerable de X. Veamos
que H tiene un punto de acumulación en X. Identifiquemos a H con ω. Cons-
trúyase de manera recursiva una colección {Aα : α < t} de tal forma que para
cada α < t se cumpla:

(1) La cerradura de πα(Aα) es compacta en Xα.

(2) Si α < β < t, entonces Aβ ⊆∗ Aα.

Supongamos que γ < t y que hemos construido Aα para todo α < γ.
Dado que γ < t, existe A ∈ [H]ω pseudointersección de {Aα : α < γ}.
Como Xγ es totalmente numerablemente compacto, existe un subconjunto
infinito Aγ ⊆ A tal que πγ[Aγ] tiene cerradura compacta en Xγ, con lo cual
se concluye la inducción.

Para cada α < t def́ınase Yα = clXα(πα[Aα]) y sea Y =
∏{Yα : α < t}.

Nótese que Yα es compacto para cada α y por tanto Y también lo es.
Supongamos que ningún punto de Y es punto de acumulación de H. Lo

anterior implica que para cada y ∈ Y , existe una vecindad básica Uy de y en X



3.1. EJEMPLO DE COMPACIDAD NUMERABLE 49

tal que H∩Uy = ∅. Dado que Y es compacto, existen y0, · · · , yn ∈ Y tales que
Y ⊆ ⋃

i≤n Uyi
. Para cada i ≤ n, sea Fi = {α < t : πα[Uα] �= Xα}. Nótese que

F =
⋃

i≤n Fi es un subconjunto finito, con lo cual existe x ∈ ⋂
α∈F Aα ⊆ H.

Para cada α ∈ F :
πα(x) ∈ πα(Aα) ⊆ Yα,

lo cual implica que es posible elegir y ∈ Y tal que πα(y) = πα(x) para todo
α ∈ F . Sea i ≤ n tal que y ∈ Ui; entonces, dado que x(α) = y(α) para cada
α ∈ Fi, x también pertenece a Ui. Por lo tanto, H ∩ Ui �= ∅, lo cual es una
cotradicción. Se cumple entonces que H tiene un punto de acumulación en
Y , con lo cual X es numerablemente compacto. �

Teorema 3.3. [CNT04] Existe un espacio topológico X tal que Xω es nu-
merablemente compacto y 2X no lo es.

Demostración. Para cada p ∈ ω∗, def́ınase Xp = βω \ {p} y sea su
topoloǵıa la relativa respecto de βω. Si H es subconjunto infinito en Xp

entonces H tiene un punto de acumulación q ∈ βω tal que q �= p. Por lo tanto,
cualquier vecindad cerrada de q que no contenga a p será un subconjunto
compacto que contiene un subconjunto infinito de H. Luego, Xp es totalmente
numerablemente compacto para cada p ∈ ω∗. Ahora, sea X la compactación
numerable por un punto de

⊕
p∈ω∗ Xp. Veamos que X es también totalmente

numerablemente compacto.
Sea H un subconjunto infinito numerable de X. Si existe r ∈ ω∗ tal

que H ∩Xr es infinito entonces, dado que Xr es totalmente numerablemente
compacto, existe un subconjunto infinito en H∩Xr cuya cerradura es cerrada
en Xr (y por tanto en X). En otro caso, si H ∩Xr es finito para cada r ∈ ω∗,
entonces H ∪ ω es compacto, pues toda vecindad de ω debe contener a Xr

para todo r ∈ ω∗ excepto una cantidad finita. Se concluye aśı que X es
totalmente numerablemente compacto y se sigue de la Proposición anterior
que Xt también lo es.

Para demostrar que 2X no es numerablemente compacto, basta probar
que Z =

∏{Xp : p ∈ ω∗} no lo es y aplicar el Teorema 3.2. Mostremos
entonces que Z no es numerablemente compacto.

Considérese W = (βω)ω∗
y sea Δ = {f ∈ W : f es constante}. Para cada

f ∈ W , sea cf ∈ βω tal que f(p) = cf para todo p ∈ ω∗. Sea D = {f ∈
Δ : cf ∈ ω}. Se cumple que ω ⊆ Xp para cada p ∈ ω∗ y si cf ∈ ω∗ entonces
f(cf ) /∈ Xcf

, con lo cual f /∈ D. Luego, D = Δ ∩ X ⊆ W . Si f ∈ W es
un punto de acumulación de D, entonces f(α) es punto de acumulación de
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{g(α) : g ∈ D} = {cg : g ∈ D} para cada α ∈ ω∗. Lo anterior implica que
f ∈ δ y cf ∈ ω∗, de lo cual se concluye que f /∈ Z. Por lo tanto, Z no es
numerablemente compacto. �

3.2. Pseudocompacidad en Hiperespacios de

Ψ-espacios

Definición 3.14. Sea A una familia casi ajena. Entonces Ψ(A) = (ω∪A, τA)
es el espacio de Mrówka-Isbell o Ψ-espacio asociado a A, donde ω es un
subespacio discreto respecto de τA y si A ∈ A entonces

BA = {{A} ∪ A \ F : F ∈ [ω]<ω}

es una base local para A.

El concepto de Ψ-espacio o espacio de Mrówka-Isbell fue introducido de
manera independiente por S. Mrówka y J. Isbell; el estudio de dichos espacios
ha permitido presentar una gran cantidad de ejemplos y contraejemplos en
topoloǵıa, como es el caso de uno de los resultados de Michael Hrušák que
expondremos en esta sección.

Lema 3.1. Si A ⊆ [ω]ω es una familia casi ajena, entonces el espacio Ψ(A)
cumple las siguientes propiedades:

(1) Ψ(A) es T2 y primero numerable,

(2) Ψ(A) es localmente compacto,

(3) Ψ(A) es T3 1
2
,

(4) Ψ(A) es separable,

(5) A es cerrado discreto en Ψ(A),

(6) A es cero-dimensional,

(7) Ψ(A) es pseudocompacto si y sólo si A es MAD.



3.2. PSEUDOCOMPACIDAD EN HIPERESPACIOS DE Ψ-ESPACIOS 51

Demostración. Demostraremos únicamente la propiedad (7); las demás
se verifican fácilmente. Supongamos que A es MAD y sea f : A → R
una función continua no acotada. Para cada n ∈ ω existe an ∈ ω tal que
f(an) > n. Dado que A es MAD, existe A ∈ A tal que 〈an : n ∈ ω〉 converge
a A. Luego, como f es continua, se cumple que 〈f(an) : n ∈ ω〉 converge a
f(A), lo cual es una contradicción.

Por otro lado, supongamos que A no es MAD y sea B = {bn : n ∈ ω}
tal que B ∩A =∗ ∅ para todo A ∈ A. Sea f : Ψ(A) → R dada por f(bn) = n
y f(x) = 0 si x ∈ ψ(A) \ B. Es claro que f es no acotada. Más aún, f
es continua pues si {xn : n ∈ ω〉 es una sucesión no trivial convergente en
Ψ(A), debe converger a un elemento de A y aśı, dado que B ∩ A =∗ ∅,
〈f(xn) : n ∈ ω〉 converge a 0 = f(A). Se concluye entonces que Ψ(A) no es
pseudocompacto. �

J Cao y T. Nogura formularon la pregunta: ¿Cuándo el hiperespacio de
un Espacio de Mrówka-Isbell es pseudocompacto?.

En esta sección exponemos un par de resultados de M. Hrušák que mues-
tran que es indecidible determinar cuando se cumple lo planteado en dicha
pregunta.

Es posible demostrar, como veremos más adelante, que el producto nu-
merable del Ψ-espacio de una familia A es pseudocompacto cuando A es
MAD; por lo tanto, al garantizar la existencia de una familia MAD tal que
el hiperespacio de su Ψ-espacio no es pseudocompacto, se habŕıa demostrado
que en general la respuesta a la segunda pregunta de Ginsburg es negativa.

Definición 3.15. Un subconjunto Y de un espacio topológico X es relati-
vamente secuencialmente compacto si toda sucesión de elementos de Y tiene
una subsucesión que converge a un punto en X.

Similarmente, Y es relativamente numerablemente compacto en X si todo
subconjunto infinito de Y tiene un punto de acumulación en X.

El siguiente resultado además de ser un ejemplo interesante de la apli-
cación de los invariantes cardinales en problemas topológicos, permite estu-
diar el producto topológico de espacios secuencialmente compactos y análoga-
mente de espacios relativamente secuencialmente compactos, lo cual utilizare-
mos más adelante.
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Proposición 3.4. Sea {Xα : α < κ} una colección de espacios secuen-
cialmente compactos, donde κ < h. Entonces

∏
α<κ Xα es secuencialmente

compacto.

Demostración. Sea {fn : n ∈ ω} una sucesión en Y =
∏

α<κ Xα, donde
fn = 〈fn(α) : α < κ〉 para cada n ∈ ω. Para cada α < κ def́ınase el conjunto

Dα = {A ∈ [ω]ω : {fn(α) : n ∈ A} es convergente}.

Sea α < κ; si A ∈ [ω]ω, entonces, dado que Xα es secuencialmente compacto,
existe B ⊆ A tal que B ∈ Dα, de lo cual se sigue que Dα es denso. Por otro
lado, si A ∈ [ω]ω es tal que {fn(α) : n ∈ A} es convergente y B ⊆∗ A entonces
claro que {fn(α) : n ∈ B} es también convergente. Se prueba aśı que Dα es
abierto.

Dado que κ < h, existe C ∈ ⋂
α<κ Dα. Para concluir la demostración,

basta observar que {fn(α) : n ∈ C} es una sucesión convergente en Xα para
cada α < κ, con lo cual se obtiene que {fn : n ∈ C} es convergente en Y . �

Del resultado anterior se obtiene que, en particular, el producto nume-
rable de espacios secuencialmente compactos es secuencialmente compacto.
Similarmente, se puede verificar que el producto numerable de espacios rela-
tivamente secuencialmente compactos es relativamente secuencialmente com-
pacto

Es posible construir una familia de cardinalidad h de espacios secuencial-
mente compactos, cuyo producto no lo es; con lo cual se cumple que h es la
menor cota superior que garantiza la propiedad productiva de compacidad
secuencial.

Lema 3.2. Sea X un espacio que contiene un subconjunto denso D de puntos
aislados. Entonces los siguientes son equivalentes:

(1) X es pseudocompacto,

(2) D es relativamente numerablemente compacto en X.

Demostración. Supongamos que X es pseudocompacto y sea A = {xn ∈
ω} un subconjunto infinito en D. Por hipótesis, {xn} es abierto para cada
n ∈ ω. Luego, por la caracterización de la propiedad de pseudocompacidad
indicada en la Proposición 1.2, existe x ∈ X punto de acumulación de {{xn} :
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n ∈ ω}, el cual por supuesto es punto de acumulación de A. Se concluye
aśı que D es relativamente numerablemente compacto.

Supongamos por otro lado que D es relativamente numerablemente com-
pacto y sea {Un : n ∈ ω} una colección de subconjuntos abiertos en X. Para
cada n ∈ ω, eĺıjase xn ∈ D ∩ Un y considérese A = {xn : n ∈ ω}. Entonces
existe x ∈ X punto de acumulación de A, el cual es también punto de acu-
mulación de {Un : n ∈ ω}, con lo cual se prueba que X es pseudocompacto.
�

Nótese que para la segunda implicación de la demostración no se requiere
que el subconjunto denso sea de puntos aislados.

Proposición 3.5. Si X tiene un subconjunto denso y relativamente secuen-
cialmente compacto en X entonces Xω es pseudocompacto.

Demostración. Sea D ⊆ X un subconjunto denso relativamente secuen-
cialmente compacto. Ocurre que Dω es un subconjunto denso en Xω; además,
por la observación posterior a la Proposición 3.4, Dω es relativamente se-
cuencialmente compacto en Xω (y por tanto relativamente numerablemente
compacto). Del resultado anterior se concluye que Xω es pseudocompacto.
�

Denotemos por Fin a la colección de subconjuntos finitos de ω. Recorde-
mos que si ω es un subconjunto denso y de puntos aislados en X entonces
Fin es un subconjunto denso y de puntos aislados en 2X .

Supongamos que A es una familia MAD y sea Y = {xn : n ∈ ω} una
sucesión en ω. Existen {xnk

: k ∈ ω} subsucesión de Y y A ∈ A tales que
{xnk

: k ∈ ω} ⊆ A. Es claro que si F es un subconjunto finito de ω entonces
existe N ∈ ω tal que xnk

∈ A\F para todo k > N . Por lo tanto, {xnk
: k ∈ ω}

converge a A en Ψ(A), con lo cual se verifica que ω es un subconjunto denso
y relativamente secuencialmente compacto en Ψ(A). Luego, a partir de la
Proposición 3.5, se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.3. Si A es MAD entonces (Ψ(A))ω es pseudocompacto.

Introduzcamos ahora la siguiente notación, la cual se utilizará en lo suce-
sivo.

Definición 3.16. Supongamos que X es un espacio topológico que contiene
a ω como subconjunto, Y = {Fn : n ∈ ω} es un subconjunto de Fin , F ∈ 2X ,
A ⊆ P(X) y A ⊆ ω. Se definen los siguientes conjuntos:
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(1) IY
A = {n ∈ ω : A ∩ Fn �= ∅},

(2) MY
A = {n ∈ ω : Fn ⊆ A},

(3) FY
F = {IY

A\k : A ∈ F ∩ A, k ∈ ω} ∪ {IY
{n} : n ∈ F ∩ ω}.

Lema 3.4. Sea A una familia casi ajena. Si F ⊆ Ψ(A) es cerrado y Y =
{Fn : n ∈ ω} ⊆ Fin es infinito entonces los siguientes son equivalentes:

(1) F es un punto de acumulación de Y en el hiperespacio 2Ψ(A),

(2) FY
F es centrada y para cada P ⊆ ω ocurre uno de los siguientes casos:

(a) (F ∩ ω) \ P �= ∅,
(b) existe A ∈ F ∩ A tal que A \ P es infinito ó

(c) FY
F ∪

{
MY

P

}
es centrada.

Demostración. Supongamos que F es punto de acumulación de Y y sea
Q un subconjunto finito de FY

F , digamos que

Q = {IY
A0\k0

, IY
A1\k1

, · · · , IY
Am\km

} ∪ {IY
a0

, · · · , IY
al
},

donde Ai ∈ F ∩A para cada i ≤ m y aj ∈ F ∩ ω para cada j ≤ l. Deseamos
probar que

⋂Q es infinito.

Considérese el subconjunto

U = 〈Ψ(A); {A0} ∪ A0 \ k0, · · · , {Am} ∪ Am \ km, {a0}, · · · , {al}〉

Nótese que U es una vecindad de F y aśı, dado que F es punto de acumulación
de Y , U ∩ Y es infinito. Sea I = {n ∈ ω : Fn ∈ U}. Por lo tanto, si i ∈ I
entonces (Aj \ kj) ∩ Fi y ak ∈ Fi para todo j ≤ m y k ≤ l. Por definición se
cumple que I ⊆ ⋂Q, de lo cual se concluye que FY

F es centrada.

Ahora, sea P ⊆ ω y supongamos que no se cumple alguna de las pro-
piedades (a) y (b) de (2) del lema. Esto es, (F ∩ ω) ⊆ P y A ⊆∗ P para
todo A ∈ F ∩ A. Sea V = P ∪ (F ∩ A). Nótese que P es un subconjunto
abierto en Ψ(A); más aún, si A ∈ F ∩A entonces A \P es finito y por tanto
U = {A} ∪ A \ (A \ P ) = {A} ∪ (A ∩ P ) es una vecindad de A contenida en
V . De lo anterior se concluye que V es un subconjunto abierto de Ψ(A), el
cual además contiene a F .
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Verifiquemos que se cumple (c). Para esto, sea

Q = {IY
A0\k0

, IY
A1\k1

, · · · , IY
Am\km

} ∪ {IY
a0

, · · · , IY
al
} ∪ {MY

P } ⊆ FY
F ∪ {MY

P },
donde Ai y aj son como antes.

Dado que F ⊆ V , se cumple que

W = 〈V ; {A0} ∪ (A0 \ k0), · · · , {Am} ∪ (Am \ km), {a0}, · · · , {al}〉
es una vecindad de F en 2Ψ(A). Similarmente, dado que F es punto de acu-
mulación de Y , I = {n ∈ ω : Fn ∈ W} es infinito. Ahora, si i ∈ I entonces
Fn ⊆ P ∪ (F ∩A), pero Fn ⊆ ω, de lo cual se sigue que Fn ⊆ P y por tanto
n ∈ MY

P . Se concluye aśı que I ⊆ ⋂Q y por tanto FY
F ∪ {MY

P } es centrada.

Supongamos ahora que FY
F es centrada y sea

U = 〈U ; {A0} ∪ (A0 \ k0), · · · , {Am} ∪ (Am \ km), {a0}, · · · , {al}〉
una vecindad básica de F . Como U es abierto en Ψ(A), para cada A ∈ F ∩A,
existe kA ∈ ω tal que:

F ⊆ V = {n : n ∈ F ∩ ω} ∪
⋃

{{A} ∪ A \ kA : A ∈ F ∩ A} ⊆ U.

Sea P = V ∩ ω. Se cumple que F ∩ ω ⊆ P , con lo cual no se satisface
la condición (a). Además, para cada A ∈ F ∩ A, A \ P es finito, con lo
cual tampoco se cumple (b). Por lo tanto, debe ocurrir que FY

F ∪ {MY
P } es

centrado.

De lo anterior se sigue que
⋂{IAi\ki

: i ≤ m} ∩ ⋂{I{aj} : j ≤ l} ∩ MY
P es

infinito y aśı también lo es {Fn : n ∈ ω} ∩ V .�
A partir de la suposición de p = c, o simplemente bajo CH, se tiene el

siguiente resultado.

Proposición 3.6. (p = c) Si A es una familia MAD entonces 2Ψ(A) es
pseudocompacto.

Demostración. Nótese que, por la proposición 3.1, c es regular si p = c.
Sea A una familia MAD. Dado que ω es un subconjunto denso de puntos
aislados en Ψ(A), lo cual implica que Fin es denso, por el lema 3.2 basta
mostrar que todo conjunto infinito Y ⊆ Fin tiene un punto de acumulación
en 2Ψ(A). Para esto, sea Y = {Fn : n ∈ ω} ⊆ Fin y sea {Pα : α < c} una
enumeración de [ω]ω, donde cada elemento aparece c veces en la enumeración.
Constrúyase recursivamente una familia {Eα : α < c} tal que para cada
α < c:
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(1) Eα ⊆ Ψ(A),

(2) |Eα| ≤ |α| + ω,

(3) si α < β entonces Eα ⊆ Eβ,

(4) Fα = {IA\k : A ∈ Eα ∩ A, k ∈ ω} ∪ {IY
n : n ∈ Eα ∩ ω} es centrada y

(5) ocurre una de las siguientes condiciones:

(a) (Eα \ Pα) ∩ ω �= ∅,
(b) existe A ∈ Eα ∩ A tal que A �∗ Pα ó

(c) Fα ∪ {MY
Pα
} es centrada.

Si P0 = ω o si |{n ∈ ω : m ∈ Fn}| < ℵ0 para cada m ∈ ω, entonces sea
E0 = ∅; en otro caso, si existe m ∈ ω tal que {n ∈ ω : m ∈ Fn} es infinito,
sea E0 = {m}. Sea ahora α < c y supongamos que hemos construido Eβ para
cada β < α. Por la propiedad (3) de la construcción y dado que Fβ es centrada
para cada β < α, F =

⋃
β<α Fβ también lo es. Si ocurre que F ∪ {MPα}

es centrada entonces Eα =
⋃

β<α Eβ satisface (1) − (5). En particular, la
condición (2) se sigue de la regularidad de c. Podemos suponer entonces que
F ∪ {MY

Pα
} no es centrada. Dado que F es centrada y |F| < c = p, existe

I ∈ [ω]ω tal que I ⊆∗ A para todo A ∈ F . Pero F ∪{MY
Pα
} no es centrada, lo

cual implica que |I \ MY
Pα
| = ℵ0. Sea J = I \ MY

Pα
y consideremos dos casos:

Caso 1 : Existe m ∈ J \ Pα tal que {n ∈ J : m ∈ Fn} es infinito.
Def́ınase Eα =

⋃
β<α Eβ ∪ {m}. Es claro que Eα cumple (1) − (3). Además

{m} ∈ Eα \Pα, con lo cual se satisface la condición (a) de (5). Basta verificar
que se satisface (4). Para esto, sea G = {IY

A0\k0
, · · · , IY

At\kt
, IY

a0
, · · · , IY

al
} ∪

{IY
m} ⊆ Fα. Es claro que {n ∈ J : m ∈ Fn} ⊆ IY

m y además, dado que I es
pseudointersección de F y J ⊆ I, J ⊆∗ F para cada F ∈ F , de lo cual se
sigue que

{n ∈ J : m ∈ Fn} ⊆∗ ⋂
i≤t

IY
Ai\ki

∩
⋂
j≤l

IY
aj
∩ IY

m.

Se concluye aśı que
⋂G es infinito y por tanto Fα es centrada.

Caso 2: {n ∈ J : m ∈ Fn} es finito para todo m ∈ J \Pα. Por lo anterior y
dado que J∩MY

Pα
= ∅, se cumple que L = (

⋃
n∈J Fn)\Pα es infinito. Dado que

A es MAD, existe A ∈ A tal que |A∩L| = ω. Def́ınase Eα =
⋃

β<α Eβ∪{A}.
Es claro que Eα satisface (1) − (3). Más aún, A ∈ Eα ∩ A y |A \ Pα| = ω,
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con lo cual se cumple (b) de (5). Basta entonces verificar que se satisface la
condición (4). Sea

G = {IY
A0\k0

, · · · , IY
At\kt

, IY
a0

, · · · , IY
al

, IY
A\k} ⊆ Fα,

donde k ∈ ω y Ai, aj son como antes para i ≤ t y j ≤ l.

Nótese que A∩⋃
n∈J Fn es infinito y Fn es finito para cada n ∈ ω, lo cual

implica que {n ∈ J : A ∩ Fn �= ∅} es infinito; más aún, dado que J ⊆ I y I
es pseudointersección de F , {n ∈ J : A ∩ Fn �= ∅} ⊆∗ F para todo F ∈ F .
Por lo tanto {n ∈ J : A ∩ Fn �= ∅} ⊆ ⋂G, con lo cual se prueba que Fα

es centrada. Se concluye aśı el paso inductivo y tenemos entonces la familia
{Eα : α < c} con las propiedades deseadas.

Sea E = clΨ(A)(
⋃

α<c Eα).

Afirmación: E es punto de acumulación de Y en 2Ψ(A).
Por el lema 3.4, basta demostrar que FY

E es centrada y que para cada
P ⊆ ω se satisface una de las siguientes condiciones:

(a) (E ∩ ω) \ P �= ∅,

(b) existe A ∈ E ∩ A tal que A �∗ P ó

(c) FY
E ∪ {MY

Pα
} es centrada.

Por definición, F =
⋃

α<c Fα es centrada; además E \ ⋃
α<c Eα ⊆ A pues ω

es un subconjunto de A de puntos aislados, con lo cual se obtiene que

FY
E = F ∪ {IA\k : A ∈ E \

⋃
α<c

Eα, k ∈ ω}.

Ahora, si A ∈ E \ ⋃
α<c Eα y k ∈ ω entonces {A} ∪ (A \ k) es una vecindad

de A y aśı (A\k)∩ (
⋃

α<c Eα) �= ∅. Luego, para cada A ∈ E \⋃
α<c Eα y cada

k ∈ ω existe m ∈ (A \ k) ∩ (
⋃

α<c Eα), para el cual se cumple que IY
m ∈ F y

IY
m ⊆ IY

A\k. Para verificar entonces que FY
E es centrada basta observar que si

F ∈ FY
E y F /∈ F entonces F = IY

A\k para algún A ∈ A y algún k ∈ ω. Por lo

tanto, si F ∈ FY
E entonces existe G ∈ F con G ⊆ F , donde G = F si F ∈ F

y G = IY
m en otro caso, donde m es como antes; luego, el que F es centrada

implica que FY
E también lo es.

Por último, sea P ⊆ ω y supongamos que FY
E ∪ {MY

P } no es centrada.
Podemos suponer que P es infinito, pues en otro caso se satisface trivialmente
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la condición (b). Existen A0, · · · , An ∈ E∩A, k0, · · · , kn ∈ ω y m0, · · · ,ml ∈
E ∩ ω tales que:

|
⋂
i≤n

IY
Ai\ki

∩
⋂
j≤t

IY
{mj} ∩ MY

P | < ω.

Como se estableció en el parrafo anterior, para cada i ≤ n tal que A ∈
E \⋃

α<c Eα existe un ordinal αi < c y existe mi ∈ Eαi
tal que IY

{mi} ⊆ IY
Ai\ki

.
Eĺıjase β < c tal que αi < β para todo i y tal que Aj ∈ Eβ para todo j ≤ n
con Aj ∈ ⋃

α<c Eα. Sea α < c tal que P = Pα y α > β. Esto es posible
pues P aparece enlistado c veces en la enumeración que se realizó de [ω]ω. Se
cumple entonces que Fα ∪ {MY

Pα
} no es centrada. Por la condición (5) debe

ocurrir que (Eα ∩ ω) \ P �= ∅, lo cual implica que (E ∩ ω) \ P �= ∅ ó existe
A ∈ Eα ⊆ E tal que A �∗ P . Se concluye aśı la demostración y por tanto E
es punto de acumulación de Y en 2Ψ(A). �

Como se mencionó anteriormente, es consistente con ZFC que h < c (y
por tanto que p < c). Si suponemos tal desigualdad, la respuesta a la pregunta
de Cao y Nogura es completamente distinta a la que se sigue de la proposición
anterior, además de que brinda un ejemplo que responde negativamente a la
pregunta de Ginsburg. Luego, resulta indecidible cuando el hiperespacio de
un Ψ-espacio es pseudocompacto.

Teorema 3.4. (h < c) Existe una familia A maximal casi ajena tal que 2Ψ(A)

no es pseudocompacto.

Demostración. Para construir la familia A, trabajaremos con 2<ω en
lugar de ω, con lo cual A consistirá de subconjuntos infinitos de 2<ω. Sin
embargo, a lo largo de la demostración podremos identificar a 2<ω con ω
cuando sea necesario. Consideremos una familia T como en el Teorema 3.1
y enumeremos a [2<ω]ω por {Xα : α < c}. Para cada A ⊆ 2<ω def́ınase
πA = {n ∈ ω : A ∩ 2n �= ∅}. Construyamos recursivamente una colección
{Aα : α < c} de familias, tal que para cada α < c:

(1) |Aα| < c,

(2) cada A ∈ Aα es una cadena o una anticadena en 2<ω,

(3) πA ∈ T para cada A ∈ Aα,

(4) si A,B ∈ Aα y A �= B entonces πA ∩ πB =∗ ∅ y

(5) existe A ∈ Aα tal que πA ⊆∗ πXα y |A ∩ Xα| = ω.
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Supongamos que α < c y que hemos construido Aβ para cada β < α. Si
existe A ∈ ⋃

β<α Aβ tal que A ∩ Xα es infinito y πA ⊆∗ πXα entonces basta
definir Aα =

⋃
β<α Aβ. Supongamos entonces que no se cumple lo anterior

y eĺıjase T ∈ T tal que T ⊆∗ πXα , lo cual es posible por la densidad de
T en [ω]ω. Dado que T tiene c sucesores inmediatos en T y

⋃
β<α Aβ tiene

cardinalidad menor que c, existe un sucesor inmediato T
′

de T en T ′
que

es casi ajeno con πA para cada A ∈ ⋃
β<α Aβ. Por otro lado, ocurre que

C = Xα ∩ ⋂
n∈T

′ 2n es infinito, con lo cual existe B subconjunto infinito de
C que es una cadena o bien una anticadena. Para concluir la construcción
inductiva, basta definir Aα =

⋃
β<α Aα∪{B}. Finalmente, sea A =

⋃
α<cAα.

La condición (5) garantiza que A es una familia MAD.

Veamos ahora que 2Ψ(A) no es pseudocompacto. Para esto, consideremos
la sucesión Y = 〈Fn : n ∈ ω〉, donde Fn = 2n para cada n ∈ ω. Afirmamos
que Y no tiene puntos de acumulación.

En principio, nótese que si la sucesión anterior tuviera un punto de acu-
mulación, digamos F ⊆ Ψ(A), entonces F ∩ 2<ω = ∅, pues en otro caso si
f ∈ 2<ω ∩ F entonces U = ({f})− es una vecindad de F tal que Y ∩ U ≤ 1,
lo cual es una contradicción. Luego, para mostrar que Y no tiene puntos de
acumulación, sea F ⊆ A y consideremos los dos posibles casos:

Caso 1 : |F | < c. Supongamos que para cada f ∈ 2ω existe A ∈ F tal que
Uf,A = {n ∈ ω : f � n ∈ A} es infinito. Dado que |F | < c, existen A ∈ 2ω y
f, g ∈ F tales que Uf,A y Ug,A son infinitos. Sea m ∈ ω tal que f(m) �= g(m).
Sea k1 > m tal que f � k1 ∈ A; similarmente, eĺıjase k2 > m con f � k2 ∈ A.
Se cumple que f � k1 y g � k2 no pueden tener una extensión común en 2<ω

(y por tanto en A), con lo cual A no es una cadena en 2<ω. Pero A tampoco
puede ser anticadena pues en particular Uf,A es infinito, contradiciendo con
esto la condición (2) de la construcción. Se concluye entonces que existe
f ∈ 2ω tal que Uf,A = {n ∈ ω : f � n ∈ A} es finito para cada A ∈ F . Sea

U = {H ⊆ Ψ(A) : H ∩ clΨ(A)(Bf ) = ∅},

donde Bf = {f � n : n ∈ ω}. Para cada A ∈ F , Bf ∩ A es finito y por tanto
A /∈ clΨ(A). Se cumple aśı que U es vecindad de F y claro que g � n no es
punto de acumulación de Bf para todo g ∈ 2ω y todo n ∈ ω. Esto es, Fn /∈ U
para cada n ∈ ω, con lo cual F no es punto de acumulación de Y .

Caso 2: |F | > h. Nótese que IY
A = πA para cada A ∈ F . Luego, dado que

T es de altura h, {IY
A : A ∈ F} no puede ser una rama del árbol base T .
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Más aún, existen A,B ∈ F tales que A �= B y ht(πA) = ht(πB), con lo cual
IY
A ∩ IY

B =∗ ∅. Por tanto {IY
A : A ∈ F} no es centrada y a partir del Lema

3.4 se concluye que F no es punto de acumulación. �

3.3. Un ejemplo en ZFC

El último teorema de la sección anterior muestra que es consistente que
existe un espacio topológico tal que su producto numerable es pseudocom-
pacto pero cuyo hiperespacio no lo es. En esta sección presentaremos un
ejemplo de un espacio en ZFC que cumple las propiedades anteriores. Este
resultado generaliza entonces el resultado obtenido por Hrušák y permite
concluir que la respuesta a la pregunta (2) de Ginsburg es negativa. Este
resultado aśı como los de la sección anterior están incluidos en [HHM06]

Para la construcción de nuestro ejemplo, conviene recordar algunas propiedades
de la compactación de Čech-Stone de ω.

Podemos identificar a βω con la colección de ultrafiltros de ω, donde en
particular βω\ω coincide con ω∗. Identificamos a n ∈ ω con {A ⊆ ω : n ∈ A},
cumpliéndose además que {U∗ : U ⊆ ω} es una base para ω∗, donde para
cada U ⊆ ω:

U∗ = {p ∈ ω∗ : U ∈ p}.
Para cada función f : ω → ω existe una única función f̃ : βω → βω que

es extensión de f , la cual es llamada extensión de Stone de f .

Lema 3.5. Sea Y ⊆ ω∗ tal que |Y | < c. Entonces Y es nunca denso en βω.

Demostración. Sea U ⊆ ω y consideremos U∗ ω∗. Sea también T un
árbol base para ω∗, como en el Teorema 3.1. Por la propiedad de densidad de
T , existe B ∈ T tal que B ⊆∗ U . Por otra de las propiedades que caracterizan
a T , B tiene c sucesores inmediatos. Ahora, para cada p ∈ Y , existe a lo más
un sucesor inmediato A de B tal que p ∈ A∗. Lo anterior y el hecho de que
|Y | < c, garantizan que C∗ ∩ Y = ∅ para algún C sucesor inmediato de B.
Por lo tanto, si D = U ∩C, entonces se cumple que D∗∩Y = ∅ y se concluye
aśı que Y es nunca denso. �

Definición 3.17. Sean p, q ∈ βω. Entonces:

(1) p ≤RK q si existe f : ω → ω tal que f̃(q) = p.
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(2) p ≈ q si existe f : ω → ω función biyectiva tal que f̃(p) = q.

El orden anterior recibe el nombre de orden de Rudin-Keisler.

La demostración del siguiente resultado se puede consultar en [CN74].

Proposición 3.7. Sea f : ω → ω y sean p, q ∈ ω∗. Entonces:

(a) f̃(p) = q si y sólo si (∀Q ∈ q)(f−1[Q] ∈ p).

(b) f̃(p) ≈ p si y sólo si existe A ∈ p tal que f � A es inyectiva.

Teorema 3.5. Existe un espacio topológico X tal que Xω es pseudocompacto
pero 2X no lo es.

Demostración. Enumeremos al conjunto (ωω)ω por {fα : α ∈ lim(c)},
donde para cada α, fα : ω → ωω está dada por fα = 〈fα,n : n ∈ ω〉. Nótese
que para α ∈ lim(c) y n ∈ ω, fα,n es una función definida en ω. Para cada
n ∈ ω def́ınase Fn = [2n, 2n+1) y sea Y = 〈Fn : n ∈ ω〉.

Si p ∈ ω∗, sea π(p) = {IY
U : U ∈ p}. Afirmamos que π(p) es un ultrafiltro.

En efecto, el que π(p) es un filtro se sigue del hecho de que p lo es. Ahora,
sea V ⊆ ω y consideremos U =

⋃
m∈V Fm. Si ocurre que U ∈ p entonces,

nótese que
V = {n ∈ ω : Fn ∩ U �= ∅},

lo cual implica que V ∈ π(p). En otro caso, si U /∈ p entonces ω \ U ∈ p y,
similar al caso anterior,

ω \ V = {n ∈ ω : Fn ∩ (ω \ U) �= ∅},

con lo cual ω \ V ∈ π(p).

Para realizar la construcción del espacio en cuestión, asumamos por el
momento la siguiente afirmación, cuya demostración haremos al final:

Afirmación: Para cada α ∈ lim(c) existen qα ∈ ω∗, Cα ∈ [ω]ω y Xα ∈
[ω∗]ω, donde Xα = {pα+m : m ∈ ω}, tales que:

(1) Para cada α ∈ lim(c) y m ∈ ω, si la sucesión 〈fα,n(m) : n ∈ Cα〉 no es
eventualmente constante entonces pα+m es un qα-ĺımite de 〈fα,n(m) :
n ∈ Cα〉, donde esto último es como en la definición 2.1.

(2) Para cada α ∈ lim(c) y m ∈ ω, existe U ∈ pα+m selectivo respecto a
{Fk : k ∈ ω}.
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(3) Para cada M ⊆ lim(c) no numerable y m,n ∈ ω, existen α, β ∈ M
distintos, para los cuales existen Uα ∈ pα+n y Vβ ∈ pβ+m tales que
IY
Uα

∩ IY
Vβ

= ∅.

Sea X̃ =
⋃{Xα : α ∈ lim(c)} y def́ınase X = ω ∪ X̃. Nótese que ω es un

subconjunto denso y discreto en X; por tanto ωω es denso en Xω. Luego, para
verificar que Xω es pseudocompacto, basta probar que ωω es relativamente
numerablemente compacto en Xω.

Sea 〈hn : n ∈ ω〉 una sucesión en ωω. Existe α ∈ lim(c) tal que fα = 〈hn :
n ∈ ω〉. Sea Cα el subconjunto establecido en la Afirmación. Def́ınase h ∈ Xω

por h(m) = km si 〈fα,n(m) : n ∈ ω〉 es eventualmente constante con valor km

y sea h(m) = pα+m en otro caso. Por la condición (1) de la Afirmación, h(m)
es un qα-ĺımite de 〈fα,n(m) : n ∈ Cα〉, con lo cual se concluye que h es un
qα-ĺımite de 〈hn : n ∈ Cα〉 y por tanto un punto de acumulación. Se concluye
entonces que Xω es pseudocompacto.

Para demostrar que 2X no es pseudocompacto, verifiquemos que Y no
tiene un punto de acumulación en 2X , de lo cual se concluye que Fin no es
relativamente numerablemente compacto. Para esto, sea F ∈ 2X \ Y . Consi-
deremos los siguientes casos:

Si F ∩ ω �= ∅, eĺıjase m ∈ F ∩ ω. Sea k ∈ ω el único natural tal que
m ∈ Fk = [2k, 2k+1) y def́ınase W = 〈X; {m}, X \ Fk〉. Se cumple que W
es una vecindad de F y claro que W ∩ Y = ∅. Luego, F no es punto de
acumulación de Y .

En otro caso, si ocurre que F ⊆ X̃ y |F | ≤ ω, pongamos F = {pαi+ni
:

i ∈ ω}, entonces la propiedad (2) de la afirmación garantiza que para cada
i ∈ ω existe Uαi

∈ pαi+ni
selectivo respecto a Y . Para cada k ∈ ω eĺıjase

xk ∈ Fk \ ⋃{Uαi+ni
: i ≤ k} y sea K = {xk : k ∈ ω}. Por construcción,

|Uαi+ni
∩ K| < ω para cada i ∈ ω. Def́ınase W = (X \ clX(K))+. Para

cada i ∈ ω, X ∩ U∗
αi+ni

es una vecindad de pαi+ni
y |U∗

αi+ni
∩ K| < ω, pues

Uαi+ni
∩ K es finito. De esto se sigue que F ∩ clX(K) = ∅ y por tanto W es

vecindad de F . Por otro lado, xn ∈ clX(K)∩Fn para cada n ∈ ω, con lo cual
Fn /∈ W . Se concluye entonces que W ∩ Y = ∅ y por tanto F no es punto de
acumulación de Y .

Finalmente, si F ⊆ X̃ y F = {pαi+ni
: i ∈ J}, donde J es no numerable,

entonces la propiedad (3) implica que existen (αi, ni), (αj, nj) ∈ J ×ω, Uαi
∈

pαi+ni
y Vαj

∈ pαj+nj
tales que IY

Uαi
∩ IY

Vαj
= ∅. Def́ınase

W = 〈X; X ∩ U∗
αi

, X ∩ V ∗
αj
〉.
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Nótese que pαi+ni
∈ F ∩ U∗

αi
y pαj+nj

∈ F ∩ V ∗
αj

, lo cual implica que W es
vecindad de F . Por otro lado, si Fk ∩ Uαi

para algún k ∈ ω entonces, dado
que IY

Uαi
∩ IY

Vαj
= ∅, Fk ∩ Vαj

= ∅. De lo anterior se concluye que Y ∩W = ∅
y por tanto F no es punto de acumulación de Y . Con todo esto, Y no tiene
un punto de acumulación en X.

Para concluir la demostración del teorema, basta construir los conjun-
tos indicados en la Afirmación de tal forma que satisfagan las propiedades
ah́ı establecidas. De manera recursiva construyamos los conjuntos Cα, Xα y
los ultrafiltros qα como sigue. Supongamos que lo hemos hecho para todo
β ∈ lim(α) y consideremos la sucesión fα ∈ (ωω)ω. Para cada m ∈ ω, sea
gm : ω → ω definida por gm(n) = fα,n(m).

Construyamos ahora un conjunto Cα ∈ [ω]ω de tal forma que cumpla:

(a) Para cada m ∈ ω, gm � Cα es eventualmente constante o gm � Cα es
inyectiva y gm[Cα] es selectiva respecto de Y ,

(b) si m,n ∈ ω entonces gm � Cα =∗ gn � Cα o gm[Cα] ∩ gn[Cα] =∗ ∅ y

(c) para cada β ∈ lim(α) y cada m ∈ ω tal que gm � Cα no es eventualmente
constante, existe V ∈ pβ+m tal que IY

gm[Cα] ∩ IY
V =∗ ∅.

Comencemos por construir A ∈ [ω]ω tal que cumpla (a). Si ocurre que
g0[ω] es finito, entonces existe a0 ∈ ω tal que |g−1

0 [{a0}]| = ω. Eĺıjase en este
caso A0 = g−1

0 [{a0}]. Si por otro lado ocurre que g0[ω] es infinito, podemos
construir de manera recursiva un conjunto A0 ∈ [ω]ω tal que g0 � A0 es
estrictamente creciente y g0[A0] es selectivo.

Similar a la construcción anterior, es posible construir A1 ⊆ A0 tal que
g1 � A1 es eventualmente constante ó g1 � A1 es inyectiva y g1[A1] es selectiva
respecto de Y . En general, para cada m ∈ ω se construye Am ∈ [Am−1]

ω que
cumple, respecto a gm, propiedades análogas a A0 y A1. Luego, si A ∈ [ω]ω

es una pseudointersección de {Am : m ∈ ω}, entonces A cumple la propiedad
(a).

A partir del conjunto A, construyamos ahora B ∈ [ω]ω tal que satisfa-
ga (a) y (b). Si g1 � A =∗ g0 � A, es decir {n ∈ A : g0(n) �= g1(n)} es
finito, sea B0 = {n ∈ A : g1(n) = g0(n)}. En otro caso, de manera induc-
tiva se construye B0 ∈ [A]ω tal que g0[B0] ∩ g1[B0] = ∅, como se muestra
a continuación. Eĺıjase b0 ∈ A tal que g0(b0) �= g1(b0). Sea b1 > b0 tal que
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g0(b1) �= g1(b1) y máx{g0(b0), g1(b0)} < mı́n{g0(b1), g1(b1)}. Aśı sucesiva-
mente, se elige bn para cada n ∈ ω, de tal forma que B0 = {bm : m ∈ ω}
es tal que g0[B0] ∩ g1[B0] = ∅. Análogo a lo anterior, se construye la familia
{Bn : n ∈ ω} tal que Bn ∈ [Bn−1]

ω y si k ≤ n entonces gk � Bn =∗ gn � Bn

ó gk[Bn] ∩ gn[Bn] = ∅. Por tanto, si B ∈ [ω]ω es pseudointersección de
{Bn : n ∈ ω} entonces B satisface (a) y (b).

Por último, construyamos un conjunto C ∈ [ω]ω que satisfaga las tres
condiciones; para ésto, sea:

Nα =
⋃

{π(p) : (∃β < α)(p ∈ Xβ)}.

Si g0 � B es eventualmente constante, sea C0 = B. En otro caso, si g0 � B no
es eventualmente constante entonces, dado que g0[A0] es selectivo, IY

g0[B] ∈
[ω]ω. Debemos notar que |Nα| < c, lo cual implica que Nα es nunca denso en
βω por el Lema 3.5. Luego, existe V ⊆ IY

g0[B] infinito tal que V ∗ ∩ Nα = ∅.
Sea D0 ⊆ g0[B] tal que V0 = IY

g0[B], el cual cumple, por la inyectividad de g0,

que g0[g
−1
0 [D0]] = D0. Def́ınase C0 = g−1

0 [D0].

Consideremos ahora g1 � C0. Si ocurre que g1 � C0 es eventualmente
constante, def́ınase C1 = C0; en otro caso, IY

g1[C0] ∈ [ω]ω y por tanto existe

D1 ⊆ g1[C0] infinito tal que (IY
D1

)∗ ∩ Nα = ∅. Sea C1 = g−1
1 [D1]. Similar

al parrafo anterior, ocurre que g1[g
−1
1 [D1]] = D1; se cumple entonces que

(IY
g1[C1])

∗ ∩ Nα = ∅ y C1 ⊆ C0. Recursivamente, construimos una colección

{Cm : m ∈ ω} tal que, para cada m ∈ ω, Cm+1 ∈ [Cm]ω y (IY
gk[Cm])

∗ ∩Nα = ∅
para cada k < m. Finalmente, basta elegir Cα ∈ [ω]ω pseudointersección de
{Cm : m ∈ ω}. Es claro que Cα cumple (a), (b) y (c).

Sea qα un ultrafiltro libre en ω tal que qα ∈ C∗
α. Dado que Cα ⊆∗ Cm,

se cumple que Cα ∩ Cm ∈ qα. Para cada m ∈ ω ocurre que gm � (Cα ∩ Cm)
es inyectiva. Aśı, la proposición anterior garantiza que g̃m(qα) ≈ qα. Luego,
definiendo pα+m = g̃m(qα) para cada m ∈ ω se obtiene que qα, Cα y Xα =
{pα+m : m ∈ ω} satisfacen las propiedades (1), (2) y (3) de la Afirmación.

En efecto, si pα+m ∈ U∗ (i.e. U ∈ pα+m), entonces

Cα ∩ g−1
m [U ] ⊆ {n ∈ ω : gm[n] ∈ U}.

Pero Cα ∩ g−1
m [U ] ∈ qα, con lo cual {n ∈ ω : gm[n] ∈ U} ∈ qα y se verifica

aśı (1). De la propiedad (a) de Cα, se sigue que gm[Cα] es selectiva respecto
de {Fk : k ∈ ω} y dado que pα+m ∈ (gm[Cα])∗, se cumple (2). Por último, sea
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M ⊆ lim(c) un subconjunto no numerable y sean m,n ∈ ω. Existen α, β ∈ M
tal que β + ω < α. Por la propiedad (c) que cumple Cα, existe U ∈ pβ+n tal
que IY

gm[Cα] ∩ IY
V = ∅ y por tanto basta considerar Vβ = U y Uα = gm[Cα]

para verificar (3). �
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Caṕıtulo 4

CONCLUSIONES

Se puede concluir que referente a las preguntas de Ginsburg, las dos res-
puestas son negativas en uno de los sentidos y por tanto no es posible es-
tablecer una equivalencia entre la propiedad de compacidad numerable o
pseoducompacidad de un espacio y aquella de su hiperespacio. Se obtiene
en particular que el análogo al Corolario 2.1 respecto de la propiedad de
pseudocompacidad es falso.

Un problema que aún se mantiene abierto, y que resulta ser más com-
plicado, es si es posible determinar las condiciones necesarias y suficientes
para que el hiperespacio de un espacio cumpla alguna de las dos propiedades
anteriores.

En lo referente a los ejemplos presentados en la última parte del caṕıtulo
4, cabe establecer algunas preguntas; por ejemplo:

¿ Existe una familia MAD en ZFC tal que 2Ψ(A) es pseudocompacto?.

¿ Es posible modificar la construcción del ejemplo del Teorema 3.5 de tal
forma que 2X sea pseudocompacto y Xω no lo sea?

67
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