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RESUMEN

En esta tesis se analiza la propagacion de ondas electromagnéticas en una estruc-
tura desordenada tridimensional constituida por una sucesion de cascarones esféri-
cos concéntircos. Cada cascarén estd formado por dos capas de materiales con dis-
tintos indices de refraccidon. El desorden se introduce variando aleatoriamente el
espesor de las capas de un cascardn al otro. La tesis contiene una parte introductiva
en la que se introduce el fendmeno de la localizacién de Anderson y algunas de las
herramientas matemadticas que se usan para su estudio. En esta parte se reproducen
los resultados maés relevantes ya conocidos para algunos modelos unidimensionales
(modelo de Anderson, modelo de Kronig-Penney, estructura formada por una suce-
si6n de bicapas). En la segunda parte de la tesis se introduce el modelo formado por
una sucesion de bicapas esféricas y se muestra como la simetria esférica del sistema
permite reducir el problema al andlisis de un modelo unidimensional. Se muestra
ademds como se puede, por lo menos en principio, estudiar la propagacion de ondas
electromagnéticas en la estructura esférica estratificada por medio del formalismo
de las matrices de transferencia.

Palabras clave: localizacion, sistemas desordenados, ondas electromagnéticas,
modelo de Kronig-Penney, modelos tridimensionales.
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ABSTRACT

In this thesis we analyze the propagation of electromagnetic waves in a tridi-
mensional random structure formed by a sequence of concentrical spherical shells.
Each shell is constituted by two layers with different refraction index. Disorder
is introduced in the model via the widths of the layers which fluctuate from one
shell to the next one. In the first part of the thesis we introduce the concept of An-
derson localization and some mathematical tools which are commonly used in the
study of this phenomenon. In this part of the thesis we summarize the most rele-
vant results which have been obtained for some one-dimensional models (Anderson
model, Kronig-Penney model, binary multi-layered structures). In the second part
of this work we present a tridimensional model formed by a sequence of bilaye-
red spherical shells; we show how the spherical symmetry of the model allows one
to reduce the problem to the analysis of a one-dimensional model. We also show
how the transfer matrix technique can be used (in principle at least) to study the
propagation of electromagnetic waves through the sequence of random spherical
bilayers.
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Introduccion

La localizacion de Anderson es un fendmeno cuyo estudio se ha venido desa-
rrollando desde la publicacion del trabajo pionero de P. W. Anderson. [1] Aunque
la teoria nacid en el ambito de la materia condensada, el hecho de que la locali-
zacion se genera como efecto de la interferencia destructiva de ondas electrénicas
conlleva que el fenémeno de la localizacion de Anderson puede presentarse en cual-
quier campo donde se tenga propagacion de ondas (electronicas, electromagnéticas,
acusticas, etc.) en un medio desordenado. Por esta razén hoy en dia los fendmenos
de localizacién se estudian en muchos sectores de la fisica, que van desde la materia
condensada a la propagacion de ondas electromagnéticas en guias de onda, desde la
fisica de los dtomos frios al estudio de dispositivos mesoscopicos. [2, 3]

En el estudio de los fendmenos de localizacion, los sistemas unidimensionales
(1D) han desempeiiado un papel de suma importancia ya que es posible obtener
resultados analiticos para esta clase de sistemas que estdn fuera del alcance para
modelos de dimensionalidad superior [4]. En particular, el estudio de los sistemas
desordenados 1D ha conocido un desarrollo particularmente intenso a partir del
descubrimiento de que es posible producir una transicion efectiva metal-aislante
en modelos de esta categoria por medio de especificas correlaciones espaciales del
desorden. Este resultado ha abierto la posibilidad de crear dispositivos 1D que fun-
cionen como filtros efectivos, permitiendo el transporte (de electrones o de ondas,
segun el caso) en ventanas energéticas predefinidas.

A pesar de las obvias ventajas que presenta el estudio de modelos estrictamente
1D desde un punto de vista matematico, desde un punto de vista fisico el estudio de
esta clase de sistemas no es totalmente satisfactorio ya que muchas de las propieda-
des para modelos 1D no resultan validas para los modelos correspondientes en dos
y/o tres dimensiones. Ademas, desde un punto de vista experimental las aplicacio-
nes de los modelos 1D resultan limitadas, pues en la mayoria de los casos hay que
tomar en cuenta la naturaleza tridimensional de los dispositivos utilizados y de los
arreglos experimentales.



Introduccion

El presente trabajo pretende extender los resultados obtenidos para estructuras
1D multicapas binarias con desorden correlacionado [4] a un modelo generalizado
de éste en tres dimensiones. En efecto, esta tesis constituye un estudio preliminar
de las propiedades de localizacion de ondas electromagnéticas a través de una es-
tructura formada por capas esféricas concéntricas de dos tipos que se alternan entre
si.

El modelo que se considera es tridimensional pero su simetria esférica permite
reducir el estudio al andlisis de un sistema de tipo 1D, lo que posibilita un estudio
andlitico de las propiedades de localizacién y transporte de ondas electromagnéti-
cas. Los resultados principales de este trabajo preliminar son la reduccion del pro-
blema original al estudio de un modelo 1D y la construccion de las matrices de
transferencia para la estructura multicapa binaria, con lo que se abre el camino para
determinar la longitud de localizacién y las propiedades de transporte del modelo
3D.

La tesis se divide en dos partes. En la primera, que abarca los capitulos 1 a 4, se
introduce el fendmeno de la localizacion de Anderson y las herramientas tedricas
necesarias para su estudio. Se dedica una atencion especial al modelo de Anderson
y al modelo de Kronig-Penney aperiddico unidimensionales, ya que representan las
aplicaciones més sencillas del método del mapa hamiltoniano para el estudio de las
propiedades de localizacion y transporte en modelos desordenados. Posteriormente
se discute la propagacién de ondas electromagnéticas en estructuras de multicapas
binarias 1D, mostrando cémo se puede extender a este problema el método del ma-
pa hamiltoniano.

La segunda parte de la tesis (cap. 5) representa la parte innovadora de este tra-
bajo. En esta parte se introduce una generalizacion tridimensional del modelo de
multicapas binarias. El modelo estd constituido por una sucesion de cascarones
esféricos, cada uno de los cuales consta de dos capas de materiales con indices
de refraccion distintos. El desorden se introduce variando el espesor de las capas
(desorden estructural) y los valores de los indices de refraccion (desorden composi-
tivo). En la tesis se muestra como es posible reducir la construccion de los campos
electromagnéticos mediante la solucion de un campo escalar  (conocido como po-
tencial de Debye [5]) utilizando las propiedades de simetria del modelo. Al analizar
las condiciones de frontera de los campos entre los dos materiales es posible reducir
el estudio de la propagacion de ondas electromagnéticas esféricas en esta estructura
multicapa al andlisis de la propagacion en la variable radial del campo escalar .



Introduccion

La estructura espacial de la propagacion se obtiene por medio de la técnica de
las matrices de transferencia, que permite calcular el valor de la variable radial del
campo ¢ y de su derivada en la frontera de la capa (n + 1)-ésima en funcién de
los valores correspondientes en la frontera en la n-ésima capa. En la tesis se ha
obtenido una expresion andlitica para esta matriz de transferencia, lo que abre el
camino para determinar las propiedades de transmision y localizacion de las ondas
electromagnéticas a través de una estructura formada por N bicapas por medio del
andlisis de la matriz de transferencia global . Este andlisis se llevard a cabo después
de la conclusion de la tesis.



Capitulo 1

Sistemas cristalinos

Un sistema cristalino es aquel que posee un orden donde los elementos que lo
componen estan colocados en posiciones con una regularidad periodica. Periodi-
cidad que permitira introducir herramientas para su estudio tales como el teorema
de Bloch que se expondrd mas adelante en este Capitulo. Pese a que el estudio de
los sistemas cristalinos es exhaustivo a continuacion sélo se exponen algunas defi-
niciones y propiedades generales para contrastarse posteriormente con un sistema
desordenado.

1.1. Sistemas cristalinos

Un cristal se caracteriza por ser un arreglo regular de 4tomos repetidos periddi-
camente en el espacio.
Una estructura cristalina tiene dos componentes:

m Red de Bravais

m Una base en cada sitio de la red

1.1.1. Red de Bravais

Una red de Bravais es un conjunto de la forma {nt; + nyt, + --- + nyt,;} con
n; € Zy {t;} un conjunto de vectores linealmente independientes en R¢, llamados
primitivos. En el caso tres dimensional se tendra

t, = mt) + noty + nst; (11)
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En otra forma, una red Bravais es un arreglo regular y periédico de puntos en el es-
pacio, donde todos los puntos se conectan entre si mediante vectores de translacion
[6]. Los vectores t;, t;, t; forman un paralelepipedo denominado celda primitiva,
en el caso de tres dimensiones el volumen € de la celda primitiva esta dado por el
determinante [t, t,, t3]

Q=1t-(xt)

De tal forma que las celdas primitivas contienen s6lo un punto de la red y llenan el
espacio sin traslapes. Dichas celdas estan definidas por las longitudes a, b, ¢ de los
bordes y los dngulos «, 3,y entre cada par.

Notese de la ec. (1.1) que la eleccién de los vectores primitivos no es dnica y en
consecuencia la forma de la celda primitiva tampoco serd unica. Para destacarlo se
consideran los vectores t;, t,, t;

t = m ity + moty + mysts
ty = myt) + mpty; + mosts
t3 = m3 1ty + marty + masty

Donde m;; son nimeros enteros y elementos de la matriz de transformacion M con
determinante unitario. Asi M~! es también una matriz unitaria de nimeros enteros
lo que significa que el conjunto de vectores {t,} generado por t,, t,, t; coincide con
el conjunto de vectores {t,} generado por t;,1,, t;. Se muestra un ejemplo en la Fi-
gura 1.1.

Figura 1.1: En la imagen se muestran una red de Bravais descrita de dos maneras distintas, por los
vectores t;, t; en un caso y los vectores t;, t; en otro de tal forma que el drea es igual para cualquier
eleccion . [6]

Los voliimenes de las celdas Q y Q son iguales, lo que puede demostrarse como si-
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gue.
Lema

Sean ty,t;,...,tq y t},t},..., t; dos bases de R¢ que generan sus redes de Bravais
Xy Z', respectivamente. Entonces Z = #' <= Junamatriz M = (m;;),d X d
con coeficientes m;; € Z tal que [M| = «1

Corolario

[t 6. .o tgl = IMIt, ta, . .t

esto es, el volumen de las celdas primitivas es invariante respecto a cambios de ba-
ses primitivas.

Alternativamente es posible describir la red de manera satisfactoria utilizando una
celda no primitiva. Este tipo de celdas, llamadas convencionales, pueden contener
un nimero entero de celdas primitivas y, consecuentemente, mas de un punto de la
red. Generalmente se eligen celdas convencionales que poseen las mismas simetrias
de la red, como ilustra el ejemplo de la Figura 1.2.

Figura 1.2: En la imagen se muestra la celda primitiva descrita por los vectores {#;} y la celda
convencional descrita por los vectores {tfc)}. [6]

El énfasis en la simetria traslacional serd destacado mas adelante en la seccidén 1.2,
donde se introduce el teorema de Bloch.

Siendo més exigentes, se puede elegir una celda primitiva que posea la misma sime-
tria de la red a este tipo de celdas se les llama celda de Wigner-Seitz.
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Una celda de Wigner-Seitz se obtiene utilizando un punto de la red como referen-
cia y seleccionando los puntos del espacio que se hallen méas cercanos al punto de
referencia que a cualquier otro punto de la red.

Los casos de identidad entre cristal y red son especificos y suceden cuando la posi-
cioén de equilibrio de cada dtomo del cristal ocupa un sitio de la red. A estas redes
se le llama redes de Bravais.

Para completar la definicion de red cristalina se necesita definir una base.

Base

El contenido de una celda primitiva es descrito por un conjunto apropiado de
vectores base di,d,, ...,d, que individdan las posiciones de equilibrio del nicleo
de cada dtomo en la celda unitaria y las posiciones de cada 4&tomo no pueden ser
relacionadas mediante vectores de traslacion.[6]

Clasificacion de redes de Bravais

Los tipos de redes de Bravais son determinados por consideraciones de simetria.
El conjunto completo de los elementos de simetria depende de las magnitudes y di-
recciones relativas de los vectores base [7].

La teoria de grupos permite demostrar que en dos dimensiones hay cinco redes
distintas: [6] [8]

m Oblicuas.

= Rectangulares: primitivas y centradas.

m Cuadradas.

= Hexagonales.

En tres dimensiones, las mismas consideraciones de simetria inducen catorce redes
diferentes, algunas de las cuales se pueden asociar con las caracterizaciones en dos
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dimensiones, sin embargo hay mas variables por lo que las redes son agrupadas en
siete sistemas cristalinos: [6]

m Triciclico.

= Monociclico: primitivo y centrado en la base.

= Ortoroémbico: primitivo, centrado en la base, centrado en el cuerpo y centrado
en las caras. Correspondiente al grupo Rectangular en 2D.

= Trigonal.

= Tetragonal: primitivo y centrado en el cuerpo.

= Hexagonal.

= Cubico: primitivo, centrado en el cuerpo y centrado en las caras.
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Las relaciones entre magnitudes y direcciones relativas se muestra en la Fig 1.3

Sistema Red de Bravais
eristalino Primitiva Centradaenla | Centrada en | Centrada en
base CULIPo CAras
Triclinico
azbzc
xFEFEy
| sl e
A ET eSS y
2 5 .
b
Ortordambico
azbzc - L + & .
T : | i T e #1==p==lo
a=f=y=— ld de-eed-- hermed-- R E JFYECR
= f’ !, L ir i’ .
I a =
h {
Trigomal I
a=h=¢ Py
z . 2
a
Tetragonal
a=b=c i
&':ﬁ:?:g < .i'-""
.l-r a
a !
Hexagonal . !
a=b=c 4
i
x | '
g=ﬁ=_: i Eilhos
¥=2a/3 ""-'J a
a H !
Cubico ! | 3 T o
a=b=c , ﬂ_\‘ : »
X ! 1 = ey
_g_u_ B i -] iy
oy e, O Rtk I
# _._'l' L] - 1
) a L -
i

Figura 1.3: Clasificacion de las catorce redes de Bravais en los siete sistemas cristalinos. Descritas
con las celdas convencionales. [6]
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1.1.2. Red reciproca
Dada una red #, el conjunto de vectores g tales que
X ={geRi|g te2nZ, VteX) (1.2)
X' se llama red reciproca de #

Lema

Sea # una red de Bravais con vectores primitivos {t;} y sea {g;} la base dual tal
queti-gj :6ij i,j: 1,2,...,d
= %’ esunared de Bravais con vectores primitivos

t; = 2ng;

Donde (#') = %

Tanto la red reciproca como la original satisfacen ciertas propiedades entre ellas:

= De la ecuacion (1.2) el vector g; debe ser ortogonal a t, y t; simultaneamente,
por lo que se tendra:

=t = 7wt = 2wt
gl—Qz 35 gz—Q3 15 g3—Q1 2

donde Q = t; - (t, X t3) es el volumen de una celda primitiva en en la red
original y los vectores g, y g3 se obtienen de bajo el mismo argumento.

= EI volumen ; de la celda unitaria del espacio reciproco es (27)° veces el
reciproco del volumen de la celda unitaria en la red original.

3 (2r)?

Q Q

= Sea q tal que
q-t,=2nl
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con [/ € Z, para cualquier t,. Entonces q debe ser un vector de la red reciproca.
Una consecuencia inmediata es

= Una onda plan a " tiene la periodicidad de la red si y sdlo si el vector de
onda k es igual a un vector reciproco de la red.

= Una funcién f(r) en la red original, siempre podra expresarse como:

@) = ) fueen
8m

Donde la sumatoria es sobre los vectores de la red reciproca. Similarmente:

= Una funcién F(Kk) en la red reciproca podré expresarse de la forma:

Fk) = )" Fpete
tm

Una de las razones por las que es importante definir la red reciproca es que permite
introducir la zona de Brillouin, la cual queda univocamente definida por una celda
primitiva de a red reciproca en el dominio de frecuencias y la primera zona de
Brillouin es reducida por todo el grupo de simetrias que presente la red manteniendo
el origen de la celda

1.2. Teorema de Bloch

El teorema de Bloch es una consecuencia de la simetria traslacional de los cris-
tales, para enunciarlo se considera un cristal tridimensional y para anélizarlo se es-
tudian las propiedades generales de la ecuacion de Schrodinger de un solo electron
con potencial V(r)

[—iw + V(r)] Y(r) = Ey(r) (1.3)
2m

En el caso en que V(r) = V(r + t,) sea un potencial con la periodicidad de la red
cristalina en cuestion, se estudia su transformada de Fourier

V) = > Vig)e®™  meZ (1.4)
gm

El espectro de Fourier serd discreto [6] y se escribird en términos de vectores de
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onda plana de la red reciproca tales que su nimero de onda sea g,, = “*. Analizando
los elementos de matriz, sean k y k” dos vectores de onda plana distintos de cero

1 . 1 : ’
V(r)'ﬁezk-r> Z V(gm) f ‘_/el(—k +k+gm)'rdr
g’n

_ 0 sik #k+g,
-\ V(g sik =k+g,

1 1/
<_elk T
%

(1.5)

donde k y k" son dos vectores de onda distintos en la primer zona de Brillouin es
decirk’ £k + g, V g,. [6]

De acuerdo a la ec. (1.5) el potencial periddico no puede mezclar ondas de vectores
k + g, con ondas de vectores k’ + g/, asi las autofunciones del cristal Hamiltoniano
(ec. (1.3)) pueden ser etiquetadas como ¥ (k, r) con k un vector de onda definido en
la primer zona de Brillouin [6].

Las funciones de onda de un cristal hamiltoniano ¥ (K, r) del vector de onda k deben
ser una combinacion lineal apropiada de funciones de onda plana de vectores k + g,
en general se tiene [6]

Yk, r)

Z a,(K) oK+ T

gn
= *Tuk,r) (1.6)

donde u(k, r) denota una funcién con periodicidad de la red, asi las soluciones de
la ec.(1.3) son ondas planas moduladas con la periodicidad de la red. Estas ondas
se llaman ondas de Bloch y se extienden sobre toda la red por lo que tienen una
naturaleza no localizada.

Cabe sefialar que de manera equivalente

pkr+t,) = Ty r+t,)
— eik-reik-tn I/l(k, r)

= Fyk,r) (1.7)

pese a que la periodicidad de la solucién es mas evidente en la ec.(1.7), ambas for-
mulaciones son equivalentes.
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Las autofunciones de un cristal Hamiltoniano con potencial periédico son carac-
terizadas por un vector de onda k definido en la primer zona de Brillouin. Para
cualquier vector k se tiene en general un conjunto infinito y numerable de solu-
ciones correspondientes al nimero de onda k = 7% y se asocia con los autoestados
energéticos del cristal. Por lo que se puede afiadir una etiqueta adicional a las solu-
ciones, el subindice n, correspondiente al nivel de energia E, que son autovalores
del cristal asi las funciones de onda del cristal siguen esta notacion ,(k, r). Donde
los autovalores E,(k)describen la estructura de banda del cristal.

El teorema de Bloch no s6lo es fundamental por su simetria traslacional en las fun-
ciones de onda sino que ademaés del teorema se deriva que los niveles de energéticos
se agrupan en bandas, esto es, se encuentran en determinadas ventanas de energia
separadas por intervalos de energias prohibidas.[6]

1.2.1. Modelo de Kronig-Penney

Consta de la repeticion periddica de barreras de potencial que puede tratarse
como un modelo de un arreglo cristalino periddico. Su nombre rinde homenaje a sus
autores que lo introdujeron en 1931 [9] originalmente para estudiar las propiedades
del espectro de energia de un sistema cudntico idealizado [4] con la intencién de
reemplazar el potencial real de un cristal con uno constante a trozos, de manera que
las soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger se reducen a funciones exponenciales

[6]

Modelo 1-dimensional

Se considera una secuencia infinita de barreras rectangulares de anchura b y al-
tura Vj que estan separadas por regiones de potencial nulo de anchura ¢, la constante
de periodicidad de red es a = ¢ + b, la celda unitaria se define en —c < x < b donde
hay dos regiones, denotadas por I, donde —c < x < 0y /I tal que 0 < x < b. Donde
se tiene el siguiente potencial

0 -c<x<0
V(x) = (1.8)
Vo O0<x<b



1.2. Teorema de Bloch

14

Tal modelo se ilustra en la Figura 1.4

V(x)

Vir
I II I I
P x
-C 0 b a

Figura 1.4: Barreras de potencial unidimensional periddicas. [6]

Las soluciones a la ecuacion de Schrodinger para energias 0 < E < V| tienen la
forma

Yi(x) = Ae'” + Be7* —c<x<0 g(E)= /221_21?
(1.9)

Yi(x) = CéP* + De* 0<x<b PBE)= vV zm(‘r;g—_E)

donde g(E) es el nimero de onda en la regién / y las constantes A, B, C, D se de-
ben elegir de tal forma que satisfagan las siguientes condiciones de frontera en los
bordes de cada regién

d d
U1(0) = Y (0), (#) _ (ﬂ) (1.10)
X x=0 dx x=0
Yi(b) = e*yi(~c), (%) = ¢/t (%) (1.11)
X x=b dX x=—c

Las ecs. (1.10) imponen continuidad en la funcién de onda y su derivada en x = 0,
cuando se imponen las condiciones de frontera para x = by x = —c, ecs. (1.11), se
recurre al teorema de Bloch por lo que se manifiesta un factor de fase ¢, donde
k es el vector de onda de Bloch en 1 dimension. Ademaés las ecs. (1.10) y (1.11)
conducen a las siguientes expresiones para las constantes A, B, C, D
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A+B=C+D
Aig - Big = CB - DB
CeP? + De™Pb = ¢ika [Ae""fc + Beiqc]
CBeP’ — DBe ™" = eika [Aiqe""” - Biqeiqc]

(1.12)

tal sistema de ecuaciones tiene solucion si la matriz de coeficientes tiene determi-
nante nulo.

1 1 -1 -1
iq —iq B B
_eikae—iqc _eikaeiqc eﬁb e—ﬁb — = 0. (1 . 13)

_iqeikae—iqc +iqeikaeiqc ﬁeﬁb _Be—ﬁb
Después de ciertos cdlculos se obtiene

2 2
B —q
2q9p3
La ec. anterior permite asociar de lado izquierdo una funcién de la energia, pues

q(E) = 2’;’—2’5 y B(E) = w/%, de acuerdo a la ec. (1.9), mientras que de lado
derecho se tiene una expresion en términos del vector de Bloch, sin embargo esta
ecuacion resulta dificil de visualizar el comportamiento de la energia en términos
del vector de Bloch, pues involucra funciones trigonométricas e hiperbolicas. Con el
afan de extraer la informacion de la energia se consideran las barreras como funcio-
nes delta espaciadas con lo que se simplifica la solucién anterior, el comportamiento
deseado se obtiene en el limite b» — 0y V; — oo bajo la condicién de mantener
constante el area de las barreras de potencial, esto es, bV, = cte. En este limite la
ec. (1.14) se reduce a

sinh 8b sin gc + cosh b cos gc = cos ka (1.14)

singa
qa

donde P = ’"‘;l—(;b“ es un parametro adimensional proporcional a la “intensidad”
de la barrera.
Resulta ilustrativo considerar los casos limite del pardmetro P. En el caso P = 0
se recupera la solucién para un electrén libre. En contra parte, el caso P — oo, las
bandas de energia resultan demasiado estrechas y el espectro de energia se describe
con lineas en las energias tales que g(E)a = nmn = 1,2, ... es el nimero de sitios
en la red.

P + cos ga = cos ka (1.15)
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Para ampliar el entendimiento de la solucién, fuera de los casos limite del pardmetro
P, se recurre a la herramienta grafica

5 T T
N\ F(aa)
4 - 4
3 - —
2 - -
el
S
L
1 = N N
/!
" :
0 ,
! /
1 b A
N/
.2 1 1
0 5 10 15 20
ga

Figura 1.5: Solucién grafica del modelo de Kronig Penney. El parametro adimensional P se fij6 en
P = 3,8y las regiones de compatibilidad con el teorema de Bloch estdn marcadas con la linea gruesa
en el eje x.[6]

En la Figura 1.5 se grafica el lado izquierdo de la ec.(1.15) como F(ga), y las regio-
nes que estan con linea continua en sobre el eje x indican las regiones de compatibi-
lidad con la parte derecha de la ec.(1.15), |F(ga)| < 1, estas regiones satisfacen los

., . . 2 2 . . .

valores de energia permitidos es decir E = Z—Zl, como se visualiza en la Figura 1.5
los valores de energia permitidos estan seccionados en bandas de energia permitidas

determinados por la ec. (1.15), separadas por intervalos prohibidos.

En congruencia con la Fig 1.5 se ilustra acontinuacién la energia como funcién
del vector de Bloch k, donde se exhiben las bandas permitidas y prohibidas de for-
ma mds evidente.
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400 —

Niveles de energia permitidos en funcién del vector de Bloch —

350 | .
300
250 | =

200

E(k)

150

100

50 1

Figura 1.6: Solucién numerica para la ecuacién de compatibilidad ec.(1.15). El pardmetro adimen-
sional P = 3,8, y las unidades de la energia son tales que %" =lya=1.[6]

Las bandas de energia permitidas para el modelo de Kronig Penney se pueden cal-
cular para cualquier valor de P, dependiendo de las condiciones fisicas de interés.

Con la Figura 1.6 se clarifica el concepto de estructura de bandas energéticas, men-
cionado en la seccion 1.2 pues ilustra que el espectro de energia consiste en regiones
permitidas separadas por saltos de energia.



Capitulo 2

Sistemas desordenados

La caracterizaciéon de las propiedades de los materiales ordenados es dificil-
mente una forma de describir la realidad, que es mds complicada, pues siempre hay
distorsiones asociadas a las impurezas, vacancias, dislocalizaciones y otros defectos
[10].

En este capitulo se presentan las herramientas necesarias para analizar los sistemas
desordenados y se introduce el concepto de localizacién de Anderson.

2.1. Tipos de desorden

El desorden rompe la invarianza traslacional del sistema y puede manifestarse
en distintas intensidades desde distorsiones en una red de Bravais hasta la ausencia
total de una red de Bravais subyacente. Para los objetivos de este trabajo el desorden
sera construido partiendo de un cristal ideal que al perturbarse da origen a distintos
tipos de desorden, que segun [10] se caracterizan cinco tipos.

= Desorden compositivo: Describe impurezas en el material, es decir cuando
hay al menos dos tipos distintos de atomos distribuidos de manera aleatoria
en los sitios de la red, por lo que estdn dotados de una estructura geométrica
subyacente.

= Desorden estructural: Describe un solo tipo de elementos en la red con sitios
de la red localizados en posiciones espaciales azarosas, es decir la estructura
geométrica subyacente se altera o rompe, dependiendo de la intensidad del
desorden.

18
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= Desorden topolégico: Cuando el nimero de vecinos cercanos es constante, no
hay estructura regular subyacente.

m Desorden orientacional: Se describe con un colectivo de vectores con orien-
taciones aleatorias.

= Desorden de energia cinética: Red de dtomos idénticos conectados con dos
tipos distintos de interacciones entre vecinos inducidas por un vector aleatorio
de potencial.

BEEEG

a) Sistema ordenado b) Desorden compositivo c) Desorden estructural
) -
A/
: T

d) Desorden topolégico e) Desorden orientacional ~ d) Desorden de energia cinética

Figura 2.1: En la imagen se muestra una representacién 2 dimensional de los tipos de desorden
descritos anteriormente.

Estos son algunos tipos de desorden sin embargo se destacardn del compositivo y el
estructural debido al objetivo de esta tesis.

Cabe destacar que en un sélido cristalino los estados electronicos son extendidos,
sin embargo cuando se presentan distorsiones en la estructura cristalina se generan
fendmenos de interferencia que reducen la trayectoria libre media. En este sentido, a
mds imperfecciones menor conductividad. Phillip Anderson fue quien en 1958 des-
cubri6 que cuando el desorden de una muestra tridimensional aumenta mas alla de
un punto critico, la movilidad del electrén no sélo se reduce sino que se desaparece
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por completo, generando asi una region finita en la que el electrén queda atrapado
y la conductividad se anula, a este fendmeno se le conoce como localizacion de
Anderson [2].

2.2. Localizacion

Se puede definir de maneras alternas, en particular se exponen las siguientes

= Comportamiento asintético de la funcién de onda.
La envolvente de la funcién de onda decrece exponencialmente

w(r) f(r)e™
donde f(r) es un funcién aleatoria y acotada

1
- 2.1
1= 4 (2.1)

es la longitud de localizacion.

» Transmision a través de un potencial aleatorio
Se calcula el coeficiente de transmision 7, esto es la probabilidad de que
un electron pase de un sitio r a un sitio r’. Si los estados electronicos son
localizados, el coeficiente de transmision decrece exponencialmente a largas
distancias .
2 gy PUI@CIEE) 2.2)
Lioe e—r'|—c0 Ir —r'|
Estas definiciones son de caracter fundamental para determinar el comportamiento
electrénico en el sistema de estudio. El fendmeno de localizacién depende de la di-
mension del sistema de estudio, para sistemas de dimension uno y dos los estados
del sistema se localizan independientemente del grado del desorden, no asi para sis-
temas en tres dimensiones, por lo que a continuacién se define la transicion de fase
metal-aislante.
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2.3. Transicion de Anderson

La dimensionalidad del sistema de estudio es indispensable para estudiar las
propiedades de transporte. En los sistemas tridimensionales el grado de localizacién
de los autoestados del sistema depende de la intensidad del desorden.

= Cuando la intensidad del desorden es débil, una parte de los estados del sis-
tema se localiza mientras que los demds estados son extendidos, véase la si-
guiente Figura obtenida de [10].

o

Figura 2.2: Imagen cualitativa de la densidad de estados en funcién de la energia. Donde
E. y E! denotan los bordes de movilidad que separan la regién de estados extendidos en el
centro y la regién de los estados localizados en las colas.

Los estados extendidos y los estados localizados no pueden coexistir en los
mismos intervalos de energia, para vislumbrar este hecho supongamos hay
un estado localizado en la region de estados extendidos para alguna configu-
racion de desorden. Luego se cambia infinitesimalmente el potencial desor-
denado, lo que introduce un acoplamiento del edo. localizado con los edos.
extendidos y estos se mezclan generando edos. extendidos. Por lo cual si exis-
tiese un edo. localizado en tal region éste seria inestable. Razén por la cual
no hay regiones de coexistencia, lo que genera una segmentacion entre los
estados extendidos y los localizados, separados por ciertas energias E. y E/.
(en la Figura 2.2) conocidas como bordes de movilidad, presentados por Mott
en 1968.[10]

= Si el desorden del sistema es lo suficientemente grande los bordes se irdn
acercando al centro de la banda de forma que para algun valor critico del des-
orden los bordes de movilidad coincidan E. = E’ lo que significa que todos
los estados del sistema seran localizados convirtiendo el material conductor
en un material aislante de forma que genera una transicion de fase, conocida
como transicion de Anderson.[10]
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No hay una prueba rigurosa de que los estados extendidos deban existir en el centro
de la banda. Encontrar tal prueba es uno de los problemas actuales de la teoria de
localizacion.[10]

Hasta ahora la tnica certeza matematica es para sistemas unidimensioales, don-
de independientemente de grado del desorden los estados son localizados. Para
sistemas bidimensionales la actual creencia es que tampoco hay estados extendi-
dos, ni siquiera para grados de desorden infinitesimalmente pequefios. Esta creencia
estd fundada en la teoria del Unico pardmetro de escala. [10]

2.4. Teoria de un anico parametro de escala

La teoria de un unico parametro de escala o SPS por sus siglas en inglés (single
parameter scaling) estd fundada en la hip6tesis de formular la teoria de localizacién
con un Unico pardmetro, este parametro se suele representar con la conductacia g.
La hipétesis consta en que la funcién de escala 5(g) describe con qué exponente la
conductancia promedio crece en un sistema de tamafio L [2].

g~1F 2.3)

Por lo que se puede describir el comportamiento de la conductancia en funcién de

L de la siguiente manera

Ing
=Pl 2.4

Para obtener el comportamiento cualitativo de 8(g) se interpolan los comportamien-
tos asintdticos.

= g > 1: Se espera que la ley de Ohm sea valida

L
R = p-—
A

1
Ld—z

Donde g = %, A la seccion transversal, d la dimension y p la resistividad del
material, es decir o la conductividad

=g~ oL¥?

= g < 1 se espera que los estados electronicos sean exponencialmente locali-
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zados
—aL

g~e
Con lo que se tiene
F: {d —2 régimen metalico

Ing régimen localizado (2:5)

Para interpolar la solucién de S(g), ésta se supone una funcién continua y monétona.
Sin embargo aunque estas hipdtesis sean necesarias no son suficientes para deter-
minar el comportamiento cualitativo de la funcion 5(g), para eso es necesario un
andlisis mds profundo, realizado en [11] que permite determinar un comportamien-
to para los casos d = 1,2, 3 como se muestra en la Figura 2.3

pia)
L8 in {(g/g c)
1 - -~
_,_.’;:r""'" du3
/ﬂf” Estados extendidos
il ¥
A1 g ~C/g= d-2 Ing

/'/ c
T
P _’f"
/Es‘tjados s d=1

focalizados

Figura 2.3: En la imagen se muestra 5(g) para las dimensiones 1,2 y 3. Donde las flechas indican el
comportamiento de la conductancia respecto al tamafio del sistema L.[12]

La funcién S(g) depende de la dimension del material de estudio. Para lo cual se
distinguen los valores positivos y negativos de g.

= g Positiva.
Para conductores en 3 dimensiones la conductancia es positiva, para conduc-
tores dos dimensionales es cero y negativa en una dimension [2]. Como se ve
en el eje positivo de g de la Figura 2.3.

= ¢ Negativa.
En el régimen localizado, g decae exponencialmente con el tamafio de modo
que B(g) es negativo para las 3 dimensiones, lo que genera un punto critico de
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B en la dimension 3, en el cual 8 desaparece para algunos valores especiales
de g asociados con los bordes de movilidad. En los sistemas con dimension
mas baja no sucede esta transicion de fase porque la conductancia siempre
decrece con el tamaio del sistema.[2]

Un conductor pequefio 2 dimensional, en cambio, lucird como un metal en el régi-
men casi extendido, pero todos sus estados se localizardn eventualmente en un me-
dio lo suficientemente grande.[2]

El interés principal de esta tesis se enfoca en modelos desordenados unidimensio-
nales o cuyo estudio sea reducible al andlisis unidimensional. Por esta razén en
lo consiguiente se considerard con especial atencidn sistemas de esta clase. Entre
los modelos unidimensionales, el més sencillo y el mas importante es sin duda el
modelo que introdujo P. W. anderson y que lleva ahora su nombre

2.5. Modelo de Anderson

Para explicar la transicion de fase del tipo metal-aislante, Anderson utilizé un
modelo de enlace fuerte de un electrén en una red desordenada [2]. Para estudiar
sistemas desordenados es necesario introducir la ec. de Schrodinger, para el modelo
de Anderson unidimensional es

Uni1 + ¥n1 + &4, = EYy, (2.6)

Contrario a los modelos cristalinos, la ec. de Schrodinger no es suficiente para es-
tudiar modelos con desorden, para estos es necesario ademas especificar las propie-
dades estadisticas del mismo. Donde las variables aleatorias estdn dadas por €, que
son idénticamente distribuidas y tienen distribucién uniforme

1

w si € € |-

0 si g ¢|-

b

pl&) = 2.7

©[= o=
SIS

2

. . 2 ~ .
la intensidad del desorden es o = % Cabe senalar que para este modelo las varia-
bles aleatorias €, representan las energias de sitio de la red.

La ec. (2.6) puede escribirse en términos de matrices de transferencia como

Uyt = Tnun
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con

| Y _(E-& -1
un_(lﬁn—l) Y T,,—( 1 O)

Dados los valores de la funcién de onda en los sitios 0 y 1 de la red, se puede obtener
una solucién de la ec. de Scodinger por medio de un producto de matrices

uyy = TyTyoy---Tiuy = Py (2.8)

donde es dificil determinar la forma de la matriz de transferencia total Py pues es el
producto de matrices aleatorias y hacen falta algunos elementos para poder trabajar
este modelo en el régimen de desorden débil. Por lo que primero se estudia el caso
sin desorden.

Caso sin desorden

En ausencia del desorden el modelo se Anderson se reduce a

l//n+l + lf//n—] = El//n

y la matriz de transferencia

El andlisis de autovalores de T muestra que

E|>2 = yn~ Ceif‘” con p =cosh™ (%)
E|<2 = ¢, ~Ce*™™ con E =2cos"

Las soluciones fisicamente aceptables en ausencia de desorden se hallan en el inter-
valo de energias [-2, 2], que se conoce como la banda de energia.

Para estudiar el caso desordenado es necesario el estudio del producto de las ma-
trices aleatorias Py = Ty --- T que se present6 en la ec. (2.8). Por lo que sera ne-
cesario introducir elementos de la teoria de probabilidad, como el teorema de Furs-
tenberg, que proporciona informacion sobre los productos de matrices aleatorias
Py =Ty:--- T enellimite N — oo,
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2.6. Teorema de Furstenberg

Como se vio para el modelo de Anderson, cuando se pretende describir un sis-
tema desordenado a diferencia de un sistema ordenado, el Hamiltoniano no es sufi-
ciente, se necesitan ademds las propiedades estadisticas de las variables aleatorias,
dadas mediante la funcion de distribucion de probabilidad.

Para definir una funcién de probabilidad se necesitan tres ingredientes:

= () : Conjunto no vacio
= A : o—4algebra sobre Q
= P: —J0, 1] funcién de probabilidad.

o—algebra
o—algebra A sobre Q es una familia de subconjuntos A C € que satisfaga:
1. Qe A
2 AeA => A=O0\AecA
3. A,Ap Az €A = UpiAveA

algebra de Borel

A = B: El o—élgebra méas pequeiio que contiene (a,b]con0 <a < b < 1

Variable aleatoria

Las variables aleatorias son la herramienta matemadtica que permite describir la
aleatoriedad de un modelo y de ahi deriva la importancia para su estudio.
Una variable aleatoria X es un mapeo X : (2, A) — (R, B) que es medible, es decir
X'B)eA VBe8B.

Distribucion de X

ux(B) := P(X) donde {w € Q|X(w) € B} YV B € By satisface las siguientes dos
propiedades

1. ux(®) =1

ux(R) = P(X €R) = P(Q) = 1



2.6. Teorema de Furstenberg

27

2. Si By, By, - - - € 8 disconjuntos

;4Um):2m@>

n>1 n>1

El uso de las distribuciones para caracterizar las variables aleatorias de un modelo
permite cuantificar la intensidad del desorden asi como las relaciones entre las va-
riables aleatorias, pues la funcién de distribucién incluye todos los momentos, en
general las variables pueden separarse en dos categorias: independientes y correla-
cionadas.

Variables independientes

Las variables aleatorias se llaman independientes o estocdsticas si vale

pg(By X By X - X By) = T 11, (By) (2.9)

Variables independientes e idénticamente distribuidas

Las variables i.i.d si son independientes y ademaés
Hxy = My, =70 = Hy, (2.10)

Variables correlacionadas

Sean X, X, dos variables aleatorias tal que su momento cuadrético sea finito.
La covarianza entre X; y X; es

CX, X)) =< X, X, >—<X;>< X, > (2.11)

Si la covarianza es distinta de cero entonces las variables son correlacionadas.

Teorema de Furstenberg

Se considera una sucesion de matrices unimodulares {7} de transformaciones
lineales, tales que forman un grupo denotado por S L(k, R). Donde los elementos de
matriz seran variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Sea G
el grupo mas pequefio de S L(k, R) que contiene soporte u,. Si

= G no es compacto
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= G no contiene subgrupos de indice finito reducibles. G es fuertemente irredu-
cible

Entonces vale con probabilidad 1 que Yu € R* tal que u # 0

lim l log|TyTn-1---Tiu|=41>0 (2.12)
N—oo N

La hipotesis de no compactes implica un crecimiento no lineal de la multiplicacion
de los elementos del grupo. La segunda hipétesis garantiza que ninguna iteracion
finita de elementos del grupo resulta un elemento del grupo. Y el teorema de Furs-
tenberg garantiza un crecimiento exponencial donde A representa el exponente de
Lyapunov (tasa de crecimiento).

2.7. Conjetura de Borland

Si para alguna energia arbitraria se encuentra ¥, y i, soluciones que satisfagan
las condiciones de frontera homegéneas en la izquierda y en la derecha respectiva-
mente para una cadena larga de valores aleatorios, y luego se encuentra la soluciéon
general, éstas no concuerdan [13].

Esto sucede para energias arbitrarias, sin embargo cuando se construyen soluciones
para los autovalores del Hamiltoniano, Borland conjeturé que la envolvente puede
seguir un comportamiento con un Gnico miximo en cierta regién espacial que en
promedio decrezca exponencialmente en los alrededores del maximo [13] y enton-
ces es posible determinar una longitud de localizacién. Borland demostré que esto
sucede en el limite de altas energias.
Después Ishii [14] determiné que con ayuda del teorema de Furstenberg la conjetu-
ra de Borland seria aplicable a todos lo autovalores energéticos pues hay un vinculo
l6gico entre el crecimiento exponencial de las matrices aleatorias y la localizacion
exponencial de autofunciones en un sistema lo suficientemente grande.
Lo anterior aunado a que las soluciones deben satisfacer las condiciones de frontera,
entonces las soluciones construidas a partir de las extremidades izquierda y derecha
de la red embonan, lo que conlleva a la identificacion de la tasa de crecimiento ex-
ponencial con el inverso de la longitud de localizacion:
1
A=— (2.13)

- lloc
que es precisamente la conjuncién de la ec.(2.2) con el teorema de Furstenberg.
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2.8. Meétodo del mapa hamiltoniano

Conociendo el exponente de Lyapunov se tienen las propiedades de transporte
del sistema, el teorema de Furstenberg garantiza bajo ciertas condiciones que €ste
serd mayor que cero. Pero no especifica el valor de A. El calculo de una expresion
analitica para el exponente de Lyapunov no es una tarea sencilla, de hecho, a la
fecha no se conoce una expresion valida para cualquier intensidad del desorden. En
el caso del desorden débil es posible usar métodos perturbativos para obtener una
formula analitica que muestre a A como funcion de la intensidad del desorden y de
la energia de la particula cudntica. En esta seccion se expone el método del mapa
hamiltoniano, que se construye estableciendo una analogia entre la localizacion de
estados electrénicos en el modelo de Anderson y la inestabilidad energética de un
oscilador paramétrico clésico.

Donde el hamiltoniano del oscilador paramétrico es

2 2
H(x, p) = % + % (1 + (1) 22 (2.14)

con

()= ) &5(t—nT)

n=—oo

y las ecuaciones de movimiento son

OH
op
OH
p = ——=-w*(1+&0)x (2.16)
0x
Estas ecuaciones estdn descritas de manera dependiente de las patadas tanto antes,
t,, como después, ;. Integrando las ecs. de movimiento en el intervalo (x;, x,,) se
obtiene
— L . +
(x,iﬁ) _ ( cos(T) ~ §sin a)T) (xn) 2.17)
P —wsin(wT) cos(wT))\p;

Integrando ahora las ecs. de movimiento entre 7, y £, se tiene

xtHY (1 0\ (x(r)
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sustituyendo la ec. anterior anterior en las ecs. (2.17) se induce un mapeo que per-
mite asociar los valores de la n—€sima patada x,, y p, con los valores de la siguiente
patada.

Xop1 = [cos(wT) — wé, sin(wT)] x,, +

1
— sin(a)T)] Dn (2.19)
w
Puet = —|wsin(@T) + €, cos(@T)| x, + [cos(@T)] p, (2.20)
Eliminando p, se obtiene la siguiente relacion
Xps1 + X1 + W&, sin(wT)x, = 2 cos(wT)x,

que es idéntica a la ec. ( 2.6) para el modelo de Anderson mientras resulten véalidas
las siguientes correspondencias entre pardmetros de los dos modelos

wé&, sin(wT) (2.21)
2 cos(wT) (2.22)

€n
E

Y se puede comprobar que en el caso de desorden débil ambas condiciones se sa-
tisfacen. Mdas audn, se puede interpretar al informacion del mapa en términos del
modelo de Anderson.

= En el diagrama fase del oscilador las orbitas acotadas representan estados ex-
tendidos en el modelo de Anderson.

= La inestabilidad energética en el oscilador paramétrico implica localizacion
en el modelo de Anderson

= Y el exponente de Lyapunov del sistema se asocia con el inverso de la longitud
de localizacion.

Sin embargo aun no se estd en condiciones de calcular el exponente de Lyapunov
del sistema. Para estudiar la evolucién del mapa es conveniente hacer una trasfor-
macion canénica pues de este modo se pueden identificar las coordenadas ciclicas
del sistema y su cantidad conservada asociada, de tal forma que el sistema puede
simplificarse.
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2.8.1. Variables accion-angulo

Con el afdn de simplificar el estudio de la localizacion en sistemas desordenados
y conservar la dindmica del sistema se introducen las variables accién- dngulo, de
modo que se tenga, en términos del oscilador paramétrico las siguientes relaciones

2J,

X, = sin 6, (2.23)
w
Pn = V2wJ, cos B, (2.24)

Este cambio permite reescribir el mapa ecs.(2.19) y (2.20) como

\% 2Jn+l Sin(en+1 )
V2J11 €08(611)

sin(@, + wT) \2J, — wé&, sin(wT) sin 6, /2J,
cos(8, + wT) \2J, — wé, cos(wT) sin 6, +/2J,

Dn Sil’1(9n+ 1 )
D, cos(6,+1)

sin(6, + wT) — wé, sin(wT) sin 6, (2.25)
cos(d, + wT) — wé, cos(wT) sin b, (2.26)

elevando ambas ecuaciones al cuadrado y sumdndolas se obtiene

D2 — Jn+1
n Jn

=1-2wé,sin6,cosb, + wzgﬁ sin’ 6, (2.27)

Este cambio de variable es importante porque se obtiene la dindmica de la variable
6, de manera desacoplada respecto a la variable J, y se obtiene

_1 | sin(6, + wT) — wé, sin(wT) sin 6,

- (2.28)
cos(l, + wT) — wé, cos(wT) sin b,

0,41 = tan

en el caso del desorden débil se puede considerar el desarrollo en potencias de &, y
despreciar al orden cuadratico

Ope1 = 0, + WT + wE, sin” 6, + O&2) (2.29)

ecuacion a partir de la cual se puede concluir que si las variables aleatorias son
independientes también lo son 6, y €,.

Otra consecuencia que se puede inferir a partir de este mapeo es que las variables
angulo se distibuyen uniformemente en el intervalo (0, 27) excepto para w1 = %,
valores resonantes de la energia.
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2.8.2. Exponente de Lyapunov

El exponente de Lyapunov para el oscilador es, de acuerdo al teorema de Furs-

tenberg
N

!
A:H&NZm

n=1

Xn+1
Xn

(2.30)

que en términos de las variables accion-dngulo es igual a
N .
2= fm |—“ Jnet S0 Oy
N—oo N £ VJ, sin 6,

VJn+1
VI,

sinf,.;

1 N
= M;N;ln

R A .
= 1\111_I>Ioloﬁ Zln |D,| +1\1/1_r>roloﬁ {In|sin6,.{| — In|sin 6|}

n=1

1 &
+ lim — In
N1—>00 N ; sin 6,41

Con excepcion de los bordes y el centro de la banda, el valor esperado de 6, es
algo finito, asi cuando N tiende a infinito el limite tiende a cero

1 1 <
e T 2
P! 5 Jim §1 In D? (2.31)
1
= 5<1nD§> (2.32)

y sustituyendo D? por la ec. (2.27) se obtiene lo siguiente
1
A= =5 <ln(l — 2wé, sin 6, cos 6, + wzfﬁ sin’ 0,,)>

y considerando el desarrollo de In(1 + x) se tiene
w? w?
- - (£ cos(46,)) +0(&) (2.33)

1= 3 (sin0,) + 2 (&)~ 2 (& cos26)) +

Los valores medios involucrados en la expresion anterior se pueden calcular de-
pendiendo de la correlacion del desorden. En el caso en que las variables &, sean



2.8. Método del mapa hamiltoniano

33

independientes se tiene

(n 8IN(26,)) = (&) (sin(26,)) = 0 (2.34)
(£ cos(260,)) = (£2) (cos(26,)) = 0 (2.35)
(£ cos(46,)) = (£2) (cos(26,)) = 0 (2.36)
Con lo que
1= 3(g)+ o) 2.37)

Retomando las variables del modelo de Anderson ecs. (2.21) y (2.22) se tiene

(<)

A=—"—+0() (2.38)

8(1-%)

que es la formula de Thouless.
Si se tuvieran variables correlacionadas los términos (2.34), (2.35) y (2.36) no son
validos pues

Enf(0n)) # (&n) {f(6n))

Lo que implica que los términos mencionados ya no se anulan y la férmula anterior
ya no tiene validéz.

Supongamos ahora que se tienen variables correlacionadas, partiendo de la ec.(2.33),
a segundo orden se tiene

1 . w
A= =3 (G sin(26,)) + = (£7)

para calcular el correlador (£, sin(26,)) hasta segundo orden se introducen las varia-
bles de correlacion ruido-angulo definidas como

G = (£ ) (2.39)
y considerando el mapa de la variable angular ec.(2.29)

Ope1 = 6, + 0T + wé, sin* 6, + OE?)
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relacidn a partir de la cual se puede escribir el correlador ruido-angulo como

Qo1 = <§n 2i9"”‘“>

— 21 [6,, kT +&,— Asm O k]>

< 20 O 21 T 20 Eni sin? 9,1_,(>
e

2i T’ <§n 21 On-r [1 +2i €,y sin’ 0n—k]>

T (£,67 9 + 21 £, 18,67 7 sin® 0,
o [ s
& | gic+ (20 £a) (€20 sin® 6,4 )|

de manera que se obtiene una ecuacion recursiva del correlador

. iw
Gt = g - 5 (Enéni) (2.40)

Después de iterar el algoritmo anterior k veces se obtiene g

=~

iw
qo = 2tkwT _ 7 21]u)T gné‘:n j (241)
j:

supongamos que para k — oo g; — 0, entonces

.k
iw -
G =-7 T (&) (2.42)

=1
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ahora, retomando el exponente de Lyapunov de la ec.(2.33) en términos de g, se
tiene

1 )
A= =3 (Gsino) + 2 (£)
w

= 3 (&) - %((]0 - 45)

= 2(&)+ o i R () (2.43)
g " 8 = !
2 [ [se]
_ w ) w .
= 3 (&) + - ; 2 cos(2jwT) (£,é,- J>] (2.44)
_ w 2 = . <§n§ n— j>
= 3 (E)1+2 ; cos(2jwT) & (2.45)
(2.46)
Se obtiene la férmula de Izrailev-Krohin desarrollada en [15]
o {¢7)
A= 3 W(wT) (2.47)
que en términos de las variables del modelo de Anderson se reescribe como
= —<E”2 > W(wT) (2.48)
8 sin*(wT)
donde N
W =1+25 <E”Z"“> cos(2kwT) (2.49)
k=1 n

es la densidad espectral o la transformada de Fourier de la funcién de correlacion,
donde la funcién de correlacion es

<En 6n—k>

x(k) = =

n

(2.50)

que es una funcioén par en k y sus coeficientes son m-periddicos. La ec. (2.48) re-
presenta una generalizacion de la formula de Thouless al caso de desorden con
correlaciones espaciales. Cuando la densidad espectral se vuelve nula en un inter-
valo continuo de energias, se generan bordes de movilidad efectivos en un sistema
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unidimensional.
La funcién de correlacion también se puede escribir a partir de la ec. (2.49) como

x(k) = 7_1r ' W(wT) coskwT)d(wT) (2.51)

I
2

para normalizar la funcién de correlacion a uno, y(0) = 1, W(«wT') se normaliza de
la siguiente forma

fz W(wT)d(wT) =n (2.52)

Finalmente se tienen todas las herramientas necesarias para el tratamiento de sis-
temas desordenados en el régimen de desorden débil por lo que ahora podemos
estudiar otros modelos.



Capitulo 3

Modelo de Kronig Penney
unidimensional

El modelo de Kronig Penney con barreras deltiformes de potencial estd descrito
por la siguiente ecuacién

W0+ IY0 = > Uh(6)0(x - x,) 3.1

n=—oo

Donde x, es la posicion de la enésima barrera y U,, su amplitud.

Este modelo puede describir mas de un escenario fisico, por ejemplo un electrén
que se mueve en un sdlido donde se consideran unidades tales que % = 1y kindica
el numero de onda del electron. También puede describir la propagacion de ondas
electromagnéticas en una gufa de onda donde el numero de onda k = VE es igual
a ¢ para una onda escalar clasica de frecuencia w [4], fendmeno estudiado experi-
mentalmente por [16].

Puede observarse a partir de la ec. (3.1) que el desorden en el modelo se puede
introducir ya sea por variaciones aleatorias en las amplitudes U, de las barreras del-
tiformes del potencial o por la aleatoreidad en las posiciones x,, [4].

3.1. Desorden compositivo y estructural en el modelo
de Kronig Penney

Sea el modelo con las barreras de potencial espaciadas aleatoriamente con x,, la
fuente del desorden estructural y U, la fuente de desorden compositivo.

37
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El hamiltoniano del modelo esta descrito por la ec. (3.1)

W)+ | = ) Undlx = x)|¢(0) = 0

n=—0oo

Se considerara desorden débil por lo que las perturbaciones de la energia U, pueden
describirse en términos de un campo medio U de tal manera que U, = U + u,, don-
de u, funge como la variable aleatoria y similarmente las posiciones pueden tener
pequeiias variaciones respecto a una posicion media d de tal manera que se tiene
x, = q(d + &,) = u + u, aqui u, funge como la variable aleatoria respecto de posi-
cién en el sistema.

El andlisis de este sistema incluird correlaciones en ambos tipos de desorden asi co-
mo correlaciones entre las variables de posicion (u,) y energia (u,).

<u,>=0 <u><U? (3.2)

<p,>=0 <p2><1 (3.3)

. e, . . . 2 .
la condicién 3.3 implica que la energia E = k* debe ser menor que l’j—z Ademas se
definen las correlaciones binarias

<un,un+k>
(Ul )

<”ZZ§;k>, xullo = & " ;’;”, Xuulk) =

Xu(k) = (3.4)

Y como se menciond en la seccién 2.8.2 del capitulo 2 la funcién de correlacién
es par respecto a k. Para el correlador cruzado y, (k) también s€ considerard par
aunque para éste puede ser impar lo que implicaria que el modelo no sea totalmente
isotrépico [4].

El objetivo es determinar la longitud de localizacién mediante el exponente de Lya-
punov del sistema para lo que nos serviremos de las herramientas desarrolladas
anteriormente.

3.2. Mapa hamiltoniano del modelo

Para proceder con el mapa Hamiltoniano del modelo se introduce la ec. Dindmi-
ca del oscilador paramétrico que estd constituida por una sucesion de patadas a
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tiempos regulares con intensidades U, y descrito por la ecuacién

i+ {qz - Z U,6(t — zn)] x=0 (3.5)

n=-—00

con el objetivo se linealizar la ec. Dindmica se introduce la variable p = X que
ademads es congruente con las ecuaciones de movimiento de Hamilton

OH
. O0H _ |, - ~
po= = {q n;_m U,o(t tn)] 3.7

contrastando el oscilador en el modelo de Anderson y en el modelo de Kronig-
Penney se tiene una relacion entre ambos modelos.

E o o, U, o -wé,
En este desarrollo se conservard la notacion del oscilador paramétrico, teniendo en
cuenta que x — ty(x) — x(t) y k — g. Por lo que el mapa Hamiltoniano queda
como

Ui . 1.

Xpe1 = |—sInt, +COSt,| X, + [—Sint,| p,
q q

Pns1 = [U,cost, —gsint,] x, + [cost,] p,

donde 1, = g(d + &,) = u + u, es el paso n-ésimo de la red.
Antes de continuar con las variables accidon-dngulo es prudente realizar una trasfor-
macion canonica de la forma

1
X, = acos (E)Xn + — sin (E)Pn (3.8)
2 qa 2
1
pn = —qasin ('L—l)Xn + — cos (E)Pn 3.9
2 a 2

a es un parametro que de define posteriormente por el momento el desarrollo se en-
foca en construir el mapa en términos de las nuevas variables X, y P,. Combinando
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las ecs. (3.8) y (3.9) con las ecs. de x,,,1 y pn+1 Se obtiene lo siguiente

I . U, .
@ COS (E)X,,H + — sin (H)P,m =|—sint, + cost,|x, +
2 2 q

1
~ sin zn] pn (3.10)
q

qa
. (M 1 H :
—qa sin (E)X"H_ cos (E)Pnﬂ =[U,cost, —gsint,] x, + [cost,] p, (3.11)
a

resolviendo primero para X, es necesario multiplicar la ec.(3.10) por g cos (’5‘) y

laec.(3.11) por —sin (%) y se suman, de tal forma que se tiene

qa/Xn+1 =

U, sint, cos (E) + g cost, cos (B)] X, + sint, cos (E) DPn
2 2 2
- [Un COos 1, sin (g) —-q sin t, sin (g)] X, — COSt, sin (g)pn

Usando las identidades para sin(a — b) y cos(a — b) y que t, = u + u,, se tiene

U, . 1 I .
Xp41 = |—sin ('li +,un) + —cos ('li +yn) X, + — sin ('li +,u,1)p” (3.12)
qa 2 a 2 qa 2

y resolviendo para P,,; se multiplica la ec.(3.10) por ¢ sin (%) y la ec. (3.11) por

u
CoS (5) Yy s€ suman

1
P, = [U,, sin , sin (E) + g cost, sin ('L—l)] X, + sint, sin ('L—l) DPn
a 2 2 2

+ [Un COS f, COS (g) — gsint, cos (g)] X, + cos t,, cOS (’g) D

de nuevo utilizando las identidades de resta de dngulos, se obtiene

P, = [U,,a/ cos (g + pn) — ga sin (g + ,un)] X, + a cos (g + ,un)pn (3.13)
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Para poder escribir el mapa en términos de las nuevas variables es necesario utilizar
las ecs. (3.10) y (3.11) y sustituir directamente x,,, p, primero en la ec. (3.12)

Xn+1

U, . 1 |
— sm(l—l +,un)+ —COS(E +,u,1) X, + — sm(l—l +/,tn)pn
qa 2 a 2 qa 2

U, . 1

q_a sin (% + ,u,l) + o cos (g + ,un)] [af cos ('%
1 1

+q_a sin (% + ,un) —ga sin (g)Xn + - cos (S)Pn]

ﬂ sin ('L—l + ,un)cos (/j) + cos ('E + ,u,,)cos (E) —sin (/j + /J,,) sin ("i)
q 2 2 2 2 2 2

Up . . L. 1.
(3 i o ) o) .

—Zsin (E + ,u,,)cos ('L—l) + cos (1 + ) | X,,
q 2 2

P,

U, . : 1.
— sin (l—l +,un) sin (H) + —sin (u + u,)
q 2/ q

Un
q

11U,/ (. . ) 1.
+¥ [? (sm (g)cos,un + cos (%) sm,un) sin (g) + ;1 sin (u + )

X

(sin (g) COS U, + COoS (g) sinpn) cos (g) + cos (u + u,)

P,

X

U, . U, .
Xpy1 = [— sin y cos pt, + — cos? ('L—l) sin u, + cos (u + u,)
2q q 2

P,(3.14)

1({U, . . U, . 1.
o) [2—(]2 sin u sin u,, + ? sin’ (%)cosun + ; sin (u + )



3.3. Modelo sin desorden 42

Siguiendo el mismo algoritmo, para la ec.(3.13) se tiene

1
[U,,a cos ('g + ,u,,) — qassin (g + ,un)] [a/ cos (g)X" + q_a sin (%) Pn]

1
—qa sin (H) X, + —cos (E) Pn]

Pn+l

u
+ ~ + U,
“COS(z “) 2 o 2

[Uncx2 cos (E + ,u,,) cos ('li) — ga’sin ('l—l + yn) cos (H) — ga’ sin (H) cos ('l—l + yn)] X,

2 2 2 2 2 2
U, . . .
+ ? sin (g) cos ('% + ,un) —sin (% + ,un) sin (g) + cos ('% + ,un) cos (g)] P,
_ 2 2 (M Un . . .
P,.1. = a |U,cos ) CoS Uy, — > sinu sinu, — g sin (u + w,) [ X,
U, . U, . .
+ | =2 sinucos yu, — — sin® ('l—l) sin u, + cos(u + w,) | P, (3.15)
2q q 2

3.3. Modelo sin desorden

Para eliminar los efectos asociados al campo medio, U, y a la posicion media,
U, se impone la condicién de que en ausencia de desorden el mapa debe reducirse a
una rotacion

X1 = cosy)N(,,+sinyFn (3.16)
Fnﬂ = = - sinyfn + cos yF,, (3.17)

La tilde se utiliza para exaltar que el mapa carece de desorden. Las variables y y &
pueden determinarse utilizando las ecs. (3.14) y (3.15)

U, . U, )
X1 = [— sin u cos u,, + — cos’ ('L—l) sin u, + cos (u + w,) | X,
2q q 2
11U, . ) U, . 1.
+ —|=—=sinusiny, + — sin’ (E)cosun + —sin(u + w,) | P,
a? | 2¢> q* 2 q
_ 2 2 (M Un . . .
P,.i = a|U,cos 5 COS Uy, — > sin e sin w, — g sin (u + w,) | X,
U, . U, . .
+ [— sin u cos p, — — sin’ (E) sin u, + cos(u + w,) | P,
2q q 2
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para establecer una relacidon con el caso sin desorden a partir de las ecuaciones
anteriores es necesario considerar que u, = 0y u, = 0, de forma que pueden
reescribirse como

= U = 1|U 1 ~
X, = |Zsing+cosu|X,+— —sinz(‘i)+—siny L (3.18)
2q a? | ¢? 2] ¢
D 2 2 (M . v U . D
P,.i = a |Ucos (5)—qsm,u]Xn+ 2—sm,u+cos,u P, (3.19)
q

y comparando estas ecuaciones, con las ecs. (3.16) y (3.17) se obtiene
U .
cosy = 2 sin i + cos u. (3.20)
q

Es importante destacar que esta ecuacion corresponde a la ec. (1.15)

sin ga
qa

coska = P + cosqa

que es la ecuacioén de compatibilidad de la energia con el teorema de Bloch para el
modelo de Krong-Penney sin desorden, estudiada en el capitulo 1, a partir de la cual
se obtienen las bandas de energia permitidas y prohibidas para el modelo. Por esta
razon es importante introducir estas nuevas variables y y @, ya que permiten asociar
las funciones de onda de Bloch del modelo sin desorden al modelo con desorden.
Para el siny por el contrario se obtienen varias relaciones

1 (U 1

siny = — [—2 sin’ ("i) + — sin,u] (3.21)
a*|q 2/ q

siny = —a* |U cos® (g) — ¢ sin ,u] (3.22)

la variable « logra determinarse dividiendo la ec. (3.21) entre la ec.(3.22)

| - [q% sin’ (%) + é sin,u]
—a? [U cos? (%) -q sin,u]
A 1 | gsinu + Usin® (’5‘)
o = —

9> | gsinp — U cos? (’5’)



3.4. Modelo con desorden débil

44

utilizando las identidades sin® 6 = w y cos? 6 = M la ec. anterior puede
escribirse como ‘ v
1 [sinu+ % (1 —cospu)
at == d (3.23)

q* | sinp — %(1 + Ccos )

Se busca ahora la forma de escribir el mapa en términos de las nuevas variables
vy a, con el fin de eliminar los efectos generados por U y u, para establecer una
relacion entre las funciones de Bloch del modelo sin desorden al caso con desorden.

3.4. Modelo con desorden débil

Retomando las ecs. (3.14) y (3.15), que muestran tanto la posicién y campo
medios como las perturbaciones

U +u,) . WU +up) o (H).. o
X+l = 2—qs1n,uc0s,un+—c0s (E)smun+cosucos,u,,—s1n,usm,u,, Xn
1 {(U+u, . . U+u,) ., (u 1 . 1 .
— | ——=—=—sinusinyu, + ————sin (—)cos,un+—smpcos,u,,+—sm,uncos,u P,
| 2¢ 7 2 q q
U-+u,) . . . .
P = o (U+u,,)cosz('%)cos,un—(—zu)sm,usm,un—qsm,ucosy”—qsm,uncos,u]Xn
(U +u) . U +u,) . 51\ . L
+ z—qsm,ucos,un—Tsm (E)sm,un+cos,ucos,u,,—s1n,usm,u,, P,

U +u,)
2q

+Uy) (:u

’ U
Xp1 = ( sinu + cos,u) COS U, + ((— cos 5) - siny) sin,un] X,
i q

— —(U ) siny + —cosu|siny, + M sin’ (E) + —sinp)cos u, | Py
a? 24> q q* 2/ q
U+u,) . .
P, = QZ ((U +u,) 0082 (g) —q sin,u) COS i), — ((2—M) sinu + qCOS,U) Slnﬂn] X,

U+u,) . U+u,) . . )
[(—( * ) smu + COS,U) cos u, — (ﬂ San (li) - Sln:u) Sln/ln] P,
2q q 2
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sustituyendo las nuevas variables, se tiene
siny . u, . u )

X1 = |cosycospu, — —Z Sin u, + — sin g cos i, + — cos’ ('L—l) sin i1, | X,
qa 2q q 2

. . U, . 2 (:u) ]
sinpsinp, + — sin” | = ) cos i, P,
q 2
(3.24)

1 [1 . 2 . Uy
+ — [ cosysinu, +a”sinycosp, + -—
a* | q 2q

1 U, . .
P, = o [—2 Sin‘y COS i, — q cosy Sin u, + u, cos’ (g)cos,un iy sin u s1n,un] X,
16%

_l_

v U, . Uy . o (1) .
COS Y COS U, — @~ Sin‘y sin u,, + — sin ( cos y, — — sin (—)smun] P,
2q q 2
(3.25)

Con lo que ahora se estd en condiciones de utilizar las variables accion-angulo, que
retomando lo visto en la seccidn 2.8.1 del capitulo 2

X, = V2J,sin0, (3.26)
P, = +/2J,cos0, (3.27)

y escribir el nuevo mapa, comenzando con X,

) siny . u, . Uy, o (MY . .
V2J .41 8in6,,; = [cosycosu, — —= sinu, + — sinu cos u, + — cos (—) sinu, | V2J,sin 6,
qa? 2q q 2

L
a,2

1 . 2 . un . . un -2 ll
= COSY SNy, + @ SINY COS Uy + ~— SIN U SIN Uy, + — SIN (—) cos i, | Vv2J, cos 6,
q 2q q 2

Considerando D? = %1
n

siny . U, . U, 2 (,u) ) .
sinu, + — sinucos u, + — cos” (= |sin y, | sin 6,
qa? 2g q 2

D,sin6,., = [cos Y COS Wy, —

1]1 . ) . Uy,
+ —|—cosysiny, +a sSmycosy, + —

u, .
> S sinpsiny, + — sin’ (E) cos ,un] cos b,
a*|q 2q q 2

(3.28)
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mientras que para P, se tiene

I . . . . .
D,cos6,.,;, = o? [—2 siny Cos W, — g cosy sinu, + uy, cos’ (g) COS Uy — % sinu sm,u,,] sin 6,
a

+

s Uy . un.2(,u). ]
COS Y COS i1, — @ siny sin y,, + — siny cos u, — — sin” (= | sinu,, | cos 6,
2q q 2
(3.29)

De donde puede obtenerse el mapa de la variable angular que tiene la forma

1 — 1 ~
01 =0, +y— 3 [1—cos(26, +y)|u, + 3 [v — cos(26, + 2y)] A, (3.30)

Donde
_ogsiny [ 1

Vv = U (qa +E) (3.31)

L o= —=H (3.32)
gsiny

— U u,

A, = —b (3.33)
siny g

Elevando las ecs. (3.28) y (3.29) al cuadrado y sumandolas se tiene

) siny . u, . Uy, (M . .
D, = COS Y COS U, — — SIn i, + — SIn L COS W, + — COS (—) sinu, [ sin @,
qa? 2g q 2

+

1|1 ) 5 . Uy . . U, . o (M g
— | = cosysinp, + @ siny Cos iUy, + — SIN [ SIN Uy, + — SIN (—)cosun cos b,
@ | q 2q q 2

+

1 . . U, . ) .
{a2 [—2 SINy COS U, — g COSy SIn i, + u, cos? (%) CoS U, — > sin u sm,un] sin 6,
(04

g . . u, . Uy . o (M) . ?
+ |cosycosu, —a smysmyn+ism,ucos,un—;sm 5 ) sin i cos 6,

(3.34)
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Después del algebra pertinente se obtiene [4], en términos de v, A yu

2

— ~ A
D> = 1+u,sin(26, +7y) — A, sin(26, +2y) + 7” [1—vcos(26, —2v)]
7 _
+ E" [1—cos(20 + y)] — u,A, [cosy — cos(26, + 2y)] (3.35)

En la ec. (3.35) se despreciaron términos de orden cubico del desorden, dado que el
desorden es débil.

3.5. Longitud de localizacion

Ahora se puede calcular el exponente de Lyapunov siguiendo la ec. (2.32)

1
1 = 5<h D: >
1 _ ~ . A2
= 5 Inq 1 +u,sin(26, +vy) — A, sin(20, + 2y) + 35 [T =vcos(26, — 2vy)]
= _
+ ?” [1 - cos(20 + y)] — u,A, [cosy — cos(26, + 27)]}> (3.36)

expandiendo el logaritmo se tiene

1 — . ~ 1 ~
A = 7d <{sin(29,, + Y, — sin(26, + 2y)A, + 7 [1 —2vcos(26, + 2y) + cos(46, + 4y)] A2

1
+4—1 [1 —2cos(26, + ) + cos(46, + 2y)| >
1 s
~ 3 [cosy — 2cos(26, + 2y) + cos(46, + 3y)] unAn}> (3.37)

Con la teoria de perturbaciones a segundo orden se pueden despreciar las correla-
ciones entre 6, y los términos cuadréticos de 'ﬁ,%, Aﬁ y u,A,. Asi para los sumandos
que contienen los términos anteriores se puede computar el valor esperado de 6, por
separado de los valores esperados de u,, y A,.[4]
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Con lo que se tiene

(cos(26, +2y)) (A2) = 0 (3.38)
(cos(4, +4y)) (A2) = 0 (3.39)
(cos(26, + ) (@2) = 0 (3.40)
(cos(46, +2y)) () = 0 (3.41)
(cos(26, +2y)) (,A,) = 0 (3.42)
(cos(46, + 3y)) (,A,) = 0 (3.43)

mientras el valor esperado para las variables lineales de u, y A, no es separable de
la variable 6,. Con lo que el exponente de Liapunov queda

A= si [@‘2) + (Zﬁ) —2cosy (‘i{,ﬂ,&h%{ <sin(29n + 2y)Zn> <sin(29n + 2)/)Kn>—%i
(3.44)

Este resultado no es vélido ni para los bordes ni para el centro de la banda, por los

mismos argumentos que en el modelo de Anderson.

La ec. (3.44) resulta complicada pues involucra las correlaciones del mapeo 6, con

las variables del sistema. Una manera de deshacerse de esos términos [4] es gene-

ralizando las variables de correlacion ruido-dngulo e introducir los correladores

re = (lne”™ ) (3.45)
se = (Ane®™) (3.46)
Donde se puede utilizar la relacion de recursion de la ec. (3.30) en ambos correla-
dores para determinar r,_; y s;—; de manera a analoga al desarrollo de la seccién

2.8.2 del capitulo 2 y después obtener ry y s, para escribir una densidad espectral
que permita reescribir el exponente de Lyapunov de la ec. (3.44) de acuerdo a [4]

A

o [ W+ () W =2 (@8, ) cosyWa] (3.47)

)
sin U 1 Usin

.luz <un> Wu + < n> WA - K

8dq? sin” y 8d sin’y 4d gsin’y

cos y (upAn) Wst8)
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Donde las densidades espectrales son
W= Wi(2y)=1+2 Z &(k) cos(2ky) (3.49)
k=1

donde de nueva cuenta son la transformada de Fourier de las funciones de corre-
lacion &;(k). Cabe destacar que la ec. (3.48) fue obtenida sin la hipotesis de que
E > U. Por lo que se consideran efectos tunel tanto para E < U como E > U. La
unica hipotesis fue sobre el desorden débil en ambos tipos.

Una caracteristica subyacente en el exponente de Lyapunov se encuentra en la co-
rrelacidn cruzada, pues como se menciond anteriormente puede ser impar de forma
que se tenga W,, = 1 0 W, 5, = —1 donde dependiendo del signo la localizacién
sera reforzada o suprimida.[4]

A fin de ilustrar el comportamiento de los bordes de movilidad con los dos tipos
de desorden con correlacion, {u,} y {u,}, se hard uso de los resultados numéricos
obtenidos en [4] donde introdujeron cuatro bordes de movilidad en la primera zona
de Brillouin para el niimero de Bloch & = %

n n pi m n n
ki=ci—, kh=c— k=—-c— k=—-——-c—, 3.50
1 ClZa 2 sza 3 P sza 4 p Clza ( )
con0<cy<c <.
Y consideraron que la longitud de localizacion, dada por el inverso de la ec. (3.48),

se anule para los intervalos de energia
Vs
[0’ kl]’ [kZa k3]a [k4a ;] (351)

en este caso las funciones de correlacion W, y W, también deben anularse ne los
mismos intervalos, lo cual asegura que W,, = 0 en los mismos intervalos. En las
regiones complementarias la densidad espectral se asume que es plana. donde los
valores constantes para W; se obtienen de la condicién de normalizacion

f " W.2y)dy = x (3.52)
0

de forma que se obtiene

L sik € [ka ko] y k € [k, ky]
Wu(2y) = Wa2y) = { 20 1 de otra forma.

(3.53)
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Notese que la densidad espectral ec. (3.53) corresponde con los correladores bina-
rios dados por las ecs. (3.4)

ik [sin(rrcyk) — sin(me k)] . (3.54)

Cr—C| Tt

Xulk) = xa(k) =

usando éstas expresiones para W,, y W, en la ec. (3.49) se puede obtener &,(k) y
éa(k), con lo que permite construir las variables correlacionadas {u,} y {u,} de ma-
nera explicita.

Para los bordes de movilidad elegidos k; en [4] consideraron los siguientes pardme-
tros¢; = %,¢, = 3, U = 0,7ya = 1, larelacién de dispercion, ec.(3.20) se deter-
minan los bordes de la banda [0,2597, 7], mientras que los bordes de movilidad se
localizan en

ky=0-32Tm,  ky = 0476m, ks =0,6527,  ky = 0,838 (3.55)
0.003 . i
pOSit. Cross-corr,

! POSIt. CrOSS-COFT, ===+=x===
i o o

! negat. cross-corr.

‘I negat. cross-corr.
0.002 \

0.0015
]

0.001 é K‘i\k :
: L A
00005 * “a?‘ djj I

o !
0z 0.3 0.4 0.5 08 07 0.8 0.9 1

\
|

Figura 3.1: Lalinea de color es el exponente de Lyapunov en funcién de ;kr Las curvas corresponden
a la prediccion teorica y los puntos a los resultados nimericos de [4]. La informacién de la grafica
corresponde a U = 0,7, a = 1 y el desorden débil con varianzas \/@ =0,04y \/@ = 0,05. [4]
Como se observa en la Figura 3.1 los resultados nimericos coinciden con la pre-
diccion teorica. En la Figura 3.1 se consideraron los casos de correlacion cruzada
positiva 7, correlacion cruzada negativa —% y sin corracion cruzada. Los resultados
confirman que las correlaciones cruzadas pueden amplificar o reducir la localiza-
cién ademds de los efectos causados por las correlaciones. Es importante también
sefalar que los efectos de los correladores cruzados impactan el comportamiento del
exponente de Lyapunov dependiendo de la region en que se encuentren, por ejem-
plo para el correlador cruzado positivo se observa que de lado izquierdo favorece la
localizacion para f > 0,5 y la suprime para f <0,5



Capitulo 4

Modelo unidimensional de bicapas
con desorden

En este modelo se presenta una estructura unidimensional, periddica en prome-
dio, cuya celda consiste de dos componentes donde la naturaleza de cada compo-
nente depende del caso de estudio, en el electromagnetismo cada celda esta com-
puesta por dos medios y en electronica por un par de barrera y pozo de potencial. El
interés por tales estructuras de bicapas reside en sus multiples aplicaciones como la
elaboracion de materiales, metamateriales, semiconductores con determinadas pro-
piedades de transmision.[4]

Con este modelo se generalizan las técnicas anteriores y se considera con desorden
débil en los espesores de cada capa.

En particular se considera la propagacion de ondas electromagnéticas monocromaéti-
cas de frecuencia w en un arreglo infinito de dieléctricos de dos materiales alternan-
tes a y b. Donde cada material esta especificado por sus propiedades electromagnéti-
cas [4].

Ng = c\eMy, Zy= /ﬁ, k, = gna (4.1a)
ng, c
ny = cNetly, Zp = ’f ky = gnb (4.1b)
b

donde ¢; es la permitibidad o constante dieléctrica, y; es la permeabilidad magnética,
n; el indice de refraccion, Z; la impedancia y k; el nimero de onda.
El desorden del sistema se introduce en la estructura mediante el espesor de cada

51
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capa

da(n) = dg + 0a(n),  (d.(n)) = d, (4.2a)
dp(n) = dp + 0p(n),  (dp(n)) = dp (4.2b)

el entero n etiqueta la celda unitaria (a, b), d, y d, denotan el espesor promedio de
cada capa y o, y 0, corresponden a las pequeias variaciones de espesor en cada
capa. En ausencia de desorden el arreglo de bicapacas es periddico con periédo
d = d,+d,. Las variables aleatorias satisfacen las siguientes propiedades estadisticas

[4].
0dm) =0, (G20 = 02 {eumen)) = o2un — 1) (4.32)
m) =0, (G2m) =0, (osmes(n)) = o3&s(n — 1) (4.3b)

(Ca(mop(M) = 0ap,  (0a(Mp(")) = (@p(M)Q(N)) = Toyfan(n — 1) (4.4)

Las funciones de correlacion estdn normalizadas a 1 £,(0) = &,(0) = &,(0) = 1.
Pese a que las varianzas o2 y o} son positivas, la varianza cruzada o, es arbitraria
pero su magnitud es proporcional a |0, = 0,0 [4].

Se supone ademas desorden débil

Cor<1, ko<1 (4.5)

lo que permite utilizar las herramientas descritas anteriormente. en este caso las
propiedades de transporte quedan completamente determinadas por la densidad es-
pectral de las variables aleatorias definidas como

Wk) = Z X(r)e-ikr:1+2z X(r) cos(kr) (4.6)
r=—00 r=1

W) = 4 f " Wk dk = f " W (k) cos(kr)dk. A.7)
2 J_, 7 Jo

Por las ecs.(4.3) los correladores son funciones reales y pares de r = n — n’ entre
indices de la celda, por lo que la transformadas de Fourier correspondientes a las
densidades espectrales son también funciones reales e impares de la variable k que
es una longitud de inda adimensional. Cabe destacar que las densidades espectrales
son funciones positivas de k para cualquier secuencia real de variables aleatorias
04(n), 0p(n) [4].

Como cada celda contiene dos medios distintos es necesario que en la interfaz de
los medios se cumplan ciertas condiciones de frontera para la onda incidente.
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Sea onda plana monocromatica, sin pérdida de generalidad se puede suponer que se
propaga en la direccion %, el campo eléctrico se puede escribir como

E(x) = y(x)e™§ (4.8)
y el campo magnético
i d .
B(x) = ———w(x)e_"‘”ﬁ 4.9)
wdx
de forma que se satisface la ec. de Helmholtz unidimensional
dl
— + kab lﬁab(X) =0. (410)
dx? ’ ’

4.1. Condiciones de Frontera

Para obtener las condiciones de frontera se consideran las ecs. de Maxwell en
su forma integral para deducir las relaciones entre los campos eléctrico y magnético
[17].

B, E,.B,
Ha Db > Hb

—_—
n

E,,
D

a?d

Figura 4.1: Representacién de la interfaz entre dos medios a,naranja y b, azul, de un modelo uni-
dimensional, el vector normal 7 apunta del medio a al b (direccién de propagacién) y el vector
tangente serd paralelo al plano y — z. En general puede haber una densidad de carga y una corriente
en la interfaz.

DondeD=€eEyH = iB.
Las componentes normales de D y B en ambos lados de la frontera cumplirdn

o (4.11)
B,-B,)-1=0 (4.12)

donde o es la densidad de carga en la superficie y las componentes tangenciales de
E y H en ambos lados de la superficie fronteriza estan relacionadas por

x (Ey,—E;)=0 (4.13)
x (H,-H,) =K (4.14)

I

>
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donde K es la corriente.

Dado que en 1 dimension los campos no tiene componente normal se trabaja con
las ecs. (4.69) y (4.14). Ademas entre las capas no hay fuentes por lo que K = 0 de
forma que

X (W) = Yalx) e"'““) =0 (4.15)
nox (_ (__wb( l) %(Xl)) _lth) =0 (416)
up dx
y las condiciones de frontera seran
Yp(xi) = Yalx) (4.17)
1 d 1 d
——%( D)= —Ya(x) (4.18)
:ub Ha dx

donde x; es la posicion de la interfaz de contacto entre los medios a y b.

4.2. Mapa Hamiltoniano

Una solucién general para la ec. (4.10) dentro de una celda unitaria se presenta
en su forma real como [4]

l//a(x) = Al Cos [ka(x - xan)] + A2 sin [ka(x - xan)] (4193-)
Yp(x) = By cos [ky(x — xp,)] + By sin [ky(x — xp,)] (4.19b)

donde la ec.(4.19a) es vélida para la region x,, < x < xp, y la ec. (4.19b) es vdlida
para X, < X < Xg(n+1)-

Las coordenadas x,, y x;, son las fronteras izquierda y derecha de interfaz entre los
medios a, y b,, respectivamente. NOtese que Xy, — Xgn = dg() Y Xane1) — Xon = dp(n).
Para determinar las constantes A y A, primero, se evalia la ec. (4.19a) y su derivada
en X = Xy

Ay €08 [ky(Xan = Xan)] + Az sin [k (Xan — Xan)]

= A (4.20)
Yo (Xa) = —A;sin[ky(Xa — Xan)] + kaAz €08 [Ko(Xan — Xan)]

= kA, 4.21)

wa ('xdl’l)
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de forma similar para determinar ahora las constantes B; y B, se evalda la ec.(4.19b)
en x = Xp,

Up(Xpn) = Bicos [ky(Xpn — Xpn)] + B sin [kp(Xpn — Xpn)]

- B (4.22)
Wy (Xpn) = =By sin[ky(Xpn = Xpn)] + kB 08 [y (Xpn — Xpn)]

= kyB, (4.23)

de forma que las constantes quedan determinadas y la solucion real para una celda
unitaria se puede escribir como

'ﬁa(x) = lr//a(-xzm) Ccos [ka(-x - x(m)] + kgjll//;(-xna) Sil’l [ka(-x - -xan)] (4243-)
Yp(x) = W (Xpn) €08 [k (X = Xn)] + Ky ' () sin [Kip(X = Xp)] (4.24b)

Evaluando las soluciones i, y ¢, en las fronteras opuestas de la misma celda unita-
ria se tiene lo siguiente

VaXpn) = YalXan) cOS(@a(1)) + k"Wl (Xan) SIN(@,(1))
o (Xpn) = —kala(Xan) sin(@,(n)) + ¥, (Xan) cos(@a(n)) (4.25a)
Us(Xas1)) = Wp(Xpn) COS(@p(1)) + Ky, ', (X3 sIN(@ (1))
W, (Xamer)) = —kpp(xpy) sin(@p(n)) + Y, (Xp) cOS(@1 (1)) (4.25b)
donde
%(n) = Qg t fa(n)’ g = kadaa fa(”) = ka@a(n) (42621)
op(n) = @ +&En), @y =kpdy, E(n) = kpop(n) (4.26b)

Combinando las ecs. (4.25) con las condiciones de frontera ecs. (4.18) en x; = x,
Y Xi = Xqu+1), S€ pueden escribir las ecuaciones de recurrencia que relacionan los
bordes derecho e izquierdo de la celda unitaria n-ésima como

Xni1 = Xan + EnYn Y1 = _Ean + BnYn (4.27)

Donde 1
Xn = wa(xan)a Yn = k_l//;(xan) (428)
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Y los factores Avn, En, 5,, y D,

A, = cos @q(n) cos @p(n) — ;—i sin @, (n) sin @, (n) (4.29a)
B, = sin @q(n) cos gp(n) + % cos @ (n) sin @, (n) (4.29b)
C, = sin @q(n) cos p,(n) + ;—Z cos ¢,(n) sin ¢y (n) (4.29¢)
D, = cos @q(n) cosp,(n) — ;—: sin ¢, (n) sin ¢, (n) (4.29d)

Las relaciones de recurrencia ecs.(4.27) representan el mapa Hamiltoniano en el
espacio fase (X, Y) de un oscilador paramétrico.
Donde ahora se introduce la transformacion candnica

1

X, = —costQ, —vsinThP, (4.30)
%
1

Y,=-sin7tQ, + vcostP, 4.31)
v

con el afan de escribir el mapa Hamiltoniano en términos de las nuevas variables se
combinan las ecs. (4.30) y (4.31) con el mapa de la ec.(4.27)

1 ) —~ (1 .
—costQ, —vsintP,, =A,|-costQ, —vsintP,
v v

1 . ~ |1 )
—sintQ,;1 +vcostP,.; = -C,|—costQ, —vsintP,
% %

resolviendo para Q,,, se multiplica la ec. (4.32) por vcos 7y laec. (4.33) por vsint
y se suman obteniéndose

Qw1 = A, [0082 70, — v sin T cos TP,,] + B, [sinT cos 70, + v* cos’ TP,,]

C, [sinT cos7Q, — v sin’ TP,,] +D, [sin2 70, + v sin T cos TPn]

- 2 e~ . ~ .2
[A,, cos“T+ B,sintcost— C,sintcost + D, sin T] 0,

+ [—Anv2 sinTcos T + B2 cos> T + C,v* sin® 7 + D,v* sin T cos T] P,

1 .
+B,|-sintQ, + vcosTP,
%

'n
+D,|-sintQ, + vcostP,
%

(4.32)

(4.33)
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Qn+]

Qn+1

utilizando las identidades cos? 6 =

Qn+1

— — Zy . .~
08 @,(1) cos @p(n) cos’> 0, — Z_b sin @,(n) sin @, (n) cos> 7Q,

— — . Z — . .
sin @, (n) cos g,(n) sintcos 7Q, + Z_b cos @,(n) sin @,(n) sin T cos 7Q,

— — . Z, — . .
sin ¢,(n) cos g,(n) sintcos 7Q, — A cos ¢,(n) sin @,(n) sin T cos 7Q,
b

— — ) Zy . — .~ )
oS (1) cos @ (1) sin® 7Q,, — —-sin @a(n) sin @y (n) sin® 7Q,
b

— — ) /. .= .
€os @ (1) cos pp(n) sin T cos V2P, + Z—b sin ¢, (n) sin @,(n) sin T cos P,

a

— — Z — .
sin @, (n) cos ¢,(n) cos’ V2P, + Z_b cos @, (n) sin ¢, (n) cos’ V2P,

— — . Z, — .= .
sin @, (n) cos ¢,(n) sin® 7v*P, + A cos ¢, (n) sin @, (n) sin’ 7v*P,
b

— — ) Zy . — .= .
cos @,(n) cos ¢,(n) sin T cos V2P, — A sin ¢, (n) sin ¢,(n) sin T cos 2P,
b

— — .- . Z Z, .
cos p,(n) cos ¢, (n)Q,, — sin @, (n) sin p,(n) (Z_b cos’ T + A sin’ T) 0.,
a b
Z,

1 Z
5 oS @,(n) sin @,(n) sin 27 (Z_a - Z_b) 0,

— — — .- Z Z, .
sin ¢,(n) cos (,ob(n)va,, + cos @,(n) sin pp(n) (Z_b cos> T + A sin’ T) V2P,

a b
Z,

1 /
5 S0, () sin @,(n) sin 27 (—” - —) V2P, (4.34)

Za Zb

1+cos 20 1- cos 26

y sin” 6 = se tiene

Zy 1 +cosZT Z,1 —cos2t

€08 @4 (1) cos @,(n) O, — sin g, (n) sin @;,(n) ( 7 > L
a b

1 Z,
3 cos @ (n) sin @, (n) sin 27 (Z_ - —) 0.

a

Zy 1 +C082T Z, 1 —cos2t

B

sin ¢,(n) cos goh(n)v P, + cos ¢,(n) sin g,(n) (Z 5 Z 5
a b

1 Zy Z4
3 sin ¢, (n) sin @,(n) sin 27 (Z—Z - Z_b) VP,

) V2P,
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Qn+1

1 Zy 7,
cos @q(n) cos vy(n) Q) — 3 sin @,(n) sin @,(n) (Z_ + Z_) On
a b
Zb Z Zb Za

1 1
3 cos ¢,(n) sin @y,(n) sin 27 (Z_a - Z_b) 0, — 3 sin ¢, (n) sin @,(n) cos 2t (Z_a - Z_b) 0,

1 Z, Z,
sin @, (1) cos @p(n)V* P, + = cos @,(n) sin @p(n) | = + =— |V*P,
2 zZ. "7

1 Z, Z, 1 Z, Z,
3 sin @, (n) sin @, (n) sin 271 (Z_z - Z_b) V2P, + 3 cos ¢ (n) sin @, (n) cos 27 (Z_z - Z_b) V2P,

Para obtener P,,; se multiplica la ec. (4.32) por —%/ sinty la ec. (4.33) por % CoST
y se suman de forma que se tiene

Pn+l

Pn+l

l

+B,

=

1 ) . 1 . .
n [——2 costsintQ, + sin’ 7P, 3 sin’ 70, —cosTsinThP,

~ |1 — |1
Cc, [— cos TQ,,—smTCOSTP + D, —2$1nTCOSTQn+COS TP,
%
A, B, C,
2 osrs1n7'——2$1n T——2COS T+—sm7'cos7' 0.
% % V2
[ sin® 7 — COSTSIHT+C SIHTCOST+D cos® ]Pn

— — . Y/ . .= . n
—c0s p,(n) cos ¢,(n) cos T sin TQ—2 + Z_b sin @, (n) sin ¢,(n) cos T sin T%
v ; %

sin ¢,(n) cos @,(n) sin’ TQ— ~ 20 cos ©@q(n) sin @,(n) sin’ TQ—
v: Z, V2

) , On Z, _ .~ s On
sin ¢, (1) cos (1) cos™ T— — — cos Y, (n) sin @,(n) cos” T—
Vz Zb V2

—_— —_— . Qn Za R . o~ . Qn
cos p,(n) cos ¢,(n) cos T sin T— — 5-sin ©q(n) sin @,(n) cos T sin T—
% Z %

— — . /. .= .
cos p,(n) cos ¢, (n) sin’ 7P, — Z—b sin @, (n) sin ¢,(n) sin’ 7P,

. — . Z — .~ )
sin @, (n) cos ¢,(n) cos Tsin TP, — Z_b cos @ (n) sin @,(n) cos TSIn TP,

a

.~ — ) Z, — .~ )
sin ¢, (n) cos gp(n) cosTsin TP, + A cos @ (n) sin gp(n) cos TsIn TP,
b

— — Zy . — .
cos p,(n) cos ¢, (n) cos’ TP, — A sin @, (n) sin ¢(n) cos’ TP,
b
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—_— —_—~ n —_— . —_— Za Z . n
P,.1 = —sing,(n)cos gob(n)g — €oS @ (n) sin pp(n) | =— cos’ T + =2 sin® 1 g
V2 Zb Za V2
1 Z N
+ 3 sin @, (n) sin @, (n) sin 27 (Z—Z - Z_b) g
—_ —_ . o~ . — Za 2 Zb .2
+ cos @,(n)cos g,(n)P, — sin @, (n) sin p,(n) A Ccos™ T + = sin“ 7| P,
b a
1 — . i Z, Z,
-5 c0s @ (n) sin @,(n) sin 27 (Z_i - Z_b) P,
utilizando las identidades cos? 6 = <2 y sin® § = 160320 qe (iene
Z, 1+ 2 Z, 1 - 2 N
Poy = —sing,(n)cos %(n)Q— — s §,(n) sin @y(n) ( st T) gz
1 Z B
+ 3 sin @ (n) sin @, (n) sin 27 (Z_z - Z_b) g
Z,1+cos2t Z,1—cos2t
+  cos@,(n)cosg,(n)P, —sing,(n) sing,(n)| ——+ ——— | P,
Zy 2 Z, 2
1 — . i Z, Z,
) cos @, (n) sin @,(n) sin 21 (Z_Z - Z_b) P,
Py = —sing,(n)cos %(n)Q— - lCOS @a(n) sin sob(n) —+ = %) &
2 Zb Za V2
+ 5 sin @ (n) sin @, (n) sin 27 (Z_z - Z_b) % > — €08 @ (n) sin ,(n) cos 27 (Z_: — Z_b) g
— — 1
+  cos@,(n)cos py(n)P, — 3 sin @, (n) sin @, (n) ( )

Zy

1 — — .
3 cos ¢ (n) sin @,(n) sin 27 (Z_ -

a

Z,

Z,

Zy

a

Lo anterior en términos de la matriz de trasferencia se puede escribir como

1

(Qn+l
Pn+1

On

Pn) (4.35)

Z,
) P,+ = > sm @.(n) sin @p(n) cos 27 (Z_ - —) P,

Zy



4.3. Modelo sin desorden

Donde la matriz de transferencia por componentes es

~ - — 1 . Lo Z Z,
Tii = cosa(n)cos By(n) — 5 sinPa(n) sin Py(n) (Z—” + Z)
a b

1 — .= . Z a | .- Z, Z,
+ 3 cos @, (n) sin @,(n) sin 27 (Z_z — Z_b) -3 sin @, (n) sin ¢,(n) cos 2t (Z—i - Z_b

— — 1 — . Zy, Z,
T, = sing,(n)cos %(”)V2 + — cos @,(n) sin @,(n) A By
2 Zo Zp

+ Lsingumysingymysin2e[ 2 - 22 1 L cosg(m singi () cos 20 (2

— sin ¢,(n) sin @,(n) sin — - — oS @ (n) sin @,(n) cos — -
) @ Pb T zZ. 7, 3 ® Pb T zZ. Z
—~ — — 1 1 — . Zo Zp\ 1

T,y = -—sing,(n)cos gob(n)ﬁ ~3 cos @ (n) sin @p(n) (Z_b + Z—:) v

| . .- ) Z, Z,\1 1 — . Z
+ 3 sin @,(n) sin ¢,(n) sin 271 (Z_Z - Z_b) v + 3 cos @, (n) sin gy(n) cos 2t (Z_Z _

— — 1 . _ - Z, Z
Ty, = cosp,(n)cosgy(n) — 5 sin @, (n) sin ¢,(n) (Z_ + Z_b)
b a

1 — . i Z, Z, 1. _ . Z, Z,
3 cos @, (n) sin ¢, (n) sin 21 (Z_Z - Z_b) + 3 sin @, (n) sin ¢,(n) cos 2t (Z—Z - Z_b

Esta notacion es util pues mas adelante servird para determinar ciertas condiciones
en el mapeo.

4.3. Modelo sin desorden

En el caso sin desorden los factores Zn, En, En y 5,, no dependen del indice n
(referente a la etiqueta temporal) y tendréan la notacion A, B, C y D respectivamente,
por lo que las fases ¢,(n) y ¢,(n) se cambian por sus correspondientes partes regu-
lares ¢, y ¢, de las ecs. (4.26). De forma que la matriz de transferencia T — T se
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escribe como

Ty,

Ty

T

1 Z, Z,

a — — sin g, si — 4+ — 4.40
COS ¢, COS ¥, 2 sin ¢, sin ¢, (Za Zb) ( )
! COS ¢, sin ¢y, sin 2 Zy _Zi)_1 sin ¢, sin g, cos 2 2 _ Za
= a S1 e a T| = — =
3 ® Pb zZ. 7 ) Y Pb Z. 7

1 Z, Z

. 2 . b a 2

u + = " — + = 4.41
sin ¢, COS YV > COoS ¢, Sin ¢, (Za Zb) % ( )
1 Z, Z, 1 : Z, Z,
3 sin ¢, sin ¢, Sin 27 (Z_Z - Z_b) 2 4 3 COS , Sin ), COS 2T (Z—Z - Z_b) v

) 1 1 ) Z, Zp\1

—sin ¢, cos ‘Pbﬁ ~3 COS ©, SN @, (Z_b + Z_a) v 4.42)

1 . . . Zb Za 1 1 . Zb Za 1
ESIH(paSIH(,DbSIHZT — — — | =+ zcosg,sing,cos 2T | — — — | =

Za Zb V2 2 Za Zb V2
1 Z, Z
COS ¢, COS @), — 3 sin ¢, sin ¢, (Z_ + Z_b) (4.43)
b a

1 . . 2 Zb Za + 1 . . 2 Zb Za
— COS ¢, S1N SINZLT | — — — — SIn ¢, S1n COSLT |\ — — —
) ¥ Pb Z, . 5 ® ®b Z. 7,

Lo que genera trayectorias circulares en el espacio fase (X, Y) en correspondencia
con el movimiento periédico y no perturbado

Qni1 =cosyQ, +sinyP, P, =-sinyQ, + cosyP, (4.44)

Comparando las ecs.(4.44) con la matriz de transferencia 7 se observa que debe

cumplirse

8 Ti=TpyTn=-Ty
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entonces de T = T, se tiene

1 . . Zb Za
COsS @, COS @y — 5 S1in @, S11 @y, Z_ + Z_
a b

i 1 . in?2 Zb Za 1 . . ) Zb Za
— COS @, S1In SN 2T\ —=— — — | — = S1Iny, S1n COSLT| = — —
3 12 Pb zZ. 7 3 ® Pb zZ. 7

1 . . Za Zb
= COSp,COS Y, — 5 S1n @, S1N @), Z— + Z_
b a

1 ) 2 Zy, Z, 1 . ) ) Zy, Z,
— COS @, S1IN SINLT| = — = | — T SIny, S1n COSLT | —=— — —
5 ® Pb zZ 7 ) ® ©b zZ 7

cancelando los términos iguales

COS @, SIN 2T — sin ¢, COS 2T = — COS ¢, Sin 27 + sin ¢, cos 27

COS , SIN 2T + COS , Sin 2T = sin ¢, cos 27 + sin ¢, cos 27

con lo que se tiene
tan 27 = tan ¢, (4.45)

de forma que la variable 27 = ¢,, que sustituyendo en la matriz de transferencia
resulta

T 1 . . Zb + Za
= COS,COoS, — — Sin g, sin —+ —
11 % ©p > @ ("2 zZ. "7
—COS @, sing, sing,|— — — | — =siny, sing, cos g, | =— — —
3 ® ®p S P, zZ. 7 ) ® Pb ® zZ. 7
1 . . Zy 7,
Ty = cosy,cosy, — = sing, sin — + — 4.46
1 ® b = 7 SIN @ SIN @y ( 2 Zb) (4.46)
T . 2 4 1 . Zb + le 2
= sin¢, cos @,V + = COoS ¢, sin — 4+ —|v
12 % ©b 5 @ ("2 zZ. "7

i 1 . .2 Zb Za 2 + 1 . 2 Zb Za 2
— Sin SIN Yy | =5 — = — Sin COS" Yyl — = |V
5 Pb ¥ zZ. 7 3 Pb ¥ zZ. 7,
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T . 2 " 1 . Zb + Za 2
= sing,cos @,V* + = cos @, singy [ =— + =— | v
12 % @b 5 % @b z. "7
(2 Z\ ,
+ oo 2 _ ZLa 4.47
5 sin ¢, (Za Zb)v ( )
T,, = —sing,cos oS ©, Sin Za + Z) 1
21 = $a COS @) 22 Pa SIN Q) Z "z
Lo (7 ZNL L (7, 7)1
—si infg,[=-=]—=+ =si d=-==
o SRS Pa| 7= 7 |5 T S COS a7 5 )
T . 1 1 . Z, N Zp\ 1
= —sing,CosYy,— — = COS Y, SN, | — + — | =
21 ¥ @b 23 12 @b Z, " 7.
1 zZ, Z\ 1
+ — 1 _— — | — 448
Ling, (za zb) ! (4.48)
T, = oS, Cos ! sin @, sin Za + Z
2 = Pa (22 > Pa (22 Z, 7
! COS o, Sin @, sin % Za + ! sin @, sin ¢, cos % Za
S — . Si ing,[= - =]+ =sing,si = -=
5 "% ©p @ zZ 7 5 % ®p % zZ. 7
. (z, Z
T, = cosg,cosg,— 2 Sin ¢, sin @y (Z_b + Z_z) (4.49)

comparando las ecs. (4.46) y (4.49) con la ec. (4.44) se obtiene la ecuacion de
compatibilidad del teorema de Bloch que exhibe las bandas permitidas y prohibidas
de la energia.

1 Z, Z,
COSY = COS ¢, COS ¢p — 5 sin ©a sin ©p (Z_b + Z—) (4.50)
a b
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y comparando las ecs. (4.47) y (4.48) con la ec. (4.44) se tiene

siny = sing, cos g,V + lcos sin é + é v
Y = Pa ®b 2 Pa ®b Za Zb
1 . Zy Z,\ ,
+ = — - — 4.51
> sin ¢, (Zu Zb)v ( )
. . " . Za + Zb 1
siny = sing,cos,— + = COS ¢, sin —+—|=
4 $aCOS Py T3 + 5 COSQasingsy | 27+ | 5
1 Z, Z,\1
— =i ———|= 4.52
3 sin ¢, (Za Zb) ¥ ( )
donde dividiendo la ec. (4.52) entre la ec.(4.51) se tiene
. 1 . Zi % 1o Z  Z
Sin @, COS ), + 5 COS @Y, Sin, (22 + 22 ) — > sing, (22 — 2

i 1 3 Zb Za 1 : Zb Za
sin @, COS @}, + 5 COS @, Sin ¢, (Z— + Z) +1sing, (Z, _ Z_b)

De forma que se esta en condiciones de introducir las variables accidn-angulo.
0,=R,cos6,, P,=R,sin0, (4.54)

Sustituyendo en las ecs.(4.44) se tiene

R,;1cosB,.; = cosycosO,R, +sinysinf,R,
= R,cos(6,—7y)
R,;1sinf,,, = —sinycosf,R, + cosysing,R,

= R,sin(g, — 7)

Por lo que se tiene que el radio de la trayectoria se conserva, mientras que el angulo
se desfasa por una fase de Bloch en cada paso temporal

Rn+1 = Rn, 9n+1 = Qn - (455)

Con lo que se muestra que efectivamente se describen circulos en el diagrama fase.

4.4. Modelo con desorden débil

De manera intuitiva se supone que al introducir pequefias perturbaciones en las
variables @, y ¢, el circulo sufrird pequeiias distorsiones. Para analizar y determinar
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estas perturbaciones expandimos los elementos de la matriz de transferencia ecs.
(4.36), (4.37), (4.38) y (4.39) hasta segundo orden de las variables aleatorias £, < 1
y &, < 1 mediante las ecs. (4.26).

Para la expansion de cada elemento se necesitan los siguientes desarrollos

2
coscpi—singoi*gi—cos%*%+... (4.56)

cos(p; + &)
£
sin; + cos ¢; * & — sing; * E’ +... (4.57)

sin(p; + &)

donde i indica el medio a o b.Ademaés para los elementos de matriz se siguen las
definiciones de 7 y v que se encontraron para el caso sin desorden, 27 = ¢,, de
forma que sustituyendo se tiene

2

— ) P
Ti1 = cOS,Cosp, — COS @, sin @&, — COS Y, COS "””E
2

— sing, cos @&, + sin @, sin @,&,E, — COS @, COS %Ea

1 2
-3 [sin ©q Sin @y, + sin @, cos @,&, — sin @, sin (pbjb

2
. . . é:a Zb Za
+ COS @, sin @&, — COS , COS Yp€ &y — sin, Sinwy— || =— + =—
2 Za Zb

1 2
+ 3 [cos g Sin @), + COS @, COS Y& — COS @, Sin gobib

2
. . . . é:a . Zb Za
—  sing, sin @&, — sin @, cos Q€& — COs @, sin g, — [sinp, | — — —
2 Zo Zp

1 2
-3 [sin g Sin @y, + sin @, cos @&, — sin @, sin (prb

2
Z, 7

+  COS @, Sin ppé, + COS @, COS YpéEp — SN, Sin cpb%] CoS ¢, (Z_b - Z_)
a b
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Tl 2

Ty

2
[sin ©q COS @), — Sin @, sin @&, — sin @, cos gabEb

2
COS ¢, COS YpE, — COS Y, SIn YpE &, — sin @, COS %Ea] 2

1

2
3 [cos a4 Sin @), + COS @, COS Yp&) — COS @, Sin gobjb

2
1 : : . é‘:a Zb Za 2
S1n @, SIN Qobga — S g, COS waagb — COS ¢, SIN ()01,5 — 4+ — |V

1.

2
3 lsm g SIN @y, + sin @, COs Y& — sin @, sin go;,zb

. . . é:c% . Zb Za 2
COS @, SIN Y&, — COS P, COS YR &y — SIN Y, SiNp— [sin, | — — —|v
2 Z, 7
1

2
3 [cos ¥4 SIN ), + COS @, COS Y& — COS Y, Sin 90;,31’

. . : & Zy Za\ o
sin @, sin @pé, — SN @, COS YpéEp — COS Y, SIN Y — | COS Y| — — — |V
2 Z, Zp

2
- [sin g COS @), — Sin @, sin &, — sin ¢, cos gabEb

2

1
COS @, COS YpE, — COS Y, Sin YuE& — sin @, COS 90175“] =
v

2
3 [cos g Sin @), + COS @, COS Yp&) — COS @, Sin (prb

i, it st — § y oGl (%, D) ]

Sin @, SIn @p&, — SIN @, COS Pp&&p — COS @ Singp— || = + = | =

@ b 2 PbSaSh @ %2 Z, 7]
L] .

2
3 [sm g SIN @y, + sin @, COs Y&, — sin @, sin cpbzb

COS ¢, Sin COS @, COS PpELEp — SN, Sin fﬁ sin % _Za) 1
a - a a - a ~ 1 a - 5 )
2 @b 2 PbSaSh 12 ©Pb > 2 Z. 7,7
1

2
3 [cos ¥4 SIN ), + COS @, COS Y& — COS @, Sin gobzh

. . : . & Zy  Zg\ 1
sin @, sin @pé, — SN @, €S YpéEp — COS @, SINYp—|COS Y| =— — =— | =
2 Za Z}, V2
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TZZ

+

2

COS @, COS ), — COS @, SIN Yp&), — COS Y, COS (prb

2

sin ¢, cos ppé, + sin @, sin @,&,&, — cos ¢, cos gobia

1 2
3 [sin ¥, SIn @y, + sin @, Cos Y&, — sin @, sin gobib

COS @, sin COS Y, COS YpLEp — Sin @, Sin £ (% + Zo
a - a a — 81 a 1 A — —
2 @b 2 PpSaSh 14 12 2 \z, T Z,

1 2
5 [cos ¥4 SIN ), + COS @, COS Y& — COS @, Sin gobzb

2
. . . . {-:a . Zb Za
sin @, sin @€, — sin @, coS Y€ Ep — COS Y, SIN Y, —|SIN Y, | =— — =
2 Z, Zp

1[ . . . . . 3
5 [sm ©, SIN @, + sin @, cOs Ypép — SN @, SIn gobEb

2
. . . ga Zb Za
COS @, SIN @), + COS @, COS Ypé & — SN, Sinp— | cos g, | =— — —
2 Zo Zp

que en términos de la matriz de transferencia sin desorden puede escribirse como

T

+

&a
Tvw=Tnp= -
v

|

. 1 . (Zh Za)
COS @, SIn @y, + 5 SN, CoS Y| =— + =

7z vz &b

2 2

1 Zy Z,\ 1 Z, Z ) @
Sil’l(pa Sin‘Pb + ECOS ©q COS @Yy, (—b ) — —COS (_b — _)] ‘fafb ~Th (‘f_a + éi)

4+ —
Za Zb Za Zb

L TEn — |sino, sine, — - %, ) 1 % Z
Ty, —Tyéyv sin ¢, Sin @y, 2 COS p, COS Yy, + + = COS @

Z, Z,) 2 Z, 7,

Zb Za
a b Za Zb

2

Jo

. 1 . Zb Za . 2
COS @, SIn @), + 2 sin ¢, COS @ 7 + AR sin ¢, COS ¢, COS Yy | =— — =— || ELépV

2 @2
T, (é + g—b)

22
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—_ é:Z
Ty, = Tyu+

1
COS (, COS ), + — Sin ¢, Sin A
"% ("2 > @ ‘Pb(za Zb)

1 1 Zy  ZJ\| &

Z, Z
+ [sintpa sin ¢, — 3 COS , COS Y (Z—b + Z_) + 3 CoS ¢p (Z_ - Z_)]
a b b
. L. Z, Z, Zy  Za\| &
COS ¢, Sin @), — 7 sin ¢, cos @, 7 + A + sin ¢, cos ¢, COS @y | =— — —

a b Za Zb V2
& &
—— = 4+ =
21(2 )

— 1 Z,
Ty, = Ty + ToV? &, — [cos ¥, COS @) + ) sin ¢, Sin @y, (Z_ + —) ép
. +1 Z  Zd\, 1 Z, T §2+§,,
sin @, sin — COS ¢, COS — + — |+ =cos — - —|l& =+ =
¥ Pb > ¥ Pb z." 7 2 @b Z, b Ain|5 >
Considerando que Ty, = Ty, = cosy 'y T, = —T»; = siny se pueden reescribir las
componentes de la matriz de transferencia como
T 1 .5 ba + ! Zy + Za &
= COoS — = — 2| =siny= - [cos ¢, sin — sin ¢, coS — + —
11 Y 3 3 7 ¥ Pb 3 ¥ Pb zZ. "7
+ . . + 1 Zb 4 Za 1 Zb éf f
sin ¢, sin — COS ¢, COS — + — |- =cos — - —|l&
® Pb 5 ¥ Pb zZ. "7 3 Pb Z b
2 2
T, = siny(l - % - %) - cosyfa
sin ¢, sin ! COS (¢, COS Zy + Za + ! cos Z _ Za &V
- a - A5 a p— p— ~ P V
12 Db 5 ® @b zZ. "7 > Pb zZ. 7 b
COS @, sin @), + ! sin ¢, cos Zy + Za sin ¢, cos ¢, cos 2 _ Za ElpV?
- a S1 = S1 a — | — 8 a a - T 5 aSbV
2 Db 3 ® @b zZ "7 ® 2 @b zZ 7 b



4.4. Modelo con desorden débil 69

_ . 1. , Z,  Z\| &
T, = —smy(l—%—%)+ cos<pacos<p;,+Esmgoasm(pb(z—h+z—b) %
. . 1 Z, Z)\ 1 Z,  Z\| &
+ s1ngoa51ngob—§cosgoacosgob Z_+Z_b +§cosg0b Z__Z_b "
. I . Zy, Z, : Zy  Zg\| Ealp
— cosgoasmcpb—ismgoacosgob Z_+Z_b + sin ¢, COSs ¢, COS ¢, Z__Z_,, 2
2 2
— 1 Z, Z,
T, = cosy(l - E“ - %) - sinyvzfa - [cos (a4 COS @y + 3 sin ¢, sin @, (Z—b + Z_) &
a b

s ) N 1 Zy N Z, N 1 Zy Z, £
sin @, sin — COS (¢, COS — + — — COS — - —| &,
"% ©b 5 @ ©b zZ. "7 ) @b zZ. 7 b

De forma que se estd en condiciones de utilizar las variables accion-angulo ecs.(4.54).
0,=R,cos6,, P,=R,sin0,
Sustituyendo en las ecs.(4.44) se tiene

Ry1c086,,1) 7 R, cos 6,
Ry sinb,.,) R, sin 0,

B (T“R,, cos 8, + leRn sin Qn)
~ \TR,cos 8, + TR, siné,

2 2
T\1R,cos6, = R,cosf,cosy|l - — 2 —R,,cos@,lsinyé
2 2 V2

1

7z 7z &

. . Zb Za
R, cos 8, |cos ¢, sing;, + 5 sing, cos @y | =— + —

_l_

R, cos @, |sin g, sin ¢, + ! COS ©. COS Zy N Z, 1 cos Zy, Z, Iy
n n | S1 a S1 — » - i . Zh  La :
2 Yo 5 OS¢ ¥b z 7] 2 $b zZ 7 b
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2 2
T1»R,sinf, = R,sinf,siny (1 - - —b) — R, sin 6, cos y&,*

Zy

— R,siné in i ——ICO coO _b+_u +—1 (0] e — f 2
n SIN UG, [SIN @, S1N @ S @, S COS ¢, 4
’ 2 b Za Zh 2 ’ Za Zh b

R. sinf . " 1 . Zb + Za
- nSIN G, |COS ¢, SIN — S1n ¢, COS — —
¥ @b 5 Y Pb z." 7

s % Z 2
S1n @, COS @, COS @) 7 7 gaé:bv
a b

—~ §;2 62
T»R,cos6, = —R,cosb, siny(l - E“ - Eb)

2
a

1 . . Zb Za
+ R, cosb,|cosg,cosp, + 3 sin @, sin, | — + —

+ R 0 : . 1 Zb + Za i 1 Zb Za fl%
,, COs 6, [sin ¢, sin ¢, — — cos ¢, cOS — + — |+ = cos - — 1=
7 2 $b = 5 COSP b zZ 7] 2 b 2

: I . Z, Z,
— R, cos6, cosgoa51n<,0b—§smgoacosg0b — + —

+ sin @, COS ©, COS Zo _ Za)|Eah
Pa Pa ©p Za Zb V2

A

2 2
T»R,sinf, = R,sinf,cosy (1 -2 - —h) — R, sin 6, sin V&,

R . 0 +1 . . Zb+Za f
— R, siné,|cos g, cos — sin @, sin — + —

@ ©b > % ©b zZ. "7 b

1 Z, Z,

+ R, sin6, |sing, sin +lcos cos Zb+Za + = cos £
n n Pa ©b ) Pa ©b Za Zb D) Db Za Zb aSh
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ahora

R,+1 €08 0,4

Ry11 810 60,4

Tl cosO,R, + le sin 0,R,,

) £
R, cos 6, cosy (1 -2 —b) — R, cos 6, siny=
%

&

R 6, + ! Z + Za
., C0s @, | cos ¢, sin —sin g, cos — + —
®Y Pb 3 @ @b z." 7

R, cos 6, |si Ny + & Z , Za)_ ] EL
L, COS 0, | sin ¢, sin — COS ¢, COS — + —|— =cos — - —||&,
% Pb ) @ Pb z." 7, 5 Pb . b

2 2
R, sin @, siny(l -2 - Eb) — R, sin 6, cos y&,»*

1 Zy Z, 1 Z, Z, 5

R, sin 6, [sing, sing, — =cos@,cosp| = + = |+ =cosgp| = — = || &V
2 Z, 7y

Za

1 Zy
R, sin 6, a + = u —+ =
sin [cosgp sin ¢y, > sin ¢, cOs %(Za Zb)

Z,
— sin ¢, COS ¢, COS ¥y, (Zb Z )] §a§bv (4.58)
b

T5, cos8,R, + T, sin0,R,
. é f/%
-R, 0, 1-=-=
cos smy( )

1 Z,  Z

2
R, cos,|cos ¢, cos ¢, + = sin g, sin —+ ==
_ ¥ Yb > ® Pb Z, Zb]

R P [ . 1 Zy N Z, N 1 Zy  Z.\| &,
,» C0S 8, [sin ¢, sin ¢, — = cos ¢, cos — 4+ — |+ = cos ———||=
» @ Pb ) ¥ 12 z. "7, 5 Pb AA I

. 1 . Zb Za
R, cos 8, |cos g, sin g, — 3 sin @, cos @y | — + —

z. "z
Zy Eabp
+ sin @, COS @, COS @y (Z_a - Z—b)] 2

) 2
R, sin 6, cosy(l -2 - —b) — R, sin @, sinyv’&,

Z, 7, &

. 1 Z, Z,
R, sin 8, [cos ¢, cos ¢, + 3 sin @, sing, | — + —

R, siné), +1 Zy +Z“
L, sin 0, | sin ¢, sin — COS ¢, COS — + —
® ®b 5 @ ®b z. "z

1 Z
+5cos g (Z—b - —)] Euy (4.59)
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Para determinar el crecimiento de R,,.; en términos de R, se elevan al cuadrado las
ecs. (4.58) y (4.59) por ambos lados y se suman despreciando términos de orden
mayor a O(ffl), O(fﬁ) y O(&,¢,). Después de estos engorrosos calculos se obtiene el
mapa [4]

R2
= L ENo(0)) + ENy(6n) + Mo + E My, + £, My (4.60a)

n

Oner = O +y = EaUu(0n) + EU(6,) (4.60b)

Donde unicamente se conservan los términos lineales y cuadraticos del desorden. Y
se introducen las funciones

N6 = L2820 626, Ny@6,) = — L% Gn06, —y)  (4.61a)
siny siny
a? sin’ @, a? sin’ @, a? sin @, sin ¢,
Ma = .3 Mb = 2 Mab = N S— (461b)
2sin“y 2sin”y 2sin“y
U.(6,) = I cos 20,, Uy, = ¢ Za cos(26, —y) (4.61¢)
2siny 2siny

Es importante subrayar que las ecs. (4.61b) y (4.61¢) no son exactas. Se conservaron
unicamente los términos que contribuyen a la longitud de localizacion Ly, [4].
Las ecs. (4.61) contienen el factor

Za Zb

a = (Z_b - Z_a) (462)

Constante que describe qué tan bien pegan los dos medios. En comparacién con la
ec. (4.55), las variaciones en el grosor de cada capa se reflejan en perturbaciones
tanto en el radio R, como en el dngulo 6,.

4.5. Longitud de Localizacion

Las ecs.(4.60) son el punto de partida para determinar la longitud de localiza-
cion. De manera andloga a los procedimientos anteriores €sta se define mediante el

exponente de Lyapunov A
d 1] (R \’
= === (I 4.63
lioc 2<n(Rn)> (469
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2
Por lo que se sustituye (R;;—:‘) por la ec. (4.60a)

1
A= 5 (In(1+ ENO) +ENoO) + EMa+ EMy + £y M) (464)

y se expande el logaritmo de la forma In(1 + x)

A

1

5 (EaVa(8) + EN(60,) + EMo + E My + Euy My
1 5 ) 2

=5 (ENu(®) + ENy(O) + EMo + E My + 0y M)

(£aNa(0) + ENY(O,) + EsMo + E My + £ Moy

| =

1
— 7 (EING6) + 2£.N.0,)6Ny(0,) + fﬁNi(en))>

1 1 1 1 1 1
A= S (ENAO) + 5 ENoO)) + 5 <§§ (Ma ~ 5N§<9n))> +5 <§§ (Mb - 5N§<6n))>
1
+5 €ty (May, = Na(6,)Np(6,)) (4.65)

Con la teoria de perturbaciones a segundo orden se pueden despreciar las correla-
ciones entre 6, y los términos cuadréticos de £2,&; y £,&,. Asi para los sumandos
que contienen los términos anteriores se puede computar el valor esperado de 6, por
separado de los valores esperados de £2, §§ y E46p. [4]

De forma que se tiene

A = %(gaNa(G,,» + %(ng,,(en» + % (&) (Ma — %(Ni(en))) + % (&) (Mb - %(Ni(@)})

1
+§ <§a§b> (Mab - <Na(6n)Nb(6n)>) (466)

se asume ademds que la distribucién de la variable angular 6, es uniforme en la
aproximacion a primer orden del desorden débil [4]. Hipétesis que es valida excepto
para los bordes y centro de la banda. Lo que implica que

2(sin”26,) = 2(cos”26,) = 2(sin’(26, - )) = 1,
2 (sin 26, sin(26, —y)) = cosy, (sin4b,) = (cos46,) =0 4.67)
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después de sustituir las ecs. (4.61a) y (4.61b) en la ec. (4.66) y promediar respecto
a 0, se tiene

a? sin’ @, < 2> . a? sin® @, < 2> o’ sin @, sin ¢,

A = &) COS
8 sin’y 8 sin®y 4 sin® Eatip) cosy
“251,“ % (¢ sin2g,) — LSNP  (6sin(26, - 7)) (4.68)
siny

Notese que por simplicidad de notacidn se ha escrito &, y &, sin embargo las varia-
bles aleatorias lo son para cada sitio n es decir &,(n) y &,(n). En lo consiguiente se
hard uso de la segunda notacion para determinar la variables en cuestién. A fin de
calcular el exponente de Lyapunov se tienen que calcular los correladores no trivia-
les (£,(n) sin 26,) y (£,(n) sin(26,, — y)) motivo por el cual se retoma la ec. (4.60b),
en su desarrollo exponencial, que permite escribir lo siguiente [4]

ia sin gy, za sin ¢,

” &p(n') cos(26,y —y)
(4.69)

exp[2i(6y+1 — O + )] =1+ fa(n ) €08 26,

donde el desarrollo de la exponencial se mantiene a primer orden. La ec.(4.69)
puede reescribirse como

expl2i(@yi1 +¥)] = exp[2i6,]+ i@ sin ¢,

fa(n)cos20 exp[2i6,,]
sin

iasing,

i f (n") cos(26,, — y) exp[2i6,/] 4.70)

Considerando n’ = n — r y multiplicando ambos lados de la ec. (4.70) por &,(n) y
de manera paralela por &,(n) resultando las siguientes ecuaciones, que ademas han
sido promediadas

() expl2i6, 11y expl2iy] = (£u(n) explO,_,]) + S l?

(M&a(n =)

a sin g,

s expliy] (¢.(m)éx(n')) (4.71a)
siny
(€p(n) exp[2i6,.11]) exp[2iy] = (&(n)explb,,]) + iasing, (fb(n)fa(n — )
lz Sin P expliy] {€x(m&p(n — 1)) (4.71b)
siny

4.71c¢)
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Finalmente se multiplican las ecs.(4.71) por exp(—2iyr) y se ejerce una suma sobre
el r desde uno a infinito, utilizando las definiciones (4.3) y (4.26) se obtienen las
expresiones para los dos correladores codiciados [4]

(£.(n) exp[2i6,]) = "; 22 ib £n) Z Ya(r) exp(=2iyr) (4.722)
- "; S0Pk () ;xw) exp(~2iyr + iy)
&mexpl2it, —iyl) = - ZE Ye (&m) be(r) exp(~2iyr)  (472b)
2 Zm 2L g m) Zm(r) Xp(~2iy7 = )
Recordando la ec. (4.68)
a?sin® gy ,\ a@*sin’ @, ;o\ @ sing,sing,
gz e @SN fa g0y X SIM@aSINGY
8 sin’y < >+ 8 sin®y < > 4 sin® Calip) cOSY
TP (£, 5in20,) - =2 (£, 5in(26, — )
2siny 2siny
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puede observarse que los correladores necesarios para calcular el exponente de Lya-
punov son la parte imaginaria de sus correspondientes en las ecs. (4.72).

@ = %ﬁj?(‘f”) @(@( ) - %f:‘%@a(m&m»cow
+ ‘;S;:;";b {‘;S:;ib (&m) Z)(a(r) cos(2yr)
‘;““ R OAD) Zm(r) cos(2iyr - w)}
- ¢ S;E:; {_C; Ssll‘; ~H(gm) bem cos(2yr)
O;S”l 2 (Euméym) Zm(r) cos(2iyr + w)}
- %ﬁ(ﬁ(mh%@g(m) TSN ¢ty cosy
" % £ Zxa<r>cos<2yr>
_ %ﬁs«j% (E.MEn)) ZXab(r) cos(iyr — iy)
+ % (& Zm(r)cos(zm

a? sin @, sin ¢,

T 4sindy (Ea(m)ép(n)) Z Xan(r) cos(2iyr + iy)

2

a?sin’ @, sin” @,
ts 4sin’y <§ (n ) (_ * ZX“(r) COS(zW)] T <‘fb( ) (— + ZXb(r) cos(2yr)

a? sin @, sin ¢,

cosy . .
- ——— 5 (&m)ép(n)) (— + ) Xan(r) cosiyr + 17)) (4.73)
2sin’y ’ 2 ; ’
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que junto con la ec. (5.6) (la densidad de correlacion) y la ec.(5.7) permiten escribir
la expresion final para el exponente de Lyapunov

QZ

A

[kﬁoﬁ sin’ opWa.(2y) + kio% + sin? 0 W, (2y) — 2kakb0'§b sin ¢, sin ¢, cos yWab(Z)/)]

4.74)

ecuacion que es simétrica respecto a cambio de indices a < b. Donde los primeros
dos términos del exponente de Lyapunov se atribuyen a las correlaciones dentro de
una capa en si misma, a o b, respectivamente, indicadas por los auto-correladores
W.(2y)y W,(2y). El tercer término incluye el correlador cruzado W,;,(2y) que surge
de las correlaciones del desorden entre las capas a 'y b.[4]
La ec.(4.74) debe ser complementada con la ec.(4.50) de dispercion determinando
la estructura de bandas en funcidn de la frecuencia w(y). El resultado dado por la
ec. (4.74) es vélido s6lo para valores reales de la fase de Bloch, y, con lo que se
definen las bandas de energia. Dentro de las regiones prohibidas de energia con y
imaginario o complejo, la solucién corresponde a un estado de Bloch evanescente
situado en una escala del orden de Im~!(y). Lo que resulta en una transmisién expo-
nencialmente pequefia incluso en el caso sin desorden y la presencia del desorden
débil solamente genera una pequefia correccion a las posiciones de las bandas. De-
bido a la paridad y periodicidad de las ecs. (4.50) y (4.74) respecto a y se puede
considerar solamente el intervalo 0 < y < &. Es importante enfatizar que el valor
del exponente de Lyapunov es muy sensible a los pardmetros del modelo, lo que
resulta en varias dependencias de /;,.(w) dentro de las bandas de energia.[4]

8 sin®y



Capitulo 5

Modelo de bicapas con simetria
esférica

En este capitulo se plantea un modelo de cascarones esféricos conéentricos don-
de cada celda estd compuesta por dos medios alternantes a y b. En particular se
considera la propagacion de ondas esféricas electromagnéticas monocromaticas de
frecuencia w en un arreglo finito o infinito de dos dieléctricos. Donde cada mate-
rial queda especificado por sus propiedades electromagnéticas. Al igual que en el
Capitulo anterior [4]

Ny = Vet Zg= ’lﬁ, k, = 2na (5.1a)
n, c
n = Veme, Z=tL k==n, (5.1b)
b

donde ¢; es la permitividad o constante dieléctrica, y; es la permeabilidad magnética,
n; el indice de refraccion, ¢ la velocidad de la luz en el vacio, Z; la impedancia y k;
el nimero de onda.

La simetria esférica del problema permite introducir el desorden del sistema en la
estructura mediante el espesor r de cada cascaron

ra(n) = rq + pa(n),  (ra(n)) =r, (5.2a)
ro(n) = rp + pp(n),  (rp(n)) = (5.2b)
el entero n etiqueta la celda unitaria (a, ) que es diferente al indice de refraccion n;,
r. y rp denotan el espesor promedio de cada cascarén y p, y p, corresponden a las

pequeiias variaciones de espesor en cada capa. En ausencia de desorden el arreglo
de bicapacas es periddico con periddo r = r, +r,. Las variables aleatorias satisfacen

78
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las mismas propiedades estadisticas que en el modelo unimensional.

(Pa(m) =0, (p2M) =02 (palmIpu(n)) = T2an = 1) (5.3a)
o) =0, (op(m) = 03, (pp(mpy(n) = T3Ep(n 1) (5.3b)

(PaWpp() = Taps (Pa(MPs(n)) = (Pp(M)pa(n)) = Tléa(n—n')  (5.4)

Las funciones de correlacion estdn normalizadas a 1, £,(0) = &,(0) = &,,(0) = 1.
Se supone ademds desorden débil

o<1, ko, <1 (5.5

lo que suponemos permitird utilizar las herramientas descritas en capitulos anterio-
res.

Para determinar las propiedades de transporte es necesario introducir la densidad
espectral de las variables aleatorias definida como

Wk = > x(e™ =1+2 3" y(j)cos(k)) (5.6)
Jj==o0 Jj=1

x(j) = L f ' W(k)e* dk = 1 f ' W(k) cos(kj)dk. (5.7)
21 J_x 7 Jo

Por las ecs.(5.3) los correladores son funciones reales y pares de j = n — n’ entre
indices de la celda, por lo que la transformadas de Fourier correspondientes a las
densidades espectrales son también funciones reales e impares de la variable k que
es una longitud de onda adimensional. Cabe destacar que las densidades espectrales
son funciones positivas de k para cualquier secuencia real de variables aleatorias
Pa(n), pr(M)[4].

Como cada celda contiene dos medios distintos es necesario que en la interfaz de
los medios se cumplan ciertas condiciones de frontera para la onda incidente. Pero
antes es necesario determinar los campos de las ondas esféricas.

5.1. Solucion a la ecuacion de onda esférica mono-
cromatica

Para las ondas esféricas el campo eléctrico satisface la ecuacion de onda vecto-
rial, que se construye a partir de las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes
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[17],conD =€eEyH = }lB

V.D(r,H) =0 Vs D(r, 1) = —eu )
aD(r rf t (5-8)
V.Hr, 1) =0 VX H@E ) = o

Para obtener las ecuaciones de onda correspondientes se aplica el rotacional a la
ecuacion de Faraday-Lenz, con lo que se tiene

o(V x H(r, 1))
—y—

VX (VXE(,1) = 5 (5.9)
O*E(r, 1)
= - 5.10
pe—z; (5.10)
Esta ecuacion puede ser reescrita utilizando la identidad vectorial siguiente
Vx(VxA)=V(V-A)-VA (5.11)

de tal forma que se obtiene la ecuacion de de onda vectorial para el campo eléctrico

O’E(r, 1)
=0
ot

VZE(r,1) — ne (5.12)

Por ser una onda monocromatica se asume que la dependencia temporal de los cam-
pos tanto eléctrico como magnético estd dada por

E(r,?) = E(r)e ™ (5.13)
B(r, ) = B(r)e ™ (5.14)

tal que la ec. (5.12) se puede escribir como
2
V2E(r, 1) + (i) E(r,7) =0 (5.15)
b @ 9

donde \/% = k es el vector de onda.
Procediendo de manera anédloga para el campo magnético se obtiene su equivalente

de forma que

VZE(r, 1) + K’E(r,1) = 0 (5.16)
VZB(r, 1) + K°B(r,1) = 0 (5.17)
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con lo que ambos campos tanto eléctrico como magnético satisfacen la ecuacion
vectorial de Helmholtz.

Noétese que hasta aqui las ecuaciones son validas para campos en cualquier sistema
coordenado, sin embargo el problema puede simplificarse en el caso de las coorde-
nadas esféricas, para lo cual se retoma la ecuacién escalar

Vi + Ky =0 (5.18)
y se propone una solucioén a la ec. vectorial
VAV(r, 1) + K*V(r,1) = 0 (5.19)
en base a la solucién escalar ¥ como
V~rxVy (5.20)

solucién vélida s6lo para la ecuacion de Helmholtz en coordenadas esféricas.

Demostracion

Para demostrar que la propuesta para el campo vectorial (5.20) satisface la ecua-
cién vectorial de Helmholtz aplicamos el rotacional dos veces con la prentencion de
reproducir la ec. (5.19), por lo que es conveniente escribir las identidades vectoriales
que serdn de utilidad [17]

VX(AXB)=A(V-B)-B(V-A)+B-V)A-(A-V)B (5.21)
(A-V)r=A (5.22)
VA-B)=(A-V)B+(B-V)A+AXVXxB+BxVxA (5.23)
VX (AY) = YV X A — A X Vi (5.24)

Por la ec. (5.21) el primer rotacional del campo V se desarrolla como

VX (rxVy)

Vi - (V) V-r +(Vy - Vr —(r - V)V
—rk2y 3 W
= 1k’ -2V — (r-V)Vy

desarrollando el ultimo término segun la ec.(5.23)

V(r - Vy)

- VIV + V- VIr+rxVxVy+VyxVxr
(r-V)Vy + Vy.
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Asi el rotacional del campo eléctrico se puede reescribir como
V X (rx Vi) = —rk>y — Vi — V(r - Vi)
ahora aplicando de nuevo el rotacional a la ec. anterior
VX (VX(rxVy) =-kVXry
que aunado a las ecs. (5.11) y (5.24) permite escribir
—V2(r x V) = k*(r x Vi)
que coincide con la ec. (5.20) para V ~ r X Vi, con lo que queda demostrado m.

Se pueden construir las soluciones para los campos eléctrico y magnético a par-
tir de la solucion vectorial V.

Primero se considera la ec.(5.16) donde el campo eléctrico tiene solucion de la for-
maE ~r x Vy.

En este caso ¢ es una funcion de potencial eléctrico, y se deben ajustar las unidades
de la solucién para el campo eléctrico, de forma que se tiene

E’E = ijkr x Vy'E (5.25)

de las ecs. de Maxwell se tieneV X E = iwB, en consecuencia se puede construir el
campo magnético a partir de la solucién anterior

B'E = EV X (r x Vy'E). (5.26)
w

donde se introdujo el superindice TE ya que a estas soluciones se les conoce como
Transversales Eléctricas porque el campo eléctrico es transversal a la direccion de
progacion 7 pese que representan los campos de un multipolo magnético [17].
Sin embargo éstas no son las tnicas soluciones, se puede obtener un conjunto de
soluciones linealmente independientes a las anteriores si ahora se considera el cam-
po magnético de la forma B ~ r X V. De nueva cuenta ajustando las unidades pero
ahora el campo magético se tendra

B™ = —ik+feur x Vy'™ (5.27)
E™ = Vx(@rxVy™) (5.28)
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Se introdujo el super indice TM para indicar que ahora el campo magnético es
transversal a la direccion de propagacion y representan los campos de un multipolo
eléctrico.

Las dos soluciones a la ecuacion escalar, ¢ £ y ™™ se conocen como potenciales
de Debye.[5]. Y la solucién mds general para un campo electromagnético puede
expresarse como la suma de los dos tipos de campos.

Cual sea el caso, con lo anterior, resolver la ecuacidon vectorial de Helmholtz se ha
reducido a resolver la ecuacion escalar en coordenadas esféricas

1 1
a (r%8,) +- ag(smeag) + - 62 +i* |y =0 (5.29)
sm

con la ambicién de encontrar la solucon se puede asumir, sin pérdida de generalidad,
que la funcién ¢ es de variables separables

Y(r,0,¢) = R(rOO)D() (5.30)

de tal manera que la ec. (5.29) se escribir como

1 d{(,d 1 d 1 &
—sin’0— [P—R|+ = sin— [sin0—O | + —— D + k*F*sin’0=0 (5.31)
dr D d¢?

donde el tercer término depende unicamente de ¢ tal que

d2
d7>2(1) +m*® =0 (5.32)
por lo que se tiene
1 1
R sin 0; (r %R) + ® sin 6% (sm 6’;9@) m? + kK sin*6 = 0
ld{(,d d d m?
+ K+ 0—0 = 0 (533
Ra’r( dr ) ®s1n9d9( S do ) 511120 ( )

asi se tienen los primeros dos términos dependientes unicamente de la variable r y
los ultimos dos términos dependientes de la variable 6, esta parte de la ecuacion se
elige constante —I(/ + 1)

j( ; ) (k“ l(l+1))R:O (5.34)
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por lo que los primeros dos términos de la ec. (5.33) deben ser iguales a I(l + 1)

2
I 4 (sin gi(a) - ( L 77 1))@ =0 (5.35)

sin @ do do sin’ @

Se tienen tres ecs. (5.32), (5.34) y (5.35) que son independientes y con la solucién
de cada una se construird la funcién de onda .
La solucién de la ec. (5.32)

®D,,(¢p) = =™, (5.36)

La solucion de la ec. (5.35) son los polinomios de Legendre

O(0) = Py,(cos0) = (1 —cos’6)?2 _ Py(cos 6) (5.37)
d(cos )"
donde Pjy(cos 8) = P/(cosb)y
Pi(cos0) = ——(cos“6—1) (5.38)

211 d(cos 0)!

segin la férmula de Rodrigues.
Y finalmente la ec. (5.34) se somete al cambio de variable R(r) = VkrZ(kr) del tal
forma que la ecuacién diferencial se puede escribir como

&P 1d , (+3)
WZJF ;EZJF(]{ Sl Z=0 (5.39)
cuyas soluciones son
ml
Z(kr) = \/;EBH;(kr) (5.40)
Donde B,, 1 (kr) es cualquier funcion de Bessel o de Hankel. Recuperando la funcion
R(kr) se tiene
|
R(kr) = 2_krBl+%(kr) = b(kr) (5.41)

que son las funciones esféricas de Bessel y de Hankel segun corresponda. Cuando
se busque construir un mapa iterativo con las soluciones entre las capas serdn mas
convenientes las funciones de Bessel del tipo uno y dos j,(kr) y y,(kr) respectiva-
mente, que representan una solucion real y los comportamientos asintdticos de estas
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funciones cuando kr > [ son
. 1 n
Jitkr) ~ — cos (kr - =+ 1)) (5.42)
kr 2
1
yi(kr) ~ — sin (kr T+ 1)) (5.43)
kr 2
En contra parte las funciones de Hankel de los tipos uno y dos corresponden a
hy(kr) = jikr) + iyikr) B2 Gkr) = jikr) = iyi(kr) (5.44)

que representan una solucion compleja y serdn convenientes para construir la matriz
de transferencia con ondas progresivas y regresivas. Las funciones de Hankel tienen
el siguiente comportamiento asintotico

_nN\+1 ikr
tim AV (kr) - ¢ (5.45)
kr—oo kr
~NI+1 ,—ikr
tim AP (kr) - L (5.46)
kr—oo kr
La solucién mds general a la ec.(5.34) se escribird como
Ri(kr) = A\b\V(kr) + AsbP(kr) (5.47)

donde bgl)(kr) corresponderd a la funcién de Bessel o de Hankel del tipo 1, b;z)(kr)
correspondera a la funcién de Bessel o de Hankel del tipo 2. Por lo que la solucion
a la ecuacidn escalar de Helmholtz se puede escribir como

Winm(r, 0, ¢) = Ry(kr)P;,(cos B)e™™? (5.48)

Como las funciones angulares no poseen unidades las constantes A; y A, de la
funcion R(kr) son constantes de dimensionalidad congruentes con las unidades de
potencial, que dependera del medio de propagacion y del sistema de unidades utili-
zado. Es decir la funcién R,(kr) dependera del medio.

Considerando primero ondas TE se construyen los campos eléctrico y magnético de
acuerdo con las ecs. (5.25) y (5.26)

k
E"E = ikr X Vi, B’ = —V xE’E (5.49)
w
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Para calcular el campo eléctrico se obtiene primero Vi

VY = Pp(cosB)e ™0.R(kr)?
1 . .
+ —R(kr)e ™8P, (cos 6)
r
im
rsin @

R/(kr)Py,(cos @)e ™ ¢

Luego ET£ = r x Vi;,, en componentes se tiene

E* =0
k .
ETE = 5 o mR k)P, (cos 6)
sin 6

E,® = ikR(kr)e™™dgP,,(cos 6)

Ahora el campo magnético es B'# = £(V x E¥) en componentes

2

k. 1
o sin 6 sin? @

k.

BgE = ——e ™9, (rR/(kr)) OgP(cos 0)
rw
ik ‘

BIF = - b e Py,(cos 0)8, (rR(kr))
rw sin 6

de la ec. (5.35) se tiene que

2
,Li(sinei(a)—( N i+ 1))@ =0

sin’ @

por lo que la componente radial del campo magnético ec. (5.54) resulta

-k .
BTE = — e ™R (kr) [I(I + 1)P,(cos 6)]
rw

con lo que se tiene la solucién completa de los campos TE.

(5.50)

(5.51)
(5.52)
(5.53)

P, (cos)| (5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

De manera anédloga e inmediata se pueden obtener los campos denominados TM

considerando las ecs.(5.27) y (5.28)

B™ = —ik\feur x Viy  E™ = 0V x (r x Vi)
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de tal manera que se tiene

B[ =0
By = —k@%e‘im@,(kr)ﬂm(cos@)
1

ByM = —ik~Jetre” " Ri(kr)doPy(cos 6)
Ia+1)

g = D inog gy, cos6)

r

1 .

EM = —=e70, (rRi(kr)) 8gPjy(cos 0)
r

ETM _ —im —imqﬁP

L — im(cos 0)0, (rR(kr))
rsin 6

(5.58)
(5.59)

(5.60)

(5.61)
(5.62)

(5.63)

Para el caso de [ = 0 los campos tanto 7TE como 7'M desaparecen. De acuerdo a su

simetria espacial son clasificados como campos multipolares de orden 2'.[5]

5.2. Condiciones de frontera de los campos

La forma integral de las ecuaciones de Maxwell se puede utilizar directamente
para deducir las relaciones de las diferentes componentes tanto tangenciales como
normales de los campos eléctrico y magnético de ambos lados de una superficie

entre medios distintos.[17]
Eb > Bb
D,.H,

Figura 5.1: Representacion 2 dimensional de la interfaz entre dos medios a y b, el vector normal
i apunta del medio a al b y el vector tangente lo serd a la superficie. En general puede haber una

densidad de carga y una corriente en la superficie.

Las componentes normales de D y B en ambos lados de la superficie fronteriza
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cumpliran

o (5.64)
B, -B,)-7=0 (5.65)

donde o es la densidad de carga en la superficie y las componentes tangenciales de
E y H en ambos lados de la superficie fronteriza estan relacionadas por

I

x (E,—E,) =0 (5.66)
x (H,-H,) =K (5.67)

>

donde K es la corriente.

El sistema de estudio corresponde a dos medios dieléctricos y en la frontera no hay
fuentes porloque o =0y K = 0.

Como primera instancia consideramos ondas TE, en este caso 1 = 7, y la ec. (5.64)
se puede reescribir como

(EbEb - euEu) 7=0 (568)

pero para ondas TE el campo magnético carece de componente paralela a la direc-
cién de propagacion, por lo que la condicién anterior se satisface trivialmente. La
siguiente condicidn es la correspondiente a la ec. (5.103)

B, -B,)-7=0 (5.69)

lo que indica que las componentes radiales de los campos magnéticos para una onda
TE son iguales en la frontera r,

i+1) . {i+1 _
—ka—( i )e_lm¢Ral(kar 1) [Pin(cos 0)] _kbue_lmqubl(kbr £) [Pim(cos )]
rrw I

kR a(kary) kbRbl(kbr r) (5.70)

Luego, apartir de las ecs. (5.66) y (5.67) para las componentes tangenciales se tendra

rxE,-E,) = 0
—(E, — Eu)¢9 +(E; - Ea)(a@ =0
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asi siguiendo la ec. (5.53) se tendrd, para la componente 6

i [kaRattkar ) = koRou(hkrp) | € *0yPin(cos 6) = 0
kaRu(kary) = kyRpi(kyry) (5.71)

y para la componente ¢ se tendrd, a partir de la ec. (5.52)

m —im
=" [kaRu(kary) = koRyi(kyr) | Pr(cos 6) = 0
koRu(kary) = kpRpi(kpry) (5.72)

Para las componentes angulares las ecs.(5.71) y (5.72) dan exactamente la misma
informacion que la ec.(5.70) para la componente radial, por lo que continuamos con
la condicién de frontera para el campo magnético
PxMH,-H,) = 0
—(H, —H)y0 + H, —H,)ep = 0

asi siguiendo la ec (5.56) se tendrd, para la componente 6

] ; kg k
—le-"wplm@ose)[ 0, (rRu(kur)) = —-0, (er,(km)]{ =0
wsinf Ty iy r=rf
ka k
=40, (Ratkar )| = =20, (Rulr))| _ (5.73)
Ha r=rr Hp =TS

y para la componente ¢ se tendrd, a partir de la ec. (5.55)

I . kq k
——e_l’n¢69le(COS 0) [ ar (rRal(kar)) - _bar (erl(kbr))] ‘ =0
w ridg rip r=ry
k, ki,
=0, (Ratkar)| = 20, (Rulr))| _ (5.74)
Ha =re Mp r=ry

Las ecs. (5.73) y (5.74) dan la misma informacién. Las condiciones de frontera ecs.
(5.70) y (5.73) permiten ver de manera explicita que el problema se puede analizar
en una sola variable, la radial, simplificindolo y permitiendo utilizar las herramien-
tas anteriores, como el formalismo de matrices de transferencia que més adelante
se puede interpretar en terminos del mapa hamiltoniano y obtener el exponente de
Lyapunov del modelo.
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5.3. Matriz de transferencia

Para construir la matriz de transferencia del modelo hemos obtado por consi-
derar la solucidn real de la ec. de Helmholtz que representan ondas estacionarias,
donde la parte relevante es la funcion radial. Como se vio anteriormente

d Zd 2.2 _
dr(r drR)+(k r l(l+1))R—O

tiene como soluciones las funciones esféricas de Bessel cuya solucion real es de la
forma
R((r) = Ay jilkr) + Azyi(kr) (5.75)

Por lo que la solucién real dentro de una celda unitaria a la ecuacién escalar de
Helmbholtz se puede escribir como, ver ec. (4.24)

Yo, (1, 0,0) = [Ayji(kar) + Asy; (kor)] Pia(cos @)e™™? (5.76a)
Up, im(1, 6, $) [By i (kyr) + Boy; (kpr)] Ppu(cos B)e™™ (5.76b)

donde la ec.(5.76a) es valida para la region r,, < r < r, y la ec. (5.76b) es valida
para ry, <1 < Faps1)-

Las coordenadas r,, y r,, son las fronteras izquierda y derecha de la capa a,, las
coordenadas 1y, y r4n+1) son las fronteras izquierda y derecha de la capa b, y cada
interfaz debe satisfacer las condiciones de frontera.

I'an Ibpka

Figura 5.2: Representacién 2 dimensional del modelo que indica las fronteras de las capas por
analizar.
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Para determinar las constantes A;, A, y Bj, B, se necesitan las condiciones de fron-
tera ecs. (5.70) y (5.73) que se transforman en

kq [A1ji (karo) + Asy; (karo)] = ky [ By ji (kpro) + Bay; (kpro)] (5.77)

kq . k ,
0 A Kar) + Ay G| =20, (B () + Bayi )|
a r=ry b r=ry
(5.78)
Se evalia en ry, que puede indicar tanto r,,, COMO rp,, COMO Iy,+1). La segunda

condicion de frontera, referente a la derivada radial, se puede desarrollar més pues
se conocen las derivadas de las funciones esféricas de Bessel

1

=0,bi(kr) = ibl(kr) — b1 (kr) (5.79a)
k kr

1(9,b,(kr) = —ibl(kr) + bi_1(kr) (5.79b)
k kr

de forma que desarrollando por separado ambos lados de la ec. (5.78) se tiene

k, .
—0, (r[A1Ji (kar) + Ay, (kpr)]) =

ka

a

r=rg

. [ . . [
[Aljl (karo) + Agy; (karo) + oA (r_]l(karO) - ka]1+1(ka7”0)) + roAs (r—J’l(kal”o) - kayl+](kar0))]
0 0

k
ﬂ_zar (r[B1ji (kpr) + Bay; (kpr)])

r=ry

k . l . . l
/l_z [31]1 (kpro) + Boy; (kpro) + roB) (r—ojz(kbro) - kb]1+1(kbro)) + 19B; (r_oyl(kbr()) - kbyl+1(kbr0))]

finalmente la condicién de frontera referente a la derivada, ec. (5.73)

kq

) [, ) )
,LT [Aljl (karo) + Agy; (karo) + oA (r_]l(karO) - ka]l+](kar0)) + roAs (r—)’l(kal”o) - kayl+1(kar0))]
a 0 0

k . [ . . [
,LTZ [31]1 (kpro) + By (kpro) + roB) (r_ojl(kbro) - kb]l+](kbr0)) + roB; (r—o)’l(kbl”o) - kbyl+1(kbr0))]
(5.80)
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Recopilando las condiciones de frontera son
ka [Avji (karo) + Azyi (karo)| = ki [ By ji (kyro) + Bayi (kpro)]

k,
HMa
ki,
HMb

Con lo que se tienen las condiciones de frontera para la solucion real a la ecuacion
de Helmholtz vectorial, que se enfocan solamente en la variable radial, pues las
variables angulares no son matematicamente relevantes y se estd en condiciones de
buscar la matriz de transferencia del modelo. Para lo cual es necesario evaluar la
parte radial de soluciones a la ec. de onda esférica, ecs. (5.76a) y (5.76b)

Ry im(r) = Ayji(kyr) + Ayy; (k1) (5.83)
Ry im(r) = Byji(kpr) + By (kpr) (5.84)

tanto en las fronteras izquierdas como derechas de cada capa y explotar las condi-
ciones de frontera de la seccién anterior ecs. (5.81) y (5.82) que consideran sélo la
parte radial de las soluciones.

con lo anterior se puede obtener el mapa de manera andloga al caso unidimencio-
nal donde se evalua la parte radial de ec.(5.76a) y su derivada en ry = r,,, frontera
izquierda de la capa an, se tiene

Ra, l(ran) = Aljl (karan) +A2yl (karan) (585)
[, .
arRa, l(r) = Al (_]l (karan) - ka]l+1(karan))

I'=ran an

l
+A2 (—)’1 (karan)) - kayl+1(karan))

an

(5.86)

las ecs. anteriores representan un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas A,
y A, de donde se puede obtener una solucion de la forma

Al _ Ra, l(run)
(Az) =M, (R;’ [(ran)) (5.87)

(5.81)

. [ . ) [
[Aljl (karo) + Asy; (karo) + 1A (r_]l(kurO) - ka]l+1(kar0)) + oA (r—)’l(kal”o) - kayl+1(kar0))]
0 0

. [ . ) [
[31]1 (kpro) + Boy; (kpro) + roBi (r_]l(kbro) - kb]l+1(kbro)) + roB; (r—)’I(kbl”o) - kby1+1(kb’”0))]
0 0

(5.82)
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la ec. (5.87) permite reescribir la funcién R, ;(r) en términos de R, (74,) y R, [(ran)
de forma

jl (kar) T(Al) (]l (kar))T (Ra, l(ran)) (Ra, l(ran))
R, (1) = _ M =T 5.88
1) &%Jl% wen)) \R ) TR ) O

Luego se evalua la parte radial de ec.(5.76b) y su derivada ry = rp,

Ry, ((ron) = Biji(kprp,) + Boy; (kprp,) (5.89)
[ . )
0,Ry, (1) = B, (r_]l (kprpn) — kb]1+1(kbl”bn))
I=Tbn bn

an

l
+B, (r—YI (kpFpmy) — kb)’1+1(kb7’bn))
(5.90)

que también representa un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, en este
caso, B; y B, donde se construye la solucién

B Ry, ((rpn)
=M ’ 5.91
(Bz) Z(R;,, l(rbn)) G0

la ec. (5.91) permite rescribir la funcion R, ;(r) en términos de R, (7,) y R;, (Fpn)
de forma

Ji (kpr) T(Bl) (jz (kbr))T (Rb, 1(’”bn)) (Rb, l(rbn))
R = = M =T 5.92
“”)Qﬂm)& wton) "P\Ry ) T POR () O

Abhora se utilizan las condiciones de frontera para establecer una relacion entre las
funciones R, y R;, en la capa n-€sima por lo que las conficiones de frontera se eva-
luan en ry = r,, se tendra de la ec.(5.81)

kR, ((rpn) = kpRp, ((Tpn) (5.93)
kq [Aljz (katpn) + A2y (karbn)] =k [Bljl (kprpn) + By, (kbl”hn)] (5.94)
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(5.95)

Tbn Tbn

k, k
“C0.(rRa (r)| = 28,(rRy /(1))
Ha Mb

k, , [, .
_Al []l (karbn) + Vb (_]l(karbn) - ka]l+1(karbn))]
M T'bn

a

k, l
+_A2 [)’1 (karbn) + Vo (r_yl(karbn) - kayl+l(karbn))]
bn

a

k . l . )
wy: []1 (kpTpn) + Ty (—]l(kbi’bn) - kb]l+1(kbrbn))]
HMb Tbn

k [
+-2B, [}’1 (kpTpn) + 7oy (—yl(kbrbn) - kbyl+1(kbrbn))]
Mo Tbn

Estas condiciones permiten escribir Ry (r5,) Y R, (rs,) €n términos de las amplitu-

des By y B,
R R
( a l(rbn)) _ M ( f) l(rbn)) (5.96)
Ra’ [(rbn) Rh’ l(rbn)
de la ec. (5.88) se tiene
Ra l(rbn)) (Ra l(ran))
h =T\(rpu| ,,, (5.97)
(Ra, l(rb”) e Ra’ l(ran)

Luego se evaluan las condiciones de frontera en ry = r4,+1), frontera derecha de la
capa bn, se tiene de la condicion (5.81) se tiene

kaRa, ((Fans1y) = kpRp, (Fagur1y) (5.98)
ka [Aljl (kara(n+l)) + AZyl (kara(n+l))] = kb [Bl.jl (kbra(n+l)) + BZyl (kbra(n+l))]
(5.99)
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y de la condicion (5.82) se tiene

k
—0.(rR,, (7))

a Ya(n+1)

Ya(n+1)

k
= L8.(rRy. (1)
Mo

k, .
#—Al []l (kal”a(n+1)) + i’a(n+1)(

a

a(n+1)

k,
+,U_A2 [)’1 (kaame1)) + Tams1) (

a a(n+1)

k )
B []z (kpFams1)) + ”a(n+1)(
Hb

a(n+1)

ki,
+—B, [)’1 (kpFagn+1)) + Tage1) (
Mo

a(n+1)

de forma que se tenga

(Ra, l(ra(n+l))) .y (Rb, z(i’a(n+1)))

R,a’ ](ru(n+1)) ! R;,’ l(ra(rH—l))
de la ec. (5.92) se tiene

(Rb, 1(Tatm+1y)

Ry, /(7 bn))
R;,, 1(”a(n+1))

) = TZ(ra(n+1))(R, (rb )
b, [\ bn

ahora, de la ec.(5.96) se tiene

(Rb, l(rbn)) _ ! (Ra, l(rbn))
R, (ron)) 7 \R (ron)

combinanlo las ecs. (5.102) y (5.103) se tiene

(Rb, 1(Tam+1))

Ra, l(rbn))
R,b’ l(ra(n+l))

= To(run >M—1(,
) 2D AR ()

por la ec. (5.97)

(Rb, l(i’a(n+1))

Ra, l(ran))
R;,, 1(”a(n+1))

= To(Fana1)) M3 Ty (Fpn
) 2(Fame1) M5 T (1 )(R:Z’l(ran)

JikaT aga1)) — kajl+1(kara(n+1)))]

JikpT ana1)) — kbjl+1(kbra(n+1)))]

(5.100)

VilkaTameny) — kayl+1(kara(n+1)))]

VilkpTameny) — kbyl+1(kbra(n+1)))]

(5.101)

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(5.105)
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Lo que permite escribir la matriz de transferencia del modelo a partir de todo lo
anterior como

(Ra, 1(Tae1)) (5.106)

_ Ra l(ran)
, = M4T2(ra n+1 )M lTl(rbn)( ’ )
R, ,(”a(n+1))) e

R, (ran)

Lo que representa una relacion de recurrencia cabe destacar que a diferencia del
modelo unidimencional ahora se tienen funciones de Bessel esféricas lo que signi-
fica que cada matriz estd escrita en términos de la posicién de la barrera y todas las
matrices serdn distintas entre si.



Conclusiones

Esta tesis constituye un estudio preliminar de la propagacion de ondas electro-
magnéticas en una estructura desordenada de multicapas binarias esféricas. La tesis
se divide en dos partes: En la primera una se introducen los sistemas desordenados
y los métodos analiticos que se usan en el estudio de los principales modelos unidi-
mensionales con desorden débil. La segunda parte representa el trabajo innovador,
donde se describe el problema planteado y se presentan los resultados preliminares
obtenidos. A continuacion se presentan los resultados conforme al desarrollo del
trabajo.

En lo correspondiente a la introduccion de los sistemas desordenados se aborda-
ron conceptos fundamentales referentes a sistemas cristalinos y sistemas desordena-
dos, lo que motivo a presentar los elementos de la teoria de probabilidad necesarios
para el planteamiento y estudio de modelos unidimensionales con desorden.

Se presentaron los conceptos de localizacion, la teoria del inico pardmetro de
escala, el teorema de Furstenberg, la conjetura de Borland y se desarroll6 el méto-
do del mapa hamiltoniano para el modelo de Anderson 1D que permite obtener el
exponente de Lyapunov del sistema en el caso de desorden compositivo en el régi-
men débil sin correlaciones, resultado conocido como la férmula de Thoules, y se
introdujeron las variables accién-angulo con las que se reprodujo la expresion para
la longitud de localizacion en el caso de desorden correlacionado.

Se estudio con detalle el modelo de Kronig-Penney 1D con desordenes compo-
sitivo y estructural, donde se reprodujo la férmula analitica para el calculo del ex-
ponente de Lyapunov en el caso sin correlaciones, y en base a [4] se construyd una
formula para el caso de los desordenes correlacionados, se incluye el anélisis nume-
rico de [4] para correladores independientes y cruzados, y se observan sus efectos
en la longitud de localizacion.

Posteriormente se estudié el modelo 1D de multicapas binarias para estructuras
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en promedio periddicas, donde se considerd desorden estructural, siguiendo [4]. Pa-
ra este modelo se estudio la propagacion de ondas planas monocrométicas a través
de la estructura considerando los indices de refraccion de cada medio y se analiza-
ron de las condiciones de frontera segin las ecuaciones de Maxwell. Para el caso
sin desorden se obtuvo la relacion de dispercion dada por la ec. (3.20) caracteristica
de los modelos del tipo Kronig-Penney que establece una relacion entre las ondas
de Bloch periddicas y los autovalores de las energias. Para el régimen del desorden
débil se generaliz6 el método del mapa hamiltoniano y se reprodujeron los resulta-
dos de [4] en términos del mapa sin desorden lo que permitié encontrar una expre-
sion del exponente de Lyapunov para el modelo con correlaciones siguiendo [4].

Para la parte novedosa de esta tesis se trabajé con un modelo de multicapas bina-
rias con simetria esferérica que admite desorden estructural variando aleatoriamente
el espesor de las capas de un cascardn al otro. La simetria esféricapermiti6 construir
los campos electromagnéticos para una onda esférica monocromatica, mediante un
potencial escalar iy que constituye la solucién a la ec. escalar de Helmholtz en coor-
denadas esféricas, conocidos como potenciales de Debye [17, 5].

Al analizar las condiciones de frontera de los campos electromagnéticos entre
los dos medios se redujo el estudio de la propagacién de ondas esféricas en esta
estructura al andlisis de la propagacidén en la variable radial del campo escalar ¢. Lo
que permite generalizar los métodos para modelos unidimensionales con desorden

La estructura espacial de la propagacion se obtuvo por medio de la técnica de
las matrices de transferencia, que permite calcular el valor de la variable radial del
campo ¢ y de su derivada en la frontera de la capa (n + 1)-ésima en funcion de los
valores correspondientes en la frontera en la n-ésima capa. En la tesis se ha obteni-
do una expresion andlitica para esta matriz de transferencia, lo que posteriormente
permitird determinar las propiedades de transmision y localizacion de las ondas
electromagnéticas a través de una estructura formada por N bicapas por medio del
andlisis de la matriz de transferencia global .



Bibliografia

[1] Anderson P.W. (1958). Absence of diffusion in certain random lattices Phys.
Rev. 109. pp. 1492-1505

[2] Lagendijk A., van Tiggelen B. & Wiersma D. (agosto,2009). Fifty years of
Anderson Localization Physics today. pp. 24-29.

[3] Aspect A. & Inguscio M. (agosto,2009). Anderson Localization of ultracold
atoms Physics today. pp. 30-34.

[4] Izrailev EM, Krokhin A.A. & Makarov N.M. (2011) Anomalous localiza-
tion in low-dimensional systems with correlated disorder Physics Reports 512.

pp.125-254.

[5] Panofsky W. & Phillips M. (1955) Classical electricity and magnetism. United
States of America: Addison-Wesley

[6] Grosso G. & Pastori G. (2003) Solid State Physics. Academic press.
[7] Hellmut j.(1974).Crystal physics. Macroscopic Physics of Anisotropic Solids
[8] Feng D. & Jin G.(2005).Introduction to Condensed Matter Physics, Vol. 1

[9] Kronig R. de L. & Penney W.G. (1931) Quantum Mechanics of Electrons in
Crystal Lattices Proc. R. Soc. Lond. 130. pp.499-513.

[10] Kramer B. & MacKinnon A. (1993) Localization: theory and experiment Rep.
Prog. Phys. 56. pp 1469-1564.

[11] Lee P. & Ramakrishnan T.V. (1985) Disordered electronic systems Rev. Mod.
Phys. 57. pp. 287-337.

[12] Imry Y. (2002) Introduction to Mesoscopic Physics. Mesoscopic physics and
nanotechnology. Oxford University Press

99



BIBLIOGRAFIA

100

[13] Borland R. E. (1963) The nature of the electronic states in disordered one-
dimensional systems Proc. R. Soc. Lond. 274. pp 529-545.

[14] Matsuda H. & Ishii K. (1970) Localization of normal modes and energy trans-

port in the disordered harmonic chain Supplement of the Progress of Theore-
tical Physics. 45. p 57.

[15] Izrailev EM. & Krokhin A.A. (1999) Localization and the mobility edge in
one-dimensional potentials with correlated disorder Phys. Rev. Lett. 82. pp.
4062-4065

[16] Kuhl, U., Izrailev F. M. & Krokhin A.A. (2000) Experimental observation
of the mobilityedge in a waveguide with correlated disorder Applied Physics
Letters. 77(5)pp. 633-635

[17] Jackson J. (1999) Classical Electrodynamics. Third edition. United States of
America: John Wiley & Sons. Inc

[18] Izrailev FE. M., Krokhin A.A. & Ulloa S.E. (2001)Mobility edge in aperiodic
Kronig-Penney potetials with correlated disorder: Perturbative approach Phy-
sical Review B. 63. pp. 041102-1-4



