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Introduccion

“All mass 1s interaction”

Richard P. Feynman (1950)

Vivimos en un universo masivo: todo lo que existe y se puede tocar tiene masa, desde el elec-
tréon hasta los inmensos ciimulos de galaxias. Se trata de algo tan natural que a veces ignoramos
la complejidad y los misterios asociados a la materia. Este trabajo trata justamente de uno de

esos misterios.

El cuerpo del ser humano esta formado por sistemas de érganos que, a su vez, estan for-
mados por tejidos. Los tejidos son un conjunto organizado de células y estas estan compuestas
por moléculas que estan formadas por dtomos. Pese a su raiz etimologica, los atomos tienen
electrones, protones y neutrones. Fl electrén es una particula fundamental, es decir, no esta for-
mada por otras particulas, mientras que cada protén y cada neutrén son estructuras de quarks,

los cuales si son fundamentales.

Pensemos en una linda senorita de 1.52m de altura y complexion delgada. En una béascula,
su peso es de alrededor de 50kg. Sin embargo, si sumaramos la masa de cada quark y electréon
que la forman, no seriamos capaces de llegar ni al kilogramo. Aunque suene contraintuitivo este

resultado, en realidad se trata de lo mas natural.

La razén se explica a través de la generacion dindmica de masas. Los elementos del nticleo
atémico o nucleones son particulas compuestas por tres quarks, es decir, bariones. Un nucleén
tiene una masa aproximada de 1GeV mientras que la de cada quark es aproximadamente de
3MeV, esto es que la suma de las masas de los quarks es del orden de 102GeV. Entonces,
en algiin momento de la interaccion entre quarks vemos la aparicién de masa de la nada, en el

sentido de que ya hemos sumado toda la masa que hay.
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Si bien se dice que el mecanismo de Higgs esta relacionado con el origen de la masa, el proceso
que este describe es un rompimiento espontéaneo de simetria. Cuando hablamos de generacion
dindmica de masa implicamos un rompimiento dindmico de la simetria que, a diferencia del
antes mencionado, involucra interacciones y procesos entre elementos del sistema, sin necesidad

de campos externos.

Asi, en esta tesis desarrollaremos un modelo para la descripcion de la generacion dindmica
de masas, enfocandonos en el término de interaccién. Nuestra meta sera buscar la invariancia de
norma del acoplamiento, en el punto donde hay un cambio de fase. La estructura que presenta-

mos esta dada de la manera que se describe a continuacion.

En el primer capitulo de esta tesis explicaremos el formalismo a utlizar, que consiste en las
ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD), aplicado en el contexto de la electrodindmica cudntica
(QED, por sus siglas en inglés). Describiremos los elementos involucrados e introduciremos el

proceso a seguir en el desarrollo de las ecuaciones que necesitaremos méas adelante.

En el segundo capitulo presentaremos una breve descripcion de lo que es simetria quiral y su
rompimiento. Explicaremos como la interaccion quark-gluén se traduce en generacion dindmica
de masas y daremos un ejemplo. Ademés explicaremos por que, pese a que los fendémenos que
queremos explicar estan en el campo de la cromodindmica cudntica (QCD, por sus siglas en

inglés), el tratamiento lo hacemos en una aproximacion de QED.

Como mencionamos, la masa se genera mediante interacciones y esto, mateméaticamente, se
describe en lo que llamamos wvértice. Asi es como en el tercer capitulo hablaremos de la es-
tructura que debe tener este vértice y su efecto en las observables fisicas, especificamente, en
el acoplamiento. Terminaremos con algunos ejemplos de la literatura y los compararemos con-

siderando sus resultados.

En el ultimo capitulo veremos como mejorar los resultados hasta ahora encontrados en un
ansatz que incorpora informacion de la fenomenologia, la invariancia de norma y que cumple con

los requisitos que se presentan en los capitulos anteriores.



Capitulo 1
Ecuaciones de

Schwinger-Dyson para

QED

=== enemos que una teoria cudntica de campos (QFT, por sus siglas en ingles) queda
Salagtes

definida completamente por un conjunto completo de ecuaciones integrales acopladas
llamadas ecuaciones de Schwinger-Dyson. FEstas ecuaciones corresponden a las ecuaciones de

Euler-Lagrange en este contexto y relacionan diferentes funciones de Green entre si [1, 2.

Las ESD incluyen las ecuaciones de Bethe-Salpeter. Estas ecuaciones describen la dispersién
relativista de dos particulas y sus estados ligados. Similarmente, los estados ligados de tres

particulas se pueden estudiar a través de las ecuaciones de Faddeev.

1.1 El propagador del electréon

Denotamos como S(p) al propagador completo del electrén, mientras que podemos llamar propa-
gador desnudo a S°(p), y la representacion como diagrama de Feynman de estos elementos esta

dada en la figura 1.1.

(@)

+

(b)

——
(©)

NVVVWVWN

Fig. 1.1: Representaciones como diagramas de Feynman de (a) un propagador completo, (b) un propa-

gador desnudo y (¢) un foton desnudo.
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Fig. 1.2: Términos en la serie perturbativa del propagador del electrén.

Aunque la derivacion de las ESD es independiente del valor del acoplamiento «, es més
intuitivo deducirlas por argumentos perturbativos. Asi, el propagador del electron se puede
escribir como una serie de correcciones al propagador desnudo, como en la figura 1.2, donde la

interaccion estd mediada por el foton.
En 1949, Freeman Dyson [1], al darse cuenta de que existia una cierta regularidad en las
correcciones del propagador desnudo, las agrup6 de la siguiente forma:
a) correcciones de arcoiris que corrigen al propagador interno,
b) correcciones para el foton,
¢) correcciones al vértice,

d) re-correcciones, que son repeticiones y combinaciones de todas las posibles correcciones.

S
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E
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£

Fig. 1.3: Correcciones.

p@@g
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Haciendo uso de esto, podemos simplificar los diagramas en la ecuaciéon de la figura 1.2 de la

donde la extension al final del término de correcciones corresponde a las re-correcciones. Esto sig-

forma siguiente

nifica que podemos tener todas las posibilidades que para el caso del mismo propagador completo.

Expandiendo este tltimo término, tenemos una ecuaciéon como sigue:

Sea Y(p) el término de correcciones.

Fig. 1.4: X(p)

Entonces, podemos escribir la ecuacion diagramética anterior como

S(p) = S5p) + S°()Z(p)S°(p) + S°(P)T(p)S° ()2 (p)S°(p) + ...

= 5%p) + S°(P)Z()[S°(p) + S° (V)2 (p)S°(p) + ...]
S(p)

= 5%(p) + S°(0)=(p)S(p)
Multiplicando por Sofl(p) y luego por S~1(p), tenemos que
$7'(p) = 5" (p) = () (L.1)

Esta misma ecuacion puede ser escrita de forma diagramética como en la figura siguiente, que

es la ESD para el electron.
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Fig. 1.5: Ecuaciéon de Schwinger-Dyson para el electrén en QED.

En el marco de QED, esta misma ecuaciéon se puede aplicar a un quark, de tal forma que
esta ESD es valida para todo fermién cargado electromagnéticamente. De manera similar pode-
mos obtener una ESD para QCD, tomando al quark y al gluon como particula y mediador,

respectivamente. Esto es,

Fig. 1.6: Ecuacion de Schwinger-Dyson para un quark en QCD.

Y podemos ver que ambas interacciones son estructuralmente iguales, pero de eso hablaremos
en el siguiente capitulo.
1.1.1 El propagador del fotén y la ecuacion para el vértice

Al igual que para el electréon, podemos tener correcciones para el fotén y para la interaccion,
la cual esta descrita en el vértice. De esta forma tenemos tres ESD acopladas que describen

directamente la dindmica de un fermion, en QED, y se representan de la siguiente forma

-1 -1

= am v - N

é

1l
+

Fig. 1.7: Ecuaciones de Schwinger-Dyson para el propagador del electrén, el propagador del fotén y la

ecuacion del vértice.
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En lo anterior, Ny es el nimero de sabores (cuantos tipos de fermiones son). Este ntimero
es una constante que no cambia significativamente la fisica del sistema. Para el caso de QED,

podemos hacer Ny = 0 que es la aprorimacion quenched.

1.1.2 Sobre las ESD

Tomamos las siguientes consideraciones:
1. Las ESD son infinitas en nimero.

2. Su estructura es tal que la funciéon de n-puntos esta relacionada con la funcion de n + 1-
puntos; la funcion de n + 1-puntos esta relacionada con la de n + 2-puntos y asi sucesiva-

mente.

3. Hemos visto la “derivaciéon” de las ESD a través de una expansiéon perturbativa del propa-
gador del electron, pero la derivacion de estas ecuaciones, a través de la formulacion de
integrales de caminos, no requiere la aproximacién de acoplamiento pequeno. Por lo tanto,

las ESD son no perturbativas.

4. Como las ecuaciones son infinitas, tenemos que truncarlas de alguna manera para poder
reducir este niumero de ecuaciones a uno que sea resolvible. Una truncacion es la serie

perturbativa cuando nuestro acoplamiento a < 1 (a = % ~ F17)

5. Cuando « ~ 1, necesitamos otra truncacion. Esto ocurre para ciertos fenémenos fisicos,

ademés de ser util para algunas teorias, por ejemplo:

(a) Nos lleva a un modelo simple para estudiar QCD. Por ejemplo, el vértice de electron-

foton tiene una estructura muy parecida al vértice de quark-gluon.

(b) En el estudio de dispersiones de iones pesados tenemos grupos del orden de 100 nu-

cleones que nos lleva a una a.f¢ ~ 1.

(¢) Cuando hay campos magnéticos externos presentes, efectos no perturbativos se pueden
presentar aun cuando o < 1. Estos campos se pueden generar en colisiones de iones

pesados, estrellas compactas y el universo temprano.
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1.2 Forma analitica del propagador

Identificando los momentos en la ESD para el electron, podemos escribirla como en la siguiente

figura
q=k-p
-1 -1
o—-—— @
5 — —
p P k

Fig. 1.8: ESD para el propagador del electron, con sus momentos.

Usando las reglas de Feynman

d
i8S p) = =i8" )~ [ e S (-ier” (b p) i (o)

donde g = k — p. Reescribiendo,

d
S7L(p) = 8" (p) + ie? /(;lﬂl)“d YS(B)TY (k, p) A (q) (1.2)

donde, ademés, tomamos orden contrareloj y se resuelve para S(p) y S(k), obteniendo asi 16

ecuaciones.

1.2.1 Forma de S(p)

Buscando elementos que conserven paridad, S(p) puede depender de p*, v, ", p?, m, etc. Asi,

la estructura més general para S(p) es

S(p) = A yup" + “constantes”
= A(p®) p+ B(’)

Una expresion equivalente' es

F(p?)
SP) = — = 1.3
Oy )
'Son equivalentes dado que podemos llegar de una a la otra, como sigue
S(p) = F(p*) p+M@*) _ FO*) (p+ M)
PI= g = M) p+ M(p?) p* — M2(p?)
__ FO?) p F(p*)M(p*)
p? — M2(p?) P2 — M2(p?)

A(p?) B(p?)
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la cual nos es més conveniente dado que conserva la forma del propagador desnudo

1

S°(p) = p_m (1.4)

Como mencionamos anteriormente, en principio tenemos 16 ecuaciones pero, en realidad, solo
tendremos 2 ecuaciones independientes. Estas ecuaciones se pueden obtener apartir de la traza.

Esto es

i) Trpec] — F(p*)

ii) Trlec.] — M(p?)

Es decir, la primera nos da una ecuacién para la renormalizacién de la funciéon de onda F(p?),

mientras que la segunda es para la funcién de masa M (p?).

1.2.2 Identidades de Ward-Takahashi

Las identidades de Ward-Takahashi (IWT) son relaciones no perturbativas que existen entre
diferentes funciones de Green y son consecuencia de la invariancia de norma. Una de estas

identidades es:
(k= p)uI*(k,p) = 571 (k) — S~ (p) (1.5)
donde ¢, = (k—p),, mientras que I'*(k, p) es el vértice completo de la interaccion electron-foton.

A nivel arbol, esta identidad nos da

g =5 (k) 5" ()
=F-m)—(p—m)
=k — P
Ademaés existe una identidad para el propagador del foton que dice

G(q? Qv Qv
Aw(q) = ;2 ) |:g;w_ 22 +¢ ;4 (1.6)

pero hablaremos de ella en la proxima seccion.

Para reducir el namero de problemas al momento de resolver las ESD, es imperativo asegurar
la satisfaccion de las IWT. Las razones por las cuales hacemos uso de estas identidades son las

siguientes:
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1. Vamos a utilizar corte ultravioleta para analizar las integrales porque las ESD son dificiles

de resolver usando la regularizaciéon dimensional.

2. FEl corte ultravioleta viola la simetria de norma, mientras que la regularizacién dimensional

la respeta.
3. La simetria de norma se asegura con las identidades de Ward.

4. Si usamos las identidades, no tendremos problemas con la siemtria de norma ya que las

utilizamos antes de realizar el corte.

5. En d = 3 no hay divergencias, aunque este trabajo se desarrollara en d = 4.

1.3 Aproximacién quenched

Para el propagador fermiénico en QED, tomamos Ny = 0 en la ecuacién para el propagador del

foton (ver figura 1.7), es decir, el propagador del foton queda

WA VYV VR VNV V.V .V V¥
Fig. 1.9: Aproximacion quenched.

esto es,

2

donde AT (q) = q% [gw, - q‘;g”} es la parte transversa del propagador foténico.

Asi que,

Agy(q) es la parte transversa

fquzy = Aﬁu(Q) es la parte longitudinal
q

2Si al multiplicar (con el producto interior) dos cantidades da cero, entonces son transversales. En este caso
multiplicamos por ¢", asi

1 7" quqv 1
AL (q) = Z [q”gw - qi’; =2 @ —a]=0

y es transverso al momento del foton, es decir, a su direccién de movimiento.



1.3. APROXIMACION QUENCHED 11

Hay que hacer notar que la identidad de Ward para el fotén, ecuacion (1.6), nos dice que

G(q? Qv Quly
- 921, ],

donde G(¢?) = 1+ O(a), lo cual indica que la parte longitudinal es no perturbativa, es decir,

las correcciones son s6lo en la parte transversa. Entonces aqui es claro que estamos trabajando

a nivel arbol.

En la aproximacion quenched tenemos

Fig. 1.10: Propagador del electrén en la aproximacion quenched.

Esto es,
_ - . dk y v
57 p) = 5 (p) +ie” / g S (k.p) [Agy(q)+gqu ]
d

= 57 (p) +ie? / <§w]§dv“5<k>r"<k,p>AZu<q>

d
wice [ (45 S (1) [T (ko)

Usando la ecuacion (1.5) sobre la identidad de Ward que relaciona al propagador fermionico

con el vértice, tenemos

d
570 = 87 0) + i [ S ST pALL o)

d d

Ahora, observando la segunda integral, podemos reescribirla en términos de ¢ = k — p, lo

dq 4
/(%)d?‘o

d
57p) = 5 ) +ie® [ ST ()AL 0

cual nos da un factor de

porque es impar, entonces nos queda
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1.4 Aproximaciéon del vértice desnudo

Llamamos vértice desnudo al elemento a nivel arbol en el desarrollo perturbativo del vértice.

Esto es,

I (k,p) ="

para obtener la siguiente ecuacion diagramatica

Fig. 1.11: Propagador del electrén en la aproximacién arcoiris.

Aqui, la aproximacion quenched y vértice desnudo nos dan la aprozimacion arcoiris. Entonces,

d
-1 _ g0l o [d%k m ui _ Qulv
570 = 5 0) +ie® [ S 2 o — 24
Ak ¢
i

— ie%¢ k)5~ (p)

Usando (1.3) y (1.4), tenemos
poM@) s A% 1, F(F)
e S A [~ T2 = L
. Ak ¢  F(k?)
- / @m) ¢ - M)

Ak ¢ k2) p—M©p?)
‘”5/ TEE-MP) ()

De esta manera,

- My o [ d¥k F (k2
ZATPQ()M —pomd leQ/(Zﬂ)d q? (k2 _(]\4)2(]@))7“(%7 + M(K*)),

. ddk F k2
— 162/(27r)d q4(k2 (M)Q(kQ))g(k + M(kQ))g

dk F(k?
>/ (2m)7 ¢ (K2 —(M)2<k2>> g+ MUD)p - M)

ie%¢
F(p?

(1.8)

1.4.1 Ecuacion para F(p)

Ahora multiplicamos a la ecuacion (1.8) por el lado izquierdo con p y tomamos la traza para

obtener una ecuacion para F'(p). Hasta ahorita no hemos especificado la dimension de nuestro



1.4. APROXIMACION DEL VERTICE DESNUDO 13

espaciotiempo en el desarrollo matemético. Por ello, a partir de aqui debemos especificarlo para

poder utilizar correctamente las propiedades de las trazas de las v. Tomando d = 4, obtenemos
4p?

F(p?)

. d*k F(k?
= dp? + ie? /(QW)AL 2 (k2 (M)Q(kQ))TT [Py K]

. d4/€ F ]{72
—ie? /(%)4 IS —(M)2(k2))TT [pdkd]

ie? d*k F(k? ) )
: /(277)4 qi(k2 _(M)Q(kz))TT [WW — pAM (k)M (p )]

- F(p?)
(1.9)

1.4.2 Rotacion de Wick
En el espacio de Minkowski (+, —, —, —), tenemos que un cuadrivector z* = (29, ?) tiene como

2 2 . . . . _—
norma z2 = 9% — 2°. Dependiendo del signo de la norma podemos identificar lo siguiente

22 >0 = time— like

z2<0 = space— like

Le llamamos rotacion de Wick a la rotacion de la componente temporal del momento hacia

el eje imaginario, es decir, p® — ip". De esta forma
2 2
p’=—p" =7 =—pk

y tomamos pQE > 0, entonces p® es space-like. La rotacion de Wick implica que trabajamos en
un espaciotiempo tipo euclidiano, asi que podemos decir que estaremos trabajando en el espacio

de Minkowski para momentos space-like.

Aplicamos la rotacion de Wick a nuestras ecuaciones y obtenemos

B = —kp =k
po—= =0
k-p — —k-p
'k — id'k
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Haciendo uso de las propiedades de las trazas® en d = 4, tenemos que la ecuacion (1.9) queda

_ a 4 F(k?Q)k P
Fop) T o / TGz M)

@ 4 F(k?) 2
+ 2p-qk- k-p
473 p? /d kq4(/€2 — M?2(k?)) [ ar-a q ]

o 1 F(k?
- 475;’]92F(p2) /d4kq4(kz2 —(M)Q(k;2)) [p* k- q+ M(K*)MP*)p- q]

(1.10)

con v = <.

Para hacer la integracion de (1.10), primero notamos que podemos reescribir las expresiones

siguientes

2p-qk-qg—k-pq® = —2k*p* + (K> +p*)k - p

P koq+ ME)M @ )p-q = p*(k* —k-p) + M(E)M*)(k-p —p°)

para tener las integrales solo en términos de k y p.

1.4.3 Integracion angular en cuatro dimensiones

Por la estructura cuadridimensional de nuestro espacio, haremos un cambio de coordenadas a

hiper-esféricas en cuatro dimensiones, con
0o 77 . . . . . .
kK = (k , k) = (kcos, ksintp sin § cos o, k sin 1) sin 0 sin ¢, k sin 1) cos 6) (1.11)
donde 0 <k <00, 0<y <7, 0<0<7, 0< ¢ <27 Con esto, el jacobiano queda

1
dk = §k2dk2 sin? ipdyp sin0do dy (1.12)

g | @

o Tr[y*y .-y*"] =0 si n es impar
e Por lo anterior, T'r [ﬂ =Trp.* =0
o Vhyu=—2k=Tr[pk] =4p-k

Tr [gb¢d] =4[a-bc-d—a-cb-d+a-db-c]
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Por otro lado, dado que p es un momento externo tenemos libertad para elegirlo. Asi que
€scogemos
" =(p,0,0,0) y k-p=kpcosy
y ahora p y k son niimeros y no vectores. Ademés, tendremos expresiones que son independientes

de los angulos (6,¢), por lo que podemos hacer esta integracion angular usando que

™ 27
/dﬁsin@/d90:47r (1.13)
0 0
Al final, tendremos una expresion en donde podemos identificar las integrales del tipo
™ n
— .o (k-p)

que se pueden resolver usando el apéndice A.

Ademas, hacemos el corte ultravioleta. Esto significa que la integraciéon no es hasta oo sino

hasta cierto valor A2, donde A — oco.

Haciendo uso de todo lo mencionado en esta seccion, podemos reescribir la ecuacion (1.10)

de la siguiente forma

af (7S F(R*)ME)Mp?)  af /A;kg F(k)

2\ _ [ S A—
FO) =140 ), R_ME(RY) | dn 12— M2(RY)

2 (1.15)

1.4.4 Ecuacién para M (p)

De manera similar al desarrollo en la seccién anterior, para obtener una ecuacion para M (p)

tomamos directamente la traza de la ecuacion (1.8)%, esto es
AM(p?) o ' F(2)M(E)
— _ T M
L B e i TE () RS
d*k  F(k*)M(k?)
+e /(27.(.)4 k2 — M2(k?)) rlgd]

ie? d*k F(k?
F(pg)/(27r)4 (k2 _(M)Q(k,g)) {M(K*)Tr(gp] — M (p*)Tr[gk]}

Haciendo el algebra correspondiente, podemos simplificar como sigue
MOY _ g [ UMY
——= =m — 3ie
F(p?) (2m)* q*(k* — M>(k?))
ie%¢ / d*k F(k?)
F(p?)J (2m)* ¢*(k* — M>(k?))

“En la seccion 4.1 se multiplico por # antes de tomar la traza de la ecuacion (1.8).

{M(k*)q-p—M(p®)q-k}
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De forma anéloga a la ecuaciéon para F(p), hacemos la rotacion de Wick y nos queda

M) )
Fp?) " 362/ @m)T (k2 + M2(k2))

2 [ d'k F(k?)
= ) i £ aregey (1090 = MO0 1)

o bien,

MG | Ba [ FU)M(R)
et T | g 1 anee)
1 af ', F(k?)
Fo?) 1) T e T e

x {M(K*)(k-p—p*) — M(p*)(K* —p- k)}

Ahora hacemos el cambio de coordenadas usando las ecuaciones (1.11), (1.12) y (1.13). De
esta forma, la ecuaciéon anterior queda como sigue:

M(pQ) 3a [ 9 QF(kQ)M(kz) T o 1
oD —m+27T2/()dk k ERSVEITE) /Od¢51n qu
1 ag [, o F(K*) M (k) /W Lo 1
Fo?) ety ™ e [T

< AM(K*)(k - p — p*) = M(p*)(k* — p-k)}

Identificamos las integrales del tipo I, de la ecuacion (1.14) y utilizamos el apéndice A para

integrarlas. Haciendo las simplificaciones correspondientes, finalmente obtenemos

M@p?)  3a| (P LREFEIM®EY) [N, FE2)ME)
Fp) T EVO W e T /,,J”“Qm +M2(k:2)1

Loag| (7 ok FR)M(K?) [N 5 F(k*)M(K?)
+F<p2>EVodk 2 o f o ]

p? k? + M?(k2) 2 k24 M2(k?)

(1.16)

Si resolvemos simultdneamente las ecuaciones (1.15) y (1.16), obtendremos los valores para
las funciones F' y M en esta aproximacion.



Capitulo 2
Rompimiento dindmico

de la simetria quiral

aidea de estudiar QED a través de las ESD consiste en usar un formalismo no perturbativo

L que esta basado en las ecuaciones fundamentales de la QED para explicar la generacion
dindmica de masas. Por ello, en este capitulo estudiaremos el rompimiento de la simetria quiral
y su relacion con las masas fisicas de los electrones. El mecanismo es, cualitativamente, muy
parecido al que da masa a las particulas que forman la materia hadronica, es decir, quarks, a

través de las interacciones fuertes.

2.1 Simetria quiral

En la mecénica clasica podemos definir la dindmica de un sistema a partir de la funcién la-
grangiana, entonces podemos obtener las ecuaciones de movimiento a través de las ecuaciones
de Euler-Lagrange. De forma similar en QFT podemos encontrar, via la lagrangiana de QED,

ecuaciones de movimiento o funciones de Green.

La lagrangiana de QED contiene informacién de los fermiones que interactian a través de
fotones. Asi, esta funcion tiene una parte correspondiente a la lagrangiana de Dirac y una parte
que corresponde a la lagrangiana de interacciones electromagnéticas y de fotones libres. La
lagrangiana de Dirac es

Lp = ()i — m)p(z) (2.1)
donde 1 = 1hTg. Asi, las ecuaciones de Euler-Lagrange

0Ly 0L _
8(8NE) o

m

nos llevan a la ecuaciéon de Dirac

(i —m)y(x) =0

17
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de tal forma que podemos definir una simetria quiral sobre esta lagrangiana.

Sea v° = i707172fy3, con las siguientes propiedades

i) V" Ay =0 (2.2)

i) (v°)* =1 (2.3)

es decir, v° es el producto de todas las matrices de Dirac. Entonces podemos definir la transfor-
macion

P — 0759 (2.4)

como transformacion quiral. Al aplicarla en la lagrangiana de Dirac, asociada a ella tenemos la

corriente quiral o corriente vectorial axial j£ = ¢y#y51) que satisface

Ough = 2imipys1) (2.5)

y esta corriente se conserva para particulas sin masa, es decir, si m = 0. Entonces la simetria

quiral es simetria de la lagrangiana de Dirac.

Por otro lado, jg nos permite definir dos nuevas corrientes como combinaciones lineales de
esta con la densidad de corriente eléctrica j#, de tal forma que tenemos

= (52) v

= (S5 ) v

(2.6)

donde j} y jl corresponden a las densidades de corriente eléctrica para fermiones izquierdos y
derechos, respectivamente. Ademés, estas corrientes se conservan separadamente si m = 0, por
lo que la lagrangiana de Dirac tiene una simetria asociada a la conservaciéon de la separacion de

numero para fermiones izquierdos y derechos en una teoria sin masa.

Para entender que significa que la lagrangiana tenga una simetria, especificamente simetria
quiral, hagamos la transformacion (2.4) sobre la lagrangiana (2.1), considerando que j£ es una

corriente de Noether, es decir, la transformacion quiral es una transformacion continua. De esta
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forma, para pequenos cambios en 6, tenemos
£ ='(id — m)y’
= Ty (i — m)e "y
= T (1 = i0y5)70 (i — m)(1 + i6y5)¢
= (1 +i075) (i — m)(1 + i0y5)¢
= (1 +i075)P(1 + i075)0 + mp(1 + i07y5) (1 + i075) 9
= (1 +6%)P + mip(1 + 2i75 — 6
= i@ + mpyp + 2imPysy)
= Lp + 2imfgys1p
Esto nos indica que las lagrangianas difieren por un término con m, es decir, la lagrangiana

es invariante ante transformaciones quirales si m — 0. Por esto, nos referimos a restauracion de

la simetria quiral cuando tenemos m = 0.

En teoria de perturbacionesl, tenemos que

F(p*) =1+ 0(a)
M(p®) = m(1+ O(a))
(2.7)
donde esta m es la masa desnuda del fermién en la lagrangiana. Podemos ver que si m = 0
entonces M(p2) = 0. Es decir, la restauracion de la simetria quiral implica que la funcién de

masa es idénticamente cero. Méas atn, la simetria quiral no se rompe dindmicamente a ningtan

orden en QFT.

La simetria se puede romper de dos formas:

1. Dindmicamente. Esto es, debido a la presencia de interacciones y autointeracciones. En
nuestro caso, el rompimiento dindmico de la simetria nos lleva a obtener M (p?) # 0, es

decir, podemos “obtener” masa atun si empezamos con m = 0.

2. Espontédneamente. Esto implica la introduccién de un campo escalar externo. Por ejemplo,

el mecanismo de Higgs.

"Esto lo podemos ver en la forma de los propagadores en las secciéon 1.2.1
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Hasta este momento sabemos que la funciéon de masa M (p?) esta relacionada con la masa
fisica del electron o, en general, del fermion. La diferencia de esta con la masa de la lagrangiana

m se explica mejor en la siguiente seccion.

2.1.1 Hadrones

La materia esta compuesta por atomos pero, a nivel més fundamental, los elementos que confor-
man a los Atomos son también compuestos. Asi es como, en el modelo estandar, tenemos que los
atomos estan formados por fermiones: leptones, que corresponden a los electrones, y quarks, que
forman a los nucleones. En general, cualquier particula formada por quarks se le llama hadron.
Siendo el niicleo la mayor aportacion de masa en un atomo, es natural referirnos a la materia
ordinaria como materia hadrénica. Entonces podemos decir que la materia esta compuesta por

quarks.

Aun asi, sabemos que los quarks que forman a los nucleones (el up y el down) tienen masas
muy pequenas en comparacion con los nucleones en si. Se estima [3] que la masa del quark up
estd entre 1.7 y 3.3 MeV, mientras que la del down esta entre 4.1 y 5.8 MeV. En contraste,
los nucleones tienen masas de 940 MeV. Esta diferencia de masas se explica a través de la

generacién dindmica de masas.

Como menciondbamos antes, el rompimiento dindmico de la simetria, donde la masa es ge-
nerada dindmicamente, viene de las interacciones y autointeracciones. En QCD, la interaccion
fuerte entre quarks esta mediada por los gluones, los cuales no tienen masa y tienen carga de
color. Asimismo, los gluones estan constantemente siendo intercambiados entre los quarks, me-
diante el proceso de emision y absorcion virtual. Cuando esto ocurre, también ocurre un cambio

en el color. De esta forma, los quarks estan cambiando constantemente de color.

Esto causa libertad asintética, es decir, cuando los quarks estdn mas cerca los unos de los
otros, la fuerza entre ellos es mas pequena comparada a la resultante de cuando estan més ale-
jados. Asi, a cierta distancia, pares de quark-antiquark se crean debido a la enorme cantidad
de energia, impidiendo que estos puedan estar separados. Este fendmeno se conoce como confi-

namiento.
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En resumen, dentro de los hadrones se llevan a cabo interacciones entre quarks y gluones,
pero también autointeracciones entre gluones. Esto conlleva a tener grandes cantidades de e-
nergia involucrada entre particulas con masas muy pequenas o iguales a cero. Es por esto que

decimos que, aqui, la masa de los hadrones se genera dindAmicamente.

Por otro lado, en este trabajo estamos haciendo un anélisis en QED, donde no hay autointera-
cciones entre los fotones; ademas, el valor del acomplamiento electromagnético es muy pequenio.
Por esto, no hay generacién dinamica de masas en QED. No obstante, si aumentamos el valor
del acoplamiento, encontramos que arriba de cierto valor critico cercano a 1, vemos masas fer-

mionicas generadas también en QED.

Como mencionamos en la seccion 1.1, la forma de la ESD para el quark en QCD (ver figura
1.6) es estructuralmente bastante similar a la correspondiente para un fermion en QED (ver
figura 1.5). Esto es que podemos aproximar la interaccién quark-gluén por la de fermion-foton,

suponiendo que la parte no abeliana del vértice de QCD se separa de la siguiente manera

)\a
a
Fqg ~ ?Ff’\{ (28)

donde A%, con a = 1,2,...,8, son las matrices de color de Gell-Mann. Es por esto que se nos
permite vincular fenémenos de QCD en un trabajo en QED, considerando que aqui buscamos

un ansatz para el vértice.

2.2 Ejemplo: vértice desnudo

Ahora veremos como se aplica todo esto en un ejemplo sencillo, como lo es el vértice desnudo

~*. Ademas, vamos a trabajar en la norma de Landau, es decir, con & = 0.

Usando lo anterior, podemos ver que la ecuacién (1.15) nos dice que, para F(p?), tenemos
F(p) =1 29)

que es congruente con lo expuesto en (2.7). Esto implica que la ecuacién para M (p?) es

3a| (P k2 M(K?) A M(K?)
/Odk: 72)+/p dk 71 (2.10)

M((p?) = — —
") =m+ P2 k2 + M2(k 2 K2+ M2(R?)
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Para resolver la ecuacion anterior consideramos lo siguiente:

1. Linealizamos, es decir, tomamos M? = 0. Esto se puede hacer si la masa generada es tan

pequena que su cuadrado y potencias mas altas se pueden despreciar.
2. Imponemos simetria quiral explicita, esto es, m = 0.
3. Por lo anterior, tenemos que M (p?) = 0 es solucién trivial.

4. Tenemos invariancia bajo reescalamiento, es decir, si M (p?) es solucién entonces también

lo es nM (p?), con n cualquier nimero.

5. La contribucién de los momentos pequenos es casi despreciable en la ecuacion (2.10). Al

tomar la aproximacion linealizada, esta contribuciéon resulta ser significativa.

Asi, la ecuacion a resolver es la siguiente

o 2 2 A2 2
M(p?) = Z_on de% +/2dk2M1§§ )] (2.11)

2.2.1 Analisis de bifurcaciones

Como hemos mencionado, M (p?) = 0 es una solucion, visible en la ecuacién (2.10) para m = 0.
Por esto podemos suponer que existen, por lo menos, dos soluciones y esta corresponde a la
solucién trivial. Asimismo, este resultado es congruente con la teoria de perturbaciones, men-
cionado en (2.7) y se refiere al hecho de que, en este contexto, esta solucién no permite generacion

dindmica de masas en ausencia de una masa desnuda en la lagrangiana.

El rompimiento dinamico de la simetria quiral se da si el valor del acoplamiento « es mayor a
cierto valor critico a., en este caso, cuando a, ~ 1. Este acoplamiento critico es potencialmente
una cantidad fisica medible, dado que es senal de un cambio de fase, entonces debe ser invariante
de norma. Ademas, en el punto critico, donde emerge la otra soluciéon para M (p?), tenemos una

bifurcacion. Es decir, la solucién no trivial se distancia de la trivial.

Para encontrar este punto pedimos que, en la criticalidad, M (p?) sea multiplicativamente
renormalizable. En otras palabras, queremos que tenga la forma de una ley de potencias. En

este caso proponemos

M(p?) = (p*)° (2.12)
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De esta forma, la ecuacion (2.11) es

2.5 _ 3 2(k2)-s A 2/7.24-5-1
(r°) 4Wl/dk > /pde (k%) ]

_ 3(%[(192)'5 N (pQ)'T

A7 |1 —s s +s

O bien,

Sl (e

Imponemos la condicién s > 0; esto nos permite anular el dltimo término de la ecuacién

anterior en el limite de A — o0o. De esta forma tenemos,

Jsa[ 11
T 4nll—s s

Reescribiendo

Las soluciones a esta ecuacién son

@

Qe

S+ = +

N =

1
2
donde a. = § separa las soluciones reales de las complejas, es decir, conlleva una transicion de
fase. Mas aun, la bifurcaciéon se lleva a cabo cuando las dos raices son iguales. Para entender

como y cuando pasa esto, analicemos el comportamiento de a.

Para valores pequenos de «, las raices son reales. Mientras « crece, las raices se aproximan
una a la otra, siendo iguales en la criticalidad, cuando o, = 1.047. El rompimiento de simetria

quiral ocurre cuando las raices son complejas, es decir, cuando o > a..

Podemos ver en la figura 2.1 la variacién de la masa fisica, definida como M?(p) = p? = m?

con respecto al acoplamiento a.
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Fig. 2.1: Variaciéon de la masa fisica respecto a «.

2.2.1.1 Condicién para la criticalidad

En otra norma distinta a la de Landau (cuando £ # 0) vamos a obtener mas de dos soluciones,
particularmente cuando £ es grande. No obstante, solo nos interesan aquellas que estan con-
tinuamente conectadas con las que se presentan en la norma de Landau. Es por ello que una
condicién necesaria para la igualdad de las dos raices es

o€
—= =0 2.13
Ep (2.13)
En los siguientes capitulos esta condiciéon serd muy importante para poder establecer un
sistema de ecuaciones con el fin de resolver las ecuaciones para F'(p) y M(p), considerando que

estamos en la criticalidad y que tenemos, en efecto, rompimiento dinamico de la simetria quiral.



Capitulo 3
Vertice para QFED

asta el momento hemos tratado con una aproximacion al vértice desnudo. A partir de

aqui trabajaremos con el vértice completo pero aun en la aproximacion quenched.

Volvamos a la ecuacion (1.2), que es la ESD para el electrén, pero en d = 4,
4

570 = 8" +ie? [0,

y usamos las formas analiticas para los propagadores, de tal forma que obtenemos la ecuacién

VSR (K, p) A (q)

siguiente

p—M(@p?)
F(p?)

F(k?)
f— M(k?)

(67

4
473 &k

. 1 quq

=p—m+i FV(k7p)q—2 guw + (1) ZQU (3.1)
Con el fin de encontrar las soluciones para F'(p) y M(p) debemos realizar el mismo procedi-

miento del calculo de las trazas, como en el capitulo 1'. Aun asi, primero hay que especificar la

interaccion por medio del vértice T*(k, p).

3.1 Requerimientos del vértice

La dindmica del propagador del fermion esta descrita en el vértice. En este caso, la interaccion
electron-foton. Para poder construir una estructura matemaética congruente con los elementos
clave de QED y lo comentado en los capitulos anteriores, es necesario considerar ciertos requeri-

mientos para la funcién del vértice.

Esperamos que cualquier propuesta de vértice cumpla con lo siguiente:

1. Debe satisfacer las IWT? para todas las normas. Especificamente, buscamos satisfacer la

ecuacion (1.5) que dice

qu I (k,p) = S~ (k) — 57 (p)

Ver seccion 1.2.1
2Ver seccion 1.2.2

25
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donde ¢, = (k — p),. Esta ecuacion nos dice que la parte del vértice que es paralela al
momento del fotéon es la que debe de satisfacer la IWT. Mas atn, esto nos permite separar

al vértice en una parte longitudinal y en otra transversal.

. Debe asegurar que el propagador del fermién es multiplicativamente renormalizable. Esto

es que la renormalizacion de la funcién de onda F(p) debe mantener la forma de ley de
potencias. Ademés, en la criticalidad® también la funcién de masa M (p) debe de tener una

ley de potencias.

. Debe tener un limite tinico y finito cuando k% — p?, esto implica que no hay singularidades

cinematicas.

Debe tener las mismas propiedades de transformacion que el vértice desnudo v* bajo las
operaciones de conjugacion de carga y paridad, debido a que este es el término a nivel arbol
del desarrollo perturbativo de la funcién completa del vértice. Siguiendo con esta idea, el

vértice debe reducirse a la expansion perturbativa para acoplamiento pequenio.

. Debe asegurar la covarianza local de norma de las funciones de Green, es decir, tanto el

propagador del fermion como el vértice deben de cambiar segtn las leyes de transformacion

de Landau, Khalatnikov y Fradkin (LKF) para cualquier variacion de la norma.

. Debe resultar en un acoplamiento critico, donde la masa es generada dindmicamente, que

sea independiente de norma.

Ahora bien, como mencionamos en el primer punto, podemos separar al vértice en dos partes,

longitudinal y transversal, como sigue:

T (k,p) =T (k,p) + T (k, p) (3.2)

3.2 Vértice longitudinal

En una teoria de norma, la funcion del vértice satisface la IWT que relaciona la parte longitudinal

del vértice con una funcion simple; el inverso del propagador del electrén, en este caso. Aun asi,

la suposicién crucial que lleva a una forma correcta para esta parte es que el vértice debe estar

libre de singularidades cinematicas.

3Ver seccion 2.2.1
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En 1980, James Ball y Ting-Wai Chiu [4] publicaron un articulo donde proponen una estruc-
tura sencilla para la parte longitudinal del vértice. Ellos toman en cuenta estas dos ideas para
construir una forma general para el vértice que automaticamente satisface la IWT y esta libre

de singularidades cineméticas.

En esta dinamica, sabemos que estan involucrados tres cuadrivectores: v*, p* y k*; ademés,
hay cuatro tipo de escalares: I, p, ky pk Esto resulta en 12 componentes. Pero, esta base no
es conveniente. Ball y Chiu introducen 8 tensores que no contribuyen a la IWT, mientras que
hay otros 4 que quedan determinados por los requisitos previos y por la forma que usamos para
el propagador del electron. Esto tltimo nos lleva a quedarnos con sélo 3 tensores ya que pk no

aparece en el propagador fermioénico.

Asi, la parte longitudinal del vértice queda fija como

17 1 1
Chetien) =3 | + )

+

(3.3)

y nos referimos a esta parte como el vértice de Ball y Chiu.

3.3 Vértice transversal

Como mencionamos anteriormente, Ball y Chiu proponen 8 tensores T} que no contribuyen a la

IWT, es decir, cumplen con lo siguiente:
.17 =0,i=1,2,....8 (3.4)

De esta forma, el vértice transverso se puede escribir como:

8
FT k,p) = ZT, k ,D) (3.5)
i=1

Si bien podemos elegir diferentes conjuntos de tensores independientes que cumplen con la
ecuacion (3.4), nosotros tomamos la base dada por el mismo articulo de Ball y Chiu que enuncia

lo siguiente
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(k+p)" p"k" o)
Tsu(kyp) = - ’Y'upykpo-ljp +p#k - kﬂp

(3.6)

donde o, = %[7’“71,].

Esta eleccion general para el vértice transverso tiene las siguientes propiedades

1. Como ya dijimos, ¢,T} = 0.

2. Esta estructura garantiza que las IWT se cumplan.

3. Si k = p entonces T/ (k, k) = 0.

4. Si T%.(k,p) = 0 entonces F(p) no es multiplicativamente renormalizable.

5. Los coeficientes de cada vector T!" son libres de singularidades cinematicas cuando k2 — p?

Consideremos el ultimo punto. La construccion de la parte longitudinal se basa justamente en
esto, es decir, esta parte del vértice no tiene singularidades cinematicas. Por lo tanto, lo mismo
deberia de pasar para la parte transversa pero esto no es necesariamente cierto. La satisfaccion

de esta condicion depende de la estructura y propiedades de los coeficientes 7; de la ecuacion

(3.5).

3.3.1 Propiedades de 7;

Para lograr un vértice transverso bien estructurado, los coeficientes 7; deben cumplir lo siguiente:
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. Bajo la operacion de conjugacion de carga, el vértice debe transformarse con ciertas reglas.

Esto nos lleva a requerir que todos los 7; deben ser simétricos, excepto por 7 que debe ser

antisimétrico, ante el intercambio de k? < p? .

. Para asegurar un vértice adimensional, los 7; deben tener las siguientes dimensiones

1 1 1 1
S TER I AN VEA S T

1 1 1 1
K TR I Ve R TERRR L VEY

(3.7)

. Dado a que el propagador del electron debe ser multiplicativamente renormalizable, el

vértice transverso debe contener informacion acerca de F(p) y de M(p), ya que la parte

longitudinal la contiene. Asi, los 7; deben ser funciones de F'(p) y M (p).

. Sabemos que a un lazo (ver figura 3.1), cuando uno de los momentos de las piernas de

los fermiones es mucho mas grande que el otro, es decir, cuando k% > p?, el vértice se

comporta como el siguiente término logaritmico [5]

aé 1 k2
T3 + Tg =~ o2 log e (3.8)
Ademsés, en el mismo limite,
1 1 1
Tl<ﬁ> T2<ﬁ7 T4<Ea
1 1 1
T5<ﬁ’ T7<ﬁ’ 7—8<E

Il
+

-— -— -—

q ‘k\ q ‘k\ q

=/

Fig. 3.1: Correccion del vértice fermion-foton a un lazo.
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3.3.2 Forma de 7;

Tomando en cuenta las propiedades anteriores y bajo la suposicion de que los 7; no dependen de

q?, proponemos las siguientes formas para estos coeficientes

B 1 M(K?)  M(p?)
Tl(kQaPQ) ax (k2 + p?) (k2 — p?) {FU#) - F(pz)]
B2 p2) — 1 ! .
(k% p7) = 2(K2+ p2) (k2 — p?) {F(k’Q) F(PQ)]
1 1 L
73(k?,p°) = B2 |F(2) F(Pz)}
B 1 M(k?)  M(p?)
") = ey | R
1 [ME) M2
75(k%,p?) = 572 —p? F((krz)) B F((]];Z))]
2 2\ a k2+p2 : :
lb) = s s | )~ Fp7)
B 1 M(k?)  M(p?)
) = ke [ M)

(3.10)

donde los factores a; son constantes.

Haciendo uso de estas propuestas, es decir, las ecuaciones (3.3) y (3.5), con (3.6) y (3.10), la
forma general del vértice completo es

8
TH(k,p) = Do (k.p) + > 7a(k?, p*)TL(k, p)

=1
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o bien,

[ 1 1 } 1[F(1 1 ](k+p)“(k+;¢)

k2 F(p?) k? —p?

M(K?)  M(p?)
(k* +p*)(k* = p?) [F(kz) - F(p?)

] [p"(k.q) — k" (p.q)]

1 1 1 " M
T az &2+ p2) (k2 — p2) [F(kQ) - F(pz):| " (k.q) — k" (p.q)] (K + p)
+a L _1_1][2u_u]
e P T Fen) 1
1 M) MY, A
+a4k2 2(k2 _p2) {F(kz) - F( 2):| [p (kq) —k (p~Q)]p k Oup
(M) M@ .
TR [FE) R 2)} 7
k? + p? 1 1
T paye [F(kg) - F(pQ)] [ = p%) = (k4 )]
1 M) M) Y
T ) (02— ) [F(k?) - F<p2>] {(’”p) p

+ 502 P+ )~ (4]
1 1 1
7 [ )|

_’Y'upykpo'up +p'u’%‘ - kﬂ}‘ﬂ

+(18

(3.11)

3.4 Ecuaciones para F(p)y M(p)

Ya con una descripcion general para el vértice, solo nos queda resolver las ecuaciones para F(p)
y M(p). Lo que debemos hacer es sustituir la forma general del vértice, ecuacion (3.11), en la
ecuacion (3.1). Después, tomamos las trazas, como en la seccion 1.2.1, y resolvemos para ciertas

propuestas de solucién.

Es importante considerar que vamos a tomar una aproximacion de aqui en adelante. Como
ya vimos en el capitulo 2, cuando M(p) es muy pequeiia entonces M? ~ 0 para a ~ o, €s
decir, en la criticalidad. Por esto vamos a despreciar todos los términos con M2. Ademés, por

cuestiones de comodidad, hacemos el siguiente cambio de variable: = = p? y y = k2.
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3.4.1 Ecuacion para F(z)

cién (3.1), tenemos

] — =

a seccion 1.4.1 sobre la ecua

wwih—

(3.12)
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iamos los términos de M?, de tal forma que solo juegan los 7; con i = 2, 3,6, 8.

Ahora desprec

Asi, la ecuacion (3.12) queda como

— [~—

—
—
=
(a0
_ —
y Youn) S~—
| AC) _
8 T + >
s = > >
S~— /A
— }E1_4 —  —
el | — ™ S
= | = |5 | ) _
~ — ~
_|_1_21 8 1,2_|_1_2
A~ ~— — —~
~ | SN L. G
el S ot SO
S Ry - | =
— = 2 R —
P e = R
8 5 \xj 8 8 8 )
R Y R = b e N
S > SIS =
~— > | ~ = ~— ©
§ g — & & & 3
, | + + | | |

ando que

Consider

iones:

las siguientes simplificac

podemos hacer
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Lo [ty € Vot — e
Ao~ i,y 0 [ |
o [Mdy F(y)

R T OB
.
[
= [ ]
x BZ 2y +a) — Joaly — 3r) — Jas(y — 32)
- Janly +0) — gasly 30) o )

+ {Z(y +x) - iaz(ff —3y) — %aS(m = 3y)

— Saaly+2)~ Jaste— ) b oty — )|

Reacomodando, obtenemos la ecuaciéon para F(z)

1 as Mdy Fy)
Fo) i), Yy Fl)

30 NMdy 1 [F(y)— F(x)
" T6m Jo ym)[ y—a ]

+ {(1 — 2a6)(y + ) — %(ag + 2a3 + 2ag) (v — Sy)} 0(y — x)}

(3.13)

3.4.2 Ecuacion para M (z)

De forma anéloga, realizamos todos los pasos de la secciéon 1.4.4 para obtener la siguiente ecuacion
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7o =i | ey (4 [ - Al

4
’ Wfﬁf - Ag((f))} = [;y} + M) [‘%y) - %}
1 M Mz 1
TN o) {F&) ¥ Ly(y - 3‘”’”}
Mg w)l(y — {ng) - F(lfv)] ky(y - 3:6)}
— M(y)as—— | — ——| [34]

s T - ) (222
y+x 1 1
- M - B )

1

(3.14)
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ndo nuevamente que M? — 0, nos queda que

Considera;

B M (y)]

)]yix

1
o] +80) |-

C F(x

1
F(y)

3
2

ax

|

F(y) [

|

§
F(x)

3
F(y)

_iﬁg yiw[

F(y)

| —
—
=
o
_
=N
SN—
=N
— | <f
| S
| —
))
SIG)
= |
_
))
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= | &
—_
05
_
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e
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~ |
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fack
—
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™ | =
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Twmlw —~
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MFl(
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[
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SIERME
SIs 1)
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Asi, simplificando y tomando m = 0, la ecuacion para M (x) es
M) _ 3a [*dy
Fz) 4 )y vy )
Ny [ M)  EM@y) 1y [My) M) .
T 3T 2 [re T f e
M(y) §M(z) 1 z [My) M) .
TG 3T s [t - F ) )
3a Agiy 1 1
- [ 5 - w0
UGt g ooy ot
+ {§y + % Zx(x—i—_jy) —asy —ag(y + x)} Oy — x)]
_a My Fy) [My)  M@)) [y 1 yly-32)
87T/o yy-—e [F<y> F@} L {2“1 Yyt
— ia4%(4x —y)—3as y+ m%} O(x —y)
+ {%al% - ia4§(6y2 —day + 22) — 3as (2y — x)
+ m%} 0y — w)}
(3.15)

Podemos ver que la ecuacion anterior es mas complicada que la correspondiente para F(x),

ecuacion (3.13). En la siguiente seccion resolveremos estas ecuaciones para soluciones multiplica-

tivamente renormalizables.

3.5 Solucién multiplicativamente renormalizable

Queremos que tanto F(p?) como M (p?) sean multiplicativamente renormalizables. Entonces

hacemos la siguiente propuesta

con Ay B constantes.

(3.16)
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3.5.1 Solucién para F(x)

Sustituyendo la forma de F(x) de (3.16) en (3.13) de la secciéon anterior, tenemos

A v

L, ot My Ay)
Axv Ar ), y A(z)”

My 1 Ay’ — Az¥

167 0o Yy Azv  y—=x

2
X LyCQ{(l —2ag6)(y + ) — %(aQ + 2a3 + 2ag)(y — 335)} 0(z —y)

T {(1 — 2a6)(y + x) — %(ag + 2a3 + 2ag)(x — Sy)} Oy — J»’)]

Multiplicando por Az” y reacomodando, obtenemos

af o 2
Az =1— A% g
. 4Ty Al =)
3 T2yt — v 1
——A dy = 1—2a — = 2 2
167 {/0 ny y—x 46 3(a2+ as -+ 2as)
Yy’ —
/dyx = [172a6+(a2+2a3+2a8)]

Yy’ — ¥
+ dy [1 — 2ag + (ag + 2a3 + 2ag))
x y—x

A2

1
+ dy Ty {1 —2ag — = (az + 2a3 + 2a8)]
x Yy y—a 3
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Usando las integrales del apéndice B, tenemos que

v__ 1 _ CM_§ v 2v
Az¥ =1 47r1/A(A )

- gt { [0+ 3) ~ (@] [1 - 220 = 5l + 200 + 205)

+ [w(l/ + 2) — 1/1(2)] [1 — 2a¢ + ((ZQ + 2a3 + 20,8)]
2 2\ Y
# o —va-n-oe -S43 (5]

1% v T

X [1 — 2a¢ + (O,Q + 2a3 + 2a8)]
1
+ 1) = 9l = )] |1~ 200~ g (ea + 200+ 205)| |

O‘f 2v 2v
—1- 5 40—
4my ( =)

3ae |, 1
— 16—7TA:1: { [1 — 2a6 — g(ag + 2a3 + 2ag)]

X [ +3) =9@3) +¢(1) — (1 —v)]

+[1 — 2a6 + (az + 2a3 + 2ag)] {—logAZ - 1+% (A2>V
+0+2) - v - w1 - )]}

con —2<v<l.

Usando el apéndice C' para las funciones digamma podemos reescribir la ecuacién anterior

COmo

Az¥ =1 — 95 g _ g2y
TV
3 1
+ %Am” { [1 — 2ag — g(ag + 2a3 + 2ag)]
(3
X §—|—7rcot7r1/—7—7—f

+ [1 — 2a¢ + (a2 + 2a3 + 2@8)]

[ 1 A2 1 A%\"
X |l4+7wcotmy — —— +log— — = | —
L v+1 r v\w

(3.17)

Comparando los coeficientes de z° obtenemos

é' 2v v -2v



3.5. SOLUCION MULTIPLICATIVAMENTE RENORMALIZABLE 40

Por lo que

F(p®) = 4(;,, (fi)y (3.19)

Por otro lado, la renormalizaciéon multiplicativa del propagador del fermién impone la si-
guiente condicion

1 — 2a6 + (az + 2a3 + 2ag) =0 (3.20)

de tal forma que evitamos divergencias del término logaritmico.

Por tultimo, comparando los coeficientes de 2 en (3.17) obtenemos,

A= 9y

4y

3o 1
+ 1677TA {1 — 2a6 — §(a2 + 2a3 + 2a8)]

Usando la condicién (3.20), podemos reescribir lo anterior como

_at

o 3 1 1 1
gy E(I—Q%) |:—+7TCOt7TZ/— _ ——]

2 vr+2 wv+1 v
(3.21)

con —2<v<l.

Cabe senalar que esta ecuacién solo depende del término para ag, es decir, sin importar
la eleccion de otros 7;, obtendremos la misma expresion siempre que involucremos a 7g, en la

aproximacion de M? — 0.

3.5.2 Solucién para M(x)

Como mencionabamos antes, la ecuacion para M () es un tanto mas complicada que la respec-
tiva para F'(x). En principio tenemos 8 parametros libres correspondientes a las a; aunque, hasta
este momento, son 7 debido a la constriccion (3.20). Ademéas de que las integrales involucradas

requieren de mucho trabajo.

Por estas razones, existen distintas propuestas para la parte transversa del vértice cuya
diferencia se hace notar en la ecuacion para M(z). A continuacién resolveremos esta ecuacion

para dos vértices de la literatura: el de Curtis-Pennington y el de Bashir-Pennington.
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3.6 Ejemplos de ansatz

3.6.1 Vértice de Curtis-Pennington

Este vértice corresponde a la propuesta de Duncan Curtis y Michael Pennington [5], en 1990,

cuya estructura es

It p(k,p) = T o (k, p) + THL (k, p)

donde la eleccién de la parte transversa es
F}é’,][;(kap) = TG(k27p2) Tg(kvp)

mientras que Tg es

1 1 k% + p?

1
{F(kQ) - F(pQ)] (k2 = p?)? + [M?(k?) + M?(p?)]?

76(k27p2) = 5

En el limite de masas pequenas, se tiene que

1 K2 4p?

1
76(k*,p°) 2 (k2 — p2)2 |:F(;2) - F(pQ):| (3:22)

es decir, el vértice de Curtis-Pennington corresponde a nuestro g, para ag = %

De esta forma, la ecuacion (3.15) se reduce a

M) _ 3a [*dy
F(z) 47y y

e Fe TSR e e L F  Fe ey
’ {A;((f)i R T b e R
- i_i OA% WM : x {Fzy) - F(lfv)]
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Ahora usamos las propuestas de solucion (3.16) y las siguientes relaciones

0 Fo) |5 - pe | = B e - B )

i) Fly)M(y) Hy) _ F(ZJ By — %) — Bt (g — )

(F(y) — F(x)) = B (y"* — ") = B(y™* — 27)

i)
(3.23)

de tal manera que obtenemos lo que sigue:

Bz® 3o [M By®  £By®
v 3 [y v (8 IBYE  EBY y
Ax? am Jo y x | Ayy 3 Axv

By® & Bx®
* {Agc” +3Am”}9(yx)]
A -S _ .S vV .V
3 My [y {y <BH B Bx“) } oo )
8T Jo Yy | Yy—x y—x

N {x (Bu _ Bmu) } oy — @]
Yy—x Yy—x

3 Azly BxV(y"® —a¥®) — B(y™® — x7%)

ar Jo y y—a
Y 1 1 1 1
XLC{ 5% 2(y+:v)}9(x y)+{ Y~ 5y +a) by —2)
O bien,
2
B 3o T y—s 5 yy—s 3a /A yu—s—l 5 yu—l
= —B dy | — 4+ 2 —B d =
Axv Am /0 y{x MRz - Y| T3
x r -S __ =S 1 vV _
_3£B/ w[vy =T Loy x}
8t Jo lz y—=z s y—x

_?’OéB/AZdy gy—s_w—s_ 1 fyy_wl/
81 > Yy y—x vty y—x

B 3_aB /:v dy 'x_yyu-s — Vs B y-s _ x-s]
0

4T L y—x Yy—x
_3_05B\/1 dy 'm_yyyy—si V-8 _yy—six—s
8 Jo | T y—=x T y—x
A? V-5 V- -5 -5
_BﬁB/ dy[x"’y IR }
47 y—x y—x
ZAQ V-8 v-s -S -S
N e
8m Jy y y—=x y y—ux

Utilizando las soluciones a las integrales del apéndice B y las formas del apéndice C', podemos

simplificar la ecuacién anterior como
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1 3a( 2. [1 1 /A%\" 1
Azv 8w 37lv v\z s—v—1
1 1 1 1 2 2 AZ\"?
s l1-s v—s v—s\«x

+ -+
— mcotmry — meot s

+

v v+1

—|—2{7rcot7r(y—s) + mcot s

() 0 ]

1 1 1 1
v

—-s v—s+1 s 1-—s

—meotm(v — s) — meot 7T<9:|

para —1<(r—s)<1l,-1<-s<ly-—-2<v<l.

Reacomodando,
8 2 1 1 /A% 1
3aAxv 37lv v\zx s—v—1
1 1 2 3 1 2 (A2\°
-+ + + + —= | —
v v+1 l1-s s—v s—v—1 s\z

+ 3mcot (v — s) + 2w cot ms — w cot TV

Para evitar divergencias del término A?, imponemos la siguiente cota

-1<-5<0 = 5>0 (3.24)
Finalmente obtenemos
87 2 [1 1 /A%\" 1
3aAxY 37 |lv v \«x s—v—1
1 1 2 3 1
— +
v v+1 l1-s s—v s—v-—1

+ 3w cot (v — s) + 2w cot s — 7w cot TV

(3.25)
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Al comparar los coeficientes de 2V, tenemos que

2 |1 1
0= —-Z¢ |-+ —
3€L+syl}
+1+ 1 n 2 n 3 1
v v+1 l1-s s—v s—v-—1

+ 3mcot (v — s) + 2w cot s — 7 cot TV

(3.26)
Y, finalmente,
3 — 1
= 7V(V78+) 3mcot (v — s) + 2w cot ms — m cot T
¢ 2 1
-5
1 1 2 3 1
+ -+ + + +
v v+1l 1—-s s—v s—v-—1
(3.27)
Ademads necesitamos que % = 0, asi que obtenemos
3 2 2 .2 2 2
&= —§(V—s+1) 3n“csc” m(v — s) — 2mw° csc” s
2 3 1
+ 2 2 2
(1—-13) (s—v) (s—v—1)
(3.28)

Asi que debemos resolver simultdneamente las ecuaciones (3.27) y (3.28), ademaés de
o
v=—
4
que corresponde a la ecuacion (3.21) para ag = % Las variables son «, v y s, para un valor fijo

de la norma . Los resultados estan en la figura (3.2).

Podemos ver que la dependencia de norma £ sobre el acoplamiento critico o, es menos severa
con el vértice CP que con el desnudo. Ademas, este vértice nos asegura que el propagador del
electron es multiplicativamente renormalizable y obtenemos la siguiente forma para F(x):

at
T\ an
F@) = (52)
Sin embargo, todas las observables deben ser estrictamente independientes de la norma.

Entonces debemos probar con otros ansatz que mejoren este resultado.
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3 \
L E——— i
25l o Desnudo n
o]
2 - —
L i i
o 1.5 _|

0.5 —

Fig. 3.2: Grafica de a. vs. &, para el vértice de Curtis-Pennington y para el vértice desnudo.

3.6.2 Vértice de Bashir-Pennington

Este vertice corresponde a la propuesta de Adnan Bashir y Michael Pennington [6], en 1994,

cuya forma es la siguiente:

Lgp(k,p) = e (k,p) + Tp (k. p)
donde la elecciéon de la parte transversa es

4L (k,p) = (K, p?) T/ (k. p)
i=2,3,6,8

para las formas (3.10) sobre la estructura de los 7;.

Sustituimos las expresiones para F'(z) y M(z) de (3.16) en la ecuacion (3.15) y usamos las

relaciones (3.23) junto con la expresion

m:;@[@/ix_yix}
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De esta forma tenemos que

Bx™® 3a Aéy |y [By?® &By?
rTRa T T [;{ 3 }9@“”
By?® ¢ Bx®
* {A:L"” +§A$” }O(y—m)]

Aé -5 __ .S v _ v
f3_a/ dy {g {y (Bqu-u-su)}9<xy)
8m Jo ¥y |z y—x y—x
+ {x <B7y_ I L >}0(yx)]
y—x y—x

3 Aéy Bx—u(yu—s _ II/—S) _ B(y—s _ l,—s)
ar Jo Yy y—x

y[ 1 1 yly—3z)
X[m{ 2m+6ag vtz asx —ag(y + x) ¢ 0(x —y)

1 1 z(x—-3
+ {—§y+6627( ) —a3y—a6(y+1‘)}9(y—93)}
y+x
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O bien,

2

By E y 3o A yy—s—l E yu—l
- B dy |2+ 2 gl a s
Aaxv 0 y{ + ]+4 /x y{ v +3m”+5

_3_aB/ d yy'—a” 1 yy"—a"
87 Jo ar y—x  a'tr y—ua
@B/Qdy[zy-s—w-s Loy 2]

8t Jo Yy y—x v sy y—x

3 1 T _ - -S __ .S
7—aB = +as+ag /dy .%'_Vy v 7y x

47 2 0 y—x y—x

T V-5 __ .U-S -S __ .S

—3—aBa6/ dy {x"’yy S A ]

4 0 T y—zx T y—zx

N &Baz /z dy x—uy_Q ,yl/—s — s B yu—s — Vs
167 0 x? y— y+o

Utilizando las soluciones a las integrales del apéndice By las formas del apéndice C', podemos

simplificar la ecuacién anterior como
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AZ\" 1
(?) +S—V—1:|
1 2 2 (AQ)”S
+ - + —
l1-s v—s v—s\«x

—mcecot my — weot s

1 1
+ -+
v v+1

+

1 3af 2.[1 1
Azv 87{‘35 [;‘;
1

s

1
2 <5 —l—a3+a6> [ﬂcotﬂ(y— s) 4 mcot s

=) )]

1 1 11
— 2a5 + +-—

v—s v—s+1 s 1-—s

—meotm(v —s) — meot 7T<9:|

1
Lo |-
62

2 . 2 2 2
v—s v—s+1 s 1—s

+2mcot (v — s) + 2w cot s

+4(3(3) v -3 (550) +o0-9)]| |

para —1<(r—s)<1l,-1<-s<ly-2<v<l.

Reacomodando,

8 2 1

7:__ - _ = +

3aAxv 3 v\ 3—1/—1
1 1
-+ —+ -+ —meot Ty — weot w(s — v)
v —|—1 s 1l—s s—v
1 ! + ! —i—l—i— ! + 7 cot m( ) cot
32 s—v s—v—1 1—s TeRmMS )T m i

~2(3(3) —ws)—a(”;s) o9

+ 2a3 [rcot s — weot (s — V)]

1 1 1 1
— 2ag | — - +-———+mcotmw(s —v) — wcotms
s—v s—v—1 s 1-—s

el L) )

De manera similar que para el vértice CP, imponemos las siguientes cotas para librarnos de

las divergencias:



3.6. EJEMPLOS DE ANSATZ 49

“1<(v—=5)<0y —1<-s<0,con —2<v<l=s>vys>0
Entonces tenemos que
87 2 [1 1 /A% 1
=—-—=£|-——-|— 4+
3aAzv 3> v vz s—v—1
1 1 1 1 2
v v+1 s 1—-s s—v

—meot v — weot (s — v)

1 1 1 1 1
s

— —as

3 —u+s—u—1 s 1-—s

+ meotw(s —v) —weot s

—2(B(35) -5 (152 + -9
+ 2a [ cot s — 7 cot (s — v)]

[ 1 1 1 1

s—v s—-v—1 s 1-—s

+ 2w cot (s — v) — 27 cot ws}

(3.29)

Nuevamente obtendremos la ecuacion (3.18) si comparamos los coeficientes de z”. No obs-

tante, obtenemos una nueva ecuaciéon al comparar los coeficientes de ¥, de esta forma

1 1 1

S 4T + —meot Ty — weot w(s — v)

v v+1 s 1—s s—v

! ! Ll rcota(s—w) t
_Z _ = AN

3a2 s—v s—v—1 s 1-—s reotmis ot

—2(0() - v -3 (5) +vw-9)]
+ 2a3 [ cot s — mcot (s — v)]

1 1 1

s—v s—v_1 "3 1_s+27TCOt7T(S—I/)—27Tcot7rS

(3.30)
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Simplificando, tenemos
3v(v—s+1)
2 1-s

1 1 1 2
v s

£€=

{ —meot Ty — weot (s — v)

+-+ -

1/+1+ l1—s s—v

1
+ (2(13 + 24 4a6) [mcotms — weot w(s — v)]
(ag 2) 1 n 1 1+ 1
3 “Wls—v T s—v—1 s 1-s

e[l R ) T (15) T -]

(3.31)
Ademas necesitamos que —S = 0. De (3.30) tenemos que
3 1 1 2
&=~ i(V_SJrl) { st mls =) - 27 (1—9)? (s—v)?
<2a3 + 2+ 4a6> [712 esc? s — 2 ese (s — V)]
az 1 1 1 1
+ (3*2‘@ {(S—V)Q teovo12 2 (1—5)2}
— %ag {—8—12 + ﬁ W( ) +I(s) + 1 <%> — Y1y — s)}}
(3.32)

donde 1(x) = u(z)

Asi, nuestras ecuaciones a resolver simultdneamente son (3.21), (3.31) y (3.32), ya que la que
derivamos para F(x) sigue siendo la misma, para las variables «, v y s, con un valor fijo de la
norma . Por otro lado, tenemos 3 parametros libres, as, as y ag, asi que debemos encontrar la

mejor combinacién de estos de tal forma que se reduzca la dependencia de norma.

Ademas sabemos de la teoria de perturbaciones que, para momento grande, el compor-

tamiento del vértice nos impone la siguiente restriccion:

1
as + ag = 3 (3.33)
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Por lo que nuestro sistema de ecuaciones a resolver es

oz{ Q 3 1
47Tl/ 47r( a6) {2 cotmy v

_ Svlv—s+D [ _ _
&= 5 1_3 { meot Ty — weot w(s — v)
1 1 1 1 2
;+V—|—1+8+1—8 §s—v
+(14—*4—%)[7rcot7rs—7rcot7r(s—y)]
as 1 1 1 1
(3_2%)[ —V+8—1/—]._8+].—8:|
2 1 1 — /S — vV — S —
—§a2{g—s_y—¢(§>+¢()+¢( >—¢(V_3)]}
3 1 1 2
&= —(1/3+1)2{772c5027r(31/)8—2+ A5 Gou?

2
(1—1-% +2a6) [WZCSCQWS—T(QCsCQW(S_U)}
as 1 1 1 !
%2 4 ) T2 192
+<3 o [(S—u)2+(8—u—1)2 s? (1_5)2]
2
3

S|+ v (3) vee v (5 —ww -] |

(3.34)

Al resolver esto obtenemos el resultado que se presenta en la figura (3.3), donde se ha elegido
as = 2.75 y ag = —0.5. Podemos ver que se reduce la dependencia de norma en un 15% con
respecto al vértice CP. Por otro lado, la eleccién de estos coeficientes no es tinica y, a falta de un
método o una constriccion extra, solo podemos suponer que debe existir otra pareja de niimeros

que mejore este resultado.

En el siguiente capitulo daremos una propuesta que exhibe una variaciéon mucho mas pequena

que las mostradas hasta ahorita, basada en la fenomenologia de los resultados experimentales.
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3 \
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1+ |
05— —
0 | | | |
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Fig. 3.3: Grafica de a. vs. &, para el vértice de Bashir-Pennington, comparando con los vértices CP y

desnudo.



Capitulo 4
Propuesta para el vértice

L a idea de este trabajo es presentar un ansatz para el vértice que asegure la invariancia de

norma. Nuestra propuesta consiste en lo siguiente:

donde elegimos
Th(k,p) = > 7k ") T (k,p) + T4 4 4 (R, p) (4.2)
i=2,3,6,8

Este nuevo ansatz, se sustenta en las mismas motivaciones del capitulo anterior para el vértice
Bashir-Pennington y en los resultados fenomenoldgicos del articulo [7] de Chang, Liu y Roberts
sobre la inclusién de los factores de forma que esten relacionados con el momento magnético

anomalo.

4.1 Momento magnético anémalo para quarks

Es sabido que en la mecanica cuantica relativista, un fermién que interacciona con un campo
electromagnético adquiere un momento magnético igual a 5= .Historicamente se encontraba cierta
discrepancia entre el resultado predecido teéricamente y el experimental que esta teoria no podia
explicar. Usando QED, podemos corregir esto, definiendo un momento magnético anomalo para

el electron. De tal forma que

q ( « ) q
— 1 ) =
2m * 2w/ 2m

Lo anterior no es posible si tenemos una teoria como QED para fermiones sin masa. Aqui la
transformacion quiral global es una simetria de esta interaccion. Si recordamos que en QED no
tenemos generaciéon dinamica de masas, debido a la falta de autointeracciones de los bosones de
norma, es natural relacionar el rompimiento dinamico de la simetria con el momento magnético
anomalo. Esto se sustenta en que, para QCD con fermiones sin masa, tenemos tanto masa ge-

nerada dindmicamente como una contribuciéon a este momento magnético.

93
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Para ser més exactos, los fermiones sin masa no poseen momento magnético anémalo en una
teoria de norma. Sin embargo, si la simetria quiral es rota fuerte y dinaimicamente entonces los

fermiones deberian tener momento magnético anémalo.

Chang, Liu y Roberts estudian la relaciéon de incluir los términos con 74 y 75 en la funcion
del vértice con el momento magnético anémalo. Encuentran que el momento cromomagnético es
sumamente dependiente del factor de forma 75 y este tiene un impacto grande en las propiedades
de algunos sistemas de quarks ligeros. A su vez, este momento cromomagnético genera un
momento electromagnético anémalo sobre los quarks, asi como divergencias en A%, Para contra-

, .

rrestar esto, es conveniente agregar el factor de forma 74.

Asi, concluyen que tanto 74 como 75 son importantes en la descripciéon de hadrones. Ademas,
utilizan esto para explicar la diferencia de masas entre las parejas de paridad; en este caso, los
mesones p y ai. En la tabla 4.1 se muestran los resultados obtenidos, en MeV. Aqui, el vértice

completo se refiere a un ansatz con los factores de forma 74 y 75.

Experimento | Vértice | Correccion | Ball y | Veértice

desnudo | a un lazo Chiu | completo

ay 1230 759 885 1066 1230
p 770 644 764 924 745
Diferencia 455 115 121 142 485
de masas

Tabla 4.1: Resultados generados con distintos tipos de vértice y comparados con el experimento.

Considerando lo anterior, haremos una propuesta acorde a esta fenomenologia para nuestro

ansatz.
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4.1.1 Sobre la base de Chang, Liu y Roberts

Cabe mencionar que la base usada en este articulo difiere con la de Ball y Chiu, que es la que

nosotros usamos. La eleccion de ellos es la siguiente:
q- l . v,
T = [l“ — q”—Q] q+i [W” - q”%} o""’l,q,
q q
15 =0"q
(4.3)

donde 2l =k+py qg=k—p,conoy, = %[%,%].

Recordemos que en la base que usamos tenemos

T} (k,p) = [p"(k - q) — K" (p- Qp "k owp

T (k,p) = o™ qy

Al comparar podemos ver que T es la misma para ambas bases, mientras que los Ty son muy

distintos entre si. Asimismo, 7 de CLR no se parece a ningin vector de la base de Ball y Chiu.

Entonces, lo tinico que tenemos claro es que 75 debe tener contribucién al momento magnético
anomalo. Esto lo podemos ver mas claro en la expresion, en QED, de la corriente electromagnética

generada por la interaccion,

o 1
ieu(k) | v, F1(q?) + %UWQVFZ(QQ) u(p)

donde F(q?) es el factor de forma relacionado con el momento magnético anémalo.

De esta forma, consideraremos que los 7; que puedan contrarrestar las divergencias que cause

la inclusién de 75 también tienen contribucién al momento magnético anémalo.

4.2 Forma matematica

Ahora vamos a considerar algunos términos que no tomamos en cuenta en la seccion 3.5. En par-

ticular, vamos a agregar los términos de 74, 75 y 77, escritos como en las ecuaciones (3.12) y (3.14).
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4.2.1 Ecuaciéon para F(z)

Como mencionamos en la seccién 3.5.1, bajo la aproximacion de M? — 0, el tinico parametro

que importa es ag sin importar cuantos términos de 7; agreguemos. Esto nos lleva nuevamente

4 2\"

a obtener

asi como la ecuacion (3.21)

af @ 3 1
1= —+—(1-2 = tTy - — — —— — =
47ru+47r( a) [2+WCO Y

con —2<v<l.

Ademas, seguimos teniendo la constriccion (3.20)
1+(a2+2a3+2a8)—2a5 =0

Entonces, podemos concluir que, bajo esta aproximacién, solo pesan los términos de 7; para

i =2,3,6 y 8 para esta ecuacién pero solo toma importancia el término de 7.

Por otro lado, la ecuacion para M (x) no es tan simple. Por ello vamos a agregar los términos
integrales correspondientes a los 7; extras de la ecuacion (3.14) y seguiremos el procedimiento
antes realizado, tomando las mismas consideraciones que hicimos para pasar de (3.15) a (3.29).
Recordemos que los términos atn no agregados son 71, 74, 75 ¥y T7. Siguiendo con la propuesta

de CLR, empezaremos agregando 74 y Ts.

4.2.2 Agregando 15
La integral a agregar a (3.15) es la siguiente:
A2
a Fly) [y 1 [M{y) M(x)] (3
=— 2 AN - ° -
’ 47r/ody y [m “y=a |Fy)  Fw ]2’ S

+{‘“5y1 o Fe | 3] e o)

30y, [P0 MO MO [y, ) Lo T
)y

(:C) propuestas en (3.16), ademés de las ecuaciones (3.23),

Tomando las formas para M (x

podemos reescribir



4.2. FORMA MATEMATICA 57

o bien,
3 x -S __ =S v _ v
Is = —aa5B [/dy{giy ’ —m's_ygiy m }
8w 0 r y—x T Yy—x
A? -8 __ .S vV __ .V
+2/dy{y x —x's'”iy x }
z y—x y—x

A? -5 -s v v
— i — T

—/dy{” T gl H
z y y—x y y—x

Usando el apéndice B para las integrales radiales, tenemos

I —g—iasts{wz — ) =Y +) — (14 5) +v(1-v)
[1 1 1(A2>'5 1<A2>”]}
t2lct-——(—) —=(—
s vV s\ T V=T
con 2<v<ly-—-2<-s<l1.

Pero —1 < -s < 0 es una de las condiciones impuestas en el capitulo anterior. Entonces

8 v v\«x

I = 2% s Bas {m_s)—¢<2+v>—w<1+s>+¢<1—”>+§+g‘g (A_>}

8 xf
Multiplicando por 3—7TE y usando el apéndice C, tenemos
o

8m _ 1 1 1 1 2 (A*\"
—Bx°Is =a5 3 — + +—-——————|— | +mwcotws+ wcot v
S v

T
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4.2.3 Agregando 74

En este caso, la integral a agregar es

A2
F
]4—_1/@&
am Jo Yy

<[ L [HD MO, ]y

+{_a4 1 {M(y) 3 M(m)} V(Gyz— dzy + ﬁ)} } 0y — w)}

N ] 1
Fly)  F(z) ] yz(y — )

Usando nuevamente las formas (3.16) y los resultados del apéndice B, podemos reescribir lo

anterior como

A2 -S __ .S v _ v
[4 = ia4B/ dy |:y T _:L_—s—l/y T :|
0

con 2<v<ly—-2<-s<l1.
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Pero la condiciéon de —1 < -s < 0 nos lleva a

I = %awx*{w(u +3) — dp(v +2) + 30(1 — v)

—YPB—s5)+4Y(2—3s) =31 +5s)

6 1 6 1 6 (A2\"
+ — - + - —
v v—1 s 14s v \zx

8m ® . . .
Multiplicando por 3—7T% y usando las simplificaciones del apéndice C' tenemos
e

8”312%{3_ ot 1

3a B'YT 12 v—1 v+l v42
3001 3 1
+g_1—|—8+1—8_2—5

6 (AZ\"
+ 3wcotms +3wcot v — — | —
v\zx
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4.2.4 FEcuaciones finales

Ahora sumamos (4.4) y (4.5) a la ecuacion (3.29), de esta forma obtenemos

8
3aAz?

BN N2 A
37 |lv v \z s—v—1
1 1 1 1 2

+-+—+ -+
v v+1 s 1—s s—v

—meot v — weot (s — v)

1 1 1 1 1
— —ag 78 + + -+

3 —-v s—-v—1 s 1-—s

+ meot (s — v) — 7w cot s
2[5 (3) - -3 () + 0 -9}
200 { cotms = mootn(s ) |

5 1 1 +1 1
_a — — — —
6 s—v s—v—1 s 1—s

+ 27 cot (s — v) — 27 cot 775}

1 1 1 1 2 (AZ\"
+asq—+ + - - —— | —
s 1-s v 1+v v \x

+ mcot s + mwcot 7TV}

ag |3 1 1 n 1
12 |lv v—1 v+1 v+2
3 1 3 1

S 1+5+1—s_2—s

6 [ A2\"
+ 3w cot ws + 3w cot T — — (_> }
v\
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O bien,

8t 25 1 1 [A ”+ 1
3adzr 37 |v v\« s—v—1
1 1 1,1 2

_|_

+ -+ —+ -+
v v+1 s 1—-s s—v

—meot v — weot (s — v)

+ (2a3 22, 4a6) [rcot s — weot (s — v)]

3

as 1 1 1 1
_ (22 _»9 _ =

(3 a6)L—1/+s—l/—1 s+1—s]

2 1 1 — /s — — (v —38\ —
L
a4 1 n 1 n 1 B 1

12|1+s 2—s v—1 v+2

+<a4+ ) 1+ 1 +1 1
214 z Z_
4 o s 1—s v 1+4v

2 (A%\”
+ mcotms +meot Ty — — (—) }
vV \zT

Al comparar los coeficientes de z¥, tenemos que

87 2 1 /A2\" /a4 1 /A%\"
Sadzr ~ 3% (?) - (G +s); (7)

Para mantener la forma de (3.19), es decir, para que F(p?) sea multiplicativamente renor-

malizable y con coeficiente dado por (3.18), debemos imponer la condiciéon
% 4245 =0 (4.7)

Aplicando esta constriccion y la de (3.33), que relaciona a3 con ag, podemos comparar los

coeficientes de 2 en (4.6), de esta forma obtenemos
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3 — 1
5—511(1/178:){ —meot Ty — weot w(s — v)
1 1 1 1 2
+=+ +o+ +

v+1 l—-s s—v
+ 1+—+2a6) [rcot s — mweot (s — v)]

(
(5 ) [
f§ -5 T ()0 + B ()T )

1 n 1 n 1 1
12 1+s 2—-—s v—1 v+2

(4.8)
Mientras que de la condicion % = 0 obtenemos:
3 1 1 2
E=— 5(1/—5—4— 1)2 {7r2cs027r(s—1/)—8—2+ =52 (-0
- (1 + % + 2a6) [7r2 esc? s — w2 esc? (s — v)]
as 1 1 1 1
* (372a6> [(s—y)2 + (s—v—1)2 s (1—3)2]
2 1 1 — 8\ — -8\ —
- Jas {_32 eV (§)+ DI(s) + 1 ( ; >_ (v — 3)]
aq 1 1
e e=rd
(4.9)

Asi que nuestras ecuaciones a resolver simultaneamente son (3.21), (4.8) y (4.9), para las
variables a, v y s, con un valor dado de la norma £, en el rango de -2 <v <1ly —1<-s <O.
Por otro lado, ahora contamos con 3 parametros libres porque no hay restricciones para los coe-

ficientes as, a4 vy ag por lo que hacer la eleccién de una triada que asegure la independencia de

norma se vuelve algo dificil.

En la figura 4.1 podemos ver el resultado de graficar «, vs. £ para as = 2.75, ay = =3y
ag = 0.5. Evidentemente la independencia de norma es mucho més notoria que en los otros casos

y mejora hasta en un 8% los resultados del vértice BP. Sin embargo, la pequena variacion de o
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nos muestra que el nuevo vértice no es la solucion exacta. En otras palabras, mejora mucho los

resultados pero no los deja perfectos.

3 |
i — MMA, 1
251 — 1(3:; —
L o Desnudo 4
21 ° -
L . i
o 1.5 _|
1 r —
0.5+ —

0 \ \ \ \

0 2 4 6 8 10

Fig. 4.1: Gréafica de o, vs. &, para este vértice al que llamamos M M A; , en comparacion con los vértices

BP, CP y desnudo.

Por otro lado, regresemos a la constriccion (4.7)

as
— 4+ 2a5 =0
9 + as

Podemos notar de la ecuaciéon anterior que si as = 0 entonces, necesariamente, ay = 0. De
igual forma, si ay = 0 entonces, necesariamente, a; = 0. Es decir, estos términos deben ir juntos
en el vértice y ser distintos de cero a fin de tener una contribucién no trivial. Asi, necesitamos
incluir 74 para contrarrestar las divergencias de 75. Esto es congruente con los resultados del

articulo de Chang, Liu y Roberts expuestos en la seccién anterior.

4.3 Los términos con 71 y 77

Hasta este momento hemos utilizado 6 de los 8 posibles ;. Vimos que agregar o, 73, 74 vV T8

es conveniente porque esta eleccion aparece de forma natural en la ecuaciéon para F(z) en la
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aproximacion M? — 0. Por otro lado, la fenomenologia nos invita a probar 74 y 75, pero aun

podriamos tener otra contribucion al momento magnético anémalo de los términos que faltan.

A continuacién veremos a grandes rasgos la dependencia del acoplamiento critico con la norma

al agregar estos dos coeficientes.

4.3.1 El término de 7;

Al agregar 71 nos lleva a la siguiente expresion que debemos sumar en la ecuacion (4.8)

1/3 1 3 1 ™ T
a |= | —+ + - — — mcot s — weot mv + mweot —s + weot —v
s 1-—s v+1 2 2

v (=3) 480 - 57 (5) + o (5) w57 5)]
(4.10)

y su respectivo para la ecuacion (4.9).

Hasta aqui tendremos un total de 4 parametros libres correspondientes a los coeficientes aq,
az, ag y ag. Mas aun, el agregar 71 complica la estructura del vértice ya que, por si sola, significa
una expresion mas complicada que el resto y una constante mas a adivinar. Ademds, no ten-

emos contribucion a las divergencias de 75, por lo que este término no es conveniente para agregar.

4.3.2 El término de 7

Al hacer el respectivo desarrollo algebraico sobre el término de 77 obtenemos que se debe de

agregar a la ecuacion (4.8) lo siguiente

L9, 5 0 5 6 /A%Y
675 1-s v v+1 v\zx

1 T 1 ™
— 2w cot ws — 2w cot v + 577 cot —s + —mwcot —v

2 2 2
F6u(—s) 7 (=2) + () — 55 (3)
— 60() + 76 (2) =T + 50 (g)}}

(4.11)
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y el correspondiente término derivado con respecto a s, a la ecuacion (4.9).

Ademas, de la forma de la renormalizacion de la funcién de onda, obtenemos la siguiente
constriccion:

1
5&4 + 2a5 +a7 =0 (4.12)

de donde podemos ver que 7; también tiene contribucién al momento magnético anémalo.

4.3.3 Resultados para los términos con momento magnético anémalo

En vista de que no tenemos un método o méas constricciones distintas para establecer los valores
de las a;, evidentemente se vuelve més complicado fijar los valores para estas. Sin embargo queda

valorar la importancia que tienen estos términos sobre los resultados.

En la figura 4.2 graficamos el vértice BP como fue propuesto y agregamos las versiones que
tienen contribucién al momento magnético anémalo. El vértice MM A; es el mismo que en la
seccion anterior; mientras que el MM As tiene las contribuciones solo de 75 y 77, con ay = 3,
ag = —0.55 y a7 = —0.15; finalmente, el vértice llamado M M Ag contiene las tres contribuciones,
eligiendo ag = 3, ay = —0.5, ag = —0.6 y ay = —0.15. Podemos ver que los resultados se mejoran

con la adicion de 77, para todos los casos.

Haciendo un acercamiento a estas curvas, tenemos lo mostrado en la figura 4.3. Aqui vemos
que agregar 77 nos lleva a tener curvas similares. Ademas, pese a que 74 mejora los resultados

de las secciones previas, no tiene mucha importancia con respecto a 7.
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Fig. 4.3: Acercamiento de la figura 4.2.



Conclusiones

Podemos explicar la diferencia entre la masa desnuda de los quarks con respecto a la que
tienen cuando forman un hadrén mediante el mecanismo de la generacién dindmica de masas.
Esta nos dice que las interacciones entre quarks y gluones, asf como las autointeracciones de estos

ultimos, producen un rompimiento dindmico de la simetria quiral.

Durante el desarrollo de este trabajo introdujimos el formalismo de las ESD en QED, involu-
crando al propagador del fermién escrito en términos de la renormalizacion de la funcién de onda
F(p) y la funcién de masa M (p); al propagador del foton, llevado a la aproximacion quenched;
y al vértice de la interaccion fermion-foton, que es donde se lleva a cabo la dindmica. Asimismo,
presentamos el desarrollo a seguir para obtener las dos ecuaciones acopladas e independientes

del sistema, utilizando el ejemplo sencillo del vértice desnudo.

Una vez familiarizados con el lenguaje, hablamos de cémo se lleva a cabo la generaciéon
dindmica de masa. La idea es partir de ecuaciones donde la masa desnuda de la lagrangiana es
igual a cero, es decir, de una teoria con fermiones sin masa, para después ver que la masa fisica
que obtenemos es distinta de cero, para un régimen no perturbativo, esto es @ ~ 1. Sin embargo,
haciendo un desarrollo perturbativo, encontramos que M (p) = 0 también es solucion, por lo que
tenemos una bifurcacion en el comportamiento de M (p) con respecto al acoplamiento. Al valor
donde « se bifurca lo llamamos valor critico a.. En ese punto tenemos un cambio de fase y masa

generada.

Cabe mencionar que el proceso antes mencionado se da en QCD, donde el acoplamiento
es grande para energias pequenas, es decir, las energias que corresponden a la formaciéon de los
hadrones. Sin embargo el desarrollo del trabajo lo hacemos en QED para acoplamientos efectivos
grandes. Ademaés, en la aproximacion abeliana, podemos relacionar estas teorias mediante las
matrices de color de Gell-Mann como sigue:

a

A
Fgg ~ ?Ff"/
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De esta forma, hacemos un ansatz para el vértice de QED basados en los requerimientos
que se deben cumplir estructuralmente, presentados en el capitulo 3. Buscamos la invariancia
de norma del acoplamiento y damos como ejemplos algunos vértices conocidos que no logran

cumplir satisfactoriamente esta meta.

Finalmente proponemos una forma para el vértice, buscando que cumpla con las propiedades
que mencionamos: que asegure la invariancia de norma, garantice la renormalizacién multiplica-
tiva del propagador del fermion y que incorpore la informacién fenomenoldgica proporcionada

por Chang, Liu y Roberts. La propuesta fue la siguiente:

I (k,p) = Tl (k,p) + T4 (k, p)

donde

Th(k,p) = > 7k p*)TV (k,p) + Ty 4k, p)
i=2,3,6,8

es decir, el vértice completo es la parte de Ball y Chiu mas la parte transversa, incorporando los

factores de forma 7, con i =2, 3,4, 5,6, 7y 8.

Los resultados obtenidos indican lo siguiente

e Podemos ver una mejorfa notable en la invariancia de norma del acoplamiento respecto a

los vértices desnudo, CP y BP.

e Sin embargo, fallamos en lograr una independencia total entre £ y a.. Una razén por la
cual llegamos a esto es porque tenemos un exceso de pardmetros libres y no contamos con

un método para determinar los valores de estos que nos ayuden a lograr la meta.

e Acorde a los resultados de Chang, Liu y Roberts, encontramos que se deben de incluir
términos uqge ocntribuyan al momento magnético anomalo. En este caso, los factores de

forma 14, 75 y 7.

e Ademads, si 15 se agrega, por lo menos debe de incorporarse uno de los dos restantes para

garantizar la renormalizacion multiplicativa del propagador fermionico.

e Comparando la relevancia entre los términos 74 y 77, vemos que 77 da mejores reusltados

con respecto a 74.
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e La adicién del término restante, 71, nos lleva a la inclusiéon de otro parametro libre més

que no contribuye al momento magnético anémalo.

Por ultimo, cabe senalar que este es el primer trabajo que incorpora y hace un analisis de
todos términos del vértice transverso, en un lapso de alrededor de 30 anos desde la primera

publicacion sobre estos temas.



Apéndice A
Integrales angulares

Sean I, integrales angulares con la siguiente forma

p)"

)m

donde n y m son cero o enteros positivos, mientras que k-p = kpcosy y ¢q =k — p.

(T e (B
Inm/odlpsm P @

Algunas soluciones a estas integrales son las siguientes:

Ioo = 5 [6(0* = ¥) +6(* = p*)]

Iy = g {1)129(172 — k) + %Q(W - p2)}

T2 = gkz 1]92 {_I%H(PQ — k) + %9(/42 —PQ)}

Iy =0

=% L’j—je( 2 k%) + 2’—29(1& —pQ)}

o= 3t [0t -1+ oo - )

= 30+ 9%) [ 007 = 1)+ o0 -7

e = s |- R+ 2007 1)+ L7+ 3570002 — )|
e = T [ 420007 =00 + T 4200 =)

donde la funciéon 6(z — y) es la funcién escalén definida como sigue:

1, siz>y
O(z —y) =
0,siy>x
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Apéndice B
Integrales radiales

Este apéndice contiene las integrales radiales que usamos para resolver las ecuaciones para
F(x) y M(x). La convergencia de estas integrales depende del rango del parametro A que im-
pone restricciones en los parametros s y v, usados en los capitulos 3 y 4. Ademés, es conveniente

expresar las integrales radiales en términos de la funcion Digamma (ver apéndice C).

Para el rango de integracion entre 0 y x tenemos

T A A 1
/Odyyy_i = o [¢(A)—¢(1)+ﬂ A>-l
T yy)\_l./\_ A\ 1 1
[t L=t - [ - o) + 13+ 3] A2
T yQy)\_l,)\_ A\ 1 1 1
/Odnyy_x—l’ [¢(A)—¢(3)+m+m+)\} A>3
T y>‘—m>‘_ X \ 1 3 1
[at 22 = o (5) - vm+ o (3) - jew A> -2
—|—+log21]
z yy’\—aj)‘_ A A 1 3 1
[t = o (5) o - 30 (5) + o0 A> -2
1
+)\—+1_X_10g2}

z yQy)‘—:E’\i N A 1 3 1
/Odyw?y—l—x_x [1/) <2)—¢()\)+21/) <2>—21/)(2) A>-3
L1 N 2}

Nt2 Aa1 o ae
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Para el rango de integracion entre z y A? tenemos

/

A2

A

wA l—i/)(k) + (1)
= 2 [~ (N) + (1) — 7 cot A

=A {—1@()\) + (1) — weot A +

AQ

A—1

1 1
— tAT —log — — — 4+ —
mcot A ng )\—l-)\(

L
12

_ E@ (g) YN + g G) — (1)

+g cot T\ + log 2}

2

a1 (A
- {—21#(2

™

)+ o0 - 5o (5) + o)

1
—gcot—)\———logQ—l]

2

A—1

A2

X

)

A>1

A>1

A>1

A>1

A>1

A>1



Apéndice C
Propiedades de las

funciones

Sea la funcion Gamma definida por

I'(z) :/ t* et dt
0

y tiene la propiedad de que cuando evaluamos un numero entero positivo obtenemos el factorial

del niimero. Por otro lado, no esta definida para enteros negativos ni cero.

Entonces le llamamos funciéon Digamma a la derivada del logaritmo de la funcion Gamma,

llamada también derivada logaritmica, es decir

Y@) = L logT(a)

y esta indefinida para toda x # 0,-1,-2, ..., y tiene ceros en los extremos de la funcion Gamma.

Ademas, la funcion Digamma tiene las siguientes propiedades:

i) (1 — ) = d(a) + 7 oot ma
i) Y0 +a) = () +

iii) (1 +x)— (1 —2) = % _ root 7z

i) 2(ta) = ¢ (ig) +o <j:g + %) 4 2log 2

v) (@) =y(—z) = P(@) +(-2)
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