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Resumen

RESUMEN. Son dos los tépicos que se abordan en esta tesis: por un lado
se encuentra el estudio de la distribucién de los factoriales médulo un ntimero
primo y, por el otro, el estudio del ntimero de soluciones (dentro de cuadrados
del plano) de las congruencias y* = f(x) (m6d p) y y = f(x) (méd p) donde p
es un ntimero primo y f(x) es un polinomio de coeficientes enteros de grado
mayor o igual que 3 y cuyo coeficiente principal no es multiplo de p.

En la tesis se expondrdn nuestras contribuciones a estos dos temas y se
discutird como es que nuestros resultados permitieron avanzar el estado del

arte en cada caso.

ABSTRACT. In this thesis we deal with two themes: the distribution of the
sequence of factorials modulo a prime number and the study of the number
of solutions to the congruences > = f(x) (m6d p) and y = f(x) (m6d p) where
(x, v) belongs to an arbitrary square of the plane, p is a prime number, and f(x)
is a polynomial with integer coefficients whose degree is at least 3 and whose
leading coefficient is not a multiple of p.

We present our contributions to these two topics and we discuss how it is

that our results advanced the state of the art in each case.

Palabras clave: congruencias, cuerpos convexos, ecuaciones sobre campos

finitos, reticulas, sumas de caracteres, sumas exponenciales.
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Introduccion

Son dos los temas que se abordan en esta tesis: por un lado se encuentra el
estudio de la distribucién de los factoriales médulo un ntimero primo y, por el
otro, el estudio del nimero de soluciones (dentro de cuadrados del plano) de
las congruencias y* = f(x) (méd p) y y = f(x) (méd p) donde p es un ntimero
primo y f(x) es un polinomio de coeficientes enteros de grado mayor o igual
que 3 y cuyo coeficiente principal no es multiplo de p. Aunque es posible que
ambas cuestiones parezcan totalmente desconectadas a simple vista, un hecho
que quedard de manifiesto en este trabajo es que hay un estadio en el anélisis de
cada uno de estos problemas en el que es posible recurrir al método de sumas
exponenciales para obtener avances en torno a ellos.

Los resultados que expondremos en esta tesis fueron publicados en los

siguientes articulos conjuntos (ver itemes [6] y [11] de la Bibliografia):

a) Con M. Z. Garaev: A note on n! modulo p. Monatshefte fiir Mathematik, 182
(2017), pp. 23-31.

b) Con M.-C. Chang, J. Cilleruelo®, M. Z. Garaev, 1. E. Shparlinski y A. Zu-
malacarregui: Points on curves in small boxes and applications. Michigan

Mathematical Journal, 63 (2014), pp. 503-534.

La tesis consta de dos capitulos: el capitulo uno es el que destinamos a la

discusién de nuestras contribuciones al tema de la distribucién de factoriales
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modulo un ndmero primo y el capitulo dos es el que se desting a la presen-
tacion de los resultados sobre la estimacién de los ntiimeros de soluciones de
las congruencias arriba mencionadas. La intencién basica en los parrafos que
siguen es describir con mayor detalle los problemas estudiados y los resulta-
dos obtenidos e indicar como nuestros teoremas avanzan el estado del arte en
cada caso. La lectura de los sumarios que a continuacién se presentan se puede
acompafiar y/o complementar con la lectura de las secciones 1.1 y 2.1-2.2 de la

tesis.

Idea general del capitulo 1

Esencialmente son dos las cuestiones que se estudiaran en este capituldff}

a) la estimacion del cardinal de A(N) := {n! (méd p): 1 <n <N} y

b) la representacion de los elementos de IF, como productos de factoriales.

Ambas cuestiones habian sido tratadas previamente en la literatura y en este
apartado de la tesis expondremos los resultados que en torno a ellas publicamos
en [11].

El interés en el problema listado en a) se remonta a una pregunta de P.
Erd6s de alrededor de 1960 (ver, por ejemplo, [21]). De acuerdo con Rokowska y
Schinzel (ibid., [21) pag. 84]), Erd6s fue quien plante6 el problema de determinar

la existencia de un ntimero primo p > 5 tal que los nimeros
2,34, ..., (p-1)

fuesen todos incongruentes entre si médulo p. Aunque hasta el momento no
se cuenta con una respuesta definitiva a esta pregunta, con base en eviden-

cia computacional y en ciertas consideraciones heuristicas, se ha llegado a

!Para disipar dudas relacionadas con la notacién, consultar el apartado intitulado Notacion

que inicia en la pag. 9.
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conjeturar que el conjunto de nimero primos p > 5 tales que |A(p — 1) \ {1
(moéd p)}| = p — 2 es vacio. Trudgian denominé en [26] a un ntmero primo
p > 5 como socialista cuando la respuesta a la anterior pregunta de Erd&s es
afirmativa, esto es, cuando los factoriales 2!,...,(p — 1)! resultan ser todos in-
congruentes entre si médulo p; refinando la caracterizacion para dichos primos
que Rokowska y Schinzel establecieron en [21], Trudgian probé en [26] que no
existe ningun primo socialista en el intervalo (5, 10°).

Aunque, como puede inferirse de lo relatado endenantes, no se cuenta por

el momento con un resultado sobre el cardinal exacto del conjunto
Ap-1)={1! (mdd p),2! (moéd p),...,(p—2)! (moéd p),(p—1)! (mdd p)}
para un primo arbitrario p, la evidencia experimental permite conjeturar que
1
A -1l ~ (1-)p.

Las gréficas que se muestran a continuacién permiten efectuar un primer cotejo

de la admisibilidad de la hipétesis anterior:

Fig. Los cocientes A(p — 1)/(1 — 1/e)p para los primeros quinientos (izq.) y mil (der.)

num. primos.

El primer problema que trataremos en el capitulo es el estudio de la cardi-

nalidad de A(N) = {n! (méd p): 1 < n < N} cuando p es un nimero primo y
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N € INN(1, p). Una primera observacion que puede hacerse sobre dicho cardinal

es que
| AN)| > N2, (1)

En lo sucesivo nos referiremos a esta desigualdad como la estimacién trivial
inferior para |A(N)|. De acuerdo con el teorema principal del articulo [14] de V.
Garcia, para todo primo p suficientemente grande se cumple que

{mn! (mod p): 1 <m,n <pj| > (% + o(l))p. ()

A lavez que este resultado superé uno establecido previamente en [12] también
redundé en una mejora a la estimacién trivial cuando N = p — 1: més

especificamente, de (2)) se colige que
AP = DI > cp'?

. 41 . P . . .
para cualquier constante ¢ < ,/3; y cualquier nimero primo p suficientemente
grande. Varios afios después, O. Klurman y M. Munsch demostrarian en [19]

que si ¢ es un namero real positivo suficientemente pequefio y N € (p!/4*¢

LAN)| > \ENW.

En el primer teorema de este capitulo se establecerd una estimacién inferior

/P)

entonces

para el cardinal del conjunto

@._{a

A = abe ﬂ(N)}

de la cual se deriva facilmente la mejor acotacién inferior para |[A(N)| que
se conoce hasta el momento (al menos cuando N es un namero natural que

pertenece a un intervalo de la forma (p!/2*¢, p'~9)).
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Teorema. Si ¢ € (0,1) y N € (p?*¢,p""%) N IN, entonces existe una constante

co := co(€) > 0 tal que
A(N)

A(N)

> coNlog N.

Este resultado nos permiti6 obtener nuevos avances en el problema mencio-
nado en b).

Asumiendo la validez de la conjetura de que [A(p — 1)| ~ (1 - %) p se deduce
facilmente que para cada A € I, \ {0} existen ny,n, € {1,...,p — 1} de tal modo
que

A=mlny! (mdd p).

Por otro lado, sin apelar al (potencial) cumplimiento de la conjetura es posible

demostrar que para todo A € IF, \ {0} existen ny, 15,13 € N tales que
A =mnylng!  (mdd p).

En efecto, del teorema de Wilson se desprende que paracadab € {1,2,...,p—

1} se tiene que
bl(p—1-b)! = (-1)"" (mod p). 3)

(Ver [10, pag. 515] o también la entrada 67 en [17, pag. 57].) En particular, si

b= A1 (m6d p) entonces

A

(-1 (- 1)ip-1-b)! (md p)
(P = DY —Dip~1-b)! (mod p)

donde 7, es igual a 0 cuando b + 1 es par e igual a 1 cuando b + 1 es impar.
El argumento anterior ya no aplica igual de bien cuando se introducen res-

tricciones sobre el tamafio de los n; que pueden figurar en la representacion
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de los elementos invertibles de IF, como productos de factoriales. No obstante,
M. Garaev, F. Luca e I. Shparlinski en [12], mediante estimaciones de sumas de
caracteres con argumentos en la sucesion de factoriales, lograron establecer que

si ¢ > 0 entonces para cada A € I, \ {0} existen ny, ..., ny tales que
A=m!---ny!l (méd p) y max{ny, ..., n;} = O(p"/1%*),

En [15], V. Garcia debilitaria la condicion sobre el valor absoluto de los n;
an; < p'/12_ En el segundo teorema del capitulo estableceremos la siguiente
mejora a los dos resultados previamente mencionados que presentamos a la

comunidad en [11]:

Teorema. Todo niimero entero A que no es divisible por p puede representarse en
la forma

A=m!---ny!l (méd p)

para algunos niimeros naturales ny, . .., ny que satisfacen

11/12

A
(logp)'/>

maxi{n,, ..., n;} <

Idea general del capitulo 2

Sean p un niimero primo y f un polinomio de coeficientes enteros cuyo
coeficiente principal no es divisible por p. Supongamos que m = deg(f) >3y
que M € [1,p) NIN. En este capitulo nos concentramos en el estudio del ntimero

de soluciones de las congruencias

v = f(x) (moéd p), (x,y) €[R+1,R+M]x[S+1,5+M] (4)

y= f(x) (méd p), (x,y) €e[R+1,R+M] x[S+1,5+M]. (5)
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Cuando m = 3, el estudio de la congruencia (4) puede considerarse como el
andlogo médulo p del conteo de puntos de coordenadas enteras y/o racionales
sobre una curva eliptica en algtn rectangulo del plano. Cuando m > 4, a las
ecuaciones del tipo y* = f(x) se les conoce como hiperelipticas y, por esa razon,
cabe decir en tal caso que (4)) es una ec. hipereliptica en el campo de p elementos.

Denotemos con I¢(M; R, S) al nimero de soluciones de (E[) y con [¢(M;R,S)
al ntimero de soluciones de (5). Cuando el polinomio F(x,y) = y* — f(x) €
Z[x,y] es absolutamente irreducible, al expresar I¢(M; R, S) mediante sumas
exponenciales y apelar—entre otras cosas— a la notabilisima estimacién de A.
Weil del cardinal de {(x, y) € IF,XIF,: F(x,y) =0 (mdd p)}, se obtiene la siguiente
férmula asintética

2

I[{(M;R,S) = % + O(p? (log p)?). (6)

Aun cuando la férmula representa un primer avance hacia una mejor compren-
sibondel f(M; R, S) es relativamente facil identificar algunas de sus limitaciones:
por un lado, es claro que el término de error en ella domina al término princi-
pal cuando M < pi log p; por otro lado, si M < p%(log p)?, entonces la formula
resulta ser incluso mas débil que la estimacién superior trivial I;(M; R, S) < 2M.

En los teoremas de este capitulo se establecen estimaciones superiores para
I¢{(M;R,S) y Jf(M; R, S) que resultan ser no triviales cuando M esté en ciertos

intervalos de longitud o(p). He aqui el primer teorema que demostraremos:

Teorema. La estimacion

M5/3+o(l)

I;(M;R,S) < M'/3+M 4 T

(M — o)

se cumple uniformemente para todo polinomio f de grado 3, de coeficientes enteros

y cuyo coeficiente principal no es miiltiplo de p.
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De este resultado se desprende que si M < p# entonces
I[{(M;R,S) < M3+, 7)

Contraponiendo esto con lo que se tenfa en [9], notamos que lo anterior repre-
senta un avance en el conocimiento del rango para M en el que vale la estimacion
esencialmente 6ptima @) De este teorema se infiere también que si M < pi~
para algiin ¢ > 0 entonces existe 0 := 6(¢) > 0 tal que se verifica la estimacién

no trivial

I{(M;R,S) < M.

Cabe mencionar que, en los trabajos previamente publicados sobre este asunto,
la conclusién anterior se podia garantizar s6lo cuando M < p3~¢. Por otra parte,
en el segundo teorema que presentaremos en el capitulo se establece, combi-
nando principalmente (pero no exclusivamente) resultados de geometria de
nimeros, el teorema del valor medio de Vinogradov y el teorema de Bombieri-
Pila sobre puntos de coordenadas enteras sobre curvas algebraicas planas, la
siguiente estimacion superior para I¢(M; R, S) que resulta no trivial siempre que

M < p%‘é‘.

Teorema. La estimacion

M3 1/16
If(M;R, S) < MM 4 (—) M (M - o0)
p

se cumple uniformemente para todo polinomio f de grado 3, de coeficientes enteros

y cuyo coeficiente principal no es miiltiplo de p.

La acotacién de I¢(M;R,S) cuando f es de grado mayor o igual a 4 es el
tema del tercer teorema del capitulo; al demostrarla se echara mano de ideas
introducidas en [8]. El teorema implicard, en particular, una estimacién no trivial

para If(M; R, S) cuando M < p%‘f (y deg(f) > 4). La demostracion e incluso la
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formulacién exacta del mismo requiere de familiaridad con el teorema del valor
medio de Vinogradov; es por ello que optamos por enunciarlo en forma hasta
la seccién 2.2 de la tesis.

Finalmente, nuestra contribucién al problema se aborda en el cuarto

teorema fuerte del capitulo y es como se enuncia a continuacion.

Teorema. Sea f un polinomio de grado m > 2, de coeficientes enteros y cuyo

coeficiente principal no es miiltiplo de p. Se cumple entonces que

2
J{(M;R, S) < % e N

Es menester mencionar que en [8] hay estimaciones que, para valores gran-
des de m, superan la garantizada por este resultado; no obstante, nuestra esti-

macién resulta ser mds fina que la de [8] cuando m es pequefio.

Notaciéon

Sin € Z, entonces con n (mod p) denotamos a la clase de congruencia
modulo p a la que pertenece 1; p denota a un nimero primo fijo (pero arbitrario)
y I, es el campo conformado por las clases de congruencia médulo p (los
elementos de IF, los identificamos con los elementos del conjunto {0, 1,...,p—1}).

Six € R, entonces | x] representa al mayor niimero entero que es menor o
igual a x, [x] al menor ntimero entero que es mayor oigual a x y ||x|| a la distancia
de x al nimero entero mds cercano. A | x| se le denomina tipicamente la parte
entera del ntimero real x y a la diferencia x — |x] =: {x} la parte fraccionaria de x;
evidentemente para todo x € R se tiene que ||x|| = min{{x}, 1 — {x}}.

En varios puntos del segundo capitulo mediante f € IF,[X] indicaremos
que f es un polinomio de coeficientes enteros cuyo coeficiente principal no es

mdltiplo del niimero primo p.
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Usamos el simbolo de Vinogradov < con su denotacién usual: si a > 0,

fila,00) = Cy g: [a,00) — (0, 00), escribimos

f) <g(x) (x — ) (8)

para indicar que existen constantes C > 0 y xy > a de tal modo que |f(x)| <
C g(x) para cada x € [xp, o). Aunque la constante implicada C es independiente
de x, en ocasiones depende de otros pardmetros los cuales especificaremos
cuando consideremos necesario hacerlo (por lo general son faciles de inferir del
contexto); cuando C no depende de ningtn pardmetro adicional se suele decir
que C es una constante absoluta. En nuestro trabajo, estaremos considerando
la notacién en (8) y la notaciéon f(x) = O(g(x)) (x — oo0) como equivalentes.
Para definir f(x) > g(x) (x — o0) s6lo hay que calcar, mutatis mutandis, la
definicién de (8). Por otro lado, con f = g indicamos que las funciones f y g
son del mismo orden de magnitud, i.e., que existen constantes C;, C, > 0 tales que
Ci g(x) < |f(x)| £ C; g(x) para todo x suficientemente grande.

Lanotacion f(x) = o(g(x)) (x — oo)significa que el cociente f(x)/g(x) tiende
a 0 cuando x — +co. En particular, si a;,4,,... es una sucesién de ntimeros
complejos, entonces la “igualdad” a, = 1 + o(1) indica que 4, — 1 cuando
n — oo (del término o(1) sélo puede decirse que tiene a 0; sobre su signo, por
ejemplo, no puede decirse mucho en términos generales).

Finalmente, la notacion T = N°) indica que para todo ¢ > 0 existe una

constante c. > 0 (que s6lo depende de ¢ > 0) tal que T < ¢, N*.



Capitulo 1

La distribucion de factoriales

modulo un primo

1.1. Preludio

Sean ¢ € (0,1), p un nimero primo y L y N ntimeros enteros tales que

0<L+1<L+N <p. Consideremos el conjunto
AL,N) :={n! (méd p):L+1<n<L+N}
Puesto que
MJU(L+2,...,L+N) (méd p)C {% o,y € ﬂ(L,N)}
se sigue que
AL, N)| > N=. (1.1)

En particular, de esto se desprende que |A(0, p — 1)| = (p — 1)2. Por otro lado,
del resultado de V. Garcia en [14] sobre la cardinalidad del conjunto {n!m!
(mé6d p): 1 < n,m < p) se sabe que |[A(0,p — 1)] > cp? para cualquier constante

41 . L . . .
¢ < 4/5; Y cualquier nimero primo p suficientemente grande.

11
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O. Klurman y M. Munsch demostraron en [19] la siguiente mejora a la

estimacion trivial en (1.1):

AL, N)| > \EN% (1.2)

para N € (pi*,p).

Utilizando una consecuencia de una célebre estimacién de E. Bombieri para
sumas exponenciales sobre curvas algebraicas, demostraremos en este capitulo
que si p2*¢ < N < p'™¢, entonces la constante en puede hacerse arbitra-
riamente grande; este resultado lo aplicaremos a su tiempo al problema de la
representacion de clases de restos médulo p como productos de factoriales de
nimeros naturales de tamafio restringido. Enunciamos a continuacién el primer

teorema que estableceremos en este capitulo.

Teorema 1.1. Si € € (0, }I) yN € (p%“, p'¢), entonces existe una constante ¢y :=

co(e) > 0 tal que
A(L,N)
AL, N)

> coNlogN.

Notese que de este teorema se desprende inmediatamente quesi € € (0, 1) y

p2*¢ < N < p'~¢, entonces
AL, N)| > (coNlog N)* = (c? log? N)N* (1.3)

para alguna constante cy := co(¢) > 0.

La estimacién (1.3) ha permitido avanzar el estado del arte en el problema
de la representacién de elementos de IF, \ {0} como productos de factoriales de

nimeros naturales de tamafio restringido.

M. Garaev, F. Luca e I. Shparlinski habian demostrado en [12] que si A # 0

(moéd p) entonces A puede representarse en la forma

A=m!---nyl (moéd p)
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, 1
para algunos nimeros naturales ny,...,1n; < cip2*® donde c; := cy(¢) es una
constante positiva. V. Garcia debilitaria después la condicién sobre el valor
11 .
absoluto de los n; a n; < p22 en [15]. Apelando al Teoremaes posible superar

estas contribuciones.

Teorema 1.2. Cualquier niimero entero A que no es divisible por p puede representarse

en la forma

A=mn!l---ny! (méd p),

para algunos niimeros naturales ny, . .., ny que satisfacen

11/12

A
(log p)'/>

maxi{n,,..., n;} <

Este es el segundo resultado fuerte que demostraremos en este capitulo.

1.2. Lemas preliminares

Lema 1.1 (Bombieri, 1966; cf. [2, Teorema 6] o [4, Teorema 2]). Sean (b1,b,) €
IF, X IF, \ {(0,0)} v f(x, y) € F,[x, y] un polinomio de grado d > 1 con esta propiedad:
no existe ¢ € IF, para el cual se verifique que bix + byy +c | f(x,y). Se cumple entonces

la estimacion

o byx+byy

Z M| < 2d%pt.
fey)=0

El siguiente lema se debe a I. Z. Ruzsa (ver [22, pag. 287]) y serd instrumental

en la demostracion del Teorema

Lema 1.2 (Desigualdad triangular de Ruzsa). Si X, Y, Z son subconjuntos finitos

y no vacios de un grupo abeliano G, entonces se tiene que

‘ g‘ _ Ixz)zy
Y|
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Otro resultado al que se recurrird en la demostracion del Teorema [1.2es la
estimacioén para sumas de caracteres con factoriales establecida por V. Garcia

en el teorema 3.1 de [15].

Lema 1.3 (Garcia, 2008). Si x es un caracter no principal médulo p y N un niimero

natural menor que p, entonces

Y ) xon+

m<N m<N

7 1
< Nips,

Demostraciéon. Notemos en primera instancia que si N> < p entonces la
estimacion es incluso més débil que la estimacién trivial. Consecuentemente,
1 i 2
podemos suponer en lo sucesivo que N* > p.
Sea K un nimero natural menor que N que especificaremos mas adelante.
Sik € [1,K] NN, entonces al considerar el shift m+n+— m+n+k setiene que

Y xm+m) =Y x(m+n+lh+ Y x(mem) = Y x(om+ ).

n<N n<N 1<n<K N<n<N+K

De esta identidad se sigue que

Y Y x(mnm) =YY x(on+n+ )Y + OKN),

m<N N<N m<N n<N

lo cual implica a su vez que

Z Z x((m +n)!) = % i Z Z x((m + 1 +K)) + OKN). (1.4)

m<N n<N k=1 m<N n<N

Denotemos con Salmédulode ), .y Y.<y X((m+n)!). Aplicando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz en se llega a que

K 2
S < % ZZZX((m+n+k)!) + K*N?
k=1 m<N n<N
N2 £ ’
< EZZ Y x((m+n+ k)| +KN?
m<N n<N | k=1

5 K K
= % Z Z Z Z x((m +n+k))x((m +n +k)!) + K*N?. (1.5

k1=1 kp=1 m<N n<N
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Asi pues, todo se ha reducido a estimar

YN (O k) (G + n + ko)) = Sk, k)

m<N n<N

para (ki, kp) € {1,...,K} x{1,...,K}. Si con J(z) denotamos al ntimero de solucio-

nes de la congruencia
m+n=z (moédp), 1<mn<N

entonces resulta que

Sl ko) = )Y x(m+n+k))x(On+n+ )
m<N n<N
= ZI(z) (@ + k))x(E + k)')
: N N 1 p-1 e "Hn)
= Zx((2+k1 RRCEIITD I I M
z=0 m=1 n=1 a=
1SS & S
= ;;Zé;}; ), e+ ke o)) I e
y por lo tanto
1 p-1| N N
St ko)l < ) ) e F| ) e Zx((z+k1)')X((Z+kz)')e2m'
a=0 |m=1 n=1

Cuando k; = k; =k, la desigualdad anterior deviene en

2 < & — < az P azy
ISk, k)l < — Z Z (2 + k) ((z + T)l) 2% | = Z omit _ it
a=0 | z= -0
donde z, es el elemento en {0,1,...,p — 1} tal que z, + k1 =0 (mdd p). En vista
de que
gl iy e azg
827'(1— Zm— — (p _ 1) + 627117 _ eZmT
a=0 |[z=0 a=1 [z=0
S 2771'Lzzﬁ
= (p-D+) |7
a=1

2(p=1),
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se concluye que

paracadake{l,...,K}.

|S(k, k)| < 2N?

(1.6)

Consideremos ahora el caso en que k; > k,. Apelando a propiedades basicas

de los caracteres de Dirichlet médulo p tiene cabida aseverar que

-1

=

X(z +k)Dx((z + k)t €77

N
Il
o

de lo cual se desprende que

p-1
Y e+ )G+ k) s
z=0

0<z<p—kq

X+ k)Dx(E + k))&

+

Y, xE+k)-

—k1 <z<p-—- 1

0<z<p—-kq

DG +E) e

(2 + ko + 1)+ (2 + k) €7,

z+k+ 1) (z+ k)™ r

jaz
2711 g

+ K.

De lo anterior y de la cota de A. Weil para sumas hibridas de caracteres (cf. [23,

Teorema 2G]J) se colige que si k; > k, entonces

|S(ky, ko)l

IA

N

70
4

m=1

p-
)

a=0

an
2 2710 v

n=1

p-1

N N
_1/2 Z Z eznltl(m 1)

a=0 m=1 n=1

Kp'/?N.

(1.7)



CAPITULO 1. LA DISTRIBUCION DE FACTORIALES MODULO UN PRIMO 17

Combinando lo obtenido en (L.5), (L.6) y (1.7) se tiene que

N2 & &
S < 5 Z Z 1Ky, k)| + K2N?

k1=1 kp=1
NZ

< = (KN? + K°p!/2N) + K2N?
N4
= +NPK+ KON
4
< N? + N°p'2K.
Al hacer K := |[N'/2/p'/*] la estimacion previa deviene en

SZ < N7/2P1/4

y la prueba termina.

1.3. Demostracion del Teorema

Paraje{1,2,...,M}, definamos

j
X = {H(x+L+ i) (médp):1<x< O.6N}.
i=1

Claramente, para cada j € {1,2,..., M} se cumple que

A(L,N)
i & ;
A(L,N)

a fin de obtener la estimacién en cuestién para el cardinal de ?Eé’%;, lo que

haremos es estimar inferiormente el cardinal de X; U --- U X1 de una manera

conveniente.

Como p(x) := Hf,zl(x + L + i) es un polinomio ménico de coeficientes enteros

y grado j, entonces

N
1X;| = 2 (1.8)
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Afirmamos que para cada j > 2 es valida la estimacion:
N
X\ (X U---UXjg) 2 3 (1.9)
En efecto, en vista de que

X\ (X1 U---UXg) = X\ (XN X)U---U (XN X))l

Xl = 1(X; N X)) U - U(X; N X))

\%

Xl = 1X; N Xy = = |X; N X, (1.10)

al invocar la desigualdad se llega a que

X\ (X U---UXig)l 2 X = 1Xn X[ = = XN X
N
> 551X 0 Xl == X 0 Xl

Asi pues, para establecer (1.9) basta con demostrar que

|X]'ﬂXk| < 6_]2

para cada k € {1,...,j — 1}; esto es de lo que nos ocuparemos continuacién.

Denotemos con J(j, k) al nimero de soluciones de la congruencia

j k
l_[(x+L+i) = l_[(y+L+i) (méd p), 1<x,y<06N.
i=1 i=1
Por un lado resulta claro que
1X; N Xkl < J (5, k). (1.11)

Por otro lado, haciendo f(x, y) = Hle(x+L+i)—Hf:1(y+L+i) € IF,[x, y], podemos

expresar el nimero /(j, k) mediante sumas exponenciales de la siguiente manera

](],k): Z 1 1 ( Z pZ_leZTzibl(";”)][ Z Ee%—d%]

2
1<x,y<0.6N P f(x,y)=0 \1<u<0.6N by =0 1<v<0.6N bp,=0
fxy)=0

p-1 p-1
1

Z Z Z Z i (b1 (x—1)+bp (y—0))
= = e p .
p

1=0 bp=0 1<u<0.6N 1<0<0.6N f(x,y)=0

<
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La cota superior trivial para el nimero de soluciones de la ecuacion

f(xry) =0, (x,y) EIFpX]Fp

es jp; de esto y de la estimacién elemental

p-1
- b
2 r 2 EZTCZFZ

b=1 |1<z<0.6N

<plogp

(ver, por ejemplo, [13, pag. 134]) se obtiene que

G = = Y Y Yo

1<u<0.6N 1<v<0.6N f(x,1)=0

p

1 by (1) by (-0) bxtbyy

+ — 2 2 ean—p 2 eZm 5 827'(1—l[7
p

0<by,bp<p-1 1<u<0.6N 1<v<0.6N f(x,y)=0
(b1,b2)#(0,0)

Sly § : i 1xtboy
< w + 22 (log p)z méX 627'[1 1 - 2
pz 0<by,br<p-1
(b1,b2)%(0,0) [f@¥)=0

JN? ) ity
< — +22(logp)” maéx e .
. )3

0<by,b<p-1
(b1,b2)#(0,0) 1f@¥)=0

Para estimar la suma en la linea previa recurrimos al Lema([I.1l Notemos que si

(A,B,C) e F, xF, X,y (A,B) € F, X, \ {(0,0)} entonces Ax + By + C { f(x,y)

pues, en caso contrario, se tendria que

(x+L+1)---(x+L+j)-(y+L+1)---(y+L+k)=(Ax+ By + C)g(x, y)

(1.12)

para algin g(x, y) € F,[x, y]. Si B # 0 y B* es su inverso multiplicativo en IF,, al

hacer y = (—Ax — C)B" y sustituir en (1.12) se llega a que

(x+L+1)---(x+L+j)—-((-Ax-C)B*+L+1)---(FAx-=C)B"+L+k) =0,

lo que es decididamente absurdo (jrecuérdese que j > k > 1!). Si B = 0 entonces

A # 0; al hacer x = —CA" y sustituir después en (1.12) se tiene que

(-CA*"+L+1)---(-CA*+L+j)-(y+L+1)---(y+L+k) =0
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lo cual es un absurdo también. Asi pues, en vista de que f(x,y) satisface las

condiciones del Lemal|I.T} se colige que
N2

N 1
Gk < = +44(ogp)int.
j ; gp)’ iy

1 (05 1
Luego, eligiendo M := {min {(ﬁ . %) , (pl—z) }|, se llega a que

Aplicando esta desigualdad en (1.11) se desprende que |X; N Xi| < % ; al poner
esto en (1.10) se obtiene que

257 6F 2 6 3
que es justo lo que se habfa anunciado en (I.9). En conclusién:

A(L,N)
A(L,N)

N i—1)N N N N
XA\ (G U UX ) > XU D .

X3 U~ U Xpml

M
= Xl + ) X\ (G U U X))
j=2

Vv
M=
2|z

%
Z wlz

M+1
f Ly
1 t

= glog(M+1)
> cyNlogN

para alguna constante cy := cy(¢) > 0. .

1.4. Demostracién del Teorema (1.2

Sean A £ 0 (méd p), N € (p°, p**) NN y A := A(0, N). Por el Teoremall.1]

A
'Z > coNlog N
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para alguna constante ¢y > 0. De esto y la desigualdad triangular de Ruzsa se
desprende que

IAAP > |A| '% > (coNlog N)3.

En consecuencia:
|AA| > c;(Nlog p)? (1.13)

para alguna constante c; := ¢1(¢) > 0.

Hagamos 7 := {1,...,N} y denotemos con | al niimero de soluciones de la

congruencia
(m1 + my)!(ny + my)l(nz + mz)!xy = A (mod p)
sujeta a las restricciones
n, Ny, N3, My, My, ms € I, x,y€AA.

Se trata de demostrar que si N se elige de manera conveniente entonces | > 0.
Por propiedades bésicas de los caracteres, el nimero | puede ser expresado del
siguiente modo:

Y Y Y O )+ mo)s + ms) A,

X 7’11 Tl2 713 xyeAA
my,m

Separando el término que corresponde al caracter principal se obtiene que

j o MLy Zx(n+m') Zx(x)

P= X #Xo In,mel x€AA

Al aplicar el Lema [1.3| para estimar inferiormente el lado derecho de (1.14) se

(1.14)

llega a que

NO|AAJ? a3
> —oN+pslAA
] = P 1 N Tps|AA|
> N l_AAl (IAA|N4 - czp?l)




22 CAPITULO 1. LA DISTRIBUCION DE FACTORIALES MODULO UN PRIMO

De esto y (1.13) se sigue que

]>N%|AA|
e

(clN% (log p)% - czp%) .

La conclusion deseada se obtiene al hacer (por ejemplo)

C % 11 1
N = {(—2) pt(logp) }
C1

1.5. Observaciones ulteriores

Como hemos mencionado previamente, O. Klurman y M. Munsch demos-

traron en [19] que la estimacién
\AL, N)| = cN?

vale siempre que N € (pite,p) yquec < \/g . Esbozaremos a continuacién cémo
es que, apelando a resultados de los trabajos [5,/7], es posible relajar la condicién
N > p#*¢ de Klurman y Munsch. Supongamos que N < p3 es suficientemente
grande. Denotemos con J al conjunto {L+2,...,L+N} (méd p). En vista de que
{1}U{L+2,...,L+N} (mdd p) € {%: a1,a; € A(L,N)}, por un lado tenemos que

c A(L, N)’ e A(L, N)_
A(L,N) A(L,N)

Por otra parte, del teorema 3 de [5] o del teorema 1 de [7] se sigue que |7 NT 71| <

N'"? para alguna constante absoluta 6 > 0. Asi entonces,

> ZTUIT =T+ T Y- NI >2N-2-N"

'ﬂ(L, N)
AL, N)

y, en consecuencia, [A(L, N)| > (V2 +0(1))N 2 cuando N — oo.
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Finalmente, en la demostracién del Teorema [1.2| utilizamos el hecho de que

si N < p!~¢ entonces
LA, N)AQ,N)| > (Nlog N)i.

Esta estimacién puede mejorarse considerablemente para valores pequefios de
N. Supongamos por ejemplo que N < p?. Para cualesquiera m,n € [1, NN N se

tiene que
A0, N)A(O,N)
A0, N)AO, N)’

n z
p (mod p) €

Luego, notando que a distintos nimeros racionales n/m, donde 1 < n,m < pz,
les corresponden distintas clases n/m (méd p) (bajo la aplicacion natural), se
desprende que

A0, N)A(O, N)
A0, N)A(O, N)

{%: m,n € [1,N]NIN, mcd(m, n) = 1}‘

(% ; 0(1))1\72

cuando N — co. Asi pues, para N < p? se verifica que |A(0, N)A(0,N)| > N.
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Capitulo 2

Puntos sobre curvas en pequeiias

cajas

2.1. Planteamiento basico del problema

Sean p un niimero primo y f un polinomio de coeficientes enteros cuyo
coeficiente principal no es divisible por p. Supongamos que deg(f) =m >3y
que M esunntimero natural delintervalo [1, p). El tema principal en este capitulo

serd la estimacion del ntimero de soluciones I¢(M; R, S) de la congruencia
v = f(x) (m6d p) (2.1)
que pertenecen a
[R+1,R+M]x[S+1,S+M]. (2.2)

Cuando el polinomio F(x, y) = y* — f(x) es absolutamente irreducible es posible
obtener una férmula asintética para I¢(M; R, S) expresando esta cantidad me-
diante sumas exponenciales y apelando después a la célebre estimacién de A.

Weil para el cardinal del conjunto Zr := {(x,y) € IF, X F,: F(x,y) =0 (mdéd p)}.

25
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Mas especificamente, se tiene qu

I{(M;R,S) = Z 1
R+1<x <R+M, S+1<y <S+M
(x/y)EZF

AL L ye Loye)

(v,y)eZr \R+1<a<R+M r=1 S+1<b<S+M t=1

1 P P (rx+ty)
_ _Z Z ezm‘Ty Z i Z e—Zni%
T2
p r=1 t=1 \(xy)eZr R+1<a<R+M S+1<b<S+M
MZ
= —IZ
colp Yy e §oemr 3|
p

(rHeFA(0,0)) (v y)eZF R+1<a<R+M S+1<b<S+M

Luego, de la féormula de Weil
1 Zsl = p + O(p2),

de la estimaciéon de E. Bombieri (ver [2, Teorema 6] o [4, Teorema 2])

. (rx+ty)
max E | <, pt?
2
CHFRIO0) | St

y de la estimacién elemental (ver, por ejemplo, [13, pag. 134])

p-1
5| < plogp
r=1 [R+1<a<R+M
se desprende que
M? 1
If(M;R,S) = I O(p(logp)*) (2.3)

donde la constante implicada depende tinicamente de m. Es facil ver que en esta

férmula el término de error domina al término principal cuando M < pi log p;

1Compérese con lo hecho con J(j, k) en la demostracién del Teorema
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por otrolado, si M < p?(log p)?, entonces la formula es mas débil que la acotacién

superior trivial I¢(M; R, S) < 2M.

En este capitulo demostraremos una estimacién no trivial para If(M; R, S)

1_. .
cuando M < p37¢. En particular, en el caso m = 3, el rango para M sobre el que
podremos garantizar esta estimacion serd mas extenso que aquel que se conocia

de trabajos anteriores.

Un segundo problema que abordaremos en este capitulo seré el estudio del

numero de soluciones [¢(M; R, S) del problema
y=f(x) (médp), (x,y)e[R+1,R+M]x[S+1,S+M]

donde f es un polinomio de coeficientes enteros de grado m > 2 cuyo coefi-
ciente principal no es multiplo del nimero primo p. Presentaremos una nueva
estimacion superior para Js(M; R, S) que para ciertos grados mejora la publicada

en [8].

2.2. Resultados obtenidos

Teorema 2.1. La estimacion
M§+0(1)
p

se cumple uniformemente para todo f € IF,[X] de grado 3.

I[{(M;R,S) < M3*M

(M — o)

[N

el

Como una consecuencia inmediata de este teorema se tiene que si M < p
entonces

I{(M;R, S) < M+

cabe mencionar que el teorema 5.1 de [9] garantiza esta conclusién s6lo cuando
1 L . . .,
M < p3. Se hace énfasis en tener informacién sobre el rango en el cual se cumple

que I{(M;R,S) <M 37 pues esa estimacion es esencialmente la mejor posible.
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De hecho, es claro que para cualquier M € [1,p) NN, al tomar f(X) = X", se

obtiene que

I;(M;0,0) > }{(tz, t"): 1<t < M|

= [M%J > M.

Por otro lado, si M < pi~ para algtn ¢y > 0, el Teorema 2.1{implica la esti-
maciénno trivial I(M; R, S) < M'™ para alguna 6 > 0 que depende tinicamente
de €9. Aunque no resulta dificil convencerse de la validez de esta aseveracion

esbozamos a continuaciéon una demostracién de ella. El Teorema implica

que para cada ¢ € (0, %) existe una constante positiva c, tal que

M5/3+e
pl/e )

I{(M;R,S) <c. (M1/3“’ +
Sipara algtin ¢ en el intervalo en cuestion se observa que el primer término de la
expresion en paréntesis es mayor o igual que el segundo entonces I1(M; R, S) <
M3+ Asi pues, en este caso se verifica que If(M;R,S) < M'™? para cada
o€ (0, % — €). Ahora bien, si para cada ¢ € (0, ) resulta que el segundo término

dela expresion en paréntesis es mayor o igual que el primero entonces, eligiendo

¢ € (0,3) de tal modo que tenga lugar la desigualdad ¢ < ¢, se obtiene que

5/3+¢
I{(M;R,S) < 1\/;171_/6
M1+eM2/3
Ml+€p(2/3)(1/4—eo)
< P1/6

< M1+€M—(2/3)£0

= M@,

Luego, al hacer 6 := %eo — ¢ se llega a la conclusion deseada.

Las consideraciones anteriores redundan en una mejora de la condicién
1 P .
M < p57¢ que ya podia inferirse de [9, Teorema 5.1]. Por otra parte, la cota en el

. . 1,
teorema que sigue es no trivial para M < p37°.
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Teorema 2.2. La estimacion
1 M\
I;(M;R,S) < M350 4 (—) MW (M — o0)
p
se cumple uniformemente para todo f € IF,[X] de grado 3.

La prueba de este teorema depende de resultados de geometria de ntimeros,
de las contribuciones recientes de T. Wooley en torno al teorema del valor medio
de Vinogradov (ver, por ejemplo, [27]) y de algunos teoremas de aproximacion
diofantina. La manera en que aplicamos la geometria de nimeros es similar a

la aplicacién que de ella se hace en [3].

De los dos teoremas anteriores se desprende el corolario:

Corolario 2.1. La estimacion
M3 si M<p'/
I{(M;R,S) < MM 8 (MA/p)/e  si plB < M < p*/®
(M3/p)1/16 si P5/23 < M < p1/3

se cumple uniformemente para todo f € IF,[X] de grado 3.

El resultado que se enuncia a continuacién indica que cuando deg(f) > 4
también tenemos una acotacién no trivial para If(M; R, S) en el rango M < pie,
A fin de formularlo definimos primero Ji,,(H) como el namero de soluciones

del siguiente sistema de m ecuaciones diofdnticas en 2k variables

+ -+ X

m DEEENY m —_— m
X + + X X ok

1 k

X1 + -+ Xk = Xk t+ o0+ Xk

donde 1 < xq,...,xx < H. Ademads, definimos «(m) como el menor nimero

natural « tal que, para todo k > «, existe una constante C(k, m) tal que

Jem(H) < C(k, m)HZ="57+0  (H - o). 2.4)
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Es de mencionarse que, de acuerdo con el teorema 1.1 de [27], ahora se sabe que
x(m) <m* -1
para cada m > 3.

Teorema 2.3. La estimacion

3 %+0(1) 73
) +M1—m+0(1) (M N OO)

I{(M;R,S) < M(—
p
se cumple uniformemente para cada f € IF,[X] de grado mayor o igual que 4.

En particular, para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 que depende tinicamente de ¢ y

deg(f) tal que
I{(M;R,S) < M

siempre que M < p3~¢ y deg(f) = 4.
Finalmente, estableceremos una nueva estimacién para J¢(M; R, S).

Teorema 2.4. Sea f € IF,[X] con deg(f) = m > 2. Vale entonces la estimacion:

2\42 1 1
Jf(M;R, S) < ? +M ‘zm——lpo(l) (p — o).

Cabe mencionar que en [8] se estableci6 la cota

e +o() -
Jf(M;R,S) < M (?) + M2 o) (2.5)
la cual es mejor que la garantizada por el Teorema para valores grandes
de m; sin embargo, para valores pequefios de m, el Teorema 2.4 proporciona

estimaciones mads finas que las implicadas por (2.5).
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2.3. Lemas preliminares

2.3.1. Distribucién uniforme y sumas exponenciales

El resultado que se enuncia a continuacién es conocido y puede encontrarse

por ejemplo en el capitulo 1 de [20].

Lema 2.1. Sean y1,...,yum elementos distintos del intervalo [0, 1]. Para cada K € N

y [a, B] € [0, 1] se tiene que

K M
[tne1,...,M): y, € [, BI}|-M(B-a %{;( +min{f - al/k})Zezm"V"‘
k=1 n=1

Para aplicar el Lema 2.T|necesitamos la siguiente estimacion para sumas de

Weyl la cual puede encontrarse en [18, pag. 201].

Lema 2.2. Sea f € R[X] con deg(f) = m > 2. Supdngase que el coeficiente principal

de f esigual a 9. Se cumple entonces que

M zl—m
Zezﬂiﬂm < Ml_[ Z min{M, |[Smle; - - €, 1|}
n=1 —M<fl,..4,€m_]<M

2.3.2. Puntos de coordenadas enteras sobre curvas planas

Eventualmente apelaremos a la estimaciéon de Bombieri y Pila sobre el nu-

mero de puntos de coordenadas enteras sobre curvas algebraicas planas:

Lema 2.3. Supongamos que C es una curva plana absolutamente irreducible de grado
d > 2y que H > ¢”. Se tiene que el niimero de puntos de coordenadas enteras sobre C

y dentro del cuadrado [0, H] X [0, H] no excede a
H}7612 4/dlog Hlog logH.



32 CAPITULO 2. PUNTOS SOBRE CURVAS EN PEQUENAS CAJAS

Ellema que se presenta enseguida es un caso particular de un resultado més

general de T. Wooley en [27].

Lema 2.4. Sea M € IN. El niimero de soluciones del sistema de ecuaciones

3 3 _ .3 .3
X+ Xy =X+ X

2 2 _ .2 2
X7+ Xy =X+ X

X1+ +Xg=X9g+ -+ X6
en miimeros enteros x;, con |x;| < M, es a lo mds M0+,

Demostracién. Si parai € {1,...,16} hacemos x; = X; — M —1, donde cada X;
es un nimero entero en el intervalo [1,2M + 1], entonces es claro que el ntimero
de soluciones del sistema de ecuaciones dado es igual al nimero de soluciones

del sistema

3 3 3 3
X1+...+X8_X9+...+X16
2 2 2 2
S{1+...+§<8_§<9+...+§<16

X1+"'+X8=X9+"'+X16

en numeros enteros X; con 1 < X; < 2M + 1. Este niimero se denota usualmente

como Jg3(2M + 1); como «(3) < 8, de se desprende que

Js3(2M + 1) < C(8,3)(2M + 1)16=% +o) « pf10+oD),

Cabe sefialar que el Lema 2.4/ puede ser formulado de manera mas general
pero para nuestros propoésitos inmediatos basta contar con la version recién

demostrada.
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2.3.3. Congruencias con abundantes soluciones

En la demostracion del Teorema [2.1]se echard mano del siguiente resultado:

Lema 2.5. Sean f, g € F,[X]. Supongamos que deg(f) = n, deg(g) = my que m { n.
Sixy,...,x, son niimeros enteros distintos entre si médulo p y v, ..., Yy, son enteros

arbitrarios, entonces la congruencia

fx)=g(y) (médp), 0<xy<p (2.6)

tiene a lo mds (m + 1)n soluciones que satisfacen

X" xnl x oy
oAl x

det| "t P20 (méd p) 2.7)
ot x

Demostracién. Supongamos que (x, y) es una solucién de cony#0y
que satisface (2.7). De la hipotesis de que x; # x; (mdd p) siempre que i y j son

elementos de {1, ..., n}, distintos, se desprende que

XAt X
Xt )
det| = X1X2 Xy H (xj—x) %0 (modd p);
: 1<i<j<n
x ol Xy

en consecuencia, ¥y = h(x) (moéd p) para algtun h(X) € F,[X] \ {0} de grado a lo
mds n y que no depende de x o de y. De esto y de se obtiene que x es

solucion de la congruencia

f(X) = g(h(X)) (mod p).
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Puesto que el nimero de soluciones de esta congruencia es menor o igual
a méx{n, mdeg(h)} se concluye que la ecuaciéon (2.6) tiene a lo mas (m + 1)n

soluciones que satisfacen (2.7). .

2.3.4. Elementos de la geometria de nimeros

Recordemos que una reticula en R" es cualquier subgrupo aditivo de R"
generado por n vectores linealmente independientes. Si D C IR" es compacto,
convexo, con interior no vacio decimos que D es un cuerpo convexo y si D es
un cuerpo convexo que satisface la propiedad de que —x € D para todo x € D

decimos que D es centralmente simétrico.

Dada una reticula I' € R" y un cuerpo convexo D, definimos el i-ésimo
minimo sucesivo Ai(D,T’) de D con respecto a I' como el minimo A > 0 tal que el
conjunto AD contiene i vectores de I' linealmente independientes. Es evidente
dela definicién que A1(D,T’) < A5(D,T) < ... < A,(D,T). El siguiente lema puede
encontrarse en [1] (el ejercicio 3.5.6 de [25] pide establecer una variante un tanto

mas simple del mismo pero que es suficiente para nuestros fines).

Lema 2.6. Si I es una reticula en R" y D C IR" es un cuerpo convexo centralmente

simétrico, entonces se cumple que

|Dm1“|sH(A_(12; r)”)'

i=1

Si denotamos mediante (27 + 1)!! al producto de los primeros 7 + 1 niimeros
impares positivos y notamos que

2i
Ai(D/ F)

1
+1< (2z+1)méx{m,1},

obtenemos la siguiente desigualdad a la cual recurriremos eventualmente.
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Corolario 2.2. Se cumple que

H min{AD,T),1} < @n + )D N T|™.

i=1

2.4. Demostracién del Teorema2.1]

Durante esta demostracion denotaremos a I1(M; R, S) simplemente mediante

I y supondremos que 7 es grande.

Sea L un ntimero entero del intervalo [1,0.017] fijo, pero a especificar mds
adelante. Al considerar la particion del rectangulo [R+1, R+ M] X [S+1,5 + M]
en los L subrectdngulos determinados por la division del segmento de extremos
(R+1,0) y (R + M,0) en L partes iguales es posible inferir la existencia de un

numero Q tal que la ecuacién
V= f(x) (médp), Q<x<Q+M-1)JL, S+1<y<S+M (2.8)

tiene al menos J /L soluciones:

S+ M

M —
R+1 R+1+4 -1 i R+ M

2(M—1)
R+1
142

Fig. 2.1
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Luego, al dividir el intervalo [Q,Q + (M — 1)/L] en ky = [Z1/(30L)] partes

M
iguales se obtienen kj subintervalos cuya longitud no excede a 1= = M. % <.

L = 3 (vease la figura 2.2); como la congruencia en (2.8) admite a lo mas dos

soluciones con una abscisa dada y en el rectangulo [Q, Q+(M~-1)/L]x[S+1, S+M]
hay al menos 7 /L > 20k, soluciones de la misma, entonces se afirma la existencia
de un subrectdngulo de [Q,Q + (M —1)/L] X [S +1,S + M], con base no mayor a
30M/ I, que contiene al menos 10 soluciones de cuyas abscisas son distintas
entre si. Dentro de estas 10 soluciones denotemos con (xo, 1o) a aquella con

menor abscisa.

R+1 L R+ M
M-1

Q Q+ I

~—————k, subintervalos

Fig. 2.2

Ahora bien, puesto que es posible definir una aplicacién inyectiva entre las

soluciones de (2.8) y las soluciones de

(Yo +y)* = f(xo +x) (mdd p), -M/L<x<M/L, -M<y<M
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y como ésta congruencia es equivalente a una de la forma

Y =X +ox® + X +coy  (méd p), -M/L<x<MJL, -M<y<M
(2.9)

para algun (cs, ¢z, ¢1,¢0) € Z* y donde (c3,p) = 1, se sigue que I /L esta acotado
superiormente por el ntimero de soluciones de (2.9). Por lo hecho en el parrafo
anterior sabemos que cuenta con al menos 10 soluciones (x, y) cuyas abs-
cisas son distintas entre si y que satisfacen 0 < x < 30M/7. Si (x1, y1), (X2, ¥2)
y (x3,13) son tres de tales soluciones, entonces da lugar a la siguiente
ecuacion matricial:

2

X a2 x ylles y
x> X2 x c 2
3 BB W5 med p) (2.10)
X x5 v wfla 3
xoxr x oy fleo) %3

Del Lema (2.5) sabemos que a lo mas 9 pares (x,y) € [0,p) X [0,p) satisfacen

simultdneamente (2.10) y la congruencia

X X x y

3 2

X; X3 X3 Y3 .
det z z =0 (mod p).

x2 xz X2 Yo

3 2

xl xl X1 W

De esto se desprende que al menos una de las 10 soluciones de (2.9) que se

distinguieron anteriormente, llamémosle (x4, y4), es tal que

3 2
x4 x4 X4 Ya
3 2
X; X3 X3 Y3 ,
A := det i i 20 (mod p).
Xy X5 X2 Y2
3 2
xl x1 X1 W
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Con este dato y apelando a la regla de Cramer procedemos a resolver el sistema

de congruencias

3 2 2
X4 x4 X4 Ya|lC3 y4
3 2 2
X; X3 X3 Y3||C2 Yy .
2 i = z (méd p). (2.11)
Y, X X2 Y2f|a Y2
3 2 2
xl Xl X1 Yi1)\Co yl

Para j € {0,1, 2,3}, denotemos por A; al determinante de la matriz de tamafio
4x4 que se obtiene al reemplazar la (j+1)-ésima columna de la matriz de tamafio
4 x 4 que aparece en el lado izquierdo de (2.11) por el vector (i3, 3, y3,y3)". De

estas consideraciones y la regla de Cramer se obtiene que
¢j = A4 ;A" (mod p)

para j € {0,1,2,3} y donde A" es uno de los representantes del inverso multipli-
cativo de la clase médulo p a la que pertenece A. En vista de todo esto se tiene

que la congruencia (2.9) puede reescribirse como
A + Aox® + Asx + Ayy — Ay =0 (méd p).

Notese que, como p 1 c3, entonces A; 0 (mdd p); por otro lado, la congruencia

anterior da lugar a la siguiente ecuacién diofdntica auxiliar:
A3 + Apx® + Asx + Ay — Ayz =pz, (x,y,2) € 72, (2.12)
Considerando las estimaciones
1<|Al < (M/I)°M,
Ayl < (M/I)°M?,
Asl < (M/IyM,
Ayl < (M/I)*MP,
Al < (M/I)PM?



CAPITULO 2. PUNTOS SOBRE CURVAS EN PEQUENAS CAJAS 39

y que L < I se deduce que
1
2l < E(IA1I(M/L)3 + 142l (M/L)* + |As|(M/L) + |AglM + |AIM?)

< S \Pr Tt LT T8

9

M [ M Ms  M° M6)

< W

Asi pues, al ser A # 0y Ay # 0, se cumple que para cada z admisible la curva
algebraica C, determinada por es absolutamente irreducible; al invocar
el teorema de Bombieri y Pila sobre puntos de coordenadas enteras en curvas
algebraicas planas se colige que cada C, contiene a lo mas M'/**® elementos

de {(x, y) € Z?*: |x|, |yl < M}. De todo esto se desprende que

I M’
Z < Ml/3+0(1) 1
L= DR

para cada L € Z N [1,0.017]. Esta desigualdad puede reescribirse como 7* <

LM/3+o® (I 5+ 2472)3 cuando ;\AT? < I®, la desigualdad deviene en 7 < LM!/3*M);

cuando 7° < %, de ella se desprende que 7 < %. De estas dos estimaciones
se sigue que
M7 /3+o(D)
1/3+0(1)
I <LM + AL (2.13)

paracada L € ZN[1,0.017].

Si M < 10p'/®, entonces haciendo L = 1 de la estimacion (2.13) se obtiene que

7/3+0(1)

T < M3+ 4 < ML/3+o)
< —pl T S .

Supongamos ahora que M > 10p'/8. Puede asumirse ademds que 7 >
M>3p~1/6 pues, en caso contrario, habria nada més que hacer. Asi las cosas,
al elegir L = [M*3p~1/¢| se tiene que L € Z N [1,0.017] y, m4s atn, que

M7/3+0(1)  p[5/3+o(1)

T < LMV3+M 4 <
plALL2 pl/6
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De todo lo anterior se concluye que

MB/3+o(1)

1/3+0(1)
I<M + I

2.5. Demostracion del Teorema 2.2

Se trata de demostrar que la estimacion

A\
I¢(M;R,S) < M1/ 4 (_) Mo
P

se cumple uniformemente sobre todos los polinomios f € IF,[X] de grado 3.

5/23

Puesto que para M < p>’~ se observa que

1/16
M5/3 M3
<|— M,
p/e p
la estimacion deseada se seguiria en este caso de la garantizada por el Teorema
g & P

Asi pues, en lo sucesivo estaremos suponiendo que
M > p/B, (2.14)
Fijemos una solucién (xo, o) de
y? = f(x) (modd p), R+1<x<R+M, S+1<y<S+M.

Considerando que hay una aplicacioén inyectiva entre el conjunto de soluciones

de esta congruencia y el conjunto de soluciones de
Y —coy = X0 + 0x? +cix (méd p), x|, [yl < M (2.15)

—donde c3, ¢, c1,¢p son ntimeros enteros determinados por xo, Yo y los coefi-

cientes de f y, ademads, p 1 c3—se tiene que a fin de estimar I¢(M; R, S) basta con
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estudiar el cardinal del conjunto de soluciones de (2.15). Denotemos con ‘W al
conjunto de pares (x, y) que satisfacen (2.15), con X al conjunto conformado por
aquellas x’s tales que (x, y) € W para alguna y y con p al cociente |X|/M.

Sea e > 0.Si p < (M3/p)"/1%, entonces se cumple que el ntimero de soluciones

de (2.15) es menor o igual que

3\1/16 M3\
2|X| = ZMp <2 (7) M < (7) M1+o(1)

tal como se desea establecer. Asi entonces, tiene cabida suponer de aqui en

adelante que

3\ 16
p> (%) ME. (2.16)

. . L 1/3
De hecho, en lo que sigue estaremos suponiendo también que M < (1%) .

Notese que de (2.14) y (2.16) se sigue que

p > M0 (2.17)

Ahorabien,dadov € {1,2, 3}, denotemos mediante I, s al intervalo [-8M", 8M"].
Consideremos el subconjunto S de I; s X1, s XI5 s conformado por aquellas triadas

s = (51,52,53) en las que

s = x1 + -+ + xg (mod p)
S5 = ¥ + -+ + x2 (mobd p) (2.18)
s3 = 23 + -+ + x3 (mobd p)

para alguan (xq,xp,...,x3) € X8. Vamos a estimar inferiormente el cardinal de

este conjunto. Para s € S, hagamos

N(s) :={(x1,..., %) € X®:s;=x8 + -+ + x5 (mbd p), i = 1,2,3,}
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En vista de que J,.s N(s) = X® y que N(s) N N(s’) = 0 (siempre que s,s' € Sy

s # s’) se obtiene que

1/2
XF =) ING)| < [|S| Y |N(s)|2J : (219)

seS seS

La suma que aparece mas a la derecha se puede estimar mediante el argumento

estandar: dado que Y .5 IN(S)P = Y45 IN(s) X N(s)| es igual a

si = A +etxg (modp)

Y R Gers .o i) € X1 Vi€ {1,2,3), <

pyays Si = X -+ X, (m6dp)

9s
se deduce que Y.,.sIN(s)I* es igual al cardinal del conjunto de soluciones del

sistema de congruencias

X1+ 0 4+ X3 = X9 + -+ X6 (M6d p)

.X'% B xé = xé + -+ X%é (méd P) (220)
3 3 = 3 3 3

X + e+ Xg = X + -+ X6 (mod P)

en el cual todas las incégnitas son nameros enteros del intervalo [-M, M]. Ape-
lando al supuesto de que M < (+)'/? vemos que este sistema de congruencias

conlleva al sistema de ecuaciones diofanticas

Xy + - 4+ Xg = X9 + - + Xy
2 ... 2 — 2 . 2
xX] + + Xg = X + + X6
3 ... < Q- 3 . 3
X + + Xg = Xy + + Xe

el cual tiene, de acuerdo con el Lema[2.4, alo mas MM soluciones (xy, . . ., x16) €
[-M, M]*. De esto y (2.19) se desprende que |X[® < (|S|M!+°M)1/2 ]o cual, a su

vez, indica que

16
XTI _ 46

6+0(1
|S|ZW—F) M+o()_

Esto permite garantizar la existencia de al menos p'®M®*W triadas (z1, 25, 23) €

Lig X I3 X I35 tales que

C3Z3 + C2Zo + 121 = 2o — o1 (m(’)d p)
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para algunos z; € I3y Z, € 3. En particular, de esto se sigue que el conjunto

de soluciones de la congruencia
C323+C220+Z>+C121+CpZ1 = 0 (mc’)d p), (21,21,22, 2, 23) € 11,8X11,8X12,8X12,8X13,8
tiene un subconjunto S de cuya cardinalidad se sabe que

S| > ptemE+l), (2.21)

En el resto de la demostracién se emula el argumento en [3, pags. 82-84].

Consideremos la reticula
T ={(X2, X3, %, X1,X1) €2Z°: Xo + 03X3 + 2 X0 + (1 X1 + 00 X1 =0 (m6d p))
y el cuerpo convexo
D = {(x2, X3, %2, x1,%1) € R*: [x1], |%1] < 8M; |xal, |%2| < 8M?; |xs| < 8M°).
Enlaluz de se obtiene que
IDNT| > plopem,

De esta desigualdad y el Corolariose infiere que, si A; := A;(D,T) es el i-ésimo

minimo sucesivo del cuerpo convexo D (con respecto a I'), entonces

5
H min(1, A;} < p oM 60, (2.22)

i=1

Afirmamos ahora que para cadai € {1,2, 3,4, 5} existe
Vi = (024,03, 02,4, 01,4, 01,;) € iDNT (2.23)

de tal suerte que {vy,Vy, V3, V4, Vs} es linealmente independiente: en efecto, v,

puede ser cualquier elemento de (1;DNI)\{(0,0,0,0,0)}; luego, asumiendo que
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i € {2,3,4,5} y que los vectores vy, ..., v,_; han sido especificados, v; puede ser

cualquier elemento de (A;D NT) \ (vy,...,vi_1).

Notemos también que A3 < 1 pues, en caso contrario, de (2.22)) se obtendria
que

min{l,/\%} < min{1, A;} min{1,A,} < p—16M—6+o(1).

A su vez, de estas desigualdades y (2.17) se tendria que

1
M < —.
10M?
Consecuentemente, en el vector vy seria v, = 0,1 = v1; = 011 = 0; de esto y
la definicién de I se llegarfa a que v3; = 0 (mdd p). Como se ha supuesto que
1/3 . . . . .
M < (1%) , la congruencia anterior seria equivalente a la igualdad v;; = 0; por

lo consiguiente, vi = (0,0, 0,0, 0). jContradicciéon!

Consideramos a continuacién un anélisis de las distintas posibilidades que

pueden tenerse sobre los minimos sucesivos.

Caso 1: A5 < 1. La estimacion (2.22) deviene en este caso en

5
H A< p—lﬁM—6+o(1)'
i=1

Luego, si A es el determinante de la matriz de tamafio 5 X 5 conformada por los

vectores vy, ..., Vs se observa que

5
A < M2H3+2+1+ H A < p—16M3+o(1)_

i=1
De (2.16) y esta estimacién se deduce que |A| < p. Por otro lado, al ser vy, ..., vs
elementos de I', se cumple que A = 0 (méd p); asi entonces, A = 0 lo cual
entra en contradiccién con el hecho de que {vy, ..., vs} es un subconjunto de R®

linealmente independiente.
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Caso 2: 14 <1, A5 > 1. En este caso, hagamos

31 U1 V11 O11 —0U21 3
U3p Tpp V12 U1p —0U2p C2
V= , W= , Cc:=
U333 U23 U13 013 —023 €1
V34 U4 UVig O14 —V4 Co

Se verifica entonces que

Ve=w (méd p).

Como en la prueba del Teorema [2.1| analizaremos a continuacién este sistema
de congruencias recurriendo a la regla de Cramer. Denotemos con A al determi-
nante de V'y, para j € {1, 2, 3,4}, denotemos con A; el determinante de la matriz
de tamafio 4 X 4 que se obtiene al reemplazar la j-ésima columna de V por w.

La estimacion (2.22)) implica en este caso que

|A| < /\]AZ/\3A4M3+2+1+1 < P—16M1+0(1) (224)

Yy que

|A] < p_16M0(1), A, < p_16M1+O(1), |A;] < p_16M2+0(1), 1A < p_16M2+0(1).

(2.25)
Notese que de (2.16), (2.24) y (2.25) es posible establecer que

|A|/ |A1|/ |A2|/ |A3|/ |A4| < P (226)

Aq

A
Si |Al = 0 (m6d p), entonces de la regla de Cramer se obtiene que =

As

Ay

Ac =0 (modd p) ; de esto y (2.26) se arriba a que A = A; = Ay = A3 = A, = 0. Sin
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embargo, dado que lo anterior implica que, al desarrollar el determinante de la

matriz

U1 U31 Uo1 U1 U1
Uap U3p Top U1 D12
Vo3 U33 Uoz V13 U13

Vo4 V34 Tpa U1a 014

Uy U35 Uos U155 D15

con respecto al quinto renglén se obtendria (claramente) un 0 como resultado,
entonces el supuesto de que p | A no se sostiene (recuérdese que {vy, ..., Vs}

es un subconjunto de R° linealmente independiente). En consecuencia, p t 0y

consiguientemente
ACl = A3 (méd P),
ACQ = Az (m(’)d P),
Acs = A1 (méd p),
ACO = A4 (mc’)d p)

Al sustituir esto en (2.15) se tiene que la congruencia original se convierte en
Ay = Ny = Ax® 4+ Ax? + Asx  (méd p), Ixl, [yl < M.

Ahora bien, como de (2.16), (2.24) y (2.25) se obtiene que para cada M suficien-

temente grande el valor absoluto de las expresiones en ambos miembros de la
congruencia de arriba es menor o igual a p/2, necesariamente se debe cumplir
que

Ay2 - Ay = A + Ax® + Asx, x|, |yl < M.

Del Lema 2.3 (de Bombieri y Pila) se concluye que el nimero de soluciones de

la congruencia en consideracion es a lo mas M!/3+(M.
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Caso 3: A; < (10M)™}, A4 > 1. La estimacion (2.22) implica que

3
A; < pleMsTem),

i=1

Ademas, al ser A; < (10M)7?, se tiene que

Vi = (021,031,021,0,0), Vo = (022,032,022,0,0), vz = (023,033, 023,0,0). (2.27)

Asi pues, apelando a la definiciéon de I, se observa que

U1 Us1 O21] 1 0
Vap Usp Opafles[=10]  (mdd p).
U3 V33 Uo3f|C2 0

U1 V31 D23
DeestosesigueasuvezquesiA :=det|v,, ©v3, 0, |entoncesA =0 (méd p).

V23 V33 023
Por otro lado, de acuerdo con (2.17))

M1+o(1)
pl6
Asientonces, A = 0. De esto y (2.27) se desprende que los vectores vy, v, y vz son

< M26+o)

|A| < A1A2A3M7 <

linealmente dependientes, lo cual entra en contradiccién con la indepedencia

lineal del conjunto {vy, ..., vs}.

Caso 4: (10M)™' < A3 < 1,A4 > 1. En este caso, la estimacién en (2.22)

deviene en
3

H A < p—16M—6+o(1).

i=1
Luego, al considerar la desigualdad A3 > (10M)!, se obtiene que
AlAZ < p_léM_S_H)(l).
Notese que en este caso se cumple también que A; > (10M?)™!: en efecto,

pues en otro caso v, = ¥ = v11 = U117 = 0 lo cual conlleva a que v3; = 0



48 CAPITULO 2. PUNTOS SOBRE CURVAS EN PEQUENAS CAJAS

(mod p); de esto y el supuesto de que M < (£)'/ se colige que v31 = 0, lo que

entra en contradiccién con el hecho de que vy # (0,0,0,0,0).

Otro punto a tener en cuenta en lo que sigue es que de A; > (10M?) !y

p > M/1% ge desprende que A, < (10M)~'. Asi entonces,

vi = (021,031,021,0,0), Vo = (022,032,022,0,0).

Apelando a la definiciéon de I' se llega a que

031 Oy |fC3 —U1 .
= (méd p).
032 U22)\C2 —0U22

Luego, en vista de que

v il Mo

A = det| T T < MM < T, (2.28)
V32 O2p p
-0 D M—1+o(1)

A = det] P < MAMH < ———, (2.29)
—Uyp U2p p
U31 —0U o(1)

Ay = det| T < MALME < — (2.30)
U32 —0U2p p

se infiere que |A|, |A1],|Az| < p. Asi las cosas, si fuera el caso que A = 0 (méd p)
entonces A = A, =0 (mdéd p) y, consiguientemente, A = A; = A, = 0. Empero,

como de la anulacién de los tres determinantes anteriores se deduce que el

1 31 U1 0 0
o U3p Tpp 0 0

es alomads 1, se acaba de derivar una contradiccién con la independencia lineal

rango de la matriz

de {vy, v»}. Se colige asi que el supuesto A = 0 (mdd p) esta fuera de lugar. Por

lo tanto, p 1 A; de la regla de Cramer se sigue que

AC3 = Al (m(’)d p), ACQ = Az (méd p)
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Tomando estas relaciones en cuenta podemos reescribir (2.15) como
Ay —agy = Ay + Apx* +box (méd p), |, lyl <M (2.31)
para algunos enteros ay, by. Ahora bien, si

el

entonces resulta claro que M*® < T < T? < p/2. M&s aun, el principio de las

casillas garantiza la existencia de to € Z N[1,T>+ 1) tal que

M

|(toao),| < % |(tobo),l <

donde (x), denota al elemento de la clase médulo p de x con menor valor absolut Al

multiplicar ambos lados de (2.31) por t; se obtiene
toAyz - (tgao)py = t0A1x3 + t0A2x2 + (tobo)px (m(’)d p), |X|, |]/| <M.

De (2.28), (2.29) y (2.30) se desprende que el médulo de las expresiones en

sendos lados de la congruencia previa es pM*WT=1; en consecuencia, es valido

reemplazarla por la ecuacién diofantica
tOAyZ—(thO)py = t0A1x3+t0A2x2+(t0b0)px+pz, x|, [yl <M, |z| < MOT,

El Lema 2.3|(de Bombieri y Pila) permite concluir asi que el niimero de solucio-

nes de la congruencia en consideracion es a lo més

4/3
M +1 M1/3+0(1) < M —16/3+ 1 M1/3+0(1)
T - p1/3 p
M3 1/16
< M2/3+0(1) < M9/10+0(1) < (_) Ml+0(1).
P

La prueba de este aserto auxiliar viene inmediatamente después de la presente demostra-

cion.
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Sobre el aserto auxiliar: Fijemos T € IN,,. Las rectas verticales x = %, X = ZTP,
ce, X = @,x:pylasrectashorizontalesy: Ly= ZT”,...,]/: @,y:p

dan lugar a un embaldosado del cuadrado [0,p) X [0,p) en T? subcuadrados

como se muestra en la figura:

pe-——--- - i ¢ ®
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
(T—1)p ¢ ____ Looomn b Lo ¢
T 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
L/ S N L R .
T | | | |
1 1 1 1
1 1 1 1
D g ____ bemmen e e b e - °
T | | | |
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
p 2p (I'-1)p p
T T

Denotemos con [t], al menor entero positivo en la clase de congruencia (médulo
p) de t. Claramente se tiene que los puntos ([ao],, [bol,), ([2a0],, [2b0],), - - -, ([(T?+
1)aol,, [(T? + 1)bo],) pertenecen todos al cuadrado [0,p) X [0, p). Supongamos
que entre estos puntos no hay dos que sean iguales. Como en tal caso habria
T? + 1 puntos distintos del plano y T? subcuadrados en el embaldosado de
[0,p) X [0, p), el principio de las casillas indica que uno de los subcuadrados
alberga dos de esos T? + 1 puntos. Digamos que esos puntos son ([£ao],, [€bo],) ¥
([ZLagl,, [-LDo]y) dondel < £ < £ < T?+1. Por la forma en que fueron definidos

los subcuadrados se sigue que

|[Za0], — [€ao],| < <

NI

, |2l - [boly| <

NI

s IS
NI
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El resultado se sigue ahora al notar que el elemento de la clase médulo p de
(& = Oag (resp. (£ — £)by) con menor valor absoluto es [-Lao], — [{ag], (resp.
[Zbol, — [€bol,)-

2.6. Demostracién del Teorema 2.3

Denotemos con X al conjunto de x € [R + 1, R + M] que satisfacen la con-
gruencia y*> = f(x) (m6d p) para algin y € [S+ 1,5 + M]. Luego, si X := |X]

entonces es claro que
I¢(M; R, S) < 2X. (2.32)

Para k € N denotemos mediante Y al conjunto {y7+---+y> (méd p): S+1 <
Vi, -, Yk < S+ MJ. ;Qué se puede decir sobre el cardinal de Y;? Notemos en
primer lugar que si consideramos los cambios de variable y; = S +zy,..., ¥k =

S + zx entonces resulta que
Ye=1Z3++2 425z + - +z) +kS* (méd p): 1 <zy,...,2z < M}
Ergo,
\Vil < ir+2Ss +kS*: 1 <r < KM?,1 <s < kM}| < kK*M°.

Ahora bien, puesto que para cada (xy,...,xx) € XK existe A € Y, de tal modo
que

flx)+---+ flx) =A  (mdd p),

se sigue que

Xk < Z r(A)

/\Eyk
donde

r(A) == [{(x1, ..., x) € [R+1,R + M]": fx)+-+ f(xr) = A (mo6d p)}l.
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De esto y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se infiere que
X% <Y Y P() < BMT(R; M) (2.33)
AeY,

donde Tx(R; M) es el niimero de soluciones de

f(x1)+- . -+f(xk) = f(xk+1)+' . '+f(ka) (m(’)d p), (X], ey ka) S [R+1, R+M]2k.

La expresion Ti(R; M) fue introducida y estimada en [8, pag. 828] para R = 0;
pero recurriendo a un cambio de variables resulta facil convencerse de que la
cota ahi obtenida vale también para cualquier otro valor de R. Esbozaremos en-
seguida la estimacién de Ti(0; M) hecha en el trabajo previamente mencionado.

Supongamos que f(x) = a,,x" + --- + a;x + ay. La congruencia cuyo ntmero

de soluciones (x1, ..., xx) € [1, M]* deseamos estimar se puede reescribir como

k 2%k k 2k
am(Zx;”— ZXT]+“'+111[ZX1'— in]EO (mod p). (2.34)

i=1 i=k+1 i=1 i=k+1

Para cada solucion (x, ..., xy), definamos

Moo= Xt X = X — e — Xk
e 2 DEEENY 2 —_— 2 —_— e & — 2

Ay = xj+ X —x, X
i m LEEENY m — m — 0 & m— m

A = x{ +-+ X0 — X0, Xop-

Para todo j € {1,2,...,m} se cumple que A; € [-kM/,kM']; ademds, dado que

ApAy + -+ +a1A1 =0 (méd p), se sigue que por cada eleccion de
(A1, Az, ..oy Apt) € [kM, kM] X [-kM?, kM?] X - - - X [-kM™ 1, kM™ 1),

el nimero de posibles valores que A,, puede asumir es OM"/p + 1). Asi

entonces,

-----
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donde Ji (A1, ..., Ay; M) denota al ntimero de soluciones en [1, M]* del sistema

de ecuaciones diofénticas

D i S O o

DR m
1 k1 T + X+ Ay

B

X1 + 0+ X = X1 F+ oo+ oxp+ Ay

En vista de que para cada vector (A4, ..., A,,) ladesigualdad Ji (A1, ..., Ay, M) <
Jim(0,...,0; M) =: [ ,,(M) tiene lugar, se desprende que

T(0; M) < M D2 (M™ [p + 1) [y m(M).

Podemos retomar ahora la estimacién de X%*. Al tomar k = «(m), de tal
manera que la estimacion (2.4) tenga lugar, y considerar la estimacion recién

obtenida para Ti(R; M) y la desigualdad (2.33) se llega a que
X* < M3(Mm/]9 + 1)MMm=D/2p2R=mm+D)/2+0(1) < (M" p + 1)M2k+3=mo(),
Por consiguiente,
X < M(M?/ P)1/2k+0(1) + M1-(m=3)/2k+o(1)

y la demostracién termina. .

2.7. Demostracion del Teorema 2.4

En lo que sigue denotaremos J(M; R, S) simplemente mediante |. Notemos
en primer lugar que es posible definir una funcién inyectiva entre el conjunto

de soluciones de
y=f(x) (médp), (x,y)€[R+1,R+M]x[S+1,5+M] (2.35)
y el conjunto de soluciones de

y+S=f(x) moédp),  (x,y) €[R+1,R+M]x[L,M]
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Esto indica que tiene cabida suponer en lo sucesivo que
0<S+1<S+M<p.

S+1 . S+M _ [fR+m) _ f(R+n) _ f(R+n)

P'ﬁ'_Pyy”'_{P}_ P I.p

n € {1,...M}. Puesto que

Hagamos a := J para cada

fR+n)=y (moéd p)

para algin vy € [S + 1,5 + M] si y s6lo si y, € [a,p], se sigue que estimar
superiormente el nimero de soluciones de (2.35) es esencialmente lo mismo
que estudiar el cardinal del conjunto {n € {1,...,M}: y, € [a, B]}. De lo anterior

y el Lema 2.1 se obtiene que

] < MB-a)+ % + kzz (% + min{f - a,l/k}) ﬁfehik?n

K

M2 M 1 M
< 7+?+(E+?)Z

k=1

M kf(R+n)
. n
§ 6271 1 T

n=1

para todo nimero natural K. Al estimar mediante el Lema 2.2|la suma interior

que figura en el tercer término se llega a que

] < &2+M
p K
1 M\ 1w v a Y
+ (E+_)M zm-lz{ Z min{M, —mlkty -l }]
P k=1 \=M<ty,. by 1 <M P
=T

donde a denota al coeficiente del término principal de f. Para estimar 7 conside-
ramos en primera instancia la contribucién de los términos de la suma interior
que satisfacen ¢; ---€,,_1 = 0; al hacerlo se colige que la estimacién previa se

puede reescribir como

2
] < M7 M (l + %)Ml‘zfﬁ"l KM 12" + (l + %)Ml—%w

K \K K

2 1 m
« M M (1 Mg (Lo M) s (2.36)
K \K »p K p
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donde

% 4 1-m
a
W:=Z[ Z min{M, l;m!kf1"'fm—1 }]
k=1 \0<|€1],...\tm1|<M

Asi entonces, todo se ha reducido a estimar W. Aplicando la desigualdad de

)

Holder con p = % y q = 2™! ge obtiene que
m—1

En’l' kfl .- 'fm—l

w2« (XK_" 1) i (XK_" %_lkain{M, ;
)

k=1 0<|t1],...,
(hlr,... b)) 1<k<K O0<|bi],...,lbual <M vy z=mlk - Cy1)

K
. a
Z Z min {M, -m'kty-- €y
KoL 0<lC] 1| <M P

Luego, si con S, denotamos al conjunto

— sz—l_l

entonces

m—1 -1_
W <« K¥ ! M,

Em' k€1 ce fm—l
p

K

-1
} (2.37)

min {
|z|<m!KM™=1 (k,C1,...,6m-1)ESz
z20 (mod p)

< K Z 1S.| min {M

|z|<m!KM™~1
z£0 (mod p)

a
-z
p

En vista de que z € [-m!KM™!, m!KM™"'], 1a estimacion superior clésica para la
funcién aritmética 7(N) := Y.,y 1 (ver por ejemplo [16} pags. 343-346]) garantiza
que

_logmiKkm" 1
|Sz| < (T(lZl))m_l < ecloglogm!KMm—l

para alguna constante ¢ > 0 y todo M suficientemente grande. Considerando la

eleccién de K implicita en (2.36), esto es K := U\%J, la estimacion para |S,| deviene

en

log mtp™~1

c—o— T ____
|SZ| <Ke loglogm!;r)m_1 < po(l);
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de lo cual se infiere a su vez que

Wzm—l < sz—l_lpo(l) Z
|z|<m!KM™1
z£0 (mod p)
-1

KM™=1 |
<« K2 1—1p0(1) Z
p z=1

_1 p-1
— sz—l O(l)Mm Z E
p “lp

p-1

m— Mm_l 2
< 2K? lp”(l) g

p z=1

< K pPOM™ogp

< sz-lpo(l)Mm—l_

-1

%z (2.38)
-1
%z (2.39)
-1
(2.40)

(Notese que el paso de (2.38) a (2.39) estd avalado por la periodicidad de la

2.39) a (2.40

por el hecho de que, al ser a co-

primo con p, la aplicacién z = az permuta las clases de congruencia invertibles

modulo p y porque la congruencia u = v (méd p) implica que

u
p

esto, de la definicién de K y de (2.36) se concluye que

2 1
%+M1_zm_-1+M
M2
= —+M"
p

Jf(M;R,S) <

o(1)

zm 1p

(M zml)(KMzml)p 1)



Glosario

¢ Caracteres de Dirichlet médulo m. Si G es un grupoy x: G — C" es un

homomorfismo, entonces se dice que x es un caracter del grupo G.

Sea m € IN. Un caracter de Dirichlet médulo m es una funcién f: Z — C dela
forma
x(n (médm)) si(n,m)=1
f(n) =

en otro caso.

para algun caracter x del grupo (Z/mZ)* =: Z,,. Abusando un poco de la
notacion, mediante y se tiende a denotar tanto al caracter de Z;, como al caracter
de Dirichlet médulo m determinado por él. Al caracter de Dirichlet médulo m
determinado por el homomorfismo Z;, — C* que manda cada elemento de Z,,

en el elemento neutro de C* se le denomina el caracter trivial x.

¢ Desigualdad de Holder. Supéngase que p,q € (1, ) satisfacen % + % = 1.
Entonces, para cualesquiera nimeros complejos ay, ..., a,,by,...,b, se cumple

que
n n Up( n g
Y ladbyd < [Z |ak|P] (Z w]
k=1 k=1 k=1
Cuando p = g = 2 se tiene la célebre desigualdad de Cauchy-Schwarz.
¢ Identidad de Parseval (version discreta). Sea p un namero primo. Si A C

57
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{1,2,...,p — 1} entonces

_iTZ: = Al

X

X;c(c)

ceA

La primera suma es sobre los p — 1 caracteres de Dirichlet médulo p. Para
demostrar esta identidad basta con apelar a la relacién de ortogonalidad (2.41)

y a las manipulaciones usuales:

2
O N)RE

X |ceA

Y Y kY 1@

X Cc€eA deA

= ZEZ( 1§:Mmq

ceA deA

= |{(c,d)e AXA:c=d}

= |A].

¢ Irreducibilidad absoluta. Sean F un campo y f(x, y) € F[x, y]. Se dice que el
polinomio f es absolutamente irreducible si f es irreducible sobre cada extensiéon
algebraica K de F. He aqui un criterio de irreducibilidad absoluta particularmen-
te relevante a nuestro trabajo: una condicion suficiente para la irreducibilidad
absoluta del polinomio y° — f(x) € F[x, y] es que (s, deg(f)) = 1; para la demos-
tracion de este criterio puede consultarse [23, pags. 11-13] o [24] pags. 53-55].

¢ Relaciones de ortogonalidad. Sea m € IN. A las identidades

LZ}(( ) 1 sia=1 (moéd m) (2.41)

0 en otro caso.

1 1 six=xo
—_— x(@) = (2.42)
Z 0 en otro caso.

se les conoce como relaciones de ortogonalidad para los caracteres de Dirichlet mé-
dulo m. ¢ es la funcién indicatriz de Euler; la primera suma es sobre los ¢(m)

caracteres de Dirichlet médulo m.
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