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1. Introduccion.

El estudio de los sistemas cadticos ha cobrado una gran importancia desde el
descubrimiento del primer sistema caotico en 1963, con las investigaciones de Lorenz sobre
modelos que explicaran los fenomenos climaticos [Lorenz, 1963]. A partir de entonces, las
metodologias para el andlisis de tales sistemas es un tema de gran importancia, a tal grado
que se han creado asociaciones dedicadas a la investigacion en las areas de sistemas
cadticos. Otro aspecto de la importancia de los sistemas cadticos es el hecho de que la
mayoria de los sistemas reales presentan un comportamiento no lineal, desde el punto de
vista de modelado matematico, y por tanto una gran posibilidad de regimenes caoticos.
Debe aclararse que una condicidon necesaria para que un sistema pueda presentar un
comportamiento cadtico es el hecho de que debe ser un sistema no lineal, y que tales
sistemas, pueden o no, encontrarse en un momento dado en un régimen cadtico. Entre los
sistemas cadticos podemos mencionar, como ya se dijo anteriormente, el clima o
fendmenos sismicos [van Zyl y Omlin, 2001], sistemas desarrollados por el hombre, como
lo son los sistemas eléctricos de potencia, y comportamientos bioldgicos de algunos
trastornos de salud, como puede ser la metéstasis de células cancerigenas [Varsta et al,
1997; Kaplan y Glass, 1995], por mencionar sélo algunos. Todos estos sistemas tienen en
comun la gran importancia que representa el poder entenderlos, principalmente para
predecir los primeros, que son fendmenos naturales y predecir, e incluso controlar los

ultimos.



Los fendmenos cadticos se consideraron siempre como fendmenos estocasticos, es
decir fenomenos de naturaleza aleatoria, y por tanto, impredecibles, en oposicion a los
sistemas deterministas, cuyos modelos permiten conocer el estado del sistema en todo
instante de tiempo. Sin embargo, en la actualidad es bien conocida la aparicion de patrones
en el comportamiento de tales sistemas, lo cual trae consigo la posibilidad de prediccion
[Principe et al, 1998]. Mas atn, es posible especificar el grado en que es predecible el

sistema en cuestion [Smith et al, 1999].

1.1. Presentacion del problema

Se pretende caracterizar series de tiempo de sistemas no lineales en regimenes caoticos,
para su prediccion. Para tal proposito se emplearan métodos analiticos de obtencion de
caracteristicas importantes del sistema, como lo son el método de informacion mutua
promedio, y el algoritmo de vecinos falsos; redes neuronales en conjunto con modelos
locales o multi-modelos, para su clasificacion y el método de minimos cuadrados

ponderados para la prediccion.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de la tesis es presentar un esquema de prediccion para sistemas
caoticos basado en clasificacion de modelos locales. La clasificacion se llevara a cabo
mediante el uso de mapas auto-organizados de Kohonen. Los modelos obtenidos deben ser
suficientemente simples para ser tratados por métodos bien conocidos como lo son los

minimos cuadrados.

1.3. Metodologia

A continuacion se describe la metodologia con la cual se llevara a cabo el proceso de

prediccion.
El esquema que se propone en esta tesis, consiste a grandes rasgos de cuatro etapas:
e Pre-procesamiento de la sefal

e Obtencion de parametros



e (lasificacion de modelos
e Reconstruccion del sistema

La primera etapa consiste en el acondicionamiento de la sefial o serie de tiempo, ya sea
mediante filtrado, eliminacion de tendencias que pudiera presentar tal sefial, o
normalizacion de los datos, y depende grandemente de los datos mismos, puesto que puede
ser posible que para una sefal se aplique alguno de los procesos mencionado, todos o
ninguno. Es por tanto un proceso relativamente heuristico, que la respuesta predictiva final

obtenida permite refinar en procesos posteriores.

Una serie de tiempo se puede definir como aquella sucesién de observaciones de un
fendmeno que es variable en el tiempo [Chao, 1993]. Cabe sefalar que éste término se
emplea a lo largo de la tesis de una manera mas bien generalizada, dado que no Uinicamente
se utilizaran variables temporales, sino cualquier dato que forme parte de una sucesion y

que sea susceptible de prediccion bajo las condiciones que se exponen en el capitulo 6.

Una vez que la sefial estd acondicionada, el esquema requiere caracterizar
adecuadamente los datos, y para ello es necesario tener conocimientos sobre su dindmica.
Una de las caracteristicas mas importantes a conocer es probablemente la dimensién o
espacio de fase. Sin embargo, es poco comun que en sistemas complejos se cuente con
observaciones de todas y cada una de las variables que intervienen o determinan la
dinamica del sistema, siendo mas comun contar con una sola variable observable. Sin
embargo, se ha demostrado [Takens, 1981] que una variable observable x(t) de un sistema

dindmico y sus versiones atrasadas
X(n) =[x(n),X(nN=7),...,X("n=(N =1)7)] (1.1)

se pueden usar para recrear una trayectoria que preserve las invariantes dinamicas del
sistema original. Para la ecuacion (1.1), N es el doble de la dimension espacial a recrearse y
7 es un atraso normalizado de la variable. Tanto el parametro 7 como N son factibles de
calcularse a través de métodos analiticos como lo es la Informacion Mutua Promedio
[Fraser y Swinney, 1986] y el método de Vecinos Falsos [Kennel et al, 1992]. Estos

métodos se introducen en el capitulo 3.



La arquitectura de redes neuronales y procesos de sefales usados para modelar
sistemas nerviosos se puede clasificar de manera muy general en tres categorias, basadas en
diferentes filosofias: Las redes unidireccionales, que transforman un conjunto de sefiales de
entrada en un conjunto de sefales de salida; la transformacion entrada-salida deseada se
determina mediante ajustes supervisados de los parametros desde el exterior del sistema. En
las redes recurrentes, la informacion de entrada define el estado inicial de actividad de un
sistema recurrente, y después de algunas transiciones del sistema, el estado asintotico final
se identifica como la salida del calculo. En la tercera categoria, células vecinas en una red
compiten en su actividad por medio de una interaccion lateral mutua y se desarrollan,
adaptandose como detectores especificos de diferentes patrones de la sefial de entrada. Esta

categoria es denominada competitiva o auto-organizada [Kohonen, 1987].

Los mapas auto-organizados tienen la propiedad especial de crear “representaciones
internas’ espacialmente organizadas, de diversas caracteristicas de sefiales de entrada y sus
abstracciones. Los mapas auto-organizados pueden aprender a detectar irregularidades y
correlaciones en sus entradas y adaptar sus respuestas futuras de manera consecuente
[Kohonen, 1989]. Esta caracteristica resulta de gran valor cuando la intencion es aprender
el comportamiento de sistemas que presentan una gran riqueza en cuanto a
comportamientos, como lo son los sistemas cadticos. En una escala de complejidad, cuando
el concepto de complejo estd asociado a no linealidad u orden del sistema, los sistemas
cadticos se encuentran entre las sefales periddicas completamente definidas y el ruido
aleatorio [Principe et al, 1998]. Como en toda red neuronal, es necesaria una etapa de
entrenamiento, que normalmente se realiza con datos ya observados del sistema, lo que
permite a la red aprender el comportamiento del sistema. El mapa auto-organizado en su
aprendizaje, genera asociaciones entre los regimenes locales del sistema y cada una de sus
neuronas. El nimero de asociaciones generado depende entonces del nimero de neuronas
con que inicialmente fue creada la red. Cada asociacién régimen-neurona implica la
creacion de un modelo local del sistema, lo suficientemente simple para ser tratado como
un modelo lineal. De aqui se desprende el hecho de que el esquema de prediccion utilice un
paradigma de multi-modelos. La Figura 1 ilustra lo anterior. El capitulo 5 hace una revision
del proceso de competencia y aprendizaje de los mapas auto-organizados y ejemplifica su

uso mediante problemas sencillos de clasificacion.
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Serie de Red neuronal
tiempo de Kohonen

Figura 1. Relacion entre regimenes de comportamiento de la serie y la red neuronal.

Finalmente, una vez realizada la clasificacion de los regimenes de comportamiento del
sistema en el entrenamiento de la red, en el paso anterior, es necesario realizar una
reconstruccion del sistema. Esto se lleva a cabo mediante el uso del método de minimos
cuadrados ponderados, los cuales se revisan en el capitulo 4. La ventaja que representa el
uso de ponderaciones reside en el hecho de que el paradigma de multi-modelos es
discontinuo [McNames, 1999], y el efecto de los pesos es el de suavizar las transiciones de
un modelo a otro. De esta manera, el comportamiento global del sistema es aproximado

mediante un conjunto de modelos locales lineales. La Figura 2 ilustra este concepto.

Reconstruccion
del sistema

Modelos El —
regresivos

locales __/

Figura 2. Esquema de reconstruccion del modelo global del sistema.

En base a cada una de las etapas previamente descritas, es posible formar un diagrama

que ilustre el proceso completo de prediccion, como lo muestra la Figura 3.
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Obtencion de Clasificacion Reconstruccion

parametros de modelos del sistema
del sistema regresivos
X(1) El —
N =
Serie de Red neuronal Modelos regresivos Modelo
tiempo de Kohonen locales reconstruido

Figura 3 Diagrama del esquema de prediccion.

En el proceso predictivo, una vez que se inicia la prediccion, es posible realizar dos

tipos de prediccion:
e Prediccion de un solo paso.
e Prediccion iterada.

El primer tipo de prediccion consiste en introducir un vector de datos ya observado de
la serie de tiempo del sistema, denominado interrogante, y predecir el siguiente dato que
aun no se ha observado. Esto nos permite estar un paso adelante en la respuesta del sistema.
A primera vista, este resultado parece poco importante, pero puede significar anticipar, por
ejemplo, la demanda del sistema eléctrico en una hora, si la serie de tiempo es una serie de

lecturas horarias.

La prediccion iterada, al igual que la anterior, requiere de un vector de datos
observados de la serie de tiempo del sistema, pero el sistema puede predecir un niimero
indefinido de datos posteriores. Cabe senalar que este método es menos preciso que el

anterior, dada la caracteristica de divergencia de todo sistema cadtico.
1.4. Descripcion de latesis

Se describen a continuacioén, de manera breve, los conceptos y temas a abordarse en cada

uno de los siguientes capitulos que conforman la tesis.

12



El capitulo 1 presenta una introduccion general de la tesis, asi como su objetivo,
contenido y metodologia. Dentro de esta ultima se resefia de manera breve los pasos para

alcanzar el objetivo.

En el capitulo 2 se presentan varios modelos de sistemas caoticos clasicos, sus
propiedades y su respuesta en el tiempo. Se hace una breve resena de la forma en que
surgen en la literatura, y aquellos valores paramétricos para los cuales presentan un claro
comportamiento cadtico. Se muestran graficos de series de tiempo tipicas de cada sistema y
de sus atractores proyectados en dos dimensiones y aquellos tridimensionales donde es

aplicable.

En el capitulo 3 se describen algunas herramientas basicas para el andlisis de sistemas
cadticos, asi como algunas caracteristicas que son esenciales para que un sistema pueda ser
catalogado como tal. Se presentan conceptos tipicos en la literatura de sistemas dindmicos
no lineales: atractores, bifurcaciones, etc. y métodos de analisis comunes, como lo son los

Mapas de Poincaré, con la finalidad de simplificar la introduccion al campo.

El capitulo 4 introduce el método de minimos cuadrados ponderados, y su uso en la
prediccion de series de tiempo. Se muestran las ecuaciones que definen tal método, y se

presentan ejemplos de prediccion usando esta metodologia.

El capitulo 5 describe los Mapas auto-organizados de Kohonen, red neuronal no
supervisada, caracterizada por su capacidad de representacion grafica, la cual se emplea en
el método de prediccion como la base de clasificacion de los modelos locales o multi-
modelos. Se detalla el principio de funcionamiento de la red y se ejemplifica su capacidad

de clasificacion.

Los casos de estudio realizados se muestran en el capitulo 6. Se hace uso de diversos
sistemas bien conocidos como lo son los sistemas de Lorenz, Chen, Chua, etc. para
ejemplificar el proceso de prediccion. Se describe asi mismo la teoria detrds de los modelos

locales y de prediccion de series de tiempo caoticos.
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1.5. Contribucion

La principal contribucion de esta tesis es establecer un método de prediccion de sistemas
dinamicos no lineales en régimen caodtico. El esquema que se presenta es una metodologia
novedosa, fundamentada en el uso de modelos locales lineales o multi-modelos lineales, los
cuales se crean a partir de la clasificacion de una red neuronal de Kohonen o mapa auto-

organizado.
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2. Respuesta en el tiempo de
sistemas caoticos clasicos

2.1. Introduccion

En este capitulo se presentan algunos de los sistemas que han significado la base del
estudio de sistemas cadticos, desde sus inicios, con los estudios meteorologicos de Lorenz,
hasta los sistemas caoticos “artificiales” usando redes neuronales, como lo son los circuitos

de Chen y Chua [Ueta y Chen, 2000].

El andlisis de la dindmica no lineal se aborda de una manera mas intuitiva desde el
punto de vista grafico [Strogatz, 2000]. Es por ello que este capitulo, y en general, en toda
la tesis, se presentan un gran nimero de graficos, tanto de las series de tiempo, como de los
atractores de cada sistema. Estos atractores, aparte de proporcionar una gran cantidad de
informacion acerca del comportamiento del sistema, conllevan una estética visual
inherente, la misma de la gran mayoria de los procesos naturales, como por ejemplo, la

ramificacion de un arbol, o la geometria de un copo de nieve.
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2.2. Sistemade Lorenz

En 1963, Edward N. Lorenz publico en la New York Academy of Sciences un articulo en el
cual describia el comportamiento de la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

siguiente [Lorenz, 1963]:

X=0o(X-Y)
y=IX—y—xz 2.1
z=xy—bhz

donde X, y y z son las variables de estado y o, r y b, son los parametros del sistema. o es
conocido como numero de Prandtl, y r es el nimero de Rayleigh. Este conjunto de
ecuaciones es la simplificacion de un sistema que describe el flujo en dos dimensiones de
un fluido en una caja rectangular, la cual es calentada en su parte inferior. Inicialmente era
empleado para simular el efecto de la conveccion atmosférica a mediana escala. Este
sistema tiende a presentar una divergencia exponencial ante cambios minimos en su
condicion inicial, interpretandose esto como evidencia de la dificultad fundamental en la
prediccion de la evolucion de flujos en régimen turbulento [Strogatz, 2000]. Lorenz
descubri6é que aun cuando se presentaba una respuesta dindmica extremadamente erratica,
siempre estaba dentro de una region del espacio de fase. El espacio de fase es un concepto
interesante, empleado por connotados cientificos como Poincaré (1881), en su tratado de
solucion de ecuaciones diferenciales, Gibbs (1902), en sus desarrollos de mecanica
estadistica y Birkhoff (1927), en su tratado de sistemas dinamicos. La definicion de espacio

de fase es la siguiente:

Se denomina espacio de fase a un espacio euclidiano M-dimensional, que se denota
por I, cuyas coordenadas son Xi, X,..., Xv, Yy cada punto en €l representa un posible

estado instantaneo de algln sistema.

El espacio de fase es una generalizacion en M dimensiones de un sistema, y es comun
denominar como plano de fase a aquellos espacios de dos dimensiones. Graficando
cualquiera de las variables de estado en el dominio del tiempo, con valores paramétricos de
o=10,b=8/3 y r=28, se obtiene una grafica para cualquiera de las variables como la que

muestra la Figura 4.
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Figura 4. Grafico de la variable x(t) de la serie de tiempo de Lorenz.

Graficando el estado del sistema en el plano de fase es posible visualizar la interesante
estructura llamada Atractor de Lorenz, la cual dio paso a la conocida frase de Efecto

Mariposa', por la forma de alas que presenta.

La trayectoria que se crea conforme el sistema evoluciona, pareciera que se entrecruza
repetidamente, pero no es mas que el efecto de proyectar las tres dimensiones en un plano.
En el espacio tridimensional nunca ocurre un cruce de la trayectoria, como lo demuestra el
teorema de unicidad. La trayectoria en el plano de fase para este sistema se muestra en la

Figura 5.

" De acuerdo al titulo de la conferencia que Lorenz dicté en 1972 en la Reunion de la Asociacion
americana para el avance de las ciencias. (American Association for the Advancement of Science) y que llevo
como titulo “Predictibilidad: ;Puede el aleteo de una mariposa en Brasil, provocar un tornado en Texas?

(Predictability: Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil set off a Tornado in Texas?)
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Figura 5. Plano de fase del Sistema de Lorenz, mostrando la trayectoria de X vs. Z y la estructura subyacente,

conocida como Mariposa.

A primera vista, la trayectoria parece que esta establecida sobre una superficie definida
por las dos espirales, pero conforme se realiza un acercamiento sobre ellas, es posible darse
cuenta de la “rugosidad” de las mismas, de tal manera que es realmente mas que una
superficie la que ocupa la trayectoria. Tal superficie se dice, tiene un incremento en su
dimensidn, sin llegar a ser tridimensional, con lo cual se puede definir entonces como un
fractal [Mandelbrot, 1982]. Es posible definir un fractal como el conjunto de puntos con
volumen cero y area superficial infinita. Una grafica tridimensional de la trayectoria del

sistema se muestra en la Figura 6.

Cabe destacar que Lorenz acufi6 el término efecto mariposa para describir la enorme
sensibilidad de un sistema caotico a las condiciones iniciales, es decir, un cambio muy sutil
de tales condiciones, generara un comportamiento completamente distinto posteriormente.
En el caso del clima, que estudiaba Lorenz, el aleteo de la mariposa es el cambio de
condiciones iniciales, que al paso de los dias puede provocar comportamientos climaticos

extremos.
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Figura 6. Grafico tridimensional de la trayectoria del sistema de Lorenz.

2.3. Sistemade Chua

El sistema de Chua o de doble espiral, es un atractor cadtico bien conocido que puede
observarse como salida del circuito de Chua [Chua et al, 1986], un circuito eléctrico
auténomo simple, compuesto de cuatro elementos lineales y uno no lineal. La dindmica del

circuito estd descrita por el siguiente conjunto de ecuaciones:

X :a(y—mox—§m1x3)
y=X-Yy+12 (2.2)
==Ly

el comportamiento del sistema estd gobernado por los cuatro parametros o, £, My y My, y es

el circuito autobnomo mas simple capaz de presentar un comportamiento caotico.

El elemento no lineal del sistema es un resistor lineal a segmentos de tres regiones,
conocido como diodo de Chua, y que presenta una simetria respecto al origen. La Figura 7

muestra el circuito de Chua y la Figura 8 muestra la grafica de funcion de transferencia para

el resistor no lineal Ry del circuito.
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Figura 7. Circuito elemental de Chua.

Mo

Figura 8. Funcion de transferencia del resistor no lineal del circuito de Chua .

Como puede verse en la Figura 8, los parametros my y m; de (2.2) son las pendientes
que presentan los segmentos lineales de la funcidén de transferencia del resistor Ry. Esta
caracteristica le proporciona un comportamiento topolégicamente equivalente al de un
sistema de ecuaciones no lineales. Por este motivo y por el hecho de que el sistema presenta
diferentes fendmenos no lineales, el circuito presenta una gran variedad de atractores
extraios estructuralmente inestables. Es comin que en serie con el inductor L se conecte
otro resistor, lo cudl confiere al circuito una mayor diversidad de comportamientos. Entre
los comportamientos interesantes del sistema se puede citar el denominado nacimiento de
la doble espiral, proceso que consiste en el paso de una dinamica asimétrica del sistema a
una simétrica. La Figura 9 muestra este proceso, el cual es relativamente simple. En (a) el
sistema se comporta como un oscilador simple, pero una vez que se alcanzan ciertos

valores criticos, la trayectoria de estado del sistema se altera completamente (b),
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estableciéndose finalmente en otra espiral alejada de la primera (c). El comportamiento

estable del sistema oscila repitiendo estos saltos indefinidamente.

(a) Comportamiento (b) Cambio en la
inicial del sistema dinamica del sistema

Figura 9. Nacimiento de la doble espiral.

(c) Nacimiento del
doble scroll

La Figura 10 muestra una proyeccion en el plano xy del atractor en estado caotico y

con la doble espiral claramente definida.

Los valores paramétricos empleados para obtener esta representacion son: a= 9,

P=14.286, me=2/7, mi=-1/7.
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Figura 10 Atractor de Chua.

La Figura 11 muestra el mismo atractor en el espacio de tres dimensiones.

2.5
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Figura 11. Atractor de Chua visto en tres dimensiones.

La Figura 12 muestra como cada espiral se desarrolla en un semiplano.

Variable z

0
Variable y

0.5 3 2

Variable x

Figura 12. Atractor de Chua que muestra los semiplanos en que se desarrollan las espirales.



El circuito puede ser alterado de tal manera que es capaz de producir atractores multi-
espiral, ya sea de nimero par o impar, mediante la modificacion de los segmentos lineales

del resistor Ry [Aziz Alaoui, 2000].

2.4. Sistemade Chen

El modelo matematico del atractor cadtico de Chen esta descrito por el siguiente conjunto

de ecuaciones de estado:

X=a(y—X)
y=(C—a)Xx—Xxz+cy (2.3)
Z=xy—bhz

este sistema inicialmente recuerda al de Lorenz, dado que presenta el mismo grado de
complejidad y dos términos no lineales, pero se ha demostrado que no son equivalentes

topologicamente.

Presentado en [Ueta y Chen, 2000], el principal interés para este sistema era la de anti-
control de caos, o caotificacion, que consiste en generar comportamientos cadticos en
sistemas que originalmente son no-cadticos o incluso estables, mediante controles simples e
implementables. El sistema de ecuaciones de Chen surge del anti-control del sistema de

Lorenz, de ahi su similitud.

La Figura 13 muestra la proyeccion bidimensional del atractor. En ella se puede ver la
simetria con respecto a X=0, que es la misma que presenta el sistema de Lorenz, pero una
diferencia es el hecho que este sistema presenta una bifurcacion adicional hacia una
trayectoria fuera de la simetria y de los semiplanos en los cuales residen las espirales,

creando una estructura en forma de semicono por encima de ellos.

Nuevamente, la proyecciéon en un plano crea la ilusion que las trayectorias se
entrecruzan, pero en la proyeccion tridimensional de la Figura 14, puede verse que la
trayectoria estd fuera de los semi-planos que forman las espirales simétricas. Los

parametros empleados para obtener estas imagenes son: a=38, b=3 y ¢=28.
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Figura 14. Vista en tres dimensiones del atractor de Chen.
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2.5. Sistema de Rossler

El sistema de Rossler es probablemente el sistema tridimensional mas simple que presenta
comportamiento caotico [Rossler, 1976]. Esta definido por el siguiente conjunto de

ecuaciones diferenciales acopladas:

X=—(Z+Y)
y=X+ay (2.4)
Z=b+xz-cz

el tnico factor no lineal del sistema es el término Xz en la Gltima ecuacion. Este es un
sistema artificial creado para explicar la cinética de reacciones quimicas. El conjunto de
ecuaciones resulta bastante simple, pero aun asi, el comportamiento de sus soluciones

presenta dinamicas de gran riqueza.

Es comun fijar los parametros a y b, dejando a ¢ como parametro de control con la
finalidad de observar las bifurcaciones que suceden al sistema conforme C aumenta, hasta

llegar a un comportamiento cadtico.

12 T T T T T T
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Figura 15. Serie de tiempo para la variable x del Sistema de Rossler.
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La Figura 15 ilustra una serie de tiempo para la variable X del sistema, y muestra un
comportamiento oscilatorio relativamente simple, de tal manera que para valores dea=b =
0.2 y para ¢=2.5, el atractor del sistema es un simple ciclo limite muy similar al mostrado
por un péndulo. Conforme ¢ aumenta, el sistema pasa a ser de doble periodo, lo cual obliga
a que, con la finalidad de que la trayectoria del sistema no se interseque consigo misma, el

atractor deba ser un atractor tridimensional.

Este sistema muestra de una manera sencilla el proceso de expansion, doblamiento y
re-inyeccion de las trayectorias que todo sistema caotico requiere a fin de que las

trayectorias puedan divergir y sin embargo permanecer acotadas.

La Figura 16 muestra el atractor del sistema cuando € ha sobrepasado el valor de 5. Es
posible observar que el sistema se mantiene parcialmente en una trayectoria bidimensional,
mediante una espiral creciente (expansion), que Rossler denominé espiral cadtica, hasta
alcanzar un punto critico, en el cual la trayectoria salta hacia la tercera dimension
(doblamiento), evitando asi el cruce de trayectorias y reingresando nuevamente en el plano

bidimensional muy cerca de su punto de arranque inicial (re-inyeccion).

Variable z

Variable y -10  -10 Variable x

Figura 16. Atractor extrafio del Sistema de Rossler.

La Figura 17 muestra de manera esquematica este proceso para su mejor comprension.
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Proceso de Proceso de Proceso de
expansion doblamiento re-inyeccion

Figura 17. Proceso de expansion, doblamiento y re-inyeccion de un sistema cadtico.

Posteriormente a su descubrimiento inicial, Rossler descubridé dinamicas caodticas mas
complejas provocadas por la interaccion de diversos puntos de bifurcacion del sistema, a la

cual llamo hélice de caos [Rossler, 1979].

2.6. Conclusiones

En este capitulo se introdujeron varios de los sistemas cadticos mas comunes en la
literatura: Lorenz, Chen, Chua y Rdssler, las ecuaciones que los definen, valores
paramétricos para los cuales presentan comportamientos caoticos y graficos caracteristicos

de sus atractores y series de tiempo.

Se usaron los sistemas para introducir conceptos propios de los estudios de la dinamica
cadtica, como son espacio de fase, el proceso de expansion, doblamiento, y re-inyeccion de
una trayectoria, aparicion de multiples scrolls, etc. Basados en estos conceptos, se estd en
posicion de comprender la base de la prediccion, formada por el teorema de Takens, asi
como de los algoritmos de vecinos falsos e informacion mutua promedio los cuales se

presentaran de una manera mas formal en el capitulo 3.
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3. Caracteristicas de los sistemas
no lineales.

3.1. Introduccion

En este capitulo se describen algunos mapas y procedimientos empleados para el analisis de
sistemas caoticos. Se consideran unicamente aquellos que posteriormente se empleardn en
el andlisis de los sistemas bajo estudio como objetivo de la tesis. Entre los mapas utiles se
pueden mencionar los mapas iterados, mapas de Poincaré, graficos de telarafia, mapas de
bifurcacion, etc. y algoritmos de gran importancia en las técnicas de analisis de datos, tales
como el algoritmo de informacion mutua promedio y el de vecinos falsos. Se utilizan
sistemas tipicos como ejemplo para ilustrar el uso de cada una de estas herramientas, y se
describe de manera breve de donde surgen y el analisis del mismo a la luz de los resultados

que arrojan.

Los sistemas ejemplo, aunque simples, muestran los mismos comportamientos de
aquellos sistemas de mayor tamafio y complejidad, como lo son, por ejemplo los sistemas
eléctricos de potencia, y permiten un mejor entendimiento del andlisis béasico de los

sistemas caoticos.
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Cabe sefialar que existe una gran cantidad de herramientas adicionales, pero que salen
del objetivo de la tesis. Entre éstas se pueden mencionar los exponentes de Lyapunov
[Eckmann y Ruelle, 1985], la dimensioén de correlacion [Grassberger y Procaccia, 1983],

por citar algunas.

Una vez que se ha visto en el capitulo anterior la riqueza de comportamientos de los

sistemas caoticos, se definen en este capitulo algunos de los términos empleados.

3.2. Mapas iterados

Los mapas iterados son la manera mas simple de describir un sistema no lineal [University
of Western Ontario, 2003]. Usados ya en el método de Newton para la determinacion de
raices de polinomios a finales del siglo XVII, cayeron en desuso y fueron retomados hasta
finales de siglo XIX y principios del siglo XX, para resolver problemas de convergencia de
funciones, especialmente funciones racionales complejas [Wolfram, 2002]. Tales mapas se
crean a partir de un nimero inicial cualquiera que se pasa como argumento a alguna
funcion matematica, el resultado que se obtiene se pasa como argumento nuevamente de la
misma funcion, repitiéndose tal proceso una infinidad de veces. Los valores obtenidos a lo

largo del proceso forman una solucion, trayectoria u Orbita del sistema.

Un mapa iterado interesante lo constituye el mapa logistico o ecuacion logistica,
conocido también como modelo de Verhulst [Quetelet y Verhulst, 1850], por Pierre-
Francoise Verhulst, matematico belga, quien la dedujo en 1838. La ecuacion logistica es un
modelo simplificado de tiempo continuo del crecimiento poblacional de especies sin
depredadores y con una fuente alimenticia limitada. Esta dado por la ecuacion diferencial

siguiente:

dN  rN(K-N) G.1)
d K '

donde r es conocido como parametro de Malthus, y representa la razén maxima de
crecimiento poblacional, K es la constante conocida como capacidad de portacion, es decir,

la maxima poblacion sostenible, en tanto que N es el numero de individuos presentes.
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Dividiendo ambos lados de la ecuaciéon por K y definiendo X[J N/K , nos lleva a la

ecuacion diferencial:

dx
P rx(l1—x) (3.2)

Con la llegada de las computadoras digitales la Ecuacion (3.2) se puede sustituir por
una ecuacion de recurrencia cuadratica:
X, =IX +IX (3.3)
la cual puede reexpresarse en la siguiente forma:
Xpor = Xy (1=X,) (3.4)

donde r, (algunas veces se emplea u), es la capacidad natural de un organismo para
sobrevivir y reproducirse y se conoce como potencial bidtico. La grafica de esta funcion es

una parabola con su valor méximo de r/4, situado en X = 0.5 y se muestra en la Figura 18.
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Figura 18. Grafico de la ecuacion logistica.
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Si se itera sobre la Ecuacion (3.4) con valores de r = 2.9 y Xy = 0.01, se obtiene la
grafica de la Figura 19. Como puede verse en esta figura, después de un tiempo el sistema
tiende a establecerse en un valor determinado, denominado atractor del sistema, lo cual no
es sino el estado hacia el cual el sistema evoluciona después de haber arrancado de un
cierto valor inicial. Posteriormente se vera que este atractor no necesariamente es un valor
unico, sino que puede tomar un niimero infinito de valores, y sin embargo seguir siendo un
atractor. En este caso en particular se trata de un atractor de punto fijo, puesto que el valor
de estado estable es una constante. Los puntos fijos se denotan por X* y deben satisfacer el

criterio X*= f(x*) o X, =X,.

Para el intervalo 0 <r < 1, la iteracion sobre el sistema siempre decae después de un
tiempo. El significado de ésto es que un valor de maximo crecimiento poblacional
demasiado pequefio condena a la poblacion a extinguirse. Inmediatamente después de
sobrepasar el valor de 1, el sistema tiende a estabilizarse en valores continuamente
crecientes, hasta llegar a la vecindad de r = 3.0, pero siempre en un punto fijo estable. La

Figura 19 muestra el comportamiento del sistema cuando r =2.9.
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Figura 19. Gréfico iterado de la ecuacion logistica con r =2.9.
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El punto fijo de un sistema es un estado de equilibrio del mismo, y tal equilibrio puede
ser estable o inestable. Una grafica informativa tanto de los puntos fijos estables como de
los ciclos estables del sistema conforme r varia se obtiene de la grafica de telarafia,

mostrada en la Figura 20.

Este tipo de graficas muestra como los valores iterados varian con respecto al

equilibrio, cuando X, =X ,,, lo cual se puede representar por una linea diagonal. Es claro

n+l >
ver que después de cada iteracion, el sistema tiende a un punto sobre la curva, pasando por
una etapa transitoria hasta su establecimiento, que sera su respuesta final. Cada punto en
que la linea h toca la parabola representa un punto maximo o minimo local de la oscilacion
del sistema mostrado en la Figura 19, por ello, esta forma de visualizacién tiene la
capacidad de mostrar dindmicas interesantes ocultas en el sistema, entre ellos puntos fijos o

ciclos estables que de otra manera resultaria dificil encontrar.
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Figura 20. Grafico de “telarafia” para la respuesta del sistema.

Es claro, de acuerdo a lo dicho en el parrafo anterior, que el valor X, =0 es un punto

fijo del sistema, como lo muestra también el mapa iterado de la Figura 21. Desde el punto

de vista poblacional, es posible decir que una poblacion de cero individuos no producira
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descendencia. La Figura 21 es interesante ademas porque representa el tnico punto fijo del
sistema para valores de r <1, pero sus caracteristicas cambian conforme r aumenta. Y
cuando r alcanza el valor exacto de 1, entonces, todo valor de X; es un punto fijo. Cuando r
sobrepasa el valor de 1, x*=0se vuelve un punto fijo inestable, ya que Unicamente un

valor inicial exacto de X, =0 conduce a esta respuesta estable, y cualquier alteracion, por

pequeiia que sea, repele la trayectoria del sistema, alejandose de este punto fijo. Es comun

que a tales puntos fijos se les denomine repulsores.
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Figura 21. Grafico de la ecuacion logistica para un valor de r = 0.0.

Cuando el valor de r alcanza o sobrepasa el valor de 3.0, el sistema entonces no tiende
hacia un punto fijo, sino que se mantiene oscilando. La oscilacion puede entenderse desde
el punto de vista de una generacion que tiene suficiente alimento, lo cual provocara un
crecimiento en su numero, pero en la siguiente generacion el nimero de individuos
sobrepasara el nivel de mantenimiento, produciendo un subsecuente decaimiento. Este es
en si un comportamiento de estado estable que puede verse en cultivos de bacterias. La
Figura 22 muestra este comportamiento oscilatorio. En este tipo de oscilacion, cuando X, se
repite cada dos iteraciones, se denomina ciclo de doble periodo. Al incrementar mas el

valor de r, el ciclo se vuelve un ciclo de cuadruple periodo, luego octuple, y asi
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sucesivamente. Este cambio se denomina bifurcacion. La Figura 23 muestra el ciclo octuple

para la ecuacion logistica.

Para observar todas las posibles bifurcaciones que surgen en el sistema seria necesaria
una grafica de telarana para cada valor de r, pero este proceso se puede sintetizar mediante
un diagrama orbital. En él se grafica el estado estable del sistema como una funcion de r.
la Figura 24 muestra un diagrama orbital para la ecuacion logistica. Cuando r alcanza un
valor aproximado de 3.57, el mapa muestra como el sistema se vuelve caotico, es decir, su
periodo se vuelve infinito. Mdas alld de este valor, el comportamiento del sistema es una

mezcla de caos y estabilidad, denominados ventanas periodicas.
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Figura 22. Respuesta oscilatoria del sistema cuando r = 3.2.
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Figura 23. Gréafico de telarafia que muestra el ciclo de éctuple periodo del sistema en r = 3.56. No se muestra

el transitorio inicial.
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Figura 24. Diagrama orbital para la ecuacion logistica.

La Figura 25 muestra un grafico de telarafia cuando el sistema ha entrado a un régimen

cadtico, cuando r alcanza valores superiores a 3.57.
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Figura 25. Grafico de telarafia para r = 3.7. No se muestra el transitorio inicial.

Se tienen entonces diversas representaciones graficas del sistema, y cada una permite
un analisis distinto del sistema. Podemos concluir, por tanto, que su uso depende de la
caracteristica que se requiera visualizar, asi, si es necesario determinar el valor estable al
que tiende el sistema, se puede emplear el mapa iterado, pero si la intencion es visualizar el
régimen que presentard el sistema conforme varian sus parametros, es preferible una grafica

de telarafia o un diagrama orbital.

3.3. Mapas de Poincaré

Frecuentemente se utiliza la construccion de una grafica de espacio de fase para entender
mejor el comportamiento de un sistema. Un mapa de fase espacial es una muestra de los
parametros que describen el comportamiento del sistema. Su utilidad reside en que permite
un analisis grafico del comportamiento del sistema. La Figura 26 muestra un ejemplo de
una grafica de espacio de fase para un péndulo simple. En el punto A de la Figura 26, el
péndulo estd a la maxima distancia positiva de su punto neutral pero su velocidad es cero.
Esto se muestra como punto A en el diagrama de fase espacial. En B, la distancia del
péndulo de su posicion neutral es cero, pero estd a su maxima velocidad (en un sentido

negativo). Los otros puntos de la grafica de espacio de fase muestran la relacion entre la
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velocidad y la posicion de las otras posiciones del péndulo. En este caso, cuando no hay
friccion, el movimiento del péndulo esta limitado a permanecer dentro del patron eliptico,
el cual es el atractor del sistema. Se puede apreciar que este atractor es periodico porque el

patrén que sigue el sistema se repite exactamente en cada orbita alrededor de su origen.

A Velocidad

» Posicion

o—
B

Figura 26. Diagrama de fase de un péndulo.

Es posible simplificar la presentacion del atractor tomando un corte bidimensional del
espacio de fase que cruce el atractor, ésto también hace mas evidente su estructura. A tal
corte se le denomina Mapa de Poincaré. Los mapas de Poincaré son ftiles en el estudio de
flujos giratorios, como los que se presentan en la vecindad de una trayectoria periddica, o
en los sistemas caoéticos, dada su sensibilidad a condiciones iniciales. Si se considera un
sistema n-dimensional X = f(x) donde Xx representa la primera derivada de x y S una
seccion de superficie de n-1 dimensiones en el espacio de fase, no necesariamente plana,
pero transversal al flujo, es decir, todas las trayectorias que comienzan en S deben cruzarlo.
El mapa de Poincaré¢, denotado por p, es un mapeo discreto de S sobre ella misma, es decir
p : S—S, que recibe muchas de las propiedades del sistema original, por ejemplo, su

periodicidad o cuasi-periodicidad [Strogatz, 2000;Loffelmann, 1998].

Los mapas de Poincaré representan la solucion del sistema a través del tiempo. Si, por
ejemplo, el sistema estd siendo atraido hacia un ciclo limite, en el mapa se pueden ver
puntos convergentes hacia un punto o puntos estacionarios, dependiendo del periodo del
sistema. La Figura 27 (a) muestra el mapa que crearia un sistema cuyo estado estable es un

punto fijo, y en (b) se puede ver distintos cruces de la trayectoria cuando el estado estable
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del sistema es de doble periodo. Recordando lo visto en la seccidén anterior, un sistema

caotico tiene un periodo infinito, lo cual se reflejard en el mapa de Poincaré como un gran

nimero de puntos que crean un objeto.

Trayectoria

Trayectoria

X X
A% del sistema A% del sistema
X2 X2
»
'Y Xl Xl
p P Y P

Cruce de la . .

trayectoria / / .

y Mapa de ™~ Mapa de

Poincaré Poincaré

Punto fijo)

(@) (b)

Figura 27. Mapa de Poincaré.

Un mapa de Poincaré muestra el atractor del sistema, ya sea un punto fijo, un ciclo
limite o un atractor caotico. Un ejemplo interesante para la obtenciéon de mapas de Poincaré
lo constituye el comportamiento de un oscilador sinusoidal forzado, como el que representa

la siguiente ecuacion:

X+0.05%+ x> =7.5cost (3.5)

La ecuacion (3.5) modela, por ejemplo, el movimiento de una estructura sometida a
deflexiones eldsticas de gran magnitud, donde X y X son la primera y segunda derivada de
X, respectivamente. Una serie de tiempo obtenida de la solucion de esta ecuacion se muestra

en la Figura 28, para los valores iniciales de X =3, x=4.
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Figura 28. Serie de tiempo para el oscilador dado por la ecuacion (3.5).

En la Figura 28 es posible ver una cierta recurrencia del sistema, dada la aparicion de
patrones a intervalos irregulares, sin embargo, no es una repeticion exacta, y por tanto, el

sistema es no-periodico.

Si dos sistemas se inician de valores ligeramente distintos, sucede una divergencia de
la respuesta del sistema en el tiempo que en promedio se incrementa en un multiplo fijo, y
rapidamente las respuestas se vuelven no correlacionadas. Tal situacion es inevitable en los
sistemas fisicos reales, dada la imposibilidad de obtener condiciones de inicio idénticas. La
Figura 29 ilustra lo anterior. Esta caracteristica es de enorme importancia en los sistemas
cadticos. Los valores iniciales en este caso son de X =3, X=4 para la linea continua y de X

=3.01, x=4.01 para la discontinua.

Un mapa de plano de fase muestra esta misma divergencia de una manera mas clara
(Figura 30). Nuevamente, los dos sistemas evolucionan de una manera muy similar durante
un tiempo, pero al final, divergen y se vuelven no correlacionados. Sin embargo, estas
trayectorias, aunque divergentes, representan versiones no correlacionadas del mismo
patrén: un atractor cadtico. A fin de encontrar este patron, es necesario entonces el uso de

mapas de Poincaré.
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Figura 29. Divergencia exponencial en un sistema ante condiciones iniciales ligeramente distintas.

Figura 30. Diagrama de fase que muestra la divergencia exponencial del sistema ante condiciones iniciales

ligeramente distinta.

La Figura 31 muestra el mapa de Poincaré para el oscilador del ejemplo. Cada punto

en el mapa es una especie de “fotografia” instantanea, realizada en sincronia con la funcién
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forzante del sistema, 7.5cos(t), que para el caso de este oscilador es de 27 segundos, y
delimita la region espacial que ocupa el atractor para ese valor. El sistema ejemplo presenta
un comportamiento cadtico, y por tanto su atractor es el lugar geométrico mostrado en la
Figura 31. Si el sistema no fuera cadtico, el mapa presentaria un solo punto para el caso de

un atractor de punto fijo, o un par de puntos en el caso de un sistema de doble periodo.

1.4 1.6 1.8 2 2.2 24 2.6 2.8 3 32 34

Figura 31. Mapa de Poincaré para el oscilador de la ecuacion (3.5).

3.4. Ciclos limite

La respuesta de un sistema dinamico no lineal puede presentar estados de equilibrio
asintdticamente estables, pero también pueden aparecer oscilaciones que atraen todas las
trayectorias cercanas. A tales estados de equilibrio se les denomina ciclos limite. Tales
oscilaciones son cerradas y aisladas en el sentido de que todas las trayectorias vecinas son
abiertas. Para asegurar la existencia de un solo ciclo limite estable, es necesario que el
origen del sistema sea inestable, es decir, para un sistema de dos variables (0,0), de tal
manera que las trayectorias de magnitud muy pequefia se muevan hacia fuera, y las de gran
magnitud decaigan. También es posible encontrar ciclos limite inestables, o semi-estables

[Strogatz, 2000;Kaplan y Glass, 1995;Thompson y Stewart, 1993].
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Los ciclos limite son de gran importancia cientifica, ya que modelan los sistemas que
exhiben oscilaciones auto-sostenidas, tales como el latido de un corazon, reacciones
quimicas que oscilan espontdneamente o vibraciones auto-excitadas en puentes y alas de
aviones. En cada caso hay una oscilacion estandar de algun periodo, forma de onda y
amplitud preferidos, de tal manera que si el sistema se perturba ligeramente, siempre

volvera a tal oscilacion estandar.

Los ciclos limite son fendmenos inherentemente no lineales: No pueden suceder en
sistemas lineales. Existen sistemas lineales que pueden tener oOrbitas cerradas, pero no
aisladas. Dado un sistema lineal x = Ax, sea x una solucion periddica, entonces también lo
serd cx(t) para cualquier constante ¢ # 0. Por tanto, x estara rodeada por una familia de
soluciones uniparamétricas de curvas cerradas. En consecuencia, la amplitud de la
oscilacion lineal queda establecida completamente por la condicion inicial. Cualquier
perturbacion a la amplitud persistird por siempre, a diferencia de los ciclos limite, que

quedan determinados por la estructura misma del sistema.

Una ecuacion que ha tenido un importantisimo papel en el desarrollo de los estudios

acerca de la dinamica no lineal es la ecuacion de Van der Pol:
X+ pu(xX> =DXx+x=0 (3.6)

donde x> 0 es un parametro que determina la no-linealidad del sistema. Esta ecuacion es
un modelo matematico de la oscilacion auto-sostenida de un circuito triodo con una
caracteristica de voltaje-corriente ctbica. Tiene un interés relevante, sobre todo para los
casos extremos de x4 pequenia o muy grande. Cuando y es pequeiia, se obtienen oscilaciones
no lineales muy débiles, es decir, oscilaciones que difieren ligeramente de un movimiento
arménico simple, mientras que para x4 muy grande, se obtienen oscilaciones de
relajamiento, es decir, oscilaciones altamente no lineales con saltos bruscos peridédicos. En
la Ecuacion (3.6), el segundo término act@ia como un amortiguamiento positivo ordinario
para |X[>1, pero como un amortiguamiento negativo para |x|<1. El resultado de ello es que
las oscilaciones de gran amplitud decaen, pero las impulsa a crecer si se vuelven demasiado
pequenas. Tal comportamiento lleva al sistema a establecerse en una oscilacion auto-

sostenida. La solucién numérica del sistema para un valor de #=1.5, y condiciones iniciales

42



de X(0) = 0.5 y x(0) = 0 se muestra en la Figura 32 y en la Figura 33 la solucion para los

mismos valores iniciales, pero con =5.
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Figura 32. Grafico del espacio de fase para la ecuacion de Van der Pol con = 1.5.
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Figura 33. Grafico del espacio de fase para la ecuacion de Van der Pol con y
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El campo vectorial que se muestra en las figuras anteriores ilustra el hecho de que la
ecuacion de Van der Pol tiene un unico ciclo limite estable para cada x> 0. Posteriormente,
esta ecuacion se generalizd en lo que ahora es conocido como ecuacion de Liénard, la cual

es una familia de ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma:
X+ f(X)X+g(x)=0 (3.7)

y mediante el Teorema de Liénard es posible encontrar tales ciclos limite [Liénard, 1928].

3.5. Atractores extranos

A diferencia de sistemas cuyo estado estable es un punto fijo o un ciclo limite, aquellos que
presentan un régimen cadtico una vez que el transitorio del sistema ha decaido
completamente, se dice que estan gobernados por un atractor caotico o atractor extrafio
(término acuiiado por Ruelle y Takens). Bajo esta perspectiva, un atractor extrafio es el
conjunto limite de una trayectoria cadtica. Practicamente la mayoria de los sistemas no
lineales son impredecibles, pero atn asi, presentan patrones: Tales patrones son en realidad
formas geométricas fractales, por tanto, también es posible decir que son atractores

fractales [Strogatz, 2000; Thompson y Stewart, 1993;Kaplan y Glass, 1995].

De una manera informal, un atractor es un conjunto al cual convergen todas las
trayectorias cercanas. Un atractor extrafo, denotado por A, cumple con las siguientes

propiedades:

e A es un conjunto invariante. Cualquier trayectoria que inicia en A, permanece

en A para cualquier tiempo.

e A atrae un conjunto de condiciones iniciales abierto. Dado un conjunto abierto
U que contiene a A, y para cualquier condicional inicial que pertenezca a U,
entonces A atrae todas las trayectorias que inician lo suficientemente cercanas a

¢l. Al mayor conjunto U se le denomina cuenca de atraccion de A.
e A es minimo. No existen subconjuntos propios de A.

e A es sensible a las condiciones iniciales.
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Inicialmente estos atractores se denominaron extrafios por su propiedad fractal, pero en
la actualidad esta propiedad geométrica se considera de menor importancia que la

propiedad dinamica de sensibilidad a las condiciones iniciales.

Los atractores caoticos pueden coexistir con otros tipos de estados estables periddicos,

cada cual con su dominio adecuado de atraccion.

Un atractor caotico tipico es el que muestra el sistema de Hénon [Hénon, 1976],

definido por el sistema de ecuaciones siguiente:

2
Xoer = Yn +1—axn

(3.8)
Yo = bXn
estas ecuaciones se pueden arreglar en una ecuacion recurrente:
X, =1-ax: +bx (3.9)
la cual, con valores para a =1.4 y b =0.3, proporciona la Figura 34.
L.5 T T T T T
1k i
0.5 .
n1 Or 7]
0.5F .
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Figura 34. Atractor cadtico de Hénon.
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Este atractor presenta caracteristicas interesantes, por ejemplo, lo que aparentan ser
lineas simples, al ampliar la imagen es posible darse cuenta que son lineas dobles y triples,
sucesivamente, conforme se amplia sobre algin 4rea en particular del atractor. En la Figura
34 se marca un recuadro en la parte derecha del atractor, haciendo una ampliacion de esa
area, se obtiene la Figura 35, que muestra tal multiplicidad de lineas. Esto revela la

caracteristica fractal del atractor.
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Figura 35. Ampliacion sobre una region del atractor de Hénon de la Figura 34.

3.6. Graficos de recurrencia

Los graficos de recurrencia son utilizados para revelar caracteristicas de no-estacionareidad
de una serie de tiempo, asi como para indicar su grado de aperiodicidad. Inicialmente
propuestos por [Eckmann et al, 1987] para el estudio de drbitas en el espacio de fase. Con
los graficos de recurrencia es posible detectar, asimismo, patrones ocultos y cambios

estructurales en datos, asi como similitudes en patrones en una serie de tiempo.

La suposicion fundamental que subyace en los graficos de recurrencia es el hecho que
una serie de tiempo observable es la concretizacion de algun proceso dindmico. Procesos
altamente complejos tales como el clima o el mercado cambiario, con un gran niimero de

factores que influye sobre su dindmica, pero cuya concretizacion es una unica medicion: en
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el caso del clima, las lecturas de temperatura; y en el mercado cambiario, el precio
promedio de cierre de valores accionarios. En ambos casos se tienen sistemas dindmicos
multidimensionales y una salida uni-dimensional. Matematicamente se ha probado que es
posible recrear una “fotografia” topoldgicamente equivalente del sistema multidimensional
original mediante el uso de una sola serie de tiempo observable [Takens, 1981]. La idea
basica, es que el efecto de todas las otras variables del sistema (no observadas) esta ya
reflejado en la serie de salida observada. Ademas, las reglas que gobiernan el

comportamiento del sistema original se pueden recuperar de su salida.

Un grafico de recurrencia de una secuencia de N puntos X, Xa,...,Xn, €s la visualizacién
de la matriz de recurrencia de esa secuencia. El color del elemento (i,j) y (j,i) en el grafico
de recurrencia es negro si la distancia entre el i-ésimo y el j-ésimo puntos en la serie de

tiempo yace entre algiin corredor de umbral:
5 <[x —x| <3, (3.10)

para alguna norma adecuada, donde & es el valor minimo y ¢ el valor maximo de umbral y
es de color blanco para cualquier otra. Esta técnica, aplicada a una serie de tiempo, permite
visualizar las correlaciones temporales existentes dentro de la serie. La Figura 36 muestra

los graficos de recurrencia de distintas series de tiempo.

(a) Ruido aleatorio (b) Funcion seno (c) Sistema de Lorenz

Figura 36. Graficos de recurrencia para diferentes series de tiempo.

En (a) se tiene una serie de datos aleatorios obtenidos de una distribucion uniforme
que no muestra ningn patrén definido, como es de esperarse, pues no existe correlacion

entre un valor dado y valores previos o posteriores. En (b) se grafica la serie de datos para
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una funcidn seno. Esta grafica muestra un patron perfectamente definido dado que se trata
de una funcion periodica. En (¢) se tiene el grafico para una serie de tiempo del sistema de
Lorenz. Precisamente en esta ultima serie es donde cobra valor el grafico de recurrencia,
pues permite visualizar el patrén que emerge de una serie cadtica. Aun cuando no es un
patrén perfectamente definido, como aquel para la funcion senoidal en (b), si lo es mucho
mas definido que para la serie de ruido de (a). Esto también muestra que existe una cierta
correlacion entre valores de la serie de tiempo de Lorenz. Estos graficos fueron obtenidos
con el paquete Andlisis visual de recurrencias (Visual Recurrence Analysis) [Kononov,
2003]. El uso de esta herramienta nos permite determinar de una manera simple pardmetros
importantes en el proceso de prediccion del esquema que se propone en la tesis. Por un
lado, es posible visualizar si una serie dada presenta patrones en su comportamiento, y por
otro, calcula otros importantes parametros, como lo son la informacién mutua promedio y

la cantidad de vecinos falsos, que se revisan en las secciones posteriores.

Entre las caracteristicas importantes del grafico de recurrencia se puede mencionar el
hecho que, a diferencia de la transformada rapida de Fourier, permite ver no sélo las
frecuencias presentes, sino donde ocurren las sefiales correspondientes; es bastante robusto
al ruido y preserva las invariantes del sistema dinamico del cual provenga la serie de

tiempo.

Los graficos de recurrencia de series de tiempo caoticas presentan una estructura rica y
altamente caracteristica. El primer esfuerzo en la literatura por definir una métrica
cuantitativa para esta estructura se denomin6d Andlisis de cuantificacion de recurrencia,
creado por [Zbilut y Webber, 1992]. Este analisis define diversas medidas estadisticas de
los puntos negros en el grafico. Estas cantidades miden muchas de las mismas propiedades
dinamicas que hacen métodos como el exponente de Lyapunov y la dimension de

correlacion.
3.7. Informacion mutua promedio.

La informacién mutua promedio, denotada por |, proporciona una medida general para la

dependencia de dos conjuntos de variables dinamicas. Propuesta en [Fraser y Swinney,
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1986], como un estimado para determinar la dimension de 7, la coordenada de retraso para

la graficacion de atractores.

Cuando es posible observar solamente una variable, X(t), de algin sistema, y se
requiere construir un atractor multi-dimensional, es factible utilizar (X(t), X(t+7),...,
X(t+n7)) para crear un atractor de dimensiones (n+1), donde 7 es un valor entero de retraso.
Es necesario elegir un valor adecuado de retraso 7 que proporcione la maxima informacion
posible acerca de la serie. Un retraso pequefio tiene como efecto que X(t) sea muy similar a
X(t+7). Si se grafica X(t) contra X(t+7), todos los datos permaneceran muy cerca de la linea
X(t) = X(t+7). Si el retraso es grande, ambas series seran forzosamente independientes y no

surgird una verdadera ganancia de informacion acerca del sistema.

Dado que la informacion mutua es una medida de dependencia, un valor que tienda a
cero sera un valor adecuado, siendo de uso comun emplear el primer minimo que se alcance

en el calculo de .

El algoritmo para el calculo de | evalta el histograma normalizado de X(t), y de su
probabilidad P(x(t)), y el histograma normalizado de x(t+7), y su probabilidad P(x(t+7)),
asi como el histograma conjunto normalizado de las variables X(t) y X(t+7), P(x(1), X(t+17)).

Promediando sobre la informacion mutua obtenida de:

. {P(x(t))P(x(tJrr))} G3.11)
P(x(t), x(t + 7))

sobre todas las mediciones, se llega a:

I= > P(x(t),x(t+7))log,

(1), X(t+7)

P(X()P(x(t+17)) (3.12)
P(X(t), X(t+ 7)) '

Lo que esta ecuacion determina es que dado un valor de X(t), cual es la probabilidad de
que 7 pasos adelante el valor de X(t+7) nos proporcione la maxima informacidon sobre el

sistema.

La informacion mutua promedio nos permite entonces definir un parametro importante

dentro del esquema de prediccion, objetivo de la tesis: el nimero de pasos que la serie de
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tiempo debe adelantarse, para crear cada vector de entrenamiento de la red neuronal de

Kohonen. Una serie de tiempo de n elementos esta definida por (X, X,,...,X,). Si para esa

serie se obtiene un valor de informacion mutua promedio de =4, entonces, para recrear un

atractor tridimensional, se generara el siguiente arreglo:

El célculo de este parametro es parte de la etapa de parametrizacion de la serie de tiempo

dentro del esquema de prediccion que se explico en la seccion 1.3.

3.8. Algoritmo de vecinos falsos.

El algoritmo de vecinos falsos proporciona la dimension envolvente, m, del atractor de un
sistema. La dimension envolvente es la dimension del espacio de estado de un sistema. Un
sistema de dos variables tiene, por ejemplo, una dimension envolvente de m=2. El teorema
de Takens establece que un atractor se desenvolvera completamente, sin cruces de flujos, si

la dimension envolvente se elige de tal manera que sea mayor a 2m.

En [Kennel et al, 1992] se propone el algoritmo que proporciona un valor de m
adecuado, basado en el hecho de que dos puntos cercanos entre si en una dimension m,
podrian estar muy alejados en una dimensién m+1. Esto sucede cuando la menor dimension
es simplemente una proyeccion de dimensiones superiores. Asi, el algoritmo establece
primeramente vecinos candidatos, incrementa la dimension m y entonces inspecciona en
busqueda de vecinos falsos. Cuando no se logra identificar vecinos falsos, se puede decir
que el atractor estd completamente desenvuelto, y m se toma como la dimension

envolvente.

Este es otro parametro importante en el esquema de prediccion que se propone en la
tesis. Se emplea en la etapa de parametrizacion definida en la seccion 1.3 y define la
dimension del arreglo que se crea para entrenar la red de Kohonen, en conjunto con el

parametro zobtenido en la seccion anterior.
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Como ejemplo, si se tiene un 7 = 10 y m=3, para una serie de tiempo definida por

(X, X,,..., X, ), s€ creard un arreglo como el siguiente:

Xl 11 X21
X2 X]2 X22
Xn—21 Xn—l 1 Xn

La obtencion de estos dos parametros completa la etapa de preprocesamiento de la
serie de tiempo. Se esta entonces en la posibilidad de entrenar la red de Kohonen, que se

revisa en el capitulo 5.

3.9. Conclusiones

En este capitulo se resefiaron diversos métodos de andlisis de caos. Tal analisis ha venido
cobrando una enorme importancia desde el “descubrimiento” del caos en 1962, con las
investigaciones de Edward N. Lorenz sobre modelos climaticos, dada su presencia en

muchas series de tiempo de interés cientifico.

Se definieron conceptos basicos de sistemas caoticos y caracteristicas que deben
presentar los mismos a fin de que se puedan catalogar como cadticos, entre ellas, la mas

importante es probablemente la sensibilidad a las condiciones iniciales.

Los sistemas cadticos, dada su complejidad, resultan mas faciles de analizar desde un
punto de vista grafico, es por ello que un gran nimero de métodos son métodos graficos.

Tal es el caso de los mapas iterados, los mapas de Poincaré y los mapas de recurrencia.
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4. Minimos cuadrados

4.1. Introduccion

La técnica de aproximacion por el criterio de minimos cuadrados es la forma mas comun de
regresion lineal y proporciona una solucién al problema de encontrar la mejor funcion
suave que se aproxime a un conjunto dado de puntos, por tanto, también es conocida como

aproximacion funcional.

Antes de aplicar este criterio, debe escogerse la forma de la curva que deba ajustarse al
conjunto de puntos. La ecuacion de esa curva puede obtenerse por conocimiento previo del
problema, o de una manera arbitraria, observando qué ecuacion conocida describe

aproximadamente a tal conjunto.

En este capitulo se introducen los conceptos de minimos cuadrados convencionales, y

de minimos cuadrados ponderados.

4.2. Minimos cuadrados convencionales

El procedimiento de minimos cuadrados para determinar un polinomio de regresion parte

de que cada punto Yy (observacion) del conjunto dado, es de la forma:

y=a,+ax+ax +--+a x" (4.1)
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donde ag, ai, .... ,am son los coeficientes de la funcion a determinar. La Figura 37 muestra

una grafica de la aproximacion de la curva.

\/
=<

Xi
Figura 37. Ajuste de curvas.

La figura muestra la diferencia de la ordenada de la curva para X = X; menos la del

punto (X;,Y;), denominada residuo, y representada como R;. Se tiene entonces que:
R =f(x)-YV (4.2)
es decir:
R =a,+ax +a,x +a, X" -y, (4.3)

el método de los minimos cuadrados consiste entonces en determinar los valores de los
parametros ao, ai, .... , am, de manera que hagan minima la suma de los cuadrados de los

residuos. Esta suma equivale a:

DIRI=D (g +ax +a,x +-+a X" —y,)’ (4.4)
i=1 i=1
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se obtiene el minimo de ésta igualando a cero sus primeras derivadas parciales con respecto
a todos y cada uno de los parametros. Derivando con respecto a a;, donde j = 0,1,2 ,..., m,

se obtiene:

0 < 0 <
— YR =— +ax +ax +--+a x"—y)’
53. Z 1 53. z(ao 17N 2% m Y y|)

j i=l j i=l

L0
2 2
=25—(a0 +aX +a,x +-+a x"—y) 4.5)
i=1 aj
n -
= 2(a, +ax + a,x* +---+a, X" —y)x/
i=1
igualando con cero esta derivada se llega a:
n . n . n . n . n i n .
a, > ! +a ) xM+a, ) ) ra ) x4+, D ) =D xly, (4.6)
i=1 i=l i=1 i=1 i=1 i=l

finalmente, considerando j = 0,1,2,...m, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

normales:

na, +a, ) X+a,» X' +--+a, > x"=>y
8, x+a ) X +a, ) X +-+a Y X" =D"xy
3, X +a Yy X +a, ) X +-+a Y X" =YXy (4.7)

8, > X" +a, Yy X" 4,y X" ka y X" =D X"y

por simplicidad se omiten los subindices de X y Y, asi como los rangos de las sumas.

Para definir las ecuaciones normales en notacion matricial se definen las siguientes

matrices:
1 X x X"
x=|! ® % Xy (4.8)
DX e
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Y=(y v oY) (4.9)
B=(a, a - a,) (4.10)

la primera matriz, X, es una matriz Xx(m+1) que consiste esencialmente de los valores
dados de las x, donde se afiade una columna de 1’s para dar cabida a los términos
constantes. Y es un vector de nx1 que consiste de los valores observados de y, y B es un
vector (m+1)x1 que consiste de las estimaciones de minimos cuadrados de los coeficientes
de regresion. Al emplear estas matrices se puede escribir el sistema de ecuaciones normales

de la siguiente manera:

B=(X'X)'X'Y 4.11)

4.3. Minimos cuadrados ponderados

Una suposicion comun de los minimos cuadrados convencionales es que cada punto
proporciona un mismo nivel informativo, en lo que se refiere a la parte determinista de la
variacion total del proceso, sin embargo, ésta no es aplicable a todos los modelos. En los
casos donde esta suposicion no es razonable, los minimos cuadrados ponderados pueden
maximizar la eficiencia en la estimacion paramétrica. Esto se lleva a cabo tratando de
proporcionar a cada punto la cantidad adecuada de "influencia" sobre los parametros a

estimar [NIST/SEMATECH, 2003].

A diferencia de los minimos cuadrados convencionales, los minimos cuadrados
ponderados no estan asociados con un tipo particular de funcion que describa la relacion
entre las variables del proceso, sino que en su lugar, refleja el comportamiento de los
errores aleatorios en el modelo. Los minimos cuadrados ponderados se pueden usar con
funciones lineales o no lineales en sus parametros. Trabaja mediante la incorporacion de
una constante, o ponderacion, asociada con cada dato dentro del criterio de ajuste de la
curva. El tamafio de la ponderacion indica la precision de la informacion contenida en la
observacion asociada. Cuando el criterio de ponderacion se optimiza para encontrar
estimaciones de los parametros, los pesos determinan la contribucion de cada observacion a

la estimacion final de los parametros. Asi, se puede concluir que los minimos cuadrados

55



ponderados es un método eficiente y que hace buen uso de conjuntos pequetios de datos.
Es, asimismo, capaz de proporcionar diferentes tipos de intervalos estadisticos facilmente
interpretables para estimacion, prediccion u optimizacion, pero su principal ventaja es la
capacidad para manejar situaciones en las cuales los datos son de una calidad variable
(entendiéndose calidad como la importancia o influencia de un dato sobre los parametros).
Si la desviacion estandar del error en los datos no es constante sobre todos los niveles de las
variables independientes, el uso de minimos cuadrados ponderados cuyos pesos sean
inversamente proporcionales a la varianza en cada nivel de las variables independientes,

proporciona el estimado paramétrico mas preciso posible.

Entre las desventajas de los minimos cuadrados ponderados estd el suponer que los
pesos se conocen de manera exacta, y éste, desafortunadamente, casi nunca es el caso en
aplicaciones reales, de ahi el uso de pesos estimados. El efecto de usar pesos estimados es
dificil de valorar, pero la experiencia indica que aunque la mayoria de los resultados de
analisis de regresion son insensibles a pequefias variaciones en los pesos, pueden afectarse
gravemente por los cambios relativamente grandes que se observan, en especial, cuando
tales estimaciones se hacen de una manera inexperta y basada en pequefias cantidades de
datos. A pesar de ello, se puede obtener en gran medida los beneficios de los minimos

cuadrados ponderados, utilizando pesos cuidadosamente aproximados.

Los minimos cuadrados ponderados, como cualquier otro método de minimos
cuadrados, es sensible a los efectos de datos atipicos. Si tales datos no son analizados y
tratados adecuadamente, tendrdn un impacto negativo en la estimacion final de los

parametros.

En la estimacioén por minimos cuadrados ponderados, los valores desconocidos de los
parametros ay, aj,...,am, en la funcidn de regresion, se calculan mediante la minimizacion de
la suma del cuadrado de la diferencia entre las respuestas observadas y estimadas, es decir
los residuos. A diferencia de los métodos convencionales, cada término en el criterio de
minimos cuadrados incluye un peso adicional w;, que determina qué tanto influye cada
observacion en el estimado final de los pardmetros. El criterio de minimos cuadrados

ponderados que se minimiza para obtener la estimacion es:
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Q=3 wly, - f(x: BT @.12)

4.4. Comparacion entre minimos cuadrados convencionales y

minimos cuadrados ponderados

A continuacion se realiza un ejemplo comparativo del uso de los minimos cuadrados

convencionales y minimos cuadrados ponderados.

Se puede emplear una funcion simple para generar datos a intervalos regulares, a los
cuales se les agrega ruido uniformemente distribuido con la finalidad de ocultar la funcién

generadora.
Una funcion util puede ser la ecuacion (4.13)
y=10-2x (4.13)

Los datos de la Tabla 1 se generaron a partir de la ecuacion (4.13) mas ruido.
Adicionalmente los datos 4 y 10 se modificaron en mayor grado, de tal manera que

aparezcan como datos atipicos dentro del proceso.

Dato Valor
1 8.000
2 5.6821
3 5.0950
4 -3.000
5 -0.4282
6 -1.1044
7 -3.2690
8 -5.4221
9 -7.9597
10 1.000

Tabla 1. Datos generados.

El grafico de la funcion y de los puntos se muestra en la Figura 38.
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Figura 38. Grafico de la funcion (4.13) y de los datos generados.

Aplicando los métodos de minimos cuadrados para la estimacion de los parametros de

la funcion de aproximacion, se llega a:

y'=7.5158—1.4002x (4.14)

Con el método de minimos cuadrados ponderados se llega a la siguiente ecuacion:

y'=10.8920—2.1245x (4.15)

la aproximacion que se obtiene en este caso es mucho mejor. Al graficar ambos resultados

se puede ver de una manera mas clara, como lo muestra la Figura 39.
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q -+ Convencionales
(o) — Ponderados
5l —— Funciodn original
0 =
y
5 =
10 |
15 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 39. Grafico de las funciones obtenidas con los métodos de minimos cuadrados convencionales y

minimos cuadrados ponderados.

Los minimos cuadrados ponderados presentan un mejor comportamiento ante datos
atipicos, y esta caracteristica se vuelve importante en el esquema de prediccion que se

propone en la tesis.

En el proceso predictivo que se explicd en la seccion 1.3 se requiere de un vector
interrogante para iniciar la prediccion, el cual se pre-procesa y se pasa a la etapa de
clasificacion. Durante el entrenamiento de la red neuronal, que es la parte central del
proceso de clasificacion, un conjunto de vectores de entrenamiento quedaron asociados a
cada neurona de la red. El vector interrogante, en el proceso de clasificacion, es entonces
comparado con todas las neuronas, resultando una sola neurona ganadora. Una nueva
comparacion, pero ahora con el conjunto de vectores de entrenamiento asociados con esa
neurona, determina los pesos que se emplearan en el método de minimos cuadrados. La
intencion es que aquellos vectores con los cuales el vector interrogante presente mayor

diferencia, tengan una menor influencia en la prediccion.
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45. Conclusiones

En este capitulo se revisan los procesos de minimos cuadrados y de minimos cuadrados
ponderados, ambos utiles herramientas en la prediccion o estimacion de parametros de
sistemas, tanto lineales, como no lineales. El interés de esta revision es el hecho de que el
proceso de minimos cuadrados forma la parte central en la etapa de reconstruccion de un

sistema, en el esquema que se propone en esta tesis.

Se sefialaron ventajas y desventajas del proceso de minimos cuadrados, y sus
diferencias esenciales con los minimos cuadrados ponderados, asi como las ecuaciones que
definen a cada uno de estos métodos. Se mostraron los aspectos ventajosos que presentan
los minimos cuadrados ponderados y que lo hacen mas adecuado para su uso en el esquema

propuesto.
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5. Clustering con Kohonen

5.1. Introduccion

En este capitulo se presenta el algoritmo de la red neuronal conocida como Mapa auto-
organizado de Kohonen. Se presenta la metodologia de aprendizaje, adaptacion y los

diversos esquemas que pueden emplearse en la red [Kohonen, 1989].

Dentro del esquema de prediccidn, el mapa auto-organizado de Kohonen cumple con
la funcion de clasificar los distintos modelos o regimenes que se presentan en una serie de

tiempo. Es por tanto la parte central de la etapa de clasificacion de modelos.

Dado que el propdsito de un mapa auto-organizado es la visualizacion de espacios
ordenados, se hace énfasis en las caracteristicas visuales que presentan cada una de los
ejemplos de clasificacion. De la misma manera, se ejemplifica el uso de esta red mediante
algunos problemas tipicos en el area de clasificacion, como la clasificacion de pétalos de
Iris. Estos datos estan disponibles en el sitio ftp://ftp.ics.uci.edu/pub/machine-learning-

databases/.

Se hace uso del toolbox de MATLAB, denominado SOM, (Self-Organizing Map) de la
Helsinki University of Technology, programa bajo los términos de la fundacion para el

software gratuito, disponible en la direccion http://www.cis.hut.fi/projects/somtoolbox/.

61



5.2. Algoritmo de los mapas auto-organizados

Un mapa auto-organizado consiste en un conjunto de neuronas ordenadas en un arreglo de

baja dimensionalidad. El niimero de neuronas puede variar de unas pocas a varios miles.
El algoritmo de auto-organizacion consiste en dos pasos basicos [Kohonen, 1989]:
e Seleccion de la celda con mejor correspondencia.

e Adaptacion de los vectores de peso.

Seleccidn de la celda con mejor correspondencia.

Considere la red bidimensional mostrada en la Figura 40:

Figura 40. Arreglo de celdas para un mapa.

Donde cada m; es una neurona de la red. El arreglo de tales neuronas puede ser
rectangular o hexagonal, como muestra la Figura 41. En un arreglo hexagonal, una neurona
presenta una conexion con sus seis vecinas. En la Figura 41 (a), la neurona encerrada en el
hexagono pequeio tiene como vecinas a las neuronas encerradas en el hexdgono mayor. En
el arreglo rectangular cada neurona se conecta con sus cuatro vecinas mas cercanas. En (b)

se muestra el vecindario de una neurona en un arreglo rectangular.

A cada neurona se asocia un vector de peso que coincide en dimensiones con el vector

de entrada del sistema. La intencion es realizar una comparacion entre el vector de entrada
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y el vector de peso asociado a cada neurona, y llevar a cabo tal comparacion con todas las

neuronas de la red.

Figura 41. Arreglo de neuronas: (a) hexagonal. (b) rectangular.

El vector x=[X, X,.. .Xn]T e R" es el vector de entrada que, por simplicidad y eficiencia
computacional se considera conectado en paralelo a todas las neuronas m; en la red, como

muestra la Figura 42. El vector de peso de la celda i debera, por tanto, estar denotado por

_ T n
mi—[mil, m;j, ..., min] e R".

\\\\\\\\:Q
\‘\\‘\
wy M l\
"
] \ M
@ @ e

Vector
de entrada ‘i N /

Capa de neuronas

Figura 42. Conexion en paralelo del vector de entrada con las neuronas de la red.

Se requiere ahora encontrar una medida analitica, es decir, una medida de comparacion
entre el vector de entrada x y el vector de pesos m; de las celdas. La medida analitica mas

. . , . T .
simple para la correspondencia de x con m; podria ser el producto interno x m;, pero si el
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algoritmo de auto-organizacion se empleara para relacionar patrones de sefales naturales
con espacios métricos vectoriales, entonces un criterio de correspondencia basado en
distancias euclidianas entre x y m;, resultard mejor y mds conveniente. La distancia
euclidiana d se define como la longitud de una linea recta entre dos puntos. En general, esta

distancia queda definida por la ecuacion

n 1/2

d(X7Y)D(Z(Xi_yi)2] (5.1
i=1

donde n representa la dimension del espacio. La distancia o diferencia minima define a la

celda ganadora, m¢, que es la celda que aprendera, o en otras palabras, adaptard sus pesos

para parecerse mas al vector de entrada.

Adaptacion de los vectores de peso.

Una vez definida la celda ganadora, es crucial para la formacién de los mapas
ordenados en un arreglo que preserve la topologia del sistema de entrada, que las celdas que
ganan el aprendizaje, es decir, que presentan la diferencia minima con respecto al vector de
entrada, no se vean afectadas de manera independiente a todas las demas, sino que, como
parte de un subconjunto relacionado topologicamente, Figura 43, se obtenga una correccion

similar en cada celda de tal subconjunto.

— — —~4—  _—Subconjunto
Celda \. ® topoldgico de ¢

ganadora /\. .C ./3 o
K X
o 06 060

A

Figura 43. Subconjunto de relacion de la neurona ganadora.

Durante el proceso de aprendizaje, cada subconjunto debera abarcar varias celdas, y la
correccion de la red en cada celda debera reducirse en el largo plazo. Una caracteristica
importante de este tipo de aprendizaje es que los vectores de pesos tienden a obtener

valores que se ordenan a lo largo de los ejes de la red.
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En las redes neuronales el aprendizaje correlacionado en vecindarios espaciales de
celdas se puede implementar usando varios tipos de conexiones recurrentes laterales y
algunas otras interacciones laterales. Tales interacciones son en si una funcidon normalizada,

que tiene como caracteristica disminuir su valor conforme se aleja de un eje de simetria.

O — — =— — —
[ D

(@) (b) (©) (

Figura 44. Funciones de relaciones laterales posibles para los subconjuntos topologicos.

El eje de la funcion se situa sobre la celda ganadora, y la magnitud de adaptacion de
las celdas vecinas se ve afectada por esta funcion. Puede verse que la celda ganadora se

adapta en todos lo casos completamente.

En esta red se desea forzar una interaccion lateral directamente de manera general,
para estructuras arbitrarias subyacentes de la red, mediante la definicion de un conjunto
vecindario N alrededor de c. Después de cada paso de aprendizaje, todas las celdas dentro
de N se actualizan, mientras que celdas fuera del conjunto se dejan intactas. El vecindario
se centra alrededor de la celda para la cual se obtuvo la mejor correspondencia con la

entrada x:
s m,|=min Jx-m, 52

El ancho o radio de N; puede variar en el tiempo. De hecho, para un buen
ordenamiento global, ha mostrado ser ventajoso permitir que N; sea ancho al principio y se

contraiga monotonicamente con el tiempo, como lo muestra la Figura 45.
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Figura 45. Ejemplo de vecindarios o subconjuntos topoldgicos N¢(t), donde t;< t,<t;.

La explicacion para esto podria ser que un N inicialmente ancho correspondiente a
una resolucion espacial baja en el proceso de aprendizaje, induce primeramente un
ordenamiento global “tosco” en los valores de m;, después de lo cual, reduciendo el tamaino
de N, mejora la resolucion espacial del mapa, sin destruir el ordenamiento global ya
adquirido. Es posible incluso terminar el proceso con N =, es decir, actualizar inicamente
la celda con mejor correspondencia, en cuyo caso, el proceso se reduce a un aprendizaje
competitivo simple. Después de esto, sin embargo, se debe formar el “ordenamiento
topologico” del mapa. Se puede explicar lo anterior empleando como simil el proceso de
tramado de una foto, como lo muestra la Figura 46: al principio del proceso, la baja
resolucidn significa un objeto irreconocible que en el caso del mapa seria una topologia del
sistema relativamente ajena a la del sistema de entrada, y conforme pasa el tiempo y
aumenta la resolucion, la imagen se vuelve mas nitida, y en el mapa, la topologia representa

de manera mas fiel aquella del sistema de entrada.

El proceso de actualizacion (en notacion de tiempo discreto) puede ser:

m, () +a(O[x() -m,(1)] siieN()

m (t+1)= {mi(t) SiigN. (1) (5.3)

donde au(t) es la ganancia de adaptacion, y 0<a(t)<I, y debe decrecer en el tiempo.
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Figura 46. Efecto de una baja y una alta resolucion.

Una notacion alternativa es introducir un funcion kernel escalar hei=hg;(t)
m; (t+1) = m; (t) + h; (O[x(t) —m; (1)] (5.4)

por lo cual, hgi(t)=a(t) dentro de N, y hei(t)=0 fuera de N¢. Por otro lado, la definicion de
hei, puede ser mas general; una interaccion lateral biologica tiene casi siempre la forma de
una “curva de campana” como la mostrada en la Figura 44, inciso (a). Denotando las
coordenadas de las celdas ¢ e i por los vectores I; y Ij, respectivamente, una forma

apropiada para hg podria ser
hy = exp(-[r, x| /o?) (5.5)

donde hy = hy(t) y o= o(t) son funciones decrecientes en el tiempo adecuadas.

En ocasiones se sugiere que x se normalice antes de emplearse en el algoritmo. La
normalizacidn, aunque no es necesaria en principio, puede mejorar la precision numérica,

dado que los vectores referencia resultantes tienden a tener el mismo rango dindmico.

Otro aspecto es la posibilidad de aplicar una medida general de distancia en la
correspondencia, en cuyo caso, las reglas de correspondencia y de actualizacion deben ser
mutuamente compatibles con respecto a la misma métrica. Por ejemplo, si se aplica la

medida de producto interno de similitud, la ecuacion de aprendizaje debera ser
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X' (Om, (t) = max{x" (t)m; (1)} (5.6)

y
m, () +a/'(t)x(t) SieN ()

m, (t+1) = [m; (1) + a()x() ‘ (5.7)
m, (t) siigN,()

con 0<c/'(t)<co, por ejemplo, /'(t)=100/t. Este proceso normaliza los vectores referencia a
cada paso. El célculo de la normalizacion vuelve significativamente lento el algoritmo de
entrenamiento, pero por otro lado, el criterio de correspondencia lineal aplicado durante el
reconocimiento es bastante simple y rapido, asi como asequible a diversos tipos de calculo

computacional analogico.

Cuando el mapa auto-organizado se emplea como un clasificador de patrones en el
cual las celdas o sus respuestas se agrupan en subconjuntos, cada uno correspondiente a una
clase discreta de patrones, entonces el problema se vuelve un proceso de decidir a cual
subconjunto debe pertenecer el vector de entrada y debe tratarse de manera distinta. El
mapa original estd pensado principalmente para aproximar los valores de entrada, o su
funcion de densidad probabilistica, por medio de vectores cuantizados que se localizan en
el espacio de entrada, para minimizar una funcion de error de cuantizacion. Por otro lado, si
el conjunto de sefiales se clasificara en un niimero finito de categorias, entonces se requiere
de diversos vectores codigo para representar cada clase, y su identidad dentro de la clase ya

no es necesaria. De hecho, solo decisiones realizadas en el borde de la clase tienen valor.

5.3. Ejemplos de clasificacion con mapas auto-organizados.

Como primer ejemplo de clasificacion con mapas auto-organizados se emplea una

distribucion uniforme de puntos aleatorios que definen un rectangulo.

Cada punto tiene como vector componente su coordenada, por tanto cada vector de
peso del mapa serd de dos dimensiones. La idea de estos ejemplos es ilustrar de forma

simple en qué manera el mapa se adapta a las entradas.
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Se generan 4320 puntos de manera aleatoria, y se define un mapa en un arreglo de
12x 18 neuronas. Los puntos generados se muestran en la Figura 47. Los vectores de pesos
del mapa se inicializan de manera aleatoria, quedando un mapa inicial como el que muestra

la Figura 48. Las aristas representan la posicion de la neurona.

Después del proceso de entrenamiento, el mapa debe haber alcanzado la topologia del

proceso de entrada, en este caso, una distribucion regular sobre un area rectangular.

La Figura 49 muestra el mapa que se obtiene al final del entrenamiento. Puede
observarse que el mapa se distribuye de manera uniforme y que practicamente cubre toda el
area que ocupan los puntos de entrada, por lo cual se concluye que el sistema ha aprendido
el comportamiento del sistema y que de igual manera ha preservado la topologia del

mismo.
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Figura 47. Puntos de entrada al mapa auto-organizado.
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Figura 49. Mapa final.

Los mapas pueden ser de cualquier dimension, y sin embargo, conservar la topologia
del sistema de entrada. Se empleara la misma distribucion de puntos, pero empleando un

mapa de una sola dimension para ilustrar lo anterior.
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Al igual que en el ejemplo anterior, la distribucion de puntos es la que muestra la

Figura 47.

El mapa se inicializa nuevamente con valores aleatorios, en un arreglo de 1x216
neuronas, el cual forma una curva abierta. Inicialmente las trayectorias del mapa se pueden
cruzar, pero luego del entrenamiento, las neuronas tienden a separarse, evitando asi cruces
en la trayectoria que sigue la curva. Cada punto en la curva representa una neurona. Este

mapa se muestra en la Figura 50.

Una vez realizado el entrenamiento se obtiene el mapa que se ilustra en la Figura 51.
Al igual que en el caso del mapa bidimensional, este mapa trata de cubrir toda el area que
esta ocupada por puntos, preservando asi la topologia del sistema de entrada, a pesar de que

el mapa es de menor dimensionalidad que el sistema de entrada.

Estos ejemplos simples ilustran de una manera clara la caracteristica de preservacion

de topologia que tienen los mapas auto-organizados.
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Figura 50. Mapa inicial de una sola dimension.
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Figura 51. Mapa final de una sola dimension.

Se ilustra ahora la caracteristica de clasificacion del mapa empleando un conjunto de

datos con una clara separacion entre ellos.

Los datos de entrenamiento son los que muestra la Figura 52.
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Figura 52. Puntos empleados para mostrar la caracteristica de clasificador del mapa auto-organizado.
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En la Figura 53 se muestra el mapa final obtenido del entrenamiento con los puntos del
grafico anterior. Cualquier punto que se presente al sistema posteriormente al
entrenamiento puede facilmente ser clasificado en uno u otro de los distintos cimulos de

datos. Nuevamente, los cruces de lineas representan neuronas del mapa.
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Figura 53. Mapa final.

Se pasa ahora a modelos mas complejos y de mayor dimension. Para ello se tiene un
bien conocido conjunto de datos basados en diversas medidas de los pétalos y sépalos de

Iris [Blake y Merz, 1998;Vesanto et al, 2000].

El conjunto de datos contiene tres clases, con cincuenta instancias cada una, y cada

clase se refiere a un tipo especifico de Iris.

Cada vector de entrada estd formado por cuatro datos: largo y ancho de pétalos y largo
y ancho de sépalos.

La siguiente tabla muestra los datos empleados:
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Setosa Versicolor Virginica
Sépalo Pétalo Sépalo Pétalo Sépalo Pétalo

Largo | Ancho | Largo | Ancho | Largo | Ancho | Largo | Ancho | Largo | Ancho | Largo | Ancho
5.1 | 3.5 1.4 | 0.2 7 32 147 | 14 ] 63 | 33 6 2.5
4.9 3 14 | 02 | 64 | 32 | 45 1.5 1 5.8 | 2.7 | 5.1 1.9
4.7 32 1.3 0.2 6.9 3.1 4.9 1.5 7.1 3 59 2.1
4.6 3.1 1.5 0.2 5.5 2.3 4 1.3 6.3 2.9 5.6 1.8

5 3.6 1.4 0.2 6.5 2.8 4.6 1.5 6.5 3 5.8 2.2
54 | 39 1.7 | 04 | 5.7 | 28 | 45 1.3 1 7.6 3 6.6 | 2.1
46 | 34 | 14 | 03 | 63 | 33 |47 | 1.6 149 | 25 | 45 1.7

5 34 | 15 [ 02149 | 24 | 33 1 73 129 | 63 1.8
4.4 2.9 1.4 0.2 6.6 2.9 4.6 1.3 6.7 2.5 5.8 1.8
4.9 3.1 1.5 0.1 5.2 2.7 39 1.4 7.2 3.6 6.1 2.5
5.4 3.7 1.5 0.2 5 2 3.5 1 6.5 3.2 5.1 2
48 | 34 | 16 | 02 | 59 3 42 | 15 1 64 | 27 | 53 1.9
4.8 3 1.4 | 0.1 6 2.2 4 1 6.8 3 5.5 | 2.1
4.3 3 1.1 | 0.1 6.1 | 29 | 47 | 14 | 57 | 2.5 5 2
5.8 4 1.2 0.2 5.6 2.9 3.6 1.3 5.8 2.8 5.1 2.4
5.7 4.4 1.5 0.4 6.7 3.1 4.4 1.4 6.4 3.2 53 2.3
5.4 39 1.3 0.4 5.6 3 4.5 1.5 6.5 3 5.5 1.8
5.1 | 3.5 14 | 03 | 58 | 2.7 | 4.1 1 7.7 | 38 | 6.7 | 2.2
5.7 | 3.8 1.7 | 03 | 62 | 22 | 45 1.5 177 126 | 69 | 23
5.1 | 3.8 1.5 1 03] 56 |25 |39 1.1 6 2.2 5 1.5
5.4 34 1.7 0.2 5.9 32 4.8 1.8 6.9 32 5.7 2.3
5.1 3.7 1.5 0.4 6.1 2.8 4 1.3 5.6 2.8 4.9 2
4.6 3.6 1 0.2 6.3 2.5 4.9 1.5 7.7 2.8 6.7 2
5.1 | 33 1.7 1 05 | 6.1 | 28 | 47 | 1.2 | 63 | 2.7 | 49 1.8
48 | 34 | 19 | 02 |1 64 | 29 | 43 1.3 167 |33 |57 |21

5 3 1.6 | 0.2 | 6.6 3 44 | 14 |1 72 | 3.2 6 1.8

5 34 1.6 0.4 6.8 2.8 4.8 1.4 6.2 2.8 4.8 1.8
5.2 3.5 1.5 0.2 6.7 3 5 1.7 6.1 3 4.9 1.8
5.2 34 1.4 0.2 6 2.9 4.5 1.5 6.4 2.8 5.6 2.1
47 | 3.2 1.6 | 02 | 57 | 2.6 | 3.5 1 7.2 3 5.8 1.6
48 | 3.1 1.6 | 02 | 55 | 24 | 3.8 1.1 74 | 2.8 | 6.1 1.9
54 | 34 | 15 | 04 | 55|24 | 3.7 1 79 | 3.8 | 64 2
52 4.1 1.5 0.1 5.8 2.7 39 1.2 6.4 2.8 5.6 2.2
5.5 4.2 1.4 0.2 6 2.7 5.1 1.6 6.3 2.8 5.1 1.5
4.9 3.1 1.5 0.1 5.4 3 4.5 1.5 6.1 2.6 5.6 1.4

5 3.2 1.2 | 0.2 6 34 | 45 1.6 | 7.7 3 6.1 | 2.3
5.5 | 3.5 1.3 102167 |31 |47 | 15163 |34 | 56|24
49 | 3.1 1.5 | 0.1 63 | 23 |44 | 13 |1 64 | 3.1 | 55 1.8
4.4 3 1.3 0.2 5.6 3 4.1 1.3 6 3 4.8 1.8
5.1 34 1.5 0.2 5.5 2.5 4 1.3 6.9 3.1 5.4 2.1

5 3.5 1.3 0.3 5.5 2.6 4.4 1.2 6.7 3.1 5.6 2.4
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45 123 | 13 | 03 | 6.1 3 46 | 14169 | 3.1 | 51 | 23
44 | 32 [ 13 | 02 ] 58 | 2.6 4 1.2 | 58 | 27 [ 51 [ 19
5 35 [ 1.6 | 0.6 5 23 | 33 1 68 | 32 | 59 | 23
51 |38 |19 | 04 | 56 | 27 |42 | 13 ]| 6.7 | 33 | 57 | 25
4.8 3 14 | 03 | 5.7 3 42 | 1.2 | 6.7 3 52 | 23
51 |38 | 1.6 | 02 | 57 |29 | 42 | 13 ]| 63 | 2.5 5 1.9
46 | 32 | 14 | 02 ] 62 |29 | 43 | 13 ] 65 3 5.2 2
53 | 37 |15 | 02 ] 51 |25 3 1.1 | 62 | 34 | 54 | 23
5 33 [ 14 [ 02 ] 57 |28 | 41 | 13 ] 59 3 5.1 | 1.8

Tabla 2. (continuaciéon) Datos empleados en la clasificacion de diferentes especies de Iris.

Los datos anteriores estan dados en centimetros.

El primer paso consiste en normalizar los valores. Para el presente caso, se realiza una
normalizacién de la varianza de los datos, lo cual representa un proceso lineal. Una vez
llevado a cabo, es necesario construir la topologia de la red. Para este ejemplo se eligi6é una
red con 78 neuronas hexagonales, (valor arbitrario) de “vecindario gaussiano”, e

inicializadas aleatoriamente.

Después de un proceso de aprendizaje rapido, y un subsecuente refinamiento, se

obtienen los mapas mostrados en la Figura 54 y la Figura 55.

La matriz de distancia unificada de la red (U-matrix) es una representacion visual de
distancia entre las neuronas. La tonalidad de las celdas indica distancias relativas, siendo un
color claro, o valores altos, una distancia grande y por tanto una separacion entre clases y
un color oscuro o valores pequefos, una distancia pequefla, y por tanto, datos

pertenecientes a la misma clase.
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Figura 54. Matriz de distancia unificada de la red.(U-Matrix)

Este mapa facilita la inspeccion visual de las clases en ausencia de conocimientos
previos de los datos, permitiendo el descubrimiento de estructuras subyacentes en el
sistema. La Figura 54 muestra un cimulo claramente definido en la parte superior del
mapa. Se puede observar en la esquina superior izquierda un grupo de celdas oscuras, lo
cual indica que hay un pequefio cimulo en ese lugar y su significado es que existe una gran
uniformidad en los datos para esa especie. Es precisamente este tipo de estructuras las que
permite descubrir esta representacion. Otra caracteristica importante de la U-matrix es que
tiene un mayor numero de celdas que la topologia de la red, ya que cada una de ellas

muestra la distancia entre celdas vecinas.

La representacion de planos componentes muestra la funcion de distribucion relativa
de los datos de entrada. Cada plano muestra la distribucion relativa de un vector
componente o variable de entrada. Mediante la comparacion de los planos es relativamente
simple determinar qué atributos estan correlacionados si ellos son visualmente similares, y

el grado de la similitud define la fuerza de tal correlacion.
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(b)

(c) (d)

Figura 55. Planos componentes del mapa auto organizado del ejemplo

La Figura 55, incisos (a) y (b) representan los valores del largo y ancho del sépalo, y
los incisos (¢) y (d), el largo y ancho del pétalo. La similitud de estos ltimos evidencia una

clara correlacion entre estas medidas, y una correlacion mucho menor entre las primeras.

Existen muy variadas representaciones de los datos, por ejemplo, se pueden utilizar las
etiquetas de entrada del sistema para determinar caracteristicas que las otras

representaciones no aclaran. La U-matrix mostrada en la Figura 54, muestra dos camulos:
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el superior, perteneciente a la sub-especie Setosa y en la parte inferior indistintamente los
otros dos. Utilizando la representacion de etiquetas, Figura 56, es posible visualizar los

cimulos que no muestra la representacion de U-matrix.

Figura 56. Mapa con etiquetas.

Los planos componentes son convenientes cuando es necesario visualizar muchos
datos a la vez. Pero cuando el nimero de variables de interés es pequefio, una manera mas
conveniente de visualizacion la constituyen los graficos de dispersidad. La Figura 57
muestra la proyeccion de los vectores de datos en el sub-espacio del mapa, asi como el

arreglo final del mapa.

Dado que la dimension de entrada del sistema es mayor a tres, el grafico de dispersidad
es en realidad una proyeccion a una menor dimension de los vectores de entrada. Se emplea
el andlisis de componentes principales para realizar la proyeccion de los datos. Este método
estd basado en el andlisis de eigenvalues, también conocido como transformada de

Karhunen-Loeve.
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Figura 57. Proyeccion de los datos en el mapa.

Otro ejemplo de clasificacion se realiza empleando las series de tiempo generadas por
el sistema de ecuaciones de Lorenz (3.1). La serie se generd con los valores iniciales de
x=10, y=28 y z=8/3, a lo largo de un tiempo de 10 segundos, a intervalos de centésimo de

segundo.

La topologia del mapa es hexagonal con 150 celdas, en un arreglo de 10x15, con

valores normalizados y una inicializacion lineal del mapa.

Utilizando los valores obtenidos para las variables X, y y z, se obtiene la U-matrix de la
Figura 58, y los planos componentes (que indican cada una de las tres variables) mostrados
en la Figura 59. Ambas representaciones resultan en relativamente poca informacién sobre
el sistema a primera vista. Sin embargo, la proyeccion del mapa muestra aspectos

interesantes del comportamiento del sistema.

La Figura 60 muestra una proyeccion en dos dimensiones del mapa. En ¢l se puede
observar una estructura que recuerda la cldsica proyeccion de “mariposa” mostrada en la

Figura 5 y que se repite por comodidad en la Figura 61.

El mapa trata de recrear la trayectoria que sigue el sistema, concentrando neuronas en

la region central, que es donde se dan los cruces de la trayectoria de un régimen a otro.
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Figura 58. U-matrix para la serie de tiempo de Lorenz.

Figura 59. Planos componentes para la serie de tiempo de Lorenz

Se pueden observar “ventanas” o zonas de pocas neuronas hacia lo que seria el interior
de las trayectorias que sigue cada régimen de oscilacion. En base a esto, es posible observar
que la U-Matrix presenta una caracteristica similar, con regiones de celdas de color claro,

que representan los bordes de los cimulos, o las ventanas antes mencionadas, rodeadas de
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celdas de color oscuro, que formarian parte del camulo, y por tanto, las regiones mas
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Figura 61. Atractor de Lorenz, proyeccion en dos dimensiones.
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Para este caso, los planos componentes sefialan una muy ligera correlacion entre las
variables, y por tanto representan buenas caracteristicas para su uso en la prediccion del
sistema, de acuerdo a la metodologia del esquema predictivo que se tiene como objetivo en

esta tesis.

5.4. Conclusiones

Los mapas auto-organizados representan una excelente herramienta de analisis visual de

sistemas tanto de baja dimension como multidimensionales.

Resultan innumerables las caracteristicas que se pueden obtener a partir de la simple
inspeccidn, y si tales observaciones son reforzadas por metodologias ya establecidas como
el analisis de componentes principales o el agrupamiento de celdas mediante el algoritmo
de los k vecinos cercanos, por citar algunos, el estudio que se logra hacer a partir de
unicamente los resultados obtenidos del mapa, es suficiente para lograr una gran cantidad

de informacién del comportamiento de cualquier sistema.

En este capitulo se reviso el algoritmo de aprendizaje y adaptacion de los mapas auto-
organizados. Se realizaron ejemplos que permiten observar sus principales caracteristicas

como clasificador de patrones.

La caracteristica del mapa como preservador de la topologia del sistema quedd bien

establecida mediante ejemplos sencillos.
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6. Prediccion de series de tiempo
caoticas

6.1. Introduccion

En este capitulo se aborda el objetivo principal de la tesis: Presentar un esquema de
prediccion para sistemas caoticos, empleando el paradigma de modelos locales y mapas
auto-organizados como clasificadores. Se introducen conceptos esenciales para lograr el

objetivo, como lo es el teorema de Takens.

Se describen de una manera formal los pasos requeridos para llevar a cabo el proceso
de prediccion y se realizan pruebas para determinar las cualidades del esquema propuesto.

Asi mismo, se pretende definir lineamientos para un uso eficaz de tal esquema.

6.2. Teorema de Takens

Uno de los conceptos mas importantes desarrollados en la teoria de sistemas dinamicos no

lineales es el hecho que dado un sistema deterministico de la forma
Xen = F (% 40) (6.1)

no es necesario observar el vector de estado X completo, sino unicamente aquellas
observaciones libres de ruido de uno de sus componentes, la cual sera suficiente para

reconstruir el sistema dindmico entero.
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El teorema de Takens [Takens, 1981] especifica que dado un sistema dindmico de
tiempo continuo con un vecindario topologico diferenciable, compacto e invariante A, tal

que A:
e Esde dimension da
e Contiene so6lo un numero finito de puntos de equilibrio
e No contiene oOrbitas periddicas de periodo T 6 2t
e (Contiene solamente un nimero finito de drbitas periddicas pz, 3<p<m

y si los Jacobianos del mapa de retorno de estas drbitas periddicas tienen distintos valores
propios, entonces, con probabilidad de uno, una funcion de medida h(x) proporcionara una
funcion de coordenadas de atraso H=(h(X), h(Xt.7),-.., N(Xt:m-1)2)), la cual es una envolvente
diferenciable de A hacia H(A) para m>2da. [Sauer et al, 1991]. El significado de ésto, es
que para casi cualquier funcion escalar h(x), es decir, algiin conjunto de observaciones, se
pueden responder una amplia gama de interrogantes sobre la dinamica del sistema original,
mediante la observacion de un espacio definido por valores retrasados de h(x). Es posible
calcular entonces las invariantes del sistema, e incluso, mediante la interpolacion del
espacio de envolvente de atraso, se pueden realizar predicciones del comportamiento del

sistema.

El objetivo de este teorema es obtener un resultado genérico, por tanto, proporciona
unicamente modelos aproximados que pueden resultar Utiles, y es en si, una justificacion

del uso de para la envolvente de atraso.

6.3. Modelado dinamico: Multi-modelos

La tarea del modelado dindmico no lineal es aproximar el flujo reconstruido F(X) en
X(n+1) = F(x(n)) (6.2)

que involucra la trayectoria en el espacio reconstruido x(n)—X(n+1). Dado que no existe

una manera algoritmica de obtener F(-), se emplea el marco de aproximacion de funciones.
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Se pueden tomar dos alternativas en la manera en que se realiza la aproximacion del

modelo:
e Modelado global

e Modelado local

Modelado Global

En el modelado global se emplea una sola funciéon de aproximacion, F (-), para
aproximar todos los puntos en el espacio de reconstruccion, es decir D=R", donde D es

algun dominio de aproximacion.

Los modelos globales han sido investigados exhaustivamente en su utilizacion para
modelado dindmico no lineal. Entre los modelos globales se pueden mencionar aquellos de

aproximacion polinomial, redes neuronales, y funciones de base radial.

Modelado Local

El modelado local o multimodelos, divide el espacio de estado en regiones locales y
modela individualmente la dindmica de cada region. Una ventaja del modelado local sobre
el global es la necesidad de un menor nimero de suposiciones estadisticas y geométricas
acerca de los datos, lo cual lo hace a su vez, un modelo mas general. Cada modelo local
F (+), para r=1,...,R, es potencialmente mas simple, siendo comun el uso de modelos

lineales, pero los pardmetros deben cambiar a lo largo del espacio de estado.

Los modelos locales requieren de un conjunto de observaciones tanto de las variables
observadas como de la salida del sistema. En este momento se puede construir el modelo y
emplearlo para estimar la salida del sistema ante una nueva entrada g, denominada

interrogante (query).

La suposicion que se hace en este modelo es que el sistema es localmente

diferenciable.

Todo el proceso posterior del sistema se pospone hasta que el modelo es interrogado.

En este punto, el proceso se puede realizar en tres pasos:

e Determinar K vecinos cercanos al punto de observacion.
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e Construir un modelo empleando tinicamente los K vecinos cercanos.

e Evaluar el modelo usando el vector de interrogantes como entrada, para estimar

la salida del sistema.

El modelo global de la dinamica del sistema se obtiene al conjuntar todos los modelos

locales de acuerdo a la siguiente ecuacion:

Fxiny = |J F(x(n) (6.3)

r=1,.,R

6.4. Casos de estudio

El uso del esquema de prediccion que se propone en la tesis se ejemplifica utilizando los

siguientes sistemas:
e Lorenz

Chua

Chen

Rossler

Duffing

De todos ellos se ha hecho una revision en capitulos anteriores.

6.5. Estimacion del error

Para la validacion de los modelos empleados para las pruebas se empled el método de
mantenimiento de validacion cruzada, que consiste en separar el conjunto de datos
generados en dos subconjuntos, un conjunto inicial de entrenamiento y uno final de prueba.
El error entre el conjunto de prueba y la prediccion realizada por el sistema se mide

utilizando la formula del error medio cuadratico normalizado:

11 X o
EMCN [ _Z_Z:(yv(i)ﬂ - gy(xv(i)th—l))z (6-4)
O-y nc i=1
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donde ayz es la variancia de la serie de tiempo, Yy es el (V(i)+7)-ésimo elemento de la

serie de tiempo, V(i) es el indice del primer elemento en el conjunto de pruebay §,(X,..,)
es la prediccion del sistema.

Un estimador alterno es la raiz del error medio cuadratico normalizado definido

simplemente como:

REMCN [ VEMCN (6.5)

Dos caracteristicas importantes de este error son su independencia a la escala de la
serie y su fécil interpretacion, ya que un valor de REMCN=1 significa que la aproximacion

no es mejor que calcular la media muestral de la serie, en promedio.

6.6. Ejemplos de prediccion de series de tiempo

En esta seccion se muestran ejemplos de la prediccion realizada bajo el esquema que
presenta esta tesis. Para cada ejemplo se muestran graficos de la serie, una comparacion del
conjunto de prueba y la prediccion del sistema y error medio cuadratico normalizado

asociado con la prediccion.

La Tabla 3 muestra la simbologia empleada para los diversos parametros del proceso

de prediccion.

Simbolo Descripcion
m Dimensién envolvente.
d Paso de retraso.
Ne Numero de neuronas de la red de Kohonen
Ny Numero de datos.
Ne Numero de datos para entrenamiento.
Np Numero de datos de prueba
ni Numero de pasos iterados
Tabla 3.

El proceso de prediccion se puede esquematizar para facilitar su entendimiento. La

Figura 62 muestra los pasos del proceso de reconstruccion del sistema.
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Figura 62. Esquema del proceso de reconstruccion de sistemas.

El primer paso consiste en parametrizar el sistema. Dada una serie de tiempo, se
determinan los factores de envolvente, m, y el paso de retraso que permita obtener la
maxima informacion del sistema, 7, mediante los métodos de informacién mutua promedio
y de vecinos falsos, mencionados en el capitulo 3. Una vez obtenidos, la serie de tiempo se
acondiciona para formar un arreglo que cumpla con las caracteristicas que especifican tales
parametros. En el caso de un factor de envolvente m=3, y un paso de retraso =10, se tendra

una matriz de datos de dimensiones [Ng— (7xMm)]x(m), ordenados de la siguiente manera:

d dyy dy
d, d; d,
d dis s
d, di, o
ds dis dys
d dig s
d, d; dy
ds dig s
do dio dao
dio dao dso
dy das d;
di d, ds,
dis das das
d, das dag

En el siguiente paso, la matriz anterior formara el conjunto de datos de entrenamiento

de la red de Kohonen, la cual crea una clasificacion de las secuencias que le son
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presentadas. Cada renglon es un vector de entrada, y queda asociado con aquella neurona
que resulta ganadora ante esa entrada. Todos los vectores asociados al final del
entrenamiento con una neurona, forman posteriormente la matriz X en el proceso de
minimos cuadrados, que es el equivalente a definir los K vecinos cercanos del modelo local,
para la determinacion de los coeficientes de regresion que recrean la dindmica local del

sistema.

De acuerdo con lo anteriormente expuesto, el nimero de celdas de la red de Kohonen
determina asimismo el nimero de modelos locales del sistema, por tal motivo es un factor
importante en el desempefio del sistema de prediccion. Sin embargo, no hay una
metodologia que especifique un nimero adecuado de neuronas. Un nimero grande de
neuronas significa un proceso de entrenamiento lento y un gran nimero de modelos locales,
sin que ello signifique una verdadera ganancia de informacion del sistema a predecir. De
igual manera, se requiere un mayor numero de datos de entrenamiento, dado que un nimero
muy pequefio de vectores asociados con cada modelo trae consigo la posibilidad de mal

condicionamiento de la matriz X, en el método de minimos cuadrados.

El caso contrario, cuando se tienen pocas neuronas, se acerca al caso del modelado
global, con la consecuente pérdida de la informacion en cuanto a regimenes de

comportamiento del sistema, asi como de generalidad del modelo.

Dada la inexistencia de metodologia para optimizar el nimero de celdas de la red de
Kohonen, se realizan pruebas con diversos nimeros de celdas. Para todos los casos de
estudio, se observo un valor de equilibrio alrededor de 100 celdas. Valores superiores a 200

celdas presentaron condicionamiento de las matrices de regresion en todos los casos.

Una vez determinados los Kk vecinos cercanos, se construyen los modelos regresivos

empleando el método de minimos cuadrados ponderados.

Una caracteristica de los modelos locales es su discontinuidad. A fin de resolver ésto,
es necesaria una funcion de ponderacion tal que decremente la influencia de los vecinos
mas alejados dentro de un mismo vecindario. La féormula (4.12) define el método de
minimos cuadrados ponderados, donde W representa la matriz de pesos. Y es precisamente

el valor de w lo que nos permite realizar el decremento en la influencia de un vecino lejano.
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El modelado local es insensible a la funcién de ponderacion que se emplee, en tanto ésta
presente caracteristicas de no negatividad, monotonicidad decreciente y suavidad. Para el
modelo regresivo utilizado en el método de prediccion, se empled la funcién ponderativa de

la formula (6.6), denominada bi-peso.

2
d’
BW(d,.d,. )0 (1_(%}] d, <d,, (6.6)

0 Cualquier otro caso

donde d; es la distancia euclidiana al i-ésimo vecino.

El tercer paso consiste en interrogar al sistema mediante los vectores de prueba, con la
finalidad de formar el modelo completo del sistema, de acuerdo con la formula (6.3). En
este paso se pueden definir diferentes modalidades: interrogar al modelo en un paso,
actualizando los datos de interrogacién con el valor real una vez que se ha obtenido, o
interrogarlo iterativamente, empleando Unicamente los valores predichos por el propio

modelo.

En la modalidad de interrogacion por paso, se predice un solo paso adelante
(considerando un paso adelante de acuerdo al modelo regresivo que se emplee), y una vez
que el valor real del sistema se obtiene, se integra al modelo regresivo para realizar la
prediccion sobre el siguiente valor. Esta modalidad es ventajosa en el hecho de que
mantiene un error muy pequeio a lo largo de la prediccion, sin embargo, su horizonte

predictivo es de muy corto plazo.

En la modalidad de prediccion iterada, el valor predicho se vuelve parte del modelo
regresivo, de tal manera que cuando el nimero de predicciones es igual al paso de retraso,
cada nueva prediccion se realizara Unicamente con valores predichos anteriormente y
ningtn valor real de la serie de tiempo. Es l6gico suponer que dado que la prediccion se
realiza sobre una serie de comportamiento caotico, después de un cierto numero de
iteraciones la respuesta diverge exponencialmente de los valores reales de la serie de
tiempo, de manera similar a la divergencia que presenta un sistema caotico ante cambios

pequenos en sus condiciones iniciales. Aun cuando la divergencia se presentard con
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seguridad, esta modalidad tiene un horizonte predictivo mayor que la modalidad de un solo

paso.

Es interesante observar en la modalidad iterativa como la prediccion, atn cuando ha
divergido del valor real de la serie, presenta un comportamiento muy similar al del sistema,
es decir, el modelo ha aprendido el comportamiento cadtico de la serie de tiempo de

entrada.

Lorenz

Este sistema ha jugado un papel principal en el estudio de sistemas caoticos, por tanto es
uno de los mas empleados en la determinacion de exactitud de nuevos modelos predictivos.

Se escriben abajo nuevamente las ecuaciones del sistema, que son las mismas de (2.1).

X=-o(X-Y)
y=rXx—y—xz (6.7)
z2=xy—bhz

empleando los parametros o=10, r=28 y b=8/3, se obtiene la grafica de la Figura 63.
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Figura 63. Primeros 1000 puntos de la serie de tiempo de Lorenz.
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La Figura 63 muestra los primeros 1,000 puntos de la serie de Lorenz, muestreada cada

0.01 segundos, utilizando la funcion ode45 de MATLAB. Como puede verse, la serie

consiste de oscilaciones crecientes que al llegar a un nivel critico, se colapsan y cambian a

un estado distinto.

En el caso del sistema de Lorenz, los pardmetros empleados son los que muestra la

Tabla 4:
Variable Valor Variable Valor
T 10 Ne 10,000
m 3 Np 500
Ne 100 n; 200
Tabla 4

La Figura 64 muestra la predicciéon de un paso para el sistema de Lorenz. La linea

discontinua representa la serie de tiempo original. Como puede verse, la prediccion resulta

de gran calidad.
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Figura 64. Grafico de la prediccion de la serie de Lorenz, modalidad de un paso.

Los estimadores de error obtenidos para esta serie son los que muestra la Tabla 5:
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Error medio Raiz del error
Prediccion cuadratico medio cuadratico
normalizado normalizado
Un paso 1.2353x10° 0.0011
Iterada 0.0221 0.1487

Tabla 5. Estimadores de error para las predicciones en el sistema de Lorenz.

La Figura 65 es un grafico del error punto a punto entre la serie real del Sistema de
Lorenz y la prediccion realizada, mostrados en la Figura 64. El interés en este tipo de error

es mostrar las tendencias del mismo conforme el sistema evoluciona en el tiempo.

De la Figura 64 y la Figura 65 es posible ver que el error es estable a lo largo de la
prediccion y muy cercano a cero, lo cual permite concluir que la prediccion es de gran

calidad para esta modalidad.

Error
0.04 T T T T T T T T T

0.02

—-0.02

—0.04

—-0.06

_008 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 65. Grafico de error para la prediccion de un paso del sistema de Lorenz.
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Figura 66. Grafico de la prediccion de la serie de Lorenz, modalidad iterada.
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Figura 67. Grafico de error para la prediccion iterada del sistema de Lorenz.

La Figura 66 muestra la prediccion iterada de la serie de tiempo de Lorenz.
Nuevamente, la linea punteada representa la serie de tiempo original, en tanto que la Figura

67 muestra el error presente en la prediccion. En este caso, el error tiende a crecer conforme
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el sistema evoluciona, pero como se menciond anteriormente, el sistema siempre tendera a
divergir. Mas importante es el hecho de que la prediccion comience con un error pequeiio y
¢éste se mantenga asi dentro de un cierto “horizonte”, después del cual el crecimiento del

error es inminente.

Chen

Para el sistema de Chen, el cual se analiz6 anteriormente, se obtuvieron los siguientes

resultados.

Por comodidad, se repiten nuevamente las ecuaciones que definen a este sistema:

Xx=a(y—X)
y=(C—a)X—Xxz+cy (6.8)
z=xy-bz

los parametros empleados para este caso son a=35, b=3 y ¢=28. El sistema se¢ muestreo a

intervalos de 0.01 segundos.

Los parametros de entrada al método de prediccion son los siguientes:

Variable Valor Variable Valor
T 2 Ne 10,000
m 3 Np 500
Ne 100 n; 200
Tabla 6

Nuevamente es posible ver una muy buena aproximacion para la prediccion de un
paso, en la Figura 68. Los estimadores de error para este caso son los que muestra la Tabla

7.

Error medio Raiz del error
Prediccion cuadratico medio cuadratico
normalizado normalizado
Un paso 2.3431x10° 0.0015
Iterada 1.4283 1.1951

Tabla 7. Estimadores de error para las predicciones en el sistema de Chen.
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Figura 68. Grafico de la prediccion del sistema de Chen, modalidad de un paso.
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Figura 69. Grafico de error para la prediccion de un paso del sistema de Chen.

El error mostrado en la Figura 69 es el error involucrado en la prediccion de un paso

para el sistema de Chen. El error se mantiene estable a lo largo de la prediccion y en
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valores cercanos a cero. El estimado de error mostrado en la Tabla 7 permite concluir que

la prediccion es de calidad.

720 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Figura 70. Grafico de la prediccion del sistema de Chen, modalidad iterada.
Error
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Figura 71. Grafico de error para la prediccion iterada del sistema de Chen.
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El error presente en la prediccion iterada para este caso es mucho mayor que el
observado en el caso de Lorenz, sin embargo, de la Figura 70 es posible ver que ain cuando
el sistema no “sigue” de una manera fiel al sistema, el comportamiento predicho por el
método de prediccion es muy similar al que muestra el sistema en la realidad. Aun asi, el
error en la prediccion se mantiene dentro de un margen pequeflo para un horizonte
relativamente largo de tiempo, aproximadamente ochenta pasos adelante, de acuerdo con la

Figura 71.

Chua

El circuito de Chua presenta practicamente todos los fendémenos de bifurcacion que se
pueden encontrar en los sistemas cadticos. Lo anterior y el hecho de que es facil de
implementar fisicamente lo convierten en un modelo para los estudios sobre caos, asi como

un ejemplo comun para ilustrar éste fendmeno.

Las ecuaciones que describen este sistema son:

X =a(y—m0x—%mlx3)
Yy=X-Yy+1Z (6.9)
2=-py

los valores parametricos empleados son: =9, = 14.286, my= —1/7, m;=2/7. Muestreado

a 0.03 segundos, empleando la funcion ode45 de MATLAB.

Una serie tipica para una de las variables del sistema de Chua es la que muestra la

Figura 72.

Este sistema es un oscilador con dos regimenes de oscilacion. Cuando el sistema

alcanza valores criticos, la oscilacion “salta” de un régimen al otro.

Las ecuaciones del sistema pueden modificarse de tal manera que sea posible lograr un
gran numero de regimenes de oscilacion. A este caso se le denomina multi-scroll, y se

pueden ver ejemplos de tales atractores en [Aziz Alaoui, 2000].
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Figura 72. Primeros 1500 puntos para la serie de tiempo del sistema de Chua.

Para la prediccion del Sistema de Chua se emplearon los siguientes parametros:

Variable Valor Variable Valor
T 10 Ne 10,000
m 3 Np 500
Ne 120 n; 200
Tabla 8

El error involucrado en la prediccion es el que muestra la Tabla 9, mostrada a

continuacion:
Error medio Raiz del error
Prediccion cuadratico medio cuadratico
normalizado normalizado
Un paso 4.3014x107 6.5585 x10™
Iterada 0.5554 0.7452

Tabla 9. Estimadores de error para las predicciones en el sistema de Chua.

La Figura 73 muestra la prediccion de un paso para este caso.

99



25 T T T T T

1.5 V4

0.5 .

=
(93]

T
—

725 Il Il Il Il Il
0 100 200 300 400 500 600

Figura 73. Grafico de la prediccion del sistema de Chua, modalidad de un paso.
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Figura 74. Grafico de error para la prediccion de un paso del sistema de Chen.

La Figura 74 muestra el error involucrado en la prediccion de este sistema. La grafica

muestra un comportamiento estable del error a lo largo de la prediccion.
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Figura 75. Grafico de la prediccion del sistema de Chua, modalidad iterada.

Error

_04 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 76. Grafico de error para la prediccion iterada del sistema de Chua.

La Figura 75 y la Figura 76 muestran el comportamiento de la prediccion y el error

observado para el caso iterado. Nuevamente se observa una gran divergencia del error al
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final de la grafica, pero el horizonte de prediccion en el cual el error se mantiene pequeno

es relativamente largo. Este es un caso muy similar al observado en el sistema de Chen.

Rdssler

El sistema de Rdossler se puede considerar como el sistema minimo que exhibe caos. A
pesar de esta simplicidad, resulta de una mayor complejidad analitica que sistemas como el

de Lorenz.

La dindmica de este sistema esta definida por el siguiente conjunto de ecuaciones:

X=—(z+Y)
y =Xx+ay (6.10)
z=b+xz-cz

Un conjunto de pardmetros comunes en los cuales el sistema exhibe caos es el
siguiente son a=0.2, b=0.2 y ¢=5. Estos valores se emplearon para simular el sistema,
muestreandolo a intervalos de 0.1 segundos. Una gréfica de la serie de tiempo es la que se

muestra en la Figura 77.
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Figura 77. Serie de tiempo para la variables x del sistema de Rdssler.
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Los parametros empleados para su prediccion son:

Variable Valor Variable Valor
T 2 ne 10,000
m 3 np 500
Ne 100 ni 200

Tabla 10
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Figura 78. Grafico de la prediccion del sistema de Rossler, modalidad de un paso.

Los errores encontrados para este caso se muestran en la Tabla 11

Error medio Raiz del error
Prediccion cuadratico medio cuadratico
normalizado normalizado
Un paso 2.1784x10° 0.0015
Iterada 0.0070 0.0839

Tabla 11. Estimadores de error para las predicciones en el sistema de Rossler.

En este caso, ambas modalidades presentan un error pequefio, y como puede apreciarse

la Figura 78 y en la Figura 79, las predicciones son de muy buena calidad.
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Figura 79. Grafico de error para la prediccion de un paso del sistema de Rossler.
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Figura 80. Grafico de la prediccion del sistema de Rossler, modalidad iterada.
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Figura 81. Grafico de error para la prediccion iterada del sistema de Rossler.

Duffing

La ecuacion del oscilador de Duffing que se empled para simular este sistema es la

siguiente:
Bcos(t) = X+ kx + X’ (6.11)
utilizando los valores paramétricos de k=0.05 y B=7.5 a intervalos de 0.08 segundos.

Los pardmetros empleados para su prediccion son:

Variable Valor Variable Valor
T 2 ne 50,000
m 3 np 500
Ne 200 ni 200
Tabla 12

Los errores obtenidos en la prediccion se muestran en la Tabla 13.
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Error medio Raiz del error
Prediccion cuadratico medio cuadratico
normalizado normalizado
Un paso 1.1454x10” 0.0034
Iterada 1.8385 1.3559

Tabla 13. Estimadores de error para las predicciones en el sistema de Duffing.
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Figura 82. Gréafico de la prediccion del sistema de Duffing, modalidad de un paso.

Este sistema presenta una dificultad relativamente mayor para su prediccion, como lo
demuestran los valores asociados al error. La prediccion de un paso resulta suficientemente
buena, aun asi, es mayor en una orden de magnitud al de los sistemas previos. En cuanto al
proceso iterado, su horizonte es relativamente corto y no presenta nunca una fidelidad hacia

el sistema, pero logra imitar su comportamiento.

En este caso, el valor de informacién mutua (IM) que se obtuvo era relativamente alto,
lo cual resulté discordante con la prediccion, es decir, para el valor de IM, la prediccion
alcanzaba valores de error demasiado grandes, y recurriendo a un proceso iterativo de
reduccion del valor de IM, se lleg6 al valor de 2 empleado. Existe un gran ntimero de
factores que afecta la prediccion de un sistema, entre ellos esté la frecuencia de muestreo, el

namero de modelos locales empleados, la dimension fractal del sistema, etc. Este tltimo
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concepto se refiere a la dimension real del sistema, es decir, al aumento dimensional que
sufre una longitud o una superficie al pasar a ser fractal, en oposicion a la dimension
topologica o euclidea de los cuerpos bien definidos como son las lineas, las superficies
bidimensionales o cuerpos tridimensionales.

Error
0025 T T T T T T T T T

0.02

0.015

0.01

0.005

—0.005 .

—-0.01

—-0.015

_002 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 83. Grafico de error para la prediccion de un paso del sistema de Duffing.
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Figura 84. Grafico de la prediccion del sistema de Duffing, modalidad iterada.
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Figura 85. Grafico de error para la prediccion iterada del sistema de Duffing.

Es factible mejorar la prediccion en este caso en particular mediante la optimizacion de
los parametros empleados, tanto en el muestreo del sistema como en el método de

prediccion.

6.7. Comportamiento del error medio cuadratico normalizado en
el sistema

El error que muestran las tablas de la seccion anterior es aquel que presenta el sistema ante
una sola prediccion, y estd dado como un parametro. En esta seccion se presenta el

comportamiento de tal error ante repetidas predicciones del sistema.

Se empled el sistema de Lorenz para este estudio. Se realizaron 100 predicciones del
sistema utilizando puntos aleatorios de la serie como valores iniciales de prediccion. A
partir de tal punto aleatorio se llevo a cabo la prediccion de la serie, con quinientos puntos
pronosticados mediante el esquema de un paso y doscientos mediante el método iterado. La
Figura 86 muestra el comportamiento del error medio cuadratico normalizado para el caso

de la prediccién de un paso.
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Figura 86. Grafico de comportamiento del error medio cuadratico.

Es posible ver que el error se mantiene acotado dentro de un intervalo de valores, lo
cual demuestra la estabilidad del sistema en cada prediccion. Esto permite un cierto grado
de confianza de que la prediccion sera adecuada, independientemente del punto de arranque

de la misma.

La grafica presentada resulta una grafica genérica del error, dado que se obtienen

resultados muy similares para cada uno de los otros sistemas revisados.

Un resultado interesante se puede observar en la Figura 87, que representa el
comportamiento del error medio cuadratico para la prediccion iterada. Como puede verse
en cualquiera de las graficas del error en la prediccion iterada de la seccion anterior, ésta
tiende a divergir exponencialmente después de un cierto nlimero de pasos, por lo cual
podria esperarse que el error presentard una variacion muy grande entre predicciones, sin
embargo, la Figura 87 muestra un comportamiento acotado del error dentro de un rango
relativamente pequeno de valores. Nuevamente, esto es sefal de la estabilidad del esquema

de prediccion atn frente a tales condiciones.
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Figura 87. Grafico de comportamiento del error medio cuadratico, para prondstico iterado.

6.8. Conclusiones

El presente capitulo abord6 el tema principal de la tesis: Definir un esquema de prediccion

basado en modelos locales que haga uso de un mapa auto-organizado como clasificador.

Se definieron conceptos importantes que definen los pasos a seguir para lograr el
objetivo: El teorema de Takens, y el paradigma de modelos locales. Una vez definidos los
anteriores conceptos se llevo a cabo la implementacion del esquema, el cudl se probd con

cinco distintos sistemas que presentan comportamientos cadticos conocidos.

En base a los errores observados, se puede concluir que el esquema presenta robustez y
confiabilidad para la prediccion de sistemas cadticos. Cabe sefialar que las predicciones de
tales sistemas se logran utilizando modelos lineales, lo cual confiere una gran simplicidad
en su implementacion. Otra caracteristica importante que presenta este esquema es su
modularidad, ya que es perfectamente posible sustituir en cualquiera de las etapas, lo que
podriamos denominar el nlcleo; por ejemplo, emplear un modelo de regresion no lineal en
la etapa de reconstruccion del sistema, o alguna red neuronal distinta como clasificador,

extendiéndose asi las posibilidades del modelo a otro tipo de tarea.
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7. Conclusiones y trabajos
futuros.

El objetivo general de esta tesis fue investigar el uso de los modelos locales como método
de prediccion de series de tiempo, especificamente, aquellas series surgidas de sistemas
caoticos. Para lograr tal objetivo, fue necesario el uso de diversas herramientas como lo son
las redes neuronales; en este caso en particular, la llamada red neuronal de Kohonen, o
mapa auto-organizado; y de métodos matematicos bien establecidos como lo son los
minimos cuadrados, asi como de métodos novedosos que proporcionan nueva informacién
sobre tales sistemas: Informacion mutua promedio y el algoritmo de vecinos falsos, los

cuales marcan la pauta que permite hacer uso del Teorema de Takens.

Los mapas auto-organizados proporcionaron la capacidad de “aprender” la dinamica
de los sistemas, que para este caso en especial, es precisamente una de enorme riqueza en
cuanto a comportamientos y posibilidades: la dindmica cadtica. Los mapas cumplen con la
tareca de caracterizar al sistema, es decir, determinar lo atributos que son especificos a un
sistema en particular, y que lo distingue de los demas. Sin embargo, la caracterizacion va
mas alla de una caracterizacion generalizada el sistema, y se llega hasta el punto de hacerlo
con los diferentes tipos de comportamiento, o regimenes que presenta. Asi, tenemos todo

un conjunto de caracterizaciones que representan dinamicas locales de un mismo sistema.
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Las dinamicas locales observadas como salida de la red neuronal, proporcionan un
conjunto de modelos lineales para la prediccion del sistema. Se debe tener en cuenta que
cualquier prediccion realizada para un sistema en dindmica cadtica no va mas alla del corto
plazo, y cuando mucho, mediano plazo, dado que cualquier sistema caotico presentard una

divergencia exponencial en la trayectoria de su dinamica.

La incorporacion de pesos al proceso de minimos cuadrados, tiene como propdsito
incluir la informacion del tiempo que el sistema permanece en la dindmica de cierto modelo
local. Decir ésto es referirse no a un intervalo de tiempo continuo, sino en general a qué
tanto el sistema tiende a estar en una cierta localidad de su trayectoria. Por otro lado, ayuda
a limitar el efecto de valores atipicos que puedan presentarse. A la vez que permite eliminar
el efecto de discontinuidad que presentan los modelos locales, al suavizar los bordes de los

mismos, haciendo una transicién suave de un modelo a otro.

Como se menciono en el capitulo anterior, la modularidad del sistema permite una
gran flexibilidad en cuanto al tipo de tarea que el esquema deba realizar, dandose la
posibilidad de que funcione como un predictor, como es el caso que se presenta en esta
tesis, o como un aproximador de funciones. El uso de redes neuronales de otro tipo, por
ejemplo, redes recurrentes o redes regresivas, le confiere caracteristicas distintas, lo cual

puede resultar adecuado para algun cierto tipo de problema.

Una de las principales motivaciones para este trabajo es la posibilidad de predecir
procesos reales, como la demanda de energia eléctrica, dada la enorme importancia que
viene cobrando con los nuevos esquemas de mercado, pero no necesariamente esta sujeto a
este proceso. El analisis de series de tiempo como mediciones sismicas o médicas, por
ejemplo, también son de relevancia y afortunadamente, susceptibles de ser analizadas bajo
el esquema propuesto. Se debe sefialar que las mediciones reales pueden resultar
increiblemente complejas, dada su caracteristica “ruidosa”, ya que normalmente se obtienen
a través de algn transductor, que por lo comun es no lineal. El esquema propuesto en la
tesis obtiene resultados relativamente buenos de prediccion en este tipo de sefiales, sin
embargo es susceptible de mejorarse mediante la optimizacion en la eleccion de los

distintos parametros involucrados en el proceso, y probablemente mediante el uso de
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procesos regresivos menos sensibles al ruido. Otra alternativa es el uso de métodos de

regularizacion para el pre-tratamiento de los datos de entrada del sistema
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