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Resumen

Resumen

Dado un espacio compacto K, decimos que K es un espacio de Valdivia si existen un subconjunto
denso A de K, un ntimero cardinal o y un encaje h : K — R® tales que A = h~!(h(K)NX,), donde
Yo es el Y-producto de R®. Los espacios compactos en X-productos han sido muy estudiados en Topo-
logia General y Anélisis Funcional Abstracto. La amplia clase de los espacios compactos de Valdivia
resulta de mucho interés porque su estudio aporta informacion importante de otros espacios conocidos
(ejemplo de ello son los espacios de Eberlein y los espacios de Corson). En este trabajo se realiza un
estudio sobre importantes propiedades de los espacios de Valdivia. Se exponen una caracterizacion
de estos espacios con el concepto de r-esqueleto y algunos resultados de dualidad de la propiedad de
Valdivia con el espacio de funciones continuas.

Abstract

Given a compact space K, we say that K is a Valdivia space if there are a dense subset A of
K, a cardinal number o and an embedding h : K — R® sucht that A = h=}(h(K) N ,), where 3,
is the X-product of R*. The compact spaces of ¥-products have been studied in General Topology
and Abstract Functional Analisis. The extense class of Valdivia spaces is interesting because give an
several information about other knowed spaces ( for example the Eberlein spaces and Corson spaces).
In this work main propierties of Valdivia spaces are studied. One characterization of this spaces with
r-skeleton and some duality results of Valdivia propiertie with continuous function space are exposed.

Palabras clave: Espacio de Valdivia, espacio de Corson, Y-producto, r-esqueleto, espacio de
funciones.
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Introduccion

Los espacios de Corson y de Valdivia fueron apareciendo con el estudio de los espacios compactos
de un espacio de Banach con la topologia débil. Por otra parte, en 1959, H. H. Corson introdujo los
Y-productos en su notable articulo [7]. Anos mas tarde, Corson y Lindenstrauss conjeturan (en su
trabajo [R]):

Todo conjunto débil compacto de un espacio de Banach es homeomorfo a un subespacio de
co(a) ={z € R*: Para toda € > 0, {0 < a : |zg| > €}| < w}.

Amir y Lindenstrauss en su estudio de X-productos ([2]) prueban la conjetura y nombran a esta cla-
se de espacios compactos como espacios de Eberlein. Poco después, Y. Benyamini, M. E. Rudin y
M. Wage en su trabajo [26] muestran la existencia de un compacto en un X-producto que no es de
Eberlein. Con esto se ilustra que la clase de los subespacios compactos de un »-producto contiene
propiamente a las clase de los espacios compactos de Eberlein. Fueron E. Michael y M. E. Rudin ([5])
quienes nombraron a esta clase de espacios compactos como espacios de Corson. Desde entonces se han
estudiado ampliamente los espacios de Corson dentro de las areas de Topologia y Anélisis Funcional.
Cuando S. Argyros, S. Mercourakis y S. Negrepontis estudiaban propiedades de los espacios Corson
([20]), se dieron cuenta de la existencia de una resolucién retraccional (i. e., una familia de retractos
con ciertas propiedades) de la identidad sobre un subconjunto compacto de R” que intersecta densa-
mente al Y-producto de R?. Esto motivé a que el destacado matematico M. Valdivia estudiara esta
clase de espacios. Posteriormente, R. Deville y G. Godefroy ([I8]) les asignan el nombre de espacios
compactos de Valdivia. A finales de los 90’s, es O. Kalenda quien empieza a obtener muchos resultados
de estructura de los espacios de Valdivia. También, desde inicios de este milenio, Kubi$ y otros autores
han hecho contribuciones al estudio de los espacios de Valdivia, principalmente obteniendo resultados
de no estabilidad y ligdndolos con familias de retracciones. En estos estudios, uno de los métodos que
se aplicaron fueron el uso de los modelos elementales.

Los espacios de Valdivia son espacios compactos que contienen un subconjunto denso que se encaja
topolégicamente dentro de un Y-producto. Los espacios de Corson son un caso particular de los espa-
cios de Valdivia, estos son espacios compactos en un Y-producto. El propésito de esta tesina es hablar
sobre la estructura de los espacios de Valdivia. Nos enfocamos a presentar una nueva demostracion
de una caracterizacién conocida de los espacios compactos de Valdivia que originalmente usé modelos
elementales en la justificacién de sus afirmaciones. Basandonos en esto damos un nuevo enfoque to-
poldgico sin el uso de modelos elementales al estudio de dichos espacios.
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La tesina se estructura en un capitulo introductorio y tres capitulos que contienen los resultados
principales del enfoque de este trabajo. En el segundo capitulo exponemos las nociones de Y-producto
y de espacio Lindeloff primario. Se mencionan los conceptos que aunque parezcan elementales tienen
una importante aplicacién en el estudio de estos espacios. Para el caso de los ¥-productos exponemos
una serie de resultados que motivan directamente las propiedades que poseen los espacios de Valdivia y
de Corson. El concepto de espacio Lindel6ff primario nos ayudard a estudiar y caracterizar los espacios
de funciones de los espacios de Valdivia. En el tercer capitulo, se dan las propiedades basicas de los
espacios de Valdivia y los ejemplos méas comunes. Después, se dan algunos resultados de estabilidad
que permiten la obtencién de mas espacios de Valdivia. Por ultimo, se exponen dos clases de espacios
y su relacién con las propiedades de Valdivia y de Corson. En el cuarto y 1iltimo capitulo, presentamos
algunas caracterizaciones de los espacios de Valdivia y de Corson. La primer caracterizacién de estos
espacios pertenece a Kubis et. al. ([25]), que ocupa la nocién de r-esqueleto la cual consiste en una
familia de retracciones con propiedades especiales. Para su demostracion es aqui donde Kubis et. al.
utilizan las propiedades de reflexién que nos proporcionan los modelos elementales, los autores de [6]
idearon técnicas diferentes para llegar a una demostraciéon que no ocupa los modelos elementales. Con
esto no se pretende decir que una demostracién es mejor que la otra, se presenta tal demostracién a
razon de estudiar las técnicas topoldgicas ahi involucradas y para que el lector no conocedor de las
herramientas de submodelos elementales le sea accesible. Uno de los propdsitos principales de esta
tesina es presentar dicha demostracién manera detallada, para que un lector no experto en el area
asimile la idea. Las otras caracterizaciones, son propiedades que se llevan al espacios de funciones,
una de ellas es para un espacio de Corson que fue dada por R. Pol en [19], en esta tesina exponemos
de manera amplia la demostracién que aparece en el libro [I]. Otra de las caracterizaciones referidas
es sobre los espacios de Valdivia dada por O. Kalenda en [12], cuya idea primordial es generalizar la
caracterizacién de R. Pol.



Capitulo 1

Notacion.

A lo largo de esta tesina cuando se escriba “espacio”, se entederd que se esta hablando de un espacio
topolégico. Todos los espacios a considerar seran al menos Tychonoff (Hausdorff y completamente
regulares). La siguiente nomenclatura se usara a lo largo del trabajo:

Para X un conjunto y x un cardinal, [X]*, [X]<" y [X]=* son las familias que tienen por elementos
a los subconjuntos de X con cardinalidad s, menor que x y menor o igual a k, respectivamente.

Para X un espacioy A C X, clx(A) denota la cerradura de A en X. Cuando no exista confucién
simplemente escribiremos A.

Cuando se hable de una sucesién o red, la notacién utilizada sera la usual {z)}xea.

Los elementos de un producto [],_, X serdn denotados por (zx)r<a, donde entenderemos que
) € X). Para A\ < a, la A-ésima proyeccién serd denotada por my. Un subbasico de la topoldgia
del producto sera indicado por [\, U], donde U C X, es un abierto y [\, U] = 7, ' (U).

Dado un espacio topolégico X, su densidad serd denotada por d(X) y su peso por w(X).

En esta tesina, cuando sea conveniente w denotard al conjunto de nimeros naturales o a la car-
dinalidad del conjunto de ntimeros naturales. Por R indicaremos al conjunto de nimeros reales
y por I al intervalo [0, 1].

Sean X y Y espacios y A C X. Entonces C(X,Y) = {f : X — Y : f es continua }. El simbolo
T4 denota la topologia mas débil sobre C(X,Y) tal que la proyeccién f — f(a) es continua
para toda a € A. Escribimos C4(X,Y’) para denotar al espacio (C(X,Y),74). Cuando A = X,
Tx coincide con la topologia de la convergencia puntual 7, y en este caso se usara la notacién
Cp(X,Y). Lanotacién C(X,R), Ca(X,R) y Cp(X, R) sera reemplazada por C(X), Ca(X) y Cp(X),
respectivamente. Para ay,...,a, € Ay Uy, ...,U, abiertos en R, definimos

[al, ey ap; Uy, ,Un] = {f € CA(X) : f(az) elU;,1 < n},

el cual es un abierto bésico del espacio C4(X).

1



2 CAPITULO 1. NOTACION.
= Para B C Y y ¢ : X — Y una funciéon continua y sobreyectiva, definimos la funciéon ¢* :
Cp(Y) — Ca(X) como la funcién dada por ¢*(f) = f o ¢, para cada f € Cp(Y).

» Para espacios X y Y y una familia de funciones {f, € C(X,Y) : a € A}, la funcién evalua-
cién(diagonal) sobre dicha familia serd denotada por efr, ce(x,v):acd

Los conceptos de topologia no mencionados en este apartado y que puedan aparecer a lo largo de
la tesina seran entendidos como en [17].

'En la literatura, a e también se le denota por A.



Capitulo 2

>-productos y espacios Lindeloff
primarios.

La finalidad de esta seccién es presentar las nociones de Y-producto y espacio Lindeloff primario.
Para los ¥-productos presentamos una serie de resultados bésicos que son la herramienta principal
para abordar el estudio de los espacios de Corson y Valdivia. Los espacios Lindeloff primarios seran
importantes en el Capitulo 4, en donde se caracterizaran los espacios Valdivia y Corson usando estos
espacios. Empecemos dando la definicién de ¥-producto.

2.0.1 Definicién. Sean a un niimero cardinal, {Xy : < o} una familia de espacios y z € [y, Xo
, el X-producto con punto base en z es el subespacio

Salz) ={z € H Xg:{0 € a: g +# 2z} es numerable }
0<a

del producto [, Xo.

De aqui en adelante, los cardinales involucrados en las definiciones de X-productos seran infinitos,
esto para evitar repetitivas especificaciones y trivialidades en nuestros enunciados. En particular, en
esta tesina, nuestros X-productos se tomaran en productos infinitos de R, I o el espacio discreto 2 y en
estos casos con punto base el punto 0 del espacio respectivo. Cuando el punto base sea 0, el 3-producto
de R® lo denotaremos por ¥, y usaremos supp(x) para indicar al conjunto {6 € a : xg # 0}.

Teniendo ya la definicién de X-producto podemos definir los ¥-conjuntos.

2.0.2 Definiciéon. Sean X un espacio y A C X. Decimos que A es un Y-conjunto de X si existe un
nimero cardinal a y un encaje h: X — R tal que A = h~1(h(X) NX,).

Con las siguientes definiciones estableceremos propiedades importantes de los Y-productos.

2.0.3 Definicién. Sea X un espacio, X es un espacio Fréchet-Urysohn (que de forma abreviada se
escribird como FU) si para A C X y x € A, existe una sucesion {z, }n<w C A tal que x,, — .
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4 CAPITULO 2. -PRODUCTOS Y ESPACIOS LINDELOFF PRIMARIOS.

Los ejemplos clasicos de espacios Fréchet-Urysohn son los espacios metrizables. El abanico nume-
rable es un ejemplo de un espacio FU que no es primero numerable.

2.0.4 Definiciéon. Sea X un espacio, A C X es un conjunto numerablemente cerrado en X si para
todo B C A numerable, B C A.

2.0.5 Proposicion. X, es un espacio FU y numerablemente cerrado en R*. En particular, todo
Y-conjunto de un espacio X es FU y numerablemente cerrado en X.

Demostracién: Sea A C X, y z € cly, (A). Enumeramos los elementos de supp(x) como {0;}icw.
Para cada i,k < w, definamos U}, = (zg, — 1,29, + 7). Para cada i < w, la familia {U} : k < w} es
una base numerable de vecindades de zy, y ademas U, ,21 CcU ,22 si k1 > ko. Ahora, como [0, Ull] N
es una vecindad bédsica de z y x € cly, (A), existe y; € A tal que y; € [01,U{]. Para n < w, elijamos
yn € A tal que y, € ;< [0i, Ut]. Notar que (,<,,[0i, ULl C i<, [0, UL si m < n. Verifiquemos que
la sucesién {y, }n<w converge a x. Sea ﬂjgk[&;,Vj] una vecindad bésica de x, donde k < w. Para
cada j < k, existe n; tal que Uffj C V. Sea ng = max{n; : j < k}, entonces U,?o - UZ’{]., para cada
J < k. Ast, ;<4055 Ui C j<k!0s;, V;]. Entonces yn € ();<,[0i;, V;], para cada n > ng. Por lo tanto,
Yn — x. Veamos que Y, es numerablemente cerrado en R“.

Sean A C ¥, numerable y x € clx(A). Como ¥, es un espacio FU, existe una sucesion {y, n<w
de elementos de A tal que y, — . Supongamos que 6 € supp(zx) con 0 ¢ |J,_,, supp(y,). Como
0 € supp(z), xg # 0. Tomemos un abierto U C R tal que g € U y 0 ¢ U. Como z € [0,U], existe
m < w tal que para todo n > m, y, € [0,U]. Al ser wy(y,) € Uy 0 ¢ U, 6 € supp(ym), esto ttimo
contradice la eleccién de 6. Esto prueba que supp(x) C |, .., supp(yn). Dado que {J,, ., supp(yn) es
numerable, supp(z) es numerable. Se sigue de manera inmediata que los Y-conjuntos de un espacio X
son FU y numerablemente cerrados en X. O

Una consecuencia de tipo compacidad sobre los Y¥-conjuntos que nos proporciona la Proposicién
es el siguiente resultado (la prueba no es dificil de obtener).

2.0.6 Corolario. Sean K un espacio compacto y A C K un X-conjunto de K. Entonces A es nume-
rablemente compacto.

Los siguientes resultados nos proporcionan importantes propiedades de los Y-conjuntos..

2.0.7 Lema. Sean K un espacio compacto, A y B Y-conjuntos de K y M C K. St ANBNM es
denso en M entonces ANM = BN M.

Demostraciéon: Veamos que ANM C BN M. Sea z € AN M. Tenemos que x € ANBN M.
Por Proposicién A es FU, por ello podemos encontrar una sucesién {z,}n<, € AN BN M tal
que x, — x. Por Proposicién [2.0.5] B es numerablemente cerrado, entonces x € B. Por lo tanto,
ANM C BN M. La otra contencion se obtiene de manera analoga. O

La demostracién de siguien Lema se puede consultar en [13].

2.0.8 Lema. Sea K un espacio compacto y A C K denso, entonces A es un X-conjunto de K si
y solo si existe un cardinal o tal que A es homeomorfo a un subconjunto cerrado y acotado en cada
coordenada de X, y K = A



El Lema nos da una herramienta topolégica muy importante para los Y-conjuntos, que usa-
remos mas adelante. Asi, segin convenga la situacién trabajaremos sobre el ¥-producto de I* en lugar
se trabajar sobre el Y-producto de R®.

La siguiente proposicion es una ligera generalizacién del Lema 1.11 de [16], donde se pide numerable
compacidad en vez de pseudocompacidad.

2.0.9 Proposicién. Sean K un espacio compacto y G C K un conjunto Gg. Si A C K es denso y
pseudocompact(ﬂ entonces G N A es denso en G.

Demostracién: Del articulo [3] se sabe que A es pseudocompacto si y solo si A es Gs-denso en
cualquiera de sus compactaciones (una prueba de este hecho se puede ver en [17]). En particular, A
es Gs-denso en K. De aqui, U NG N A # () para todo G conjunto Gs en K y U abierto. Por lo tanto,
ANG denso en G. O

Una caracteristica importante sobre los ¥-conjuntos que se obtiene de la Proposicién [2.0.9] es el
siguiente.

2.0.10 Corolario. Sean K un espacio compacto y A C K un X-conjunto denso de K. Entonces A
contiene a todos los puntos G5 de K.

Una manera para construir >-conjuntos en productos lo encontramos en la siguiente proposicién.

2.0.11 Proposicién. Sean a > w y {Kpg : f < a} una familia de espacios compactos tal que para
f < a existe un L-conjunto denso Ag de Kg. Sea x5 € Ag, para cada B < o. Entonces A = {(yg)s<a €
[lsco A {B < alys # x5} es numerable } es un X-conjunto denso en [[5_,, Kp-

Demostracién: Veamos primero que A es denso en [[5_, Kg. Sea ();,,[0;, Up,] un abierto bdsico en
H5<a Kp3. Para cada i < n, al ser Ay, denso en Ky,, escogemos ag, € Ag, N Up,. Eligiendo b = (bg)g<a
con by, = ag, para cada i < ny bg = xg para § # 6;, tenemos que b € AN(),,[0:,Up,] . Ahora,
veamos que A es un Y-conjunto. Para cada 8 < «, Ag es Y-conjunto. Asf, existen agy fz: Kz — R
tal que fz es un encaje y Ag = fﬁ_l(fg(Kg) N Xa,)- Sin perder generalidad, se puede suponer que
fa(zg) = 0. Tomamos f: [[5 ., Koy = [[g<q R*, como f((Yay)s<a) = (fas(Yay))s<a- Como cada
coordenada de f es encaje, se sigue que f es continua, mas atin, f es un encaje. Dado que [] B<a R>s
es homeomorfo a R con I' = {(0,8) : 6 < ag, B < a}, se concluye que Hﬁ<a Ko, se encaja en RT.
Por construccién de f, es claro que A es un X-conjunto. O

Si elegimos « finito en la Proposicién [2.0.11} tenemos que []"_; A; es un X-conjunto de [ K.
Ahora, enunciamos la nocién de espacio Lindel6ff primario.

2.0.12 Definicién.

1. Sea « un cardinal infinito. Denotamos por D, al espacio discreto de cardinalidad « y por L,
la Lindel6fficaciéon por un punto de D,. Es decir, L, = D, U {¢} tal que cada punto de D, es
aislado y las vecindades de £ son complementos de conjuntos numerables de D,,.

Decimos que un espacio X es pseudocompacto si cada funcién continua de X en R es acotada



6 CAPITULO 2. -PRODUCTOS Y ESPACIOS LINDELOFF PRIMARIOS.

2. Un espacio X es llamado Lindeldff primario si X es la imagen continua de un subespacio cerrado
de (Lq)¥ para algin ntmero cardinal infinito a.

El siguiente enunciado exhibe la estabilidad de los espacios Lindel6ff primarios con varias opera-
ciones topologicas.

2.0.13 Lema.

1. La clase de los espacios Lindeloff primarios es cerrada con respecto a subespacios cerrados,
1magenes continuas, productos numerables y uniones numerables.

2. Todo espacio Lindeldff primario es Lindeloff.

Demostracion: El inciso 2 es trivial y para el inciso 1, se siguen de forma inmediata que subespacios
cerrados de un espacio Lindel6ff primario e imdgenes continuas de espacios Lindel6ff primarios resulten
en un espacio Lindeldff primario. Sea {K,, : n < w} una familia de espacios Lindel6ff primarios. Para
n < w, existen «,, cardinal infinito, F,, conjunto cerrado en (L,, )* v fn : Fn — K, continua tal
que f,(F,) = K,. Veamos que el producto numerable de espacios Lindel6ff primarios sigue siendo un
espacio Lindeloff primario. Considerando av = ), _ o, se tiene que [],, ., Fy es un cerrado en (Ly)*
y la funcién f: [, ., Fn = [],<., Kn dada por f((2n)n<w) = (fn(2n))n<w, es continua y sobreyectiva,
lo cual prueba lo deseado. Ahora, observemos que | J,, ., F x {n} es un conjunto cerrado en (Lq)* X w.
Por otro lado, (Ly)¥ X w se encaja en (Ly)Y x (Ly,)¥. Si 7 = a 4w, entonces (Ly)* X (L)% se encaja
en (L:)¥ x (Ly)¥ = (Ly)*. Asi, U<, Fn X {n} es homeomorfo a un cerrado en (L.)“. Definiendo
[ Upew Fn x {n} = U, <, Kn por f((a,n)) = fn(a). Se tiene que f es continua y sobreyectiva, lo

cual implica que J,, <w K es Lindeloff primario. ]



Capitulo 3

Espacios de Valdivia.

En esta seccién daremos a conocer los conceptos de espacio de Corson y los espacios de Valdi-
via. Después, se enunciaran tipicos ejemplos de estas nociones. También, estableceremos propiedades
bésicas de estos espacios. Y por ultimo, expondremos la relacién de estos conceptos con los grupos
topoldgicos y los espacios linealmente ordenados.

Para iniciar damos la definicién de espacio de Corson.

3.0.1 Definicién. Sea K un espacio compacto, decimos que K es un espacio de Corson si K es
subespacio de un Y-producto. Es decir, K es un ¥-conjunto de si mismo.

Ejemplos inmediatos de la Definicion son los siguientes.

3.0.2 Ejemplo. Tenemos que I“ es un espacio de Corson ya que estd contenido en ¥, = R¥. Maés
general, los espacios compactos metrizables son espacios de Corson pués se pueden encajar en R“.

Continuamos enunciando el concepto de espacio de Valdivia.

3.0.3 Definicién. Sea K un espacio compacto, K es un espacio de Valdim’cﬂ si contiene un X-conjunto
denso.

En este momento, nos podemos preguntar sobre los ejemplos de espacios de Valdivia. Inmedia-
tamente, de la Definicién podemos ver que todo espacio de Corson es un espacio de Valdivia.
Por ello, todos los ejemplos dados en son espacios de Valdivia. Sin embargo, existen ejemplos de
espacios de Valdivia que no son espacios de Corson y uno de ellos es el siguiente.

3.0.4 Ejemplo. La compactacién por un punto de cualquier espacio discreto no numerable es un
espacio de Valdivia. En efecto, sea 7 un niimero cardinal no numerable y 7 = 7U{x} su compactacién
por un punto. Definiendo ¢ : 7% — R tal que para o < 7, p(a)g = 0si0 # ay p(a)a =1,y @(*)q =1
para toda a < 7. Tenemos que ¢ encaja 7* en R” y 7 es un X-conjunto denso de 7*.

!Usualmente en la literatura, a los espacios de Valdivia se les enuncia como espacios compactos de Valdivia, en esta
tesina se omite la palabra compacto por comodidad.



8 CAPITULO 3. ESPACIOS DE VALDIVIA.

Una pregunta natural que surge es si jser un espacio de Valdivia es invariante bajo operaciones
topolégicas? Respecto a los productos, la respuesta es positiva.

3.0.5 Teorema. Sea {Kj : 0 < a} una familia de espacios de Valdivia. Entonces [[,., Ko es un
espacio de Valdivia.

Demostracion: El teorema se sigue de la Proposicién [2.0.11 O

De este modo, teniendo en cuenta el Teorema [3.0.5], uno puede preguntarse sobre su reciproco. Es
decir, si un producto de espacios compactos es de Valdivia, ;los factores del producto son Valdivia?
Esta pregunta atn sigue abierta. O. Kalenda la responde parcialmente en [12] con el siguiente lemaﬂ

3.0.6 Lema. Sean K1 y Ko espacios compactos tales que K1 X Ko es Valdivia. Si K1 tiene un
subconjunto denso de puntos Ggs, entonces K1 y Ko son espacios de Valdivia.

Es importante mencionar que la estabilidad del producto dictada por el Teorema [3.0.5| para los
espacios de Valdivia no tiene versién para los espacios de Corson. Es decir, que el producto de espacios
de Corson no necesariamente es Corson. Aunque hay situaciones especiales en donde si podemos
garantizar esta propiedad. En el siguiente teorema, hablamos de un tipo especial de espacios de
Corson. Dicho teorema nos dice cuando su producto es un espacio de Corson. Ademds, cudndo no
lo es; el enunciado nos afirma que es a lo méas Valdivia.

3.0.7 Teorema. Sea {Ky : 0 < a} una familia de espacios metrizables compactos, tales que cada uno
de ellos tiene al menos dos puntos. Entonces K =[], , K¢ es un espacio de Valdivia. En particular,
K es Corson si y solo si a < w.

Demostracién: Del Ejemplo [3.0.2] sabemos que Ky es Valdivia, para cada § < «. Por el Teorema
K es Valdivia. Ahora, si a < w, entonces K es un compacto metrizable. De aqui, K es un espacio
de Corson. Reciprocamente, supongamos que K es un espacio de Corson y a > w. Por la Proposicién
existe un X-conjunto propio A denso en K. Del Lema 2.0.7, A = K, lo cual contradice que A
sea un subconjunto propio de K. Por lo tanto, o < w. O

El Teorema nos permite construir una gran cantidad de espacios de Valdivia que no sean de
Corson. Algunos de ellos son:

3.0.8 Ejemplo. Para a > w, los espacios I% y 2% son espacios de Valdivia no Corson. Si o < w,
entonces estos espacios son también espacios de Corson.

El caso del comportamiento bajo imagenes continuas no lo tratamos en esta tesina, pues no entrd
dentro de los propésitos de la misma. El lector interesado en este tipo de resultados puede consultar
los articulos [15].

2Como nota curiosa, O. Kalenda ofrece un premio de tres cervezas para quien resuelva esta pregunta.



En lo que sigue de este capitulo trataremos dos clases de espacios y sus relaciones con la propiedad
de ser Valdivia. Primeramente estudiaremos la clase de los grupos topdlogicos. Las caracterizaciones
de grupos topoldgicos de Valdivia y de Corson expuestas aqui fueron tomadas del articulo [I4]. Se dan
por hecho algunas propiedades conocidas de los grupos topolédgicos. En adelante, cuando refiramos a
“grupo” entenderemos que estamos hablando de un grupo topoldgico.

Antes de comenzar con los grupos, el siguiente lema resulta importante para su caracterizacion.
3.0.9 Lema. Todo espacio de Corson tiene al menos un punto Gjy.

Demostracion: Para probar el lema, basta mostrar que todo compacto de un X-producto tiene
la propiedad. Sea « un numero cardinal y K C ¥, compacto. La relaciéon sobre K dada por z < y
si y solo si para todo 6 € supp(x) se cumple que xg = yy, para z,y € K, es un orden parcial sobre
K. Sea C = {zg : f < r} una cadena en K. Para § < a, si 6 ¢ (Jz_, supp(zp) entonces ponemos
Yo =0, ysi0 € U/6<F€ supp(xg), elijamos a < & tal que 6 € supp(x,) y definimos yp = mp(xa). Al
ser C' una cadena, podemos definir y = (yp)g<a. Veamos que y es punto de acumulacién de K. Sea
Nicn ﬂ;il(Vi) un abierto bdsico que contiene a y. Sii <ny 0; ¢ Uz, supp(zs), entonces yp, = 0y
7, (xg) € Vj, para toda f < k. Sea J = {i <n:6; € U5<K supp(xg)}. Si J # 0, para cada i € J
escogemos «; con my, (Zq,;) = yp,. Tomando z como el maximo del conjunto {xaj : j € J}, obtenemos
que z € (-, Ty, 1(VZ') N K. Esto prueba que y es punto de acumulaciéon de K y por ser K compacto,
tenemos que y € K. Por construccién, y es una cota superior de C'. Se sigue que toda cadena en K tiene
una cota superior. Por Lema de Zorn, K tiene elemento méximal 2. Como supp(z’) = {6, : n < w},
la maximalidad de 2’ garantiza que {z'} =, {z € K : xp, = 2,7 < n}. Por lo tanto, 2’ es un
punto Gs. O

Con lo anterior podemos establecer el siguiente teorema.

3.0.10 Teorema. Para todo grupo topoldgico compacto G se cumple lo siguiente.
1. G es imagen continua y abierta de un espacio de Valdivia.
2. G es espacio de Corson si y solo si G es metrizable.

Demostracién: Para la parte 1, Ivanovskii ([11]) y KuZzmine ([22]) prueban que existen un ntimero
cardinal 7 y un homomorfismo continuo y sobreyectivo f : 27 — G. Al ser 27 y (G espacios compactos,
tenemos que f es un homomorfismo cerrado. Por ello, f es un homomorfismo cociente. Ahora, veamos
que f es un homomorfismo abierto. Sea U un subconjunto abierto de 27. Tenemos que f~1(f(U)) =
Ker(f) + U es un conjunto abierto, donde Ker(f) denota el kernel de f. Por ser f homomorfismo
cociente, se sigue que f(U) es un conjunto abierto. Por lo tanto, f es un homomorfismo abierto.
Como 27 es un espacio de Valdivia (ver Ejemplo , tenemos lo deseado. Para la parte 2, Si G es
metrizable, del Ejemplo se obtiene que GG es un espacio de Corson. Reciprocamente, si G es un
espacio de Corson, por el Lema [3.0.9] G tiene al menos un punto Gs. Como G es homogéneo, cada
punto de G es G§. Dado que G es compacto, se obtiene que G es primero numerable. Como todo grupo
topoldgico primero numerable es metrizable (ver [4]), concluimos que G es metrizable. O
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Agregando la propiedad de ser totalmente disconexo a los grupos topoldgicos compactos, obtenemos
lo siguiente.

3.0.11 Teorema. Sea K un grupo compacto. Si K es totalmente disconexo entonces K es Valdivia.

Demostracion: De la teoria de grupos topoldgicos se sabe que si K es totalmente disconexo entonces
K es el producto de grupos finitos(el lector puede encontrar la demostracién de este resultado en [4]).
Al ser todo grupo finito metrizable, por Teorema [3.0.7, K es Valdivia. O

Para el caso de grupos conexos, Kubis y Uspenskii en [24] dan un ejemplo de un grupo abeliano
conexo y compacto de peso N; que no es Valdivia.

El siguiente resultado lo obtiene Kubis en [23].

3.0.12 Teorema. Sea K un grupo abeliano compacto. Entonces K es Valdivia si y solo si su compo-
nente conexa de la identidad es isomorfa a un producto de grupos compactos metrizables.

El Teorema [3.0.12] se obtiene como consecuencia del siguiente teorema, el cual es un resultado mas
general obtenido por Kubi$ y Michalewski en [25].

3.0.13 Teorema. Sea K un grupo compacto.
1. Si la componente conexa de la identidad de K es Valdivia, entonces K también lo es.

2. Si el peso de la componente conexa de la identidad de K es a lo mds Ry, entonces K es Valdivia
sty solo st su componente conexa de la identidad lo es.

Demostracién: Hofman y Morris prueban en [10], que existe una familia de grupos finitos {Fp :
0 < a} tal que K es homemorfo a Go x [],.,, Fy, donde Gy es la componente conexa de la identidad
de K. Para el inciso 1, al ser todo grupo finito espacio de Valdivia, si Gy es Valdivia, entonces K
es Valdivia. Respecto al punto 2, la parte de la suficiencia es el inciso 1 del teorema, la parte de la
necesidad no la exponemos y se puede consultar en [25]. O

Se sabe de manera general que la propiedad de ser Valdivia no es invariante bajo subconjuntos
cerrados. Por ejemplo, 2“1 es un espacio de Valdivia que contiene un subconjunto cerrado que no es
Valdivia (se pueden ver los detalles en la Proposicién 3.3 de [15]). Sin embargo, enunciaremos més
adelante que en los espacios linealmente ordenados ser Valdivia se hereda a conjuntos cerrados.

La tultima clase de espacios en la que estudiaremos la propiedad de Valdivia son los espacios
linealmente ordenados. Esta parte de la tesina se basa en los resultados obtenidos en [14]. Para un
espacio linealmente ordenado K, denotaremos por S(K) al conjunto que contiene a los puntos aislados
de K y a los puntos que son el limite de sucesiones no triviales en K.

3.0.14 Lema. Sea K un espacio linealmente ordenado compacto. Entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones:

(1) El conjunto S(K) es denso en K.
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(2) Si A es un X-conjunto denso en K, entonces S(K) C A.

(3) Si K es Valdivia, entonces S(K) son todos los puntos Gs de K y S(K) es el inico ¥-conjunto
denso de K.

Demostracién:

(1). Sea I = [z,y] un intervalo cerrado en K sin puntos aislados, en donde z,y € I y « < y. Por
la compacidad de K, podemos construir una sucesién {y, : n < w} en [x,y] creciente y convergente a
y. Luego, y € S(K).

(2). Sea A un X-conjunto denso de K. Necesariamente, todos los puntos aislados de K estédn en A.
Resta ver que si z es un punto limite de una sucesién no trivial {y, }n<. entonces € A. Sin perder
generalidad, podemos suponer {y, },<, creciente. Para cada n < w, por la densidad de A existe x,, € A
tal que z,, € (yn, ). Tenemos que {z, : n < w} C Ay x, — x. Por ser A numerablemente cerrado,
x € A.

(3). Del Lema S(K) es el unico X-conjunto de K. Ahora, por el Corolario todos los
puntos Gs de K pertenecen a S(K). Sea z € S(K). Si x es un punto aislado, claramente x es un punto
Gs. Supongamos que x es punto limite de alguna sucesién no trivial. Si (+<—, x| o [x,—) son abiertos,
se sigue que x es un punto Gs. Ahora, si («<—,z] y [z, —) no son abiertos, por ser S(K) un espacio
FU , existen sucesiones {p }n<w ¥ {Un}n<w, respectivamente creciente y decreciente, convergentes a
x. Con esto obtenemos que = = (), _,[*n, yn). Por lo tanto, z es un punto Gs. O

Para finalizar esta seccidn presentamos algunos resultados concernientes a los espacios linealmente
ordenados y su relacién con las propiedades de Valdivia y de Corson. Debido al propdsito de nuestro
trabajo, no damos las demostraciones de dichos enunciados y si el lector desea conocerlas puede con-
sultar en el trabajo [14], en dicho articulo se hace un andlisis mas profundo de estos espacios.

El siguiente resultado ilustra que la propiedad de ser Valdivia se hereda bajo subconjuntos cerrados
en la clase de los espacios linealmente ordenados.

3.0.15 Proposicién. Sea K un espacio linealmente ordenado y compacto. Si K es Valdivia (o la
imagen continua de un Valdivia), entonces cada subconjunto cerrado de K es Valdivia.

Otras propiedades interesantes que tienen los espacios linealmente ordenados son que los espacios
de Corson en esta clase se caracterizan mediante los espacios metrizables.

3.0.16 Proposicién. Sea K un espacio compacto linealmente ordenado.
1. K es Corson st y solo si K es metrizable.

2. Si K es un espacio de Valdivia, entonces w(K) < ¥y



Capitulo 4

Algunas caracterizaciones de los
espacios de Valdivia.

En este capitulo principal de la tesina se expondran dos caracterizaciones de los espacios de Valdivia
y una caracterizacion de los espacios de Corson. La primera caracterizacion de los espacios de Valdivia
se obtiene de la estructura interna del espacio mismo y es determinada por la nocién de r-esqueletos.
La segunda caracterizacién a exponer sera una interpretacién externa del espacio via su espacio de
funciones continuas con valores reales. La carcaterizacion de los espacios de Corson se determina con
esta mismas ideas.

4.1. Espacios de Valdivia y r-esqueletos.

Esta primera parte del capitulo consiste en dar la caracterizacién de los espacios de Valdivia utili-
zando la nocién de r-esqueletos. Después de obtener la caracterizacién, presentaremos una aplicacion
de dicho resultado para deducir cuando los hiperespacios son espacios de Valdivia. Es importante
recalcar, que las demostraciones que daremos en esta seccion involucran nuevas técnicas topoldgicas
que utilizan funciones mondétonas e iteraciones.

La definicién de r-esqueleto que se expone a continuacién tiene una ligera modificacién a lo que
Kubis y Michalewski definen.

4.1.1 Definicion. Sean X un espacio y I' un conjunto parcialmente ordenado, dirigido y o-completo.
Una familia de retracciones continuas {rs : s € I'} de X es un r-esqueleto si satisface:

(i) Para cada s € I, r5(X) es césmicd}
(ii) Si s <t, entonces rs =rs01r; =71, 07T5.

(iii) Si{sn :n < w} C T estal que s, < sp41 paracadan < w y t = sup{s, : n < w}, entonces
ri(x) = limy, 00 75, (z) para cada x € X.

1 X es un espacio césmico si tiene una base de red numerable.

12
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(iv) Para todo x € X, x = limgep rs(x).

Al subespacio (J,eprs(X) de X, se indicard con el nombre de espacio inducido por {rs : s € T'}.
Ademas, {rs : s € I'} es un r-esqueleto completo si es un r-esqueleto y:

(v) X = User rs(X).
Y diremos que {rs : s € I'} es un r-esqueleto conmutativo si es un r-esqueleto y:
(vi) rsory =1, o7, para cualesquiera r,s € T

En [25], los autores piden que la condicién en el inciso (i) de la Definicién sea la propiedad
de ser segundo numerable en lugar de césmico. En adelante, I' representard un conjunto parcialmente
ordenado, dirigido y o-completo, al menos que se especifique lo contrario.

Es fécil ver que la propiedad (v) implica la propiedad (iv). Por ello, si una familia de retracciones
cumple con las condiciones (i), (ii), (iii) y (v) de la Definicién entonces es un r-esqueleto com-
pleto. Ademés, notemos que si {rs : s € I'} es r-esqueleto completo, entonces {r, : s € I'} fija puntos
de X, es decir, para cada = € X existe s € I tal que rg(z) = x.

Un ejemplo de un espacio con un r-esqueleto completo es el siguiente.

4.1.2 Proposiciéon. FEl espacio X, tiene un r-esqueleto conmutativo completo.

Demostracién: Considere I' = [a]S¥ con el orden de la contencién. T’ claramente es un conjunto

parcialmente ordenado, dirigido y o-completo. Para A € T, definamos P4 : R® — R® por Ps(z)g =0
sif ¢ Ay Py(x)g = xg si 0 € A. Es facil ver que, {P4 |y,: A € T'} es una familia de retracciones
en Y, que es conmutativa y que cumple las condiciones (i)-(iii) de la Definicién [£.1.1] Para tener la
condicién (v), basta ver que x € ¥, implica Pyypyz)(z) = . Por lo tanto, {Pa [s,: A € '} es un
r-esqueleto conmutativo completo. ]

El siguiente lema es un resultado técnico y nos permitird heredar familias de retracciones a subes-
pacios cerrados.

4.1.3 Lema. Sean X un espacio numerablemente compacto y {rs : s € I'} una familia de retracciones
en X que satisface (i)-(iii) de la Definicion|4.1.1. SiY = J,er 75(X), entonces para A € [P(Y)]= y
so €T, existen s €T y D C [JAJ=¥ tales que so < s y rs(A) = DN A, para toda A € A.

Demostracién: Tenemos que para cada s’ € T existe Dy € [|J.A]=¥ tal que ry(Dy N A) es denso
en ry(A), para cada A € A. En efecto, sea A € A. Por ser ry(A) césmico, ry(A) es separable. Por
ello podemos elegir D4 € [A]=¥ tal que 7¢(D4) es denso y numerable en 74 (A). Por la continuidad
de 7y, ry(Da) es denso en ry(A). Tomando Dy = Uaea Da obtenemos lo deseado. Con lo anterior,
construyamos s, y D, de manera recursiva, para cada n < w. Notemos que sg ya esta dado. Suponga-
mos que s, ha sido construido. Podemos escoger D,, € [J.A]=* tal que rs, (D, N A) denso en r,, (A),
para cada A € A. Como D,, C Y, para cada d € D,, existe sq € I" tal que r,,(d) = d. Por ser I un

conjunto dirigido y o-completo, podemos elegir una cota superior s,4+1 de {sq:d € D, } en T tal que
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Sp41 = Sp. Asl, Dy =15, (D) C 75, (X). Tomemos D = J,, ., D y s = sup{s, : n < w}.

Veamos que s y D cumplen con lo deseado para el lema. Por construccion, es claro que D = r4(D) C
rs(X), D C [UAS¥ y sp < 5. Con ello DN A C 74(A), para cada A € A. De aqui se deduce que
DN ACry(A), para cada A € A. Falta ver que para cada A € A, 75(A) € DN A. Sea A € A. Veamos
que r5(z) es punto de acumulacién de D N A, para cada z € A. Supongamos que no es cierto, sea
x € Atal que r4(z) € U = X \ D. Como U es un conjunto abierto en X, sea V un conjunto abierto en
X tal que z € V CV CU. Al ser limy,_,o0 75, () = 75(2), existe N < w tal que 75, (z) € V Nrg, (A),
para todo n > N.

Afirmacién: Sin > N, entonces existe y, € D, tal que s, (y,) € V para toda N < m < n.

Prueba de la afirmacion: Sean n > N y m < n con N < m. Por ser s, < s,, del inciso (ii)
de la Definicién tenemos que rg, (rs,(x)) = 15, () € V. Por lo cual se sigue que rg, (x) €
Ny T (V). De aqui, s, (x) € (n_n 75,2 (V) N7, (A). Por la densidad de r, (D, N A) en 7y, (A),

existe y, € Dy, tal que 7, (yn) € (n_n s (V). Por lo tanto, 7, (yn) = 7s,, (rs,(yn)) € V, para todo
mcon N <m <n.

Para cada n > N, escogemos y,, € D,, como en la afirmacién y veamos que y,, = 75(y, ). En efecto, por
construccién, D,, C rs, ., (X). Por ello, existe z € X tal que y, = rs,,,(2). Al ser s,,41 < s, tenemos
que

Ts(Qn) = Ts(rsmq (2’))
= Ts, (rs(2))
= Tspy1 (Z)

= Yn-

Asi, para n > N tenemos que
Yn = Ts(Yn), (4.1)

Ahora, por ser X numerablemente compacto y {y, : N <n} Crs(X), {yn : N < n} tiene un punto de
acumulacién y € r4(X). Podemos asumir que y = lim,_,o yn. Por la continuidad de las retracciones
se cumple que

rs(y) = lim 7y, (y)

m—r0o0

= g, "o I, ¥)

= %o e Tom (¥0)

= g}v Agfz Tspm (Yn)

y por la afirmacién, rs,, (y,) € V para cada N < m < n. Esto implica que r5(y) € V C U. Por otro
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lado, usando la continuidad de rg y la igualdad [4.1] tenemos
rs(y) = 7“8(”1320 Yn)
= i, 7 (n)
= lim y,.
n—oo

Asi, existe Ny < w tal que y, € U N D, para todo n > Ny, pero esto es una contradiccién porque
U = X\ D. Por lo tanto, rs(z) € DN A. O

Una consecuencia inmediata del Lema es el siguiente resultado que establece importantes
propiedades topolégicas de los espacios inducidos por los r-esqueletos.

4.1.4 Corolario. Sean X un espacio numerablemente compacto y {rs : s € I'} un familia de retrac-
ciones que satisfacen (i)-(iii) de la Definicion |4.1.1, SiY = J,cprs(X), entonces

1. t(Y)<w, y
2. Para cada x €Y, = limger r4(7).

Demostracién:

1.Sean A C Y, z € cly(A) y sp € T tal que x € rye(X). Por el Lema existe s € I' con
so < sy D € [A=¥ tal que r5(cly(A)) = D. Dado que s > sg, tenemos que 75(z) = z. De aqui,
x € rg(cly(A)) = D.

2. Sean z € Y y U un subconjunto abierto con z € U. Escojamos un subconjunto abierto V tal que
r eV CV CU.ParaA={VNY,YN(X\U)}, por el Lemaexiste selconry(YNV)CYnV
yrs(YN(X\U)) CYN(X\U). Al cumplirse que z € Y NV, obtenemos rs(x) € Y NV. Seat > sy
supongamos que 7(z) ¢ U. Entonces ri(x) € YN(X\U) y rs(x) =rs(re(z)) € Y N (X \ U), lo cual es
una contradiccién dado que Y N (X \ U) y Y NV son disjuntos. Por lo tanto, tenemos que ry(x) € U,
para cada t > s. O

La propiedad de poseer r-esqueletos completos se hereda bajo conjuntos cerrados en espacios
numerablemente compactos como sera expuesto a continuacion.

4.1.5 Teorema. Sea X un espacio numerablemente compacto con un r-esqueleto completo. Si F C X
es cerrado, entonces F' tiene un r-esqueleto completo.

Demostracién: Sea {rs : s € I'} un r-esqueleto completo en X. Por el Lema tenemos que
IM:={seTl:ry(F)C F} # 0. Que I'" sea parcialmente ordenado, y dirigido se hereda de I'. Y que sea
o-completo se obtiene de su definicién . Resta ver que {rs [p: s € '} es un r-esqueleto completo en
F. La familia {r; [p: s € I"} cumple claramente las propiedades (i)-(iii) de la Definicién [1.1.1} Veamos
que F' = {J e rs(F'). Trivialmente se cumple que | J,.pv 7s(F) € F. Para la otra contencién, fijemos
x € F. Por ser {r; : s € I'} un r-esqueleto completo en X, existe s € I' tal que = r4(x). Del Lema
existe s’ € I tal que s < s'. Por ello obtenemos que ry(z) = ry(rs(z)) = rs(z) = x. De aqui,
{rs [p: s € T’} cumple con (v) de la Definicién Por lo tanto, {rs [r: s € I'} es un r-esqueleto
completo en F. ]
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El Teorema nos proporciona el siguiente resultado importante de los Y-conjuntos. Esté es
esencial para la caracterizacién de los espacios de Valdivia con la nocién de r-esqueleto.

4.1.6 Corolario. Todo Y-conjunto admite un r-esqueleto conmutativo completo. En particular, todo
espacio de Corson admite un r-esqueleto conmutativo completo.

Demostraciéon: Sabemos que todo ¥-conjunto se encaja de manera cerrada en X, para algin car-
dinal a.. De la Proposicién podemos observar que 3, tiene un r-esqueleto conmutativo completo.
Como todo X-producto es numerablemente compacto, por el Teorema todo Y-conjunto admite
un r-esqueleto completo. Lo conmutativo se hereda por la construccion de las retracciones definidas
para 3, en la Proposicién [4.1.2 O

4.1.7 Observacion. Sean X un espacio y Y un X-conjunto denso de X. Sin perder generalidad,
supongamos X como un subespacio de R, para algin «. Tenemos que Y = X NXy y clra(Y) = X.
Del C’omlario Y admite un r-esqueleto completo conmutativo. En este caso, {Ps [y: A €'} es
tal m-esqueleto y I := {A € [a|=¥ : P4(F) C F}. Notemos que para cada A € T", la retraccion P [x
extiende a Py |y. Ademds, observemos que Pa(X) = Pa(clra(Y') C clra(Pa(Y)) C clra(Y) = X. Lo
cual implica que {Py [x: A € T'} es un r-esqueleto conmutativo en X.

En lo que sigue enunciaremos un serie de resultados técnicos para obtener la caracterizacion de los
espacios de Valdivia.

4.1.8 Lema. Sean K wun espacio compacto, F C K un cerrado y {rs : s € I'} una familia de
retracciones de K en F tal que {rs [Fp: s € I'} es un r-esqueleto sobre F. Entonces la restriccion de la
evaluacion e, .sery [F1 F — e sery (K) es un homeomorfismo.

Demostracién: Para simplificar la notacién, hacemos h = ey, .scry. Trivialmente, h [ es continua.
Que h | sea inyectiva es consecuencia de que la familia {ry [p: s € I'} satisface la condicién (iv) de
la Definicién Por la compacidad de F, para ver que h [r es un homeomorfismo basta mostrar
que es sobreyectiva. Para ello veamos primero que h({J,cp7s(K)) € F es denso en h(K). Sean U
un conjunto abierto en h(K) y zp € K tal que h(xzg) € U. Sin perder generalidad supongamos que
existen si,...,s, € I' y conjuntos abiertos Us, C 75, (K), para cada 1 < i < n, tales que U = {h(z) :
x € K,rg,(x) € Us; y1 < i < n}. Asi, tomemos s € I', una cota superior de {s; : 1 < i < n}.
Entonces rs, (rs(z0)) = s, (x0) € Us,, para todo 1 < ¢ < n. Lo cual implica que h(rs(xg)) € U. Como
h(User rs(K)) es denso en h(K) y F es compacto, concluimos que h(F) = h(K). O

El siguiente lema es bastante til, pues gracias a él podemos dejar de trabajar sobre un conjunto
de indices arbitrario, a solamente trabajar con conjuntos numerables del espacio respectivo.

4.1.9 Lema. Sean X un espacio numerablemente compacto y I' un conjunto parcialmente ordenado,
dirigido y o-completo. Si para cada x € X se tiene un punto asignado s, € I', entonces existe una
funcién mondtona ~y : [X]=* — T que satisface las siquientes propiedades:

(1) Para cada x € X, y({z}) > s,.
(2) Si AC B e [X]=%, entonces v(A) < v(B).
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(3) Si{An,:n<w}C[X]=¥ yA, C Ay para cadan < w, entonces ¥(U, ., An) = sup, ., 7(4An).

n<w * N

Demostracién: Construyamos iteradamente la funcién « : [X]=* — ' como sigue: Para () C X
elegimos un punto arbitrario (@) € I'. Supongamos que para n > 1, hemos definido v(F') para todo
F € [X]=". Para A € [X]|"*!, determinamos v(A) = sup ({y(F) : F € [A]="} U {s; : © € A}). Por
dltimo, si A € [X]¥, entonces ponemos Y(A) = sup{y(F) : F € [A]<“}. La funcién ~ asi definida
cumple trivialmente con el inciso (1) del lema. Para el inciso (2), sea B € [X]=*. Si B es finito, por
la definicién de ~, v(A4) < v(B), para toda A C B. Supongamos que B € [X]“ y sea A C B. Si A es
finito, entonces v(A) < sup{y(F) : F € [B]<¥} = v(B). Ahora, si A € [B]*, tenemos que {y(F): F €
A]} C {4(G) : G € [BI=°}. Asi, 7(A) = sup{(F) : F € [A]*} < sup{1(G) : G € [B]=“} = 1(B).
Resta mostrar que se cumple la propiedad (3). Sea {A, : n < w} C [X]=* tal que A, C A,,1, para
cada n < w. Como A, C U, ., An, Para toda m < w, entonces por la monotonia de la funcién
tenemos que y(Ap,) < v(U,,, An). Por lo cual se sigue que sup,,, 7(4n) < v(U,,-., An). Por otro

n<w * N n<w * N
lado, para F € [J,,., An] <, existe m < w tal que F' C A,,. Entonces v(F) < v(Am) < sup,«, 7(4n).
Por lo tanto, v(lU, <, An) < sup, ., 7(A4n). O

El Lema basté para obtener la caracterizacion de los espacios de Corson con la nocién de
r-esqueletos, obtenida en [2I]. Sin embargo, este lema no fue suficiente para demostrar la versién
en la clase de los espacios de Valdivia. Por ello, con el siguiente lema construiremos una familia de
retracciones indexada por elementos del conjunto potencia del espacio en cuestién, la cual si permite
obtener la caracterizacion para los espacios de Valdivia.

4.1.10 Lema. Sean K un espacio compacto y Y el espacio inducido por un r-esqueleto conmutativo
{rs : s € '} en K. Entonces existe una familia de retracciones {ry : A € P(Y)} en K, tal que para
cada A € P(Y') se cumplen las siguientes propiedades:

(1) ACra(K) yd(ra(K)) <Al

(2) La familia {rp 1, ,(x): B € [A]=*} es un r-esqueleto conmutativo enra(K) e induce a' Y Nra(K).

(3) Si B C A, entonces tg =Tporg =r40TR.

(4) ra(Y) C Y.

(5) Si A€ [Y]S¥, entonces rA(K) es césmico.
Ademds, Y = epyyra(Y).

Demostracion: Primero construyamos las retracciones con indices en los conjuntos numerables de
Y. Para cada y € Y, fijemos s, € I tal que y = r, (y). Aplicando el Lema existe v : [Y]=* = T
que cumple los incisos (1)-(3) del Lema Con ello, para cada A € [Y]=¥, definimos 74 = 74(4)-
La familia {rs : A € [[Y]=%} satisface trivialmente los incisos (1)-(4). Queda por determinar, r4
para A no numerable. Para cada F € [Y]<%, escogemos Dp C rp(K) denso y numerable tal que
F C Dp. Consideremos la funcién D : P(Y) — P(Y) dada por D(A) = |{Dr : F € [A]<“}, para
cada A € P(Y). Directamente de la definicién de D podemos ver que
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= D es una funcién mondtona.
» Para cada A € P(Y), tenemos que A C D(A) y |D(A4)| < |A].
» Si A€ [Y]S¥, entonces 74(K) = D(A).

Afirmacion: Si A € P(Y)\ [Y]=%, entonces Y N D(A) = J{rp(K) : B € [A]=“}.

Prueba de la afirmacion: Seay € Y N'D(A). Del inciso (1) del Corolario sabemos que t(Y) < w
Por ello, existe D € [D(A)]=¥ tal que y € D. Tomando B € [A]=* tal que D C D(B) obtenemos

que y € D C D(B) = rp(K). Reciprocamente, si © € rg(K), para algin B € [A]*, entonces
xerg(K)= QYOD(A)
Sea A € P(Y)\ [Y]=¥. La afirmacién nos asegura que {rp : B € [A]=*} es una familia de retracciones

del espacio K en D(A). Por (2) del Corolario [4.1.4]y las propiedades de 7, se sigue que {rp | Dy B €

[A]=*} es un r-esqueleto conmutativo sobre D(A). Y el Lema [4.1.8/ implica que €{rp:Be[A1=~} [Dray €

un homeomorfismo. Para simplificar la notacién hacemos ha = ey, . peja)<wy}. Con esto definimos la
retraccién para el conjunto A como ry4 = (ha [m)*l oha. Veamos ahora que {rs : A € P(Y)\[Y]=*}
satisface las propiedades (1)-(4) del lema. Los enunciados (1) y (2) son satisfechos por la construccién
de las retracciones y la afirmacién antes mostrada. Sea A € P(Y)\[Y]=¥. Veamos que se cumple (3) del
lema. Fijemos B C A. De la identidad rg(K) = D(B) C W = r4(K), obtenemos que rqorg = rp.
Sigue ver que rgorg = rp. Sea x € K. Es facil observar que hy(x) = ha((ra(z)). Con esto, para
cada D € [A]=%, tenemos que rp(x) = rp(ra(x)). Con ello, rp(z) = rp(ra(z)), para cada D € [B]<%
y hp(x) = hp(ra(z)). De aqui, se sigue que rp(x) = rp(ra(x)). Para establecer el inciso (4) fijamos
y € Y y ponemos B = {y}. Veamos que rp(ra(y)) = ra(rp(y)). Dado que {rp I,,(x): B € [A]=*}
es un r-esqueleto conmutativo en 74 (K), conseguimos que 74(y) = limpe <o 7p(r4(y)). Deducimos,
del inciso (3) del lema, que r4(y) = impe <o 7p(y). De este modo, tenemos que

ra(ra(y)) = paim, ra(rp(y)) = palm_ ro(re(y)) € ra(K).

Observe que si D € [A]=*, entonces por los incisos (2) y (3) del lema, rp(rp(y)) = r(rp(y)
rp(rp(ra))) = rp(r(ra(s))). Con lo cual, ha(rp(y) = ha(rs(ra(w))). Al'ser rp(ra(y)) € ra(K).
obtenemos que r4(rg(y)) = ra(rg(y)). Puesto que rp(y) = y, se deduce que ru(y) = ra(ra(y)
rg(ra(y)). Como B es numerable, entonces rg(K) C Y. Por lo tanto, r4(y) € Y. Por ultimo, Y =
U AcP(v)TA (Y') se cumple por la eleccién de los retractos en el caso numerable.

O

El siguiente lema es crucial en la obtencién de la caracterizacion.

4.1.11 Lema. Sean X un espacio yY C X denso con t(Y') < w. Si existe una familia de retracciones
{ra: AeP(Y)} en X tal que para todo A € P(Y) se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. ACra(X) yd(ra(X)) <|A|.
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2. Si A€ [Y]S%, entonces r4(X) es metrizable.

8. La familia {rp I, ,(x): B € [A]=*} es un r-esqueleto conmutativo en r(X) e induce a' Y Nr(X).
4. SiBCA, rgorga=rporg=rpg.

5. 1a(Y) €Y = Uaepygze ra(Y).

Entonces eziste una condensacioﬁﬁ ¢: X >R tal que d(Y)C Xy y o(X\Y)NE, = 0.

Demostracién: Probaremos el lema por induccién sobre la densidad de Y. Si d(Y) = w, entonces
por la condicién (3) deducimos que ry(y) = y, para todo y € Y. Como Y es denso en X, se sigue que
ry(x) = z, para todo x € X. Esto tltimo prueba que ry (X) = X. De aqui y por las condicién (1)-(2)
tenemos que X es metrizable separable. Por ello X se condensa en R“. Supongamos que k = d(Y) > w
y que el resultado se sigue para cardinales menores que x. Escogemos {ys : f < k} un subespacio
denso de Y y para cada 6 < k, hacemos Ayg = {yg : f < 8} y rp = r4,. Dado 6 < &, por las condiciones
(1) y (3) y la hipdtesis de induccidn, existen un cardinal oy y una condensacion ¢g : rg(X) — R*? tales
que Y Nrg(X) = ¢, (Sq,)- Sabemos que [[,., R es homeomorfo a R%, en donde o = @,_, ap.
Entonces definimos ¢ : X — R como sigue: Siz € X y 0 < &,

2(g) = ) Por1(r041(2)) = do41(re(2)) s 6 > 0;
) {%(ro(ﬂﬁ)) sif=0.

Claramente, ¢ es continua. Para ver que es una condensacién en un subespacio de R%, tinicamente
queda ver la inyectividad. Sean z,y € X distintos. Por la propiedad (3), existe F € [Y]<“ tal que
rr(z) # rp(y). Con esto {6 < k : rg(x) # rg(y)} # 0. Lo cual permite elegir 5 = min{f < & :
ro(x) # ro(y)}. Si B = 0, se tiene trivialmente que ¢(z) # ¢(y). Por otro lado, si 8 # 0, entonces de
la propiedad (3) del Lema aplicada a Ag y de los incisos (iii) y (iv) de la Definicién de [.1.1] existe
0 < k tal que 8 = 0+ 1. Lo anterior implica que ¢(x)(0) # ¢(y)(0) y ¢(x) # ¢(y). Ahora, veamos que
#(Y) C 4. Sea z € Y. Primero notemos que si § < u < o'y ro(z) = r,(z), entonces r5(x) = ro(z),
para todo 6 < § < p. Por ello es suficiente mostrar que {rg(x) : § < Kk} es numerable, lo cual serd
consecuencia de la siguiente afirmacion.

Afirmacion: Para cada funcién creciente f : wi; — &, existen 6 y 8 tales que 0 < 8 < w1 y 749 (7) =

1) ().
Prueba de la afirmacion: Para £ = sup f(w1) se cumple que r¢(x) € {rpp)(z) : 0 <wi}. En efecto,

sean U una vecindad de r¢(x) y V un subconjunto abierto tal que re(z) CV CV C U. De re(z) =
limpciag<e rB(re(x)) = limpepa <o rp(2), tenemos que existe D € [A¢]=% con rp(z) € V, para
B e [Ag]gw y D C B. Sea 6 < w tal que D C Ayg). De

r T) = lim rg(r z)) = lim rg(z),
70)(%) B e (750 (x)) e (z)

2Decimos que f : X — Y es una condensacién si f es continua e inyectiva.
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resulta que

T‘f(g)(.%’) € {T’B(l') :Be [Af(e)]éw y D C B} C 1% cU.

Al ser t(Y) < w, existe ¢ < wy tal que r¢(x) € {rpp)(7) : 0 < (} C 74 (X). Asi, para cada 8 > (,
tenemos que 7¢(z) = r5(g)(re(v)) = rp(5) (7).

Por lo tanto, {rg(x) : # < k} es numerable. De manera fécil se sigue que ¢(X \ Y)N %, = (. Con
todo, ¢ es una condensacion. O

El siguiente resultado es el ultimo ingrediente para tener nuestra caracterizacion.

4.1.12 Lema. Sean K compacto yY un subespacio denso de K. Si 'Y es inducido por un r-esqueleto
conmutativo en K, entonces Y es un X-conjunto de K.

Demostracién: Al ser K compacto y Y inducido por un r-esqueleto, podemos escoger {r4 : A €
P(Y)} una familia de retracciones sobre K como en el Lema Por el Lema existe una
condensacion ¢ : K — R tal que ¢(Y) C X, y (K \Y)NX, = 0. Dado que K es compacto, tenemos
que ¢ es un encaje. O

Con todo lo anterior podemos concluir con la siguiente caracterizacién de los espacios de Valdivia.

4.1.13 Teorema. Sea K un espacio compacto. K es un espacio de Valdivia si y solo si K admite un
r-esqueleto conmutativo.

Demostracion: Si K es un espacio de Valdivia, de la Observacién tenemos que K admite un
r-esqueleto conmutativo. Reciprocamente, si K admite un r-esqueleto conmutativo, entonces el Lema
implica que K es un espacio de Valdivia. ]

El Teorema permite obtener otros ejemplos de espacios de Valdivia. Uno de ellos son los
hiperespacios. Los resultados que enunciamos concernientes a los hiperespacios estan contenidos en
[14]. Sea K un espacio compacto, denotemos por exp(K) al espacio de todos los subconjuntos cerrados
y no vacios del espacio K, con la topologia de Vietoris (las propiedades de esta topologia se pueden
consultar en [17]).

Una consecuencia del Teorema |4.1.13| correspondiente a los hiperespacios es el siguiente enunciado.

4.1.14 Teorema. Sean K un espacio de Valdivia, A C K un 3-conjunto denso de K y S = {F €
exp(K): F C A y F metrizable }. Entonces S es un 3-conjunto denso de exp(K).

Demostracién: Por el Teorema A es inducido por un r-esqueleto conmutativo {rs : s € I'}
en K. Que S sea denso en exp(K) no es dificil de verificar. Con ello, solo queda mostrar que S es
un Y-conjunto. Para cada s € T, sea s : exp(K) — exp(K) dada por 75(F) = r¢(F), para cada
F € exp(K). Es ficil ver que la familia {75 : s € T'} es un r-esqueleto conmutativo en K. Falta ver
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que S = (J,er Ts(exp(K)). Sean F' € exp(K) y s € I'. Como 74(F) = r5(F) Crs(K) C Ay rs(K) es
metrizable, tenemos que 7s(F') es metrizable. Por ello, 7s(F') € S. Reciprocamente, Si F' € S, entonces
F es un compacto metrizable. Al ser F' separable y F' C A, existe s € S tal que r3(F) = F. Lo cual
implica que F' = r4(F) = 75(F) € 75(exp(K). Concluimos, por el Lema[d.1.12] que S es un -conjunto.

[

Del Teorema resulta la siguiente caracterizacién para espacios de Corson. Ademés de otra
herramienta para obtener espacios de Valdivia.

4.1.15 Corolario. Sea K un espacio compacto. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:
1. Si K es un espacio de Valdivia, entonces exp(K) es un espacio de Valdivia.

2. Si K tiene un conjunto denso de puntos Gg, entonces K es un espacio de Valdivia si y solo si
exp(K) es un espacio de Valdivia.

3. exp(K) es un espacio de Corson si y solo si K es metrizable.

Demostracion:

1. Es consecuencia del Teorema [.1.14

2. Queda ver que si exp(K) es de Valdivia entonces K es de Valdivia, pues lo otra implicacién es el
inciso 1. Supongamos que exp(K) es un espacio de Valdivia, D C K un conjunto denso de puntos Gy
en Ky A C exp(K) es un Y-conjunto denso en exp(K). Identificando a K en exp(K) como el conjunto
{{z} : = € K}, tenemos que todo punto de D es un punto G; en exp(K). Por el Corolario A
contiene todos los puntos Gs de exp(K). En particular, D C A. Asi, D genera un X-conjunto denso
en K. Por lo tanto, K es Valdivia.

3. Si K es un espacio metrizable, entonces exp(K) es un espacio metrizable con la métrcia de Hausdorff.
Del Ejemplo tenemos que exp(K) es un espacio de Corson. Reciprocamente, si exp(K) es un
espacio de Corson, entonces exp(K) = S, donde S es como en el Teorema Identificando a K con
{{z} : z € K}, tenemos que K es un espacio de Corson. Ademds, como K € exp(K) y S = exp(K),
tenemos que K es metrizable. O

Del Corolario podemos obtener otro ejemplo de un espacio Valdiva que no es de Corson.

4.1.16 Ejemplo. Sea K la compactacién por un punto de un espacio discreto no numerable. Por el
Ejemplo K es un espacio de Valdivia. Por el inciso 1 del Corolario [4.1.15 exp(K) es Valdivia.
Sin embargo, el inciso 3 del Corolario 4.1.15 implica que exp(K) no es un espacio Corson.

Una pregunta sugerida por O. Kalenda en [I4] es: Si K es compacto y exp(K) es de Valdivia, jes
K de Valdivia? Una respuesta parcial es el inciso 2 del Corolario Ahora, si en lugar de tomar
exp(K) se toma el espacio de subconjuntos no vacios y tamano menor o igual a n, donde n < w, se
obtienen resultados similares a los enunciados para exp(K).
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4.2. Espacios de Valdivia y sus espacios de funciones.

En esta apartado, iniciaremos exponiendo la caracterizaciéon de un espacio de Corson via con su
espacio de funciones. Después, se hara la generalizacion para la clase de espacios de Valdivia, esta
generalizacién es la segunda caracterizacién de estos espacios abordada en este trabajo. Es importante
mencionar que algunas propiedades basicas del espacio de funciones se daran por hechas, el lector
puede consultar [I] en su caso. Todos los resultados presentados en esta seccién son tomados de [12]

y [

Los siguientes lemas son propios de la teoria de los espacios de funciones. Se utilizaran en la ob-
tencién de las dos caracterizaciones antes mencionadas. El lema expuesto acontinuacién es un teorema
tipo Stone-Weierstrass.

4.2.1 Lema. Sean K un espacio compacto y M C C(K,2), tales que M separa puntos de K y si
fyh € M, entonces max{f,g} € M, min{f,g} e M y f+1€ M ( donde f+ 1(z) =0 si f(z) =1;
f+1(x)=1si f(x) =0). Entonces M = C(K,2).

Demostracién: Primero notemos que hay una relacién biunivoca entre los elementos de C(K,2)
y los conjuntos clopen de K. Por un lado, para cada f € C(K,2), Us = f~'({1}) es un subconjunto
clopen en K. Por otro lado, si U es un conjunto clopen en K, entonces XUEI € C(K,2). Sea By = {Uy :
f € M}. Por las propiedades de M, no es dificil ver que la familia By es cerrada bajo complementos,
intersecciones finitas y uniones finitas. Ademads, Bjs separa puntos de K, es decir, para z,y € K
distintos, existe V' € By tal que z € V y y ¢ V. Por la relacién biunivoca de C(K,2) con los conjuntos
clopen de K, para probar que M = C(K,2), basta mostrar que cada subconjunto clopen de K es
elemento de Bjs. Dicho esto, sea F' C K un subconjunto clopen de K y x € K \ F. Para cada
y € F, existe U,y € By tal que y € Uy v @ € K\ Ugyy) € By Como F C UyeF Uy v F es
compacto, existen yi,...,yn, € F tal que F C |J;", Ulz,y)- Dado que By cerrada bajo uniones finitas,
Ve =UiZ1 Uy € Buy € K\ V; C K\ F. Por ello, tenemos que K \ F' = e\ p K\ Voo Al ser
K\ F compacto, existen z1, ...,x; € K\ F tales que K\ F = U§:1 K\V,,. Como cada K\V,, € Byry Bas
cerrada bajo uniones finitas, entonces K\ F' € Bj,. Por ltimo, de que By, cerrada bajo complementos,
deducimos que F € By;. Con todo, M = C(K,2). O

4.2.2 Lema. Sean P una clase de espacios que es cerrada bajo imdgenes continuas y productos finitos
y K un espacio compacto. Si existe Y C C(K,I) elemento de P que separa puntos de K, entonces
C(K,2) puede ser cubierta por una familia numerable de subconjuntos numerables de P.

Demostracién: Construyamos la cubierta para C(K,2) como sigue: Sea S} = {Y'}. Paran > 1,
Spt1 =S U{h1(BxC):B,C € S} U{e(BxC):B,CeS,}U{p(B):BeS,}

donde ¢1(B x C) = {max{f,g} : f € B,g € C}, a(B x C) = {min{f,g} : f € B,g € C}y
¢(B) ={f+1: f e B}. Por construccién, tenemos claramente que S,, es numerable y S,, C P, para

3XU es la funcidon caracteristica de U
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cada n < w. Ahora, considere M = J,_ {f: f € Ay A € S,}. Por construccién, M satisface las
condiciones del Lema y asi M = C(K,2). O

Sigue enunciar otros resultados relacionados a espacios cero dimensionales y la propiedad de Lin-
deloff primario.

4.2.3 Lema. Sean K un espacio compacto cero dimensional y A C K. Entonces Co(K, I) es la imagen
continua de CA(K,2%).

Demostracién: Por el Lema IV — 3,6 de [I] podemos enocontrar una funcién ¢ : 2 — I tal que
para toda f € C(K,I) existe gy € C(K,2¥) con f = ¢ o gs. Definiendo F : C4(K,2¥) — Ca([) por
F(g) = pog, se obtiene que F' es sobreyectiva y continua. O

4.2.4 Proposicién. Sean a > w, K C 2% un espacio compacto tal que A = K N X, es denso en K.
Entonces CAo(K) es un espacio Lindeldff primario.

Demostracién: Sea 1 : L, — C4(K,2) dada por

Ty [ K 0 <«

woy={ o1 4

Veamos que 1 es continua. Sea [a;U] un conjunto subbésico de C4(K,2). Si U = {1}, entonces
¢ ¢ v Y[a;U]) y v™[a;U]) € Dy es un subconjunto abierto (recordemos que D, es el espacio
discreto de cardinalidad o). Si U = {0}, es claro que ¥ ~!([a; U]) = supp(a) U {¢}. Como supp(a) es
numerable, tenemos que ¥~ 1([a; U]) es una vecindad abierta de &. Por lo tanto, ¢ es continua. Dado
que L, es Lindel6ff primario y v continua, entonces (L, ) es Lindel6ff primario. Ahora, veamos que
(L) separa puntos de K. Sean x,y € K distintos y 6 < « tal que xg # yg. Entonces 1 (0) separa a
xyy, pues Y(0)(z) =x9y ¥(0)(y) = yp. Por ser (L) es Lindeldff primario, por el Lema y por
(1) del Lema [2.0.13] tenemos que C4(K,2) es Lindelsff primario. Usando nuevamente el inciso (1) del
Lema tenemos que C4 (K, 2)“ es Lindeloff primario. De aqui se sigue que C4(K,2¥) es Lindeloff
primario. Por el Lema [4.2.3] C4(K,I) es imagen continua de C4(K,2). Con lo cual, Ca(K, I) resulta
espacio Lindeloff primario. Esto ltimo implica que C4 (K, [—n,n]) es Lindel6ff primario, para cada
n < w. Como R = J,_,[-n,n], entonces Co(K) = |, ., Ca(K,[-n,n]). Dado que unién numerable
de espacios Lindel6ff primarios es Lindel6ff primario, concluimos que C4(K) es Lindeloff primario.

]

4.2.1. Caracterizaciéon de Espacios de Corson via C,-teoria.

En este apartado se aborda especificamente la caracterizacion de los espacios de Corson. Los
resultados que seran enunciados a continuacién siguen tinicamente tal propdsito. Recordemos que esta
caracterizacién es de R. Pol ([19]) y la demostracién que seguimos es la expuesta en [1].

4.2.5 Proposicién. Sea K un espacio compacto en C,(L,2) para algin nimero cardinal T, entonces
Cp(K) es Lindeldff primario.
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Demostracién: Considere la funcién evaluacién ex : L, — C, (K, 2). Al ser ek continua, ex (L)
es un espacio Lindeloff primario. Es claro que ex(L,) separa puntos de K. Como Cy(L,,2) es cero
dimensional, K es cero dimensional. Por la Proposicién Cp(K) es Lindel6ff primario. O

4.2.6 Proposicién. Sea K un espacio de Corson, con w(K) < 7. Entonces existe un compacto
B C Cy(L+,2) tal que K es imagen continua de B.

Demostracién: Sea ¢ : 2¢ — I una funcién continua y sobreyectiva tal que ¢~ 1({0}) = {0}.
Por el Lema [2.0.8] K lo podemos considerar en el X-producto de I7. Sean Z el 3-producto de I7 y
Zy el ¥-producto de (2¢)7. Definamos v : (2¥)7 — I™ por ¥((xg)o<r) = (¢(xg))g<r. Claramente ¢
es sobre y continua. Como ¢(0) = 0, 1/(Zy) C Z. También se tiene que 1~1(Z) C Zy, en efecto, si
(20)o<r & Zo, entonces |{# < T : zy # 0}| es no numerable. Por ser ¢~1({0}) = {0}, tenemos que
{0 < 7 : ¢(xg) # 0}| es no numerable. Asi, (xg)g<, ¢ ~1(Z). Dado que ¥~ (K) es un compacto en
(29)T y 1K) C Zy, entonces 1p 1 (K) es un compacto en Zy. Al ser Zy homeomorfo a {f € Cp(L.,2) :
f(&) =0} CCy(L+,2), se deduce que 1~ (K) es homeomorfo a un compacto B en Cp(L,,2). Se sigue
que K es imagen continua de B. O

Antes de seguir enunciando mas lemas damos un poco de notacién que necesitaremos. Sean 7 un
numero cardinal y A C L, definimos R4 : (L;)¥ — (L;)¥ por Ra((x;)icw) = (¥i)i<w donde y; = x;
siz; € Ay y; =& six; ¢ A El facil ver que Ry es una retraccién continua. Ahora, seann < wy V
una vecindad de £ en L. Para t = (21, 22, ..., 2n) € (L;)" e @ < n, definimos V; como sigue, V; = {z;}
siz; &y V; =V iz =& Denotamos por [V, t] al abierto Vi x Va x ... x V,, X L; X .... Notemos que
la familia {[V,t] : V es vecindad de £ y t € (L.)" para algin n < w} es una base para la topologia en
(L;)¥. Dado un cerrado X C (L. )“, si parat € (L;)" existe una vecindad V' de ¢ tal que [V, t|NX =0,
entonces decimos que t es un punto distinguido, V' se denota por V(t). Si t es un punto distinguido
denotamos por C(t) := L, \ V(t), donde V es una vecindad arbitraria que atestigua que t sea punto
distinguido.

4.2.7 Lema. Sea X C (L;)% cerrado. Si A C L, entonces existe M C L. tal que A C M, | M| = |A|-w

Demostracién: Sea A C L,. Construimos M de manera inductiva. Sea M} = AU{¢} y T1 los pun-
tos en L, que sean puntos distinguidos. Para n < w, supongamos que hemos construido los conjuntos
M, y Ty, := {t € (M,)* : k <n y t punto distinguido}. Entonces ponemos M, := M, U User, C ().
Asi, definimos M := J,,., M. Por construccién, es ficil ver que A € M y [M| = |A| - w. Solo resta
ver que Ryr(X) C X. Para ello, mostremos la siguiente afirmacion.

Afirmacion: Siy € (L;)“ es tal que z := (21, 29,...) = Rpy(y) ¢ X, entonces existe n < w tal que
t = (z1,...,zp) es un punto distinguido.

Prueba de la afirmacion: Como z ¢ X y X cerrado, existe U vecindad de z tal que U N X = (). Por
ello, existe n < w y V una vecindad de  tal que [V,t] C U, lo cual implica que t = (21, ..., 2, ) es punto
distinguido.



4.2. ESPACIOS DE VALDIVIA'Y SUS ESPACIOS DE FUNCIONES. 25

Sea y € (L;)“ tal que z = (21, 22,...) = Ry (y) ¢ X. Tomemos n como en la afirmacién y V' una
vecindad de & que atestigua que t = (21, ..., 2, ) es punto distinguido. La definicién de Ry implica que
2y 2p € M. Al ser M = {J, ., My, existe m < w tal que z1,....,2, € M,,. Dado que ¢ es punto
distinguido, obtenemos que t € T,, y por la definicién de M,+1, C(t) = L, \ V' C M. Veamos que
y € [V,t]. Sea i < n. Si z; # &, entonces y; = z; € U; = V;. Por otro lado, si z; = £, entonces V; = V.
Con lo cual se tiene que y; = £ o y; # £. En el primer caso se obtiene que y; € V;. Para el segundo caso,
tenemos que y; ¢ M. Por lo tanto, y; ¢ C(t), es decir, y; € Ly \ C(t) = V;. Con ello concluimos que
y € [V,t]. Al ser [V,t]N X = (), deducimos que y ¢ X. Por ello, siy € (L;)“ y Ry(y) ¢ X, entonces
y ¢ X. Lo cual implica que Ry (X) C X. O

4.2.8 Lema. Sean 7 un nimero cardinal, A = cof (1) y X C (L;)*“. Entonces existe una familia de
subconjuntos {Mgy : a < A} de L. tal que:

1. £ € My y para cada o« < N\, My € May1 y Mos1 \ My # 0.
2. Ly =y M.

8. Sia <\ es limite, entonces Mo =g, M.

4. Para toda o < X\, Ry, (X) C X.

Demostracién: Sea {B, : a < A} una familia de subconjuntos de L; tales que L, = |J,.) Ba,
€ € By, |Ba| < 7y Ba C Bat1, para toda a < A. Para By, tomamos Mj como en el Lema Sea
a < A. Si «a es limite, pongamos M, = U5<a M,. Si tenemos M, definido, de M, U B, escogemos
M1 como en el Lema tal que My41 \ My # 0. Por construccidn, la familia {M, : a < A} es la
deseada. ]

4.2.9 Proposicion. Sea X un espacio Lindeldff primario. Entonces existe un nimero cardinal v y
una condensacion lineal ¢ : Cp(X) — 5.

Demostracién: Note que si Y es imagen continua de X, entonces C,(Y") es linealmente homeomorfo
a un subespacio de C,(X). Por ello, es suficiente mostrar la proposiciéon para X C (L,)¥ cerrado y
T > w. Para esto, hagamos induccién sobre 7. Si 7 = w, el espacio (L,)¥ = w* se puede encajar en R¥.
Asi, (Ly,)“ es separable. Sea Dy C (L,,)* denso y numerable. La proyeccién Ilp, : Cp((Ly,)“) — Cp(Do)
es una condensacién lineal, donde IIp,(f) = f [p,. Ahora, como Dy numerable, trivialmente C,(Dy)
se condensa linealmente en ¥,,. Tomando la composicién adecuada tenemos que Cp((L,)*) se condensa
linealmente en un Y-producto. Ahora, supongamos 7 > w y que la proposicién es cierta para cardinales
menores que 7. Tomamos A\ = cof(7) y {Ma : & < A} como en el Lema [4.2.8 Para simplificar la
notacién, para cada a < A, renombremos por R, v Xo a Ry, y Rar, (X), respectivamente. Con
ello, notemos que para cada o < A, la funcién h, : Cp(X,) — T, dada por ha(f) = fo (Ra x)
para cada f € Cp(Xy), donde T, = {f o (Ry [x) : f € Cp(X)}, es un homeomorfismo. Es claro que,
Xo = X N (Ma)* y |[Ma| < 7, una observacién importante es que X, es homeomorfo a (L, |)*-
Por hipétesis de induccion, para cada o < A, existe un nimero cardinal 7, y una condensacion lineal
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¢a : Ty — X, . Recuerde que [, R7* es homeomorfo a RY, donde v = @, ., V- Tomando Z como
el ¥-producto de [],, R, definamos ¢ : C,(X) — Z, como sigue:

bat1(f o (Rat1 Ix) — fo(Ralx)) sia>0,

) = {¢o(f o (Ro [x)) st a =0,

para cada f € Cp(X). Tenemos que ¢ es continua pues para cada a < A, f o (Ra+1 [x) — fo (Ra [x)
es continua. Queda ver que ¢ es inyectiva.

Afirmacion: Si < X es limite, entonces Ua<5 X, es denso en Xg.

Prueba de la afirmacion: Sea (x;)i<, € Xg. Como Xg = R, (X)C Xy Mg= Ua<5 M, para todo
n < w existe a,, < B tal que x1,...,x, € M, . Es claro que (z1,...,x,,&,...) € Ua<5 X, y que toda
vecindad del punto (x;);<, contiene a (z1,...,Zn,§,...).

Sean f, g € Cp(X) distintos. Pongamos f = min{ov < A : f [x,# g [x.}. Si 8 =0, por la definicién
de ¢, ¢(f) # ¢(g). Supongamos que 5 > 0. Veamos que ( no es limite. Supongamos que /3 lo contrario.
Por la afirmacion, Ua<5 X, es denso en Xg, lo cual implica que existe o/ < f tal que f [x_,# g [x_,-
La existencia o/ contradice que 3 sea el minimo. Por lo tanto, $ no es limite. Sea o/ < A tal que
B8 = a’+ 1. Por la cleccién de B, f o (Rs Ix) # go (Rg [x) y fo (R Ix) = go(Ra Ix). Se
sigue que fo (Rg [x) — fo(Ry [x) #go (R [x) —go (Ry [x). Por la linealidad de ¢g tenemos
que ¢(f) # ¢(g). Solo queda ver que para f € C,(X), supp(¢(f)) es numerable. Supongamos que
supp(¢(f)) es no numerable y notemos que supp(p(f)) = {a < A : fo(Rat+1 [x) # fo(Ra Ix)}-
Para cada o € supp(o(f)), fijemos z% tal que f o (Rat1 [x)(x%) # fo (Ra [x)(x®). Sea € > 0
y S C supp(¢(f)) no numerable tal que |f o (Ro+1 [x)(z®) — f o (Ra [x)(z%)| > ¢, para cada
a € S. Note que {Ry(z%) : @ € S} es no numerable. Veamos que existe z € X tal que para toda
vecindad W de z tenemos que {a € S : Ry(z%) € W} es no numerable. En efecto, supongamos
que para todo w € X existe una vecindad abierta de w, Wy, tal que {a € S : Ry(z%) € Wy} es
numerable. Como X es Lindeloff y X = (J,,cx Ww, existe B € [X]* tal que X = |J,,cg Ww. Dado que
{Ro(z%) : a € S} = UpepiRa(z®) : Ra(z®) € Wy}, tenemos que {Rq(2%) : a € S} es numerable. Lo
ultimo es una contradiccién porque {R,(z%) : aw € S} es no numerable. Asi, escogemos z € X tal que
para toda vecindad W de z tenemos que {a € S : Ro(z*) € W} es no numerable. Por la continuidad
de f, existe U vecindad de z tal que f(U) queda contenida en una bola de radio §. Sin perdida de
generalidad, podemos suponer que U = [V,t], donde t = (z1,...,2,) vy V es una vecindad de &. Por
ser ' = {a € S : Ry(z*) € U} no numerable, la familia {My11 \ M, : a € S’} es disjunta y no
numerable. Al ser L, \ V numerable, existe 8 € S’ tal que Mgyq \ Mg C V. Mas atn, como S € 5,
obtenemos que Rg(z?) € U. Ahora, veamos que Rgy1(z”) € U. Para ello notemos que:

# Si para i < w tenemos que m;(Rs11(z?)) € Mg, entonces 7;(Rpy1(2%)) = mi(Rg(2?)).

Para simplificar notacién, sean y* = Rg(z?) y ¥ = Rgy1(2”). Sea i < n, probemos que =} € V.
Si z; # &, entonces V; = {z;}. Como y* € U, tenemos que y = z; € Mg. Por ser Mg C Mpg,,
tenemos que x] = m(RBH(azﬁ)) = y; = 2. Lo cual implica que z; € V;. Si z; = £, entonces y; € V;.
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Por la definicion de Rgi1, x; € Mpgyi. Si xf € Mgyq \ Mg, como Mayq \ Mz C V tenemos que
x} € V;. Por otro lado, si ] € Mg, por la condicion #, z} = y. De aqui, se sigue que z} € V;. Por

€
lo tanto, * € U. Con ello, al ser f(U) contenida en una bola de radio menor que 3 tenemos que

|f o (Rgy1 Tx)(@”) — fo (R |x)(z?)| < e Esto tltimo contradice que 8 € S'. Asi, supp(é(f)) es
numerable. Con todo esto tenemos que ¢ es una condesacién en ¥, lo cual prueba la proposicién.
O

Podemos enunciar ahora el teorema de caracterizacién de espacios de Corson con las propiedades

de Cp(K).

4.2.10 Teorema. Sea K un espacio compacto, entonces K es un espacio de Corson si y solo si Cp(K)
es Lindeldff primario.

Demostracién: Supongamos que K es Corson y 7 = w(K). Por la Proposicién existe X C
Cp(L+,2) compacto y g : X — K continua y sobre. Por ser X compacto, g es cerrada. Asi, C,(K) es
homeomorfo a un cerrado de Cp(X). Por la Proposicién [4.2.5] C,(X) es Lindelsff primario. Como la
propiedad de ser Lindel6ff primario es cerrada bajo imagenes continua y subespacios cerrados ( Lema
2.0.13)), tenemos que Cp(K) es Lindeloff primario.

Reciprocamente, supongamos que Cp(K) es Lindeloff primario. Por la Proposicién Cp(Cp(K))
es linealmente condensado sobre un subespacio de ¥, para algin nimero cardinal a. Note que la
condesacién con dominio compacto es un homeomorfismo. Como K es homeomorfo a un subespacio
de Cp(Cp(K)), tenemos que K es homeomorfo a un subespacio de X,; es decir, K es un espacio de
Corson. O

Un ultimo comentario acerca de esta caracterizacién, es mencionar que I. Bandlow en [9] prueba
que si K es un espacio compacto y C,(K) es imagen continua de un cerrado de (L,)* x Z, donde Z es
un espacio compacto, entonces K es un espacio de Corson. En ese trabajo de Bandlow es donde se usan
por primera vez los modelos elementales para mostrar resultados sobre los espacios de Corson. De aqui
Kubi$ et. al. se les ocurrié usar modelos elementales en la caracterizacién dada en el Teorema EI1.T3
Es importante mencionar que R. Rojas-Hernandez y S. Garcia-Ferreira obtienen una demostracién del
resultado de I. Bandlow sin usar modelos elementales y con una nocién llamada g-esqueletos.

4.2.2. Caracterizaciéon de Espacios de Valdivia via C4(K).

En esta dltima parte expondremos una caracterizacién de los espacios Valdivia con la propiedades
del espacio de funciones C4(K) dada por O. Kalenda en [12]. El resultado generaliza el Teorema [4.2.10
Para su demostracién se daran una serie de resultados técnicos que ayudaran a demostrar el teorema.

4.2.11 Lema. Sean K,L espacios compactos, ¢ : K — L continua y sobreyectiva y f € C(K).
Entonces f € ¢* (C(L))ﬁ si y solo si f es constante en ¢~ '(l) para todo | € L.

“Recordar que para ¢ : K — L continua y sobreyectiva, p* : C(L) — C(K) esta dada por ¢*(f) = f o ¢ para cada
fec(l).
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Demostracién: Supongamos que f € o*(C(L))y f = ¢*(g) = gop, para algiina g € C(L). Sil € L
y 2,y € g1(1), entonces o(x) = p(y) ¥ F(z) = 9(9(2)) = 9(o(y)) = F(). Asi, f constante en (7).
Reciprocamente, supongamos que f es constante en ¢~ (l) para todo I € L. Definimos g : L — R por
g(l) = f(k) para algtiin k € ¢~ !(I). Tenemos que g estd bien definida, pues f es constante en cada
fibra de ¢. Al ser ¢ una funcién cociente y f = g o ¢, por el teorema de transgrecién concluimos que
g es continua. O

4.2.12 Lema. Sean K, L espacios compactos, ¢ : K — L continua y sobreyectiva, A C K y B = p(A),
entonces son cumplen las siguiente propiedades:

1. ¢* : Cp(L) = Ca(K) es un encage.

2. Sea E={(z,y) €e K x K :p(x) =9} Si EN(Ax A) es denso en E, entonces ¢*(C(L)) es
cerrado en Ca(K).

Demostracion:
1. Es claro que ¢* es inyectiva. Para ver que es continua tomemos un subconjunto abierto bésico
[a1,...,an; U1, ..., U] en C4(K). De aqui obtenemos que

(go*)_l([al, vy Upy o Upl) = [p(ar), ..., play); Ur,y ..., Uy

es un subconjunto abierto basico en Cp(L). Para ver que es encaje, basta notar que

" ([p(ar), ....o(an); Ur, ..., Up]) = a1, ..., an; U1, ..., Up] N ™ (Cp(L)).

2. Probemos que C4(K) \ ¢*(Cg(L)) es un subconjunto abierto. Sea f € Cas(K) \ ¢*(Cg(L)). Por
el Lema existe [ € L tal que f no es constante en ¢~ 1(I). Elegimos z,y € ©~!(I) distintos.
Como f(z) # f(y), tenemos que existen U,V C R tales que f(z) € U, f(y) € Vy UNV = (. Note
que (r,y) € Ey f~3(U) x f71(V) es una vecindad de (z,y). Al ser E N (A x A) denso en E, existe
(a,b) € EN(Ax A) tal que (a,b) € f~1(U)x f~1(V). Lo cual implica que f € [a, b; U, V]. Veamos ahora
que [a,b; U, V]Ne*(Cp(L)) = 0. Supongamos lo contrario y tomemos g € [a, b; U, V]Ng*(Cp(L)). Por la
definicién de [a, b; U, V], tenemos que g(a) € U y g(b) € V. Por ser g € ¢*(Cp(L)), tenemos que existe
h € C(K) tal que g = ¢*(h) = hoy. Como p(a) = ¢(b), tenemos que g(a) = h(p(a)) = h(p(b)) = g(b),
lo cual es una contradiccién dado que g(a) € U y g(b) € V. Por lo tanto, f € [a,b;U, V] C Ca(K) \
©*(Ca(L)) y Ca(K) \ ¢*(Cp(L)) es conjunto abierto en C4(K). O

4.2.13 Proposicion. Sean a > w, L C I* compacto y B = LN Y, denso en L. Entonces existe un
compacto K C 27 con A = KNX, denso en K y ¢ : K — L continua y sobreyectiva tal que Cg(L)
homeomorfo a ¢*(Cp(L)) y ¢*(C(L)) cerrado en C4(K).

Demostracién: Sea ¢ : 2¢ — I una funcién continua y sobreyectiva tal que ¢~1({0}) = {0}.
Definamos 1 : (2¥)% — I como ¥ ((28)s<a) = (¢(23))s<a. Claramente 1) es continua y sobreyectiva.
Recordemos que en demostracién de la Proposicién probamos que:
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Afirmacion: © € ¥,xq siy solo si (x) € X,.

Ahora, tomemos K = ¢ (L), A= KN¥yxa ¥ ¢ = ¥ [ k. De la afirmacién obtenemos que p(A) = B.
Por el inciso 1 del Lema deducimos que Cg(L) es homeomorfo a ¢*(Cp(L)) C C4(K). Resta
probar que A es denso en K y que ¢*(Cp(L)) es cerrado en C4(K). Para ello es suficiente mostrar que
para z,y € K con ¢(x) = p(y) existe una red {(z,,y,)}rea C A X A tal que p(z,) = ©(y), T, >y
Yy — y. Es suficiente porque la densidad de A la tendriamos cuando x = y y que ¢*(Cp(L)) sea cerrado
resultaria del inciso 2 del Lema Sean x,y € K con ¢ = p(x) = p(y) vy A la familia de conjuntos
Gs que contienen a c¢. Claramente A es un conjunto dirigido con el orden de la contencién inversa.
Para cada G € A, la Proposicién [2.0.9] implica que G N A es denso en G. Asi, elijamos cg € G N A,
para cada GG € A. Ahora, tenemos que se cumple:

* Para cada f < « existe G € A tal que si H € A y H C G entonces mg(cy) = mg(c).

El enunciado « es cierto, dado que para f < « basta tomar G = {z € L : mg(z) = mg(c)}. De *,
se sigue inmediatamente que cg — ¢. Queda construir {(x,,y,)},ea que cumpla lo que queriamos.
Sea G € A. Si § < « es tal que mp(cg) # ma(c), entonces escogemos wy, vy € ¢~ (mp(ca)). Con ello,
definimos (z¢, yg) como sigue, para cada 6 < a definimos

(mo(zq), mo(yg)) = { (zo,yp) simplcg) = mo(c),

(wg, vg) en otro caso.
Por construccién tenemos que para cada G € A, p(xg) = ¢(yg) = cg. De nuestra afirmacién,
deducimos que z¢a,yg € A. Por ultimo, x implica que xg — z vy ya — y. O

4.2.14 Proposicién. Sea X numerablemente compacto y f : X — ¥ continua. Entonces f(X) es
cerrado en Y. Ademds, si f es inyectiva entonces f es un encaje.

Demostracién: Como X es numerablemente compacto, tenemos que f(X) es numerablemente
compacto. Sea z € f(X)\ f(X). Al ser ¥4 es FU, existe {,}ncw C f(X) tal que z, — z. Se
sigue que {zy, }n<, €s un conjunto numerable sin puntos de acumulacién en f(X), lo cual contradice
que f(X) sea numerablemente compacto. Asi, f(X) cerrado en X,. Ahora, supongamos que f es
también inyectiva. Sea A C X cerrado. Dado que A es numerablemente compacto, obtenemos que A
numerablemente cerrado. De aqui, se deduce que f [4: A — X, es continua. Por lo anterior, se sigue
que f [4 (A) es cerrado en X,; es decir, f es una funcién cerrada. Por ello f es un homeomorfismo.

O

4.2.15 Proposicién. Sean K compacto y A C K numerablemente cerrado y denso en K. Si C4(K)
es Lindeldff, entonces K = BA.

Demostracion: Tomemos ¢ : BA — K la extensiéon continua de la identidad en A. Para ver
que SA = K, basta mostrar que 1 es inyectiva. Resta ver que v es inyectiva en SA \ A. Suponga-
mos lo contrario y escojamos z,y € BA\ A distintos con p = (z) = ¥(y). Sea A = {G C K :
G es un conjunto Gs y p € G}, A es un conjunto dirigido con el orden de la contencién inversa. Como
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BA es compacto, escogemos U,V C BA subconjuntos abiertos tales que x € U, y € V.yUNV = 0.
Para G € A, U N4 1(G) es un conjunto G5 en SA. Como A es denso, por la Proposicién m
UNy~YG)N A es denso en U N1~1(G). Andlogamente, V N1~ 1(G) N A es denso en V Ny~ H(G).
Entonces, sean z¢ € UN Y HG)NAy ys € VN (G)N A Tenemos asf las redes (zg)gen ¥
(yc)gen, tales que zg — x y yg — y. Como ¢ continua, ¥(xg) — ¥(z) v ¥(ya) — ¥ (y). Asi, para
cada G € A, sea Cqg = {f € C(K) : |f(¢¥(zqa)) — f(W(ya))| < 1}. Cg es claramente un conjunto
abierto en C4(K), cada G € A. Afirmamos que la familia {Cg : G € A} cubre a C4(K). En efecto, sea
h € C(K). Como ¢(z¢) = py ¥(ya) — p, tenemos que h(¥(zg)) = h(p) vy h(¥(ya)) — h(p). Por
ello, existe Go € A, tal que para todo G > Gy, |h(¢(z¢)) — h(p)| < 5 ¥y |M(¥(ya)) — h(p)] < i. Lo
cual implica que |h(¢¥(xzg)) — h(¥(yg))| < 1. Por lo tanto, h € Cg, para toda G > Gy. Ahora, dado
que Co(K) es Lindeloff, existe una familia {G,, : n < w} € A tal que C4(K) = U,,.,, Cq,,- Pongamos
H={Y(zg,) :n<w}lyL={Y(yg,): n < w}. Por ser A numerablemente cerrado, obtenemos que
H,L CA Yaqueyp '(H) CU, v L) CV y|a es laidentidad, deducimos que H N L = (. La
compacidad de K implica que existe f € C(K) tal que f(H) = {0} y f(L) = {1}. Con esto f ¢ Cq,,
para todo n < w, esto dltimo contradice que {Cg, : n < w} sea cubierta de C4(K). Se sigue que
Y(x) # ¥(y). Por lo tanto, 1 inyectiva y con ello fA = K. O

4.2.16 Proposicién. Sean K un espacio completamente reqular y A C K tal que Co(K) es Lindeldff
primario. Entonces existe a« > w y [ : A — X, continua e inyectiva.

Demostracién: Como C4(K) es Lindeloff primario, por la Proposicién existe una condensa-
cién lineal ¢ : C,(Ca(K)) — 4. Consideramos h : A — C,(Ca(K)), dada por h(a)(f) = f(a). Es claro
que h es continua. Para ver la inyectividad de h, tomemos a,b € A distintos. Por ser K completamente
regular, existe f € C4(K) con f(a) =0y f(b) = 1. Asi, h(a)(f) # h(b)(f). Por ello, h es inyectiva. La
composicién ¢ o h es la deseada para la proposicién. O

Ahora, sigue enunciar la caracterizacién de los espacios de Valdivia.

4.2.17 Teorema. Sean K un espacio compacto y A C K un conjunto denso en K. Entonces A es un
Y-conjunto de K si y solo si A es numerablemente compacto y Cao(K) es Lindeloff primario.

Demostracién: Supongamos que A es un X-conjunto de K y K C I*. Por la Proposicién[2.0.5] A es
numerablemente cerrado. Como K es compacto y Hausdorff, que A se numerablemente cerrado implica
que A sea numerablemante compacto. Falta ver que C4(K) es Lindel6ff primario. Por la Proposicién
existen vy K’ € 27 con B = K'NXY, denso en K’ y ¢ : K’ — K continua y sobreyectiva
tal que C4(K) es homeomorfo al cerrado ¢*(Ca(K)) en Cp(K’). Por la Proposicién Cp(K') es
Lindeloff primario. Como la imagen continua de un espacio Lindel6ff primario es Lindel6ff primario,
tenemos que C4(K) es Lindel6ff primario.

Reciprocamente, supongamos que A es numerablemente compacto y C4(K) es Lindel6ff primario.
Como K es completamente regular, por la Proposicién existen a y f : A — X, continua
e inyectiva. Como A es numerablemente compacto, de la Proposicion se sigue que f es un
homeomorfismo de A en f(A) y f(A) resulta cerrado en ¥,. Por ser A numerablemente compacto,
cada cordenada de f(A) es acotada. Utilizando la Proposicién K = BA. Se sigue del Lema
que A es un Y-conjunto de K. Por lo tanto, K es un espacio de Valdivia. ]
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Cuando no pedimos que el espacio de Valdivia sea compacto, hay ejemplos de espacios numerable-
mente compactos no compactos con un Y-producto denso:

4.2.18 Ejemplo. Considere a > w, x el elemento de I* que en todas sus coordenadas es 1/2. Si Z
es el X-producto en I* con punto base x, entonces el espacio K = (X, NI%*) U Z es numerablemente
compacto, no es un espacio compacto y >, N I* es un -conjunto denso de K.
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