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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio de las propiedades de transporte en un medio alea-
torio activo unidimensional. Méas especificamente, se considera la transmision de ondas a
través de una barrera desordenada. La barrera es activa, esto es, puede absorber o ampli-
ficar las ondas incidentes ademds de producir dispersion de las mismas. Desde un punto
de vista matematico, esta propiedad se manifiesta en el cardcter no hermitico del modelo.
El desorden aparece a través de fluctuaciones de las energias de sitio y del coeficiente de
amplificacion/absorcion; se ha considerado el caso de desorden con correlaciones espa-
ciales. Para determinar las propiedades de transporte del modelo se ha usado la técnica
de las matrices de transferencia en el cdlculo del coeficiente de transmision de la barrera.
Trabajando con métodos perturbativos se han obtenido expresiones analiticas para el valor
promedio del logaritmo del coeficiente de transmisidn en los casos limite de barrera delga-
da y de barrera larga. Estas expresiones han permitido determinar cémo las correlaciones
del desorden alteran las propiedades de transporte de la barrera.

Palabras Clave: Medios aleatorios, transmision de ondas, localizacion de Anderson,
desorden correlacionado, sistemas unidimensionales.



Abstract

In this work, a study of the transport properties in an active unidimensional random me-
dium is presented. More specifically, the wave transmission through a random barrier is
considered. The barrier is active, that is, it can absorv or amplify the incident waves besides
producing scattering of them. From a mathematical point of view, this property produces
the non hermitic character of the model. The disorder appears as fluctuations in the site
energies and in the amplification/absortion coefficient; the case with space correlations it
has been considered. The transfer matrix approach has been used in the calculus of the
transmission coefficient of the barrier to determine the transport properties of the model.
Working with perturbative methods, analytical expressions have been obtained for the ave-
rage value of the logarithm of the transmission coefficient in the limit cases of thin barrier
and long barrier. These expressions have allowed to determine how the disorder correla-
tions alter the transport properties of the barrier.

Keywords: Random media. wave transmission, Anderson localization, correlated disor-
der, unidimensional systems.



Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo es un estudio de las propiedades de transporte a través de una ba-
rrera de potencial unidimensional con desorden aleatorio. El modelo en el que se centra
este estudio es el conocido como modelo de Anderson, el cual fue introducido por Philip
W. Anderson en 1958 [1]. Ir6nicamente, las ideas novedosas introducidas en esta publi-
cacion apenas fueron reconocidas al principio y solo se esparcieron lentamente como se
puede inferir por el nimero de citas, las cuales apenas sumaban unas 23 al final de 1963
y se acumularon apenas otras 20 en los siguiente cinco afios. Sin embargo, el interés en el
tema crecid posteriormente y el trabajo de Anderson sobre sistemas desordenados le hizo
acreedor del premio nobel de fisica en 1977 junto con su asesor de tesis John Van Vleck y
con Nevill Mott que introdujo la nocién de bordes de movilidad [2].

El estudio de Anderson trataba sobre la difusion de electrones considerando un modelo
de ligadura fuerte, el cual describia electrones que pueden saltar de un 4tomo a otro y que
estan sujetos a un potencial externo aleatorio. Anderson aportd argumentos convincentes
para explicar que este tipo de sistema pierde todas sus propiedades de conductividad cuan-
do la intensidad del desorden es muy grande, es decir, en estas condiciones los electrones
quedan atrapados y el sistema se comporta como un aislante en un marcado contraste
con el comportamiento de un conductor cristalino ideal. Estas ideas sobre el modelo de
la difusién de electrones en un medio desordenado han dado lugar a una gran variedad
de teorias y experimentos sobre la naturaleza de la transicién metal-aislante y sobre el
comportamiento de las ondas de distinta naturaleza, desde ondas de probabilidad, ondas
electromagnéticas, hasta ondas sismicas en materiales complejos [3].

Las propiedades de transporte en s6lidos desordenados, asi como el modelo de An-
derson y modelos similares han sido ampliamente estudiados desde la década de 1950,
teniendo un gran auge durante la década de 1980, el cual se ha mantenido hasta la actuali-
dad [3, 4, 5], dando lugar a un rea de investigacién con una gran actividad en donde atin



quedan varias incognitas por resolver.

En este contexto, esta tesis estudia la transmision de ondas a través de una barrera
desordenada. La barrera es activa, esto es, puede amplificar o absorber las ondas incidentes
ademds de producir dispersion de las mismas. Desde un punto de vista matematico, esta
propiedad se manifiesta en el cardcter no hermitico del modelo. El desorden aparece a
través de las fluctuaciones de la intensidad de las energias de sitio y del coeficiente de
amplificacién/absorcidn.

La caracteristica novedosa de este estudio consiste en la consideraciéon de desorden
con correlaciones espaciales. La finalidad del trabajo es determinar cémo las correlacio-
nes del desorden alteran las propiedades de transporte, con atencion especial a los efectos
producidos por especificas correlaciones de largo alcance que, en el caso de desorden dé-
bil, pueden producir transiciones efectivas de localizacidén-deslocalizacion. Para describir
las propiedades de transporte se adopta la técnica de las matrices de transferencia y se
obtienen, por medio de cédlculos perturbativos, expresiones analiticas para el valor medio
del logaritmo del coeficiente de transmision en los casos limites de barrera delgada y de
barrera larga. Estas expresiones muestran como se pueden moldear las propiedades de
transporte de la barrera aleatoria activa por medio de las autocorrelaciones e intercorrela-
ciones de los tipos de desorden presentes en el modelo (energias de sitio y fluctuaciones
del coeficiente de amplificacién/absorcién).

1.1. Descripcion de los capitulos de la tesis

Este trabajo estd redactado con la idea de ser un documento conciso, pero que vaya
guiando al lector a partir de los aspectos fundamentales del problema estudiado, desde el
marco de conceptos bésicos (capitulo 2), pasando por las teorias y problemas fundamenta-
les (capitulo 3) hasta el planteamiento preciso del modelo objeto de este trabajo, asi como
el estudio detallado con herramientas tanto analiticas como numéricas de sus propiedades
(Capitulo 4).

En el capitulo 2 se presentan los conceptos y definiciones basicas acerca de en qué
consiste un sistema desordenado en contraposicién a un sistema ordenado o estructura
cristalina perfecta. Se describen también las ondas de Bloch propias de un sistema crista-
lino y se describe la manera en que en estos sistemas los niveles energéticos se agrupan
en bandas. Para este fin se considera el caso especial del modelo de Kronig-Penney unidi-
mensional.

En el capitulo 3 se presenta una revision de las teorias que se han desarrollado para
estudiar el desorden y el efecto que tiene en las propiedades de los sistemas, especialmente
se presenta el modelo de Anderson y el fenémeno de localizacién y las diversas maneras



de cuantificarlo asi como el efecto que tiene la dimensién y la escala del modelo en dicho
fendmeno y la explicacion de dichos efectos a través de la teoria de un sélo pardmetro de
escalamiento. Se realiza un estudio del modelo de Anderson unidimensional, presentando
como herramientas de andlisis las matrices de transferencia y el teorema de Furstenberg;
como herramienta alternativa para el estudio del modelo de Anderson unidimensional se
presenta el método del mapa hamiltoniano. Se describe también en este capitulo la nocion
de bordes de movilidad y cémo especificas correlaciones de largo alcance del desorden
pueden producir bordes de movilidad efectivos aun en modelos unidimensionales.

En el capitulo 4 se introduce el sistema estudiado, que consiste en una barrera alea-
toria activa situada entre dos conductores perfectos. El sistema fisico se representa por
medio de un modelo unidimensional de enlace fuerte con desorden diagonal. El desorden
entra en la definicién del modelo a través de dos sucesiones de pardmetros aleatorios, que
representan las energias de sitio por un lado y las fluctuaciones del coeficiente de amplifi-
cacion/absorcion por el otro. El hecho de que la barrera es activa se traduce en el caracter
no hermitico del modelo matematico. Esta caracteristica complica considerablemente el
estudio analitico de las propiedades de transporte del modelo, ya que impide una aplica-
cién inmediata de técnicas basadas en las funciones de Green o en el método del mapa
hamiltoniano. Por esta razén se ha decidido hacer uso de la técnica basada en el uso de las
matrices de transferencia que, como se describe en el capitulo 4, nos ha permitido obtener
expresiones analiticas perturbativas para el logaritmo del coeficiente de transmision en los
casos limites de barrera delgada y de barrera larga. Estas expresiones nos han permitido
analizar el efecto de la correlaciones del desorden sobre las propiedades de transporte de
la barrera.



Capitulo 2

Sistemas ordenados y sistemas
desordenados

Hablar de sistemas ordenados es hacer referencia a las estructuras de los sélidos cris-
talinos, las cuales a nivel microscépico constan de iones acomodados en arreglos con una
regularidad periddica. Esta regularidad microscopica subyacente en los solidos cristalinos
fue la hipdtesis obvia durante mucho tiempo para explicar las regularidades geométri-
cas apreciables a simple vista en cristales de tamafio macroscépico, en los cuales sélo se
forman ciertos dngulos definidos entre las caras del cristal. Esta hipétesis recibi6 una con-
firmacién experimental en 1913, mediante el trabajo de W. L. Bragg y de su padre W. H.
Bragg por un lado y de Max Von Laue por el otro, quienes fundaron la cristalografia de
rayos X y comenzaron la investigacion de como estdn acomodados los 4tomos en la ma-
teria solida [6]. En este capitulo se presentan definiciones formales para caracterizar los
sistemas ordenados y los sistemas desordenados, y se describen las propiedades generales
de los sistemas ordenados, tales como el teorema de Bloch y la estructura de bandas de
energia en los s6lidos cristalinos. Se describen también las diferencias entre algunos tipos
de desorden y se presenta la consecuencia principal del desorden en un medio material, la
localizacidon de los estados electronicos

2.1. Definiciones

A continuacién se define un sistema desordenado a partir de la definicidn de un sistema
ordenado o estructura cristalina. El estudio de las estructuras cristalinas es muy amplio y
es retomado aqui solamente a nivel basico para poder introducir una base de comparacion
para el comportamiento de los sistemas desordenados. Para un tratamiento més detallado,
consultar [6] 0 [7]



Definicion 1. Sistema ordenado. Un sistema ordenado es una estructura cristalina que
consiste en sitios definidos por una red de Bravais % y una base que define la ubicacion
de los atomos en cada sitio de la red.

Definicion 2. Red de Bravais. Es el conjunto de puntos definidos por vectores de la for-
ma r = nyty + naty + n3tzy donde ty,tp,t3, llamados vectores primitivos, son vectores no
coplanares y ny, ny, n3 € Z. Estos vectores primitivos se dice que generan la red.

Una red de Bravais es entonces un arreglo infinito de sitios, con una colocacién y
orientacion tales que tienen exactamente la misma apariencia independientemente desde
que sitio se observe el arreglo.

Para definir estructuras cristalinas que tienen un s6lo &tomo por cada sitio de la red es
suficiente con las dos definiciones anteriores, pero si existen varios &tomos por sitio de la
red, se hace necesario el uso de una base de vectores que ubiquen las posiciones de cada
atomo en relacion al sitio de la red.

Definicion 3. Base. A cada sitio de la red # se le puede asociar un conjunto de v atomos
definidos por la v-upla de vectores dj,d,,...,dy, llamada base.

Para ilustrar las definiciones anteriores, consideremos la figura 2.1. En esta figura se
muestra una porcion de una red de Bravais de dos dimensiones, con ninguna simetria en
particular, en la que se ilustran los sitios de la red marcados por puntos negros y los vec-
tores primitivos ty,t;. Todos los sitios de la red son combinaciones lineales de los vectores
primitivos con coeficientes enteros, por ejemplo, los puntos P y Q marcados en la figura
cumplen: P = —t; +2t;, Q =3t; +t,

t

Figura 2.1: Ejemplo de red de Bravais 2D



Definicion 4. Celda primitiva. Es una region que contiene un sélo punto de la red y la
cual al trasladarse a través de todos los vectores de la red llena exactamente todo el espacio
de la misma, sin traslapes ni huecos.

Notese que no existe una manera unica de elegir una celda primitiva en una red de
Bravais. En la figura 2.2 se muestran diferentes elecciones de celdas primitivas para una
misma red bidimensional.

A\ 2SS/
\ \/. o /o /

Figura 2.2: Varias elecciones de celda primitiva para una red de Bravais 2D

Se puede asociar una celda primitiva a un conjunto de vectores primitivos ty,t;,t3, ya
que estos generan un paralelepipedo que es una celda primitiva, dada por los puntos de la
forma r = rity + rpty + r3ts, donde ry, ry, r3 son nimeros reales en el intervalo [0, 1], el
volumen de esta celda es V = t;.(t3 x,t3).

La forma de la celda primitiva depende de la eleccion de estos vectores, la cual tampoco
es unica. El volumen V de una celda primitiva, sin embargo, es siempre el mismo. Por
ejemplo, en la figura 2.3 se muestran dos posibles selecciones de vectores primitivos:
{t1,t2} 0 {fl Iz}, los cuales dan lugar a las celdas primitivas marcadas con linea punteada.

Figura 2.3: [7] Dos celdas primitivas en una red de Bravais



Definicion 5. Celda convencional. Es posible definir una celda convencional que conten-
ga varios puntos de la red y por lo tanto varias celdas primitivas

Cada celda primitiva corresponde a un solo punto de la red, en cambio una celda con-
vencional puede cubrir varios puntos de la red y esto le permite adaptarse a otro tipo de
simetria que en ocasiones puede ser mds simple que el de la celda primitiva, en particular,
se puede elegir de manera que tenga la misma simetria de la red. Por ejemplo, en la figura
2.4 se muestra una celda primitiva en forma de rombo, definida por los vectores primiti-
vos {ty,t;}, mientras que la celda convencional definida por los vectores convencionales

{tgc),tgc) } tiene forma rectangular, posee un punto extra en el centro de la celda y abarca el
area de dos celdas primitivas.

Figura 2.4: [7] Celda primitiva y celda convencional

Definiciéon 6. Celda de Wigner-Seitz. Una celda de Wigner-Seitz es una celda primitiva
que tiene la misma simetria de la red.

La celda de Wigner Seitz es la region que se construye alrededor de un punto de la
red de manera que los puntos de la celda son mds cercanos a dicho punto de la red que
a cualquier otro punto de la red. Esta celda se puede construir trazando una linea entre el
punto de la red con su vecino mds cercano, su segundo vecino més cercano, etc., bisecando
dichas lineas con planos perpendiculares a ellas y eligiendo el menor volumen encerrado.
En la figura 2.5 se muestran ejemplos de celdas de Wigner Seitz en estructuras cristalinas
de dos y de tres dimensiones

2.2. Clasificacion de redes de Bravais

El tipo de red de Bravais queda determinado por consideraciones de simetria, en el caso
de redes de dos dimensiones se pueden tener cinco tipos: cuadrada, hexagonal, rectangular,

7



Figura 2.5: [6] Celdas de Wigner Seitz 2D y 3D

rectangular centrada en el cuerpo y oblicua, como se ilustra en la figura 2.6.
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Figura 2.6: Clasificacién de Redes de Bravais 2D



En tres dimensiones las consideraciones de simetria producen catorce tipos diferentes
de redes de Bravais. las cuales se pueden agrupar en siete tipos de sistemas cristalinos que
se ilustran en la figura 2.7 :

= Triclinico
= Monoclinico: primitivo y centrado en la base.

= Ortorémbico: primitivo, centrado en la base, centrado en el cuerpo y centrado en las
caras.

= Trigonal
» Tetragonal: primitivo y centrado en el cuerpo.
= Hexagonal

= Cubico: Primitivo, centrado en el cuerpo y centrado en las caras.

2.3. Lared reciproca.

Para el estudio de redes de Bravais, ademas de la red de Bravais directa, definida arri-
ba, es importante introducir la red reciproca en el espacio dual (o espacio reciproco). La
red reciproca permite definir de manera natural las direcciones perpendiculares los planos
cristalinos que son la nocion bdsica para interpretar la difraccién de Bragg [7].

Definicion 7. Red reciproca. Dada una red de Bravais % consistente en los puntos r =
nity + naty + n3tz, se define la red reciproca %’ como el conjunto de puntos de la forma
g = m g1 +mogy +mags, con my, my, myE€ 7'y vectores g; tales que

ti- g; :Zﬂﬁij 2.1

La condicién (2.1) determina completamente los vectores de la base reciproca {g1, g2, g3},
por ejemplo, de acuerdo a (2.1), g; debe ser ortogonal a t, y a t3, por lo tanto paralelo a

27ty X t
tp X t3, pero ademas t; - g; = 27, por lo tanto g; = #, es decir,
ty - (tz2 X t3)

2r

g1 = Vtz X t3 (2.2)
En forma similar

2r

g2 = Vts Xt (2.3)
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Figura 2.7: [7] Clasificacién de Redes de Bravais 3D

27
= —t; xt 24
B=yhuxt (2.4)

donde V =t; - (t; X t3) es el volumen de la celda primitiva en %

2.3.1. Propiedades de la red reciproca

La red reciproca esté relacionada con las propiedades traslacionales de la red, no con la
base, es decir, cristales con la misma simetria traslacional, pero con bases completamente
diferentes pueden tener la misma red reciproca. Es importante mencionar también que el
vector de propagacién de onda k de una onda plana general ¢’ tiene las dimensiones de
la “longitud reciproca”, es decir, puede ser representado convenientemente en el espacio
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reciproco. A continuacion se alistan algunas de las propiedades mas relevantes de la red
reciproca:

» La red reciproca de la la red reciproca %’ es la red original %, es decir, (%) = %.
2mgy X g3

Esto se puede demostrar notando que t| = ————
g1 (g2 x83)

y en forma similar t, =

27gs X g1 tn — 27g) X &
D) 3 -
g - (g3 x81) g3 (g1 X &)

27)°
» El volumen de una celda primitiva de la red reciproca es g - (g2 X g3)= (27) .La
demostracién es mediante calculo directo a partir de (2.2), (2.3) y (2.4).
» g es un vector de la red reciproca %’ siy solo si
ti-g=2nn,conneZ,i=1,2,3 (2.5)

Para demostrar esta afirmacidn, sea g un vector que cumple (2.5), siempre se pue-
de expresar g en términos de la base reciproca como g = c1g1 + c282 + ¢383, con
c1, ¢z, c3 numeros reales, pero para que se cumpla (2.5) es necesario que cy, ¢3, €3
sean enteros, por lo tanto g€ %’. Por otro lado, si g€ %’ entonces g = m g1 +mog +
m3gs, con my, my, my€ 7, entonces t; - g = 27wm;

= Una onda plana ¢’*T tiene la misma periodicidad de la red Z si y solo si k es un
vector de la red reciproca %', ya que en este caso ¢’XT = ek (rttn) — pi(ker+27n)

Definicion 8. Zonas de Brillouin. Una zona de Brillouin es una celda de Wigner Seitz en
la red reciproca %'

2.4. El teorema de Bloch

En esta seccidn se presenta una introduccion al estudio de los estados electronicos en
un solido cristalino. Este problema requiere considerar en principio el hamiltoniano del
solido, el cual deberd contener el potencial que describe la interaccién de un electrén con
la red i6nica, asi como pares de potenciales que describen la interaccion entre electrones.
Sin embargo, en la aproximacion de electrones independientes, las interacciones entre
electrones pueden ser representadas por un potencial efectivo de un sélo electrén U (r). La
eleccion adecuada de este potencial efectivo es complicada [6], sin embargo, si el cristal
es perfectamente periddico, este potencial deberd reflejar dicha periodicidad, es decir,
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Ur)=U(r+R)VReZ (2.6)

donde Z es la red de Bravais subyacente de la estructura cristalina.
Bajo las consideraciones arriba descritas se puede plantear el hamiltoniano de un solo
electron como
P
H=_—+U(r 2.7
U @

y la correspondiente ecuacion de Schrodinger para un solo electron es
n_,
Hy = —%V +U(r)|y=Ey (2.8)

Los electrones independientes que obedecen a la ecuacion de Schrodinger (2.8) con
potencial periédico se denominan “electrones de Bloch”, en contraste a los “electrones
libres™, a los cuales se reducen los electrones de Bloch en el caso de potencial nulo. Los
estados estacionarios de los electrones de Bloch tienen la siguiente propiedad, consecuen-
cia de la periodicidad del potencial:

Teorema. Teorema de Bloch: Los autoestados y del hamiltoniano de un solo electron
(2.7) con potencial periodico (2.6) del cristal pueden escribirse como el producto de una
onda plana multiplicada por una funcion con la periodicidad de la red de Bravais subya-
cente. Es decir, los autoestados del Hamiltoniano tienen la forma

V(1) = ™ 1, 1 (r) (2.9)
donde las funciones u, () tienen la misma periodicidad de la red
upk(r) =u, x(r+R) VR e Z (2.10)
Nétese que las ecuaciones (2.9) y (2.10) implican que

Vo k(T) (2.11)

El teorema de Bloch a veces es enunciado en esta forma alternativa: Los autoestados y
de H pueden escogerse de manera que para cada y, existe un vector de onda Kk (vector de
Bloch) tal que para todo R en la red de Bravais

y(r+R) = *Ry(r) (2.12)

Wn,k(r'i'R) — eik.R

Demostracion del teorema de Bloch. Para describir las propiedades de periodicidad
del potencial se puede definir el operador de traslacion 7g como sigue

Try(r) = y(r+R) (2.13)
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Como TrTg' = Trir' = Tr'+r = Tr' TR s evidente que las traslaciones de vectores de
la red forman un grupo abeliano G = {Tgr : R € #}
Como ademads el potencial es periddico, se tiene que

TRHy =H(r+R)y(r+R)=H(r)y(r+R) = HIry
es decir, el hamiltoniano es invariante respecto a traslaciones de la red
H,Tr) =0VIr € G (2.14)

Debido a que H y {Tr} forman un conjunto de operadores que conmutan, es posi-
ble construir un conjunto completo de autofunciones comunes al hamiltoniano H y a las
traslaciones de la red {7Tr}. Sea y(r) una autofuncién comiin al hamiltoniano y a las
traslaciones 7R, es decir,

Hy(r) = Ey(r)
Try(r) = c(R)y(r)

Como Tg g = TrTg’ entonces ¢(R+R’) = ¢(R)c(R’). Entonces si se considera un
vector de la red

(2.15)

R =nit) +naty +n3t3 (2.16)

se tiene que
c(R) = [e(tr)]" [e(t2)]™ [e(ts)]™ (2.17)

En este punto es necesario introducir condiciones de frontera, las cuales seran elegidas
por conveniencia analitica, asumiendo que las propiedades masivas (bulk properties) de un
solido no dependen de las condiciones de frontera. Se eligen las condiciones de frontera
de Born-Von Karman, las cuales consideran periodicidad macroscépica, es decir,

W(r+Nt) =w(r), i=1.23 (2.18)

donde N; son enteros del orden N t/ 3, para una muestra de material cristalino con N =
N1N>N3 nimero total de celdas primitivas.

Introduciendo las condiciones de frontera (2.18) en el teorema de Bloch (2.12) con
R = Njt;se obtiene

Yok (r +Niti) = ™y k(1) = yk(r), =123 (2.19)
para lo cual se requiere que se cumpla

eNkG — =123 (2.20)
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Si se expresa el vector k en términos de la base reciproca,k = x1g; + x28» + x383,
entonces, la condicién (2.20) se escribe como sigue

PN =1 i =1,2,3 (2.21)

donde
m;
X; = —, m;entero
i

lo cual significa que los vectores de onda permitidos son de la forma

k= B T+ %gz + ’;Viig3, m; entero (2.22)

Por otro lado, la ecuacion (2.19) también significa que
c(Nit;) = PN — |

de donde .
C(t,') — 6127rxi

por lo tanto |
C(R) = C(nltl +noty) + I’l3t3) = elZﬂ(n1x1+n2x2+n3x3)

es decir, '
c(R) = ¢*R (2.23)

donde k = x1g; +x28> + X383
Tomando en cuenta (2.15), se concluye que

y(r+R) = Ry(r)

lo cual coincide con (2.12).

2.4.1. Consecuencias del teorema de Bloch

Estados extendidos. Una consecuencia directa del teorema de Bloch se puede inferir
directamente de la expresién (2.12), la cual significa que |y(r+R)| = |y/(r)|, es decir, el
moddulo de los autoestados es igual a lo largo de todos los puntos de la red cristalina, o en
otras palabras, los autoestados son estados extendidos.

Estructura de bandas. Una segunda consecuencia del teorema de Bloch es que los
estados se agrupan formando una estructura de bandas de energia permitidas y prohibi-
das. La obtencion de esta segunda consecuencia en el caso general es complicado y nos
limitaremos a demostrarlo en el caso de un modelo unidimensional especifico, introducido
originalmente en [8].
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2.4.2. El modelo de Kronig-Penney

El modelo de Kronig-Penney unidimensional consiste en una sucesion periodica de
pozos y barreras rectangulares de potencial como se representa en la figura (2.8), en donde
la celda primitiva estd definida para —w < x < b. La regién —w < x < 0 denotada como I,
corresponde a un pozo de potencial y la regiéon 0 < x < b denotada como II es una barrera
de potencial de altura Vjy y anchura b. La constante de lared es a = w+b.

A ]r"'(.'f']

— — — \’n — — —

(I) |(I1)

Y

—w 0 6 btw €

Figura 2.8: [7] Sucesién de barreras de potencial rectangulares

La ecuacion de Schrodinger correspondiente es

2 Py()
2m  dx?

+V(x)y(x) =Ey(x) (2.24)

donde V (x) tiene la forma dada en la figura (2.8), es decir,

V(x)—{ 0 para —w<x<0 V(x) = V(x+ na) Vnentero

| Vo para O0<x<b ’
La solucion de la ecuacion de Schrodinger para E < Vj en la celda primitiva es

Vi (x) = Ae'®* +Be™'**  parax € [~w,0]
Vi1 (x) = CeP* + De P*  parax € [0,b)]

o =\/2mE/R?*, B = \/ 2m(Vy — E) /h? (2.26)

Se aplican condiciones de continuidad en los bordes de los intervalos I y 1I:

(2.25)

donde

vi(0) = wir(0),  w;(0) = wy;(0); (2.27)
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ademds de acuerdo al teorema de Bloch se pueden imponer las condiciones:

yir(b) = e yi(—w), yy(b) = ““yi(—w) (2.28)

donde £ el el vector de Bloch. De las condiciones anteriores se obtiene el sistema homo-
géneo

1 1 —1 —1 A 0

i —ia -B B B 0
ei(ka—ocw) ol(ka+aw) _eﬁb _e—ﬁb C = 0 (2.29)

jeilka—aw) —_; i(ka+aw) _BeBb ﬁe—ﬁb D 0

Para que el sistema (2.29) tenga solucion no nula se requiere que el determinante de la
matriz asociada sea igual a cero. Esta condicion se traduce en la identidad

ﬁz _ az
20

Las soluciones de la ecuacion (2.30) identifican la estructura de las bandas de energia. Para
estudiar mds facilmente el significado de la condicién anterior es conveniente hacer una
simplificacién adicional, esto es, se considera el caso limite en que se tienen N barreras
de potencial con forma de deltas de Dirac, es decir, Vj — o, b — 0, con Vb constante. En
este caso la condicién de compatibilidad (2.30) se convierte en

sinh(Bb) sin(aw) + cos(Bb) cos(aw) = cos(ka) (2.30)

sin(oa)
oa

P +cos(aa) = cos(ka), conP = %ng (2.31)

Obsérvese que el parametro P es proporcional a la intensidad de las barreras de po-
tencial (Vpb). Para analizar el cumplimiento de la condicion anterior se consideran todos
los valores permitidos (ver (2.22)) posibles de vectores de Bloch, los cuales son valores

discretos, es decir,
27n

k=——n=0,1,2,....N—1 (2.32)
Na

En la figura (2.9) se grafica el miembro izquierdo de la ecuacion (2.31) y se sefiala el in-
tervalo [—1, 1] de los valores posibles del miembro derecho de la misma ecuacién. Cuando
el miembro izquierdo asume valores fuera de este intervalo, la ecuacién (2.31) no admi-
te soluciones: éste es el origen de las bandas prohibidas de energia. Cuando el miembro
derecho de la ecuacién (2.31) toma un valor igual a cos(ka) con k dado por la ecuacién
(2.32) se tienen infinidad de valores de & (y por lo tanto de E) que corresponden al vec-
tor de Bloch considerado. Si se numeran estas soluciones con un indice n se obtienen las
funciones E,(k) que dan la estructura de banda del modelo.
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Figura 2.9: [7] Evaluacién grafica de la condicién de compatibilidad 2.31

Al graficar los valores de E contra los posibles valores del vector de onda k en la
primera celda primitiva se obtienen las bandas de energia permitidas separadas por bandas
de energia prohibidas como se muestra en la figura 2.10. En esta figura se considerd P =

37”, a = 10ap, donde ag es el radio de Bohr.

1.2

1.0

0.8

0.5

0.1

0.2

—n/a

Figura 2.10: [7] Bandas de energia en el modelo de Kronig-Penney

Hasta aqui se ha considerado el caso de sistemas perfectamente ordenados. En mate-
riales reales esta idealizacion es un caso extremo, dificil de lograr, de manera que resulta
necesario considerar como se modifican las propiedades expuestas hasta aqui en el caso
de que el orden sea roto en alguna de las maneras que se describirdn en los siguientes
capitulos.
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Capitulo 3

Sistemas desordenados hermiticos

En los materiales cristalinos los estados electronicos son ondas de Bloch y, por lo tanto
los electrones no quedan confinados en una regién especifica del material. Sin embargo,
en materiales reales no existe una estructura ordenada perfecta y se tienen siempre pertur-
baciones respecto al orden ideal debido a la presencia de impurezas, dislocaciones, huecos
u otros defectos [5].

En este capitulo se introduce el concepto de desorden y se describen los rasgos so-
bresalientes de los estados electronicos en modelos desordenados. Se presentan algunos
modelos desordenados y se trata de manera especial el caso de sistemas unidimensionales,
que constituye el caso estudiado en esta tesis.

3.1. Tipos de desorden

El desorden en un sistema puede ocurrir en diversos grados, desde la presencia de
algunas impurezas o pequeias dislocaciones que rompen ocasionalmente la simetria tras-
lacional de la red de Bravais hasta la ausencia total de una red de Bravais subyacente en
el material (materiales sin estructura o amorfos). En forma genérica se pueden tener dos
tipos de desorden:

= Desorden compositivo. Materiales cristalinos con una red de Bravais subyacente,
pero sin orden compositivo (por ejemplo aleaciones en las que dos tipos de dtomos
ocupan al azar los sitios de la red, ver figura 3.1(b))

= Desorden estructural. Materiales en los que los 4tomos ocupan posiciones espa-
ciales al azar (p.e. vidrios y s6lidos amorfos, ver figura 3.1(c))
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Figura 3.1: Tipos de desorden en 2D: a) Sistema ordenado. b) Desorden compositivo. c¢)
Desorden estructural

3.2. Modelos matematicos de sistemas desordenados

A diferencia de un sistema ordenado, en el caso de un sistema desordenado, el ha-
miltoniano del sistema no es suficiente por si solo para definir el modelo, en este caso se
requiere de dos ingredientes:

= El hamiltoniano del sistema conteniendo pardmetros aleatorios.
= [as propiedades estadisticas de los parametros.

Las propiedades estadisticas de los pardmetros aleatorios se pueden describir completa-
mente mediante las distribuciones de probabilidad de los mismos, las cuales, ademas de
caracterizar dichos parametros aleatorios permiten cuantificar la intensidad del desorden.
De esta manera se puede hablar de dos tipos de desorden de acuerdo a su intensidad:

» Desorden débil
» Desorden fuerte

Esta distincion en la intensidad del desorden permite caracterizar comportamientos que

surgen en los sistemas desordenados a medida que se incrementa o disminuye dicha inten-
sidad.

3.2.1. Ejemplo de un modelo con desorden estructural.

Un modelo que ha sido usado ampliamente en la teoria de localizacién débil por va-
rios investigadores ([9], [10] y [11] ) considera un s6lido amorfo modelado mediante el
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hamiltoniano de un electrén en una estructura desordenada como sigue

pz
H:%—l—ZV(r—Ri) (3.1)

i

donde V (r — R;) representa la interaccion del electrén con el i-ésimo dtomo situado en la
posicion R;. Estos vectores de posicion R; son los pardmetros aleatorios del modelo.

Ejemplo: s6lido amorfo que ocupa un volumen V. En este caso R; son variables inde-
pendientes y su distribucion de probabilidad es

P(R],...RN) = Hpi(R,') (32)

SiR; €V

1
donde p;(R;) = g o110 Caso

3.2.2. Ejemplo de un modelo con desorden compositivo.

El siguiente hamiltoniano se denomina “de enlace fuerte”. Ha sido ampliamente usado
para describir las propiedades de los electrones fuertemente amarrados a los iones de la
red en sélidos con desorden compositivo tales como las aleaciones [5].

H=Y |n,a)ena(nol+ Y |n,0)Vgus(mpB] (3.3)

n”n7a7B

En la ecuacion (3.3) n es el indice de sitios de la red, mientras que & representa un
conjunto completo de nimeros cudnticos de los orbitales electronicos.
Los parametros aleatorios en este modelo son:

= Las energias de sitio &, o (elementos aleatorios de la diagonal principal correspon-
dientes a la energia potencial)

» Las amplitudes de transicion V4,5 que introducen desorden fuera de la diagonal
principal y se asocian a las transiciones entre orbitales y sitios distintos.

Un caso particular importante del modelo de enlace fuerte (3.3) es el modelo de Anderson
unidimensional, el cual solamente considera desorden en las energias de sitio &,.

H=Y|n)e,(n|+VY (In+1)(n|+|n) (n+1]) (3.4)
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3.3. Efectos del desorden en los estados electronicos

En un solido cristalino los estados electronicos son ondas de Bloch, las cuales son es-
tados extendidos, ya que se extienden en todas las direcciones del material. Esto significa
que un cristal permite la libre propagacion de los electrones y s6lo presenta resistencia
debido a que los electrones se dispersan gracias a las imperfecciones de la estructura cris-
talina, reduciendo asi el recorrido libre promedio de los electrones. De esta manera, entre
mas imperfecciones, menor conductividad del material. Philip Anderson descubrié hace
mas de medio siglo que cuando el desorden en la estructura aumenta més alld de un punto
critico, la movilidad del electrén no solo se reduce, sino que se detiene completamente,
esto es, el electron queda atrapado en una regién finita y la conductividad a temperatura
cero se anula [3]. A esta localizacion de los estados electronicos se le llama localizacion
de Anderson.

La localizacion es altamente dependiente de las dimensiones del medio de propaga-
cion, la siguiente lista presenta de manera resumida los efectos del desorden dependiendo
de las dimensiones del medio:

= Solido cristalino tridimensional. En materiales tridimensionales la presencia de des-
orden débil produce localizacién parcial, es decir solamente algunos estados se loca-
lizan. Cuando la intensidad del desorden rebasa un umbral critico (desorden fuerte)
se produce un cambio cualitativo: Todos los estados se localizan. En esta situacion,
a bajas temperaturas los estados no contribuyen al transporte de carga y el cristal se
vuelve aislante. Esto representa una transicion de fase del material de conductor a
aislante.

» Estructura cristalina unidimensional y bidimensional: Si se considera un material de
tamano infinito, todos los estados se localizan independientemente de la intensidad
del desorden.

3.3.1. Bordes de movilidad

En la figura 3.2 se muestra una representacion cualitativa de la densidad de estados en
el modelo de Anderson tridimensional, en esta figura se puede observar que los estados en
el interior de la banda son extendidos, mientras que en las colas son localizados.

En un mismo intervalo de energias no pueden mezclarse estados extendidos y loca-
lizados, de lo contrario, los estados localizados serian inestables, por lo tanto aparecen
fronteras que separan estados localizados de estados extendidos estas fronteras (E; y E.
en la figura 3.2) se denominan bordes de movilidad. Conforme aumenta la intensidad del

21



Densidad de estados

Est.ados : Estados extendidos Estados
localiza i \ lowalizados
2 1 | ]

Ec Ec Energia

Figura 3.2: [5] Densidad de estados en un sistema desordenado

desorden los bordes de movilidad se acercan hasta llegar al punto en que todos los esta-
dos son localizados y el material se vuelve aislante a temperatura cero (transicion metal -
aislante).

3.4. Definiciones de localizacion

El fenémeno de la localizacion presenta algunos aspectos sutiles que es necesario pre-
cisar, por esta razén a lo largo de los afios se han utilizado diferentes definiciones de
localizacién que enfatizan algunas de sus caracteristicas. A continuacién se mencionan
algunas de estas definiciones.

3.4.1. Comportamiento asintético de la funcion de onda.

El comportamiento asintético de un estado localizado se puede describir por el decai-
miento exponencial de la envolvente de su funcién de onda, la cual en este caso toma la
forma

y(r) ~ f(r)e M0l para v — x| > [ (3.5)

donde f(r) es una funcién aleatoria y /;,. = 1/A es lalongitud de decaimiento exponencial
que se define como la longitud de localizacion.

Para hacer uso de esta definicion se requiere conocer la expresion de los autoestados,
célculo que en general es complicado, por esta razon es conveniente definir la longitud de
localizacion en conexién con las propiedades de transporte del sistema.
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3.4.2. Coeficiente de transmision.

Las propiedades de transporte del sistema se pueden expresar mediante la funcion
de probabilidad de transmision de un electrén desde un sitio r a otro sitio r/, denotada
por T(r,r’;E). Si esta probabilidad decae exponencialmente para distancias grandes los
estados son localizados, la tasa de decaimiento de esta probabilidad estd relacionada con
la longitud de localizacién /;,. como sigue

1 1 loo T (r.1: E
- lim 02T rsE) (3.6)

loe  2fr—rlse [t

3.4.3. Razén de participacion inversa.

Para decidir si un estado estd o no localizado, a veces se considera la magnitud P
definida por la siguiente ecuacion

l:Z’Wn‘4 ConZ|l//n|:1 (3.7)
P

A la cantidad P se le llama razon de participacion inversa y es una medida de la porcién del
espacio donde la amplitud de la funcién de onda difiere marcadamente de cero. También
puede ser considerada como una medida del didmetro promedio R del estado, mediante la
relacion

R— pl/d

donde d es la dimensién de la muestra. Para ondas planas se obtiene P = L¢ (el volumen
total del sistema), pero para estados localizados P es proporcional al volumen en el cual el
estado tiene una amplitud claramente distinta de cero.

3.4.4. Longitud de localizacion entrépica

Una alternativa que proporciona una cantidad proporcional al nimero de componentes
no nulas de un autovector y, por lo tanto, puede ser tomada como una medida de localiza-
cién [12] es la longitud de localizacion entrdpica B, 1a cual estd definida en términos de la
informacion entropica del sistema dada por

S ==Y |yu|*log|y,|* (3.8)

con lo cual
B=¢é (3.9)
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3.5. La teoria de un sélo parametro de escalamiento

La teoria de una sélo pardmetro de escalamiento (single parameter scaling) o teoria
SPS propone explicar el fendmeno de la localizacion en sistemas desordenados ante cam-
bios en la dimensién y el tamafio del sistema mediante el uso de un tnico pardmetro de
escala, el cual es representado por la conductancia g del material.

La idea fundamental atribuida a Thouless [10] en la que se basa esta teoria es que
la conductancia de un hipercubo de tamafio L? solo depende de L como se ilustra en la
figura 3.3, es decir g = g(L). Esto significa que la conductancia de una muestra cibica de
volumen (2L)? solo depende de la conductancia de los subcubos de volumen L9

1
i
I ] |
;
|'l'
A

g(L)} 2L gf2t) i

5 1
k £
«—L— L l A
4
c—2L—>

“«—r -

Figura 3.3: Cubos de volumen L? y (2L)¢ con sus respectivas conductancias

La teoria de escalamiento trata de expresar el comportamiento de la conductancia g
como una funcién del tamafio del sistema (L). Esto se puede hacer construyendo la funcién
escalamiento siguiente

Bla(r) = Tt

Se puede obtener el comportamiento cualitativo de 3(g) interpolando los comporta-
mientos asint6ticos para g muy grande y para g muy pequeila. En el régimen metélico
de alta conductividad g > 1 los estados son extendidos y se espera que sea valida la ley
de Ohm, es decir para una muestra de volumen L4, 1a resistencia eléctrica R = g’1 de la
muestra es

(3.10)

L_p

donde p es la resistividad del material, es decir, si o es la conductividad,

g=clLd? (3.12)
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En el caso g < 1 se espera que los estados sean localizados, por lo tanto, a medida
que aumenta el tamafio (L) de la muestra, la conductancia disminuird exponencialmente,
es decir,
g~ e %
Por lo tanto, sustituyendo en (3.10) resulta

d—2 régimen metalico
B~ - . (3.13)
Ing régimen localizado

Para interpolar entre las regiones g < 1y g > 1 se supone que 3 es una funcién mo-
nétona y continua de g. Algunas consideraciones adicionales (ver [10]) permiten predecir
el comportamiento para los tres casos (d = 1, 2, 3), de esta manera se pueden obtener las
gréficas mostradas en la figura 3.4, en dicha figura las flechas indican la direccién en que
“fluye” el comportamiento de (g) a medida que crece el tamafio L de la muestra.

Figura 3.4: [13] Funcién de escalamiento 3(g) para los casos d = 1,2,3

Como puede observarse en la figura 3.4, tanto en el caso d = 1 como en el caso d = 2
la presencia de desorden provoca siempre la localizacién de los estados.

En cambio, en el caso d = 3, existe un punto critico a partir del cual, conforme L crece,
los estados fluyen hacia el régimen 6hmico (extendido) o a hacia el régimen localizado
dependiendo del valor de la conductancia a escala microscépica g, es decir:

= Si go > g, los estados fluyen hacia el régimen extendido conforme L crece.

» Si gog < gc los estados fluyen hacia el régimen localizado conforme L crece

Este cambio cualitativo de comportamiento caracteriza una transicion de fase metal-aislante
en el material.
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3.6. Analisis del modelo de Anderson unidimensional

El estudio analitico de modelos tridimensionales o bidimensionales es de muy alta
complejidad, es por eso que una gran cantidad de trabajo de investigacion se ha dedicado
a los modelos unidimensionales en las tltimas décadas [14, 15, 5, 3]. En particular, uno de
los modelos de mayor interés es el modelo de Anderson (3.4), La ecuacién de Schrodinger
que corresponde al hamiltoniano (3.4) tiene la forma

Yntl +VYn—1+E Yy = EWn (3.14)

donde las energias de sitio €, son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con distribucion uniforme

1 ww
p(en)z{w sz.ene[ >3] (3.15)

de manera que la intensidad del desorden se puede medir mediante la varianza de g,, es
decir, mediante 6% = (€7 )que en este caso es

w2
2 2

O = (& = —
El modelo de Anderson se puede interpretar también como la version discreta de la

ecuacion de Schrodinger para un electrén en un potencial aleatorio continuo V (x)

2
)4V W) = Ew() (3.17)

También se puede relacionar con la ecuacién dindmica para una cadena arménica con
desorden isotdpico

(3.16)

mn‘]n(t) = —2kqn +kqni1 +kgn—1 (3.18)

la cual asume la forma (3.14) una vez que se haya efectuado una transformada de Fourier
respecto al tiempo.

Para el estudio analitico del modelo (3.14) se puede usar el método de las matrices de
transferencia, el cual se describe a continuacion.

3.6.1. Matriz de transferencia del modelo de Anderson 1D

El modelo de Anderson 3.14 puede escribirse en términos de matrices de transferencia
si definimos el vector de estados asociados a los dos sitios consecutivos n y n — 1 como

sigue
Yy
= 3.19
" ( Yn—1 ) ( )
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de donde

Uy = ( "’(IZI ) (3.20)

A partir de la relacion recursiva 3.14 se puede calcular la matriz de transferencia T,
que relaciona u, con W, |

u, =Tuu, (3.21)

E—¢g -1
Tn:( | 0) (3.22)

Dados los valores de la funciéon de onda ygyy yise puede obtener la solucion de la
ecuacion de Schrodinger iterando en 3.21. Se obtiene la siguiente expresion

obteniéndose

uy 1 =Py (3.23)
que contiene el producto de N matrices de transferencia

Py = TyTy_;...T; (3.24)

La expresion (3.23) permite determinar el comportamiento de Wy para N > 1.

3.6.2. Modelo de Anderson 1D sin desorden.

El caso més sencillo que se puede estudiar en el modelo de Anderson unidimensional
es cuando no hay desorden, es decir, el caso en que g, = 0 para todo valor entero de n. En
ese caso el modelo (3.14) se reduce a

Yol +Yo-1 = Ell/n (3.25)

y la matriz de transferencia correspondiente es constante
E -1
T= ( . 0 ) (3.26)

/ 2 - L.
Los autovalores de T son % + (%) — 1, los cuales se pueden escribir en términos de
un nuevo parametro k£ dependiendo del caso como sigue:

» para |E| < 2 los autovalores de T son e+ donde cosk = % por lo tanto las autofun-

ciones correspondientes toman la forma ,, ~ Ce™*" que corresponden a funciones
de onda extendidas como era de esperarse en el caso sin desorden.
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= para |E| > 2 los autovalores de T son e, donde coshk = @, por lo que las auto-

funciones correspondientes toman la forma y;, ~ Ce™*"

Sélo el caso |E| < 2 produce soluciones fisicamente aceptables, por lo tanto la Ginica banda
de energias vdlida es

E €[22 (3.27)

3.6.3. Teorema de Furstenberg

Cuando se incluye la presencia de desorden en el modelo de Anderson unidimensional
(3.14), la matriz de transferencia T,, ya no es constante y entonces es necesario estudiar el
producto de matrices aleatorias dado por (3.24) En el limite N — oo se puede aplicar a este
producto de matrices aleatorias el teorema de Furstenberg [16].

El teorema de Furstenberg considera una sucesién {X,} de transformaciones lineales
unimodulares de R” en R™. Estas transformaciones forman un grupo denotado SL(m,R).
Sea 1 una medida definida en dicho grupo, sea G el subgrupo cerrado mas pequefio que
contiene el soporte de 1 y sea {X,} una sucesién de elementos aleatorios de G indepen-
dientes e idénticamente distribuidos. Si

= G no es compacto
» G no contiene subgrupos de indice finito reducibles,

entonces para cualquier vector u # 0, con probabilidad 1
!
Agiazoﬁln 1X1X5.. Xyul|=y>0 (3.28)

Para una interpretacion adecuada del teorema de Furstenberg, a continuacion se hacen
algunas observaciones a tomar en cuenta:

» El limite (3.28) implica el crecimiento exponencial de la cantidad || X;Xj...Xyu|.

= La tasa de crecimiento exponencial Y, que representa el exponente de Lyapunov,
es una cantidad determinista y solo depende de la medida u, no de la realizacién
especifica de la sucesion {X,}.

= El resultado s6lo se aplica a productos de matrices aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas.
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3.6.4. Aplicacion del teorema de Furstenberg al modelo de Anderson
1D

En el caso del modelo de Anderson unidimensional Ishii mostré que el subgrupo G
satisface las condiciones del teorema de Furstenberg si contiene al menos dos elementos
del grupo SL(2,R) sin autovectores comunes. El subgrupo G estd formado por las matrices
Ty, ...,Tn y por sus productos. Si se considera la forma de las matrices T,

([ E—& -1
w0
se obtiene que hay dos matrices sin autovectores comunes cuando &, # 0 [17]. El teorema
de Furstenberg permite entonces afirmar que, con probabilidad 1, resulta

o1
Jim - In||TyT.. Tyuo | = ¥(E) > 0
o equivalentemente
lim - In | Ty Ty... Tyuo|> = Lim —In [|WN+1|2+ |ny|2] —2Y(E)>0  (3.29)

Notese que esto predice un crecimiento exponencial de las soluciones de la ecuacion
de Schrodinger para valores arbitrarios de la energia E.

3.6.5. La conjetura de Borland.

La arbitrariedad de la energia implica que las soluciones construidas con el producto
de matrices de transferencia en general no son autofunciones del hamiltoniano, porque no
satisfacen las condiciones apropiadas de frontera.

Esta arbitrariedad implica que normalmente no es posible “embonar” soluciones cons-
truidas a partir de las extremidades izquierda y derecha de la red.

Borland [18] conjeturé que se podrian “embonar” soluciones s6lo para valores espe-
ciales de la energia correspondientes a los autovalores del hamiltoniano H.

Esto establece una conexién entre crecimiento exponencial y localizacion y lleva a

identificar la tasa de crecimiento exponencial con el inverso de la longitud de localizacién
(véase (3.5)):

=

lloc
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3.6.6. Estudio numérico del modelo de Anderson 1D

Para hacer un célculo numérico de los autovalores y autovectores del modelo de An-
derson unidimensional (3.14), se necesita una representacion matricial del operador

H =Y |n)e,(n|+) (In+1) (n|+|n) (n+1]) (3.30)

Si se trunca la red infinita del modelo, reduciéndola a una red de N sitios, se obtiene la
matriz tridiagonal

e 1 0 - 0
1 & 1 - 0

H=| 0 1 & 0 (3.31)
PO |
0 0 -~ 1 &

La matriz [H] es una matriz real y simétrica y, por lo tanto, tiene N autovalores reales
con sus N autovectores ortogonales correspondientes. En la figura 3.5 se muestra una gra-
fica de estos autovalores obtenidos numéricamente para el caso N = 500 en dos casos: sin
desorden y con desorden débil, independiente, de media cero y varianza <8,%> =0.01. Se
observa que el rango de los autovalores del operador hamiltoniano coincide con el rango
esperado para E en (3.27).

2.5 T T T T T T T

" Sin desorden ———
Con desorden ——

-2.5 1 1 1 L 1 1 L 1 1

Figura 3.5: autovalores de la matriz [H] con y sin desorden, para N = 500
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También se observa que la perturbacion que se produce en los autovalores al introducir
desorden débil es casi imperceptible, esto permite considerar que la banda 3.27 permanece
casi inalterada al introducir desorden débil.

coooooo
Ccoooooo
(=R s o, = |

coocoooo
coooooo
(=N N IR N |

e e e e R e e e
oo ooO oo
=T T RN

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 3.6: Tres autovectores de la matriz [H] en el caso sin desorden, para N = 500

A pesar de que los autovalores de la matriz [H] sufren una perturbacién casi imper-
ceptible, los autovectores correspondientes son dramaticamente distintos, ya que pasan de
ser funciones extendidas a funciones localizadas como se puede apreciar al comparar la
figura 3.6 con la figura 3.7. Mientras que en la figura 3.6 se muestran tres de los 500 au-
tovectores en el caso sin desorden, en la figura 3.7 se muestran los autovectores tipicos
correspondientes obtenidos en el caso de desorden débil.

3.7. El método del mapa hamiltoniano

Un método alternativo para estudiar el modelo de Anderson unidimensional ha sido
introducido en [4], en donde se utiliza un modelo clasico de “oscilador pateado” cuya
hamiltoniana es

H=" 12 1460 (3.32)

donde
E(r)="Y &d8(t—nT) (3.33)
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=

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 3.7: Tres autovectores tipicos de la matriz [H] en el caso con desorden débil, para
N =500

y donde &, es una secuencia de variables aleatorias independientes.
Si se definen los instantes de tiempo

t,=nT, conn € Z (3.34)

las variaciones instantdneas del momento del oscilador (“patadas”) ocurren entre el ins-
— . _l’_
tante ¢, y el instante 7, .
Las ecuaciones dindmicas correspondientes son

b= or+Es (339

Las ecuaciones dindmicas del oscilador pateado corresponden a un oscilador arménico
simple en el intervalo de tiempo después de una patada y antes de la siguiente, es decir,
entre los instantes 7, y 7.~ 41 - Por lo tanto para € (t;r . +1) resulta

x(t) = x(t; ) cos[@(t — ;)] + L p(t; ) sin[o(t — ;)]

p(t) = —x(5}) sin [0 — 1) + p(5f) cos [0t —1,0)]. (530
Paratr =1 1 las ecuaciones anteriores se transforman en
x(tyy) = (6 cos(@T) + g p(5;) sin(wT) (3.37)

p(t, ) = —ox(t))sin(@T) + p(t,) cos(wT)
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donde
T=t . —t5 =th1—1y (3.38)

Integrando la ecuacion del momento lineal de (3.35) entre ¢, y t,:

+ +
tﬂ tn

/ p(1) = —o? / 1+ & (1) x(r)dr (3.39)

In In

se obtiene,
pt) = plty) = 0*&ux(tn) (3.40)
Como x(¢) es continua se tiene que x(z, ) = x(z,7) = x(t,), si ademds se definen
xn=x(t,), pn=p(t,) (3.41)

entonces las ecuaciones (3.37) se convierten en el mapa

Xnp1 = [cos(0T) — w&, sin(@T)]x, + +sin(wT) p,

Pni1 = — [0sin(0T) + 0?&2 cos(wT) | x, cos(o0T ) py (3:42)
Eliminando p, se obtiene la relacién
Xnt1+xn—1+ @&, sin(@T)x, =2cos(@T)x, (3.43)

que es idéntica a la ecuacion de Schrodinger (3.14) para el modelo de Anderson mientras
resulten vélidas las siguientes correspondencias entre pardmetros de los dos modelos:

& = 0&,sin(0T)

E =2cos(wT) (344

Se puede observar que en el caso de desorden débil ambas condiciones se satisfacen.

3.7.1. Variables accion-angulo

Cambiando las variables cartesianas x,, p, por las variables accién-angulo J,,, 6, defi-
nidas a través de las relaciones:

X, = %sin@n (3.45)

Pn=+20J,cos6,
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el mapa (3.42) se convierte en

1

$inB,1 = p- [sin(6, + OT) — @&, sin(@T ) sin 6, (3.46)
cos 6,1 = Lﬂ [cos(B, + 0T) — W&, cos(wT) sin 6] '
donde 7
D2 = '}“ = 1 —2w&,sin 6, cos B, + w*E?2sin” 6, (3.47)
n

Se observa que la dindmica de 6, queda desacoplada de J,,; de hecho, de las ecuaciones
(3.46) se obtiene

_1 [ sin(6, + @T) — 0§, sin(wT ) sin 6,
cos(6, + oT) — w&,cos(wT)sinb, |

0,11 = tan (3.48)

En el caso de desorden débil es posible desarrollar el miembro derecho de la ecuacién
(3.48) y obtener el mapa explicito

6,11 = 6,4+ 0T + &, sin? 6, + 0(E?) (3.49)
A partir de la forma del mapa angular (3.49) se concluye que:
= Si las variables aleatorias {g,} son independientes, entonces también lo son 6, y &,
= Cuando se itera el mapa (3.49), los valores de 6, van cubriendo uniformemente el

intervalo [0, 27] (excepto para energias resonantes: @7 = M7 /N)

3.7.2. Exponente de Lyapunov

Se puede calcular el exponente de Lyapunov A del oscilador a partir de la identidad

A= limliln el (3.50)
N—oo N = x, | ’
que, en términos de las variables accion-angulo toma la forma
1Y 1 & [sin6,1
A= lim— Y D, + lim — Y In|——=— 3.51
NZ_'QON,; n "+NZ?1°N”§‘1 n sin 6, ( )

Excepto en los bordes de la banda, el segundo término de esta expresion se vuelve
nulo. Por lo tanto resulta

_ 1 2
A =1 mp2) (352)
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A partir de esta expresion y considerando la ecuacion (3.47) se obtiene el desarrollo
siguiente

A = —1%(&,sin(26,)) + 9 (&) — “’T (E7c0s(26,)) + & <§2cos 46,)) +o(&
(3 53)
Los valores medios involucrados en la expresion anterior se pueden calcular depen-
diendo de la correlacion del desorden.
En el caso de que las variables &, sean independientes, se tiene que

(E,sin(26,)) = (&,) (sin(26,)) =0, (3.54)
<§,12 cos(26,)) = <§3> (cos(26,)) =0, (3.55)
y
(E2c0s(46,)) = (EF) (cos(26y)) = 0. (3.56)
Entonces resulta o
= 2(&) +o(&) (3.57)
Tomando en cuenta las identidades (3.44), la expresion anterior da lugar a la férmula
de Thouless
A= _ (&) +o(€2) (3.58)
8(1—E?/4) " '

Si las variables {&,} no son independientes, los términos (3.54), (3.55) y (3.56) ya no
son nulos y al desarrollarlos en potencias de &, resulta que sélo el término (&, sin(26,))
contribuye con magnitudes de orden (£?). Se obtiene asf la férmula derivada originalmente
por Izrailev y Krokhin en [19].

A= iwm) +o0(&2) (3.59)
8(1—E2/4) n ‘
donde 1 = wT y donde
_ Z 8" "*" cos(24tk). (3.60)

3.7.3. Transicion localizacion - deslocalizacion (TLD)

La férmula de Izrailev-Krokhin (3.59) implica que, en aproximacion del segundo or-
den, la longitud de localizacién [;,. = 1/A diverge en un intervalo continuo de energias si
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W () = 0 para el intervalo correspondiente de valores de p provocando una transicion de
localizacién-deslocalizacion (TLD) efectiva en las fronteras de este intervalo.

La funcién W (u) dada por (3.60) corresponde a la densidad espectral de la sucesion
{&,}, con media nula (g,) = 0y funcién de correlacién

<8n€n+k>
(k) = =5 (3.61)
(7)
es decir,
W(u)=1+2Y x(k)cos(2uk). (3.62)
k=1
Invirtiendo la relacion anterior se obtiene
1 r7/2
2(6) =~ / W (1) cos(2uk)d. (3.63)
TJ-z/2
Noétese que, como x(0) = 1, W(u) debe cumplir la condicién de normalizacién
/2
/ W(n)du = . (3.64)
—n/2

Los bordes de localizacidn-deslocalizacién pueden establecerse por disefio seleccio-
nando la funcion de correlacion adecuada. Por ejemplo, considérese la densidad espectral

{ 0 si uel-=n/2,—xn/3]U[x/3,7/2]

W(n) = Wo si ue[-n/3,—-n/3]

lo cual implica que

B 0 Si E€[-1,1]
l—{ l_l(E) si Ee€[-2,—1]U[1,2] ~

loc

En la figura (3.8) se muestra la grafica de la densidad espectral W (1) para el ejemplo.
La funcién de correlacién necesaria para lograr estos bordes de localizacién-deslocalizacién
se obtiene de (3.63)

sin(27k/3)
x(k) = ————;
2mk/3

nétese que y (k) ~ kL.

En la figura 3.9 se ilustra el comportamiento del exponente de Lyapunov A (E) calcu-

lado mediante la expresion analitica de Izrailev-Krokhin (3.59) junto con una aproxima-
cién para valores grandes de N, obtenida numéricamente. Para obtener una aproximacion

36



47 (10

T T 0 7 T U
3 2

Figura 3.8: Ejemplo de densidad espectral para el disefio de bordes de localizacion-
deslocalizacién

numérica para valores finitos grandes de N se debe tomar en cuenta que el crecimiento
exponencial de y;, en (3.14) produce inestabilidad numérica conforme crece N; por esta
razon, en lugar de iterar directamente en (3.14), es conveniente iterar sobre el cociente

r, = Yot (3.65)

Yn

mediante el mapa equivalente

1
rn+1—|—r—:E—8n. (366)

n
Tanto el cdlculo numérico como el analitico mostrados en la figura 3.9 del exponente
de Lyapunov A en el intervalo 0 < E < 2 corresponden a la densidad espectral de la figura
3.8. Para la obtencion de esta grafica se iterd sobre el mapa (3.66) con una sola realizaciéon

del desorden y se consideraron los siguientes valores de los pardmetros: <8,%> = 0.01,
N =500, 000.
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Figura 3.9: Exponente de Lyapunov A (E) para el ejemplo, con <£,%> =0.01, N = 500,000
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Capitulo 4

Transporte en una barrera desordenada
activa

En los capitulos anteriores se han tratado sistemas desordenados que no tienen propie-
dades de amplificacién o de absorcion de las ondas (de probabilidad, electromagnéticas
o de otro tipo) que se propagan en ellos. Los hamiltonianos de este tipo de sistemas son
hermiticos y tienen la caracteristica de poseer autovalores reales y las correspondientes
autofunciones son de cuadrado integrable.

Las propiedades de amplificaciéon o absorciéon de energia corresponden a sistemas
abiertos, en los cuales no se conserva la energia. Los modelos matematicos en estos casos
son no hermiticos y es necesario considerar la posibilidad de obtener autovalores comple-
jos y autofunciones no normalizables, el estudio de sistemas de esta clase puede ser arduo,
ya que la no-hermiticidad impide la aplicacion de algunas de las herramientas utilizadas
en el caso de modelos hermiticos, como el método del mapa hamiltoniano. Atn con estas
complicaciones, el estudio de las propiedades de transporte en sistemas desordenados no
hermiticos ha comenzado a cobrar interés en los dltimos afios [20, 21, 22].

En este capitulo se presenta un estudio de las propiedades de transmision a través de
una barrera aleatoria activa. La técnica que se usa es la de las matrices de transferencia, que
se puede aplicar sin modificaciones al caso de modelos unidimensionales no hermiticos.

4.1. Definicion del problema estudiado: Transmision a tra-
vés de una barrera desordenada activa.

El sistema estudiado es una barrera unidimensional finita de potencial aleatorio de N
sitios, con propiedades de amplificacion/disipacion y que estd colocada entre dos conduc-
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tores perfectos semi-infinitos. La ecuacion de Schrodinger de esta barrera de potencial es
la siguiente

Wn—kl‘i‘Wn—l‘i‘(l"y‘f‘nn)Wn:EWn 4.1)

donde n =1,...,N y donde los pardmetros del modelo son los siguientes:

N es el nimero total de sitios de la barrera

Y es el coeficiente promedio de ganancia/pérdida (y < 0 : amplificacién, y > 0 : disipa-
cién)

Los términos 1, = €, 4 i}, son variables aleatorias, cuya parte real estd dada por las
energias de sitio (§,) y cuya parte imaginaria representa las fluctuaciones en la amplifica-
cién/disipacion (7,). Ambos pardmetros aleatorios se suponen de media nula, es decir,

<8n> =0, <’}/n> =0 4.2)

La ecuacion de Schrodinger para los conductores perfectos es

Vil +Yn—1 = EWn 4.3)

donden <Oyn>N+1.
La ecuacién (4.3) es idéntica a la que se resolvié en la seccion 3.6.3, para la cual se
demostré que las soluciones tienen la forma de ondas planas: y;, ~ Ce™™*" donde

E =2cos(k) (4.4)

La intensidad del desorden en (4.1) estd dada por las varianzas (g2) y (v7) y la de-
pendencia estadistica entre los valores de las secuencias estd dada por las funciones de
autocorrelacion:

 {&n&nui)
Yotk = 1) (4.6)
(1)
y la funcion de correlacion cruzada
_ <£n}/n+k> + <Yn8n+k>
1a(k) = R (“.7)

Se considera solamente el caso de desorden débil, el cual supone que la varianza del
desorden es pequefia, es decir,
(e2) < 1,

2
<¥;> -1 (4.8)
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La barrera activa se supone colocada entre dos conductores perfectos de manera que
las ondas planas viajan libremente del lado izquierdo y derecho de la barrera. Ante una on-
da incidente e’*" del lado izquierdo, la onda transmitida al lado derecho es tye*" y la onda
reflejada rye’*, donde ty y ry son las amplitudes de transmisién y de reflexién respecti-
vamente como se ilustra en la figura 4.1. Estas amplitudes caracterizan las propiedades de

transporte de la barrera,

[
oS
5]
Ia
=z
%]
z
Ly
=

Figura 4.1: Barrera de potencial de N sitios entre dos conductores perfectos

Las amplitudes de transmision y reflexion zy, ry son cantidades complejas en general.
Es conveniente definir una cantidad real denominada coeficiente de transmisién, como
sigue
Ty = |tn]? (4.9)
El coeficiente de transmision estd relacionado con el coeficiente de Lyapunov A a
través de la identidad

1
A =~ lim = (log Ty) (4.10)

N—roo
En lo que se sigue se lleva a cabo un célculo analitico perturbativo del valor medio del
logaritmo del coeficiente de transmisiéon mediante el uso de la técnica de las matrices de
transferencia.

4.2. Matrices de transferencia

La ecuacién de Schrodinger (4.1) en términos de matrices de transferencia puede es-

cribirse en la forma
( Vit ) :Tn< Vi ) @.11)
Yn Yn—1

donde la matriz de transferencia asume la forma
_ E— i’}/— Nn -1
T, = ( 1 0 ) . 4.12)
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La ecuacion (4.12) define la matriz de transferencia en la representacion de los sitios.
Para calcular el coeficiente de transmision, sin embargo, es conveniente servirse de las
matrices de transferencia en representacion de las ondas planas. Para pasar de una repre-
sentacion a otra, se introducen las magnitudes A,, y B,, por medio de las identidades:

W, = ApeX 4 Be k1 (4.13)

Vo1 = Ape®=D 4 B o kin=1) (4.14)

Estas dos relaciones pueden expresarse mediante la identidad matricial

A B Aneik(n—l)
( Vo1 ) —S( B,e—ik(n=1) (4.15)
donde . .
e et
S = ( | | ) . (4.16)
Aumentando en una unidad el valor del indice n en la ecuacién (4.15) se obtiene
Yit1 An—l—leikn
=S . . 4.17
( Vi ) ( Byie ™ @17
Combinando las ecuaciones (4.11), (4.15) y (4.17) se obtiene
A _Heikn Aneik(n—l)
( Bnr:rle—ikn = On Bnefik(nfl) (4.18)
en donde
0, =515 =0 +0}" (4+.19)
09 es la matriz de transferencia de la barrera sin desorden y tiene la forma
Y ik Y _—ik
Q(O) — ( (1 - J2/sinki2 ¢ _2sir71/ke l,,-k ) (4.20)
2sink € (1+ 55z ) €

1 . - .
y Q,(l ) es un término adicional que contiene los valores del desorden como un factor escalar

O _ZSink< —etk —e7k )¢ “.21)

Noétese que en la derivacion de las ecuaciones (4.20) y (4.21) se ha tomado en cuenta que
la barrera estd colocada entre dos conductores perfectos, en los que la relacion entre la
energia de las ondas y los niimeros de onda es E = 2cos(k) = e’ + ¢~
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La relacion entre la onda en el primer y en el ultimo sitio de la barrera es

tNeikN B e—ik
(" ) =2 ( ) 422)
donde 1 1 1
2(N) = [Q(O) + Q](v)} [Q“)) + QJ(VL} [Q(O) +0! )} (4.23)

es la matriz de transferencia total en la representacion de las ondas planas. La matriz 2(N)
es unimodular, es decir,
det2(N) =1 (4.24)

lo cual se puede verificar haciendo el cédlculo directo de su determinante.
Usando la propiedad (4.24) y despejando de (4.22) se obtiene la relacién entre la am-
plitud de transmision y el elemento Z»,(N) de la matriz2(N)

|
IN=——— 4.25
NZ o) e (4.25)

4.3. Barrera activa sin desorden

Antes de abordar el célculo del coeficiente de transmision para el modelo de la barrera
dada por la ecuacion de Schrodinger (4.1), es ttil analizar el caso de una barrera activa
sin desorden. El modelo correspondiente se obtiene al eliminar el desorden en (4.1), es
decir, al considerar &, =0, 7, = 0, o bien, 1, = 0 . En este caso se obtiene el modelo no
hermitico deterministico siguiente

Vol + Yyt + l'}"lfn = Ell/n (4.26)

En este caso el desarrollo (4.32) para la matriz 2(N) se reduce solamente al término
de orden cero, es decir, en este caso

2(N) = 20(N) = [Q(O)]N (4.27)

Este caso nos permite estudiar el efecto del coeficiente de amplificacidn/atenuacién y
en ausencia de desorden. En este caso la expresion para la amplitud de transmision (4.34)
se reduce a la forma

ty = (Oi e—ik(N-H) (4.28)
25, (N)

43



por lo que el coeficiente de transmision resulta ser

1

Ty (4.29)

= —2.
0
)Qéz) (N )‘
Después de sustituir la expresion explicita (4.36) para Qgg) (N) en la ecuacién (4.29) se
obtiene

. 2
Ty = ' sin(g) 5 (4.30)
‘ (1 o k) e sin(gN) — sin [g(N + 1)]‘
considerando (4.37), la ecuacién anterior también se puede escribir como
sin(q)[*
Ty = — 3 (4.31)
’ (isink— 25ink> sin(gN) — singcos(gN)

El comportamiento de 7y en funcién de la longitud de la barrera activa se muestra en
la Figura 4.2. Las curvas mostradas corresponden a los valores ¥ = —0.05 (amplificacion)
y ¥ = 0.05 (atenuacién) y se ha considerado una onda incidente con energia E = 0. Las
lineas continuas corresponden a las predicciones de la formula tedrica (4.31), mientras
que los puntos representan los valores de In(7y) obtenidos numéricamente por medio del
calculo directo de la matriz de transferencia (4.27). Se puede observar el excelente acuerdo
entre resultados analiticos y numéricos.

En la figura 4.2 se observa que el comportamiento de In(7y) para el caso de atenua-
ciéon Yy = 0.05 es el que se espera intuitivamente, ya que la atenuacién se va acumulando
conforme aumenta el nimero de sitios de la barrera, produciéndose una atenuacién que
aumenta exponencialmente al crecer N. En cambio, en el caso de amplificacion y = —0.05
se obtiene un comportamiento antintuitivo, ya que al aumentar el nimero de sitios de la
barrera la amplificacion se va acumulando sélo hasta llegar a un punto méximo, a partir
del cual comienza a producirse una atenuacion con la misma taza de incremento que en
el caso de 7y positivo. Es decir, para N grande en ambos casos se produce una atenuacién
de manera que la grifica de In(7y) es una recta con pendiente — |7|. Este comportamiento
antintuitivo coincide con el reportado en [23].
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e ‘ ! ; ! ; ; ™ 7= 0.05 Numérico .
g y= -0.05 Analitico
7 15 r= 0.05 Numérico =

Figura 4.2: Grafica de In(7y) en funcién de N para el caso no hermitico sin desorden, con
y=-0.05yy=0.05,E=0

En la figura 4.3 se muestra el comportamiento de In(7y) en funcién de la energia E
de la onda incidente para los casos de atenuacién con ¥y = 0.05 y de amplificacién con
Y = —0.05, para la obtencion de esta figura se considero una barrera con longitud fija
N = 175 para observar lo que ocurre en el punto de amplificacién maxima mostrada en el
experimento anterior (figura 4.2). Como se observa en la figura 4.3 el efecto amplificador
(para Y negativo) se pierde cerca de los bordes de la banda.
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7= -0.05 Numérico «
7= -0.05 Analitico

L) -
E-:: 7= 0.05 Numérico =
‘E’lﬂ bﬁ].f -

-30

-40 ; z

Figura 4.3: Grafica de In(7y) en funcién de E para el caso no hermitico sin desorden, con
y=-0.05y y=0.05, N = 175.

También en la figura 4.3 es claro el acuerdo entre los resultados analiticos y los numé-
ricos.

4.4. Calculo perturbativo del coeficiente de transmision
para desorden débil y barrera delgada

En esta seccidn consideramos la transmision a través de una barrera aleatoria acti-
va con desorden débil, definido por las condiciones (4.8). Supondremos ademds que la
barrera es delgada, esto es, que su espesor N es mucho menor de la longitud de atenua-
cién/amplificacién I, = 1/ 7|, es decir, |y|N < 1 y de la longitud de localizacion /., es
decir, (€2) N < 1

En este caso se puede hacer el desarrollo del producto matricial (4.23) en potencias de
M

2(N) = 20(N)+ 20)(N)+ 2D (N) +0(n?) (4.32)
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donde

20)(N) = [Qm)}
20N = Ti_ I[Q o g [go] " (4.33)
Q(Z)(N) _ Z Z e [Q(O)}Nkz Q,(ci) [Q(O)}kzthl(;) [Q(O)}kll

Obsérvese que la contribucién promedio de 2(2) (N) es cero si el desorden no tiene
correlaciones, ya que todos sus términos contienen un producto de la forma 7,7, con
ki # ks.

A partir de (4.25) y usando el desarrollo (4.32) para 2(N) , se puede obtener el si-
guiente desarrollo para la amplitud de transmision

(1) (2) (1) 2
tn = —(01 e N Ly Q%g) (N) _ Qfg) W) + Q%g) ) +0(n?) (4.34)
25, (N) 25, (N) 25 (N) [25) (N
de donde

+0(n?) (4.35)

Inty = —ik(N+1) —In 253 (N) — - +=

Por otro lado, a partir de la diagonalizacién de Q) se pueden desarrollar las expresio-
nes (4.33) para obtener las siguientes expresiones analiticas del elemento 2,(N):

Oy = 1 YN ik .
3223 (N)= (@) { (1 - 25ink> e*sin(gN) — sin[q(N + 1)]}
Qélz) (N)= _2sin(k sz an {sin[g(N —1+1)] — e*sin[q(N —1)]}
-{e~*sin(ql) —sin[g(I — )] (4.36)
@) ; N-1 N
25, (N) = —— - Z Z N, M, {e iksin(gl;) — sin[g (ll—l)]}

2 Sm(.k) sin’(¢) Li=1h=l+1
-sin[g(ly —11)] - {€*sin[g(N — I)] —sin[g(N —  + 1)] }

donde g estd dado de manera implicita por la relacion

(4.37)

cos(gq) = cos(k) — %/
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El hecho de que el pardmetro complejo g sea una funcion implicita del nimero de onda
k de la onda incidente y del coeficiente y de amplificacion/absorcion reduce la utilidad de
las expresiones (4.36). Una manera de lograr una expresion explicita para el pardmetro g
en términos de k es hacer un desarrollo de ¢ en potencias de 7y, en el caso que estamos

. 2
iy Y- cosk
=k 4.38
4=kt 5t ek o) (*438)

y en forma similar,

. 24
iYNcos(Nk) (yN) Sln(Nk)+0<(},N)2> (4.39)

2sink 8sin”k
Considerando los desarrollos (4.38) y (4.39) se puede eliminar la dependencia de g en
(4.36).

Una vez eliminada la dependencia de ¢, se sustituye en (4.35) para obtener el siguiente
desarrollo

sin(Ng) = sin (Nk) +

1 oy (e2) N .
“oy T =5 sin(k) * 8sin2(k) 1+2’§1X1 (n) (1 - ﬁ> Cos(2kn)]
<Yn> N n
g | H2L R0 (1-%) 005(2’<n)] (4.40)
2;:1% Z?B (1 — —> sin(2kn) | + ...

En el caso particular de desorden sin correlaciones, la expresion (4.40) se reduce a la
siguiente

I v e,
_ﬁﬂnTN)—zsin(k) . (4.41)

A continuacion se presentan algunos resultados que muestran la prediccion del valor
medio del logaritmo del coeficiente de transmisién (In7y) obtenida mediante la expresion
analitica (4.40) y su comparacion con los resultados numéricos.

El célculo numérico de (In7y) se ha llevado a cabo evaluando los elementos de la
matriz 2(N) a partir de la definicion (4.23) y promediando los resultados sobre un nimero
N, suficientemente grande de de realizaciones del desorden.

48



En la figura 4.4 se muestran las gréficas de (InTy) para dos casos de la barrera activa
delgada: el caso de atenuacion con Y= 0.01 y el caso de amplificacién con y = —0.01, para
N =10, N, = 100, (g7) = 0.05, () = 0.00001 (desorden sin correlaciones espaciales).
En ambos casos se presenta tanto la prediccion analitica (con linea continua) basada en
la ecuacidn para barrera delgada (4.40) como el cdlculo numérico (con linea punteada).
Los valores de los pardmetros utilizados satisfacen la hipétesis de barrera delgada, ya
que(e2)N =0.5<1, |y|N =0.1 < 1, desorden débil (¢7) = 0.05< 1, (y7) = 0.00001 <
¥2 = 0.0001 y amplificacién/atenuacién débil |7] = 0.01. Como puede observarse en este
caso la aproximacion es buena.

»= -0.01 Numérico «

%0,1 B 7= .01 Analitico I
= 7= 0.01 Numérico =
—= ok |
= ETTYTITIT T PPN —
Vv

o B

0.2 LTI

— R

0.3

0.4 -

0.5 - ™ s

.
.
.
.
-0.6 . 7
0.7 | o
L ]
0.8 1 1 1 | L 1 1 L w E
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Figura 4.4: Gréfica de (InTy) en funcién de E para barrera activa, para y = —0.01 y y =
0.01, con <}/,%> = 0.00001, <£,%> = 0.05. N = 10, desorden sin correlaciones. El calculo
analitico considera barrera delgada.

Para estudiar el efecto de las correlaciones en el desorden en una barrera delgada se
introdujo desorden correlacionado en las energias de sitio, con la densidad espectral de
energia dada por

0 si Ee[-2,—1.5U[-1,1]U[1.5,2]

W(E) :{ 4.84 si Eec[-1.5—1]U[1,1.5] (4.42)
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\V(E)

Wp=4.84

» £

2

-2 -1.5 -1 E;=1 E;=1.5

Figura 4.5: Funcién de densidad espectral utilizada para el desorden correlacionado.

La gréfica de la funcién de densidad espectral W (E) utilizada se muestra en la figura
4.5. Con esta densidad espectral se definen las energias E; =1, E, = 1.5.

: : 7= 0.01 Numérico =+ |

7= 0.01 Analitico
7= 0.01 Numérico

<ln(ig\.-)>

0.4 0.6 0.8

Figura 4.6: Gréfica de (InTy) en funcién de E para barrera activa, para y = —0.01 y y =
0.01, con (7)) = 0.00001, (€2) = 0.05. N = 10, con desorden autocorrelacionado. El

célculo analitico considera barrera delgada.

En la figura 4.6 se ha mantenido el mismo valor de los pardmetros que en la figura
4.4 y s6lo se introdujo desorden con autocorrelacion, pero sin intercorrelaciones. Como
se observa en la figura en ambos casos (tanto para Y positivo como negativo), en el rango
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de energias [E1, E>| s6lo se observa una suave disminucién en el valor de (In7y) y no una
disminucién abrupta como cabria esperar si se generaran bordes de movilidad efectivos.
Esto era de esperarse, ya que en una barrera delgada la longitud de localizacion supera la
de la barrera y no se pueden apreciar los efectos de la localizacién.

4.5. Calculo perturbativo de (In7y) para el caso de barre-
ra larga

Después de estudiar el caso de una barrera delgada se deriva una expresion para (In Ty)
en el caso de barrera larga, es decir, para |y| N > 1. En este caso ya no se puede utilizar
el desarrollo (4.39) en potencias de (yN), sin embargo, en su lugar se puede considerar el
desarrollo para sin(g) en potencias de ¥, es decir,

. : ] k
sin(g) = sin (k) + WZC:ii(k) + 8s}§1k +o (}/2) (4.43)

cuya convergencia s6lo requiere la hipétesis de amplificacién/absorcion débil |y| < 1. En
este caso, si queremos sustituir (4.43) en (4.35) debemos advertir que esta dltima expresion
se ha obtenido de (4.34), la cual solamente converge bajo la hipé6tesis de barrera delgada,
sin embargo, al calcular el logaritmo para obtener (4.35) la hipétesis se puede relajar para
considerar solamente la hipétesis de desorden débil de acuerdo con [24], teniendo cuidado
solamente de que los autovalores de la matriz Q(°) sean de médulo distinto, lo cual en este
caso requiere que Yy # 0. Asi, al hacer la sustitucién y después de un considerable trabajo
de algebra,

~ B Y el v v
2N<1n]_1’\’>_2sin(k)Jr 2Ny -\ 16sin (k) *

_nly
85<-8—2k> 1 +2i){1 (n) (1 — %) e sin(k) cos(2kn)
in -
| "y : (4.44)
<Y3> 3 nY\ " sin
B 8 sin’ (k) I+ 2;952(”) (1 - N) ¢ sin(k) cos(2kn)
(Entn) _ N . nlyl )
_2si:12r(lk) ng,lm(n) (1 — _> e sin(k) sin(2kn) | +
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En el caso particular de desorden sin correlaciones, la expresion (4.44) se convierte en la
siguiente

M r-m 7 (&7) — (W)
<1nTN)—2sin(k)+ Wy ln(16sin4(k))+ T (4.45)

2N
En lo que sigue se discute la aplicacion de la ecuacion (4.44) a algunos casos caracte-
rizados por distintos valores del coeficiente de amplificacién/atenuacién y por especificas
correlaciones del desorden. Las predicciones de la férmula 4.44 se comparan con los va-
lores del promedio del logaritmo del coeficiente de transmision obtenidos numéricamente.
En la figura 4.7 se muestran las graficas de (InTy) para dos casos de la barrera acti-
va larga: el caso de atenuacién con Yy = 0.01 y el caso de amplificacién con Yy = —0.01,
para N = 10,000, N, = 100, (€7) = 0.01, () = 0.00001 (desorden independiente en
el coeficiente de amplificacién/atenuacion). En ambos casos se presenta tanto la predic-
cién analitica (con linea continua) basada en la ecuacion para barrera larga (4.44) como el
célculo numérico (con linea punteada). Como puede observarse en este caso la concordan-
cia entre los resultados analiticos y los numéricos no es no es tan buena para el caso de y
negativo, sin embargo, ésta mejora al crecer N.

= -0.01 Numérico «

00— y=-0.01 Analitico—— H
= 0.01 Numérico *

..............

<In (T \,-') >

-150 -

=200

=250

-300

Figura 4.7: Gréfica de (InTy) en funcién de E para barrera activa, para y = —0.01 y y =
0.01, con () = 0.00001, (&) = 0.01, N = 10,000 con desorden sin correlaciones. El
célculo analitico considera barrera larga.
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Para estudiar el efecto de las correlaciones en el desorden se introdujo desorden corre-
lacionado en las energias de sitio, con la densidad de energia considerada en el ejemplo de
la seccién 3.7.3, es decir,

(4.46)

W(E):{ 0 si EE[—2,—1.5]U[—1,1]L1J1.5,2]

4.84 i Ee[-15—1]U[1,1.5]

Con esta densidad espectral se definen las energias E1 = 1, E; = 1.5. En la figura 4.8
se muestra otra variante del experimento anterior, en donde se mantiene el mismo valor
de los pardmetros y s6lo se cambia el tipo de desorden por desorden correlacionado en
las energfas de sitio, con (g2) = 0.01, (3?) = 0, en este caso se usé N = 10,000 y N, =
100. Como se observa en la figura en ambos casos (tanto para Y positivo como negativo),
se producen los dos bordes de movilidad en los valores de energia esperados E; y E»
manifestdndose un claro descenso en el coeficiente de transmision entre estos dos valores
de energia, fendmeno que solo puede deberse a la localizacion de los estados en ese rango
de energias.

-50 T T T T T T

7= -0.01 Numérico™ <
7= -0.01 Analitico
7= 0.01 Numérico =

uuuuuuu
......

<In(Ty)>

.
e ML

-200 -

=250 -

-300 -

400 L 1 1 I 1 1 L L E
a 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8

Figura 4.8: Gréfica de (InTy) en funcién de E para y= —0.01 y y=0.01, con <8,%> =0.01,
<y,%> =0, N = 10,000 con desorden correlacionado. El calculo analitico considera barrera
larga.
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4.5.1. El exponente de Lyapunov

De acuerdo a la ecuacién (4.10), al tomar el limite cuando N tiende a infinito en la
expresion (4.44) se obtiene la siguiente expresion para el exponente de Lyapunov

b <83> \- ~sin(k
~ 2sin(k)  8sin?(k) 1+2n§xl(n)e sin(k) cos(2kn)

IV! IVI
—ﬂ 1+ ZZX sin(k) cos(2kn) | — 8’”/" Zx )e sin(k ) sin(2kn) | + ...
8 sin 2sin?
(4.47)
En el caso de desorden sin correlaciones, la expresion anterior se reduce a
2 2
Foh

- ZSin(k) 8sin (k)

Las ecuaciones (4.47) y (4.48) muestran que el caricter aleatorio de las energias de
sitio produce un efecto de localizacién que se suma a la atenuacién producida por la na-
turaleza activa de la barrera, en acuerdo con los resultados obtenidos en [25, 26, 22]. Las
mismas ecuaciones muestran también que las fluctuaciones del coeficiente de amplifica-
cién/atenuacion, en cambio, reducen la localizacion de las ondas que se propagan a través
de la barrera. Para ilustrar el significado de las férmulas (4.47) y (4.48), en el resto de esta
seccidn se presenta la aplicacion de estas ecuaciones a casos especificos de barrera activa
desordenada, comparando las predicciones tedricas con los resultados numéricos.

En la figura 4.9 se muestra la grafica (con linea continua) del exponente de Lyapunov
predicha por la férmula (4.48), comparada con el cdlculo numérico (con linea punteada).
Para este experimento se considerd una atenuacion promedio ¥ = 0.01, con desorden sin
correlaciones consistente en fluctuaciones en la amplificaciéon con <j/,%> = 0.00001, no se
consider6 desorden en las energias de sitio, es decir, <£,%> = 0 y s6lo se considerd una
realizacion del desorden en el cdlculo numérico, pues para una barrera larga los efectos de
autopromedio del coeficiente de Lyapunov son evidentes.
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Figura 4.9: Exponente de Lyapunov con desorden sin correlaciones, para Y = 0.01, <£,%> =
0, () =0.00001

Se estudi6 también el mismo caso, pero cambiando el signo de 7, es decir, para una
amplificaciéon promedio con ¥ = —0.01. No se presenta la grifica obtenida debido a que
es practicamente idéntica a la figura 4.9, es decir, para una barrera muy larga no hay
diferencia apreciable entre un coeficiente de amplificacién o uno de atenuacion.

Para probar el efecto de las correlaciones en el exponente de Lyapunov se introdujo
desorden correlacionado, con la funcion de densidad espectral (4.51), primeramente sélo
en el desorden de sitio. En la figura 4.10 se muestra el resultado para y = 0.001, <8,%> =
0.01, (y2)=0.
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Numérico *
A L Analitico
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0.01 | " g
0.008 .'. 5 -
0.006 |-
0.004 -

0.002 = B

Figura 4.10: Exponente de Lyapunov con desorden correlacionado en las energias de sitio
con y=0.001, (¢2) =0.01, (y7) =0.

4.6. Barrera con amplificacion/atenuacion promedio cero

En esta seccion se explora numéricamente la validez de la férmula de barrera larga
(4.44) para el cdlculo de (In(7y)) mds alld de la hip6tesis de desorden débil <j/,%> < 7 es
decir, se presentan comparaciones de los cdlculos numéricos con los valores que predice
la formula en una regién que no cumple la condicién <y,f> < ¥*. Cabe aclarar que la
validez de la formula (4.44) sélo se puede sostener si se cumple la hipétesis, sin embargo,
la concordancia de los resultados analiticos con los cdlculos numéricos atin en el caso de
violar la hipétesis en los casos que se presentan a continuacién es muy buena.

Especialmente se presenta el caso ¥ — 0, ya que en este caso el efecto de la ampli-
ficacién/atenuacién debido a los valores de ¥ no ahoga los efectos de las fluctuaciones 7.
Es importante hacer notar que en el caso ¥ — 07 las férmulas para (In(7y)) para barrera
delgada (4.40) y barrera larga (4.44) se convierten en la misma férmula.
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gy (=0

2N YT gsin? (k) 1+2Z% <1_N>C°S(2k”>]

8"%1 Z}@ (1 — —) sin(2kn)

2 sin?

(4.49)

Hay que tener presente que al hacer la consideracion ¥ — 0™ nos acercamos a un punto
en donde se viola otra de las hipétesis utilizadas en la deduccién de la férmula para barrera
larga (4.44), como se explico en su obtencion y la cual requiere que los autovalores de la
matriz Q(©) definida por (4.20) tengan mddulo distinto entre si, de acuerdo al resultado
presentado en [24] para el caso de una matriz Q(O) de tamafion x n .

Sin embargo es interesante hacer notar que el caso de una barrera desordenada pero no
activa se puede considerar como el caso limite de una barrera activa en que el coeficiente de
amplificacion/atenuacion tiende a cero. Matematicamente, la ecuacion de Schrodinger que
describe la barrera tiende a reducirse la ecuacion (3.14) que define el modelo de Anderson
para ¥ — 0. Al calcular el limite cuando ¥ — 0 en la expresion para el exponente de
Lyapunov (4.47) se obtiene

(&)

85in(0 1+2nzlxl(n)cos(2kn) +... (4.50)

Esta expresion coincide con el resultado obtenido para el exponente de Lyapunov dado por
la férmula de Izrailev-Krokhin (3.59) que se describi6 en el caso hermitico.

4.6.1. Barrera no activa con desorden sin correlaciones espaciales

En la figura 4.11 Se muestra la grafica de (In(7y)) al variar la energia E de la on-
da incidente en el rango [0,2) para la barrera no activa (y = 0%, <}/,%> = 0) con desorden
sin correlaciones, considerando <£,%> = 0.01 para una barrera de N = 1000 sitios, para
el célculo del promedio numérico se consideraron N, = 1000 realizaciones del desorden.
Como puede apreciarse en la figura, se tiene una muy buena correspondencia entre los
resultados numéricos (linea punteada) y las predicciones analiticas (linea continua) obte-
nidos mediante las férmulas para barrera delgada y para barrera larga que en este caso
producen los mismos resultados.
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Figura 4.11: (In(7y))para el caso hermitico (y =0T, () = 0) con desorden independien-
te, con (€7 ) = 0.001, N = 1000

4.6.2. Barrera no activa con desorden correlacionado.

En este caso, también con ¥ — 0, <}/3> =0, se prob6 un ejemplo similar al presenta-
do en la subseccién 3.7.3 para producir bordes de transicion localizacién-deslocalizacion
efectivos mediante desorden correlacionado. En esta ocasion se eligieron los bordes en
Ey =1y E, = 1.5, es decir, se eligié una densidad espectral dada por

0 si Ee[-2,—1.5U[-1,1]U[1.5,2]
1

W(E):{ 4.84 si Eec[-1.5—1]U[1,1.5] .51

y se considerod la misma varianza del desorden <£,%> = 0.01 que en el experimento anterior,
la misma longitud de la barrera, es decir, N = 1000 y el mismo nimero de realizaciones
N, = 1000. Como se puede apreciar en la figura 4.12 el coeficiente de transmisién Ty a
través de la barrera es practicamente unitario en toda la banda de energia (lo cual significa
que los estados son ondas extendidas), excepto en el rango [1,1.5] correspondiente a los
bordes TLD disefiados. En este rango [1, 1.5] el coeficiente Ty se vuelve menor a la unidad,
lo cual, en una barrera hermitica en donde no hay atenuacién sélo puede ser debido al
fenémeno de localizacion.
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Figura 4.12: (In(Ty)) para el caso hermitico (y =07, ¥, = 0) con desorden correlacionado,
con (€2) =0.01, N = 1000

4.6.3. Caso con fluctuaciones de amplificacion/atenuacion sin corre-
laciones espaciales

Para observar el efecto que producen las fluctuaciones en la amplificacion se con-
sider6 un coeficiente de amplificacién/atenuacion promedio Y — 0" y sin desorden en
las energias de sitio, es decir, <8,%> = 0, se consider6 una varianza en las fluctuaciones
<y,%> = 0.0001, una barrera de N = 1000 sitios, con N, = 1000 realizaciones de las fluc-
tuaciones aleatorias independientes. El resultado se muestra en la figura 4.13.

En la figura en la figura 4.13 se observa que las fluctuaciones en el coeficiente de
amplificacién/atenuacién producen un efecto neto de amplificacion para todos los valores
de energia de la onda incidente, ya que en la grifica se observa que (In(7y)) > 0 en todo
el rango de energias.

4.6.4. Caso con fluctuaciones de amplificacion/atenuacion con corre-
lacion

Para la barrera activa con y — 0" y sin desorden en las energias de sitio, es decir,

<£,%> = 0 a continuacién se introdujo desorden correlacionado en el coeficiente de ampli-
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Figura 4.13: (In(7y)) para el caso no hermitico con y — 0™, (y2) = 0.0001, (¢?) = 0, con
desorden sin correlaciones en el coeficiente de amplificaciéon/atenuacion, con N = 1000 .

ficacién/atenuacién con varianza <y,f> = 0.0001 y la misma densidad espectral dada por
(4.51) con N = 1000 y con N, = 1000. El resultado se muestra en la figura 4.14.

Como se observa en la figura 4.14, el efecto de la correlacion en ¥, es el de concentrar
el efecto amplificador en el intervalo de energias entre los limites £} = 1.0y Er = 1.5
seleccionados mediante la funcién de densidad espectral del desorden (4.51) eliminando
la amplificacion fuera de este intervalo y enfatizdndola dentro de él.
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Figura 4.14: (In(7y)) para el caso no hermitico con y — 0™, (y2) = 0.0001, (¢?) = 0, con
desorden correlacionado en el coeficiente de amplificacién/atenuacién, con N = 1000.

4.6.5. Efecto de la intercorrelacion.

En las subsecciones anteriores se probd el efecto de la autocorrelacion en el des-
orden de cada uno de los dos tipos: desorden de sitio y fluctuaciones en la amplifica-
cién/atenuacion. En esta subseccion se probara el efecto de la intercorrelacion entre los dos
tipos de desorden en el caso ¥ — 07 e introduciendo desorden de sitio con <8,%> =0.0001y
fluctuaciones en la amplificacién/atenuacién con <y,%> = 0.0001 ambos tipos de desorden
tienen una autocorrelacion con funcién de densidad espectral dada por (4.51) y se intro-
duce una intercorrelacién del mismo tipo, pero con covarianza (g,%,) = 0.001 para una
barrera de 1000 sitios y con 1000 realizaciones del desorden. El resultado para (In(Ty)) se
muestra en la figura 4.15.
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Figura 4.15: (In(Ty)) para el caso no hermitico con Y = 0™ con los dos tipos de desorden
con (&2) = (¥2) = (€,%) = 0.0001, con intercorrelacién positiva.

Como puede observarse en la figura 4.15 el efecto de la intercorrelacion positiva es
el de enfatizar el efecto de la amplificacion provocada por las fluctuaciones 7, cerca del
borde de menor energia £ = 1.0, por un lado, y por otro lado enfatizar el efecto de la
localizacion debida al desorden €, cerca del borde de mayor energia £ = 1.5.

A continuacioén se repitio el experimento descrito arriba, pero introduciendo una inter-
correlacion negativa, es decir, con (g,7%,) = —0.0001. El resultado para (In(7y)) se muestra
en la figura 4.16. Como puede observarse en la figura 4.15 el efecto de la intercorrelacion
negativa intercambia el énfasis entre el efecto de la amplificacion provocada por las fluc-
tuaciones 7, y el de la localizacién debida al desorden g, . Ahora se tiene localizacidn cerca
del borde de menor energia E; = 1.0, y amplificacién cerca del borde de mayor energia
E,=1.5.
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Figura 4.16: (In(Ty)) para el caso no hermitico con Yy = 0" con los dos tipos de desorden,
con(g?) = (y7) = 0.0001, (&,7,) = —0.0001, con intercorrelacién negativa.

También se probé el efecto de una intercorrelacién cero, aunque en este caso el resul-
tado es inmediato de las formulas tanto de barrera delgada (4.40) como de barrera larga
(4.44), 1as cuales producen un valor de cero para (In(7y)) cuando <8,%> = <)/,%> lo cual es de
esperarse, ya que el efecto de la autocorrelacion de €, y el de la autocorrelacion de 7, son
contrarios y tienden a anularse, se pueden favorecer los efectos de la localizacién o los de
amplificaciéon aumentando respectivamente la intensidad del desorden en las energias de
sitio o de las fluctuaciones de amplificacion/atenuacién como se muestra en la figura 4.17
la cual se obtuvo con desorden de los dos tipos sin intercorrelacion, pero con autocorrela-
cién. En color rojo se muestra el caso en que la intensidad de los dos tipos de desorden es
igual (€)= (¥2) = 0.0001 , en color azul se muestra el caso en que es mds intenso el des-
orden en las energias de sitio <8,%> =0.0001 > <7/,%> =0.00001 y en color verde se muestra
el caso en que es mds intenso el desorden en las fluctuaciones de amplificacién/atenuacién
(g2) =0.00001 < () =0.0001. Se consideré N = 1000, N, = 1000.
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Figura 4.17: {In(Ty)) para el caso no hermitico con Yy = 0" con los dos tipos de desorden,
con intercorrelacién cero. Se muestran tres casos: en color rojo <8,%> = <}/,%> =0.0001, en
color azul (g7) = 0.0001 > () = 0.00001 y en color verde (&2) = 0.00001 < (y?) =
0.0001.
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Capitulo 5

Conclusiones

El desarrollo de este trabajo ha sido una oportunidad para asomarme en un area muy
grande de la fisica, la cual lo mismo tiene intersecciones con la vasta teoria del estado
s6lido, como con los fendmenos de propagacién de ondas de diversa naturaleza, que van
desde ondas de probabilidad en fisica cudntica, como ondas electromagnéticas y su pro-
pagacién en medios desordenados. Para mi ha sido una sorpresa el encontrarme con un
fenémeno tan poco intuitivo como la localizacién de Anderson y su relacién con el des-
orden en una estructura cristalina. Otra sorpresa para mi ha sido el conocer el poder de
una teoria simplificadora como la teoria SPS y el fendmeno de los bordes de movilidad
producidos por la correlacion estadistica del desorden. A continuacién presento una lista
de las conclusiones mas relevantes que se desprenden de este trabajo.

5.1. Conclusiones sobre hechos ya reportados

= Se corrobor6 en simulacidn la forma que toman las autofunciones en el modelo de
Anderson en ausencia de desorden (Ondas de Bloch) y la manera en que la pre-
sencia de desorden débil cambia dramaticamente la forma de estas autofunciones
produciendo ondas localizadas.

= Se verificé también en simulacién como la introduccién de desorden con autoco-
rrelacion estadistica produce bordes de movilidad efectivos en modelos 1D y se
comprobd como estos bordes pueden ser predisefiados mediante la especificacion
de una densidad espectral seleccionada.

= Se observé en simulacion el efecto del coeficiente de amplificacién/atenuacién en
las propiedades de transmision de la barrera de potencial en el caso sin desorden.
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5.2

Especialmente se verificé el hecho de que el efecto atenuador de un coeficiente y
positivo se va acumulando conforme se aumenta el nimero de sitios de la barrera,
mientras que en contraste y sorprendentemente, el efecto amplificador de un coefi-
ciente y negativo sélo se va acumulando al aumentar el nimero de sitios de la barrera
hasta llegar a un punto maximo a partir del cual la amplificacion se desploma gra-
dualmente hasta convertirse en un efecto de atenuacion.

Conclusiones sobre aportaciones de esta tesis

Se obtuvo la expresién analitica (4.40) para (InT,) para el modelo no hermitico
(con propiedades de amplificacidon/atenuacion y desorden tanto en las energias de
sitio como en el coeficiente de amplificacion/atenuacion). Dicha expresion analitica
es vélida hasta términos de segundo orden del desorden considerado en el caso de
desorden débil y barrera delgada en el sentido de que |yN| < 1.

Se obtuvo la expresion analitica (4.44) para (InT,,) para el modelo no hermitico (con
propiedades de amplificacion/atenuacion y desorden tanto en las energias de sitio
como en el coeficiente de amplificacion/atenuacion). La expresion es valida hasta
términos de segundo orden del desorden considerado en el caso de desorden débil y
barrera larga en el sentido de que |yN| > 1.

A partir de la expresion analitica para (InT,) en el caso de barrera larga y desorden
débil se obtuvo una expresion analitica para el exponente de Lyapunov (4.47), la
cual generaliza la férmula de Izrailev-Krokhin para el caso no hermitico objeto de
este trabajo.

Se observd en simulaciéon numérica el efecto de las fluctuaciones aleatorias inde-
pendientes en el coeficiente de amplificacion/atenuacion, las cuales en el caso de
fluctuaciones débiles tienen sorprendentemente un efecto amplificador en toda la
banda de energias.

Se observo en simulacion numérica el efecto de la autocorrelacion estadistica en las
fluctuaciones del coeficiente de amplificacién/atenuacion, encontrdndose que tiene
el efecto de concentrar la amplificacién en un intervalo de energia seleccionado por
la funcién de densidad espectral del desorden, produciendo con esto el equivalente a
los bordes de movilidad, que en este caso bien podrian llamarse bordes de amplifica-
cion/atenuacion. Cabe aclarar que estos bordes funcionan de manera drasticamente
mas selectiva que las llamadas frecuencias de corte en la teoria de filtrado.
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= Se observo en simulacion numérica el efecto de la intercorrelacion estadistica entre
el desorden de sitio y las fluctuaciones del coeficiente de amplificacién/atenuacion,
encontrdndose que tiene el efecto de enfatizar la amplificacién cerca de uno de los
bordes de amplificacién/atenuacién, mientras que en el otro borde tiene el efecto de
enfatizar la localizacion y por tanto la atenuacion.

5.3. Trabajo futuro

La observacién de la buena concordancia entre los resultados numéricos y las pre-
dicciones obtenidas de las férmulas para (In7,) adin fuera del rango de valores de los
parametros que cumplen la hipétesis de desorden débil, y especialmente el caso ¥ — 0"
indica que es necesario estudiar analiticamente la razon precisa de estas observaciones.

La no hermiticidad del modelo es un obsticulo para validar algunos de los resultados
obtenidos, mientras que en el caso hermitico se tiene por ejemplo un modelo hamiltoniano
equivalente, consistente en el “oscilador pateado”, en el caso no hermitico no existe un
equivalente, una posible linea de anélisis futuro seria la obtencién de un sistema equiva-
lente que nos permitiera caminos alternativos de validacion y de andlisis.

Otra alternativa a explorar es la adaptacion de herramientas pensadas para sistemas
hermiticos, tales como las funciones de Green, las cuales también han sido una herramienta
de andlisis para el modelo de Anderson en el caso hermitico.
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