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Resumen

Se presenta aqui un estudio profundo de la construccion de Yoneda-Dress del funtor de
representaciones lineales sobre un campo de caracteristica cero, sus algebras esenciales y sus
categorias de modulos, como un intento de generalizar y unificar los resultados de Barker
sobre funtores de biconjuntos retoricos en caracteristica cero y los de Romero sobre el funtor
de funciones de clase con valores complejos. La motivacion principal de este trabajo radica
en que dado un funtor de Green en biconjuntos, sus funtores trasladados son funtores de
Green en biconjuntos y forman una familia de generadores proyectivos de su categoria de
modulos. Entre los resultados principales, determinamos el soporte esencial del funtor de
representaciones racionales trasladado y encontramos una parametrizaciéon para una extensa
familia de modulos simples, caracterizamos la reticula de ideales del funtor de representaciones
trasladados y demostramos que la categoria de médulos sobre el funtor de funciones de clase
trasladado es equivalente a la categoria de modulos sobre un algebra semisimple.

Palabras clave: representacion lineal, funtor lineal, funtor de biconjuntos, construccion
de Yoneda-Dress, funtor de Green en biconjuntos, algebra esencial.
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Abstract

Here we present a deep study on the Yoneda-Dress construction of the functor of linear
representations over a field of characteristic zero, its essential algebras and its category of
modules, like an attempt of generilize and unify the results of Barker on rhetorical biset
functors in characteristic zero and those of Romero on modules over the functor of class
functions over the complex numbers. The main motivation to this work lies in the fact
that given a Green biset functor, its shifted functors are both Green biset functors and
a family of projective generators in its category of modules. Among our main results, we
determined the essential support of the shifted functor of rational representations and found
a parametrization for a large family of modules, we gave a characterization of the lattice
of ideals of the shifted functor of linear representations and we proved that the category of
modules over the functor of complex class functions is equivalent to a category of modules
over a semisimple algebra.

Keywords: Linear representation, linear functor, biset functor, Yoneda-Dress construc-
tion, Green biset functor, essential algebra.
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Introduccion

Un método recurrente en teoria de representaciones consiste en asignar a cada grupo
finito un grupo abeliano, un anillo o un médulo generado por clases de representaciones de
algiin tipo. Segun sea el caso, considerar inclusiones, proyecciones a cocientes o isomorfismos
de grupos conduce a relaciones de induccion, restriccion, deflacion, inflacion o isomorfismos
entre los grupos asociados. Estos sintomas omnipresentes en las distintas ramas de la teoria
de representaciones de grupos finitos dan pistas de una funtorialidad comin en todas ellas,
lo que nos lleva a la nocién de funtor de biconjuntos, acunada por Serge Bouc en su articulo
Foncteurs d’ensembles munis d’une double action [4] de 1996.

Los funtores de biconjuntos son funtores k-lineales de kD en kK — Mod, donde D es una
subcategoria preaditiva de la categoria de biconjuntos y k£ es un anillo conmutativo unitario,
que han sido ampliamente estudiados con distintos enfoques. Por un lado, la categoria de
funtores de biconjuntos Fpj, es abeliana y k-lineal, y se cuenta con herramientas provenientes
de la teoria de representaciones para su estudio. Por otro lado, el estudio de la estructura de
algunos funtores ha conducido a generalizaciones de teoremas de inducciéon o a formas mas
compactas de algunos resultados clasicos, dando asi un lenguaje moderno y préctico para la
teoria de representaciones. Ademas, los funtores de biconjuntos han probado ser utiles en la
solucion de problemas que habian estado abiertos por algin tiempo, como es el caso de la
clasificaciéon de los modulos de endo-permutacion o la caracterizacion del grupo de unidades
del anillo de Burnside de un p-grupo.

Cuando D es una subcategoria repleta y cerrada bajo productos, es posible definir la
construccion de Yoneda-Dress o el trasladado F; de un funtor de biconjuntos F' en un objeto
G de D, y en consecuencia, bifuntores hom interno y producto tensorial interno en Fp . El
producto tensorial interno da a Fpj una estructura de categoria monoidal simétrica, y un
funtor de Green en biconjuntos A es entonces un objeto monoide en Fp . Tal como los anillos
asociativos con uno son los objetos monoides en Ab respecto al producto tensorial, el funtor
A posee una estructura multiplicativa asociativa y un elemento identidad, y ademés, hay una
manera natural de definir sus modulos e ideales. Nadia Romero da en la Proposicion 4.2 de su
articulo Simple modules over Green biset functors [14] una parametrizacion de los A-modulos
simples por clases de isomorfismo de semillas (H, V'), donde H es un objeto en D tal que el
dlgebra esencial A(H) es distinta de cero y V es un A(H)-médulo simple, bajo la condicion de
que los grupos minimales de los A-mo6dulos simples sean tnicos hasta isomorfismo de grupos,
generalizando parcialmente la parametrizacion de los funtores de biconjuntos simples dada
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X INTRODUCCION

por Bouc en [4]. Asi mismo, Romero sefiala en el Ejemplo 12 de On fibred biset functors with
fibres of order prime and four [13| que la condicion de unicidad de minimales de simples no
siempre se satisface, pero atin varios de los funtores més estudiados satisfacen dicha condicion,
como es el caso del funtor de funciones de clase CRc¢, el funtor de representaciones racionales
kRg cuando k es un campo de caracteristica cero o D = C, para un primo p, y los funtores
de Burnside trasladado kB¢ y de Burnside monomial kB¢, cuando C' es un grupo de orden
primo.

Una vez que sabemos que un funtor de Green en biconjuntos A admite una parametri-
zacion de sus modulos simples por medio de clases de semillas, el siguiente paso natural es
determinar tales semillas. Esto conlleva los siguientes problemas: el primero es determinar el
soporte esencial Supp(A) de A, dado por los H en D para los que el algebra esencial A(H)
es distinta de cero; el segundo es determinar los A(H)-modulos simples cuando A(H) # 0.
Ambos problemas son en general dificiles y no existe un método tinico para abordarlos. Para
los funtores CRc y kRg cuando k es un campo de caracteristica cero, estos han sido resuel-
tos completamente. Para el funtor CR¢ la situacion es bastante simple: su soporte esencial
consiste solo del grupo trivial, y CR¢ es un funtor de Green en biconjuntos simple, como
lo demuestra Romero en la Proposicién 4.3 de [14]. Por otro lado, el caso de kRg es més
complicado: Laurence Barker preseta un estudio de este funtor y sus modulos en Rhetorical
biset functors, rational p-biset functors and their semisimplicity in characteristic zero |2| en
un contexto méas general, y demuestra que cuando k es un campo de caracteristica cero, los
kRg-modulos, conocidos como funtores de biconjuntos retoricos, son precisamente aquellos
funtores de biconjuntos anulados por el kernel de la linealizacion A\ : kB — kRg. Usando
esto, deduce la unicidad de los grupos minimales de funtores de biconjuntos retéricos simples,
y establece en el Teorema 1.5 de [2] que un par (H,V') es una semilla en Pyg, si y solo si H
es ciclico y V' es un kOut(H )-modulo primitivo.

El problema central de este trabajo de tesis ha sido estudiar los funtores trasladados
kRg ¢ para campos k y [ de caracteristica cero y G en D, en un intento de generalizar los
resultados mencionados antes para los funtores CRc y kRg. Los kRp ¢ son funtores de Green
en biconjuntos y kRp-mddulos proyectivos a la vez, conformando entonces una familia de
generadores de proyectivos de la categoia de kRp-mo6dulos. Nuestro trabajo sobre estos fun-
tores se ha centrado en la bisqueda de criterios de nulidad para sus algebras esenciales y en
encontrar caracterizaciones de estas, con la intenciéon de dar parametrizaciones de familias de
kRg c-modulos simples y describir la estructura de algunos de ellos. Por sugerencia del pro-
fesor Bouc, incluimos también un estudio de los ideales de kRp ¢, similar a la caracterizacion
de los subfuntores de kB como se expone en el Capitulo 5 de Biset functors for finite groups
[5]. A continuacion explicamos la estructura de esta tesis.

El Capitulo 1 se divide en tres secciones en las que damos los rudimentos necesarios
de la teoria basica de los funtores de biconjuntos. En la Seccién 1.1 se hacen convenciones
sobre la notacion que estaremos usando y se mencionan algunos resultados clasicos sobre
G-conjuntos y grupos de Grothendieck, sin adentrarnos en detalles. La Seccion 1.2 es devota
a los funtores de biconjuntos, donde explicamos los ejemplos de importancia central para este
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trabajo y mencionamos también el teorema de parametrizacion de funtores de biconjuntos
simples de Bouc, introduciendo para ello las nociones de subcategoria admisible, algebra
esencial y semillas. En la Seccion 1.3 nos enfocamos en la construccion de Yoneda-Dress, que
es uno de los ingredientes principales de nuestro proyecto, y comentamos brevemente algunas
de sus propiedades funtoriales.

En el Capitulo 2 exponemos la teoria bésica de los funtores de Green en biconjuntos a lo
largo de tres secciones. En la Seccion 2.1 damos dos definiciones equivalentes de funtor de
Green en biconjuntos, y proporcionamos algunos ejemplos de tales funtores. La Seccion 2.2 es
dedicada a los modulos sobre un funtor de Green en biconjuntos A, donde nuevamente damos
dos definiciones equivalentes de A-moédulo, hablamos sobre la categoria P4, las algebras
esenciales de A y el problema de clasificaciéon de los modulos simples, asi como de una
equivalencia entre la categoria de A-moddulos y la categoria de funtores lineales de la categoria
asociada P4 a en k — Mod. Introducimos en esta seccion las nociones de soporte esencial
Supp(A) y nulidad esencial Z(A), y presentamos uno de los primeros resultados obtenidos
sobre estos conceptos: dado un morfismo de funtores de Green en biconjuntos f : A — C,
este induce para cada H en D un homomorfismo de k-algebras fy : A(H) — C(H),
implicando asi que la nulidad esencial de A est& contenida en la de C. En la Secciéon 2.3 nos
enfocamos en los trasladados de A, donde introducimos los morfismos inflacion y restriccion
que tienen como consecuencia que el soporte esencial de Ay el de cualquiera de sus trasladados
coinciden.

En el Capitulo 3 nos enfocamos en el estudio del funtor KRy y de sus trasladados. En
la Seccién 3.1 hablamos sobre funtores de biconjuntos retéricos e introducimos el morfismo
extension Pe : kRy — kRg dada una extensién de campos E/F. En la Seccion 3.2 estudiamos
el soporte esencial de kRp ¢ y deducimos usando el morfismo extension que este consiste de
grupos ciclicos cuyo orden no es congruente con 2 modulo 4; esto ultimo implica la unicidad
de los grupos minimales de kRpg-modulos simples. También caracterizamos las algebras
esenciales de kRg ¢ en grupos de orden coprimo al orden de G, lo que como consecuencia
nos da una parametrizacion de la familia de kRg ¢-mo6dulos simples cuyos grupos minimales
son de orden coprimo al orden de GG. En la Seccion 3.3 presentamos una caracterizacion
de la reticula de ideales del funtor kRp . La semisimplicidad de las algebras kRp(H x G)
implica algunas simplificaciones, y estudiando el efecto de las operaciones de biconjuntos
en sus idempotentes primitivos dedujimos que cada ideal I estd univocamente determinado
por un conjunto &; de clases de k N F-conjugacion de G, y cada conjunto & de clases de
k N F-conjugacion de G determina un ideal Ig, siendo esta correspondencia un isomorfismo
de 6rdenes. La consecuencia més importante de este resultado es que los funtores kRp ¢ son
kRp -mo6dulos semisimples, y sus factores simples son hasta isomorfismo todos los kRp -
modulos simples con grupo minimal trivial. Este trabajo concluye en la Seccién 3.4 con un
estudio del funtor CRc ¢ y su categorfa de modulos, donde demostramos que en Pcg, ., los
morfismos son generados por morfismos que se factorizan a través del grupo trivial y siendo
este tltimo el inico posible minimal para todo médulo. Usando esto, concluimos demostrando
que la evaluacion en el grupo trivial es una equivalencia entre las categorias CR¢c ¢ — Mod y
CRc(G) — Mod, lo que implica ademés que CR¢c ¢ — Mod es una categoria semisimple.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo es un compilado de rudimentos de la teoria de funtores de biconjuntos,
necesarios para el desarrollo de este trabajo de tesis.

1.1. G-conjuntos, biconjuntos y anillos de Burnside

Hacemos aqui un breve sumario de notaciones, definiciones y resultados sobre G-conjuntos,
biconjuntos y anillos de Burnside. Para mas detalles, véase el Capitulo 2 de Biset functors
for finite groups de Serge Bouc [5].

Todas las nociones de teoria de categorias que se manejan corresponden con las del clasico
Categories for the working mathematician de Saunders Mac Lane [11]. Dada una categoria
IC, denotaremos su clase de objetos por Ob(K), y dados objetos X y Y de K, denotaremos
por K(X,Y) al conjunto de morfismos de X en Y y por Idyx al morfismo identidad de X.
Por funtor siempre nos referiremos a un funtor covariante.

Los anillos y algebras que consideraremos serdn siempre asociativos y unitarios, y los
homomorfismos de anillos y dlgebras enviaran el uno en el uno, propiedades que serdn muy
importantes a lo largo de este trabajo y en las que insistiremos ocasionalmente. Convenimos
que el grupo 0 es un anillo o algebra con la estructura trivial, segin sea la situacion. Esto es
importante, ya que si f: 0 — A es un morfismo de anillos o algebras, entonces 1 = f(1) =
f(0) = 0 en A, implicando que A = 0. Usaremos la notacion estandar de A — Mod para
la categoria de A-moédulos y A — mod para la subcategoria plena de A-moédulos finitamente
generados dado un anillo o algebra A.

Si k es un campo, en ocasiones escribiremos "E/k es una extensidn” para decir que
E es un campo extendiendo a k. Si A es una k-algebra, el producto tensorial £ ®; A es
naturalmente una E-4lgebra que denotamos por A, y dado un A-moédulo M, denotaremos
por “M al ¥ A-moédulo obtenido de M por extension de escalares de k a E, notacién que
utilizaremos constantemente a lo largo de este trabajo.



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Si G es un grupo y g, h € G, escribiremos 9h para ghg~! y h? para g 'hg, y andlogamente,
si H < @, escribiremos 9H para gHg ' y HY para g-'Hg. El conjunto de clases laterales
izquierdas de H en G sera denotado G/H, mientras que H\G denotara al de clases laterales
derechas, y si K < G es otro subgrupo, K\G/H denotara al conjunto de clases laterales
dobles KgH. A menudo escribiremos [G/H], [H\G] y [K\G/H] para denotar a un conjunto
de representantes de las clases laterales izquierdas, derechas o dobles respectivamente.

Diremos que G actiia por la izquierda (resp. derecha) en un conjunto X si existe un
morfismo de grupos G — Sx (resp. G — SY), donde Sx es el grupo de biyecciones de X
en X, o equivalentemente, si para cada g € Gy © € X, existe un elemento g -z € X (resp.
x - g € X) satisfaciendo (hg) - x = h- (g - x) para cualquier otro h € G y 1-x = = (resp.
z-(gh)=(x-g)-hyx-1=ux).SiG actia por la izquierda en X y = € X, la drbita de x es
el conjunto G -z = {g -z | g € G}, mientras que su estabilizador es el subgrupo G, < G de
elementos g € G tales que g-x = x. Denotaremos por G\ X al conjunto de 6rbitas de X y por
[G\X] a un conjunto de representantes de las orbitas. Como casos particulares, [S(G)] (resp.
[CS(G)]) denotara un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de subgrupos
(resp. subgrupos ciclicos) de G.

Dado un grupo finito G, un G-conjunto izquierdo es un conjunto con una accién izquierda
de G, y de forma andloga se define un G-conjunto derecho. Un morfismo de G-conjuntos
1zquierdos es una funciéon entre GG-conjuntos que conmuta con la accion de G. Denotamos
por G — set a la categoria de G-conjuntos izquierdos finitos y morfismos de G-conjuntos. La
categoria GG — set tiene una categoria monoidal simétrica respecto a la unién disjunta, con
un producto de G-conjuntos dado por la accion diagonal de G en el producto cartesiano. En
adelante por G-conjunto siempre nos referiremos a un G-conjunto izquierdo, a menos que se
especifique otra cosa.

Si H es otro grupo finito, un (H, G)-biconjunto es un conjunto que es un H-conjunto
izquierdo y un G-conjunto derecho a la vez, de tal manera que ambas acciones conmutan.
Equivalentemente, un (H, G)-biconjunto es un (H x G°P)-conjunto. Un morfismo de (H, G)-
biconjuntos es una funciéon entre biconjuntos que conmuta con ambas acciones. A menudo
escribiremos "g X es un biconjunto” para indicar que X es un (H, G)-biconjunto. Si X es un
(H, G)-biconjunto, se define su opuesto como el (G, H)-biconjunto X, que como conjunto
es X con acciones definidas por g-z-h = h txg™! parax € X?, g€ Gy h € H. De forma
andloga a los G-conjuntos, se definen la union disjunta y el producto de biconjuntos.

Si D < HXxG@G, el conjunto de clases laterales (H xG)/D esun (H, G)-biconjunto transitivo,
con acciones definidas por ho - (h,g)D - go := (hoh, g5 '9)D para (h,g)D € (H x G)/D,
ho € Hy gy € G, y cada biconjunto transitivo viene dado de esta forma. Si ¢ : H — G es
un morfismo de grupos, G puede ser provisto con una estructura de (H, G)-biconjunto, que
denotamos por y+Gg, con acciones dadas por h-g- gy = ¥(h)gge para g €gy Gg, h € H'y
go € G. Su opuesto es el (G, H)-biconjunto oGy con go - g - h = gogi(h) para g €5 Guy,
go € Gy h € H. Estos biconjuntos son transitivos, y se tiene que oG = (H x G)/AY(H) y
oo = (Gx H)/Ay(H), donde A¥(H) = {(h, b(h)[h € H} y Ay(H) = {(:(h), b)|h € H}.

Casos de particular importancia de los biconjuntos definidos en el péarrafo anterior se



1.1. G-CONJUNTOS, BICONJUNTOS Y ANILLOS DE BURNSIDE 3

tienen cuando v es una inclusion, la proyeccion a un cociente o un isomorfismo. Si H < G,
escribiremos Res$ para pGg e Ind$ para oGy, conocidos como la restriccion de G a H
y la induccion de H a G respectivamente. Si N < G y 7 es la proyeccion de G a G/N,
escribiremos Infg/N para ¢=G/Ng/n ¥ Defg/N para /NG /N=¢, conocidos como la inflacion
de G/N a Gy la deflacion de G a G/N respectivamente. Finalmente, si ¢ : H — G es un
isomorfismo, denotaremos por Iso(¢) al biconjunto @G p. Estos biconjuntos son conocidos
como biconjuntos bdsicos.

Definicién 1.1.1. Si Yy v g Xg son biconjuntos, su producto cartesiano Y x X es un
H-conjunto con accion dada por h - (y,z) = (yh™' hzx) para (y,z) € Y x X y h € H.
Entonces se define la composicion de Y con X como el conjunto de 6rbitas de la H-accion
definida, denotado por Y xyg X o Y o X, con una estructura de (K, G)-biconjunto definida
por k- [y, x] - g = [ky,xg] para k € K'y g € G y donde [y, z] denota la H-orbita de (y, ).

De la Proposicion 2.3.14 de [5], la composicion de biconjuntos es, hasta isomorfismo,
asociativa y distributiva respecto a la union disjunta. Ademas, para cada biconjunto X se
tiene H o X = X = X o (G. Si ahora X es G-conjunto y Y5 un biconjunto, el H-conjunto
Y X X se define de forma analoga a la composicién de biconjuntos al considerar X como un
(G, 1)-biconjunto, y propiedades anélogas a la composicion se satisfacen para esta operacion.

Dado D < H x G, se definen
pi(D) ={h € H|3g € G t.q. (h,g) € D},
k1<D) :{hEH’(h’al) ED};
p2(D) ={g € G|3h € H t.q. (h,g) € D},

ka(D) = {g € G|(1,9) € D},

y es sencillo ver que ki(D) <py(D) < H, que ko(D) Ipa(D) < G, y que k(D) X ko(D) < D.
Si definimos
¢(D) = D/ (k1 (D) x ky(D)),

tenemos el conocido Lema de Goursat.
Lema 1.1.2 (Goursat). Si D < H x G, se tienen isomorfismos de grupos
p1(D)/k1(D) = q(D) = pa(D) /2 (D).
El siguiente resultado, conocido como descomposicion en forma normal, nos dice que todo
biconjunto transitivo puede escribirse como composicion de biconjuntos bésicos.

Lema 1.1.3 (Bouc [5, Lema 2.3.26|). St D < H x G, entonces

~ H (D) (D) G
(HxG)/D = Indpl(D) oln gll(D)/kl(D) o Iso(v) o De ij(D)/kQ(D) o Res,, (py,

donde ¢ : pa(D)/ko(D) — p1(D)/k1(D) es el isomorfismo dado por el Lema de Goursat.
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Si E<KxHyD<H x K, se define
ExD={(k,g) € KxG|3he€ Htgq. (kh)€ E&(h,g) € D},

que es un subgrupo de K x G. Tenemos entonces la formula de Mackey para biconjuntos.

Lema 1.1.4 (Bouc |5, Lema 2.3.24|). Si E< K x H y D < H x G, se tiene

(K x H)/E o (H x G)/D = || (K x Q)/(E* ®™VD)
helg2(E)\H/q1(D)]

como (K, G)-biconjuntos.

Para una categoria esqueléticamente pequena K, denotaremos por [K] al conjunto de
clases de isomorfismo de sus objetos.

Definicién 1.1.5. Sea K una categoria esqueléticamente pequena y sea R una clase de ternas
de objetos de I, estable bajo isomorfismo. El grupo de Grothendieck Ko(K,R) se define como
el cociente de ZI® por el subgrupo generado por los elementos de la forma [A] — [B] — [C]
con (A, B,C) € R.

Un caso de particular importancia es el siguiente.

Definicién 1.1.6. Si G es un grupo finito, se define su anillo de Burnside B(G) como el
grupo de Grothendieck Ko(G — set,R), donde R es la clase de ternas (X,Y, Z) tales que
X Z2Y U Z, y que en efecto es un anillo conmutativo unitario con producto inducido por el
producto de G-conjuntos y unidad dada por la clase de G/G.

Un conocido teorema de Burnside implica que B(G) es un grupo abeliano libre con base
en las clases de isomorfismo de (GG-conjuntos transitivos, y por lo tanto tiene rango igual al
numero de clases de conjugacion de subgrupos de G. De forma analoga, se define el anillo de
Burnside de biconjuntos B(H,G) como el grupo de Grothendieck de la categoria de (H, G)-
biconjuntos.

1.2. Funtores de biconjuntos

La composicion de biconjuntos se extiende por linealidad a una composicion biaditiva
B(K,H) x B(H,G) —— B(K,G)

para cualesquiera grupos finitos K, H y G, que denotamos por (f,a) — [ o «a. Esta
composicion es asociativa por la asociatividad de la composicion de biconjuntos, es decir,
vo(Boa)=(yop)oaparatodosy € B(L,K), € B(K,H)y o € B(H,G), si L es otro
grupo finito, y ademaés, [H] oo = a = a0 [G].
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Definicion 1.2.1. La categoria de biconjuntos C consiste de lo siguiente:

» Ob(C) es la clase de todos los grupos finitos.

» Para cada par de objetos H y G de C, el conjunto de morfismos C(G, H) de G a H es
el anillo de Burnside de biconjuntos B(H, G).

= La composiciéon en C es la composicion inducida por la composicién de biconjuntos.

» Para cada G en Ob(C), la identidad es la clase de isomorfismo del (G, G)-biconjunto G.

Es facil ver que la categoria C es preaditiva. Ahora, dados una categoria preaditiva M y
un anillo conmutativo unitario k, se define la k-linealizacion kM de M como la categoria
k-lineal que tiene por objetos los mismos que M y con conjuntos de morfismos dados por
EM(x,y) = k ®z M(x,y) para cada par de objetos =y y de kM, con composiciéon inducida
de la de M por extension k-lineal.

Definicion 1.2.2 (Bouc [5, Definicion 3.2.2|). Sean k un anillo conmutativo con unidad y
D una subcategoria preaditiva de C. Un funtor de biconjuntos para D sobre k es un funtor
k-lineal de kD en k — Mod. Se denota por Fp a la categoria de funtores de biconjuntos para
D sobre k con morfismos dados por transformaciones naturales.

En adelante, k ser& siempre un anillo conmutativo unitario y D serd una subcategoria
preaditiva de la categoria de biconjuntos, y por funtor de biconjuntos nos referiremos a un
funtor de biconjuntos para D sobre k. Mencionamos ahora algunos ejemplos importantes.

Ejemplo 1.2.3. Sean G y H grupos finitos. Cada biconjunto finito 5Ys induce un morfismo
de grupos abelianos B(Y') : B(G) — B(H) que envia la clase de isomorfismo del G-conjunto
X ala clase de Y o X. Entonces cada o € B(H,G) define un morfismo de grupos abelianos
B(a) : B(G) — B(H), y las asignaciones G +— B(G) y a — B(a) definen un funtor
aditivo B : D — Ab, que se extiende a un funtor k-lineal kB : kD — k — Mod al definir
kB(G) = k ®z B(G) para cada G en kD. Este es conocido como el funtor de Burnside.

Ejemplo 1.2.4. SiF es un campo y G es un grupo finito, se define el anillo de F-representaciones
lineales Rp(G) como el grupo de Grothendieck Ko(FG — mod, R), donde R es la clase de
ternas de modulos (M, K, Q) para los que existe una sucesion exacta 0 - K — M — Q — 0;
este es un anillo conmutativo con producto inducido por el producto tensorial sobre F y uni-
dad dada por la clase del modulo trivial. Cuando F es de caracteristica cero, cada biconjunto
finito yYe define un morfismo de grupos abelianos Rp(Y) : Rp(G) — Rp(H) que envia
la clase del FG-modulo M a la clase de FY ®pg M, donde FY es el (FH,FG)-bimodulo de
permutaciones generado por Y. Esto define un funtor aditivo Ry : D — Ab, que se extiende
a un funtor k-lineal kRp : kD — k — Mod al definir kRp(G) = k ®z Rp(G), y este es el
funtor de F-representaciones lineales. Dado que en caracteristica 0 cada FG-moédulo finita-
mente generado M estd determinado hasta isomorfismo por su caracter s, la asignacion
[M] — xa induce un isomorfismo de anillos de Rp(G) al anillo de F-caracteres virtuales

ch(FG). A menudo identificaremos ambos anillos, y pensaremos en kRp como el funtor que
a cada G en D le asocia el algebra kch(FG).
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Ejemplo 1.2.5. Si G y C son grupos finitos con C' abeliano, un G-conjunto C-fibrado es
un G x C-conjunto en el que C' actaa libremente. El anillo de Burnside monomial de G con
coeficientes en C' es el subgrupo BL(G) de B(G x C) generado por las clases de isomorfismo
de G-conjuntos C-fibrados. Si ;Y es un biconjunto finito y X es un G-conjunto C-fibrado,
denotamos por ((Y x C) Xgxc X)co—y al subconjunto de (Y x C') xgxc X de los elementos en
que C' actua libremente, y la asignacion X — (Y x C) XgxcX)c—y induce un homomorfismo
de grupos BAL(Y) : BL(G) — BL(H). Entonces las asignaciones G — BL(G) y a — Bi(«)
para o : G — H en D definen un funtor aditivo B}, que como en los ejemplos anteriores se
extiende a un funtor k-lineal kB}, : kD — k — Mod, conocido como el funtor de Burnside
monomial con coeficientes en C.

Hay muchos ejemplos més que pudiéramos mencionar, como el funtor de grupos de FG-
modulos proyectivos sobre un campo arbitrario F, la cohomologia de grupos, la K-teoria
algebraica y los funtores de Mackey globales, definidos sobre subcategorias con ciertas res-
tricciones. De especial importancia es el funtor de unidades del anillo de Burnside B* para
C sobre Z, que a cada G le asigna el grupo B(G)* de unidades de B(G). Un resultado
de tom Dieck establece que el Teorema de Feit-Thompson es equivalente a demostrar que
B(G)* ={1,—1} para cada G de orden impar, lo que pone en evidencia la dificultad para
determinar el grupo B(G)* para G arbitrario. En cualquier caso, las propiedades funtoriales
de B* conducen a una descripcion de B(P)* cuando P es un p-grupo. Para més detalles,
véase Bouc [5, Seccion 11.3].

Ejemplo 1.2.6. Dados un grupo finito G' y un campo F de caracteristica cero, la formacion
de FG-moédulos de permutaciones sobre GG-conjuntos induce un morfismo de grupos abelianos
A¢ : B(G) — Rp(G) que envia la clase de isomorfismo de un G-conjunto X a la clase de FX.
Si gYs es un biconjunto, la asignacion [y, x] — y ® = define un isomorfimo de FH-mddulos
de F(Y o X) a FY ®pg FX, de donde se sigue que los morfismos Ag definen un morfismo de
funtores de biconjuntos A : kB — k Ry, conocido como morfismo linealizacion. Cuando P es
un p-grupo para un primo p, el Teorema de Ritter-Segal [3] implica que A\p es sobreyectiva,
y si k es un campo de caracteristica de cero, el Teorema de Induccién de Artin implica que
A¢ es sobreyectiva para todo G.

Un problema natural que surge al estudiar la categoria Fpj consiste en encontrar una
parametrizacion de las clases de isomorfismo de sus objetos simples. Esto es en general un
problema dificil, pero es posible resolverlo elegantemente al imponer ciertas restricciones
sobre D.

Definicién 1.2.7. Una subcategoria D de C contiene isomorfismos de grupos si para cada
isomorfismo de grupos v : G — H con G y H objetos de D, la clase del biconjunto bésico
Iso(y) es un morfismo en D.

Definicién 1.2.8. Una subcategoria D de C se dice admisible si contiene isomorfismos de
grupos y para cada par de objetos H y GG de D se satisface lo siguiente:
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1. Hay un subconjunto S(H,G) del conjunto de subgrupos de H x (G, invariante bajo
(H x G)-conjugacion, tal que D(H,G) es el subgrupo de B(H,G) generado por los
elementos [(H x G)/L] para L € S(H,G).

2. Si L € S(H,G), entonces ¢(L) es un objeto de D, y ademas

H p1(L) p2(L) G
Indy, 1y © Iy 1y ks 0y Y Dl iy rary © BESpmry

son morfismos en D.

De la definicion tenemos que si G 'y H son objetos de Dy L € S(G, H), entonces

L L
((H x G)/L) = (Indyi ) © Infy (1), 1) © 1500) 0 (Defyii) iy © Bespiy)
en D, donde ¢ : po(L)/ko(K) — p1(L)/k1(L) es el isomorfismo del Lema de Goursat. Esto
puede interpretarse como que en D se satisface una forma débil de la descomposicion en
forma normal para los morfismos dados por biconjuntos transitivos.

En el caso de una subcategoria admisible D, el problema de parametrizacion de los funtores
de biconjuntos simples fue resuelto Serge Bouc en [4]. Para tal parametrizacion es necesario
introducir las nociones de grupo minimal, algebra esencial y semillas en £D.

Definicién 1.2.9. Sea F' un funtor de biconjuntos para D sobre k. Un objeto G de kD es
un grupo minimal para F' si 0 # F(G) y F(H) = 0 para todo |H| < |G]|.

Los grupos minimales existen para todo funtor de biconjuntos diferente de cero, como
una consecuencia inmediata del Principio del buen orden, pero en general no tenemos que
dos grupos minimales de un funtor dado sean isomorfos

Definicién 1.2.10. Si G es un objeto de kD, se define el dlgebra esencial en G como el
cociente

kD(G) = ———
donde I(G) es el submodulo de Endgp(G) generado por los endomorfismos que se factorizan
a través de grupos de orden menor que |G|, o explicitamente,

I(G)= > (kD(H,G)okD(G, H)),

|H|<|G]

que es un ideal bilateral de Endyp(G). Si a es un elemento de Endyp(G), denotaremos por
a su clase en kD(G).

Si S es un funtor de biconjuntos simple y GG es un grupo minimal para este, entonces
S(G) es naturalmente un Endyp(G)-modulo al definir a - s = S(a)(s) para s € S(G) y
a € Endip(G), y con tal estructura es simple y anulado por I(G), siendo entonces un
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lf/Z\D(G)—m()dulo simple. Cuando D es una subcategoria admisible, los grupos minimales de

funtores simples son tinicos hasta isomorfismo grupos. Ademaés, en este caso el algebra IC/Z\)(G)
es isomorfa a kOut(G) y por lo tanto es siempre distinta de cero.

Si ¢ : G — H es un isomorfismo de grupos con G'y H objetos de kD y tal que Iso(v)
e I'so(yp™') son morfismos en kD, se tiene entonces un isomorfismo de k-dlgebras

¥ kD(G) — kD(H)

dado por la regla @ — boaol para a € Endyp(G), donde b = Iso(¢) y b’ = Iso(¢p~1). Si
W es un kD(H )-modulo, denotaremos por YW su restriccion de escalares via 1.

Definicién 1.2.11. Una semilla en kD es un par (G, V') que consiste de un objeto G de kD
y un @(G)—m()dulo simple V. Si (H,W) es otra semilla, se dird que (G,V) y (H,W) son
isomorfas si existe un isomorfismo de grupos ¢ : G — H tal que Iso(v)) e Iso(y)™!) son
morfismos en kD y YW =V como /@(G)—m()dulos.

La importancia de las semillas radica en que a partir de estas podemos generar funtores
de biconjuntos simples: dada (G, V'), se construye un funtor simple Sy con G como grupo
minimal y S(G) = V como k:/l\D(G)—m()dulos; ademads, si (H,W) es una semilla isomorfa a
(G,V), tenemos que Sy es isomorfo a Sg v .

Teorema 1.2.12 (Bouc [5, Teorema 4.3.10]). Sean k un anillo conmutativo con unidad y D
una subcategoria admisible de la categoria de biconjuntos. Hay una biyeccion entre el conjunto

de clases de isomorfismo de objetos simples de Fpy, y el conjunto de clases de isomorfismo
de semillas de kD.

La demostracion del teorema utiliza fuertemente que los grupos minimales de funtores
simples son tnicos hasta isomorfismo de grupo cuando D es una subcategoria admisible.
Omitimos detalles pues en el siguiente capitulo daremos una generalizacion de este resultado.

1.3. La construccion de Yoneda-Dress

La construccion de Yoneda-Dress es uno de los ingredientes principales de este trabajo;
esta tiene sentido s6lo para funtores sobre subcategorias con ciertas propiedades que a con-
tinuacion definimos. Para mas detalles sobre esta construccion véase Bouc [5, Capitulo 8].

Definicién 1.3.1. Una subcategoria D de la categoria de biconjuntos se dice cerrada bajo
subcocientes si cada grupo isomorfo a un subcociente de un objeto de D es también un objeto
de D. Si ademas D es plena, entonces se dice que es una subcategoria repleta.

Definicién 1.3.2. Una subcategoria D de la categoria de biconjuntos se dice cerrada bajo

productos si todo grupo isomorfo al producto de un par de objetos de D es también un objeto
de D.
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En adelante asumiremos que D es una categoria repleta y cerrada bajo productos. La
categoria C es trivialmente repleta y cerrada bajo productos. Otro ejemplo es la subcategoria
plena C, que tiene por objetos todos los p-grupos para un primo p dado. En general, si 7 es
un conjunto de nimeros primos, la subcategoria plena C, que tiene por objetos a los w-grupos
es también repleta y cerrada bajo productos.

Si L, K, Hy G son objetos de Dy .Yx v gX¢g son biconjuntos, el producto cartesiano
Y x X es naturalmente un (L x H, K x G)-biconjunto al definir (I, h)(y, z)(k, g) = (lyh, hzg)
para (y,z) € Y x X, (I,h) € L x Hy (k,g) € K x G. Esta construcciéon se extiende a una
aplicacion bilineal
kB(L, K) x kB(H,G) — kB(L x H,K x G)

que denotamos por (o, 5) — a X f.

Definicién 1.3.3. Si G es un objeto de kD y F' es un objeto de Fpy, la construccion de
Yoneda-Dress de F' en (G, o simplemente el trasladado de F por G, es el funtor de biconjuntos
Fg definido por Fg(H) = F(H x G) para cada objeto H de kD y

Fg(Oé) = F(Oé X G) : Fg(H) — FG(K>

para cada morfismo o : H — K en kD.

La construccion de Yoneda-Dress en G define asi un endofuntor Py de Fp al definir
Ps(F) = Fg para cada funtor de biconjuntos F, y Ps(f) : Fo — F{, dado en la com-
ponente H-ésima por Po(f)y = fuxc para cada H en D, para cada morfismo de funtores
de biconjuntos f : ' — F’. El siguiente lema resume algunas de las propiedades de esta
construccion.

Lema 1.3.4. Sean H y G objetos de kD. Se satisface lo siguiente:

1. Los funtores Idg,, y P son isomorfos.
2. Los funtores Py o Pg y Prxg son isomorfos.

3. Todo o € kB(H,G) induce una transformacion natural P, : Po — Py definida por
P.rk = F(K xa): Fg(K) — Fy(K) para cada F en Fpy, y cada objeto K de kD.

4. SiBekB(K,H) yaeckB(H,G), entonces Pg o P, = Paoq.
5. Las correpondencias G — Pg para cada G en D y o — P, para cada o € kB(H,G) de-
finen un funtor k-lineal P : kD — Endy(Fpy), donde Endy(Fpy) denota la categoria

de endofuntores k-lineales de Fp .

6. El funtor Pg es autoadjunto, y por lo tanto, exacto.
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Todos las aserciones del lema son ejercicios técnicos sencillos, a excepcion del inciso 6.
Para una demostracion de este tltimo, véase Bouc [5, Proposicion 8.2.7|. Terminamos este
capitulo comentando que la construccién de Yoneda-Dress se usa para la construccion del
bifuntor hom interno H : Fy, x Fpy — Fpy dado por

H(F, F') = Fpi(F,P_(F"))

para cada par de funtores de biconjuntos F y F’. Posteriormente, se define un bifuntor
producto tensorial interno & : Fp X Fpr — Fp, dado por el co-fin

HEK
FRF = / F(H) @y F'(K) @, kD(H X K, _)

sobre kD x kD, para cada par de funtores de biconjuntos F''y F’. Estos bifuntores satisfa-
cen que F'® _ es adjunto izquierdo a H(F, ) para cada F en Fpy, tal como M ®; _ v
Homy (M, _) son adjuntos para cada k-modulo M. El producto tensorial interno dota a Fp
de una estructura de categoria monoidal simétrica. Para mas detalles sobre el hom interno y
el producto tensorial interno, véanse las Secciones 8.3 y 8.4 de [5].



Capitulo 2

Funtores de Green en biconjuntos

En este capitulo, D es siempre una subcategoria repleta y cerrada bajo productos, y
por funtor de biconjuntos nos referiremos siempre a un objeto de Fp . Se presenta aqui un
estudio general de los funtores de Green en biconjuntos, sus moédulos y algunas construcciones
importantes.

2.1. Definicion y ejemplos

Para cualesquiera grupos finitos L, K y H, denotaremos por
(XL7K7HZLX<KXH)—>(LXK)XH,

Ag:1xH—H, pg:Hx1—H

a los isomorfismos canoénicos. Llegamos a la definicion de funtor de Green en biconjuntos.

Definiciéon 2.1.1. Un funtor de Green en biconjuntos es un funtor de biconjuntos A, junto

con productos bilineales A(K) x A(H) —— A(K x H) , denotados por (a,b) — a x b, para
cada par de objetos Ky H de kD, y un elemento €4 € A(1), que satisfacen las siguientes
condiciones:

1. (Asociatividad) Sean L, K y H objetos de kD. Entonces
(axb) xc=A(Iso(arkm))(ax (bxc))
para todo a € A(L), b€ A(K) y c € A(H).
2. (Elemento identidad) Sea H un objeto de kD. Entonces
A(Iso(Ag))(ea x a) =a = A(Iso(py))(a X €4)

para todo a € A(H).

11
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3. (Funtorialidad) Sia: K — Ty : H — L son morfismos en kD, entonces
Ao x fB)(a x b) = A(a)(a) x A(B)(b)

para cualesquiera a € A(K)y b e A(H).

Si C es otro funtor de Green en biconjuntos, un morfismo de funtores de Green en biconjuntos
es un morfismo de funtores de biconjuntos f : A — C que satisface lo siguiente:

1. fxxm(axb) = fix(a)x fy(b) para cada par de objetos Ky H en kD, y todo a € A(K)
ybe A(H),

2. f1(€A) = €C.

Segun la Definicion 8.5.1 de [5], un funtor de Green en biconjuntos es un objeto monoide
de Fp respecto a la estructura monoidal dada por el producto tensorial interno, y por la
Observacion 8.4.3 y la Proposicion 5.1.2, eso es equivalente a la definicion que aqui damos.
A continuacién mencionamos algunos ejemplos importantes.

Ejemplo 2.1.2. Si K y H son grupos finitos, Y es un K-conjunto y X es un H-conjunto,
el producto cartesiano Y x X es naturalmente un K x H-conjunto, al definir (k, h)(y,z) =
(ky, hx) para (y,z) € Y x X y (k,h) € K x H, y esto induce una aplicacion bilineal

kB(K) x kB(H) —s kB(K x H)

tal que ([Y], [X]) — [Y x X]. Con estas aplicaciones para K y H en kD, el funtor de Burnside
kB es un funtor de Green en biconjuntos, con elemento identidad dado por la clase del 1-
conjunto 1 en kB(1). Este funtor es un objeto inicial en la categoria de funtores de Green
biconjuntos: si A es un funtor de Green en biconjuntos, la regla Ag(X) = A(gX1)(€) para
cada H-conjunto X induce un morfismo de funtores de Green en biconjuntos A : kB — A,
y se verifica que cualquier otro morfismo satisface dicha regla.

Ejemplo 2.1.3. Si F es un campo, K y H son grupos finitos, M es un FK-mo6dulo y N es
un FH-moédulo, su producto externo es el F(K x H)-médulo M ®@p N, donde (k, h)-(m®n) =
km ® hn para cadam € M, n € Ny (k,h) € K X H, y esto induce una aplicacion bilineal

que envia ([M],[N)] en [M ®p N|. Entonces el funtor kRr para F un campo de caracteristica
cero es un funtor de Green en biconjuntos con productos inducidos por el producto externo e
identidad dada por la clase del modulo trivial en kRp(1). Ademas, se verifica que el morfismo
linealizacion A : kB — kRp definido en el Ejemplo 1.2.6 es un morfismo de funtores de
Green en biconjuntos.
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Ejemplo 2.1.4. En general, si A es un funtor de Green en biconjuntos y GG es un objeto en
kD, el funtor Ag es también un funtor de Green en biconjuntos con productos

x4 Aq(K) x Ag(H) — Ag(K x H)

definidos por
axb=Alxxnxea K x G x H X Ggraxmxa)(a x b)

paraa € A(K xG)ybe A(HxG)y Ky H en kD, y con elemento identidad A(Inf}*%)(¢).
Los funtores Ag son los trasladados de A, que estudiaremos mas a fondo en la Seccion 2.2.

Ejemplo 2.1.5. Si C' es un grupo finito abeliano, el funtor de Burnside monomial kB}
es un funtor de Green en biconjuntos con la estructura que se describe a continuacion. Si
Y es un K-conjunto C-fibrado y X es un H-conjunto C-fibrado, C' acttia en Y x X por
¢ (y,x) = ((1,¢)y,(1,c)x) para ¢ € C' y (y,x) € Y x X; el conjunto de orbitas de
esta accion se denota por Y ® X y es un K x H-conjunto C-fibrado con accién dada por
(k,h,c) - y®@ax = (k,1)y ® (h,c)x, donde y ® = denota la clase de (y,2) en Y ® X. Esta
construccion induce aplicaciones bilineales

® : kBL(K) x kBL(H) — kBL(K x H)

dadas por ([Y],[X]) — [Y ® X]) para K y H en kD, que satisfacen los axiomas de asocia-
tividad y funtorialidad, con elemento identidad dado por la clase de C' en B} (1). Para més
detalles, véase [13].

Para la mayoria de nuestros propositos en esta tesis, la Definicion 2.1.1 es mas facil de
manejar. Sin embargo, la siguiente proposicién nos da otra definicion equivalente que sera
muy util al estudiar cierta clase de subfuntores de un funtor de Green en biconjuntos que
definiremos en la siguiente seccion.

Proposicién 2.1.6 (Romero [12, Lema 4.2.3|). Sea A un funtor de biconjuntos. Son equiva-
lentes:

1. A es un funtor de Green en biconjuntos.

2. Para cada objeto H de kD, A(H) es una k-dlgebra asociativa con unidad, y si K es
otro objeto de D y 1 : H — K es un morfismo de grupos, se tiene que:

a) A(geKk) : A(K) — A(H) es un homorfismo de k-dlgebras unitarias.
b) (Identidades de Frobenius) Sia € A(H) ybe A(K), entonces

A(xKop)(@)b = Al Kop) (@Al K i) (b)),
bA(icKor)(a) = Al Kom) (Ao Ko (D)a).

Notese que esta segunda definicién no requiere que D sea cerrada bajo productos, y por
lo tanto permite definir a los funtores de Green en biconjuntos en un sentido mas amplio,
pero no discutiremos esto en esta tesis.
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2.2. Mobdulos e i1deales

Los funtores de Green en biconjuntos son analogos a los anillos asociativos unitarios en
la categoria de grupos abelianos, y es natural entonces considerar sus méodulos.

Definicion 2.2.1. Sea A un funtor de Green en biconjuntos. Un A-mddulo izquierdo es un

funtor de biconjuntos M junto con aplicaciones bilineales A(K) x M(H)—— M(K x H) ,

denotadas por (a,m) — a x m, para cada par de objetos K y H de kD, que satisfacen lo
siguiente:

1. (Asociatividad) Sean L, K y H objetos de kD. Entonces
(axb) xm=M(Iso(arkmn))(ax(bxm))
para todo a € A(L), be A(K)y m e M(H).

2. (Elemento identidad) Si H es un objeto de kD, entonces M (Iso(Ag))(ea X m) = m
para todo m € M(H).

3. (Funtorialidad) Si o : K — Ty 8 : H — L son morfismos en kD, entonces
M(ax B)(a x m) = A(a)(a) x M(3)(m)
para todo a € A(K) y m € M(H).
Si N es otro A-moédulo izquierdo, un morfismo de A-mddulos izquierdos es un morfismo

de funtores de biconjuntos f : M — N tal que frxpy(axm) = ax fg(m) para cualesquiera
K 'y H objetos de kD, a € A(K) y m € M(H).

La nocién de A-moédulo derecho se puede definir de forma analoga a la de A-modulo
izquierdo. Los funtores A y Ag son naturalmente A-modulos izquierdos con el producto
bilineal de A. La siguiente proposiciéon es un analogo para modulos de la Proposiciéon 2.1.6.

Proposiciéon 2.2.2 (G. [10, Proposicion 1.6]). Sea A un funtor de Green en biconjuntos y
M un funtor de biconjuntos. Son equivalentes:

1. M es un A-mddulo izquierdo.

2. Para todo objeto H de kD, M(H) es un A(H)-mddulo izquierdo, y si K es otro objeto
de kD y ¢ : H — K es un morfismo de grupos, se satisface:

a) M(gvKg)(am) = A(ge Ki)(a)M (5o K )(m) para todo a € A(K) ym € M(K).
b) (Identidades de Frobenius) Sia € A(H) ym € M(K), entonces

Alx Koy)(a)m = M (x Koy ) (@M (o Kic)(m)),
ysibe A(K) yte M(H), entonces
OM(k Koy )(t) = M(xKop)(A(ge K ) (0)).
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Para todo funtor de Green en biconjuntos A, denotamos por A — Mod a la categoria de
todos sus A-modulos izquierdos con los morfismos de A-modulos izquierdos. Un A-submddulo
de un A-modulo izquierdo M es un subfuntor de biconjuntos de M que es A-modulo izquierdo
con la restriccion del producto de M. Un A-moédulo izquierdo se dice simple si no tiene mas
submodulos izquierdos que el cero y él mismo. Nicleos, imagenes, conticleos y biproductos
pueden definirse puntualmente en A — Mod, siendo entonces una categoria abeliana.

Definicién 2.2.3. Sea A un funtor de Green en biconjuntos. Un ideal izquierdo de A es
un A-submoédulo del A-moédulo izquierdo A. De forma anéloga, se definen ideal derecho e
ideal bilateral de A. El funtor de Green en biconjuntos A se dice simple si sus tinicos ideales
bilaterales son el cero y A.

Lema 2.2.4. Sea A un funtor de Green en biconjuntos y sea I un subfuntor de biconjuntos
de A. Entonces I es un ideal izquierdo (resp. derecho, bilateral) de A si y sélo si I(H) es un
ideal izquierdo (resp. derecho, bilateral) de A(H) para cada objeto H de D.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de Proposicion 2.2.2, ya que las identi-
dades a) y b) se satisfacen para I por ser subfuntor de A. n

2.2.1. Categoria asociada, algebras esenciales y semillas

En adelante, por A-mddulo nos referiremos siempre a un A-modulo izquierdo. La clasifi-
cacion de los A-modulos simples es en general un problema bastante complicado; en el caso
de los funtores de biconjuntos simples, el problema se resuelve al considerar clases de iso-
morfismo de semillas, como se muestra en el Teorema 1.2.12. En el caso de A arbitrario, una
solucion similar requiere la introduccion de la categoria asociada a A, analoga a la categoria
de biconjuntos para el funtor de Burnside.

Si H es un grupo finito, denotamos por ﬁ al (H x H,1)-conjunto H con acciones dadas
por (hi,hy) - h-1 = hihhy"' para (hy, hy) € H x H, mientras que ﬁ denota su biconjunto
opuesto.

Definiciéon 2.2.5. Sea A un funtor de Green en biconjuntos. La categoria asociada a A, que
denotamos por Py, consiste de lo siguiente:

= Los objetos de P4 son los objetos de D.
» Si Ky H son objetos de D, entonces Py(H, K) = A(K x H).

» Si L, Ky H son objetos de D, entonces la composicion de « € A(KxH)y € A(LxK)
se define por foa = A(L x K x H)(B x «).

= Si H es un objeto de D, entonces el morfismo identidad de H en P, es igual a
A(H)(es) € A(H x H).
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Es un ejercicio técnico que la composicion definida es bilineal y que P4 es una categoria
k-lineal. Denotamos por Fung(Pa, k — Mod) la categoria de todos los funtores k-lineales de
Pa a k — Mod con morfismos dados por transformaciones naturales.

Proposicién 2.2.6 (Bouc |5, Proposicion 8.6.1, parte 5]). Las categorias Fung(Pa, k— Mod)
y A — Mod son k-linealmente equivalentes.

En el enunciado de la proposicion proporcionamos la referencia original del resultado,
donde aparece sin demostracion; para una prueba, véase la Proposicion 2.11 de [14], o bien el
Teorema 1.7 de [10]. Via la Proposicion 2.2.2, podemos redefinir los A-médulos como funtores
k-lineales, y entonces la nocién de submoddulo corresponde a la de subfuntor.

Definicion 2.2.7. Sean M un A-modulo, I' un conjunto de objetos de P4 y S una coleccion
de subconjuntos s(H) C M(H) para H € I'. Se define el submddulo generado por (I',S),
denotado por (I'; S) 4, como el subfuntor de M definido por

(L. 8)a(K) = > M(AK x H))(m),

Her
mes(H)
para cada objeto K de P4, donde
M(A(K x H))(m) = {M(a)(m)la € A(K x H)} < M(K),

y con (I',8) (/) definido por restriccion de M (J) para cada morfismo K 5 Len Py Si
I’ consiste de un solo grupo H y s(H) = {m}, escribiremos (H,m)4 en lugar de (I', S) 4.
Observamos que (H,m)(H) es el A(H x H)-submoédulo de M(H) generado por m.

A continuacién introducimos las dlgebras esenciales de A, analogas a las algebras esenciales
de la Definicion 1.2.10.

Definicion 2.2.8. Sea A un funtor de Green en biconjuntos y H un objeto de P4. Se define
el dlgebra esencial de A en H como el cociente

~ . Endp,(H)
AlH) = L:(DH)

donde I4(H) es el submodulo de A(H x H) generado por los endomorfismos de H que se
factorizan a través de grupos de orden menor que |H|, o explicitamente,

Ix(H)= > (A(Hx K)o A(K x H)),

|K[<|H|

que es un ideal bilateral de Endp, (H). Escribiremos @ para la clase en A(H) de un elemento
ade A(H x H).
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Las algebras esenciales son k-algebras asociativas con uno, pero no existe un método
general para saber cuando estas algebras se anulan o no para un objeto arbitrario de P4. Para
el caso del funtor de Burnside, estas algebras nunca son cero; de hecho, kB(H) = kOut(H)
para cada objeto H de Pyp. Se tiene el siguiente resultado para el grupo trivial.

Lema 2.2.9. Sea A un funtor de Green en biconjuntos. Entonces se tienen isomorfismos de
k-dlgebras
A(1) = Endp, (1) = A(1).

En particular, si 0 # A, entonces 0 # /Al(l)

%
Demostracion. Se tiene 1 x 1 x 1= (1x1)x(1x1)como (1x1,1x1x1x1)-biconjuntos,
y por lo tanto

aofB=A1xT x(axp)=A(1x1)x(1x1)(axp) =as

para cualesquiera o, § € A(1 x 1). Entonces las k-algebras Endp,(1) y A(1) son isomorfas.
Dado que 14(1) = 0, se sigue g(l) = A(1) como k-algebras. Ahora, si 0 # A, existe un objeto
H de P4 tal que 0 # A(H), y dado que A(Inf{) : A(1) — A(H) es un homomorfismo de
k-algebras, se sigue que 0 # A(1) = A(1). O

La existencia de morfismos de funtores de Green en biconjuntos puede dar informacién so-
bre las dlgebras esenciales. Sea f : A — C' un morfismo de funtores de Green en biconjuntos.

Para cualesquiera K = Ly H 5 K morfismos en P4, notamos que

Fram(aoB) = fran(A(L x K x H)(a x 8))
— O(L x K x H)(fuxrxrnn(a x 8))

=C(L x ? X H)(foxr(a) X frxu(B))
:foK(a)ofoH(B)

Frren(ACH)(e4)) = C(H)(fi(ea)) = C(H)(ec)

en Pq. Por lo tanto, f induce un funtor k-lineal
'Pf : Pa — Pe

al definir Pp(H) = H para cada objeto H de Pa y Ps(a) = frxu(a) para cada morfismo
H % K en Py4. Este funtor induce entonces un homomorfismo de k-algebras

EndpA (H) — Endpc (H)

a— Prla)
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que a su vez induce un homomorfismo de k-algebras entre las algebras esenciales
fu o A(H) — C(H)

para cada objeto H en D. Esto implica que si E(H) es el algebra cero, también lo es é(H),
o lo que es equivalente, que si C(H) # 0, entonces A(H) # 0.

Definicién 2.2.10. Para un funtor de Green en biconjuntos A, definimos su nulidad esencial
como la clase Z(A) de todos los objetos H de D tales que A(H) es cero, y su soporte esencial
como la clase Supp(A) de los H tales que A(H) no es cero.

Con esta definicion, podemos enunciar los resultados de la discusiéon previa de la siguiente
manera.

Lema 2.2.11. i f: A — C es un morfismo de funtores de Green en biconjuntos, entonces
Z(A) C Z(C) y Supp(C) C Supp(A).

El tinico morfismo de funtores de Green en biconjuntos A : kB — A no da informaciéon
alguna sobre la nulidad esencial de A dado que la nulidad esencial de kB es la clase vacia.
Sin embargo, méas adelante veremos como este lema sirve para determinar completamente los
soportes esenciales de una familia de funtores.

Si H y K son objetos de P4y ¥ : H — K es un isomorfismo de grupos, este induce un
isomorfismo de k-algebras 1) : g(H) — A(K) por la regla @ — boaol paraa € A(Hx H),
donde b = Agwpu(Iso(1)) v ' = Agxx(Iso(yp1)); denotaremos por Y M a la restriccion de
escalares del A(K)-médulo M via .

Definicién 2.2.12. Una semilla en P4 es un par (H, V') consistiendo de un objeto H de P4
tal que A(H) no es cero y un A(H)-modulo simple V. Una semilla (H, V) se dice isomorfa
a otra semilla (K, W) si existe un isomorfismo de grupos ¢ : H — K tal que YW y V son
isomorfos como A(H)-modulos.

Mas adelante veremos como generar modulos simples a partir de semillas. Terminamos
esta seccion con el siguiente resultado sobre composicion en Py.

Lema 2.2.13. Sea A un funtor de Green en biconjuntos. Entonces para cualesquiera H y K
objetos de P4, se tiene que

A(Infi*)(a) o A(Inf ™) (b) = a x b
para todo a € A(H) y b e A(K).

Demostracion. Tenemos que
A(Inft ) (@) o A(Inf ") (b) = ACH x T x K)(A(Inf**)(a) x A(InfE™) b))

= A(H x T x Ko InfilX > ) (a x b)
=axb
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dado que -
Hx 1 xKolnf})" — Hx K
[(h1,1, k1), (ho, k2)] = (hiha, kiks)
es un isomorfismo de (H x K, H x K)-biconjuntos. O

2.2.2. El problema de clasificacién de los médulos simples

En esta subseccion trabajamos con médulos en el sentido de la Proposicion 2.2.6.

Definicién 2.2.14. Un objeto H de D es minimal para un A-médulo M si es minimal para
M como funtor de biconjuntos.

Si M es un A-modulo y H un objeto de Py, entonces M(H) es un Endp,(H)-modulo
al definir o - m = M(«a)(m) para o € A(H x H) y m € M(H), y si H es minimal para
M, entonces M(H) es anulado por I4(H), siendo naturalmente un A(H)-moédulo. Si S es
un A-moédulo simple y H es un grupo minimal para S, por definicion 0 # S(H), y dado
0 # s € S(H), el subfuntor (H,s)4 es distinto cero pues s € (H,s)a(H); dado que S es
simple, se tiene entonces que (H,s)4 = S y en consecuencia (s) = (H,s)a(H) = S(H), lo
que demuestra que S(H) es un A(H)-médulo simple.

Si H es un objeto de Py, la evaluacion en H define un funtor exacto
evy : A — Mod — Endp,(H) — Mod,

que como se expone en la Seccion 2 de [4], tiene adjuntos izquierdo y derecho, denotados Ly
y Ry respectivemente. El funtor Ly : Endp,(H) — Mod — A — Mod puede construirse
como sigue: dado un Endp, (H)-médulo V, el A-médulo Ly esta definido en un objeto K
de P4 como el k-mddulo

Luv(K) =A(K X H) @pnap, (m) V

LHJ/'(CK) : LH,V(K) — LH,V(L>
RV (o )@

para cada flecha K = L en P4. Mientras que cada homomorfismo de Endp,(H)-modulos
Y 1V — W define una transformacion natural Ly : Ly — Ly w dada en la componente
K-ésima por

(LH,w>K : LH7v<K) — LH7w(K)

LRV BR1Y(v).

Cuando (H,V) es una semilla en P4, el Lema 1 de [4] implica que el A-médulo Ly y tiene
un tnico submodulo maximal Jyy, y en consecuencia, el cociente

Suv =Luyv/Jov
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es un modulo simple, con H como grupo minimal y Sy y(H) =V como A(H)-modulos. No
es dificil ver que si (K, W) es una semilla isomorfa a (H, V'), entonces Sgw = Sy .

Proposicion 2.2.15 (Romero [14, Proposicion 4.2]). Sea A un funtor de Green en biconjun-
tos tal que todo A-mddulo simple tiene un unico grupo minimal hasta isomorfismo de grupos.
Entonces existe una biyeccion entre el conjunto de clases de isomorfismo de A-mddulos sim-
ples y el conjunto de clases de isomorfismo de semillas en Pa, que a la clase del A-maodulo
simple S le asigna la clase de (H, S(H)) para un grupo minimal H de S, y cuya inversa envia
la clase de la semilla (H,V') a la clase de Sg v .

El siguiente resultado aparece en [14] como un comentario previo a la Proposicion 4.8 y
resulta 1til en algunos casos para saber si un funtor satisface las condiciones de la Proposi-
cion 2.2.15. Si A es un funtor de Green en biconjuntos y H y K son grupos del mismo orden
en Py, denotaremos por I,(H, K) al submodulo de A(K x H) generado por los elementos
que se factorizan a través de grupos de orden menor que |H]|, es decir,

L(H,K)= Y (A(K xT)o AT x H)).

IT|<|H]|

Si M es un A-modulo y H es un grupo minimal para M, es facil ver que M («a)(m) = 0 para
todom € M(H) y todo a € I,,(H, K).

Proposicion 2.2.16. Sea A un funtor de Green en biconjuntos. St para cada par de objetos
H y K del mismo orden en Pa que no son isomorfos como grupos se tiene que I,(H, K) =
A(K x H), entonces los grupos minimales de A-mddulos simples son inicos hasta isomorfismo
de grupos.

Demostracion. Si S es un A-modulo simple y H es minimal para S, entonces 0 # S(H).
Tomando 0 # s € S(H), tenemos que (H,s)4 = S, y entonces S(K) = S(A(K x H))(s) para
todo objeto K de P4. Si K tiene el mismo orden que H pero no es isomorfo a H, se tiene
que I,,(H,K) = A(K x H). Entonces

S(K) = S(AK x H))(s) = S(I.(H,K))(s) =0
y por lo tanto K no es minimal para S. O

En el caso del funtor de Burnside, los grupos minimales de funtores de biconjuntos simples
son 1nicos hasta isomorfismo de grupos, y en este sentido, la Proposicion 2.2.15 generaliza
la parametrizacion del Teorema 1.2.12. A continuacién mencionamos otros ejemplos a la
proposicion.

Ejemplo 2.2.17. El morfismo linealizacion \ : kB — kRg es sobreyectivo en cada compo-
nente si D = C, para un primo p o si k es un campo de caracteristica cero. En ambos casos
lo kRg-moédulos simples son los funtores de biconjuntos simples anulados por el kernel de
A, y como tales, sus minimales son tnicos hasta isomorfismo de grupos. En el segundo caso,
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los kRg-modulos son conocidos como funtores de biconjuntos retdricos, y Barker prueba en
2] que (H,V') es una semilla en Pyg, si y solo si H es ciclico y V es un kOut(H )-médulo
primitivo. Veremos més detalles de esto en la Seccion 3.1.

Ejemplo 2.2.18. Romero prueba en la Proposicion 4.3 de [14] que en Pcg, todos los mor-
fismos se factorizan a través del grupo trivial, y en consecuencia, que el algebra esencial
(C/R\(C(H) # 0 siy solo H es el grupo trivial. El funtor CR¢ es entonces el inico CRc-mddulo
simple hasta isomorfismo. En el siguiente capitulo veremos generalizaciones de estos resulta-
dos para los trasladados de CRc.

Ejemplo 2.2.19. Como hemos visto en el Ejemplo 2.1.4, dado G en D, el funtor de Burnside
trasladado kB¢ es un funtor de Green en biconjuntos. En el Corolario 4.9 de [14], Romero
demuestra que cuando G es un grupo de orden primo, kB¢ satisface las condiciones de la
Proposicion 2.2.16, y por lo tanto, sus moédulos simples estdn parametrizados por clases de
isomorfismo de semillas. En el Lema 4.10 del mismo articulo, demostré que para cualquier
G, el soporte esencial de kBg consiste de toda la clase Ob(D). En la siguiente subseccion
daremos una prueba diferente de este resultado usando morfismos de funtores de Green.

Ejemplo 2.2.20. Si C es un grupo abeliano, los modulos sobre el funtor kB}, son conocidos
como funtores de biconjuntos C-fibrados. Cuando C' es un grupo de orden primo p, el funtor
kB¢, satisface las condiciones de la Proposicion 2.2.16 como consecuencia del Lema 9 en [13],
y entonces sus modulos simples estan parametrizados por clases de isomorfismo de semillas.
Romero da una caracterizacion de las &lgebras esenciales de kB( en el Lema 15 de [13], y en
particular demuestra que su soporte esencial es todo Ob(D).

Los funtores de los ejemplos anteriores satisfacen la condicion de unicidad de grupos
minimales de modulos simples, pero esto no asi para todo funtor de Green en biconjuntos,
como se expone en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.21. Si k£ es un campo y C} es el grupo ciclico de orden 4, entonces el funtor
k’Bé4 para D = C sobre k tiene un modulo simple con dos grupos minimales no isomorfos.
Si @ es el grupo de cuaternios y Dy es el grupo dihédrico de orden 8, es sabido que Dy 2 Q.
Romero construye en el Ejemplo 12 de [13] un endomorfismo idempotente a de ) en Pypy

4
que se factoriza a través de D, y cuya clase en kBa(Q) es distinta de cero. Entonces existe
un kBG, (Q)-modulo simple V' que no es anulado por «, y por lo tanto Dy es otro grupo
minimal para el kB/,-modulo Sg v

2.3. Trasladados de funtores de Green en biconjuntos

En esta secciéon A es un funtor de Green en biconjuntos y GG es un objeto fijo de D.
El funtor trasladado Ag es un funtor de Green en biconjuntos con el producto definido en
el Ejemplo 2.1.4, vy es sencillo ver, usando la Proposicion 2.1.6, que el trasladado de un
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morfismo de funtores de Green en biconjuntos es también un morfismo de funtores de Green
en biconjuntos. Con el producto de Ag se tiene que la composiciéon en Py, estd dada por la
regla

Boa=A(Lxmxaal x ? X H x G X Grxgxaxkxaxa)(B X a)

para f € Ag(L x K) y a € Ag(K x H).

Si M es un A-mo6dulo, entonces Mg es un A-modulo y un Ag-moédulo al mismo tiempo.
En particular, Ag es un A-mo6dulo, que por el Lema de Yoneda es un objeto proyectivo en

A — Mod.

Lema 2.3.1. Si A es un funtor de Green en biconjuntos y G es un objeto de D, entonces
Ag es un A-mddulo proyectivo.

Demostracion. Sea
O—N—-M—T—0

una sucesion exacta en A — Mod. Entonces hay un diagrama conmutativo de k-mo6dulos

0—— A — Mod(Ag, N) — A — Mod(Ag, M) — A — Mod(Ag, T) —0

| | |

0——N(G) M(G) T(G) —————0

donde las flechas verticales son los isomorfismos naturales dados por el Lema de Yoneda, y el
renglon inferior es exacto dado que la evaluaciéon en G es exacta. Entonces el rengléon superior
es exacto, y por lo tanto el funtor A — Mod(Ag, ) es exacto, lo que es equivalente a que
Ag es un objeto proyectivo en A — Mod. ]

Dado que D es esqueléticamente pequena, si [D] es un conjunto de representantes de
las clases de isomorfismo de grupos, los funtores Ag con G € [D] forman un conjunto de
generadores proyectivos de A — Mod. El siguiente resultado aparece como Parte 2 de la
Proposicion 8.6.1 en [5] sin demostracion, y por lo tanto lo probamos aqui.

Proposicion 2.3.2. A — Mod tiene suficientes proyectivos.

Demostracion. Sea M un A-moédulo. Entonces hay un morfismo de A-moédulos
v D Ae—M
Ge[D] se M(G)

dado por

v P P AH xG) — M(H)

Ge[D] se M (G)
aG s Z M GG s

para cada H en D. Dado que para cada H hay un G en [D] tal que H = G, se sigue que 1y
es un epimorfismo, y por lo tanto ¢ es un epimorfismo. O
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2.3.1. Los morfismos Inf y Res

A continuacién introducimos dos morfismos de funtores de Green en biconjuntos entre A

y Ag, que usaremos para determinar el soporte esencial de Ag. Por simplicidad, escribiremos
Res*% en vez Iso(py) o ResE* para H € Ob(D).

Proposicion 2.3.3. Sean A un funtor de Green en biconjuntos y G un objeto de D. Entonces
los homomorfismos de k-dlgebras

Infy = A(Infli*%) . A(H) — A(H x G)
para H en D definen un morfismo de funtores de Green Inf : A — Ag.

Demostracion. Por la Parte 3 del Lema 1.3.4,

I Ses
~ Inf
]dfﬂk::fﬂ———i+f%H.Fbk-——>fbk

es una transformaciéon natural, cuya componente A-ésima es el morfismo de funtores de

biconjuntos
A((_XIanG)oIso(p’l))

— AG7
que tiene componente H-ésima A((H x Inf&)oIso(pg')) = A(Infi*%) = Infy, y en efecto

Inf=A((_ x Inf%)o Iso(p~")) es un morfismo de funtores de biconjuntos.

Ahora verificamos que Inf es de hecho un morfismo de funtores de Green en biconjuntos.
Sia€ A(K)ybe A(H), entonces

Infrxn(ax b) = AUnfi ) (a x b)

Infr(a) x* Infr(b) = Algxpxca K x G x H x Ggxaxmxa o Infi G %) (a x b)

y es sencillo verificar que la aplicacion

KxGxHXxG KxHXG
kxaxcd K X G x H X GrxaxaxaoInfi g »Infreiy

[(k1, 91, b1,y 92), (K2, ha)] = (Kikz, hihs)
es un isomorfismo de (K x H x G, K x H)-biconjuntos, de donde se sigue que
Infrxn(a xb) = Infr(a) x* Infy(b).

Dado que €4 es precisamente el uno de A(1), mientras que €, es el uno de A(1 x G), se sigue

que Infi(e4) = e, pues A(Infl*%) es un homomorfismo de k-algebras. O

Llamaremos a Inf el morfismo inflacion de A a Ag. Ahora daremos un morfismo en la
direccién opuesta.
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Proposicion 2.3.4. Sean A un funtor de Green en biconjuntos y G un objeto de D. Entonces
los homomorfismos de k-dlgebras unitarias

Resy = A(Res®*9) . A(H x G) — A(H)

para H en D definen un morfismo de funtores de Green en biconjuntos Res : Aqg — A.

Demostracion. Como en la proposicién anterior, por la Parte 3 del Lema 1.3.4,

P, .G
Res
1
PG — Pl = [d]:’D,k . .Fp’k — .Fp,k
es una transformacion natural, con componente A-ésima dada por el morfismo de funtores

de biconjuntos
A(Iso(p_)o(_xResf'))

AG 7 A,

con componente H-ésima A(Iso(pg) o (H x Res%)) = A(Res®*%) = Resy, y por lo tanto
Res = A(Iso(p )o(_ x Res{)) es un morfismo de funtores de biconjuntos.

Demostramos ahora que Res es un morfismo de funtores de Green en biconjuntos. Si
ac A(K xG)ybe A(H x G), entonces

Resgxp(a x4 b) = A(ResgigXG ogxaxar K X G x H X Ggxaxmxa)(a X b),

Resg(a) x Resy(b) = A(Resk* x ResB*%)(a x b) = A(ReskX5*H*%)(a x b)
y no es dificil ver que

KxHXG KxGxHXG
RGSKXH OKx HxGA K xGx Hx GKngHXg — ReSKxH

[(h1, k1, 1), (ha, G2, k2, g3)] = (Riha, 9192, kika, g193)
es un isomorfismo de (K x H, K x G x H x G)-biconjuntos, y por lo tanto

Resgxm(a x4 b) = Resg(a) x Resg(b).
Finalmente, vemos que Resi(ea,) = €4 dado que A(Res;*“) es un homomorfismo de k-
algebras. O
Llamaremos a Res el morfismo restriccion de Ag a A. La existencia de los morfismos In f
y Res tiene una consecuencia inmediata.

Corolario 2.3.5. Sea A un funtor de Green en biconjuntos. Entonces Supp(Ag) = Supp(A)
para todo G en D.

Demostracion. Por el morfismo inflacion, S\upp(AG) C gupp(A). Por el morfismo restriccion,
Supp(A) C Supp(Ag). O

Este corolario nos da una prueba diferente del Lema 4.10 de [14], que dice que el soporte
esencial de kBg es todo Ob(D) para todo G en D. Veremos mas implicaciones importantes
de este resultado en el siguiente capitulo al estudiar el funtor kRp y sus trasladados.



Capitulo 3

El funtor kRy ¢

A lo largo de este capitulo, £ y F son campos de caracteristica cero, I es un campo
algebraicamente cerrado extendiendo a k£ y a F, y D es una subcategoria repleta y cerrada
bajo productos. El objetivo principal de este proyecto de tesis ha sido estudiar el soporte
esencial y las algebras esenciales del funtor de representaciones lineales trasladado kRy ¢,
con la intencién de caracterizar algunas de dichas algebras y describir asi algunos kR -
modulos simples. Por sugerencia del profesor Serge Bouc, hemos incluido también un estudio
de la reticula de ideales de este funtor.

3.1. El funtor kRyp

En esta secciéon presentamos un estudio de los médulos sobre el funtor kRg, e introducimos
un morfismo de funtores de Green en biconjuntos n : kRp — kRp dada una extension de
campos E/F, que usaremos en la Seccion 3.2 para estudiar el soporte esencial de kRy ¢.

3.1.1. Funtores de biconjuntos retoéricos

Los moédulos sobre kRg son conocidos como funtores de biconjuntos retoricos. Estos han
sido estudiados por Laurence Barker, quien clasifico los simples y demostro que la categoria de
kRg-modulos es semisimple en su articulo Rhetorical biset functors, rational p-biset functors
and their semisimplicity in characteristic zero |2]. Como senalamos en el Ejemplo 2.2.17,
los funtores de biconjuntos retoricos son precisamente los funtores de biconjuntos anulados
por el kernel del morfismo linealizacion \; esto implica la unicidad de los grupos minimales
de funtores de biconjuntos retoricos simples, y por lo tanto que la parametrizacion de la
Proposicion 2.2.15 se tiene para kRg.

Definicién 3.1.1. Sea n un entero positivo. Un k(Z/nZ)*-médulo simple V' se dice primitivo
si cada vez que d|n y ker m,q actia trivialmente en V', donde 7,4 : (Z/nZ)* — (Z/dZ)*

25
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es la proyeccion canodnica, entonces d = n. Esto es equivalente a decir que si
U (Z/nZ)* — GLi(V)

es la representacion lineal de (Z/nZ)* sobre V, entonces ker m, 4 C ker 1 implica d = n.

El Teorema 1.5 en [2] establece que un par (H,V) es una semilla en Pyg, si y solo si H
es un grupo ciclico y V es un kOut(H)-modulo primitivo. Esto puede demostrarse en dos
pasos, como se hace a [14].

Lema 3.1.2 (Romero |14, Lema 3.4]). 1. Sea H un objeto en D. Entonces

Liry(H) = > (kRo(H x K)o kRo(K x H)).
|K| divig)rcgocvfé;?o de |H|

—_

2. 81 H no es ciclico, entonces kRo(H) = 0.

Proposicién 3.1.3 (Romero [14, Corolario 3.7]). Sean H un objeto de D tal que %(H) #0

y V un kOut(H)-mddulo simple. Entonces V' es un %(H)-médulo sty solo si H es ciclico
y V' es primitivo.

Mas adelante veremos generalizaciones de estos resultados. Por ahora nos enfocamos en
determinar completamente los grupos ciclicos para los que el algebra esencial de kRg es
distinta de cero.

Sea n un entero positivo. Si dy y di son divisores positivos de n, entonces
ker my ay - ker Tpa, = ker T, (dy.d1),

como puede verse en la demostracion del Lema 7.3.2 de [5]. Si 6 : (Z/nZ)* — C es un
caracter tal que ker m, 4, y ker m, 4, estan contenidos en ker 6, también lo estd ker m, (4y,4,);
en consecuencia,  se puede factorizarse como 6 = 6’ o m, 4 para un divisor tnico d de n y un
tinico caracter primitivo ¢’ : (Z/dZ)* — C*, siendo d el maximo comun divisor de todos
los divisores dy de n tales que ker m, 4, C ker 0.

Si Prim(n) denota el nimero de caracteres primitivos de (Z/nZ)*, tenemos entonces que
¢(n) = > g, Prim(d), donde ¢ es la funciéon de Euler. Dado que ¢ es una funcion aritmética
multiplicativa, también lo es Prim. Usando la inversion de Mobius, tenemos

Prim(p") = Z (")) = (") — o(p* ")

para todo primo p y todo entero a > 1, donde p es la funcion de Mobius. Ademas, ¢(p*) =
(p— 1)p®~! si a > 1. Ahora se sigue facilmente que Prim(p®) =0siysélosip=2y a = 1.
Usando ahora que Prim es multiplicativa, se sigue que Prim(n) # 0 siy s6lo sin Z 2 mod 4.
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Proposicién 3.1.4. Sea H un objeto de D. Entonces %(H) # 0 si y solo st H es ciclico
y |H| # 2 mod 4.

Demostracion. Por el Lema 3.1.2, %(H) = 0 si H no es ciclico, asi que podemos asumir
que H = 7Z/nZ para algin entero positivo n e identificar Out(Z/nZ) con (Z/nZ)*. Si k
es algebraicamente cerrado, entonces cada k(Z/nZ)*-moédulo simple V' tiene dimension 1
y su caracter xy : (Z/nZ)* — k* puede ser realizado como un C-caracter, por lo que
el resultado se sigue de la discusion previa. Para k arbitrario, observamos que si E es una
extension de k 'y V es un k(Z/nZ)*-modulo simple, entonces PV = S, @- - - @ S; para algunos
E(Z/nZ)*-mo6dulos simples S;. Sean ¢ : (Z/nZ)* — GLi(V) y ¢ : (Z/nZ)* — GLg(S;)
las representaciones lineales de k(Z/nZ)* sobre V y sobre S;, respectivamente. Se tiene que
ker ¢ = M;ker v;, y si d|n, entonces ker m, 4 C ker v si y solo si ker m,q C ker 1; para
todo 4. Por lo tanto, si algin S; es primitivo, también lo es V. Tomando ahora F = k, se
sigue que kRg(Z/nZ) # 0 para todo n # 2 mod 4, dado que todo E(Z/nZ)*-mo6dulo simple
aparece como sumando de la extension a E de algin k(Z/nZ)*-modulo simple. Por otro lado,

k:/]%(Z/nZ) = 0 siempre que n = 2 mod 4 pues m, » es un isomorfismo. O

3.1.2. El morfismo extension

Si H es un grupo finito y V' y W son FH-modulos, se tienen los siguientes isomorfismos
canoénicos de EH-modulos

= E(VeWw) =V ol
. E(V ®p W) = BV @ EW.

» EF >~ [, considerando F y E como mdodulos triviales.

De lo anterior se sigue que la extension induce un homomorfismo de anillos con uno
"ni : Re(H) — Rg(H)

enviando el cardcter del FH-moédulo finitamente generado V' al caracter del EH-modulo BV
Este homomorfismo de anillos puede ser extendido a homomorfismo de k-algebras

Eng : kRp(H) — kRg(H)

que denotamos de la misma manera. Por el Teorema de Noether-Deuring [7, Teorema 29.7],
Epg es un monomorfismo. Para demostrar que estos homomorfismos definen un morfismo de
funtores de Green en biconjuntos, necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 3.1.5. Sean E/F una extension de campos y A y B F-dlgebras. St V' es un A-mddulo
y T es un (B, A)-bimddulo, entonces ®(T @4 V) 2 ET ®s,4 BV como ®B-mddulos.
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Demostracion. Sean M un ®B-moédulo vy 0 : BT x *V — M una aplicaciéon ®A-balanceada
EB-lineal en la primera variable. Podemos poner 6 en el siguiente diagrama

9/

TxVe— SEPx By % S

donde:

= #' es la composicion de la inclusion natural T x V < BT x BV con 6, y por lo tanto ¢’
es una aplicacion A-balanceada B-lineal en la primera variable.

s O es el Gnico homomorfismo de B-mo6dulos tal que 6/ = ©' o ®.
» O es el tnico homomorfismo de ®B-médulos extendiendo a © a E(T'®4 V).

» v estd definida por la regla (e; ® t,e3 @ v) = (e1e2) ® (t @) parat € T, v € V
y e1,es € E, v es facil verificar que es una aplicacion FA-balanceada ®B-lineal en la
primera variable.

Es facil ver que todos los tridngulos y el cuadrado en el diagrama conmutan, implicando la
unicidad de © en el sentido de que § = © o~. Por lo tanto, 5(T'®@4 V) 2 ET @&, BV, O

Proposicién 3.1.6. Los morfismos Eny : kRg(H) — kRg(H) para H en D definen un
morfismo de funtores de Green en biconjuntos n : kRp — kRg.
Demostracion. Por el Lema 3.1.5, dados H y K en D, un biconjunto x Xy y un FH-moédulo
finitamente generado V', tenemos que
EFX @pn V) 2 EX ®py BV
como EK-mddulos, de donde se sigue
Enk o kERp(X) =kRg(X) o By

y en consecuencia los morfismos ®ey definen un morfismo de funtores de biconjuntos. Ahora,
si U es un FK-modulo finitamente generado, se tiene que

E(U QF V) ~ By KE Ey
como E(K x H)-modulos, lo que implica
Eiescr(a X b) =" nre(a) x Fnic(b)

para cualesquiera a € kRp(K) y b € kRp(H). Finalmente, observamos que “n, (exr,) = €xp,
por ser ®n; un homomorfismo de k-algebras, lo que demuestra que 7 es en efecto un morfismo
de funtores de Green en biconjuntos. O]
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Nos referiremos a ®n como morfismo E-extension, o simplemente morfismo extension
cuando no haya riesgo de confusién. Tenemos entonces el siguiente tridngulo conmutativo de
morfismos de funtores de Green en biconjuntos

En particular, si F = Q, A : kB — kRg es un epimorfismo, y asi la imagen de A\ : kB —
kRpy es isomorfa a kRg.

3.2. Sobre las algebras esenciales de kRp g

En esta seccién probamos que el soporte esencial de kRp  estd contenido en el soporte
esencial de kRg y damos una caracterizacion de las algebras esenciales de kRg ¢ en grupos de
orden coprimo al orden de GG. Esto ultimo tiene como consecuencia una parametrizacion de

la familia de kRg ¢-mo6dulos simples cuyos grupos minimales tienen orden coprimo al orden
de G.

3.2.1. El soporte esencial de kRp g

Lema 3.2.1. St H es un objeto de D, entonces k/R@(H) %0 si y solo si H es ciclico tal
que |H| # 2 mod 4.

Demostracion. Se sigue facilmente del Corolario 2.3.5 y la Proposicion 3.1.4. ]

En el caso de F arbitrario, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 3.2.2. Si H en D es tal que m(H) # 0, entonces H es ciclico tal que |H| #
2 mod 4.

Demostracion. Considérese la extension trasladada g : kRge — kRpq, de donde el
resultado se sigue por el Lema 3.2.1. O]

Corolario 3.2.3. Los grupos minimales de kRr -mddulos simples son inicos hasta isomor-
fismo de grupos.

Demostracion. Si S es un kRp g-mo6dulo simple y [ es un grupo minimal para S, entonces

@(H) = 0, y por el Corolario 3.2.2, H es ciclico. Cualquier otro minimal para S es ciclico
de orden |H|, y por lo tanto isomorfo a H. O
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Una consecuencia inmediata del Corolario 3.2.3 es que la parametrizacion de la Propo-
sicion 2.2.15 se tiene para el funtor kRp . También podemos decir un poco mas sobre la
nulidad esencial de kRp. Si H es un grupo ciclico no trivial tal que F contiene una raiz
| H |-ésima primitiva de 1, entonces F es un campo de descomposicion para H. El Teorema
10.33 de [6] nos dice que cada F(H x H)-mo6dulo simple V' es isomorfo a un producto externo
Vo ®r Vi para FH-mo6dulos simples Vo v Vi, y a su vez Vo ®p V] = Infg“Vo o Inf}{XHvl.
Dado que los simples generan a kRp(H x H), obtenemos en este caso que k/R\F(H) =0yen
consecuencia que m(H) =0.

Dados grupos finitos H, Ky D < K x H x G, se definen p;(D), k;(D), p; j(D) y ki ;(D)
para i,j = 1,2,3 v i < j de forma analoga a los grupos definidos en la Seccién 1.1 para el
Lema 1.1.2. De manera similar, se tiene que k;(D) < p;(D) v k; j(D) < p; (D).

Lema 3.2.4 (Romero [14, Lema 4.8]). Sean K, H y G en D, D < K x H x G, L1 =
p1(D)/k1(D) y Ly = po(D)/ko(D). Se tiene lo siguiente:

1. Ezxisten a € kBg(K % Ly) y 5 € kBg(Ly x H) tales que (K x H x G)/D = «ao 3 en
Prpg -

2. FEzisten v € kBg(K X Lg) y A € kBg(Ly x H) tales que (K x H x G)/D =~yo0 X en
Prbg-

El Lema 3.2.4 se introdujo para demostrar el Corolario 4.9 de [14], que implica que la
Proposicion 2.2.15 se cumple para el funtor kBg cuando G es un grupo de orden primo,
como habiamos mencionado ya en el Ejemplo 2.2.19. Lo usaremos ahora para demostrar el
siguiente resultado, que es una generalizacion de la parte 1 del Lema 3.1.2.

Recordamos que si G es un grupo finito, su exponente es el minimo entero positivo n tal
que g" = 1 para todo g € G, el cual denotamos por e(G).

Lema 3.2.5. Si H en D es tal que e(G)|e(H) o bien (|H|,|G|) =1, entonces

Lipg o (H) = > (kRo.c(H x K)o kRgc(K x H)) .

K ciclico
| K| divisor propio de |H|

Demostracion. Es suficiente demostrar que si e(G)le(H) o (|H|,|G|) =1, todo K x H x G-
conjunto transitivo (K x H x G)/D, con K de orden menor que |[H| y D < K x Hx G
ciclico, se factoriza en Pyp, a través de un grupo ciclico de orden un divisor propio de |H]|, y
el resultado se sigue entonces via el morfismo linealizacion. Por el Lema 3.2.4, (K x H xG)/D
se factoriza a través de los grupos Ly y Lo, que son ciclicos porque D lo es. El grupo L; es
un subcociente de K y asi |L1| < |H|, y por el Lema de Goursat es un subcociente ciclico de
H x G, lo que implica que |L;| divide a e(H x G). De forma similar, Ly es un subcociente
de H, de donde se sigue que |Ls| es un divisor de |H|, y por el Lema de Goursat es un
subcociente de K x G, lo que nos dice que |Ls| es un divisor de |K x G| = |K]||G|. Si es el
caso que e(G)|e(H), entonces e(H x G) = e(H), y por lo tanto |L;| es un divisor propio de
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|H|. Por otro lado, en caso de que (|H|,|G|) = 1, entonces |Ly| divide a |K| y por lo tanto es
un divisor propio de |H|. O

3.2.2. Una familia de funtores de biconjuntos G-retéricos simples

Introducimos la siguiente definiciéon como una generalizacién de la nociéon de funtor de
biconjuntos retérico de Barker.

Definicién 3.2.6. Un funtor de biconjuntos G-retdrico es un médulo sobre kRg .

El objetivo de esta subseccion es presentar una parametrizacion de la familia funtores de
biconjuntos G-retéricos simples cuyos grupos minimales son de orden coprimo al orden de G.
Para ello, daremos antes una caracterizacion de las dlgebras esenciales sobre grupos de orden
coprimo al orden de G.

Lema 3.2.7. Sean L, H, K y G enD. Dados o« € kB(LxK), € kB(KxH) ya,b € kB(G),
se tiene que

(axa)o(Bxb)=(aof)xab
en Prp,, donde X es el producto de kB y la composicion de la derecha es la de Pyp.
Demostracion. Dados un L x K-conjunto X, un K x H-conjunto Y y G-conjuntos Z y W,

la aplicacion
(X XZ)o(Y xW)—(XoY)x (ZxW)

[(z,2), (y, w)] = ([z,9], (2, w)),
donde G actia en Z x W con la accion diagonal, es un isomorfismo de L x H x G-conjuntos.
Entonces [X x Z] o [Y x W] = [X o Y] x [Z x W] en Pyp,, de donde el resultado se sigue
por linealidad. O

Consideramos ahora la transformacion k-lineal
Endp, ,(H) ® kB(G) —— Endp,,_(H)

dada por a®a — « X a, que por el Lema 3.2.7 es un homomorfismo de k-algebras. Ademas, si
a € kB(HXK)y 8 € kB(K xH) para K de orden menor que H, tenemos que i/ ((aof8)®a) =
(axa)o (B x1)e€ Iyp,(H),y entonces podemos definir un homomorfismo de k-algebras

kB(H) @y kB(G) —— kBa(H)

. o~ —_ . . . .
enviando & ® a a o X a. Podemos poner 1/ y v/ en el siguiente diagrama conmutativo

/

Endp, ,(H) & kB(G) ——— Endp,,,_(H)

W’@]dkB(G)l lw/ (31)
KB(H) @4 kB(G) ————— kBo(H)
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donde 7" en la flecha vertical izquierda es la proyeccion natural de Endp,,(H) en ]C/B(H),
mientras que 7’ en la flecha vertical derecha es la proyeccion natural de Endp,,,, (H) en

@(H) Linealizando el Diagrama 3.1, y dado que la linealizacion es un morfismo de funtores
de Green en biconjuntos, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Endp,, (H) @y kRo(G) ———— Endp,,, _(H)

7r®[dkR@(G)l lﬂ' (32)
FRo(H) ®k kRo(G) . FRo.o(H)

donde todas las flechas son homomorfismos de k-algebras. Vamos a demostrar que en el caso
(|H|,|G]) = 1, los morfismos p y v son isomorfismos.

Proposicion 3.2.8. Si H en D es tal que (|H|, |G|) =1, entonces
@(H) = %(H) QK kRg(G) = %(H)I[CS(G)H
como k-dlgebras.

Demostracion. Observamos que todo H x H x G-conjunto transitivo (H x H x G)/D con
D < H x H x G es isomorfo a un producto (H x H/D;) x (G/D5) para algunos D; < H x H
y Dy < G tales que D = D; x Ds, lo que implica que i’ es sobreyectiva, y en consecuencia
también lo es . Contando clases de conjugacion de subgrupos ciclicosde HxH, Gy HxHxG
vemos que kRo(H x H) ®; kRg(G) y kRo(H x H x G) tienen la misma dimension, y por
lo tanto p es un isomorfismo. Ahora, dado que mu = v(7 ® Idygry@)) es sobreyectiva, se
tiene que v es sobreyectiva. Si z € ker v, existe w € kRg(H X H) ®; kRo(G) tal que
(7 ® Idprye))(w) = z, y entonces p(w) € Iyry (H). Por el Lema 3.2.5, tenemos que

p(w) = Z NQ(H x K; x G)/Dy] o Q[(K; x H x G)/E|]

para algunos grupos ciclicos K; cuyos 6rdenes son divisores propios de |H|, D; < H x K; X G,
E, < Ki;xHxGy\ €k.Como (|K; x H|,|G|) =1, se tiene que D; = R; x S; para algunos
R, <HXK;yS; <G,y E; =T, xU,; para algunos T; < K; x H y U; < G. Por el Lema 3.2.7,
pw) =Y X (QI(H x K;)/Ri) 0 Q[G/S) o (QU(K; x H)/T}] ®¢ Q[G/Ui])
= 3" A (QUE x K)/R] 0 QI(K: x H)/T) x (QIG/S] ®g QIG/UY)
= (X" X (QI(H x K)/R) 0 QI(K: x H)/T)) @q (QIG/S] @ QIG/U)
y entonces

w = ZA (QI(H x Ki)/Ri] o Q|(K; x H)/Ti]) ®q (QG/S:] @ QIG/Ui]),
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de donde se sigue z = 0, y por lo tanto v es un isomorfismo. El tltimo isomorfismo se sigue
de que kRg(G) = K€ como k-algebras. O

Sea H tal de orden coprimo a |G| y tal que %(H) # 0. Dado que /@(H) =~
%(H)HCS(G)”, cada @(H)—médulo simple U es isomorfo a la restriccion de escalares 7oV
de un k/R\Q(H)—m()dulo simple V' via la proyeccion C-ésima 7¢ : %(H)HCS(G)” — %(H)
para un tnico C' en [C'S(G)]. Entonces, dada una semilla (H,U) en Pyr, . podemos formar
una triada (H,V,C) tal que (H,V') es una semilla en Pyr,, C' € co(G) y U = ™ V. Ahora,
dadas dos triadas (H,V,C) y (K, W, D) como antes, diremos que son isomorfas si (H,U) y
(K, W) son semillas isomorfas en Pyr, y C = D. Es facil ver que si (H,U,C) y (K,W, D)
son isomorfas, entonces (H,”¢ U) y (K,”» W) son semillas isomorfas en Pyr, .. De estas ob-
servaciones, junto con el Lema 3.2.1 y el Corolario 3.2.3, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.9. Sean k un campo de caracteristica 0 y G un objeto de D. Existe una
biyeccion entre el conjunto de clases de isomorfismo de funtores de biconjuntos G-retoricos
simples cuyos grupos minimales tienen orden coprimo al orden de G y el conjunto de clases de
isomorfismo de triadas (H,V,C) tales que (H,V') es una semilla en Pyg, con (|H|,|G|) =1
y C € [CS(Q)], que envia la clase del funtor S a la clase de la triada (H,V,C) con H un
grupo minimal para S y ™V = S(H), y la aplicacion inversa envia la clase de (H,V,C) a la
clase de Sgrcy.

3.3. Los ideales de kRy ¢

En esta seccion damos una caracterizacion de los ideales del funtor kRp . Hacemos esto
en dos partes: en la primera subseccién demostramos que el algebra kRp (H) es semisimple
para cada H en D y determinamos sus idempotentes primitivos e ideales, y en la segunda
subseccién estudiamos el efecto de las operaciones de biconjuntos en estos idempotentes,

encontrando asi condiciones necesarias y suficientes para que una familia de ideales I(H) de
kRp(H x G) determine un ideal I de kRp .

3.3.1. Idempotentes primitivos de kRp(G)

Si n es un entero positivo y w es una raiz n-ésima primitiva de 1 en IL, entonces el grupo
de Galois de la extension F(w)/F puede encajarse como un subgrupo F,, de (Z/nZ)* dado
que cada o en Gal(F(w)/F) esta completamente determinado por w +— w” para un tnico [r]
en (Z/nZ)*, y es sencillo ver que la identificacion o — [r| es un monomorfismo de grupos.

Definicién 3.3.1. Sean G un grupo finito y n = ¢(G). Dos elementos g y h de G se dicen
F-conjugados, y entonces escribimos g ~p h, si existen [i] € F,, y © € G tales que g = h'.
Es sencillo ver que ser F-conjugados define una relacion de equivalencia en GG, y una clase
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de F-conjugacion es una clase de equivalencia bajo esta relacion; denotamos por cp(G) al
conjunto de estas clases. Una funcion £ : G — F es una funcion de F-clase sobre G si sus
restricciones a clases de F-conjugacion son funciones constantes.

El espacio de funciones de F-clase sobre GG es una F-algebra de dimensién igual al nimero
de clases de F-conjugacion sobre G. Por el Lema 42.4 de [7], si x es un F-caracter de G,
entonces x(“g) = x(g') para cualesquiera g,z € G e [i] € F,,. Por la Proposicion 9.20 en [6],
los F-caracteres irreducibles son linealmente independientes sobre IF, y por el Teorema 42.8
en [7], el nimero de F-caracteres irreducibles es igual al nimero de clases de F-conjugacion,
de donde se sigue que estos forman una base para el espacio de funciones de F-clase, que
identificamos entonces con el algebra FRp(G).

Lema 3.3.2. Sean N <G y 7 : G — G/N la proyeccion candnica. Si C' es una clase de
F-conjugacion de G, entonces w(C') es una clase de F-conjugacion de G/N.

Demostracion. El exponente ¢ de G/N es un divisor del exponente n de G, entonces si
[z] € F,, se tiene que i es coprimo a t. Sl w es una raiz n-ésima primitiva de 1, entonces
w? es una rafz t-ésima primitiva de ly wi > (w7)" define un elemento de Gal(F(w7)/F),
dado que es la restriccion de w — w' a F(w?), y m,.([i]) = [i] € Fy. Mas atn, m,, envia F,
sobre Fj. Si go,q1 € C, existen x € G e [i] € F,, tales que “gy = ¢!, y asi “”NgON (1 N),

o equivalentemente goN ~p ¢1N. Si gN en G/N es F-conjugado a goN, entonces existen
xN € G/N e [i| € F; tales que (“go)N = ¢'N, de donde (*gy)? = gy para [j] = [io] " en
F, y algin y € N, donde [io] es tal que m,,([ig]) = [i]. Entonces gy € C, y por lo tanto
gN = 7(gy) € 7(C). O

Dado C € cp(G), podemos definir una funcion de F-clase e dada por

() 1, sigeC
e =
=N, sig¢c

para g € (. Las funciones ec para C' € cp(G) forman un conjunto completo de idempotentes
ortogonales primitivos y una base de FRp(G).

Definicion 3.3.3. Una k-algebra de dimension finita A se dice semisimple escindida si es
semisimple y dada cualquier extension E/k y cualquier A-médulo simple V', el £A-moédulo
EV es simple.

Definicién 3.3.4. Una k-algebra de dimensién finita A se dice separable si “A es una E-
algebra semisimple para toda extension E/k. En este caso, siempre existe una extension E/k
tal que ¥ A es semisimple escindida, y entonces se dice que E es un campo de escision de A.

Sean G un grupo finito, n = e(G) y w una raiz n-ésima primitiva de 1. Dado que la
aplicacion

Gal(Flw]/F) — Gal(Q[w]/F NQ[w])
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dada por restriccion de automorfismos es un isomorfismo de grupos, ambos grupos de Galois
son identificados con el mismo grupo F,, de (Z/nZ)*, y por lo tanto las clases de F-conjugacion
y las clases de F N Q[w]-conjugacion de G coinciden. Entonces la aplicacion extension

FT]G : RFQQ[W](G) — RF(G)
es una inyeccion de grupos abelianos libres del mismo rango, y por lo tanto
F?]g :FN Q[W]RF(G) —FnN Q[W]RFQQ[W](G)

es un isomorfismo de F N Q[w]-algebras. Como (FNQ[w]) Rengp(G) es semisimple escindida,
isomorfa a (F N Q[w])!*@! también lo es (F N Q[w])Re(G). Del Teorema 29.21 en [7], toda
extension de FNQ[w] es un campo de escision para (FNQ[w]) Rr(G), en particular k[w] lo es.
Entonces el algebra k[w]Ry(G) es semisimple escindida, isomorfa a k[w]/*(@I, y por el Lema
7.2 en [6], el dlgebra kRp(G) es separable y por lo tanto semisimple.

Sean F/k una extension de Galois y A una k-algebra de dimension finita. Sio € Gal(E/k),
este induce un automorfismo de anillos

cl1: FA— FA

y asi envia idempotentes en idempotentes. Si M es un ¥ A-moédulo, el ¥ A-médulo 7 M se define
como la restriccion de escalares de M via o ® 1, al que llamamos el conjugado de M por o. La
conjugacion envia modulos simples en modulos simples y preserva clases de isomorfismo, y
ast Gal(E/k) actia en el conjunto Irr(FA) de clases de isomorfismo de ¥ A-modulos simples.

Por el Lema 7.17 de [6], si A es una E-élgebra semisimple, S es un £A-modulo simple
y es es el idempotente central primitivo de ©A que actiia en S como la identidad, entonces
(0 ®1)(es) es el idempotente central primitivo que acttia en S como la identidad. Entonces
Gal(E/k) actiia en el conjunto de idempotentes centrales primitivos de £ A, y escribimos o - e
en lugar de (0 ® 1)(e) para o € Gal(E/k) y e un idempotente central primitivo de £A. Por
otro lado, por la Proposicion 7.18 de [6], si V es un A-modulo simple, entonces £V es un
E A-modulo semisimple que es la suma directa de los conjugados un £A-modulo simple S.
M4s atin, todos los conjugados de S aparecen en £V con la misma multiplicidad, y si e,y € A
es el idempotente central primitivo actuando como la identidad en V', entonces

ey = E €s;

Si

donde S; corre sobre el conjunto de conjugados de S'y eg, es el idempotente central primitivo
de A que actiia como la identidad sobre S;, que por las observaciones anteriores, sabemos
que eg, =0 -eg st S; = 785.

Como k[w]|/k es Galois, la discusion previa nos dice que todo idempotente primitivo de
kRp(G) puede ser escrito como la suma de la érbita de un idempotente primitivo de k[w]|Rp(G)

bajo la accion de Gal(k|w]/k). Identificamos Gal(k[w]|/k) con un subgrupo K,, de (Z/nZ)*
tal como hicimos previamente para Gal(F|w]/F).
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Recordamos que si g € G, el idempotente e, de k|w|Rpp,(G) asociado a la clase de
conjugacion de g puede escribirse como

S > xlgx

XEIT’TF[UJ] (@)

en términos de la base Irrp)(G) de Flw]-caracteres irreducibles. Para cada C' € cp(G), el
idempotente ec de k[w]Rr(G) es un idempotente en k[w]Rrp,)(G), y por lo tanto es la suma
de algunos idempotentes e, sin repeticiones. Dado que ec(g) # 0 si y sélo si g € C, entonces

€c = Z €g
g€[G\C]

en kw]Re(G), donde [G\C] es un conjunto de representantes de las clases de conjugacion
de elementos de C.

Lema 3.3.5. Sean G un grupo finito y n su exponente. Si C es una clase de F-conjugacion
de G y j es un entero coprimo a n, entonces C? = {x?|x € C} es también una clase de
F-conjugacion de G.

Demostracion. Es inmediato que C7 esta contenida en una clase de F-conjugacion D de G.
Por otro lado, si z € Dy z € C, existen [i| € F,, y g € G tales que 927 = 2', de donde
Ir = (2")" para [t] = [j] 7' € (Z/nZ)*, y por lo tanto 2' € C'y z € (Y. O

Este lema nos da una accion de (Z/nZ)* sobre cp(G), y por restriccion, una accion de
K,. Si C € cp(F), denotamos por O(C') a la orbita de C bajo la accion de K.

Lema 3.3.6. Sean G un grupo finito y n su exponente. Si C' es una clase de F-conjugacion
de G y [j] € K,,, entonces [j] - ec = eci en k|w]|Rp(G).

Demostracion. Tenemos que [j] induce automorfismos

Ul @1 kw]Re(G) — klw] e (G)

Ul ©1: klw]Rep) (G) — klw] Rrp (G),
donde el segundo extiende al primero naturalmente. Entonces

foec= 3 [eg= Y % S B )

C
4e[A\C] sty 1C€a9)] XEIrrep (C)

1 o -
= > Calel Y x((@) x= ) ey =ec,

g€[G\C] x€lrrR) (G) g€[G\C]

donde Cg(g) = Ce(g’) dado que j es una unidad modulo n. O
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Corolario 3.3.7. Si e es un idempotente primitivo de kRy(G), entonces existe una clase de
F-conjugacion C de G tal que
e = Z €oi,

lil€[Kn/Kc]
donde Ko denota el estabilizador de C en K,,.

Demostracion. Dado que k[w]/k es Galois, entonces e puede escribirse como la suma de la
orbita de un idempotente primitivo ec de k[w|Rp(G) bajo la accion de K,,. Por el Lema 3.3.6,
tal orbita es precisamente el conjunto de idempotentes eci con [i| € K. O]

En adelante, escribiremos ep(cy para el idempotente ZME[K”/KC] eci de kRp(G). Iremos
un poco mas lejos en la caracterizacion de estos idempotentes. S1 E = kN F, el grupo
Gal(Elw]/E) es isomorfo a Gal(Q[w]/Q[w] N E), y como hicimos anteriormente, podemos
encajarlo como un subgrupo E, de (Z/nZ)*. Por otro lado, los grupos Gal(Q[w]/Q[w] N k)
y Gal(Q[w]/Q[w] N F) se identifican con los subgrupos K, y F, respectivamente. Como
Qw] NE = (Qw] N k) N (Q[w] NTF), la correspondencia de Galois implica que E,, = K, F},.

Lema 3.3.8. Hay una biyeccion entre el conjunto de drbitas de la accion de K, en cg(G) y
el conjunto de clases de E-conjugacion cg(G), dada por

o)~ |J Dp

DeO(C)

para C en cp(G).

Demostracion. Si C es una clase de F-conjugacion, z € C'y y € (7 para algin [j] € K,
existen ygp € C, g € G e [i] € F, tales que y = yg y 92 = yi. Tomando un entero ¢ tal que
[t] = [j]7! en K,, entonces 9z = 3 y dado que [ti] = [t][i] € E,, se tiene que x ~g y. Si
ahora z es cualquier elemento E-conjugado a x, entonces existen g € G y [a] € E,, tales que
9r = 2% Pero [a] = [i][j] para algunos [i| € F, y [j] € K,,, y por lo tanto 2/ € C'y z € C!
para algn entero ¢ tal que [f] = [j]7 en K,. Esto prueba que Upcoc)D es una clase de
[E-conjugacion. La aplicacién definida es sobreyectiva pues cada elemento de G pertenece a
alguna clase de F-conjugacion, y es inyectiva pues si C'y Cj son clases de F-conjugacion tales
que O(C) y O(Cy) dan a la misma clase E-conjugacion, entonces para cualesquiera z € C
vy € Cyexisten g € G, [i] € F, vy [j] € K, tales que 97 = y = (y7), lo que implica que
C' = C] y en consecuencia que O(C) = O(Cy). O

Dado que k es una extension de E = kN F, el dlgebra kRg(G) es semisimple escindida, y
por el lema anterior tiene tantos idempotentes primitivos como kRp(G). Dado que el morfismo
extension “ng : kRg(G) — kRp(G) es inyectivo, los idempotentes primitivos de kRg(G) no
se escinden en kRp(G), y por lo tanto eo(c) = €upepe,p Para cada C € cp(G). Obtenemos
entonces el siguiente corolario.

Corolario 3.3.9. Si e es un idempotente primitivo de kRp(G), eziste una y solo una clase
de E-conjugacion D de G tal que e = ep.
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3.3.2. La reticula de ideales

Como kRp(G) es un élgebra conmutativa, sus factores de Wedderburn son extensiones
finitas de k, y por lo tanto cada uno de sus ideales de estd completamente determinado
por un conjunto de idempotentes primitivos. Usaremos esto para caracterizar la reticula de
ideales de kR ¢, al estudiar el efecto de las operaciones de biconjuntos en los idempotentes
primitivos de las evaluaciones de kRp .

De la parte 2 del Lema 7.1.3 en [5], tenemos que para cualesquiera grupos finitos H y G,
cualquier biconjunto finito yUg y cualquier F-caracter x de G, se satisface la ecuacion

R0 = 12 3 x(9) 53

’ | uel,geG
hu=ug

para todo h € H. Observamos que la Ecuacion 3.3 se satisface también para el funtor kRp
dado que kRp(U) = Idy, ® Rp(U).

Si H y G son grupos finitos, denotamos por m, : H X G — G a la proyeccién canoénica.
En el resto de este capitulo, G serd un objeto fijo de D, y E = £ NF como en la subseccion
anterior. Por el Corolario 3.3.9, sabemos que los idempotentes primitivos de kRp(H x G) son
precisamente los idempotentes ec con C € cg(H x G).

Lema 3.3.10. Sean K y H en D, C € cg(H X G) ya € kB(K,H). Si D € cg(K x G) es
tal que 0 # epk Ry (o) (ec), entonces (D) = mo(C).

Demostracion. Por el Lema 3.3.2, sabemos que mo(D) y m2(C') son clases de E-conjugacion
de G. Sea Uy un biconjunto. Para todo (k,g) € K x G, tenemos

kRe.c(U)(eo)(k, g) = kRe(U x G)(ec)(k, ) = — 3 coh, 1)

Hl||G
‘ H ’(u790)€U><G,(h,g1)EH><G
(ku,9g0)=(uh,gog1)

por la Ecuacién 3.3. Ahora, si epkRpc(U)(ec) # 0, se sigue que kRpc(U)(ec)(k,g) # 0
para algiun (k,g) € D, y por lo tanto existen (h,g;) € C'y (u,90) € U x G tales que
(ku, ggo) = (uh, gog1). Entonces g = 9g,, y por lo tanto m(D) = m(C). O

Por el Lema 2.2.4, si I es un ideal de kRp ¢, cada I(H) es un ideal de kRp(H X G), y por
lo tanto esta completamente determinado por un subconjunto £(H) de cg(H x G).

Lema 3.3.11. Sea I un ideal de kRp ¢ y sea & = {C € cg(G)|eixc € I(1)}. Entonces
E(H) ={D € cg(H x G)|m(D) € &}

para todo H en D.
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Demostracion. Si C € E(H) es tal que kR o(Defl)(ec) = kRp(Def{%)(ec) # 0, entonces
epkRp(Defll%7) (ec) # 0 para algtin E € £(1), y por el Lema 3.3.10 se tiene que my(C) =
mo(E) € &r. Por otro lado, si C' € cg(H x G) es tal que m(C) € &), entonces

(eckRe(InfE" ) (enyc))) (R, g) = €my(cy(g) # 0

para todo (h,g) € C, y por lo tanto ec € I(H) y C € E(H). ]

Sea ahora € C cg(G) y definase

]g(H) = Z k‘R[F(H X G)6D
DGCE(HXG)
ma(D)eE

para cada H en D. Entonces I¢(H) es un ideal de kRp(H x G). Luego, para cada a €
kB(K, H), kRp (o) se restringe a una transformacion lineal

Ie(a) : Ie(H) — I¢(K)
como consecuencia del Lema 3.3.10. Entonces tenemos lo siguiente.
Lema 3.3.12. Sea £ C cg(G). Entonces las asignaciones
Hw— I:(H),

a— Ie(a),

para objetos H y K de D y o € kB(K, H), definen un ideal I¢ de kRp .

Demostracion. Por el Lema 3.3.10, Iz es un subfuntor de biconjuntos de kRp ¢ tal que I¢(H)
es un ideal de kRp ¢(H) para cada H, y por el Lema 2.2.4, I¢ es un ideal de kRp . O]

Denotamos por J,r ¢ a la reticula de ideales de £k Ry q.

Teorema 3.3.13. Sean k y F campos de caracteristica 0, G un objeto de D y E = kNF.
Entonces la asignacion 2°=(C) — Jrra dada por £ — Ig es un isomorfismo de reticulas,
con inversa dada por I — &;.

Demostracion. Por el Lema 3.3.11 y el Lema 3.3.12, las funciones definidas son isomorfismos
de 6rdenes mutuamente inversos. O

Si & = {C}, escribiremos Ic en lugar de I¢. El Teorema 3.3.13 implica que I es un
kRp c-mo6dulo simple. Mas aun, dado que I¢(1) = ejxckRp(l X G) = eckRp(G), la Propo-
sicion 2.2.15 implica que Io = S1 e kRre(G)-
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Corolario 3.3.14. El funtor kRp ¢ es un objeto semisimle de kRp ¢ — Mod. Mds atin,

kRso = P Ie
CEC]E(G)

como kRyp g-modulos. En particular, kRp es un funtor de Green en biconjuntos simple.

Demostracion. Se tiene

kRe = ley(c) = e~ P Ic
CEC]E(G) CEC]E(G)

dado que los I son simples no isomorfos. O

3.4. Semisimplicidad de CR¢ ¢ — Mod

Concluimos este capitulo con un estudio de los trasladados del funtor CR¢c. Como habia-
mos mencionado en el Ejemplo 2.2.18, el funtor CR¢ es un CRc-modulo simple.

Proposicion 3.4.1 (Romero [14, Proposicion 4.3]). El funtor CRc es el 1inico CRc-mddulo
stmple. En particular, es un funtor de Green en biconjuntos simple.

La prueba de este resultado consiste esencialmente en demostrar que en Pcp. todo mor-
fismo es suma de morfismos que se factorizan a través del grupo trivial. Tenemos una gene-
ralizacion de esta proposicion.

Proposicion 3.4.2. El funtor CRc ¢ es un CRc g-mddulo semisimple, y sus sumandos sim-
ples son los tnicos CRc g-mddulos simples hasta isomorfismo.

Demostracion. Por el Corolario 3.3.14, sabemos que CR¢ g = @CECC(G) Ie, v los ideales
I son simples mutuamente no isomorfos. Por la Proposicion 3.4.1 y el Corolario 2.3.5,
@(H) # 0 siy solo si H = 1. Por el Lema 2.2.9, m(l) = CRc(G), vy asi los
ideales I forman un conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo de
CRc -moédulos simples. O

Ahora es natural pensar que todo CR¢ ¢-mddulo esté completamente determinado por
su evaluacion en el grupo trivial. En efecto, esto es asi, lo que demostraremos probando que
la evaluacion ev; es una equivalencia de categorias de CR¢ ¢ — Mod a CRc(G) — Mod. Méas
aun, esto implica que la categoria CRc ¢ — Mod es semisimple.

Teorema 3.4.3. Las categorias CRe ¢ —Mod y CRc(G)—Mod son linealmente equivalentes.
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Demostracion. Considérese el funtor L; : CRc(G) —Mod — CR¢ ¢ —Mod, adjunto izquier-
do a la evaluacién ev,. Es facil ver que ev; o L; es isomorfo al funtor identidad Idcr.(c)—nod-
De la Proposicion 2.3.2, todo CR¢ ¢-mddulo M puede ser cubierto por una suma de funtores
representables, y entonces se tiene la siguiente sucesion exacta

@i CRC,HiXG —)@j CRC,HjXG —— M —0

de CR¢ g-modulos, y esta da lugar a un diagrama conmutativo

@D, CRcmixec — B; CRemyxa M 0

| T

D, Licrexmxa)y — D, Li.creaxn;jxa) — Liaq) — 0

donde las flechas verticales son las componentes de la counidad L; o evy — Idcpe - Mod-
Dado que L es exacto derecho, el renglon inferior del Diagrama 3.4 es exacto. Queremos
demostrar que la flecha de L; ) a M es un isomorfismo natural. Es suficiente probar
entonces que las flechas verticales de la izquierda y del centro del diagrama son isomorfismos,
porque esto implicarfa que la flecha de Ly p71) a M también lo es, y esto podemos reducirlo
a probar que la componente en CR¢ < de la counidad es un isomorfismo para cada H en
D. La componente K-ésima de dicha transformacion natural estd dada por

CRc(K x 1 x Q) @cre(ixixa) CRe(1 X H x G) —— CRc(K x H x G)

a®@br—aob

para cada K en D. Por el Teorema 10.33 de [6], cada C(K x H x G)-mo6dulo simple V' es
isomorfo a Vy ®¢ Vi para un CK-modulo simple Vy y un C(H x G)-moédulo simple V4, y por
el Lema 2.2.13,

V] = [Val x [Vi] = [Infi* Vo] x* V] = [Infig Vo o [Infyiq* (V)]

en Pcre o, lo que implica que la aplicacion es sobreyectiva. Demostraremos que esta aplicacion
es de hecho un isomorfismo al probar que CR¢(K X 1 X G) @crexixe) CRe(1 x H X Q) y
CRc(K x H x ) son espacios vectoriales isomorfos. Por el Lema 2.2.9, tenemos que

Inf§™*¢ : CRe(G) — Endp,,_ (1)

es un isomorfismo de algebras, y CRc(K X 1 x G) es un CR¢(G)-modulo derecho por res-
triccion de escalares. Por otro lado,

1® Infl¢ : CRe(K) ®c CRe(G) — CRe(K x 1 x G)

enviando a @b a a x (Inf5*°b) es un isomorfismo de espacios vectoriales. Este es un isomor-
fismo de CR¢(G)-modulos derechos, dado que

a x (Inf5%(be)) = (a x (Infy*“b)) x* (Infi*“e)
= (a x (Infg“b)) o (Infg*"*“c)
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para cualesquiera a € CRc(K) y b,c € CRc(G). Se demuestra de forma similar que los
CRc(G)-modulos izquierdos CRe(1 x H X G) y CRc(H) ®c CRc(G) son isomorfos. Entonces
tenemos que

CRc(K x 1 x Q) ®creaxixa) CRe(1 x H x G)

= (CR¢(K) ®c CRc(G)) QCR(G) (CRc(H) ®c CRc(@Q))
= CRc(K) ®c CRe(H) ®c CRe(G)

=~ CRc(K x H x G).



Conclusiones

Como mencionamos en la introduccion, el objetivo principal de este trabajo ha sido gene-
ralizar los resultados de Barker sobre funtores de biconjuntos retoricos simples y los de Ro-
mero sobre la categorfa de CRc-modulos. El Lema 3.2.1 junto con el Corolario 3.2.3 nos dan
una generalizacion del Teorema 1.5 de [2|, al establecer que Supp(kRp ) C Supp(kRo.c) =
gupp(k:RQ) para todo objeto G de D y que los minimales de kRp -modulos simples son

tnicos hasta isomorfismo de grupos. En adicién, hemos caracterizado las algebras k/}%@(H )
en el caso en que H es de orden coprimo al orden de (G, que como consecuencia nos ha dado
una caracterizacion explicita de los modulos simples con minimal de orden coprimo a |G].
Sin embargo, los casos de H en gupp(kRQG) y [F arbitrarios permanecen abiertos, y vemos
en esto la posibilidad de dar continuidad a nuestro trabajo sobre las algebras esenciales de
kRp ¢ al buscar caracterizaciones de estas en términos de objetos més familiares.

La Proposicion 3.4.2 es una generalizacion a la Proposicion 4.3 de [14] al establecer que
el soporte esencial de CR¢ ¢ consiste inicamente del grupo trivial. Ademaés, el Teorema 3.4.3
nos dice que la categoria CRc ¢ — Mod es semisimple por medio de la equivalencia con
CRc(G) — Mod dada por la evaluacion en el grupo trivial, y el Teorema 1.4 de Barker [2]| nos
dice que la categoria kRg — Mod es semisimple. Finalmente, mencionamos que los funtores
kRp ¢ son kRpg-modulos semisimples como se establece en el Corolario 3.3.14. Con estas
evidencias en mano, es natural preguntarse ahora si la categoria kRp ¢ — Mod es semisimple
para GG arbitrario. Asi, nos atrevemos a hacer la siguiente conjetura:

Conjetura. La categoria kRpc — Mod es semisimple para cualesquiera campos k y F de
caracteristica cero y cualquier objeto G de D.

Esta conjetura deja abierta una linea para continuar en el estudio de las categorias de
kRr ¢-mo6dulos. Por supuesto, no podemos esperar que un método como el que empleamos en
la prueba del Teorema 3.4.3 funcione, dado que esta usa fuertemente que el soporte esencial
de CRc ¢ es trivial, pero intentar adaptar los métodos empleados por Barker en [2]| al caso
trasladado pudiera ser una estrategia més viable para encontrar la solucion.
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