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RESUMEN

En el presente trabajo de tesis, se realiza un estudio numérico sobre la dindmica de
particulas cargadas viajando a través de un condensador eléctrico con paredes carac-
terizadas por funciones sinusoidales y periddicas, donde esta establecido un campo de
potencial inhomogéneo. Posteriormente, se trabajé en un sistema formado por paredes
plano paralelas que encierran un arreglo periédico de inclusiones cilindricas circulares
conductoras. Se analiza si, bajo ciertas circuntancias, aparece el fenémeno de caos
electromagnético.

Para caracterizar este tipo de sistemas, se implementaron técnicas numéricas basadas
en métodos integrales y en el método de diferencias finitas. El método de la ecuacion
integral es usado para determinar el potencial eléctrico que caracteriza al condensador.
Este método tiene como punto de partida el segundo teorema integral de Green, per-
mitiendo obtener un par de ecuaciones integrales que involucran, como incognitas la
funcién del potencial eléctrico y su derivada normal evaluados en los elementos que
definen los perfiles considerados. La discretizacion del sistema resulta en una ecuacion
matricial inhomogénea cuya solucién determina las funciones fuente, con las que se
pueden calcular el campo eléctrico. Por su parte, el método de diferencias finitas se
utilizé para determinar la trayectoria de la particula influenciada por el campo eléctrico.

Presentamos resultados numéricos de la dinamica de las particulas en el condensador
por medio de los mapas de Poincaré, variando los parametros de los que dependen los
sistemas. Los resultados obtenidos muestran que las propiedades de transporte de las
particulas cargadas en el condensador eléctrico con placas onduladas estan determi-
nadas por la separacion promedio entre las paredes, la diferencia de fase entre ellas, la
amplitud de la ondulacion y la magnitud del potencial eléctrico. Mientras que para el
condensador formado por superficies planas y paralelas que contiene un arreglo periédico
de inclusiones cilindricas, el comportamiento de las trayectorias de las particulas esta
asociado a la variacion de parametros tales como el ancho del canal, el tamano de las
inclusiones y la presencia del campo eléctrico. Concluimos que en ambos sistemas las
trayectorias tienden més a ciclos limite u 6rbitas elipticas (islas), debido a la presencia
del campo eléctrico. Sin embargo, se encontraron indicios de caos electromagnético en
ambos sistemas.

Palabras clave: Condensador eléctrico, Caos electromagnético, Método de la
Ecuacion Integral, Método de Diferencias Finitas, Mapa de Poincaré.



ABSTRACT

In the present work, a numerical study on the dynamics of charged particles trav-
eling through an electric capacitor with walls characterized by sinusoidal and periodic
functions is carried out, where an inhomogeneous potential field is established. Sub-
sequently, we worked on a system formed by plane-parallel walls enclosing a periodic
arrangement of circular cylindrical conductive inclusions. It is analyzed whether, under
certain circumstances, the phenomenon of electromagnetic chaos appears.

To characterize this type of systems, numerical techniques were implemented based
on integral methods and the finite difference method. The integral equation method is
used to determine the electrical potential that characterizes the capacitor. This method
has as its starting point the second Green’s integral theorem, allowing to obtain a couple
of integral equations that involve, as unknowns the function of the electrical potential
and its normal derivative evaluated in the elements that define the profiles considered.
The discretization of the system results in an inhomogeneous matrix equation whose
solution determines the source functions, with which the electric field can be calculated.
For its part, the finite difference method was used to determine the trajectory of the
particle influenced by the electric field.

We present numerical results of the particle dynamics in the capacitor by means
Poincare’s maps, varying the parameters on which the systems depend. The results
obtained show that the transport properties of the charged particles in the electric
capacitor with rippled plates are determined by the average separation between the
walls, the phase difference between them, the amplitude of the ripple and the magnitude
of the electrical potential. While for the capacitor formed by parallel plane surfaces that
contains a periodic arrangement of cylindrical inclusions, the behavior of the particle
trajectories is associated with the variation of parameters such as the channel width,
the size of the inclusions and the presence of the electric field. We conclude that in
both systems the trajectories tend more to limit cycles or elliptical orbit (islands), due
to the presence of the electric field. However, signs of electromagnetic chaos were found
in both systems.

Keywords: Electric capacitor, Electromagnetic chaos, Integral Equation Method,
Finite Difference Method, Poincaré map.
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Capitulo I

INTRODUCCION

I.1. Antecedentes

La teoria del caos ha sido considerada como el tercer mayor descubrimiento en la ciencia
y la filosofia del siglo xx, después de la relatividad y la mecanica cudntica. En los ultimos
30 anos, los cientificos y tecndlogos han mostrado el uso potencial del caos en las ciencias
naturales y tecnoldgicas. Un ejemplo de esto son las potenciales aplicaciones del caos
en el drea de las comunicaciones y en sistemas de encriptacion de datos (Grassi, 2021;
Moysis et al., 2022; Nunez, 2006) donde se han reportado un gran nimero de trabajos
que abordan problematicas interesantes del mundo real. Es en este sentido que el
presente trabajo esta motivado en gran parte por la necesidad de una nueva alternativa
de desarrollo en la tecnologia de telecomunicaciones que sirva de apoyo en las posibles
aplicaciones con esquemas de encriptacién de la informacién mediante el fenémeno de

caos electromagnético en un condensador eléctrico.

Histéricamente, el estudio del caos determinista se remonta al menos a la época
en que Newton resolvié el problema de los dos cuerpos: el problema de determinar

el movimiento de la Tierra orbitando al Sol, utilizando su ecuaciéon diferencial recién



inventada. En este estudio se habia ignorado el efecto gravitatorio de un planeta sobre
otro en sus calculos. Por ello, muchos grandes matematicos y fisicos intentaron extender
el método analitico de Newton al problema de los tres cuerpos (el Sol, la Tierra y
la Luna). No fue hasta finales de 1800 que llegé Poincaré con el método cualitativo
donde demostrd que es esencialmente imposible resolver el problema de los tres cuerpos.
Demostré que las dérbitas son aperiddicas, pero no aumentan infinitamente (es decir,
son deterministas) y no se acercan a ningin punto fijo o ciclo limite. Senal6 que la
dificultad para resolver el problema de los tres cuerpos se debia a la sensibilidad a las
condiciones iniciales que hacian imposible la prediccién a largo plazo. Por lo tanto, se
puede considerar a Poincaré como la primera persona en imaginar el “Caos” (Gleick,
1987; Strogatz, 2001).

Sin embargo, no fue hasta la década de 1970 que los cientificos comenzaron a darse
cuenta de la importancia del caos determinista con el advenimiento de las computado-
ras digitales lo suficientemente potentes como para simular la evolucién temporal de
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales de baja dimensién. Un resultado ini-
cial importante de tales simulaciones, cuya importancia sélo se reconocié una década
mas tarde, fue un articulo del meteorélogo Edward Lorenz (Lorenz, 1963). El articulo
de Lorenz documenta los resultados de su modelo simple (tres ecuaciones diferenciales
ordinarias) pero no lineal del flujo atmosférico. Los resultados de la simulacién por
computadora de Lorenz de las ecuaciones para valores de parametros criticos resultan
ser una articulacion de las dos caracteristicas principales de los sistemas cadticos. La
primera es la aperiodicidad. En el régimen critico, una trayectoria generada por su
modelo se asienta en un atractor; es decir, la trayectoria permanece confinada a una
region del espacio, pero no se repite. Estos atractores se han denominado atractores ex-

tranos. En el mismo régimen, las trayectorias generadas también exhiben sensibilidad a



las condiciones iniciales; es decir, las trayectorias cercanas divergen exponencialmente.

Desde el trabajo pionero de Lorenz, se han examinado modelos cadticos para una
amplia gama de sistemas en diferentes diciplinas, por ejemplo: en el crecimiento de
la poblacién en ecologia (May and Mclean, 2007), en economia (Kyrtsou and Vorlow,
2005), en circuitos eléctricos (Chen and Ueta, 2002), en las ciencias sociales (Elliott
and Kiel, 1996), por mencionar sélo algunos. Ademsds, en la actualidad la teoria del
caos se aplica con éxito en la seguridad informatica, las marcas de agua digitales, la
agregacion segura de datos y la video vigilancia. Por lo tanto, los fendmenos cadticos no
solo son destructivos como tornados, tsunamis, etc., sino que también pueden utilizarse
de manera efectiva para el bienestar de los seres humanos.

Una de las dreas que ha contribuido a la comprensién del fenémeno del caos, es
la teoria de billares. Una gran cantidad de problemas en fisica se pueden modelar
como sistemas dinamicos de billar, donde los bloques de construccién son particulas de
masa puntual confinada a un cierto dominio donde se mueve a velocidad constante sin
friccién y choca elasticamente con el limite del billar; cuya geometria puede ser usada
para reproducir una amplia variedad de comportamientos, en particular los caoticos.
La descripcion de estas trayectorias conduce a la soluciéon de varias cuestiones, desde el
comportamiento de las particulas de un gas en un determinado contenedor, hasta una
particula confinada a un pozo cuadrado infinito. Ademads, algunas de las propiedades de
los billares se han aplicado con éxito, por ejemplo: en fibras 6pticas (Doya et al., 2002),
en superconductores (Diggins et al., 1994), en cristales foténicos (Mendoza-Suérez et al.,
2011) y en nano-fisica (Park et al., 2000).

Por otra parte, también se han estudiado las propiedades de transporte en sistemas
balisticos para el caso clasico. Se han estudiado propiedades de transporte de particulas

en un canal bidimensional con fronteras onduladas y desfasadas, tomando en cuenta



pequenas amplitudes de onda en un canal sinusoidal periédico (Luna-Acosta et al.,
1996). En estos trabajos se ha considerado que no existen fuerzas externas sobre las
particulas, excepto por fuerzas instantaneas de choque con las paredes del perfil. Se
demostré que la resistividad se aumenta considerablemente por desfase de las paredes
del canal (Herrera-Gonzélez et al., 2011). Trabajos con geometrias similares a los
mencionados pero con guias de onda cuanticas infinitas, muestran que bajo algunas
condiciones presenta el comportamiento cadtico (Pérez-Aguilar et al., 2013a). De igual
manera han tratado el mismo problema desde el punto de vista electromagnético (Pérez-
Aguilar et al., 2013b). En ambos sistemas se muestran patrones de intensidades del
campo desordenados mediante el calculo de algunas propiedades estadisticas; en particu-
lar, la funcién de autocorrelacion y la longitud de correlacion permitiendo caracterizar

el fenémeno del caos cudntico o electromagnético en una guia de ondas (Doya et al.,

2002).

I.2. Presentacién del problema

Este proyecto de tesis se enfoca en el estudio de la dindamica de las trayectorias de
particulas cargadas en un condendador eléctrico para dos geometrias diferentes. El
primero se caracteriza por tener placas sinusoidales y periddicas, mientras que el se-
gundo estd formado por dos placas planas y paralelas que contiene un arreglo periédico
de inclusiones cilindricas circulares. Cabe senalar que el primer sistema ya se ha tra-
bajado enteriormente (Rojas-Sanchez, 2015). En este trabajo de tesis retomamos este
caso para reproducir algunos resultados y lo usamos como base para estudiar el segundo
sistema. Tenemos interés especifico en los efectos que la geometria de los sistemas puede
tener sobre las propiedades de transporte. El objetivo es analizar si, bajo ciertas cir-

cuntancias, aparece el fenémeno de caos electromagnético. Los sistemas propuestos



tienen como primer problema calcular el potencial en todo punto de la trayectoria, ya
que debido a la geometria de los sistemas el potencial resulta ser inhomogéneo. El
siguiente problema consiste en poder analizar las trayectorias de particulas y ver como
éstas se ven afectadas por la presencia del campo eléctrico. Para tal propdsito se em-
pleardn métodos numéricos, como lo son: el Método de la Ecuacién Integral (IEM!)

(Mendoza-Suérez et al., 2011) y el Método de Diferencias Finitas (FDM?).

I.3. Estructura de la tesis

El contenido de esta tesis se resume a continuacién:

e En el capitulo II damos una breve descripcién sobre sistemas dinamicos y se
presentan algunas herramientas basicas para el anélisis de sistemas cadticos, como
lo son los mapas de Poincaré. Esto sera tutil porque los sistemas que queremos
analizar en esta tesis son un caso particular de sistemas dindamicos. También,
se analizan dos trabajos con geometrias y condiciones similares a los problemas
planteados. Estos trabajos muestran la presencia del fenémeno del caos para el

caso clasico.

e En el capitulo III se introducen los métodos numéricos empleados para realizar
los céalculos en los sistemas considerados. Como ya se menciond anteriormente,

los métodos utilizados son el IEM y el FDM.

e En el capitulo IV se presentan los resultados numéricos obtenidos. Se obtienen

algunos mapas de Poincaré que nos muestran el comportamiento dinamico de

'Por sus siglas en inglés, Integral Equation Method.

2Por sus siglas en inglés, Finite Difference Method.



trayectorias de particulas dentro de un condensador con las dos geometrias con-

sideradas.

e En el capitulo V se incorpora las conclusiones de esta tesis, incluyendo una breve

discusion sobre los resultados.



Capitulo II

SISTEMAS DINAMICOS Y CAOS

Caos es una palabra que proviene del griego “xyao(” que significa sin un orden, a
diferencia de cosmos (yoopoo) que significa orden. El término caos se usa para describir
el comportamiento aparentemente complejo de lo que es aparentemente simple; es decir,
sistemas bien comportados. En una primera instancia puede considerarse un sistema
erratico y casi aleatorio. Casi como el comportamiento de un sistema fuertemente
influenciado por “ruido” aleatorio o el comportamiento complicado de un sistema con
muchos grados de libertad, cada uno haciendo sus “propias cosas” (Hilborn, 2004).
El problema de entender el caos consiste en reconciliar las nociones aparentemente
conflictivas: aleatoriedad y determinismo, cuyo elemento clave es la no-linealidad. En
este capitulo describimos algunas de las caracteristicas generales de sistemas dinamicos,
asi como algunas herramientas bésicas para el analisis de sistemas cadticos. También,

presentamos dos resultados de trabajos anteriores que motivaron el presente trabajo.

II.1. Sistemas dinamicos

En pocas palabras, los sistemas dinamicos son sistemas que exhiben cambios. Como tal,

el campo de los sistemas dinamicos es variado y rico. Generalmente, un sistema de n



ecuaciones diferenciales de primer orden en el espacio R" se denomina sistema dindmico
de dimensién n que determina el comportamiento temporal del proceso evolutivo. Los
procesos evolutivos pueden poseer las propiedades de determinismo o no determinismo,
dimensionalidad finita o infinita. Un sistema se llama determinista si todo su curso
futuro y todo su pasado estan determinados unicamente por su estado en el momento
presente. De lo contrario, el sistema se llama no determinista. En mecanica clasica,
el movimiento de un sistema cuyo futuro y pasado estan determinados tinicamente por
las posiciones iniciales y las velocidades iniciales, es un ejemplo de un sistema dinamico
determinista. El enfoque de los sistemas dindmicos es comprender el comportamiento
cualitativo de las soluciones. Las preguntas tipicas incluyen: ;Cudles son las soluciones
de equilibrio o periddicas en el tiempo? ;Son estables estas soluciones? ;Cudl es el
comportamiento asintético a largo plazo de las soluciones generales? ;Las soluciones se
comportan cadticamente? ;Como cambia la dinamica cualitativa a medida que varian

los parametros de los que depende el sistema?

I1.1.1. Tipos de sistemas dinamicos

En un sistema dindmico, el proceso evolutivo puede describirse, a saber por: (i) un
proceso de tiempo continuo y (ii) un proceso de tiempo discreto. El proceso de tiempo
continuo se representa mediante ecuaciones diferenciales, mientras que el proceso de
tiempo discreto se representa mediante ecuaciones en diferencias (o mapas). Los sis-
temas dindmicos de tiempo continuo y discreto, respectivamente, se pueden describir

matematicamente de la siguiente manera:

Definicién II.1. Sea = = x(t) € R", t € I C R el vector que representa la dinamica de

un sistema continuo. La representacién matematica del sistema se puede escribir como

dx

%Zi:f(xvt)v (1)



donde f(z,t) es una funcién suficientemente suave definida en algin subconjunto U C

R™ x R. Esquemaéaticamente, esto se puede representar como:

Rn X ]R — Rn+1

(espacio de estados) (tiempo) (espacio de movimiento)

La variable ¢ suele interpretarse como el tiempo y la funcién f(z,t) es generalmente no

lineal.

Definicién II.2. Un sistema dindmico discreto (de primer orden, auténomo) para

x, € R™ tiene la forma
T = f(2n), (2)

donde f : R®™ — R" y n € Z es una variable de tiempo discreta. Una 6rbita o trayectoria
de la Ec. (2) consiste en una secuencia de puntos {x,} que se obtiene iterando el mapa

f.Sif"=fofo---of denota la composicién de n veces f, entonces, x, = f"(xq).

Sistemas auténomos y no auténomos

Por otra parte, si el lado derecho de la Ec. (1) es explicitamente independiente del
tiempo, entonces el sistema se llama auténomo. Las trayectorias de tal sistema no
cambian en el tiempo. Por otro lado, si el lado derecho de la Ec. (1) tiene una
dependencia explicita en el tiempo, entonces el sistema se llama no auténomo; como

vemos en las siguientes definiciones.

Definicién I1.3. Un sistema dindmico es auténomo si éste no depende en forma ex-

plicita del tiempo. Un sistema auténomo de EDO de primer orden tiene la forma

&= f(x), (3)

donde z(t) € R™ es un vector de variables dependientes que describen una trayectoria,

f:R™ — R"™ es un campo vectorial.
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Definicién I1.4. Un sistema no auténomo para z(t) € R" tiene la forma

T = f(x,t), (4)

donde f : R"xR — R". Una EDO no auténoma describe sistemas gobernados por leyes
que varian en el tiempo; por ejemplo, debido a influencias externas. Ademas, la Ec.
(4) se puede escribir como un sistema auténomo (“suspendido”) para y = (z,s) € R"™!

con s =t como: & = f(z,s), § = 1.

I1.1.2. Comportamiento de los sistemas dinamicos

En dinamica, estudiamos el comportamiento de los sistemas dindmicos a medida que
evolucionan con el tiempo. Describimos el comportamiento de estos sistemas en términos

de soluciones de equilibrio, ciclos limite y caos.

e Soluciones de equilibrio: Si z € R" es un cero de f, significa que f(z) = 0,
entonces la Ec. (3) tiene la solucién constante z(¢) = z. Llamamos a Z una
solucion de equilibrio, o solucién de estado estacionario, o punto fijo de la Ec.
(3). Una solucién de equilibrio puede ser estable o inestrable, dependiendo de
si las pequenas perturbaciones del equilibrio decaen (o, al menos, permanecen

acotadas) o aumentan.

e Orbitas periédicas: Sea F(t, z() una solucién al tiempo ¢ con valor inicial .
Si existe un 7" > 0 tal que F(t + T,xz9) = F(t,z9), ¥V t y si 2o no es un punto
de equilibrio, entonces la solucién F(t,zg) es llamada érbita peridédica o ciclo.

Ademas, la orbita periédica traza una curva cerrada simple.

e Orbita caética: Una 6rbita que exhibe un comportamiento inestable que no es

a su vez fijo o periddico se denomina érbita cadtica. En cualquier punto de dicha
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6rbita, hay puntos arbitrariamente cercanos que se alejaran del punto durante una
iteracion posterior. En términos de soluciones, significa que son muy sensibles a
pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales y casi todas ellas no parecen

periédicas ni convergen a soluciones de equilibrio.

Un sistema clasico que muestra soluciones de equilibrio estables y un comportamiento
cadtico para diferentes valores de un pardmetro es el modelo de Lorenz (Lorenz, 1963).

El sistema de Lorenz para (z,y, z) € R? es:

jj:g(y_l')7
y=z(p—2)—y, (5)
Z =y — Pz,

donde o, p, f > 0 son parametros. o es conocido como numero de Prandtl y p es
el niumero de Rayleigh. Lorenz descubrié que este sistema determinista de apariencia
simple podria tener una dindmica extremadamente erratica. Es decir, en una amplia
gama de pardmetros, las soluciones oscilan de manera irregular, sin repetirse nunca con
exactitud, pero permaneciendo siempre en una regién delimitada del espacio de fase.
Cuando trazé las trayectorias en tres dimensiones, descubrié que se asentaban en un
conjunto complicado, ahora llamado atractor extrano. A diferencia de los puntos fijos
estables y los ciclos limite, el atractor extrano no es un punto, ni una curva, ni siquiera
una superficie: es un fractal, con una dimensién fraccionaria entre 2 y 3 (Strogatz,
2001).

Los valores asumidos por Lorenz o = 10, § = 8/3, p = 28 conducen a dindmicas
fuertemente caoticas, y son también las mas estudiadas. Una érbita tipica, es decir,
una solucion (z(t),y(t), z(t)) de las ecuaciones de Lorenz proyectada en el plano (z, 2)

se muestra en la Fig. 1 (Broer and Takens, 2009).
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X

Figura 1. Atractor de Lorenz.

I1.2. Cuantificacion del caos

Hay diferentes formas de estudiar las propiedades de los movimientos cadticos. Natural-
mente, una forma de entender el caos es buscar las medidas cualitativas y cuantitativas
al menos aplicables para algunos sistemas. Los indicadores utilizados dependen princi-
palmente de la caracteristica del sistema que se quiere analizar. Los indicadores mas
importantes son los siguientes: espacios fase, mapas de Poincaré, exponentes de Lya-
punov, la entropia de Kolmogorov, espectro de potencia y series temporales (observar

las variables de estado). A continuacién discutimos algunos de estos métodos.
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11.2.1. Exponentes de Lyapunov

Una forma de ver la tendencia hacia el caos de un sistema es mediante los exponentes de
Lyapunov, lo cual nos da una medida de la divergencia de dos trayectorias inicialmente
cercanas. FEn realidad, el exponente de Lyapuniov es una medida de la rapidez de
atraccion o repulsion hacia un punto fijo. Para definir el exponente de Lyapunov para
el caso de un espacio de estados unidimensional, consideremos el sistema dindmico

descrito mediante la ecuacién diferencial:

&= f(x). (6)

Sea xg un punto inicial y x un punto inicial cercano con separacién, s = x — xy. Sea
zo(t) la trayectoria que parte del punto xy, mientras que z(t) es la trayectoria que parte
del otro punto inicial z. Entonces, podemos mostrar que la “distancia” s entre las dos
trayectorias, s = x(t) — xo(t), crece o se contrae exponencialmete en el tiempo.

Dado que asumimos que x esta cerca de xg, podemos usar una expansion de la serie

de Taylor para escribir:

F) = Flo) + 0| =) oo 7

zo

Ahora, encontramos que la tasa de cambio de la distancia entre las dos trayectorias esta

dada por
§ =0 — @
= I S ] o) = G s
= \s (8)

La solucién de la ecuacién diferencial, Ec. (8), estd dada por

s(t) = spe™, (9)
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donde sy = s(t = 0) es la condicién inicial. A partir de esto podemos definir el exponente
de Lyapunov como:
df

/\E% : (10)

o
De acuerdo con la Ec. (10) podemos tener dos casos de interés: si A > 0 es una
trayectoria divergente, y si A < 0 es una trayectoria convergente (Hilborn, 2004). En
otras palabras, un exponente positivo indica una dependencia sensible de las condiciones
iniciales, ya que los puntos inicialmente cercanos divergiran exponencialmente a lo largo
de trayectorias vecinas. Los exponentes negativos se encuentran en sistemas donde las

trayectorias convergen, por lo que la separacién inicial entre dos puntos disminuira con

el tiempo.

Para el caso de un mapeo discreto unidimensional, tenemos la siguiente definicion.

Definicién II.5. Sea f un mapeo suave de R. El nimero de Lyapunov L(z;) de la

érbita {z1, xe, 3, - - } es:

n

— 1 / .
si este limite existe. El exponente de Lyapunov A(z;) se define como:
A1) = lim lzn:mf’(m (12)
1 100 71 - AR

si este limite existe. Notese que A\ existe si y solo si L existe y es distinto de cero, y

In L = X\ (Kathleen et al., 1997).

I1.2.2. Mapa de Poincaré

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

T = f(x), r e R", (13)
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donde f: U — R™ es C" en algiin conjunto abierto U C R"™ (Nota: recordemos que se
dice que una funcién es C" si es r veces diferenciable y cada derivada es continua; en
cambio si r = 0, la funcién es meramente continua). Para estudiar el comportamiento
local de las soluciones de la Ec. (13) cerca de una drbita periédica hacemos uso de
una herramienta técnica conocida como mapas de Poincaré. El mapa de Poincaré es
la interseccién de una érbita periddica en el espacio de estados de un sistema dindmico
continuo con un cierto subespacio de dimensién inferior, llamado seccion de Poincaré,
transversal al flujo del sistema. Por lo general, la seccién de Poincaré se tiene en un

plano. En particular, tenemos la siguiente definicion.

Definicién I1.6. Una seccion de Poincaré de un campo vectorial f : R™ — R"™, es una
variedad orientable ¥ de dimensién (n — 1), que estd sumergida en R™ y es transversal
al campo vectorial f en cada p € Y. Una orientacién en X es un campo vectorial
normal unitario continuo n : ¥ — R™; es decir, |n| =1y n(z) L T,¥ para todo = € X

(Maruskin, 2018).

Para describir el mapa de Poincaré, supongamos que la Ec. (13) tiene una solucién
periédica de periodo T' que denotamos por ¢(t,zq), donde zy € R™ es algiun punto a
través del cual pasa esta solucién periddica (es decir, ¢(t + T, xo) = ¢(t,z0)). Sea X
la seccién de Poincaré asociada al campo vectorial de la Ec. (13). Luego, podemos
probar que si f(z) es de clase C" entonces ¢(t, z) también lo es. Por lo tanto, podemos
encontrar un conjunto abierto V' C X de tal manera que las trayectorias que comienzan
en V regresan a > en un tiempo cercano a 1. El mapa que asocia puntos en V' con sus
puntos de primer regreso a > se llama mapa de Poincaré, que denotamos por P. Para

ser mas precisos,

PV =3

z = o(7(x), ),
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donde 7(z) es el momento del primer retorno del punto x a ¥. Por construccion,
tenemos 7(z9) =Ty P(xo) = xo.

Por lo tanto, un punto fijo de P corresponde a una érbita peridédica (Ec. (13)), y un
periodo k de P (es decir, un punto x € V tal que P*(x) = x proporcioné Pi(x) € V,
i=1,--- k) corresponde a una érbita periédica de la Ec. (13) que intercepta 3 k veces

antes de cerrar (ver Fig. 2) (Wiggins, 2003).

Figura 2. Geometria del mapa de Poincaré para una érbita periddica.

I1.3. Caos clasico y billares

En esta parte analizamos dos sistemas cldsicos que bajo ciertas condiciones, presentan

el fenémeno del caos. Tales sistemas inspiraron el presente trabajo.

I1.3.1. Transporte en sistemas balisticos

El estudio del caos por medio de propiedades de transporte clasico en sistemas balisticos
ha sido de gran interés en los ultimos anos. El problema consiste en observar la evolucion
de las trayectorias de una particula que es lanzada con condiciones iniciales (zg, yo, o)

conforme va chocando elasticamentre con las paredes y la particula rebota de forma
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especular. Es decir, el dngulo de incidencia es igual al angulo reflejado con respecto
a la normal a la recta tangente en punto donde choca la particula (Herrera-Gonzalez
et al., 2011). Para el andlisis, consideremos un canal bidimensional compuesto por dos
paredes sinusoidales como se muestra en la Fig. 3. Los perfiles superior e inferior de

las paredes son descritos respectivamente por las siguientes ecuaciones:

Y1 = g + Asin (27z), (15)

b
Yo = —§+Asin(27m:—|-7"). (16)

En las Ecs. (15) y (16), b es el ancho medio del canal, A es la amplitud y r es el

desfasamiento entre ambas paredes.

p | y,(%)

¥,(x)

L

Figura 3. Trayectoria de una particula en un canal formado por superficies onduladas y
periddicas.

El analisis de las trayectorias se puede realizar tomando un conjunto de puntos de
choques consecutivos en ambas paredes. En la Fig. 4 se muestra la simulacién de la
trayectoria seguida por una particula dentro del canal. Las coordenadas de los puntos
de choque considerados con las paredes son: (z,, y1(2,)), (25, y2(25)) v (Xna1, Y1 (Tni1)),
donde (x,, y1(zn)) v (Tpni1, y1(ny1)) corresponden a puntos consecutivos de choque en
la pared superior como se muestra en la Fig. 4. R, y S, son las pendientes a los perfiles

Y1y Yo en los puntos de choque (zn11,y1(xns1)) y (23, 92(22)), respectivamente. La
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evolucion de las trayectorias se puede estudiar mediante el analisis de la geometria del
sistema. Sean «, el angulo medido a partir de la horizontal y la trayectoria de la
particula al pasar del punto (z,,y:1(z,)) al (zpy1,y1(2n11)). De la Fig. 4 tenemos que

los angulos «y,, y S, se pueden expresar de la forma:

a,, = arctan (yl () = yi(xn)) ; (17)
T, — Xk
dys(x)
- 1
S, = arctan < T > . (18)

Para el anélisis entre la trayectoria que va desde el punto de choque (z,,y;(x,)) al
(xf,y2(2})) podemos evaluar las Ecs. (15) y (16) en estos puntos, respectivamente.

Luego restamos la Ec. (16) de la Ec. (15), de donde obtenemos
y1(x,) — y2(a) = b+ Asin (27x,) — Asin 27 (z), +1)). (19)

El término y(x,) — ya2(z) puede ser despejado de la Ec. (17) y sustituyendo en la Ec.

(19) llegamos a

tan(a,) (2, — x) = b+ Asin (27x,) — Asin 27 (), +1)). (20)

Figura 4. Representacion de la trayectoria de una particula en un canal sinusoidal.

Debido al sistema de referencia considerado podemos observar que a, < 0. Uti-

lizando la ley de reflexion en el choque se puede escribir el angulo respecto al eje x con
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el que sale la trayectoria después del choque v,. Ya que no se han considerado fuerzas
externas en el canal, v,, sera el angulo con el que llegara la particula al choque siguiente.

Para nuestro sistema se tiene que
Vo = |om| +25,. (21)

Con un razonamiento andlogo se puede tratar la trayectoria del punto (z7,y2(z7)) al
punto (11, y1(zn41)). Evaluando las Ecs. (15) y (16) en estos puntos, respectivamente.

Luego si restamos la Ec. (16) de la Ec. (15), obtenemos
y1(zni1) — ya(x)) = b+ Asin (212,41) — Asin (2w(z) 4+ r)). (22)

Ahora 7, es el dngulo con el que la particula llegard al punto (2,41, y1(2n+1)), por lo

que podemos escribirlo también como

Y1(Tni1) — yz(l’ﬁ)) ‘ (23)

Tpt1 — l’:l

v, = arctan (

Despejando y1(zn41) — yo(z) de la Ec. (23) y sustituyendo en la Ec. (19) llegamos a
tan(7,,)(Tne1 — ) = b+ Asin (27x,.1) — Asin 27 (z) +r)). (24)

Las Ecs. (20) y (24) muestran la dependencia de la trayectoria de una particula con los
angulos y posiciones de choques previos. Finalmente el angulo con el que la particula

saldré del punto (2,41, y1(xn11)) €s
Qpt1 = |an| +2(S, — Ry). (25)

Recordemos que R, es el angulo correspondiente a la tangente de la curva y; evaluada
en el punto z,1. a,41 esta relacionado con las pendientes de los perfiles en los puntos
(Tn, 1 (x0)) y (22, y2(22)); es decir, esta relacionada con los choques previos.

Es importante mencionar que el desarrollo mostrado es sélo un caso particular, ya
que la relacion entre los dngulos cambiard por la dependencia con las pendientes de los

perfiles en cada punto de choque.
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Un anélisis de los distintos choques que se hacen presentes en un canal de placas
sinusoidales se puede encontrar en el trabajo de Rojas-Sédnchez (2015). En las Tablas Iy
IT se muestra un resumen de la clasificacion de los diferentes tipos de rebotes, los cuales
también se muestran esquematizados en las Figs. 5y 6. Estas tablas indican la direcciéon
en la que se mueve la particula después del choque, conociendo (ay, ag, 6 y ). Donde
ap vy ay son el angulo inicial y final de la particula, respectivamente. El parametro 3
representa el angulo de reflexién y 6 el angulo correspondiente a la pendiente en el punto
de choque medido respecto al eje x. v,9 y vy son las componentes de la velocidad de
la particula antes del choque y v,f, ¥ v, son las componentes de la velocidad después

del choque.

Tabla I. Clasificacién de los diferentes tipos de colisiones de la particula con la placa superior
de un canal sinusoidal.

Figura | 6 | vy | vyo Angulo de reflexién Angulo final Vgt | Uyf
Fig. 5a) | - | + | + | =5 —(w+0) ap=ag+0 - -
Fig. 5b) | + | + | + f=5—ag+0 aF=ag—0 + | -
Fig. 5¢) | - | + | + B=ay+0-73 ar=7m1—(ag+06) | - -
Fig. 5d) |+ | - | + | B8=F —(x+0) ap=ay+0 + | -
Fig. 5e) | +| - | + B=5—ag+0 ap=ay—0 - -
Fig. 5f) | - | - | + f=5—ag+0 aF=oag—0 + | -
Fig. 5g) |+ | - | + f=a+0-F |ag=m—(ao+0)| + | -
Fig. 5h) | - | - | + B=5—ag+0 ap=ay—0 - -
Fig. 51) |+ | + | + B=5—ag+0 ap=o9+0 + | +
Fig. 5j) | - | + | + | B=F— (a0 +0) ap=ay+0 + | -
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Tabla Il. Clasificacién de los diferentes tipos de colisiones de la particula con la placa inferior
de un canal sinusoidal.

Figura Vg0 | Uyo Angulo de reflexién Angulo final Ugf | Uys
Fig. 6 a) + | - =5 —ag+0 ap=ay— 20 + | +
Fig. 6 b) - - B=ay+0—7 ap=m—ag—20 | + | +
Fig. 6 ¢) + | - f=7%5—ay+0 ap =20 — + | -
Fig. 6 d) - - f=5—(an+0) |aj=m—ag—20| + | +
Fig. 6 e) - | - f=7%5—ay+0 ap =20 — - -
Fig. 6 f) + | - B=ag+0—73 ap=m—0og—20 | - +
Fig. 6 g) -] - B=75—(a+0) ap = oo+ 26 - |+
Fig. 6 h) + -] B=5—(x+0) ap=ag+20 | + | +
Fig. 6 1) + -] B=5—(xw+0) ap=ag+0 -+
Fig. 6 j) - - B=5—ay+0 ap = oy — 20 - |+




22

La imagen fue tomada

Figura 5. Colisiones posibles de la particula con la placa superior.

(2015).

de la referencia Rojas-Sénchez
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Figura 6. Colisiones posibles de la particula con la placa inferior. La imagen fue tomada de
la referencia Rojas-Sanchez (2015).
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I1.3.2. El billar de Sinai

Un billar plano es el sistema dindmico que describe el movimiento de una particula
puntual en un conjunto compacto conexo ) C R? cuya frontera es la unién de un
nimero finito de curvas regulares. Dentro de @ el movimiento es uniforme (velocidad
constante) y la reflexién en la frontera 0Q) es elastica (dngulo de salida igual al de
entrada).

El billar de Sinai estd definido geométricamente por un doble limite, compuesto por
un cuadrado exterior ) C R? de dimensién lateral b y un obstdculo circular interior
concéntrico; denotado por D como el disco (z — h)? + (y — k)* < r? (ver Fig. 7(a)).
En la Fig. 7(b) estd representado el movimiento de una particula en dicho billar.
Asi la particula se mueve uniformemente y cubre segmentos de rectas, y cuando la
particula llega al borde del cuadrado o rebote en la frontera 0D, podemos hacerla
rebotar de acuerdo con la regla “el angulo de incidencia es igual al angulo de reflexion”.
El problema es comprender la naturaleza de este movimiento en un tiempo amplio.

Denotamos por ¢ = (x,, y,) las coordenadas de la particula en movimiento al tiempo
t, y por v = (v, v,) su vector de velocidad. Entonces, su posicién y velocidad en el

tiempo se puede calcular mediante:

Tnt1l = Ty + U;rta Vg = Vg, (26)

Ynt+1 = Yn + Uyta Vy = Uy, (27)

mientras la particula no haga contacto con las fronteras. Cuando la particula colisiona
con la frontera del cuadrado, el vector velocidad v se refleja a través de la recta tangente
a 0@ en el punto de colision. Como resultado de la colisién elastica, la componente
normal cambia de signo mientras que la componente tangencial permanece invariable.

Es decir, si la particula colisiona con un lado vertical de la regién @ en el tiempo t,
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entonces v, = —v, mientras que v, permanece invariante. En cambio, si choca contra

un lado horizontal, entonces v, no cambia y v, = —v,.

oD

X X

Figura 7. (a) Espacio de configuracién de un billar formado por un cuadrado y un obstéculo
circular en su centro y (b) trayectoria de una particula que se mueve cldsicamente experi-
mentando colisiones elasticas.

Definimos la trayectoria de la particula como el segmento pips, donde p; v ps son
los puntos en (). El analisis de la trayectoria se puede realizar considerando py, po,
y p3 como tres puntos consecutivos que la particula contacta con las superficies del
billar, como se muestra en la Fig. 7(b). Definimos N(p) y T'(p) como la recta normal y
tangente, respectivamente, en el punto p € 9D. En el punto py definimos el angulo de
incidencia, , como el angulo entre la recta normal N (py) en el punto p, y la trayectoria
de la particula pyps. Del mismo modo, definimos el angulo de reflexion como el angulo
entre N(py) y la trayectoria de la particula pyp3. En cada punto p € 9D, donde la
particula choca, el dngulo de incidencia es el mismo que el angulo de reflexion.

Ademas, introducimos las siguientes variables: como 7 el dngulo entre T'(pg) y el
eje x positivo y consideremos el dngulo ¢ de T'(py) a la trayectoria de la particula paps.

De este modo, encontramos las siguientes relaciones:
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. La ecuacién de la recta tangente T'(py) a D en el punto ps = (2, yn) €s

Y~ g = D' y) (& — ) :>y—%=—%§%u—%x (28)

donde D'(x,,y,) denota la derivada de (x — h)* + (y — k)* < r? evaluada en el

punto pe = (Zp, Yn)-

. La ecuacién de la recta normal N(ps) en el punto py = (x,,y,) estd dada por

—1 _(yn_k)
)(x—xn) — y—yn—m(:ﬁ—xn). (29)

Y—Yn = D/(l’n, Un

. La ecuacién de la recta de la trayectoria de la particula p1ps, con p; = (-1, Yn—1)

v p2 = (Tn, yn), estd dada por

(x — x,). (30)

. Usando el hecho que la tangente del angulo entre dos rectas no verticales y no

perpendiculares de pendientes m; y ms, se puede calcular de acuerdo con tan g =

ma2—mj
1+mom

. Encontramos que el angulo entre la recta normal N(py) en el punto po

y la trayectoria de la particula p;ps estd determinado por

£ = arctan TN @ws) — Trp ) (31)

+ MN(p,) iz

que utilizando las Ecs. (29) y (30), tenemos que
(Yn — k) (Tn — Tp1)
MNe) = ) Y T ) (32)
. Claramente de la Fig. 7(b) se puede ver que el angulo ¢ viene dado por
T

6=2-5. (33)

. El dngulo de la recta tangente en el punto de colision esta dado por

n—nh
v = arctan (mgp(,)) = 7 = arctan (—Zj k;) : (34)
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De esta forma, conociendo 3, ¢ y v se puede conocer el valor del angulo de salida 6y
de la particula después de colisionar con la frontera del obstdculo circular. En el caso
particular de la Fig. 7(b), tendriamos que el angulo con el que llegara la particula a la

colisién siguiente es
0 F=7 + (b

Y con esto tenemos que la posicién de la particula después de la primer reflexion con

el obstaculo circular queda determinada por

Tpq1 = Tp +tcos (), v, = cos(0y) (35)

Ynt1 = Yn +tsin(0y), v, =sin(0y). (36)

Como la relacién entre los angulos cambiara dependiendo del punto donde choque
la particula, necesitamos seguir el sentido y direccion de la trayectoria de la particula
cuando ésta ha colisionado con el obstaculo circular. Para ello construimos el esquema
de la Tabla III. Para el andlisis nos basamos en el cuadrante de la circunferencia donde

tiene lugar la colision:

¢ Si0 <0< 7T yy,>0b/2, estd en el primer cuadrante.
Si—5 <0< 0yy,>0b/2, estd en el segundo cuadrante.
Si0<60<7yyn <b/2, estd en el tercer cuadrante.

Si—5 <0<0yy, <b/2, estd en el cuarto cuadrante.

Donde 6 = arctan (my), my es la pendiente de la recta normal en el punto de

colisién y b es el ancho del billar.

e Después vemos el signo que toma la pendiente de la recta tangente. En el primer
y tercer cuadrante v siempre es negativa, mientras que en el segundo y cuarto

cuadrante v siempre es positiva.
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e Analizamos los signos de las componentes de la velocidad inicial de la particula

antes de colisionar. Notese que existen cuatro combinaciones posibles para ésta,

como vemos en la tercer columna de la Tabla III.

Ahora vemos el signo del angulo S y recordemos que (3 es el angulo medido de
la recta incidente hacia la recta normal. Definimos 5 > 0 en sentido antihorario
y B < 0 en sentido horario. Entonces, el signo de la velocidad inicial y el del

angulo 3 determinard el sentido en que rebota la particula (ver columna cuatro

de la Tabla III).

Finalmente, para obtener la expresiéon del dngulo 0 con que es reflejada la
particula justo después de la colision, empleamos los esquemas de las Figs. 8,
9 vy 10. En este esquema se representan todos los casos posibles que se tienen en
la Tabla III. La expresion del dngulo ¢ para cada caso se encuentan resumidos

en la Tabla IV.

Tabla Ill. Esquema para determinar el sentido de la trayectoria de una particula cuando
colisiona con el obstaculo circular.

Cuadrante 0l (20, Vyo) Sentido de la trayectoria

Y

.

(=—) |B8>0 ‘ ‘ B<0

Yy
Yy
Primero |y <0 | (—,4) B>0
Yy

(+,+) No es posible
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Cuadrante v (20, Vyo) Sentido de la trayectoria
y y y y
LN SN
(+,—) | B<0 ‘ ‘ B>0 4 ‘
y y
Segundo |y >0] (+,+) B <0 z z
~, e,
(=) B>0 ‘ 4
(= +) No es posible
y y y y
L, ], S
(+,+) 6>0/P\ % [5<04 %
y y
Tercero |y <0 | (+,—) g>0 z m
Lo~
(—+) g <0 4\ P\
(= —) No es posible
y y y y
[ [
Con <o TS K s YR
y y
Cuarto |y>0]| (—,—) p <0 z z
L. L,
(+,+) B>0 4\ 4

No es posible




6((a) 61(b)
5 5
4 4
3 >3
2 2
1 1
0 0
0

X

X
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Figura 8. Esquema de las colisiones posibles de una particula con el obstaculo circular.



6 (k)

()
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Figura 9. Esquema de las colisiones posibles de una particula con el obstaculo circular.
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6 [(m) 61(n)
5 5
4 4
=3 =3
2 2
1 1
00 2 4 6 00 2 4 6
X X
61(0) 6(p)
5
4
=3
2
1
0
0

Figura 10. Esquema de las colisiones posibles de una particula con el obstaculo circular.

En la Tabla IV se muestra un resumen de las expresiones de 6 para los diferentes tipos
de rebotes previamente mostrados en las Figs. 8, 9 y 10.

Nota: El angulo 6+ es medido desde la horizontal hacia la recta reflejada de la trayectoria
de la particula, y tomando el cuenta que en sentido antihorario 6 es negativo; mientras

que en sentido horario consideramos que 8¢ es positivo.
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Tabla IV. Clasificacion de los diferentes tipos de colisiones de la particula con el obstaculo
circular.
Cuadrante [ y II
Figura | vy vyo Angulo final Uz fl Uyl Figura | vy vy Angulo final Vg fl Uy fi
10(a) |+ |- [0p==(—h) |+]|+]| 106) |+]|- |br=—(y+0) |+|+
- |- O =—ot[=2081 |- |+ - |- O =—y—0208 | - |+
10(b) |- |- [bp==(¢—=) |+ |+ 100) [+|- |0=-(v+0) |- |+
- |- O ==+ =280 | + | + + |- [ Or=—v—0=2B] |- |+
10c) |- |- [Op=]hl-0 + - 100 [+ |+ ]0==(y+9) |- |+
- | | O =208l |+ | + + - | Op=—y—0=28] |- |-
10d) |+ |- [0;=]1]—¢ + -] 0h) |+ +|0==(1+¢) |+ ]|+
- | | O =20Bl+ =0 |- |+ - |- |0 =—v—0208] |- |-
Cuadrante III y IV
Figura | vy vyo Angulo final Vg fl Uy Figura | vy vyo Angulo final Ugfl Vyf
100) |+ |+ |0r=]]+¢ + |- | 10(m) |+ |+ |0;=0—~ + |-
- |+ |0 =hl+o+2 |- |- || 8r=o-arsl |- |-
10G) |+ |+ |0r=hl+o -l 10@) - |+ =0 + |-
|40 = o2 |- |- o —o—yr 28l |+ |-
10(k) |+ |- | 0;=[+¢ - |- | 10(0) |- |+ |b==(v=90) |+ ]|+
|+ 0 =hl+or2l |- |+ |- o =28-0-9) | + |-
101) | +1- | 0r=Nl+0 +- | 0p) [+ +|0==(r—0) |+]|+
|+ |0 =hlroras |- |+ |- o =28-0-0) |- |-

En la Fig. 11 se muestra la dinamica cadtica para las trayectorias de la particula,

con 50 reflexiones sucesivas en la Fig. 11(a) y 100 en la Fig. 11(b). En ambos casos las
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condiciones iniciales de posicién y velocidad del lanzamiento fueron: (0, —1), v,o = 0.8

y vyo = 0.5, respectivamente. El radio del obstaculo circular es de r = 0.5.

(b)

Figura 11. Trayectoria de la particula con (a) 50 iteraciones y (b) 100 iteraciones.
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Capitulo I1I

METODOS NUMERICOS

En este capitulo se describe el Método de la Ecuacién Integral (IEM) y el Método de
Diferencias Finitas (FDM), los cuales son métodos numéricos rigurosos que permiten el
analisis de los sistemas electromagnéticos propuestos en este trabajo de investigacion.
El TEM se desarrolla y aplica para calcular, en particular, el potencial electrostatico
presente en el condensador eléctrico para las dos geometrias propuestas. Una vez es-
tablecido el potencial, éste a su vez nos va a permitir conocer el campo eléctrico generado
entre las superficies conductoras. Por su parte, el FDM nos permitira realizar el calculo
de las trayectorias de las particulas cargadas bajo la influencia de un campo eléctrico

inhomogéneo para los sistemas de estudio.

III.1. Consideraciones preliminares

En este trabajo de tesis consideramos dos sistemas electromagnéticos. Para modelar
el primero de ellos, consideramos dos superficies conductoras y periédicas de tipo si-

nusoidal separadas un ancho b, como se muestra en la Fig. 12. Los perfiles superior e
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inferior estan representados, respectivamente, por las funciones armonicas:

y1(x) = b+ Acos (2rz/P), (37)

yo(z) = Acos 2mx/P + 1), (38)

donde A representa la amplitud de la ondulacién, P es el periodo y r es una diferencia
de fase entre los perfiles. El sistema considerado es bidimensional, es decir, es invariante

en la direccién z.

i = v, (x)

Pl Nc
: v -

Ty, (X)

Figura 12. Descripcién grifica de un condensador formado por superficies sinusoidales
infinitas de periodo P en el plano z-y.

La regién entre las placas se supone vacia. Ademads, las placas estan sometidas a
un potencial U; en la placa superior y otro Us en la inferior, que fija la diferencia de
potencial entre las placas en un valor de AU = U, — U;.

El segundo sistema esta formado por dos placas plano paralelas que encierran un
arreglo periédico de inclusiones cilindricas circulares. Las superficies involucradas son
materiales conductores y el medio entre las placas y las inclusiones es vacio. La geo-
metria del sistema se muestra en la Fig. 13, donde P es el periodo del condensador
en la direccion x, b es la distancia entre las superficies planas y a es el radio de cada
inclusién circular. De manera similar, se establece un potencial U; en la placa superior,

otro Us en la inferior y un potencial Us en cada inclusion.
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P

Figura 13. Descripciéon grafica de un condensador formado por superficies plano paralelas
infinitas y un arreglo de inclusiones cilindricas circulares de radio a en el plano z-y.

El primer paso en el analisis de los sistemas es establecer el potencial y el campo
eléctrico en la regién vacia entre las placas conductoras; ya que la geometria consider-
ada en los sistemas da lugar a un potencial y a un campo eléctrico inhomogéneo. Este
problema implica la solucién de la ecuacion de Laplace cuando se especifican las condi-
ciones de frontera para el potencial electrostatico. En seguida nos interesa observar la
evolucion de la trayectoria de una particula cargada que es lanzada con condiciones
iniciales de posicién, (zg,y0), y velocidad, (vgo,vy0), conforme va chocando con las

paredes.

III.2. Meétodo de la Ecuacién Integral

Para los dos sistemas considerados en este trabajo, el método integral se basa en resolver
numéricamente la ecuacién de Laplace a partir de ecuaciones integrales (Mendoza-
Sudrez and Villa-Villa, 2010). El IEM parte del segundo teorema integral de Green,
de donde se obtienen ecuaciones integrales acopladas que involucran como incégnitas:
el potencial eléctrico y su derivada normal, evaluadas en los perfiles considerados. La
discretizacion de las ecuaciones permite pasar de un sistema de ecuaciones integrales a

un sistema de ecuaciones algebraico, cuya solucion determina las funciones fuente. Una
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vez calculadas las fuentes es posible calcular el campo eléctrico del sistema de estudio.

II1.2.1. Ecuacion de Laplace

En primer lugar, vamos a obtener la ecuacion diferencial que satisface el potencial
U = U(x,y) en la regién situada entre las placas. Para ello, es necesario tener en cuenta
que en esta regién no puede haber cargas libres, con lo cual, la expresion diferencial del

teorema de Gauss en dicha regién toma la forma
V-E=0 (39)

y la ley de Faraday como

V xE=0. (40)

La Ec. (40) implica que existe un potencial escalar U, de tal manera que
E=-VU(z,y). (41)
Entonces, sustituyendo la Ec. (41) en la Ec. (39), obtenemos
V-E=V-(-VU(2,9)=0 = V?U(x,y)=0, (42)

lo cual nos indica que el potencial satisface la ecuacién de Laplace en la regién vacia
entre las placas del condensador. Para el caso de un condensador compuesto por dos
placas conductoras plano paralelas (sin inclusiones), la ecuacién de Laplace se puede

resolver facilmente en coordenadas cartesinas, obteniéndose la solucion exacta:

U, — U, _AU
Y b

U(w,y):—( 7 +Us = ——y+ Uy, (43)

donde se ha considerado las siguientes condiciones de frontera dadas en las superficies

conductoras

U(%yﬂyl(gg):b =U vy U($’y)|y2(;¢):o =Us. (44)
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Sobre la base de este caso, obtendremos la solucién de la ecuacién de Laplace para una

superficie de forma arbitraria.

I11.2.2. Funciéon de Green para la ecuacién de Laplace

Consideremos los problemas geométricos mostrados en las Figs. 12 y 13. En este caso
el potencial es no homogéneo y por lo tanto, su cédlculo es complejo. Entonces, para
resolver el problema consideremos una funcién de Green, G(r,r’), que depende de las
coordenadas cartesianas de un punto de observacién r y de un punto fuente r’. La

funcién de Green para la ecuacion de Laplace satisface
V2G(r,r') = =§(r — 1), (45)
donde §(r — ') es la delta de Dirac. La delta de Dirac estd definida como sigue:

oo si(ay) = (L y),
d(r—1') = (46)

0 si(z,y) # («,y),
donde r = (z,y) y v’ = (2/,¢/).
Es bien sabido que una posible funcién de Green para la Ec. (45) estd dada por la

funcién logaritmica (Arfken et al., 2012):

1 1
Glr,w) = —5 -l = x| = 5l o =P+ (y — /)% (a7)

que bésicamente es el potencial generado en el punto de observacién (x,y) por una
distribucién de carga eléctrica lineal y uniforme (A = ;). Esta distribucién de carga

eléctrica estaria extendida a lo largo del eje z y pasaria por el punto fuente (z’,1/).
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I11.2.3. Representacion integral de la ecuacién de Laplace

Multiplicando la Ec. (45) por U(r), restando G(r,r’) veces la Ec. (42) e integrando

sobre una superficie arbitraria R (r € R), obtenemos

/R [U(r)V?G(r,r') — G(r,x')V?U(r)] da = / —0(r —r")U(r) da. (48)

R
Usando UV?G — GV?U = V - (UVG — GVU) y el teorema de Green bidimensional,

obtenemos

r rr U(r) sireR,
j’{ (G(r,r')‘w( ) _ U(r)m) ds = (49)
o on on 0  sir¢R

donde OR es el contorno que encierra a la superficie R, ds es la longitud de arco, n es
la normal hacia afuera de la superficie y 9/0n = n - V denota la derivada normal.

En la Ec. (49), la funcién de Green G(r,r’) y su derivada normal dG(r,r’)/0n son
variables conocidas. El potencial U(r) y su derivada normal OU (r)/0n son las incognitas
a determinar. Entonces, a partir de la Ec. (49) podemos formular un método numérico
que nos permita obtener las funciones fuente (el potencial y su derivada normal) a
través de las ecuaciones integrales. A partir de este resultado, serd posible calcular el

campo eléctrico generado entre las superficies conductoras.

Para desarrollar el algoritmo para resolver numéricamente la Ec. (49), usamos el caso
en el que el punto de observacién r = (z,y) estd a fuera de la regién R. Especificamente,
usaremos puntos que estén infinitesimalmente separados del contorno dR. Estos puntos

estan representados como
(z,y) = (l’, +eng,y + 5ny)7 (5())

donde ¢ es un infinitesimal positivo, (n,,n,) es la normal hacia afuera de la superficie

y (2',y) es un vector del perfil R, como se muestra en la Fig. 14.
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&>

OR

Figura 14. Eleccidn del punto de observaciéon r, muy cerca de la superficie representada por
OR.
Con esta eleccion, se tiene que el lado derecho de la Ec. (49) es igual a cero. Entonces

la ecuacién integral se reduce a resolver

]iR (G(r, ') 0(;7(11‘) - U(r)%) ds = 0. (51)

Una vez determinadas las fuentes, podremos regresar a la Ec. (49) y obtener el potencial

U(r) para cuando el punto de observacion esté dentro de la regién R.

I11.2.4. Discretizacion de las ecuaciones integrales

Debido a que no es posible resolver de manera analitica el sistema de ecuaciones inte-
grales acopladas de la Ec. (51), recurrimos a una discretizacién del sistema. Para esto
es necesario convertir las ecuaciones integrales obtenidas en un sistema de ecuaciones
algebraico que se puede resolver por medio de métodos numéricos matriciales. Para ello

consideremos concretamente los dos sistemas que deseamos analizar.

Condensador eléctrico con placas sinusoidales

Comenzamos con el primer sistema el cual consiste en un condensador eléctrico formado

por dos superficies sinusoidales y periddicas. Para realizar la discretizacion de la Ec.
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(51) se aprovecha la periodicidad del sistema tomando una celda unitaria. Esta celda

unitaria es un periodo del perfil sinusoidal como se muestra en la Fig. 15.

- A7 i y](x)/_
Sl I g &

}.f

%
7
(%]
i.?
P

Figura 15. Celda unitaria ondulada que esta limitada por los contornos I'y, I'y, '3 y I'y.

La geometria de la celda unitaria de la Fig. 15 puede ser descrita por la repre-
sentacién de puntos a lo largo del contorno I' = I'y + I's + I'3 + 'y con coordenadas
cartesianas (z(s),y(s)) como funciones paramétricas de la longitud de arco s; asi como
de sus derivadas de primer (2/(s),y'(s)) y segundo (z”(s),y"(s)) orden. Para cada con-
torno I'; corresponde un vector normal n; que apunta hacia afuera de la celda unitaria.
Para resolver la Ec. (51) se realiza una discretizacién en el contorno I';, dividiendo el
contorno I'; en N; pequenos segmentos de longitud de arco s. Sea n = ny +ng +ns+ny
el nimero total de puntos en la celda unitaria que corresponden a cada uno de los
contornos I';. De este modo, la Ec. (51) puede expresarse como sumas sobre pequeilos
intervalos y si As; es suficientemente pequeno, entonces podemos considerar que el
potencial U; y su derivada normal ‘g—g‘s:sj son aproximadamente constantes entre dos
puntos consecutivos de la discretizacion y por lo tanto podriamos sacarlos de las inte-

grales. Con esta hipétesis podemos representar la integral de la Ec. (51) de la siguiente
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manera:
oU (r) -
G(r, 1) ds = L F}, (52)
# cenZ > Lf
0G(r,1’) =
Ulr)———=ds =~ N;,;U;, (53)
9R an ]Zl 3~
donde F; = g—g!szs es la derivada normal del potencial electrostatico evaluada en el

J

J-ésimo punto, U; es el potencial evaluado en el j-ésimo punto. Evaluando las integrales
de las Ecs. (52) y (53) en el punto de observacién r = r;, definiremos los elementos de

matriz L;; y N;; como:

Sj#»%
f— 1 . A. /
L = ll_l}(l) - G(r; +eng, r')ds, (54)
i3 901 + eh 1/
Ny = lim P0Gt ) (55)
e—0 Sj_% on

Resulta que L;; y N;; (ver Apéndice A) estan dados por:

Ly — <—§) In(Ry)(1 = 5iy) — 2 1o (E) 55 (56)

2w 27 2e
As\ . Ry 1 As,. o
Nij = <§> n; - R_Z?j(l — 0y5) + (5 + oy 'tj)) 0ijs (57)

donde
Ry = /(i =0y + (s — )2 (59)
n; - Ry = —y/'(s)(wi — ;) + 2'(s) (v — v), (59)
iy £ = 2/ (s)y"(s) — y/(s)2"(s). (60)
Asimismo, en las Ecs. (59) y (60) hemos definido #’(s) = 56/(8)’5:5-’ 2l(s) = x”(s)|szs_,

y asi sucesivamente.

Ahora aplicando la discretizacién en las Ecs. (52) y (53) para el sistema se obtiene
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el siguiente sistema de ecuaciones algebraico:

ni ni+ng
> [LswFim — NuwUiw) + D [LuaFie — NyoUie] + (61)
j=1 j=ni+1
ni+n2+ns ni+nz+nz+ng
> [LuwFie — NjeUs]+ Y. [LiwFiw — NywUiw)] =0,
Jj=ni+n2+1 j=ni+ng+nz+1
donde i = 1,2,--- ,ny + ny + ng + ng y el subindice entre paréntesis hace referencia al

perfil. Luego, en los perfiles I's y I'4 las condiciones de periodicidad se pueden expresar

Ulz,y) =U(x+ P,y), (62)
oU(z,y)  OU(x+ P,y)
on on ' (63)

Por otro lado, las condiciones de frontera de los perfiles armoénicos I'; y I's son respec-

tivamente:
U(‘Tﬂy)|y1(m) =U vy U(:E,y)\w(x) = Us. (64)
Entonces, la Ec. (61) se puede reescribir como el sistema lineal e inhomogéneo de

ecuaciones algebraicas,
n1 n1+n2 ni1+n2+ns
d LimFio+ Y. LioFo+ Y, (Lije — Lijw) Fie
j=1 j=ni1+1 j=ni+n2+1

ni+nz+ng+ng

= Y (Nye + Nyw) Ujs) = b, (65)

Jj=ni+n2+nz+1

donde el término no homogéneo b;, esta dado por

ni ni+ng
bi=U1Y Ny+Uz » Ny (66)
j=1 j=ni+1

En forma matricial el sistema de ecuaciones algebraico seria:

7(2) 3(2) _ 2444 (67)
0 0 (Lije) — Lijw) 0 Fis) 0

0 0 0 (Nija) + Nijy) | \Ujs) 0
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Condensador eléctrico con placas plano paralelas que contiene

inclusiones cilindricas circulares

En la Fig. 16 se muestra el siguiente sistema a analizar, el cual es un condensador
eléctrico formado por dos placas conductoras paralelas y un arreglo de inclusiones
cilindricas circulares que involucran un material conductor. De igual manera con el
objetivo de disctretizar la Ec. (51) para este sistema, se toma una celda unitaria, la
cual estd delimitada por los limites laterales I'y y I's y las placas conductoras por los
limites superior e inferior dados por I'y y I's, respectivamente. Esta region contiene la

inclusion circular con un perfil dado por I's.

Y
_________ Fl F
'y ' b
I =
FZ
P

Figura 16. Celda unitaria que esta limitada por los contornos I'y, I'y, I', I'y y I's.

Con un andélisis andlogo al realizado en el apartado anterior llegamos al siguiente

sistema de ecuaciones algebraicas:

ni n1+ng ni+n2+ns3 nit+nz+nz+ng
Y LimFio+ Y. LieFeo+ Y, LieFie+ Y,  (Liw— Lije) Fa
7=1 j=ni1+1 j=ni+no+1 j=ni+n2+nz+1
ni+nz2+nzg+ng+ns
- >, (Nije) + Nijs)) Ujiay = b, (68)

j=n1+nz+nz+ng+1
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donde el término no homogéneo b;, esta dado por

ni ni+n2 ni+n2+n3
b; = Uy ZNij + U Z Nij + Us Z Nij, (69)
j=1 j=ni1+1 j=ni+no+1

coni=1,2-+- ny+ny+ng—+ng+nsen la Ec. (68).

En forma matricial el sistema de ecuaciones algebraico seria de la forma:

Lijay O 0 0 0 Fiq) UiNij
0 Lijg O 0 0 Fje Ua Ny
0 0 Lya) 0 0 Fisy | = | UsNy
0 0 0 (Lijw — L) 0 i 0
0o 0 0 0 (Nijewy + Nij) ) \Ujay 0

(70)

I11.3. Método de Diferencias Finitas

Ahora consideremos las particulas cargadas moviéndose por el tunel formado por las
placas del condensador en donde estd establecido un potencial inhomogéneo dependiente
de la posicion de la particula. Es bien conocido que las trayectorias de una particula car-
gada inmersa en un campo eléctrico uniforme no son afectadas por el campo eléctrico.
En este caso, la trayectoria solamente dependera de las condiciones iniciales de veloci-
dad (vs,v,) y de posicién (zo,yo). Calcular la trayectoria de una particula cargada en
presencia de un campo eléctrico no homogéneo (como es el caso de los sistemas con-
siderados en este trabajo) es un problema mas complicado y no puede resolverse de
manera analitica. Por lo tanto, es necesario recurrir a métodos numéricos con los que
se pueda hacer una buena aproximacién. El método numérico que emplearemos es el
Método de Diferecias Finitas.

Consideremos la tarea de encontrar la posicién de la particula, r(t), como funcién
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del tiempo, dadas las condiciones iniciales de posicién y velocidad: r(t = 0) = ry y
v(t = 0) = vy, respectivamente. Si la particula cargada se mueve en presencia de un

campo eléctrico, entonces la fuerza F que actia sobre ella es
F = ¢E, (71)

donde ¢ es la carga de la particula y E es el campo eléctrico en la region vacia entre las
superficies conductoras. Entonces, la trayectoria de la particula cargada moviéndose
en presencia del campo eléctrico E puede ser encontrada a partir de la segunda ley de
Newton,

d*r

F=miE
e

(72)
donde m es la masa de la particula y d?r/dt® es su aceleracién y F es la fuerza total
que actua sobre ésta. En este caso, consideramos que la uinica fuerza que actia sobre la
particula es la fuerza eléctrica. Es necesario precisar que lo anterior es valido mientras
la particula no choque con alguna de las placas del condensador, porque cuando choca
aparece una fuerza extra impulsiva que habria que considerar. Un modelo usual para
considerar el impacto es suponer que se realiza un choque eldstico, por lo que la particula
tiene una energia cinética después del impacto igual a la que tenia antes del impacto.
Ademas, localmente rebota cumpliendo una “ley de la reflexién” en donde el angulo de
reflexion es igual al de incidencia para el caso plano.

De esta forma, para conocer la trayectoria de una particula de masa m y carga
q cuyas condiciones iniciales de posicion y velocidad son dadas, podemos resolver

numéricamente la Ec. (72) por el método de diferencias finitas.

Las ecuaciones de movimiento serian:

dv
—_ —F=¢E 73
m—, qE, (73)
d
v=2" (74)

=
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Las cuales podemos discretizar de la siguiente manera

v(t+At+%)—v(t+%)+W&, (75)
r(t + At) =r(t) + v(t + At)At, (76)

donde r es el vector de posicion en el plano z—y. En las ecuaciones anteriores At es un
transcurso de tiempo suficientemente pequeno como para que la trayectoria obtenida
numéricamente tenga un aspecto de curva continua a la hora de ser representada. Para
esto basta con elegir a At como una cantidad pequena en relacién a un tiempo carac-
teristico en el sistema. Las Ecs. (75) y (76) permiten encontrar la posicién y velocidad
en un tiempo “futuro” dando estas propiedades en un tiempo “presente”. Ademas el
célculo de la posicién y la velocidad deben estar “defasados” en un tiempo At/2 para

darle estabilidad numérica al método.
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Capitulo IV

RESULTADOS

En este capitulo se presentan los resultados numéricos obtenidos para cada sistema
considerado. Para ello se utilizé la implementacion del método de la ecuacion integral y
el metodo de diferencias finitas en el lenguaje de FORTRAN. Para formar los sistemas
considerados se utilizé6 un conjunto de puntos finitos, donde se usé6 un muestreo con
una resoluciéon ds = 1/40 para los puntos que modelan los perfiles de las placas del
condensador y dt = 1/45 para los puntos de la trayectoria de la particula. Para realizar
las pruebas, se tomo una celda unitaria arbitraria del condensador y se observé lo que
ocurre en ella. El algoritmo esta disenado para que una vez que la particula llegue a
un extremo de la celda unitaria ésta vuelva a entrar a la celda, al inicio si v, > 0 o al
final si v, < 0. Cabe resaltar que esto se puede hacer debido a la periodicidad de los

sistemas que estamos tratando.
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IV.1. Condensador eléctrico con placas sinusoidales

Potencial electrostatico

Una vez obtenido el potencial eléctrico, U(x,y), por medio del IEM calculamos el
campo eléctrico a través de la relacién que existe entre ellos: £ = —VU(z,y). En la
Fig. 17, se muestra el potencial y el campo eléctrico para un condensador con placas
planas de amplitud A = 0.0 (Fig. 17 (a) y Fig. 17 (d), respectivamente); otro con
placas onduladas de amplitud A = 0.177 (Fig. 17(b) y Fig. 17 (e), respectivamente)
y uno mdas de placas onduladas de amplitud A = 0.087 (Fig. 17 (c) y Fig. 17 (f),
respectivamente). En los tres casos se utilizé un ancho b = 7 y una longitud L = 47 en
las Figs. 17 (a) y (c); mientras que en la Fig. 17 (b) la longitud fue L = 2.

Como se muestra en la Fig. 17 las condiciones de frontera se cumplen, lo que le
da validez al método numérico desarrollado. Ademads, en las Figs. 17 (d), (e) y (f) se
cumple que las lineas de campo eléctrico van siempre de la placa con carga positiva a
la placa con carga negativa. Estos resultados muestran que para un condensador con
placas onduladas Figs. 17 (e) y (f) el campo eléctrico deja de ser uniforme, haciendo
evidente que la intensidad del campo y, por lo tanto, la fuerza que actia sobre una

particula sera diferente en cada punto.
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Figura 17. Potencial eléctrico para un condensador de (a) placas planas (A = 0), (b) placas
sinusoidales de amplitud A = 0.177y (c¢) A = 0.087. Campo eléctrico para un condensador
con amplitud (d) A =0, () A=0.17Try (f) A= 0.087.

IV.1.1. Trayectorias de particulas

Primero realizamos la simulacion de la trayectoria que sigue una particula cargada con
una cierta velocidad inicial, dentro del condensador bajo cuatro condiciones distintas
de lanzamiento y de geometria del condensador. El primer lanzamiento, Fig. 18 (a),
se realizé dentro de un condensador de placas planas y paralelas (A = 0) con las
condiciones iniciales de velocidad v, = 0.3, v, = 1.0. En el segundo lanzamiento, Fig.
18 (b), se consideré placas onduladas de amplitud A = 0.087 y condiciones iniciales
de velocidad v, = 0.2, v, = —0.6. En el tercer caso, Fig. 18 (c), se utilizaron placas
onduladas de amplitud A = 0.147 y una velocidad inicial v, = 0.48 y v, = 1.24.

Finalmente, en el ultimo lanzamiento, Fig. 18 (d), se consideraron placas onduladas
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con amplitud A = 0.25 y velocidad inicial de v, = 0.5 y v, = 1.0. La condicion
inicial de posicién, (zo,yo), fue (0.05,0.50) (Figs. 18 (a) y (b)), (0.05,0.0) (Fig. 18
(c)) v (0.05,0.7b) (Fig. 18 (d)). Los pardmetros del condensador fueron: ancho b = T,
periodo P = 27, diferencia de fase r = m, longitud L = 27 (1 periodo) (Figs. 18 (a),
(b) v (¢)) v 2 periodos (Fig. 18 (d)). Con condiciones de frontera U; = 0.7, Uy = —0.7
(Fig. 18 (a)); Uy = 0.2, Uy = —0.2 (Fig. 18 (b)); U; = 0.5, Uy = —0.5 (Fig. 18 (¢)) vy
U, = 1.0, Uy = —1.0 (Fig. 18 (d)).

4 (a) 4! (b)
3
2
>
1
0
-1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6
X X

X X

Figura 18. Trayectorias de una particula con v, > 0 para (a) condensador plano con
A =00, v, = 0.3, v, = 1.0 y (c) condensador ondulado con A = 0.147, v, = 0.48,
v, = 1.24. Trayectorias de una particula con v, < 0 para (b) condensador ondulado con
A=0.08r, v, =02, v,=—-0.6y (d) A=0.25 v, =0.5, v, = —1.0.

Como se muestra en la Fig. 18 (a), en el caso plano la particula describe un

movimiento uniformemente acelerado al entrar al interior del condensador; debido a
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que esta bajo la influencia de un campo eléctrico uniforme generado por el conden-
sador. Ademas podemos observar que la particula describe un movimiento en forma
de parabola como ya es conocido. En las Figs. 18 (b), (¢) y (d) se aprecia como la
trayectoria de la particula sigue un movimiento en forma parabdlica también, sin im-
portar las condiciones iniciales del lanzamiento. Pero es notorio que la trayectoria de la
particula es influenciada por las ondulaciones de las placas del condensador, a diferencia
del caso plano paralelo. Cuando la particula se aproxima a la ondulacién en las Figs.
19 (b), (¢) y (d), se puede observar como se ve influenciada la trayectoria debido a la
ondulacién. Entonces, podemos decir que entre mas cerca se encuentre la particula de
la placa ondulada mayor sera la influencia de ésta sobre la dindmica de la trayectoria
de la particula.

En las siguientes graficas (Fig. 19) se muestra la evolucién temporal de una particula
con diferentes condiciones iniciales. Para obtener las gréficas, en la Fig. 19 (a) se utilizd
un condensador con una amplitud de A = 0.0 y un potencial eléctrico con un valor de
Uy = 0.5, Uy = —0.5. La particula inicia su movimiento en el punto (0.2,0.5b) con
velocidad inicial v, = 1.9,v, = 1.3. En seguida (Fig. 19 (b)), consideramos una
amplitud de A = 0.2 manteniendo el mismo valor del potencial. La particula se lanzo
con una velocidad v, = 0.5, v, = 1.1 en la posicién (0.5,0.5b). En el caso de la Fig. 19
(¢) consideramos una amplitud A = 0.177 y un valor de U; = 0.2, Uy = —0.2 para el
potencial eléctrico y la particula se lanzé con una velocidad de v, = 0.4,v, = —0.9 en la
posicién (0.5,0.7b). Finalmente, en la Fig. 19 (d) se consideré una amplitud A = 0.3 con
potenciales U; = 0.25, Uy = —0.25. En este caso la particula fue lanzada en la misma
posicién inicial que la Fig. 19 (¢) con una velocidad inical v, = 1.5,v, = —1.8. Los
parametros usados para formar el condensador fueron: ancho b = m, periodo P = 2,

longitud L = 27 (1 periodo) en las Figs. 19 (a), (¢) y (d) y L = 47 (2 periodos) para la



o4

Fig. 19 (b). Las gréficas (c¢) y (d) involucran ondulaciones donde la diferencia de fase

utilizada fue r = 7.
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Figura 19. Trayectorias de una particula en un condensador con amplitud (a) A = 0.0, (b)
A=02 (c) A=017ry (d) A=0.3.

En la Fig. 19 (a) la particula experimenté 34 colisiones para las cuales se consideré
8,100 puntos. Por su parte, en la Fig. 19 (b) se presentaron 62 colisiones con 20,500
puntos. En el caso de la Fig. 19 (c) ésta muestra 48 colisiones utlizando 13,530 puntos
y finalmente, en la Fig. 19 (d) se puede observar que la particula colisioné 102 veces
con 13,510 puntos. A medida que se incrementa el nimero de puntos eventualmente
todo el espacio accesible en la superficie del condensador es cubierto por la trayectoria
de la particula siguiendo patrones caracteristicos.

Ahora, estamos interesados en determinar la evolucion de n particulas inyectadas

simultaneamente en el condensador. Las particulas son inyectadas por N fuentes que
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estdn uniformemente distribuidas a lo largo del eje x. Las fuentes tienen por origen
el punto (zy,b/2), donde xy es la posicién horizontal correspondiente a cada una de
las N fuentes y b es el ancho del condensador. Cada fuente inyecta n particulas con
una distribucion angular que esta entre 270° y 90°, como se ilustra en la Fig. 20. De
las n particulas, n/2 se lanzan de tal manera que su primer colisién sea con la placa
superior y las otras n/2 restantes sea con la placa inferior. Por lo tanto, el angulo esté

determinado por

0 = arctan <@>, (77)

Uy
donde v, y v, son las componentes de la velocidad sobre el eje z y y, respectivamente.

Ademas, se tiene que v, = vcos (f) y v, = vsin (6).

_1 1 | | | | 1
0 2 < 6 8 10 12

Figura 20. Distribucién angular de dos fuentes con 16 particulas cada una en un condensador
con parametros: A =0.04, b=7wy L = 4.

IV.1.2. Mapas de Poincaré

Para analizar la dinamica de las particulas construimos los mapas de Poincaré. Para

trazar las secciones de Poincaré, elegimos el par conjugado (z, p,), donde z es la posicién



56

de la particula en el eje z, p, = v cos a es el momento en la direccién z y v es la magnitud
de la velocidad. « es el angulo con el que avanza la particula conforme transcurre el
tiempo, dado por la Ec. (77). En los puntos de colisién con los perfiles a = 3, que es
el angulo de reflexién. Para obtener las graficas de Poincaré, consideramos P = 27 y

L = 67 en todos los casos. Los valores de x considerados estén en el intervalo [0, 1].

Condensador con ancho b = 2.0

Consideremos primero el caso de un condensador de placas planas con potencial elec-
trostatico U = 0 (Fig. 21 (a)). En seguida, consideremos una pequena amplitud de
ondulacién en las placas del condensador de A = 0.08 para tres variaciones del poten-
cial: U =0 (Fig. 21 (b)), U =10.2| (Fig. 21 (¢)) y U = |0.9| (Fig. 21 (d)). En todos
los casos se utilizaron 6 fuentes con 20 particulas.

En la Fig. 21 (a) podemos observar que en el caso cldsico, no existe comportamiento
cadtico como era de esperarse. La trayectoria no sufre alteraciones debido a la reflexion
local en el choque y a que no existen fuerzas externas en el sistema. Se observa en la
Fig. 21 (b) para el caso de un potencial eléctrico nulo con una pequenia amplitud de
ondulacién, una dindmica similar como en el caso de un condensador con placas plano
paralelas. Mientras que en las Figs. 21 (c¢) y (d) presentan la formacién de islas o ciclos

limite, con la presencia del campo eléctrico.



o7

Figura 21. Mapas de Poincaré para un condensador con amplitud (a) A =0, (b), (c) y (d)
A = 0.08 con los potenciales (a) U =0, (b) U =0, (c) U =10.2] y (d) U = |0.9].

Condensador con ancho b= 1.0

Ahora se considera un ancho més pequeno manteniendo la misma amplitud que el caso
anterior, A = 0.08, bajo dos variantes para el potencial eléctrico. Los valores utilizados
fueron: U = 10.6| (Fig. 22 (a)) y U = |1.5] (Fig. 22 (b)). En ambos casos se utilizaron

6 fuentes con 20 particulas lanzadas en la posicién y = 0.520.

Figura 22. Mapas de Poincaré de las trayectorias de particulas en un condensador con placas
onduladas de amplitud A = 0.08 y ancho b = 1.0 para los potenciales (a) U = [0.6] y (b)
U =]1.5|.
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En la Fig. 22 se puede observar que a medida que se incrementa el valor del potencial
eléctrico se observan mas trayectorias cerradas. Las trayectorias cerradas representan

particulas que se encuentran atrapadas en el condensador.

Condensador con ancho b = 0.157

En la Fig. 23 se presenta la dindmica de las particulas dentro del condensador al variar
la amplitud de la ondulacién en las placas y manteniendo fijo el valor del potencial
eléctrico. En las Figs. 23 (a) y (c¢) se usé un potencial de U = |0.2| para las amplitudes:
(a) A =10.021 y (c) A = 0.0457. Asf mismo, en las Figs. 23 (b) y (d) se considerd
un potencial de U = |0.6] para las amplitudes: (b) A = 0.027 y (d) A = 0.0457.
Se utilizaron 6 fuentes en el condensador con (a) y (b) 20 particulas y (¢) y (d) 19

particulas.

Figura 23. Mapas de Poincaré de las trayectorias de particulas en un condensador con placas
onduladas de amplitud (a) y (b) A = 0.027, (c) y (d) A = 0.0457 para los potenciales (a)
y (¢) U =10.2|, (b) y (d) U = |0.6]. En todos los casos el ancho es b = 0.157.

En las Figs. 23 (c¢) y (d) se muestra que al hacer la amplitud mayor los ciclos limite
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son mas notorios. En este caso las trayectorias caen a ciclos limite rapidamente, atn
con un campo eléctrico pequeno. Por lo tanto, la amplitud de la ondulacién en las
placas desempena un papel importante en el comportamiento de las particulas.

Hasta ahora se ha considerando una diferencia de fase fija entre las placas del con-
densador con un valor de » = 0. Entonces, ahora vamos a analizar el comportamiento
de las particulas al variar el parametro de la diferencia de fase entre las placas del
condensador. En la Fig. 24 se pueden apreciar secciones de Poincaré obtenidas con
A=002m,b=0.15my U = [0.81| para (¢) r =0, (f) r =7y (g) » = 37. Ademas,

para estos calculos se utilizaron 19 particulas lanzadas en la posicion y = 0.520b.

Figura 24. Mapas de Poincaré para un condensador con amplitud A = 0.027, ancho
b = 0.157, potencial U = |0.81| y diferencias de fase (a) r =0, (b) r =7y (c) r = 3m.

Para el caso r = 0 (Fig. 24 (a)) el comportamiento es semejante al de los casos
anteriores; es decir, se puede observar érbitas elipticas bien definidas. Para una diferen-
cia de fase de r = 7, podemos ver de la Fig. 24 (b) que las elipses comienzan a

deformarse. Si aumentamos mds la diferencia de fase a r = 37 (Fig. 24 (c)) se modifica
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la dindmica de las particulas aiin mas en comparacion con el caso sin diferencia de fase.

Esto permite la presencia de un comportamiento cadtico para las particulas.

IV.2. Condensador eléctrico con placas plano para-
lelas que contiene inclusiones cilindricas cir-

culares

Potencial electrostatico

En la Fig. 25 se presentan los resultados del potencial y el campo eléctrico asociado para
un condensador formado por dos superficies planas y paralelas que contiene un arreglo
periédico de inclusiones cilindricas circulares. Para este sistema hemos considerado los
siguientes pardmetros: longitud L = 27, ancho b = 27, radios a = 0.27 (Fig. 25 (a)),
a = 0.307 (Fig. 25 (b)) y a = 0.327 (Fig. 25 (c)).

De la Fig. 25 se puede observar que para el campo eléctrico, de nuevo, se sigue
cumpliendo que las lineas de fuerza van de la superficie con carga positiva a la superficie
con carga negativa. También, se puede corroborar que la intensidad del campo esta de
acuerdo con las condiciones de frontera consideradas, siendo notoria la perturbacién
que sufre el campo de potencial debido a la presencia de la inclusion. Ademas, nétese
que en todos los casos se cumplen las condiciones de frontera, lo cual implica la validez

del método numérico empleado.
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Figura 25. Potenciales eléctricos obtenidos con (a) Uy = —1, Uy = —1, U3 = 0.5y

a = 0.27’(’; (b) U1 = 06, U2 = 06, U3 =—-03 Yy a= 0.3071'; (C) U1 = 2, U2 = —2, U3 =1
y a = 0.327. (d), (e) y (f) Campos eléctricos correspondientes para cada caso.

IV.2.1. Trayectorias de particulas

Para ejemplificar la descripcién tedrica descrita anteriormente, modelamos la evolucién
de la trayectoria de una particula a través de un condensador de placas plano paralelas
y conductoras que contiene un arreglo periddico de inclusiones cilindricas circulares.
Primero, consideramos el caso simple, un condensador sin potencial; es decir, U; =
Uy = U3 = 0 (Fig. 26 (a)). Los parametros de las superficies del condensador son:
longitud L = 27 (1 periodo), ancho b = 27 y radio de la inclusién circular a = 0.47.
La particula inicia su movimiento en el punto (1.4,0.0) con velocidad inicial v, =
0.2,v, = 0.4. Después, procedemos a considerar la particula en presencia de potencial

(U =0.5,Uy = 0.7y U3 = —0.8) presentado en la Fig. 26 (b).
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(b)

X X

Figura 26. Trayectorias de una particula en un condensador con los siguientes parametros:
L=2mr,b=2m,a=04r, (a) Uy =Uy;=U3 =0, (b) U; =0.5,U; =0.Ty U; = —0.8.
Y valores iniciales para la particula: (a) 9 = 1.4,y0 = 0.0, v, = 0.2,v, = 0.4 y (b)
zo = 0.0,90 = 0.0, v, = 0.4,v, = 0.7.

Con los mismos parametros que se consideraron en el caso anterior para el conden-
sador; pero en este caso la particula inicia su movimiento en el punto (0.0, 0.0) con una
velocidad inicial de v, = 0.4,v, = 0.7.

En los resultados obtenidos en la Fig. 26 (a) podemos observar que entre colisiones
la particula se mueve de manera libre siguiendo una trayectoria rectilinea, como es
caracteristico en un sistema clasico. Mientras que en la Fig. 26 (b), se observan cambios
notables en la trayectoria de la particula. Se puede ver claramente que la presencia del
campo eléctrico modifica la dindmica de la particula, en comparacion con el caso clasico.
Estos resultados y el cumplimiento de las condiciones de frontera muestran que el IEM
da resultados confiables para este sistema.

En las gréficas siguientes de la Fig. 27, se muestran los resultados al considerar la
trayectoria de una particula después de un niimero finito de iteraciones para diferentes

condiciones iniciales.
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Figura 27. Evolucién de las trayectorias de una particula en un condensador con parametros:
b=2r, L =2m (a) a=0.307 (b) a =027, (c) a =0.327 y (d) a = 0.26w. Ademas
con un potencial (a) Uy = Uy = U3 = 0; (b) Uy = 0.5, Uy = 0.4, U3 = —0.8; (c) U; = 0.7,
Uy = —-05 U3 =04y (d) U = —13, Uy = —1.3, U3 = 1.0 y condiciones iniciales
para la particula: (a) zg = 2.6,y = 0.0, v, = 0.2,v, = 0.3; (b) o = 0.0,yp = 3.2,
vy = 0.4,v, = 0.5; (c) zp = 0.0,y0 = 0.0, v, = 0.4,v, = 0.7y (d) o = 2.0,y = 0.0,
v, = 0.3,v, = 0.6.

Considerando nuevamente el caso de superficies sin potencial (Fig. 27 (a)), donde
tomamos en cuenta las condiciones iniciales de posicion y velocidad para la particula de

2.6,0.0) y v, = 0.2, v, = 0.3, respectivamente. Seguido de esto, se procede a considerar
y y g
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la evolucion de la trayectoria al ir variando el valor del potencial. Comenzando con un
potencial eléctrico con un valor de U; = 0.5, U = 04 y U3 = —0.8 en la Fig. 27
(b); la particula inicié su movimiento con una velocidad de v, = 0.4,v, = 0.5 en la
posicién (0.0,3.2). En el caso de la Fig. 27 (c¢) consideramos un valor de U; = 0.7,
Uy = —0.5y U3 = 0.4 para el potencial eléctrico, la particula de lanz6 con una velocidad
de v, = 0.4,v, = 0.7 en la posicién (0.0,0.0). Finalmente, en Fig. 27 (d) se presenta
la evolucién de la trayectoria, usando un potencial eléctrico de Uy = —1.3, Uy = —1.3
y Us = 1.0 y las condiciones iniciales de velocidad v, = 0.3,v, = 0.6 y de posicién
(2.0,0.0). Los calculos fueron realizados con los siguientes parametros para la formacién
de la celda: longitud L = 27 (1 periodo), ancho b = 27, la celda tiene una inclusién
de radios a = 0.307 (Fig. 27 (a)), a = 0.27 (Fig. 27 (b)), a = 0.327 (Fig. 27 (¢)) y
a = 0.267 (Fig. 27 (d)).

En la Fig. 27 (a) la particula experimentd 72 colisiones para las cuales se consideré
25,020 puntos. Por su parte, en la Fig. 27 (b) se presentaron 55 colisiones con 28,250
puntos. En el caso de la Fig. 27 (c) ésta muestra 71 colisiones utlizando 28,400 puntos
y finalmente, en la Fig. 27 (d) se puede observar que la particula colisioné 84 veces con
28,250 puntos. En la Fig. 27 podemos notar que a medida que el nimero de puntos se
incrementa, poco a poco se empieza a cubrir todo el espacio disponible en la celda del
condensador. También, es interesante notar el contraste que existe entre la evolucién
de la trayectoria en presencia de potencial en comparacién del caso clésico (Fig. 27 (a))

que no esta influenciado por un campo eléctrico.

IV.2.2. Mapas de Poincaré

Ahora se presentan los resultados numéricos obtenidos para la evolucion de la trayecto-

ria de n particulas lanzadas de manera simultanea en el condensador. Es preciso men-
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cionar que los mapas de Poincaré se construyeron mediante un razonamiento analogo
al descrito para el sistema anterior. En la Fig. 28 se ilustra la distribucién angular con

la que son lanzadas las particulas para este sistema.

5 ' I ( : : .
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(| |
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Figura 28. Distribuciones angulares de dos fuentes con 16 particulas cada una en un con-
densador con parametros: b =7, L =4ry a = 0.17.

Condensador con ancho b = 0.57

Las primeras pruebas numéricas se realizaron tomando un ancho fijo en el condensador
con un valor de b = 0.5w. Se realizdé primero el caso simple, un condensador con
ausencia de inclusiones, como se muestra en la Fig. 29 (a). Los pardmetros considerados
para realizar el cdlculo fueron: periodo P = 27, longitud L = 4m (2 periodos) y
potencial U; = 0.1, Uy = —0.1. Para dos fuentes con 16 particulas lanzadas en las
posiciones y = 0.5b. Bajo las mismas condiciones del caso anterior, se muestra el
resultado obtenido al considerar la presencia de inclusiones en el condensador, con un
radio de a = 0.067 (ver Fig. 29 (b)). Para un potencial electrostético de U; = 0.1,

Uy =01y Uy =—0.1.
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En la Fig. 29 (a) las particulas presentan una dindmica regular donde no existe
un comportamiento cadtico. Las lineas rectas corresponden a particulas no atrapadas
viajando hacia adelante o hacia atrds sin retorno. Por su parte, en la Fig. 29 (b) se
puede ver que la presencia de las inclusiones modifica la dinamica de las particulas a
diferencia del caso clasico. En el subespacio fase comienzan a formarse ciclos limite.

(@

0 2 4 6 8 10 12
X

Figura 29. Mapas de Poincaré de las trayectorias de particulas en (a) un condensador plano
sin inclusiones y (b) un condensador plano con inclusiones. Para los pardmetros: L = 4,
b=0.5m, (a) Uy =0.1, Uy = —=0.1 y (b) a = 0.06m, U; = 0.1, Uy = 0.1y U3 = —0.1.

En la Fig. 30 se muestran los resultados obtenidos al variar el campo eléctrico en el
condensador con los valores del potencial: (a) y (b) Uy = —0.2, Uy = —0.2, U3 = 0.5,
(©) Uy =07, Uy = 0.5, Uy = 0.9, (d) Uy = —0.1, Uy = —0.1, Uy = 0.3, (e) U; = 1.0,
Uy=10,U3;=—-06y (f) Uy =0.1, Uy = 0.4, U3 = —0.2. Los pardmetros usados para
modelar el condensador son: periodo P = 27, longitud (a) L = 27 (1 periodos), (b), (c)
y (e) L = 4m (2 periodos), (d) y (f) L = 107 (5 periodos). Los radios de las inclusiones
son de (a) a = 0.107, (b) a = 0.067, (¢) a = 0.087, (d) a = 0.107, (e) a = 0.107w y
(f) @ = 0.087. En todos los casos se utilizaron 14 particulas lanzadas en las posiciones

y = 0.5b.
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Figura 30. Mapas de Poincaré para un condensador plano con ancho b = 0.57 y potenciales
eléctricos (a) y (b) Uy = —0.2, Uy = —0.2, U3 = 0.5; (c) U; = 0.7, Uy = —0.5, U3 = 0.9;
(d) U1 = —0.1, U2 = —0.1, U3 = 03, (e) Ul = 10, U2 = 10, Ug =—0.6 Yy (f) U1 = 01,
Uy=04, U3 =-0.2.

En la Fig. 30 se puede observar que el comportamiento de las trayectorias sigue una
tendencia hacia la formacién de ciclos limite debido a la presencia del campo eléctrico.
También, nétese que entre més grande es el radio de la inclusion, se forman érbitas
elipticas y las islas se vuelven mas notorias a medida que el valor del potencial es

aumentado.
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Condensador con ancho b = 0.27

Ahora vamos a hacer un andlisis similar que el anterior, para un ancho b = 0.27 y
variando el valor del potencial eléctrico y los demas parametros. Consideremos ahora
los siguientes pardametros: U; = —0.5, Uy = —0.5, U3 = 0.2 (Fig. 31 (a)); U; = 0.7,
Uy, = —0.5, Us = 0.4 (Fig. 31 (b)); Uy = 0.6, Uy = 0.5, Us = —0.3 (Fig. 31 (c)); Uy =
2.0, Uy = 2.0, U3 = —2.0 (Fig. 31 (d)). Para estos casos (Fig. 31) se usé un condensador
con periodo P = 27 y se utilizé una longitud (a) L = 47 (2 periodos) y 2 fuentes con
12 particulas, (b) L = 107 (5 periodos) y 5 fuentes con 14 particulas, (¢) L = 87 (4
periodos) y 4 fuentes con 14 particulas y (d) 5 fuentes con 12 particulas lanzadas en un

condensador con L = 107 (5 periodos). Para las inclusiones se consideraron los valores

de (a) a = 0.027, (b) a = 0.047, (c) a = 0.0187 y (d) a = 0.04~.

Figura 31. Mapas de Poincaré para un condensador plano con ancho b = 0.27 y potenciales
eléctricos (a) Uy = —0.5, Uy = —0.5, U3 = 0.2; (b) U; = 0.7, Uy = —0.5, U3 = 0.4; (c)
U1 = 06, U2 = 05, U3 =-0.3 Yy (d) U1 = 20, U2 = 20, U3 = —2.0.

Los resultados mostrados en la Fig. 31 nos dan a conocer que el ancho del conden-
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sador y el campo eléctrico influyen mucho para la formacion de 6rbitas elipticas (islas).
A medida que se aumenta el valor del campo eléctrico los ciclos limite no se pierden
solamente se hacen més grandes (ver Fig. 31 (d)) aumentando el nimero de particulas
atrapadas en el condensador, moviéndose de un lado a otro alrededor de un punto fijo
estable.

Hasta ahora, se ha hecho notorio que la variacion del ancho y la variacion del poten-
cial en las superficies del condendador (ver Fig. 31) conduce a cambios notables en la
dindmica de las particulas. Veamos si estos resultados se pueden mejorar disminuyendo

aun mas el ancho del condensador.

Condensador con ancho b =0.1x7

Similarmente, vamos a presentar los resultados para la dinamica de las particulas con-
siderando ahora un ancho mas pequeno, b = 0.17. En la Fig. 32 se muestran los re-
sultados obtenidos de acuerdo a los siguientes parametros: (a) U; = —0.3, Uy = —0.3,
U3 =01y (b) Uy = —0.1, Uy = —0.1, U3 = 0.2. Para las inclusiones se consideraron
los radios de (a) a = 0.0147 y (b) a = 0.0227. En la celda del condensador se considera
un periodo P = 27 con (a) L = 4w (2 periodos) donde se utilizaron 2 fuentes con 14
particulas. Mientras que en (b) L = 107 (5 periodos) con 5 fuentes de 12 particulas.
Por su parte, en la Fig. 33 los calculos fueron realizados tomando en cuenta los
siguientes valores para el potencial: (a) U; = 0.2, Uy = —0.6, U3 = 0.1, (b) U; = —0.3,
Uy=—-0.3,U;s =—-0.1y (c) Uy =20, Uy =2.0, U3 = —2.0. Las inclusiones tienen los
radios de (a) a = 0.0187, (b) a = 0.027 y (c¢) a = 0.0157. Para construir las gréaficas de
la Fig. 33, se eligié un periodo de P = 7 para la celda del condensador. En (a) y (c) la
longitud del condensador es L = 107 (10 periodos) donde se usaron 10 fuentes con 20

particulas, mientras que en (b) L = 207 (20 periodos) con 20 fuentes de 14 particulas.
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Figura 32. Mapas de Poincaré para un condensador plano con ancho b = 0.17 y potenciales
eléctricos (a) Uy = —0.3, Uy = —0.3, U3 = 0.1y (b) U; = —0.1, Uy = —0.1, U3 = 0.2.

Podemos ver de la Fig. 33, que si incrementamos el nimero de periodos (lo cual
significa que tendremos un mayor nimero de colisiones) las elipses comienzan a de-
formarse, cubriendo una mayor regiéon y en este caso se observan menos trayectorias

cerradas.

Figura 33. Mapas de Poincaré para un condensador plano con ancho b = 0.17 y potenciales
eléctricos (a) Uy = 0.2, Uy = —0.6, U3 = 0.1; (b) U; = —0.3, Uy = —0.3, U3 = —0.1 y
(C) U1 = 20, U2 = 20, U3 = —2.0.
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Capitulo V

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha mostrado un estudio numérico sobre la dindmica de las
trayectorias de particulas cargadas en un condensador eléctrico, donde esta establecido
un campo de potencial inhomogéneo. Se analizaron los casos de superficies onduladas y
periédicas y de superficies plano paralelas que envuelven un arreglo periédico de inclu-
siones cilindricas circulares conductoras. A continuacién enunciamos las conclusiones
en base a los resultados obtenidos, comenzando con un breve resumen sobre las ideas
principales de esta tesis.

Hemos aplicado dos métodos numéricos para determinar el comportamiento de las
particulas en el condensador. Primero se implement6 el IEM para calcular el potencial
eléctrico presente en el condensador. Dicha técnica tiene como punto de partida el se-
gundo teorema integral de Green, permitiendo obtener un par de ecuaciones integrales
que involucran, como incognitas la funcién del potencial eléctrico y su derivada normal
evaluados en los elementos que definen los perfiles considerados. La discretizacién del
sistema resulta en una ecuacién matricial inhomogénea cuya solucién determina las fun-
ciones fuente, con las que se pueden calcular el campo eléctrico. En seguida, se aplicé el

FDM para determinar la trayectoria de la particula influenciada por el campo eléctrico.
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Asi, una vez que se conoce el campo eléctrico, podemos conocer la trayectoria de la
particula partiendo de la segunda ley de Newton. El FDM permite poder discretizar la
ecuacion diferencial obtenida usando ecuaciones en diferencias finitas para aproximar
las derivadas y asi poder calcular de manera numérica su solucién.

De acuerdo a los resultados presentados, podemos concluir lo siguiente:

e A modo de conclusién general, se puede decir que los métodos numéricos emplea-

dos permitieron realizar el analisis de los sistemas considerados.

e Los resultados obtenidos para el primer sistema permiten concluir que la dindmica
de las particulas en el condensador depende de varios factores como lo son: la
amplitud de la ondulacién de las placas, la diferencia de fase entre éstas, el ancho
del canal y la presencia del campo eléctrico. Sin embargo, encontramos que la
amplitud de la ondulacién en las placas, asi como la diferencia de fase entre
éstas son los parametros que propician la aparicién del fenémeno de caos en este

sistema.

e Se observé, mediante los mapas de Poincaré que la presencia del campo eléctrico
juega un papel muy importante en el comportamiento de las particulas. Gracias
a la presencia de éste y su inhomogeneidad, las trayectorias tienden mas a ciclos
limite u érbitas elipticas. Ademas, encontramos que conforme la amplitud de la
ondulacion crece hace que el proceso de formacion de orbitas elipticas para la
trayectoria de las particulas sea mas rapido. Similar a lo que ocurre en el sistema
clasico analogo a este sistema, donde es conocido que hay una transiciéon de una
dindmica regular a una cadtica conforme la amplitud de la ondulacion del canal

crece.

e De igual menera, los resultados preliminares encontrados para el segundo sistema
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muestran que el comportamiento de las trayectorias de las particulas estd asociado
a la variacién de parametros tales como el ancho de canal, el tamano de las
inclusiones y por supuesto, a la presencia del campo eléctrico. Encontramos que,
para anchos mas pequenos los ciclos limite cambian formando 6rbitas elipticas
méas definidas. También, se encontré que a medida que el potencial eléctrico se

aumenta, los ciclos limite no se pierden sino solamente se hacen mas grandes.

Como trabajo futuro se espera considerar una distribucién de particulas mayor en los
condensadores eléctricos considerados para lograr el fendmeno de caos total. Asi como
tomar el cuenta la influencia de un campo magnético externo para tener un anélisis

méas completo del fenémeno de caos electromagnético.
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Apéndice A

ELEMENTOS DE MATRIZ

En este apéndice se obtienen las expresiones para los elementos de matriz L;; y N;; del

IEM.

Los elementos de matriz estan definidos de la forma

As
5it%

Ly = / G(r;,1')ds, (78)
559G (1)

Dado que As es muy pequeno, podemos sustituir la Ec. (47) en las Ecs. (78) y (79);

( )mm_r (20)
Ny ~ ( 52) -Vl 1) (51)

En la Ec. (81) la normal al contorno I' en el punto de integracién r/ es fi; = Nl 4 1yJ.

lo cual nos permite reescribir:

Denotando Rij = 1; — 1 y u; = Ryj = \/(xl —25)? + (yi — y})? y expresando V In(u;)

obtenemos a partir de la Ec. (81), las siguientes relaciones:

) [ 0wy) O(uy) | 01n(uy)
n; - Vin(u;) = {n o’ +n, By } ou; (82)

J




75

Oln(u;) 1 O(u;)  m—a) ou;)  ¥i—Y; (83)
8uj N uj’ (936;- N Rij ’ 6y§- B Rij '
Sustituyendo el valor de u; y las derivadas anteriores en la Ec. (82), podemos expresar:
R..
n;-Vin(R;) = —n; - —2%. (84)
J J J (Rij)2

Entonces, las Ecs. (80) y (81) se transforman en:

Ly (-5 ) (). (35)

2
As R,

Ny~ (22 a4 86
(%)n] R (86)

Como la funcién de Green posee una singularidad removible en r = r/, esto nos permite
que las integrales dadas por las Ecs. (78) y (79) pueden determinarse mediante un

proceso limite:

Sj-i-%
Lij = lim G(I'Z + Efll', r/)ds, (87)
e—0 s]-—%

oo — lim 55 G (v, + efy, 1)

e=0 J, _As on
J 2

ds. (88)

A.1. Elementos no diagonales

En el caso de elementos fuera de la diagonal (i # j), los integrandos no poseen singulari-
dades dentro del rango de integracion. Para estos elementos pueden intercambiarse
indistintamente de orden entre la aplicacién del limite y la evaluacién de la integral.
Por ende, puede tomarse directamente el limite correspondiente dentro de la integral.
Entonces, se toma en cuenta que el intervalo de integracion es suficientemente pequeno y
por lo tanto, podemos representar la integral por una simple aproximacion rectangular.

Por lo tanto:
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A.2. Elementos diagonales

Para los elementos matriciales L;; y IV;; que conforman la diagonal principal (i = j),
se requiere un tratamiento especial ya que el integrando posee una singularidad en el
punto medio del intervalo de integracién. Sobre las Ecs. (87) y (88) se efecttia el cambio

de variable, u = s — s;, cuyo diferencial es du = ds. Obtenemos que,

As

) 2 1 N
Lj; = lim A (_%) In|r; +eh; —1'(u+ s;)|du, (91)
5 1
Njj =lm [ (_%) n; - Vin|r; + ey —r'(u+ s;)|du. (92)
2

Dentro de la pequena vecindad As; el elemento r'(u + s;) varia alrededor del punto s;.
Utilizando el desarrollo en expansion de la serie de Taylor para dicho elemento:

/ d2r/

ds?

dr

— 2 DR
s u” + (93)

/—p .
r'=r;

r'(u+s;) =r; +

1
'Ll/ f—
L2

r'=

Expresando el vector unitario t; tangente al contorno en el punto r’ = r;, asi como su

!
en la forma:

primera derivada, t;,

j = E . ; (94)
~/ d2I‘I
i = e (95)

De esta forma se puede reescribir el vector de integracion r'(u + s;) en términos de las

Ecs. (94) y (95) como:
/ 7 Ly 2
r(u+3j):rj+tju+§tju 4. (96)

Sustituyendo términos hasta de primer orden de la Ec. (96) en la Ec. (91), tenemos:

As

. 2 1 N
ij = lim (_%> In |€nj - tjuldu (97>

e—0 _As
2
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Ademas, dado que

~

ety — Eyul = /(e — £ju) - (ett; — yu), (98)

podemos evaluar el limite de la Ec. (97), para pequenios argumentos de la funcién de

Green, de donde obtenemos:

) 1 As As
(—%) In |u|du = ~5r In (2—6) : (99)

Mediante un razonamiento analogo, es posible calcular los elementos de matriz N;; a
partir de la Ec. (84) considerando el formalismo de la Ec. (93) hasta términos de

primer orden,
e—in; - tu
279 7

n; - Vin|r; +en; —r'(u+s;)) = EFwrE (100)
Tomando el resultado de la Ec. (100) y aplicindolo en la Ec. (92), obtenemos:
As 1a 2l 2
i [ (L) et
ij = ll_I}I(l) _% (-g) |52 + u2|2 du (101)
1 T e 1 T
. R N
=y md“%(“j'%)iz%/o ENRER
1 ’ ; As 1. £/> . As ; As
= 5 marctan { 52 )+ 520y - ) lim | =57 — earctan { 5=
1 AS N ~/
=5+ (0 6. (102)

De manera explicita, recurriendo a las Ecs. (89), (90), (99) y (102) podemos reescribir

nuevamente los elementos L;; y N;;; en funcién de la delta de Kronecker §;;:

As As As
Lij = (—2—) IH(R,])(l — 52]) — % In (2_6) 5ij7 (103)

As) . Ry 1 As,.
Nij = (g) n; - sz (1—0y)+ (5 + (1 'tj)) 0ij; (104)
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donde
R;; = \/(iﬂz — )%+ (v —v5)% (105)
fy - Ry = —y'(s) (i — y3) +2'(s) (s — ), (106)
-t =a2'(s)y"(s) — /' (5)2"(s). (107)

Asimismo, en las Ecs. (106) y (107) hemos definido z,(s) = x’(s)‘szs', z(s) = x”(s)‘szs.,

y asi sucesivamente.
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