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RESUMEN

En el presente trabajo de tesis, se realiza un estudio numérico sobre la dinámica de
part́ıculas cargadas viajando a través de un condensador eléctrico con paredes carac-
terizadas por funciones sinusoidales y periódicas, donde está establecido un campo de
potencial inhomogéneo. Posteriormente, se trabajó en un sistema formado por paredes
plano paralelas que encierran un arreglo periódico de inclusiones ciĺındricas circulares
conductoras. Se analiza si, bajo ciertas circuntancias, aparece el fenómeno de caos
electromagnético.

Para caracterizar este tipo de sistemas, se implementaron técnicas numéricas basadas
en métodos integrales y en el método de diferencias finitas. El método de la ecuación
integral es usado para determinar el potencial eléctrico que caracteriza al condensador.
Este método tiene como punto de partida el segundo teorema integral de Green, per-
mitiendo obtener un par de ecuaciones integrales que involucran, como incógnitas la
función del potencial eléctrico y su derivada normal evaluados en los elementos que
definen los perfiles considerados. La discretización del sistema resulta en una ecuación
matricial inhomogénea cuya solución determina las funciones fuente, con las que se
pueden calcular el campo eléctrico. Por su parte, el método de diferencias finitas se
utilizó para determinar la trayectoria de la part́ıcula influenciada por el campo eléctrico.

Presentamos resultados numéricos de la dinámica de las part́ıculas en el condensador
por medio de los mapas de Poincaré, variando los parámetros de los que dependen los
sistemas. Los resultados obtenidos muestran que las propiedades de transporte de las
part́ıculas cargadas en el condensador eléctrico con placas onduladas están determi-
nadas por la separación promedio entre las paredes, la diferencia de fase entre ellas, la
amplitud de la ondulación y la magnitud del potencial eléctrico. Mientras que para el
condensador formado por superficies planas y paralelas que contiene un arreglo periódico
de inclusiones ciĺındricas, el comportamiento de las trayectorias de las part́ıculas está
asociado a la variación de parámetros tales como el ancho del canal, el tamaño de las
inclusiones y la presencia del campo eléctrico. Concluimos que en ambos sistemas las
trayectorias tienden más a ciclos ĺımite u órbitas eĺıpticas (islas), debido a la presencia
del campo eléctrico. Sin embargo, se encontraron indicios de caos electromagnético en
ambos sistemas.

Palabras clave: Condensador eléctrico, Caos electromagnético, Método de la
Ecuación Integral, Método de Diferencias Finitas, Mapa de Poincaré.



ABSTRACT

In the present work, a numerical study on the dynamics of charged particles trav-
eling through an electric capacitor with walls characterized by sinusoidal and periodic
functions is carried out, where an inhomogeneous potential field is established. Sub-
sequently, we worked on a system formed by plane-parallel walls enclosing a periodic
arrangement of circular cylindrical conductive inclusions. It is analyzed whether, under
certain circumstances, the phenomenon of electromagnetic chaos appears.

To characterize this type of systems, numerical techniques were implemented based
on integral methods and the finite difference method. The integral equation method is
used to determine the electrical potential that characterizes the capacitor. This method
has as its starting point the second Green’s integral theorem, allowing to obtain a couple
of integral equations that involve, as unknowns the function of the electrical potential
and its normal derivative evaluated in the elements that define the profiles considered.
The discretization of the system results in an inhomogeneous matrix equation whose
solution determines the source functions, with which the electric field can be calculated.
For its part, the finite difference method was used to determine the trajectory of the
particle influenced by the electric field.

We present numerical results of the particle dynamics in the capacitor by means
Poincare’s maps, varying the parameters on which the systems depend. The results
obtained show that the transport properties of the charged particles in the electric
capacitor with rippled plates are determined by the average separation between the
walls, the phase difference between them, the amplitude of the ripple and the magnitude
of the electrical potential. While for the capacitor formed by parallel plane surfaces that
contains a periodic arrangement of cylindrical inclusions, the behavior of the particle
trajectories is associated with the variation of parameters such as the channel width,
the size of the inclusions and the presence of the electric field. We conclude that in
both systems the trajectories tend more to limit cycles or elliptical orbit (islands), due
to the presence of the electric field. However, signs of electromagnetic chaos were found
in both systems.

Keywords: Electric capacitor, Electromagnetic chaos, Integral Equation Method,
Finite Difference Method, Poincaré map.
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II.3.1. Transporte en sistemas baĺısticos . . . . . . . . . . . . . . . . 16
II.3.2. El billar de Sinai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

III. MÉTODOS NUMÉRICOS 35
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Caṕıtulo I

INTRODUCCIÓN

I.1. Antecedentes

La teoŕıa del caos ha sido considerada como el tercer mayor descubrimiento en la ciencia

y la filosof́ıa del siglo xx, después de la relatividad y la mecánica cuántica. En los últimos

30 años, los cientif́ıcos y tecnólogos han mostrado el uso potencial del caos en las ciencias

naturales y tecnológicas. Un ejemplo de esto son las potenciales aplicaciones del caos

en el área de las comunicaciones y en sistemas de encriptación de datos (Grassi, 2021;

Moysis et al., 2022; Núñez, 2006) donde se han reportado un gran número de trabajos

que abordan problemáticas interesantes del mundo real. Es en este sentido que el

presente trabajo está motivado en gran parte por la necesidad de una nueva alternativa

de desarrollo en la tecnoloǵıa de telecomunicaciones que sirva de apoyo en las posibles

aplicaciones con esquemas de encriptación de la información mediante el fenómeno de

caos electromagnético en un condensador eléctrico.

Históricamente, el estudio del caos determinista se remonta al menos a la época

en que Newton resolvió el problema de los dos cuerpos: el problema de determinar

el movimiento de la Tierra orbitando al Sol, utilizando su ecuación diferencial recién
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inventada. En este estudio se hab́ıa ignorado el efecto gravitatorio de un planeta sobre

otro en sus cálculos. Por ello, muchos grandes matemáticos y f́ısicos intentaron extender

el método anaĺıtico de Newton al problema de los tres cuerpos (el Sol, la Tierra y

la Luna). No fue hasta finales de 1800 que llegó Poincaré con el método cualitativo

donde demostró que es esencialmente imposible resolver el problema de los tres cuerpos.

Demostró que las órbitas son aperiódicas, pero no aumentan infinitamente (es decir,

son deterministas) y no se acercan a ningún punto fijo o ciclo ĺımite. Señaló que la

dificultad para resolver el problema de los tres cuerpos se deb́ıa a la sensibilidad a las

condiciones iniciales que haćıan imposible la predicción a largo plazo. Por lo tanto, se

puede considerar a Poincaré como la primera persona en imaginar el “Caos” (Gleick,

1987; Strogatz, 2001).

Sin embargo, no fue hasta la década de 1970 que los cient́ıficos comenzaron a darse

cuenta de la importancia del caos determinista con el advenimiento de las computado-

ras digitales lo suficientemente potentes como para simular la evolución temporal de

sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales de baja dimensión. Un resultado ini-

cial importante de tales simulaciones, cuya importancia sólo se reconoció una década

más tarde, fue un art́ıculo del meteorólogo Edward Lorenz (Lorenz, 1963). El art́ıculo

de Lorenz documenta los resultados de su modelo simple (tres ecuaciones diferenciales

ordinarias) pero no lineal del flujo atmosférico. Los resultados de la simulación por

computadora de Lorenz de las ecuaciones para valores de parámetros cŕıticos resultan

ser una articulación de las dos caracteŕısticas principales de los sistemas caóticos. La

primera es la aperiodicidad. En el régimen cŕıtico, una trayectoria generada por su

modelo se asienta en un atractor; es decir, la trayectoria permanece confinada a una

región del espacio, pero no se repite. Estos atractores se han denominado atractores ex-

traños. En el mismo régimen, las trayectorias generadas también exhiben sensibilidad a
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las condiciones iniciales; es decir, las trayectorias cercanas divergen exponencialmente.

Desde el trabajo pionero de Lorenz, se han examinado modelos caóticos para una

amplia gama de sistemas en diferentes diciplinas, por ejemplo: en el crecimiento de

la población en ecoloǵıa (May and Mclean, 2007), en economı́a (Kyrtsou and Vorlow,

2005), en circuitos eléctricos (Chen and Ueta, 2002), en las ciencias sociales (Elliott

and Kiel, 1996), por mencionar sólo algunos. Además, en la actualidad la teoŕıa del

caos se aplica con éxito en la seguridad informática, las marcas de agua digitales, la

agregación segura de datos y la video vigilancia. Por lo tanto, los fenómenos caóticos no

sólo son destructivos como tornados, tsunamis, etc., sino que también pueden utilizarse

de manera efectiva para el bienestar de los seres humanos.

Una de las áreas que ha contribuido a la comprensión del fenómeno del caos, es

la teoŕıa de billares. Una gran cantidad de problemas en f́ısica se pueden modelar

como sistemas dinámicos de billar, donde los bloques de construcción son part́ıculas de

masa puntual confinada a un cierto dominio donde se mueve a velocidad constante sin

fricción y choca elásticamente con el ĺımite del billar; cuya geometŕıa puede ser usada

para reproducir una amplia variedad de comportamientos, en particular los caóticos.

La descripción de estas trayectorias conduce a la solución de varias cuestiones, desde el

comportamiento de las part́ıculas de un gas en un determinado contenedor, hasta una

part́ıcula confinada a un pozo cuadrado infinito. Además, algunas de las propiedades de

los billares se han aplicado con éxito, por ejemplo: en fibras ópticas (Doya et al., 2002),

en superconductores (Diggins et al., 1994), en cristales fotónicos (Mendoza-Suárez et al.,

2011) y en nano-f́ısica (Park et al., 2000).

Por otra parte, también se han estudiado las propiedades de transporte en sistemas

baĺısticos para el caso clásico. Se han estudiado propiedades de transporte de part́ıculas

en un canal bidimensional con fronteras onduladas y desfasadas, tomando en cuenta
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pequeñas amplitudes de onda en un canal sinusoidal periódico (Luna-Acosta et al.,

1996). En estos trabajos se ha considerado que no existen fuerzas externas sobre las

part́ıculas, excepto por fuerzas instantáneas de choque con las paredes del perfil. Se

demostró que la resistividad se aumenta considerablemente por desfase de las paredes

del canal (Herrera-González et al., 2011). Trabajos con geometŕıas similares a los

mencionados pero con gúıas de onda cuánticas infinitas, muestran que bajo algunas

condiciones presenta el comportamiento caótico (Pérez-Aguilar et al., 2013a). De igual

manera han tratado el mismo problema desde el punto de vista electromagnético (Pérez-

Aguilar et al., 2013b). En ambos sistemas se muestran patrones de intensidades del

campo desordenados mediante el cálculo de algunas propiedades estad́ısticas; en particu-

lar, la función de autocorrelación y la longitud de correlación permitiendo caracterizar

el fenómeno del caos cuántico o electromagnético en una gúıa de ondas (Doya et al.,

2002).

I.2. Presentación del problema

Este proyecto de tesis se enfoca en el estudio de la dinámica de las trayectorias de

part́ıculas cargadas en un condendador eléctrico para dos geometŕıas diferentes. El

primero se caracteriza por tener placas sinusoidales y periódicas, mientras que el se-

gundo está formado por dos placas planas y paralelas que contiene un arreglo periódico

de inclusiones ciĺındricas circulares. Cabe señalar que el primer sistema ya se ha tra-

bajado enteriormente (Rojas-Sánchez, 2015). En este trabajo de tesis retomamos este

caso para reproducir algunos resultados y lo usamos como base para estudiar el segundo

sistema. Tenemos interés espećıfico en los efectos que la geometŕıa de los sistemas puede

tener sobre las propiedades de transporte. El objetivo es analizar si, bajo ciertas cir-

cuntancias, aparece el fenómeno de caos electromagnético. Los sistemas propuestos
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tienen como primer problema calcular el potencial en todo punto de la trayectoria, ya

que debido a la geometŕıa de los sistemas el potencial resulta ser inhomogéneo. El

siguiente problema consiste en poder analizar las trayectorias de part́ıculas y ver como

éstas se ven afectadas por la presencia del campo eléctrico. Para tal propósito se em-

plearán métodos numéricos, como lo son: el Método de la Ecuación Integral (IEM1)

(Mendoza-Suárez et al., 2011) y el Método de Diferencias Finitas (FDM2).

I.3. Estructura de la tesis

El contenido de esta tesis se resume a continuación:

� En el caṕıtulo II damos una breve descripción sobre sistemas dinámicos y se

presentan algunas herramientas básicas para el análisis de sistemas caóticos, como

lo son los mapas de Poincaré. Esto será útil porque los sistemas que queremos

analizar en esta tesis son un caso particular de sistemas dinámicos. También,

se analizan dos trabajos con geometŕıas y condiciones similares a los problemas

planteados. Estos trabajos muestran la presencia del fenómeno del caos para el

caso clásico.

� En el caṕıtulo III se introducen los métodos numéricos empleados para realizar

los cálculos en los sistemas considerados. Como ya se mencionó anteriormente,

los métodos utilizados son el IEM y el FDM.

� En el caṕıtulo IV se presentan los resultados numéricos obtenidos. Se obtienen

algunos mapas de Poincaré que nos muestran el comportamiento dinámico de

1Por sus siglas en inglés, Integral Equation Method.
2Por sus siglas en inglés, Finite Difference Method.
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trayectorias de part́ıculas dentro de un condensador con las dos geometŕıas con-

sideradas.

� En el caṕıtulo V se incorpora las conclusiones de esta tesis, incluyendo una breve

discusión sobre los resultados.
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Caṕıtulo II

SISTEMAS DINÁMICOS Y CAOS

Caos es una palabra que proviene del griego “χαoζ” que significa sin un orden, a

diferencia de cosmos (χoσµoσ) que significa orden. El término caos se usa para describir

el comportamiento aparentemente complejo de lo que es aparentemente simple; es decir,

sistemas bien comportados. En una primera instancia puede considerarse un sistema

errático y casi aleatorio. Casi como el comportamiento de un sistema fuertemente

influenciado por “ruido” aleatorio o el comportamiento complicado de un sistema con

muchos grados de libertad, cada uno haciendo sus “propias cosas” (Hilborn, 2004).

El problema de entender el caos consiste en reconciliar las nociones aparentemente

conflictivas: aleatoriedad y determinismo, cuyo elemento clave es la no-linealidad. En

este caṕıtulo describimos algunas de las caracteŕısticas generales de sistemas dinámicos,

aśı como algunas herramientas básicas para el análisis de sistemas caóticos. También,

presentamos dos resultados de trabajos anteriores que motivaron el presente trabajo.

II.1. Sistemas dinámicos

En pocas palabras, los sistemas dinámicos son sistemas que exhiben cambios. Como tal,

el campo de los sistemas dinámicos es variado y rico. Generalmente, un sistema de n



8

ecuaciones diferenciales de primer orden en el espacio Rn se denomina sistema dinámico

de dimensión n que determina el comportamiento temporal del proceso evolutivo. Los

procesos evolutivos pueden poseer las propiedades de determinismo o no determinismo,

dimensionalidad finita o infinita. Un sistema se llama determinista si todo su curso

futuro y todo su pasado están determinados únicamente por su estado en el momento

presente. De lo contrario, el sistema se llama no determinista. En mecánica clásica,

el movimiento de un sistema cuyo futuro y pasado están determinados únicamente por

las posiciones iniciales y las velocidades iniciales, es un ejemplo de un sistema dinámico

determinista. El enfoque de los sistemas dinámicos es comprender el comportamiento

cualitativo de las soluciones. Las preguntas t́ıpicas incluyen: ¿Cuáles son las soluciones

de equilibrio o periódicas en el tiempo? ¿Son estables estas soluciones? ¿Cuál es el

comportamiento asintótico a largo plazo de las soluciones generales? ¿Las soluciones se

comportan caóticamente? ¿Cómo cambia la dinámica cualitativa a medida que vaŕıan

los parámetros de los que depende el sistema?

II.1.1. Tipos de sistemas dinámicos

En un sistema dinámico, el proceso evolutivo puede describirse, a saber por: (i) un

proceso de tiempo continuo y (ii) un proceso de tiempo discreto. El proceso de tiempo

continuo se representa mediante ecuaciones diferenciales, mientras que el proceso de

tiempo discreto se representa mediante ecuaciones en diferencias (o mapas). Los sis-

temas dinámicos de tiempo continuo y discreto, respectivamente, se pueden describir

matemáticamente de la siguiente manera:

Definición II.1. Sea x = x(t) ∈ Rn, t ∈ I ⊆ R el vector que representa la dinámica de

un sistema continuo. La representación matemática del sistema se puede escribir como

dx

dt
= ẋ = f(x, t), (1)
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donde f(x, t) es una función suficientemente suave definida en algún subconjunto U ⊂

Rn × R. Esquemáticamente, esto se puede representar como:

Rn

(espacio de estados)
× R

(tiempo)
= Rn+1

(espacio de movimiento)
.

La variable t suele interpretarse como el tiempo y la función f(x, t) es generalmente no

lineal.

Definición II.2. Un sistema dinámico discreto (de primer orden, autónomo) para

xn ∈ Rn tiene la forma

xn+1 = f(xn), (2)

donde f : Rn → Rn y n ∈ Z es una variable de tiempo discreta. Una órbita o trayectoria

de la Ec. (2) consiste en una secuencia de puntos {xn} que se obtiene iterando el mapa

f . Si fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f denota la composición de n veces f , entonces, xn = fn(x0).

Sistemas autónomos y no autónomos

Por otra parte, si el lado derecho de la Ec. (1) es expĺıcitamente independiente del

tiempo, entonces el sistema se llama autónomo. Las trayectorias de tal sistema no

cambian en el tiempo. Por otro lado, si el lado derecho de la Ec. (1) tiene una

dependencia expĺıcita en el tiempo, entonces el sistema se llama no autónomo; como

vemos en las siguientes definiciones.

Definición II.3. Un sistema dinámico es autónomo si éste no depende en forma ex-

plicita del tiempo. Un sistema autónomo de EDO de primer orden tiene la forma

ẋ = f(x), (3)

donde x(t) ∈ Rn es un vector de variables dependientes que describen una trayectoria,

f : Rn → Rn es un campo vectorial.
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Definición II.4. Un sistema no autónomo para x(t) ∈ Rn tiene la forma

ẋ = f(x, t), (4)

donde f : Rn×R → Rn. Una EDO no autónoma describe sistemas gobernados por leyes

que vaŕıan en el tiempo; por ejemplo, debido a influencias externas. Además, la Ec.

(4) se puede escribir como un sistema autónomo (“suspendido”) para y = (x, s) ∈ Rn+1

con s = t como: ẋ = f(x, s), ṡ = 1.

II.1.2. Comportamiento de los sistemas dinámicos

En dinámica, estudiamos el comportamiento de los sistemas dinámicos a medida que

evolucionan con el tiempo. Describimos el comportamiento de estos sistemas en términos

de soluciones de equilibrio, ciclos ĺımite y caos.

� Soluciones de equilibrio: Si x̄ ∈ Rn es un cero de f , significa que f(x̄) = 0,

entonces la Ec. (3) tiene la solución constante x(t) = x̄. Llamamos a x̄ una

solución de equilibrio, o solución de estado estacionario, o punto fijo de la Ec.

(3). Una solución de equilibrio puede ser estable o inestrable, dependiendo de

si las pequeñas perturbaciones del equilibrio decaen (o, al menos, permanecen

acotadas) o aumentan.

� Órbitas periódicas: Sea F (t, x0) una solución al tiempo t con valor inicial x0.

Si existe un T > 0 tal que F (t + T, x0) = F (t, x0), ∀ t y si x0 no es un punto

de equilibrio, entonces la solución F (t, x0) es llamada órbita periódica o ciclo.

Además, la órbita periódica traza una curva cerrada simple.

� Órbita caótica: Una órbita que exhibe un comportamiento inestable que no es

a su vez fijo o periódico se denomina órbita caótica. En cualquier punto de dicha
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órbita, hay puntos arbitrariamente cercanos que se alejarán del punto durante una

iteración posterior. En términos de soluciones, significa que son muy sensibles a

pequeñas perturbaciones en las condiciones iniciales y casi todas ellas no parecen

periódicas ni convergen a soluciones de equilibrio.

Un sistema clásico que muestra soluciones de equilibrio estables y un comportamiento

caótico para diferentes valores de un parámetro es el modelo de Lorenz (Lorenz, 1963).

El sistema de Lorenz para (x, y, z) ∈ R3 es:

ẋ = σ(y − x),

ẏ = x(ρ− z)− y, (5)

ż = xy − βz,

donde σ, ρ, β > 0 son parámetros. σ es conocido como número de Prandtl y ρ es

el número de Rayleigh. Lorenz descubrió que este sistema determinista de apariencia

simple podŕıa tener una dinámica extremadamente errática. Es decir, en una amplia

gama de parámetros, las soluciones oscilan de manera irregular, sin repetirse nunca con

exactitud, pero permaneciendo siempre en una región delimitada del espacio de fase.

Cuando trazó las trayectorias en tres dimensiones, descubrió que se asentaban en un

conjunto complicado, ahora llamado atractor extraño. A diferencia de los puntos fijos

estables y los ciclos ĺımite, el atractor extraño no es un punto, ni una curva, ni siquiera

una superficie: es un fractal, con una dimensión fraccionaria entre 2 y 3 (Strogatz,

2001).

Los valores asumidos por Lorenz σ = 10, β = 8/3, ρ = 28 conducen a dinámicas

fuertemente caóticas, y son también las más estudiadas. Una órbita t́ıpica, es decir,

una solución (x(t), y(t), z(t)) de las ecuaciones de Lorenz proyectada en el plano (x, z)

se muestra en la Fig. 1 (Broer and Takens, 2009).
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Figura 1. Atractor de Lorenz.

II.2. Cuantificación del caos

Hay diferentes formas de estudiar las propiedades de los movimientos caóticos. Natural-

mente, una forma de entender el caos es buscar las medidas cualitativas y cuantitativas

al menos aplicables para algunos sistemas. Los indicadores utilizados dependen princi-

palmente de la caracteŕıstica del sistema que se quiere analizar. Los indicadores más

importantes son los siguientes: espacios fase, mapas de Poincaré, exponentes de Lya-

punov, la entroṕıa de Kolmogorov, espectro de potencia y series temporales (observar

las variables de estado). A continuación discutimos algunos de estos métodos.
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II.2.1. Exponentes de Lyapunov

Una forma de ver la tendencia hacia el caos de un sistema es mediante los exponentes de

Lyapunov, lo cual nos da una medida de la divergencia de dos trayectorias inicialmente

cercanas. En realidad, el exponente de Lyapuniov es una medida de la rapidez de

atracción o repulsión hacia un punto fijo. Para definir el exponente de Lyapunov para

el caso de un espacio de estados unidimensional, consideremos el sistema dinámico

descrito mediante la ecuación diferencial:

ẋ = f(x). (6)

Sea x0 un punto inicial y x un punto inicial cercano con separación, s = x − x0. Sea

x0(t) la trayectoria que parte del punto x0, mientras que x(t) es la trayectoria que parte

del otro punto inicial x. Entonces, podemos mostrar que la “distancia” s entre las dos

trayectorias, s = x(t)− x0(t), crece o se contrae exponencialmete en el tiempo.

Dado que asumimos que x está cerca de x0, podemos usar una expansión de la serie

de Taylor para escribir:

f(x) = f(x0) +
df

dx

∣∣∣∣
x0

(x− x0) + · · · . (7)

Ahora, encontramos que la tasa de cambio de la distancia entre las dos trayectorias está

dada por

ṡ = ẋ− ẋ0

= f(x)− f(x0) ≈
df

dx

∣∣∣∣
x0

(x− x0) =
df

dx

∣∣∣∣
x0

s

≡ λs. (8)

La solución de la ecuación diferencial, Ec. (8), está dada por

s(t) = s0e
λt, (9)
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donde s0 = s(t = 0) es la condición inicial. A partir de esto podemos definir el exponente

de Lyapunov como:

λ ≡ df

dx

∣∣∣∣
x0

. (10)

De acuerdo con la Ec. (10) podemos tener dos casos de interés: si λ > 0 es una

trayectoria divergente, y si λ < 0 es una trayectoria convergente (Hilborn, 2004). En

otras palabras, un exponente positivo indica una dependencia sensible de las condiciones

iniciales, ya que los puntos inicialmente cercanos divergirán exponencialmente a lo largo

de trayectorias vecinas. Los exponentes negativos se encuentran en sistemas donde las

trayectorias convergen, por lo que la separación inicial entre dos puntos disminuirá con

el tiempo.

Para el caso de un mapeo discreto unidimensional, tenemos la siguiente definición.

Definición II.5. Sea f un mapeo suave de R. El número de Lyapunov L(x1) de la

órbita {x1, x2, x3, · · · } es:

L(x1) = lim
n→∞

(
n∏

i=1

|f ′(xi)|

) 1
n

, (11)

si este ĺımite existe. El exponente de Lyapunov λ(x1) se define como:

λ(x1) = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ln |f ′(xi)|, (12)

si este ĺımite existe. Nótese que λ existe si y sólo si L existe y es distinto de cero, y

lnL = λ (Kathleen et al., 1997).

II.2.2. Mapa de Poincaré

Consideremos la siguiente ecuación diferencial ordinaria

ẋ = f(x), x ∈ Rn, (13)
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donde f : U → Rn es Cr en algún conjunto abierto U ⊂ Rn (Nota: recordemos que se

dice que una función es Cr si es r veces diferenciable y cada derivada es continua; en

cambio si r = 0, la función es meramente continua). Para estudiar el comportamiento

local de las soluciones de la Ec. (13) cerca de una órbita periódica hacemos uso de

una herramienta técnica conocida como mapas de Poincaré. El mapa de Poincaré es

la intersección de una órbita periódica en el espacio de estados de un sistema dinámico

continuo con un cierto subespacio de dimensión inferior, llamado sección de Poincaré,

transversal al flujo del sistema. Por lo general, la sección de Poincaré se tiene en un

plano. En particular, tenemos la siguiente definición.

Definición II.6. Una sección de Poincaré de un campo vectorial f : Rn → Rn, es una

variedad orientable Σ de dimensión (n− 1), que está sumergida en Rn y es transversal

al campo vectorial f en cada p ∈ Σ. Una orientación en Σ es un campo vectorial

normal unitario continuo n : Σ → Rn; es decir, |n| = 1 y n(x) ⊥ TxΣ para todo x ∈ Σ

(Maruskin, 2018).

Para describir el mapa de Poincaré, supongamos que la Ec. (13) tiene una solución

periódica de periodo T que denotamos por ϕ(t, x0), donde x0 ∈ Rn es algún punto a

través del cual pasa esta solución periódica (es decir, ϕ(t + T, x0) = ϕ(t, x0)). Sea Σ

la sección de Poincaré asociada al campo vectorial de la Ec. (13). Luego, podemos

probar que si f(x) es de clase Cr entonces ϕ(t, x) también lo es. Por lo tanto, podemos

encontrar un conjunto abierto V ⊂ Σ de tal manera que las trayectorias que comienzan

en V regresan a Σ en un tiempo cercano a T . El mapa que asocia puntos en V con sus

puntos de primer regreso a Σ se llama mapa de Poincaré, que denotamos por P . Para

ser más precisos,

P :V → Σ,

x 7→ ϕ(τ(x), x),

(14)
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donde τ(x) es el momento del primer retorno del punto x a Σ. Por construcción,

tenemos τ(x0) = T y P (x0) = x0.

Por lo tanto, un punto fijo de P corresponde a una órbita periódica (Ec. (13)), y un

peŕıodo k de P (es decir, un punto x ∈ V tal que P k(x) = x proporcionó P i(x) ∈ V ,

i = 1, · · · , k) corresponde a una órbita periódica de la Ec. (13) que intercepta Σ k veces

antes de cerrar (ver Fig. 2) (Wiggins, 2003).

Figura 2. Geometŕıa del mapa de Poincaré para una órbita periódica.

II.3. Caos clásico y billares

En esta parte analizamos dos sistemas clásicos que bajo ciertas condiciones, presentan

el fenómeno del caos. Tales sistemas inspiraron el presente trabajo.

II.3.1. Transporte en sistemas baĺısticos

El estudio del caos por medio de propiedades de transporte clásico en sistemas baĺısticos

ha sido de gran interés en los últimos años. El problema consiste en observar la evolución

de las trayectorias de una part́ıcula que es lanzada con condiciones iniciales (x0, y0, α0)

conforme va chocando elásticamentre con las paredes y la part́ıcula rebota de forma
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especular. Es decir, el ángulo de incidencia es igual al ángulo reflejado con respecto

a la normal a la recta tangente en punto donde choca la part́ıcula (Herrera-González

et al., 2011). Para el análisis, consideremos un canal bidimensional compuesto por dos

paredes sinusoidales como se muestra en la Fig. 3. Los perfiles superior e inferior de

las paredes son descritos respectivamente por las siguientes ecuaciones:

y1 =
b

2
+ A sin (2πx), (15)

y2 = − b

2
+ A sin (2πx+ r). (16)

En las Ecs. (15) y (16), b es el ancho medio del canal, A es la amplitud y r es el

desfasamiento entre ambas paredes.

Figura 3. Trayectoria de una part́ıcula en un canal formado por superficies onduladas y
periódicas.

El análisis de las trayectorias se puede realizar tomando un conjunto de puntos de

choques consecutivos en ambas paredes. En la Fig. 4 se muestra la simulación de la

trayectoria seguida por una part́ıcula dentro del canal. Las coordenadas de los puntos

de choque considerados con las paredes son: (xn, y1(xn)), (x
∗
n, y2(x

∗
n)) y (xn+1, y1(xn+1)),

donde (xn, y1(xn)) y (xn+1, y1(xn+1)) corresponden a puntos consecutivos de choque en

la pared superior como se muestra en la Fig. 4. Rn y Sn son las pendientes a los perfiles

y1 y y2 en los puntos de choque (xn+1, y1(xn+1)) y (x∗
n, y2(x

∗
n)), respectivamente. La
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evolución de las trayectorias se puede estudiar mediante el análisis de la geometŕıa del

sistema. Sean αn el ángulo medido a partir de la horizontal y la trayectoria de la

part́ıcula al pasar del punto (xn, y1(xn)) al (xn+1, y1(xn+1)). De la Fig. 4 tenemos que

los ángulos αn y Sn se pueden expresar de la forma:

αn = arctan

(
y1(xn)− y2(x

∗
n)

xn − x∗
n

)
, (17)

Sn = arctan

(
dy2(x)

dx

)∣∣∣∣
x=x∗

n

. (18)

Para el análisis entre la trayectoria que va desde el punto de choque (xn, y1(xn)) al

(x∗
n, y2(x

∗
n)) podemos evaluar las Ecs. (15) y (16) en estos puntos, respectivamente.

Luego restamos la Ec. (16) de la Ec. (15), de donde obtenemos

y1(xn)− y2(x
∗
n) = b+ A sin (2πxn)− A sin (2π(x∗

n + r)). (19)

El término y1(xn)− y2(x
∗
n) puede ser despejado de la Ec. (17) y sustituyendo en la Ec.

(19) llegamos a

tan(αn)(xn − x∗
n) = b+ A sin (2πxn)− A sin (2π(x∗

n + r)). (20)

Figura 4. Representación de la trayectoria de una part́ıcula en un canal sinusoidal.

Debido al sistema de referencia considerado podemos observar que αn < 0. Uti-

lizando la ley de reflexión en el choque se puede escribir el ángulo respecto al eje x con



19

el que sale la trayectoria después del choque γn. Ya que no se han considerado fuerzas

externas en el canal, γn será el ángulo con el que llegará la part́ıcula al choque siguiente.

Para nuestro sistema se tiene que

γn = |αn|+ 2Sn. (21)

Con un razonamiento análogo se puede tratar la trayectoria del punto (x∗
n, y2(x

∗
n)) al

punto (xn+1, y1(xn+1)). Evaluando las Ecs. (15) y (16) en estos puntos, respectivamente.

Luego si restamos la Ec. (16) de la Ec. (15), obtenemos

y1(xn+1)− y2(x
∗
n) = b+ A sin (2πxn+1)− A sin (2π(x∗

n + r)). (22)

Ahora γn es el ángulo con el que la part́ıcula llegará al punto (xn+1, y1(xn+1)), por lo

que podemos escribirlo también como

γn = arctan

(
y1(xn+1)− y2(x

∗
n)

xn+1 − x∗
n

)
. (23)

Despejando y1(xn+1)− y2(x
∗
n) de la Ec. (23) y sustituyendo en la Ec. (19) llegamos a

tan(γn)(xn+1 − x∗
n) = b+ A sin (2πxn+1)− A sin (2π(x∗

n + r)). (24)

Las Ecs. (20) y (24) muestran la dependencia de la trayectoria de una part́ıcula con los

ángulos y posiciones de choques previos. Finalmente el ángulo con el que la part́ıcula

saldrá del punto (xn+1, y1(xn+1)) es

αn+1 = |αn|+ 2(Sn −Rn). (25)

Recordemos que Rn es el ángulo correspondiente a la tangente de la curva y1 evaluada

en el punto xn+1. αn+1 está relacionado con las pendientes de los perfiles en los puntos

(xn, y1(xn)) y (x∗
n, y2(x

∗
n)); es decir, está relacionada con los choques previos.

Es importante mencionar que el desarrollo mostrado es sólo un caso particular, ya

que la relación entre los ángulos cambiará por la dependencia con las pendientes de los

perfiles en cada punto de choque.
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Un análisis de los distintos choques que se hacen presentes en un canal de placas

sinusoidales se puede encontrar en el trabajo de Rojas-Sánchez (2015). En las Tablas I y

II se muestra un resumen de la clasificación de los diferentes tipos de rebotes, los cuales

también se muestran esquematizados en las Figs. 5 y 6. Estas tablas indican la dirección

en la que se mueve la part́ıcula después del choque, conociendo (αf , α0, θ y β). Donde

α0 y αf son el ángulo inicial y final de la part́ıcula, respectivamente. El parámetro β

representa el ángulo de reflexión y θ el ángulo correspondiente a la pendiente en el punto

de choque medido respecto al eje x. vx0 y vy0 son las componentes de la velocidad de

la part́ıcula antes del choque y vxf , y vyf son las componentes de la velocidad después

del choque.

Tabla I. Clasificación de los diferentes tipos de colisiones de la part́ıcula con la placa superior
de un canal sinusoidal.

Figura θ vx0 vy0 Ángulo de reflexión Ángulo final vxf vyf

Fig. 5 a) - + + β = π
2
− (α0 + θ) αf = α0 + θ - -

Fig. 5 b) + + + β = π
2
− α0 + θ αf = α0 − θ + -

Fig. 5 c) - + + β = α0 + θ − π
2

αf = π − (α0 + θ) - -

Fig. 5 d) + - + β = π
2
− (α0 + θ) αf = α0 + θ + -

Fig. 5 e) + - + β = π
2
− α0 + θ αf = α0 − θ - -

Fig. 5 f) - - + β = π
2
− α0 + θ αf = α0 − θ + -

Fig. 5 g) + - + β = α0 + θ − π
2

αf = π − (α0 + θ) + -

Fig. 5 h) - - + β = π
2
− α0 + θ αf = α0 − θ - -

Fig. 5 i) + + + β = π
2
− α0 + θ αf = α0 + θ + +

Fig. 5 j) - + + β = π
2
− (α0 + θ) αf = α0 + θ + -
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Tabla II. Clasificación de los diferentes tipos de colisiones de la part́ıcula con la placa inferior
de un canal sinusoidal.

Figura θ vx0 vy0 Ángulo de reflexión Ángulo final vxf vyf

Fig. 6 a) - + - β = π
2
− α0 + θ αf = α0 − 2θ + +

Fig. 6 b) - - - β = α0 + θ − π
2

αf = π − α0 − 2θ + +

Fig. 6 c) - + - β = π
2
− α0 + θ αf = 2θ − α0 + -

Fig. 6 d) - - - β = π
2
− (α0 + θ) αf = π − α0 − 2θ + +

Fig. 6 e) + - - β = π
2
− α0 + θ αf = 2θ − α0 - -

Fig. 6 f) + + - β = α0 + θ − π
2

αf = π − α0 − 2θ - +

Fig. 6 g) - - - β = π
2
− (α0 + θ) αf = α0 + 2θ - +

Fig. 6 h) + + - β = π
2
− (α0 + θ) αf = α0 + 2θ + +

Fig. 6 i) + + - β = π
2
− (α0 + θ) αf = α0 + θ - +

Fig. 6 j) + - - β = π
2
− α0 + θ αf = α0 − 2θ - +



22

Figura 5. Colisiones posibles de la part́ıcula con la placa superior. La imagen fue tomada
de la referencia Rojas-Sánchez (2015).
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Figura 6. Colisiones posibles de la part́ıcula con la placa inferior. La imagen fue tomada de
la referencia Rojas-Sánchez (2015).
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II.3.2. El billar de Sinai

Un billar plano es el sistema dinámico que describe el movimiento de una part́ıcula

puntual en un conjunto compacto conexo Q ⊂ R2 cuya frontera es la unión de un

número finito de curvas regulares. Dentro de Q el movimiento es uniforme (velocidad

constante) y la reflexión en la frontera ∂Q es elástica (ángulo de salida igual al de

entrada).

El billar de Sinai está definido geométricamente por un doble ĺımite, compuesto por

un cuadrado exterior Q ⊂ R2 de dimensión lateral b y un obstáculo circular interior

concéntrico; denotado por D como el disco (x − h)2 + (y − k)2 ≤ r2 (ver Fig. 7(a)).

En la Fig. 7(b) está representado el movimiento de una part́ıcula en dicho billar.

Aśı la part́ıcula se mueve uniformemente y cubre segmentos de rectas, y cuando la

part́ıcula llega al borde del cuadrado o rebote en la frontera ∂D, podemos hacerla

rebotar de acuerdo con la regla “el ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión”.

El problema es comprender la naturaleza de este movimiento en un tiempo amplio.

Denotamos por q = (xn, yn) las coordenadas de la part́ıcula en movimiento al tiempo

t, y por v = (vx, vy) su vector de velocidad. Entonces, su posición y velocidad en el

tiempo se puede calcular mediante:

xn+1 = xn + vxt, vx = vx, (26)

yn+1 = yn + vyt, vy = vy, (27)

mientras la part́ıcula no haga contacto con las fronteras. Cuando la part́ıcula colisiona

con la frontera del cuadrado, el vector velocidad v se refleja a través de la recta tangente

a ∂Q en el punto de colisión. Como resultado de la colisión elástica, la componente

normal cambia de signo mientras que la componente tangencial permanece invariable.

Es decir, si la part́ıcula colisiona con un lado vertical de la región Q en el tiempo t,
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entonces vx = −vx mientras que vy permanece invariante. En cambio, si choca contra

un lado horizontal, entonces vx no cambia y vy = −vy.

(a) (b)

Figura 7. (a) Espacio de configuración de un billar formado por un cuadrado y un obstáculo
circular en su centro y (b) trayectoria de una part́ıcula que se mueve clásicamente experi-
mentando colisiones elásticas.

Definimos la trayectoria de la part́ıcula como el segmento p1p2, donde p1 y p2 son

los puntos en Q. El análisis de la trayectoria se puede realizar considerando p1, p2,

y p3 como tres puntos consecutivos que la part́ıcula contacta con las superficies del

billar, como se muestra en la Fig. 7(b). Definimos N(p) y T (p) como la recta normal y

tangente, respectivamente, en el punto p ∈ ∂D. En el punto p2 definimos el ángulo de

incidencia, β, como el ángulo entre la recta normal N(p2) en el punto p2 y la trayectoria

de la part́ıcula p1p2. Del mismo modo, definimos el ángulo de reflexión como el ángulo

entre N(p2) y la trayectoria de la part́ıcula p2p3. En cada punto p ∈ ∂D, donde la

part́ıcula choca, el ángulo de incidencia es el mismo que el ángulo de reflexión.

Además, introducimos las siguientes variables: como γ el ángulo entre T (p2) y el

eje x positivo y consideremos el ángulo ϕ de T (p2) a la trayectoria de la part́ıcula p2p3.

De este modo, encontramos las siguientes relaciones:
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1. La ecuación de la recta tangente T (p2) a D en el punto p2 = (xn, yn) es

y − yn = D′(xn, yn)(x− xn) =⇒ y − yn = −(xn − h)

(yn − k)
(x− xn), (28)

donde D′(xn, yn) denota la derivada de (x − h)2 + (y − k)2 ≤ r2 evaluada en el

punto p2 = (xn, yn).

2. La ecuación de la recta normal N(p2) en el punto p2 = (xn, yn) está dada por

y − yn =
−1

D′(xn, yn)
(x− xn) =⇒ y − yn =

(yn − k)

(xn − h)
(x− xn). (29)

3. La ecuación de la recta de la trayectoria de la part́ıcula p1p2, con p1 = (xn−1, yn−1)

y p2 = (xn, yn), está dada por

y − yn =
(xn − xn−1)

(yn − yn−1)
(x− xn). (30)

4. Usando el hecho que la tangente del ángulo entre dos rectas no verticales y no

perpendiculares de pendientes m1 y m2, se puede calcular de acuerdo con tan β =∣∣∣ m2−m1

1+m2m1

∣∣∣. Encontramos que el ángulo entre la recta normal N(p2) en el punto p2

y la trayectoria de la part́ıcula p1p2 está determinado por

β = arctan

∣∣∣∣ mN(p2) −mp1p2

1 +mN(p2)mp1p2

∣∣∣∣ , (31)

que utilizando las Ecs. (29) y (30), tenemos que

mN(p2) =
(yn − k)

(xn − h)
y mp1p2 =

(xn − xn−1)

(yn − yn−1)
. (32)

5. Claramente de la Fig. 7(b) se puede ver que el ángulo ϕ viene dado por

ϕ =
π

2
− β. (33)

6. El ángulo de la recta tangente en el punto de colisión está dado por

γ = arctan (mT (p2)) =⇒ γ = arctan

(
−xn − h

yn − k

)
. (34)
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De esta forma, conociendo β, ϕ y γ se puede conocer el valor del ángulo de salida θf

de la part́ıcula después de colisionar con la frontera del obstáculo circular. En el caso

particular de la Fig. 7(b), tendŕıamos que el ángulo con el que llegará la part́ıcula a la

colisión siguiente es

θf = γ + ϕ.

Y con esto tenemos que la posición de la part́ıcula después de la primer reflexión con

el obstáculo circular queda determinada por

xn+1 = xn + t cos (θf ), vx = cos (θf ) (35)

yn+1 = yn + t sin (θf ), vy = sin (θf ). (36)

Como la relación entre los ángulos cambiará dependiendo del punto donde choque

la part́ıcula, necesitamos seguir el sentido y dirección de la trayectoria de la part́ıcula

cuando ésta ha colisionado con el obstáculo circular. Para ello construimos el esquema

de la Tabla III. Para el análisis nos basamos en el cuadrante de la circunferencia donde

tiene lugar la colisión:

� Si 0 ≤ θ ≤ π
2
y yn ≥ b/2, está en el primer cuadrante.

Si −π
2
≤ θ ≤ 0 y yn ≥ b/2, está en el segundo cuadrante.

Si 0 ≤ θ ≤ π
2
y yn ≤ b/2, está en el tercer cuadrante.

Si −π
2
≤ θ ≤ 0 y yn ≤ b/2, está en el cuarto cuadrante.

Donde θ = arctan (mN), mN es la pendiente de la recta normal en el punto de

colisión y b es el ancho del billar.

� Después vemos el signo que toma la pendiente de la recta tangente. En el primer

y tercer cuadrante γ siempre es negativa, mientras que en el segundo y cuarto

cuadrante γ siempre es positiva.
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� Analizamos los signos de las componentes de la velocidad inicial de la part́ıcula

antes de colisionar. Nótese que existen cuatro combinaciones posibles para ésta,

como vemos en la tercer columna de la Tabla III.

� Ahora vemos el signo del ángulo β y recordemos que β es el ángulo medido de

la recta incidente hacia la recta normal. Definimos β > 0 en sentido antihorario

y β < 0 en sentido horario. Entonces, el signo de la velocidad inicial y el del

ángulo β determinará el sentido en que rebota la part́ıcula (ver columna cuatro

de la Tabla III).

� Finalmente, para obtener la expresión del ángulo θf con que es reflejada la

part́ıcula justo después de la colisión, empleamos los esquemas de las Figs. 8,

9 y 10. En este esquema se representan todos los casos posibles que se tienen en

la Tabla III. La expresión del ángulo θf para cada caso se encuentan resumidos

en la Tabla IV.

Tabla III. Esquema para determinar el sentido de la trayectoria de una part́ıcula cuando
colisiona con el obstáculo circular.

Cuadrante γ (vx0, vy0) Sentido de la trayectoria

(−,−) β > 0

x

y

x

y

β < 0

x

y

x

y

Primero γ < 0 (−,+) β > 0

x

y

x

y

(+,−) β < 0

x

y

x

y

(+,+) No es posible
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Cuadrante γ (vx0, vy0) Sentido de la trayectoria

(+,−) β < 0

x

y

x

y

β > 0

x

y

x

y

Segundo γ > 0 (+,+) β < 0

x

y

x

y

(−,−) β > 0

x

y

x

y

(−,+) No es posible

(+,+) β > 0

x

y

x

y

β < 0

x

y

x

y

Tercero γ < 0 (+,−) β > 0

x

y

x

y

(−,+) β < 0

x

y

x

y

(−,−) No es posible

(−,+) β < 0

x

y

x

y

β > 0

x

y

x

y

Cuarto γ > 0 (−,−) β < 0

x

y

x

y

(+,+) β > 0

x

y

x

y

(+,−) No es posible
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 8. Esquema de las colisiones posibles de una part́ıcula con el obstáculo circular.
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(g) (h)

(i) (j)

(k) (l)

Figura 9. Esquema de las colisiones posibles de una part́ıcula con el obstáculo circular.
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(m) (n)

(o) (p)

Figura 10. Esquema de las colisiones posibles de una part́ıcula con el obstáculo circular.

En la Tabla IV se muestra un resumen de las expresiones de θf para los diferentes tipos

de rebotes previamente mostrados en las Figs. 8, 9 y 10.

Nota: El ángulo θf es medido desde la horizontal hacia la recta reflejada de la trayectoria

de la part́ıcula, y tomando el cuenta que en sentido antihorario θf es negativo; mientras

que en sentido horario consideramos que θf es positivo.
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Tabla IV. Clasificación de los diferentes tipos de colisiones de la part́ıcula con el obstáculo
circular.

Cuadrante I y II

Figura vx0 vy0 Ángulo final vxf vyf Figura vx0 vy0 Ángulo final vxf vyf

10(a) + - θf = −(ϕ− |γ|) + + 10(e) + - θf = −(γ + ϕ) + +

- - θf = −ϕ+|γ|−2|β| - + - - θf = −γ−ϕ−2|β| - +

10(b) - - θf = −(ϕ− |γ|) + + 10(f) + - θf = −(γ + ϕ) - +

- - θf = −ϕ+|γ|−2|β| + + + - θf = −γ−ϕ−2|β| - +

10(c) - - θf = |γ| − ϕ + - 10(g) + + θf = −(γ + ϕ) - +

- + θf = −2|β|+|γ|−ϕ + + + - θf = −γ−ϕ−2|β| - -

10(d) + - θf = |γ| − ϕ + - 10(h) + + θf = −(γ + ϕ) + +

- + θf = −2|β|+|γ|−ϕ - + - - θf = −γ−ϕ−2|β| - -

Cuadrante III y IV

Figura vx0 vy0 Ángulo final vxf vyf Figura vx0 vy0 Ángulo final vxf vyf

10(i) + + θf = |γ|+ ϕ + - 10(m) + + θf = ϕ− γ + -

- + θf = |γ|+ϕ+2|β| - - - + θf = ϕ− γ + 2|β| - -

10(j) + + θf = |γ|+ ϕ - - 10(n) - + θf = ϕ− γ + -

+ + θf = |γ|+ϕ+2|β| - - - + θf = ϕ− γ + 2|β| + -

10(k) + - θf = |γ|+ ϕ - - 10(o) - + θf = −(γ − ϕ) + +

+ + θf = |γ|+ϕ+2|β| - + - - θf = 2|β|−(γ−ϕ) + -

10(l) + - θf = |γ|+ ϕ + - 10(p) + + θf = −(γ − ϕ) + +

- + θf = |γ|+ϕ+2|β| - + - - θf = 2|β|−(γ−ϕ) - -

En la Fig. 11 se muestra la dinámica caótica para las trayectorias de la part́ıcula,

con 50 reflexiones sucesivas en la Fig. 11(a) y 100 en la Fig. 11(b). En ambos casos las



34

condiciones iniciales de posición y velocidad del lanzamiento fueron: (0,−1), vx0 = 0.8

y vy0 = 0.5, respectivamente. El radio del obstáculo circular es de r = 0.5.

Figura 11. Trayectoria de la part́ıcula con (a) 50 iteraciones y (b) 100 iteraciones.
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Caṕıtulo III

MÉTODOS NUMÉRICOS

En este caṕıtulo se describe el Método de la Ecuación Integral (IEM) y el Método de

Diferencias Finitas (FDM), los cuales son métodos numéricos rigurosos que permiten el

análisis de los sistemas electromagnéticos propuestos en este trabajo de investigación.

El IEM se desarrolla y aplica para calcular, en particular, el potencial electrostático

presente en el condensador eléctrico para las dos geometŕıas propuestas. Una vez es-

tablecido el potencial, éste a su vez nos va a permitir conocer el campo eléctrico generado

entre las superficies conductoras. Por su parte, el FDM nos permitirá realizar el cálculo

de las trayectorias de las part́ıculas cargadas bajo la influencia de un campo eléctrico

inhomogéneo para los sistemas de estudio.

III.1. Consideraciones preliminares

En este trabajo de tesis consideramos dos sistemas electromagnéticos. Para modelar

el primero de ellos, consideramos dos superficies conductoras y periódicas de tipo si-

nusoidal separadas un ancho b, como se muestra en la Fig. 12. Los perfiles superior e
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inferior están representados, respectivamente, por las funciones armónicas:

y1(x) = b+ A cos (2πx/P ), (37)

y2(x) = A cos (2πx/P + r), (38)

donde A representa la amplitud de la ondulación, P es el periodo y r es una diferencia

de fase entre los perfiles. El sistema considerado es bidimensional, es decir, es invariante

en la dirección z.

Figura 12. Descripción gráfica de un condensador formado por superficies sinusoidales
infinitas de periodo P en el plano x-y.

La región entre las placas se supone vaćıa. Además, las placas están sometidas a

un potencial U1 en la placa superior y otro U2 en la inferior, que fija la diferencia de

potencial entre las placas en un valor de ∆U = U2 − U1.

El segundo sistema está formado por dos placas plano paralelas que encierran un

arreglo periódico de inclusiones ciĺındricas circulares. Las superficies involucradas son

materiales conductores y el medio entre las placas y las inclusiones es vaćıo. La geo-

metŕıa del sistema se muestra en la Fig. 13, donde P es el periodo del condensador

en la dirección x, b es la distancia entre las superficies planas y a es el radio de cada

inclusión circular. De manera similar, se establece un potencial U1 en la placa superior,

otro U2 en la inferior y un potencial U3 en cada inclusión.
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a

y

x b

P

Figura 13. Descripción gráfica de un condensador formado por superficies plano paralelas
infinitas y un arreglo de inclusiones ciĺındricas circulares de radio a en el plano x-y.

El primer paso en el análisis de los sistemas es establecer el potencial y el campo

eléctrico en la región vaćıa entre las placas conductoras; ya que la geometŕıa consider-

ada en los sistemas da lugar a un potencial y a un campo eléctrico inhomogéneo. Este

problema implica la solución de la ecuación de Laplace cuando se especifican las condi-

ciones de frontera para el potencial electrostático. En seguida nos interesa observar la

evolución de la trayectoria de una part́ıcula cargada que es lanzada con condiciones

iniciales de posición, (x0, y0), y velocidad, (vx0, vy0), conforme va chocando con las

paredes.

III.2. Método de la Ecuación Integral

Para los dos sistemas considerados en este trabajo, el método integral se basa en resolver

numéricamente la ecuación de Laplace a partir de ecuaciones integrales (Mendoza-

Suárez and Villa-Villa, 2010). El IEM parte del segundo teorema integral de Green,

de donde se obtienen ecuaciones integrales acopladas que involucran como incógnitas:

el potencial eléctrico y su derivada normal, evaluadas en los perfiles considerados. La

discretización de las ecuaciones permite pasar de un sistema de ecuaciones integrales a

un sistema de ecuaciones algebraico, cuya solución determina las funciones fuente. Una
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vez calculadas las fuentes es posible calcular el campo eléctrico del sistema de estudio.

III.2.1. Ecuación de Laplace

En primer lugar, vamos a obtener la ecuación diferencial que satisface el potencial

U = U(x, y) en la región situada entre las placas. Para ello, es necesario tener en cuenta

que en esta región no puede haber cargas libres, con lo cual, la expresión diferencial del

teorema de Gauss en dicha región toma la forma

∇ · E = 0 (39)

y la ley de Faraday como

∇× E = 0. (40)

La Ec. (40) implica que existe un potencial escalar U , de tal manera que

E = −∇U(x, y). (41)

Entonces, sustituyendo la Ec. (41) en la Ec. (39), obtenemos

∇ · E = ∇ · (−∇U(x, y)) = 0 =⇒ ∇2U(x, y) = 0, (42)

lo cual nos indica que el potencial satisface la ecuación de Laplace en la región vaćıa

entre las placas del condensador. Para el caso de un condensador compuesto por dos

placas conductoras plano paralelas (sin inclusiones), la ecuación de Laplace se puede

resolver fácilmente en coordenadas cartesinas, obteniéndose la solución exacta:

U(x, y) = −
(
U2 − U1

b

)
y + U2 =

−∆U

b
y + U2, (43)

donde se ha considerado las siguientes condiciones de frontera dadas en las superficies

conductoras

U(x, y)|y1(x)=b = U1 y U(x, y)|y2(x)=0 = U2. (44)
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Sobre la base de este caso, obtendremos la solución de la ecuación de Laplace para una

superficie de forma arbitraria.

III.2.2. Función de Green para la ecuación de Laplace

Consideremos los problemas geométricos mostrados en las Figs. 12 y 13. En este caso

el potencial es no homogéneo y por lo tanto, su cálculo es complejo. Entonces, para

resolver el problema consideremos una función de Green, G(r, r′), que depende de las

coordenadas cartesianas de un punto de observación r y de un punto fuente r′. La

función de Green para la ecuación de Laplace satisface

∇2G(r, r′) = −δ(r− r′), (45)

donde δ(r− r′) es la delta de Dirac. La delta de Dirac está definida como sigue:

δ(r− r′) =


∞ si (x, y) = (x′, y′),

0 si (x, y) ̸= (x′, y′),

(46)

donde r = (x, y) y r′ = (x′, y′).

Es bien sabido que una posible función de Green para la Ec. (45) está dada por la

función logaŕıtmica (Arfken et al., 2012):

G(r, r′) = − 1

2π
ln |r− r′| = − 1

2π
ln
√

(x− x′)2 + (y − y′)2, (47)

que básicamente es el potencial generado en el punto de observación (x, y) por una

distribución de carga eléctrica lineal y uniforme (λ = ε0). Esta distribución de carga

eléctrica estaŕıa extendida a lo largo del eje x y pasaŕıa por el punto fuente (x′, y′).
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III.2.3. Representación integral de la ecuación de Laplace

Multiplicando la Ec. (45) por U(r), restando G(r, r′) veces la Ec. (42) e integrando

sobre una superficie arbitraria R (r ∈ R), obtenemos∫
R

[
U(r)∇2G(r, r′)−G(r, r′)∇2U(r)

]
da =

∫
R

−δ(r− r′)U(r) da. (48)

Usando U∇2G − G∇2U = ∇ · (U∇G − G∇U) y el teorema de Green bidimensional,

obtenemos

∮
∂R

(
G(r, r′)

∂U(r)

∂n
− U(r)

∂G(r, r′)

∂n

)
ds =


U(r) si r ∈ R,

0 si r /∈ R,

(49)

donde ∂R es el contorno que encierra a la superficie R, ds es la longitud de arco, n̂ es

la normal hacia afuera de la superficie y ∂/∂n = n̂ · ∇ denota la derivada normal.

En la Ec. (49), la función de Green G(r, r′) y su derivada normal ∂G(r, r′)/∂n son

variables conocidas. El potencial U(r) y su derivada normal ∂U(r)/∂n son las incógnitas

a determinar. Entonces, a partir de la Ec. (49) podemos formular un método numérico

que nos permita obtener las funciones fuente (el potencial y su derivada normal) a

través de las ecuaciones integrales. A partir de este resultado, será posible calcular el

campo eléctrico generado entre las superficies conductoras.

Para desarrollar el algoritmo para resolver numéricamente la Ec. (49), usamos el caso

en el que el punto de observación r = (x, y) está a fuera de la región R. Espećıficamente,

usaremos puntos que estén infinitesimalmente separados del contorno ∂R. Estos puntos

están representados como

(x, y) = (x′ + εnx, y
′ + εny), (50)

donde ε es un infinitesimal positivo, (nx, ny) es la normal hacia afuera de la superficie

y (x′, y′) es un vector del perfil ∂R, como se muestra en la Fig. 14.
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Figura 14. Elección del punto de observación r, muy cerca de la superficie representada por
∂R.

Con esta elección, se tiene que el lado derecho de la Ec. (49) es igual a cero. Entonces

la ecuación integral se reduce a resolver∮
∂R

(
G(r, r′)

∂U(r)

∂n
− U(r)

∂G(r, r′)

∂n

)
ds = 0. (51)

Una vez determinadas las fuentes, podremos regresar a la Ec. (49) y obtener el potencial

U(r) para cuando el punto de observación esté dentro de la región R.

III.2.4. Discretización de las ecuaciones integrales

Debido a que no es posible resolver de manera anaĺıtica el sistema de ecuaciones inte-

grales acopladas de la Ec. (51), recurrimos a una discretización del sistema. Para esto

es necesario convertir las ecuaciones integrales obtenidas en un sistema de ecuaciones

algebraico que se puede resolver por medio de métodos numéricos matriciales. Para ello

consideremos concretamente los dos sistemas que deseamos analizar.

Condensador eléctrico con placas sinusoidales

Comenzamos con el primer sistema el cual consiste en un condensador eléctrico formado

por dos superficies sinusoidales y periódicas. Para realizar la discretización de la Ec.
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(51) se aprovecha la periodicidad del sistema tomando una celda unitaria. Esta celda

unitaria es un periodo del perfil sinusoidal como se muestra en la Fig. 15.

Figura 15. Celda unitaria ondulada que está limitada por los contornos Γ1, Γ2, Γ3 y Γ4.

La geometŕıa de la celda unitaria de la Fig. 15 puede ser descrita por la repre-

sentación de puntos a lo largo del contorno Γ = Γ1 + Γ2 + Γ3 + Γ4 con coordenadas

cartesianas (x(s), y(s)) como funciones paramétricas de la longitud de arco s; aśı como

de sus derivadas de primer (x′(s), y′(s)) y segundo (x′′(s), y′′(s)) orden. Para cada con-

torno Γj corresponde un vector normal n̂j que apunta hacia afuera de la celda unitaria.

Para resolver la Ec. (51) se realiza una discretización en el contorno Γj, dividiendo el

contorno Γj en Nj pequeños segmentos de longitud de arco s. Sea n = n1+n2+n3+n4

el número total de puntos en la celda unitaria que corresponden a cada uno de los

contornos Γj. De este modo, la Ec. (51) puede expresarse como sumas sobre pequeños

intervalos y si ∆sj es suficientemente pequeño, entonces podemos considerar que el

potencial Uj y su derivada normal ∂U
∂n

∣∣
s=sj

son aproximadamente constantes entre dos

puntos consecutivos de la discretización y por lo tanto podŕıamos sacarlos de las inte-

grales. Con esta hipótesis podemos representar la integral de la Ec. (51) de la siguiente
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manera: ∮
∂R

G(r, r′)
∂U(r)

∂n
ds ≈

n∑
j=1

LijFj, (52)

∮
∂R

U(r)
∂G(r, r′)

∂n
ds ≈

n∑
j=1

NijUj, (53)

donde Fj = ∂U
∂n

∣∣
s=sj

es la derivada normal del potencial electrostático evaluada en el

j-ésimo punto, Uj es el potencial evaluado en el j-ésimo punto. Evaluando las integrales

de las Ecs. (52) y (53) en el punto de observación r = ri, definiremos los elementos de

matriz Lij y Nij como:

Lij = lim
ε→0

∫ sj+
∆s
2

sj−∆s
2

G(ri + εn̂i, r
′)ds, (54)

Nij = lim
ε→0

∫ sj+
∆s
2

sj−∆s
2

∂G(ri + εn̂i, r
′)

∂n
ds. (55)

Resulta que Lij y Nij (ver Apéndice A) están dados por:

Lij =

(
−∆s

2π

)
ln(Rij)(1− δij)−

∆s

2π
ln

(
∆s

2e

)
δij, (56)

Nij =

(
∆s

2π

)
n̂j ·

Rij

R2
ij

(1− δij) +

(
1

2
+

∆s

4π
(n̂j · t̂

′
j)

)
δij, (57)

donde

Rij =
√

(xi − yj)2 + (yi − yj)2, (58)

n̂j ·Rij = −y′(s)(xi − yj) + x′(s)(yi − yj), (59)

n̂j · t̂
′
j = x′(s)y′′(s)− y′(s)x′′(s). (60)

Asimismo, en las Ecs. (59) y (60) hemos definido x′
j(s) = x′(s)

∣∣
s=sj

, x′′
j (s) = x′′(s)

∣∣
s=sj

,

y aśı sucesivamente.

Ahora aplicando la discretización en las Ecs. (52) y (53) para el sistema se obtiene
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el siguiente sistema de ecuaciones algebraico:

n1∑
j=1

[
Lij(1)Fj(1) −Nij(1)Uj(1)

]
+

n1+n2∑
j=n1+1

[
Lij(2)Fj(2) −Nij(2)Uj(2)

]
+ (61)

n1+n2+n3∑
j=n1+n2+1

[
Lij(3)Fj(3) −Nij(3)Uj(3)

]
+

n1+n2+n3+n4∑
j=n1+n2+n3+1

[
Lij(4)Fj(4) −Nij(4)Uj(4)

]
= 0,

donde i = 1, 2, · · · , n1 + n2 + n3 + n4 y el sub́ındice entre paréntesis hace referencia al

perfil. Luego, en los perfiles Γ3 y Γ4 las condiciones de periodicidad se pueden expresar

como:

U(x, y) = U(x+ P, y), (62)

∂U(x, y)

∂n
= −∂U(x+ P, y)

∂n
. (63)

Por otro lado, las condiciones de frontera de los perfiles armónicos Γ1 y Γ2 son respec-

tivamente:

U(x, y)|y1(x) = U1 y U(x, y)|y2(x) = U2. (64)

Entonces, la Ec. (61) se puede reescribir como el sistema lineal e inhomogéneo de

ecuaciones algebraicas,

n1∑
j=1

Lij(1)Fj(1) +

n1+n2∑
j=n1+1

Lij(2)Fj(2) +

n1+n2+n3∑
j=n1+n2+1

(
Lij(3) − Lij(4)

)
Fj(3)

−
n1+n2+n3+n4∑
j=n1+n2+n3+1

(
Nij(3) +Nij(4)

)
Uj(3) = bi, (65)

donde el término no homogéneo bi, está dado por

bi = U1

n1∑
j=1

Nij + U2

n1+n2∑
j=n1+1

Nij. (66)

En forma matricial el sistema de ecuaciones algebraico seŕıa:

Lij(1) 0 0 0

0 Lij(2) 0 0

0 0
(
Lij(3) − Lij(4)

)
0

0 0 0
(
Nij(3) +Nij(4)

)





Fj(1)

Fj(2)

Fj(3)

Uj(3)


=



U1Nij

U2Nij

0

0


. (67)
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Condensador eléctrico con placas plano paralelas que contiene

inclusiones ciĺındricas circulares

En la Fig. 16 se muestra el siguiente sistema a analizar, el cual es un condensador

eléctrico formado por dos placas conductoras paralelas y un arreglo de inclusiones

ciĺındricas circulares que involucran un material conductor. De igual manera con el

objetivo de disctretizar la Ec. (51) para este sistema, se toma una celda unitaria, la

cual está delimitada por los ĺımites laterales Γ4 y Γ5 y las placas conductoras por los

ĺımites superior e inferior dados por Γ1 y Γ2, respectivamente. Esta región contiene la

inclusión circular con un perfil dado por Γ3.

Figura 16. Celda unitaria que está limitada por los contornos Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 y Γ5.

Con un análisis análogo al realizado en el apartado anterior llegamos al siguiente

sistema de ecuaciones algebraicas:

n1∑
j=1

Lij(1)Fj(1) +

n1+n2∑
j=n1+1

Lij(2)Fj(2) +

n1+n2+n3∑
j=n1+n2+1

Lij(3)Fj(3) +

n1+n2+n3+n4∑
j=n1+n2+n3+1

(
Lij(4) − Lij(5)

)
Fj(4)

−
n1+n2+n3+n4+n5∑
j=n1+n2+n3+n4+1

(
Nij(4) +Nij(5)

)
Uj(4) = bi, (68)
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donde el término no homogéneo bi, está dado por

bi = U1

n1∑
j=1

Nij + U2

n1+n2∑
j=n1+1

Nij + U3

n1+n2+n3∑
j=n1+n2+1

Nij, (69)

con i = 1, 2, · · · , n1 + n2 + n3 + n4 + n5 en la Ec. (68).

En forma matricial el sistema de ecuaciones algebraico seŕıa de la forma:

Lij(1) 0 0 0 0

0 Lij(2) 0 0 0

0 0 Lij(3) 0 0

0 0 0
(
Lij(4) − Lij(5)

)
0

0 0 0 0
(
Nij(4) +Nij(5)

)





Fj(1)

Fj(2)

Fj(3)

Fj(4)

Uj(4)


=



U1Nij

U2Nij

U3Nij

0

0


.

(70)

III.3. Método de Diferencias Finitas

Ahora consideremos las part́ıculas cargadas moviéndose por el túnel formado por las

placas del condensador en donde está establecido un potencial inhomogéneo dependiente

de la posición de la part́ıcula. Es bien conocido que las trayectorias de una part́ıcula car-

gada inmersa en un campo eléctrico uniforme no son afectadas por el campo eléctrico.

En este caso, la trayectoria solamente dependerá de las condiciones iniciales de veloci-

dad (vx, vy) y de posición (x0, y0). Calcular la trayectoria de una part́ıcula cargada en

presencia de un campo eléctrico no homogéneo (como es el caso de los sistemas con-

siderados en este trabajo) es un problema más complicado y no puede resolverse de

manera anaĺıtica. Por lo tanto, es necesario recurrir a métodos numéricos con los que

se pueda hacer una buena aproximación. El método numérico que emplearemos es el

Método de Diferecias Finitas.

Consideremos la tarea de encontrar la posición de la part́ıcula, r(t), como función
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del tiempo, dadas las condiciones iniciales de posición y velocidad: r(t = 0) = r0 y

v(t = 0) = v0, respectivamente. Si la part́ıcula cargada se mueve en presencia de un

campo eléctrico, entonces la fuerza F que actúa sobre ella es

F = qE, (71)

donde q es la carga de la part́ıcula y E es el campo eléctrico en la región vaćıa entre las

superficies conductoras. Entonces, la trayectoria de la part́ıcula cargada moviéndose

en presencia del campo eléctrico E puede ser encontrada a partir de la segunda ley de

Newton,

F = m
d2r

dt2
, (72)

donde m es la masa de la part́ıcula y d2r/dt2 es su aceleración y F es la fuerza total

que actúa sobre ésta. En este caso, consideramos que la única fuerza que actúa sobre la

part́ıcula es la fuerza eléctrica. Es necesario precisar que lo anterior es válido mientras

la part́ıcula no choque con alguna de las placas del condensador, porque cuando choca

aparece una fuerza extra impulsiva que habŕıa que considerar. Un modelo usual para

considerar el impacto es suponer que se realiza un choque elástico, por lo que la part́ıcula

tiene una enerǵıa cinética después del impacto igual a la que teńıa antes del impacto.

Además, localmente rebota cumpliendo una “ley de la reflexión” en donde el ángulo de

reflexión es igual al de incidencia para el caso plano.

De esta forma, para conocer la trayectoria de una part́ıcula de masa m y carga

q cuyas condiciones iniciales de posición y velocidad son dadas, podemos resolver

numéricamente la Ec. (72) por el método de diferencias finitas.

Las ecuaciones de movimiento seŕıan:

m
dv

dt
= F = qE, (73)

v =
dr

dt
. (74)



48

Las cuales podemos discretizar de la siguiente manera

v

(
t+∆t+

∆t

2

)
= v

(
t+

∆t

2

)
+

F(t+∆t)

m
∆t, (75)

r(t+∆t) = r(t) + v(t+∆t)∆t, (76)

donde r es el vector de posición en el plano x−y. En las ecuaciones anteriores ∆t es un

transcurso de tiempo suficientemente pequeño como para que la trayectoria obtenida

numéricamente tenga un aspecto de curva continua a la hora de ser representada. Para

esto basta con elegir a ∆t como una cantidad pequeña en relación a un tiempo carac-

teŕıstico en el sistema. Las Ecs. (75) y (76) permiten encontrar la posición y velocidad

en un tiempo “futuro” dando estas propiedades en un tiempo “presente”. Además el

cálculo de la posición y la velocidad deben estar “defasados” en un tiempo ∆t/2 para

darle estabilidad numérica al método.
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Caṕıtulo IV

RESULTADOS

En este caṕıtulo se presentan los resultados numéricos obtenidos para cada sistema

considerado. Para ello se utilizó la implementación del método de la ecuación integral y

el metodo de diferencias finitas en el lenguaje de FORTRAN. Para formar los sistemas

considerados se utilizó un conjunto de puntos finitos, donde se usó un muestreo con

una resolución ds = 1/40 para los puntos que modelan los perfiles de las placas del

condensador y dt = 1/45 para los puntos de la trayectoria de la part́ıcula. Para realizar

las pruebas, se tomó una celda unitaria arbitraria del condensador y se observó lo que

ocurre en ella. El algoritmo está diseñado para que una vez que la part́ıcula llegue a

un extremo de la celda unitaria ésta vuelva a entrar a la celda, al inicio si vx > 0 o al

final si vx < 0. Cabe resaltar que esto se puede hacer debido a la periodicidad de los

sistemas que estamos tratando.
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IV.1. Condensador eléctrico con placas sinusoidales

Potencial electrostático

Una vez obtenido el potencial eléctrico, U(x, y), por medio del IEM calculamos el

campo eléctrico a través de la relación que existe entre ellos: E = −∇U(x, y). En la

Fig. 17, se muestra el potencial y el campo eléctrico para un condensador con placas

planas de amplitud A = 0.0 (Fig. 17 (a) y Fig. 17 (d), respectivamente); otro con

placas onduladas de amplitud A = 0.17π (Fig. 17(b) y Fig. 17 (e), respectivamente)

y uno más de placas onduladas de amplitud A = 0.08π (Fig. 17 (c) y Fig. 17 (f),

respectivamente). En los tres casos se utilizó un ancho b = π y una longitud L = 4π en

las Figs. 17 (a) y (c); mientras que en la Fig. 17 (b) la longitud fue L = 2π.

Como se muestra en la Fig. 17 las condiciones de frontera se cumplen, lo que le

da validez al método numérico desarrollado. Además, en las Figs. 17 (d), (e) y (f) se

cumple que las ĺıneas de campo eléctrico van siempre de la placa con carga positiva a

la placa con carga negativa. Estos resultados muestran que para un condensador con

placas onduladas Figs. 17 (e) y (f) el campo eléctrico deja de ser uniforme, haciendo

evidente que la intensidad del campo y, por lo tanto, la fuerza que actúa sobre una

part́ıcula será diferente en cada punto.



51

(a)

2 4 6
 x 

-1

0

1

2

3

4

y

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2
(b) (c)

0 5 10
 x

-1

0

1

2

3

4

y

-0.2

0

0.2

(d)

0 2 4 6
 x

-1

0

1

2

3

4
y

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

(e)

0 5 10
 x

-1

0

1

2

3

4

y

-0.2

0

0.2

(f)

Figura 17. Potencial eléctrico para un condensador de (a) placas planas (A = 0), (b) placas
sinusoidales de amplitud A = 0.17π y (c) A = 0.08π. Campo eléctrico para un condensador
con amplitud (d) A = 0, (e) A = 0.17π y (f) A = 0.08π.

IV.1.1. Trayectorias de part́ıculas

Primero realizamos la simulación de la trayectoria que sigue una part́ıcula cargada con

una cierta velocidad inicial, dentro del condensador bajo cuatro condiciones distintas

de lanzamiento y de geometŕıa del condensador. El primer lanzamiento, Fig. 18 (a),

se realizó dentro de un condensador de placas planas y paralelas (A = 0) con las

condiciones iniciales de velocidad vx = 0.3, vy = 1.0. En el segundo lanzamiento, Fig.

18 (b), se consideró placas onduladas de amplitud A = 0.08π y condiciones iniciales

de velocidad vx = 0.2, vy = −0.6. En el tercer caso, Fig. 18 (c), se utilizaron placas

onduladas de amplitud A = 0.14π y una velocidad inicial vx = 0.48 y vy = 1.24.

Finalmente, en el último lanzamiento, Fig. 18 (d), se consideraron placas onduladas
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con amplitud A = 0.25 y velocidad inicial de vx = 0.5 y vy = 1.0. La condicion

inicial de posición, (x0, y0), fue (0.05, 0.5b) (Figs. 18 (a) y (b)), (0.05, 0.0) (Fig. 18

(c)) y (0.05, 0.7b) (Fig. 18 (d)). Los parámetros del condensador fueron: ancho b = π,

periodo P = 2π, diferencia de fase r = π, longitud L = 2π (1 periodo) (Figs. 18 (a),

(b) y (c)) y 2 periodos (Fig. 18 (d)). Con condiciones de frontera U1 = 0.7, U2 = −0.7

(Fig. 18 (a)); U1 = 0.2, U2 = −0.2 (Fig. 18 (b)); U1 = 0.5, U2 = −0.5 (Fig. 18 (c)) y

U1 = 1.0, U2 = −1.0 (Fig. 18 (d)).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 18. Trayectorias de una part́ıcula con vy > 0 para (a) condensador plano con
A = 0.0, vx = 0.3, vy = 1.0 y (c) condensador ondulado con A = 0.14π, vx = 0.48,
vy = 1.24. Trayectorias de una part́ıcula con vy < 0 para (b) condensador ondulado con
A = 0.08π, vx = 0.2, vy = −0.6 y (d) A = 0.25, vx = 0.5, vy = −1.0.

Como se muestra en la Fig. 18 (a), en el caso plano la part́ıcula describe un

movimiento uniformemente acelerado al entrar al interior del condensador; debido a
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que está bajo la influencia de un campo eléctrico uniforme generado por el conden-

sador. Además podemos observar que la part́ıcula describe un movimiento en forma

de parábola como ya es conocido. En las Figs. 18 (b), (c) y (d) se aprecia como la

trayectoria de la part́ıcula sigue un movimiento en forma parabólica también, sin im-

portar las condiciones iniciales del lanzamiento. Pero es notorio que la trayectoria de la

part́ıcula es influenciada por las ondulaciones de las placas del condensador, a diferencia

del caso plano paralelo. Cuando la part́ıcula se aproxima a la ondulación en las Figs.

19 (b), (c) y (d), se puede observar como se ve influenciada la trayectoria debido a la

ondulación. Entonces, podemos decir que entre más cerca se encuentre la part́ıcula de

la placa ondulada mayor será la influencia de ésta sobre la dinámica de la trayectoria

de la part́ıcula.

En las siguientes gráficas (Fig. 19) se muestra la evolución temporal de una part́ıcula

con diferentes condiciones iniciales. Para obtener las gráficas, en la Fig. 19 (a) se utilizó

un condensador con una amplitud de A = 0.0 y un potencial eléctrico con un valor de

U1 = 0.5, U2 = −0.5. La part́ıcula inicia su movimiento en el punto (0.2, 0.5b) con

velocidad inicial vx = 1.9, vy = 1.3. En seguida (Fig. 19 (b)), consideramos una

amplitud de A = 0.2 manteniendo el mismo valor del potencial. La part́ıcula se lanzó

con una velocidad vx = 0.5, vy = 1.1 en la posición (0.5, 0.5b). En el caso de la Fig. 19

(c) consideramos una amplitud A = 0.17π y un valor de U1 = 0.2, U2 = −0.2 para el

potencial eléctrico y la part́ıcula se lanzó con una velocidad de vx = 0.4, vy = −0.9 en la

posición (0.5, 0.7b). Finalmente, en la Fig. 19 (d) se consideró una amplitud A = 0.3 con

potenciales U1 = 0.25, U2 = −0.25. En este caso la part́ıcula fue lanzada en la misma

posición inicial que la Fig. 19 (c) con una velocidad inical vx = 1.5, vy = −1.8. Los

parámetros usados para formar el condensador fueron: ancho b = π, periodo P = 2π,

longitud L = 2π (1 periodo) en las Figs. 19 (a), (c) y (d) y L = 4π (2 periodos) para la
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Fig. 19 (b). Las gráficas (c) y (d) involucran ondulaciones donde la diferencia de fase

utilizada fue r = π.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 19. Trayectorias de una part́ıcula en un condensador con amplitud (a) A = 0.0, (b)
A = 0.2, (c) A = 0.17π y (d) A = 0.3.

En la Fig. 19 (a) la part́ıcula experimentó 34 colisiones para las cuales se consideró

8,100 puntos. Por su parte, en la Fig. 19 (b) se presentaron 62 colisiones con 20,500

puntos. En el caso de la Fig. 19 (c) ésta muestra 48 colisiones utlizando 13,530 puntos

y finalmente, en la Fig. 19 (d) se puede observar que la part́ıcula colisionó 102 veces

con 13,510 puntos. A medida que se incrementa el número de puntos eventualmente

todo el espacio accesible en la superficie del condensador es cubierto por la trayectoria

de la part́ıcula siguiendo patrones caracteŕısticos.

Ahora, estamos interesados en determinar la evolución de n part́ıculas inyectadas

simultáneamente en el condensador. Las part́ıculas son inyectadas por N fuentes que
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están uniformemente distribuidas a lo largo del eje x. Las fuentes tienen por origen

el punto (xN , b/2), donde xN es la posición horizontal correspondiente a cada una de

las N fuentes y b es el ancho del condensador. Cada fuente inyecta n part́ıculas con

una distribución angular que está entre 270◦ y 90◦, como se ilustra en la Fig. 20. De

las n part́ıculas, n/2 se lanzan de tal manera que su primer colisión sea con la placa

superior y las otras n/2 restantes sea con la placa inferior. Por lo tanto, el ángulo está

determinado por

θ = arctan

(
vy
vx

)
, (77)

donde vx y vy son las componentes de la velocidad sobre el eje x y y, respectivamente.

Además, se tiene que vx = v cos (θ) y vy = v sin (θ).

Figura 20. Distribución angular de dos fuentes con 16 part́ıculas cada una en un condensador
con parámetros: A = 0.04, b = π y L = 4π.

IV.1.2. Mapas de Poincaré

Para analizar la dinámica de las part́ıculas construimos los mapas de Poincaré. Para

trazar las secciones de Poincaré, elegimos el par conjugado (x, py), donde x es la posición
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de la part́ıcula en el eje x, py = v cosα es el momento en la dirección x y v es la magnitud

de la velocidad. α es el ángulo con el que avanza la part́ıcula conforme transcurre el

tiempo, dado por la Ec. (77). En los puntos de colisión con los perfiles α = β, que es

el ángulo de reflexión. Para obtener las gráficas de Poincaré, consideramos P = 2π y

L = 6π en todos los casos. Los valores de x considerados están en el intervalo [0, 1].

Condensador con ancho b = 2.0

Consideremos primero el caso de un condensador de placas planas con potencial elec-

trostático U = 0 (Fig. 21 (a)). En seguida, consideremos una pequeña amplitud de

ondulación en las placas del condensador de A = 0.08 para tres variaciones del poten-

cial: U = 0 (Fig. 21 (b)), U = |0.2| (Fig. 21 (c)) y U = |0.9| (Fig. 21 (d)). En todos

los casos se utilizaron 6 fuentes con 20 part́ıculas.

En la Fig. 21 (a) podemos observar que en el caso clásico, no existe comportamiento

caótico como era de esperarse. La trayectoria no sufre alteraciones debido a la reflexión

local en el choque y a que no existen fuerzas externas en el sistema. Se observa en la

Fig. 21 (b) para el caso de un potencial eléctrico nulo con una pequeña amplitud de

ondulación, una dinámica similar como en el caso de un condensador con placas plano

paralelas. Mientras que en las Figs. 21 (c) y (d) presentan la formación de islas o ciclos

ĺımite, con la presencia del campo eléctrico.
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Figura 21. Mapas de Poincaré para un condensador con amplitud (a) A = 0, (b), (c) y (d)
A = 0.08 con los potenciales (a) U = 0, (b) U = 0, (c) U = |0.2| y (d) U = |0.9|.

Condensador con ancho b = 1.0

Ahora se considera un ancho más pequeño manteniendo la misma amplitud que el caso

anterior, A = 0.08, bajo dos variantes para el potencial eléctrico. Los valores utilizados

fueron: U = |0.6| (Fig. 22 (a)) y U = |1.5| (Fig. 22 (b)). En ambos casos se utilizaron

6 fuentes con 20 part́ıculas lanzadas en la posición y = 0.52b.

(a) (b)

Figura 22. Mapas de Poincaré de las trayectorias de part́ıculas en un condensador con placas
onduladas de amplitud A = 0.08 y ancho b = 1.0 para los potenciales (a) U = |0.6| y (b)
U = |1.5|.
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En la Fig. 22 se puede observar que a medida que se incrementa el valor del potencial

eléctrico se observan más trayectorias cerradas. Las trayectorias cerradas representan

part́ıculas que se encuentran atrapadas en el condensador.

Condensador con ancho b = 0.15π

En la Fig. 23 se presenta la dinámica de las part́ıculas dentro del condensador al variar

la amplitud de la ondulación en las placas y manteniendo fijo el valor del potencial

eléctrico. En las Figs. 23 (a) y (c) se usó un potencial de U = |0.2| para las amplitudes:

(a) A = 0.02π y (c) A = 0.045π. Aśı mismo, en las Figs. 23 (b) y (d) se consideró

un potencial de U = |0.6| para las amplitudes: (b) A = 0.02π y (d) A = 0.045π.

Se utilizaron 6 fuentes en el condensador con (a) y (b) 20 part́ıculas y (c) y (d) 19

part́ıculas.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 23. Mapas de Poincaré de las trayectorias de part́ıculas en un condensador con placas
onduladas de amplitud (a) y (b) A = 0.02π, (c) y (d) A = 0.045π para los potenciales (a)
y (c) U = |0.2|, (b) y (d) U = |0.6|. En todos los casos el ancho es b = 0.15π.

En las Figs. 23 (c) y (d) se muestra que al hacer la amplitud mayor los ciclos ĺımite
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son más notorios. En este caso las trayectorias caen a ciclos ĺımite rápidamente, aún

con un campo eléctrico pequeño. Por lo tanto, la amplitud de la ondulación en las

placas desempeña un papel importante en el comportamiento de las part́ıculas.

Hasta ahora se ha considerando una diferencia de fase fija entre las placas del con-

densador con un valor de r = 0. Entonces, ahora vamos a analizar el comportamiento

de las part́ıculas al variar el parámetro de la diferencia de fase entre las placas del

condensador. En la Fig. 24 se pueden apreciar secciones de Poincaré obtenidas con

A = 0.02π, b = 0.15π y U = |0.81| para (e) r = 0, (f) r = π y (g) r = 3π. Además,

para estos cálculos se utilizaron 19 part́ıculas lanzadas en la posicion y = 0.52b.

(a) (b)

(c)

Figura 24. Mapas de Poincaré para un condensador con amplitud A = 0.02π, ancho
b = 0.15π, potencial U = |0.81| y diferencias de fase (a) r = 0, (b) r = π y (c) r = 3π.

Para el caso r = 0 (Fig. 24 (a)) el comportamiento es semejante al de los casos

anteriores; es decir, se puede observar órbitas eĺıpticas bien definidas. Para una diferen-

cia de fase de r = π, podemos ver de la Fig. 24 (b) que las elipses comienzan a

deformarse. Si aumentamos más la diferencia de fase a r = 3π (Fig. 24 (c)) se modifica
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la dinámica de las part́ıculas aún más en comparación con el caso sin diferencia de fase.

Esto permite la presencia de un comportamiento caótico para las part́ıculas.

IV.2. Condensador eléctrico con placas plano para-

lelas que contiene inclusiones ciĺındricas cir-

culares

Potencial electrostático

En la Fig. 25 se presentan los resultados del potencial y el campo eléctrico asociado para

un condensador formado por dos superficies planas y paralelas que contiene un arreglo

periódico de inclusiones ciĺındricas circulares. Para este sistema hemos considerado los

siguientes parámetros: longitud L = 2π, ancho b = 2π, radios a = 0.2π (Fig. 25 (a)),

a = 0.30π (Fig. 25 (b)) y a = 0.32π (Fig. 25 (c)).

De la Fig. 25 se puede observar que para el campo eléctrico, de nuevo, se sigue

cumpliendo que las ĺıneas de fuerza van de la superficie con carga positiva a la superficie

con carga negativa. También, se puede corroborar que la intensidad del campo está de

acuerdo con las condiciones de frontera consideradas, siendo notoria la perturbación

que sufre el campo de potencial debido a la presencia de la inclusión. Además, nótese

que en todos los casos se cumplen las condiciones de frontera, lo cual implica la validez

del método numérico empleado.
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Figura 25. Potenciales eléctricos obtenidos con (a) U1 = −1, U2 = −1, U3 = 0.5 y
a = 0.2π; (b) U1 = 0.6, U2 = 0.6, U3 = −0.3 y a = 0.30π; (c) U1 = 2, U2 = −2, U3 = 1
y a = 0.32π. (d), (e) y (f) Campos eléctricos correspondientes para cada caso.

IV.2.1. Trayectorias de part́ıculas

Para ejemplificar la descripción teórica descrita anteriormente, modelamos la evolución

de la trayectoria de una part́ıcula a través de un condensador de placas plano paralelas

y conductoras que contiene un arreglo periódico de inclusiones ciĺındricas circulares.

Primero, consideramos el caso simple, un condensador sin potencial; es decir, U1 =

U2 = U3 = 0 (Fig. 26 (a)). Los parámetros de las superficies del condensador son:

longitud L = 2π (1 periodo), ancho b = 2π y radio de la inclusión circular a = 0.4π.

La part́ıcula inicia su movimiento en el punto (1.4, 0.0) con velocidad inicial vx =

0.2, vy = 0.4. Después, procedemos a considerar la part́ıcula en presencia de potencial

(U1 = 0.5, U2 = 0.7 y U3 = −0.8) presentado en la Fig. 26 (b).
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(a) (b)

Figura 26. Trayectorias de una part́ıcula en un condensador con los siguientes parámetros:
L = 2π, b = 2π, a = 0.4π, (a) U1 = U2 = U3 = 0, (b) U1 = 0.5, U2 = 0.7 y U3 = −0.8.
Y valores iniciales para la part́ıcula: (a) x0 = 1.4, y0 = 0.0, vx = 0.2, vy = 0.4 y (b)
x0 = 0.0, y0 = 0.0, vx = 0.4, vy = 0.7.

Con los mismos parámetros que se consideraron en el caso anterior para el conden-

sador; pero en este caso la part́ıcula inicia su movimiento en el punto (0.0, 0.0) con una

velocidad inicial de vx = 0.4, vy = 0.7.

En los resultados obtenidos en la Fig. 26 (a) podemos observar que entre colisiones

la part́ıcula se mueve de manera libre siguiendo una trayectoria rectiĺınea, como es

caracteŕıstico en un sistema clásico. Mientras que en la Fig. 26 (b), se observan cambios

notables en la trayectoria de la part́ıcula. Se puede ver claramente que la presencia del

campo eléctrico modifica la dinámica de la part́ıcula, en comparación con el caso clásico.

Estos resultados y el cumplimiento de las condiciones de frontera muestran que el IEM

da resultados confiables para este sistema.

En las gráficas siguientes de la Fig. 27, se muestran los resultados al considerar la

trayectoria de una part́ıcula después de un número finito de iteraciones para diferentes

condiciones iniciales.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 27. Evolución de las trayectorias de una part́ıcula en un condensador con parámetros:
b = 2π, L = 2π, (a) a = 0.30π, (b) a = 0.2π, (c) a = 0.32π y (d) a = 0.26π. Además
con un potencial (a) U1 = U2 = U3 = 0; (b) U1 = 0.5, U2 = 0.4, U3 = −0.8; (c) U1 = 0.7,
U2 = −0.5, U3 = 0.4 y (d) U1 = −1.3, U2 = −1.3, U3 = 1.0 y condiciones iniciales
para la part́ıcula: (a) x0 = 2.6, y0 = 0.0, vx = 0.2, vy = 0.3; (b) x0 = 0.0, y0 = 3.2,
vx = 0.4, vy = 0.5; (c) x0 = 0.0, y0 = 0.0, vx = 0.4, vy = 0.7 y (d) x0 = 2.0, y0 = 0.0,
vx = 0.3, vy = 0.6.

Considerando nuevamente el caso de superficies sin potencial (Fig. 27 (a)), donde

tomamos en cuenta las condiciones iniciales de posición y velocidad para la part́ıcula de

(2.6, 0.0) y vx = 0.2, vy = 0.3, respectivamente. Seguido de esto, se procede a considerar
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la evolución de la trayectoria al ir variando el valor del potencial. Comenzando con un

potencial eléctrico con un valor de U1 = 0.5, U2 = 0.4 y U3 = −0.8 en la Fig. 27

(b); la part́ıcula inició su movimiento con una velocidad de vx = 0.4, vy = 0.5 en la

posición (0.0, 3.2). En el caso de la Fig. 27 (c) consideramos un valor de U1 = 0.7,

U2 = −0.5 y U3 = 0.4 para el potencial eléctrico, la part́ıcula de lanzó con una velocidad

de vx = 0.4, vy = 0.7 en la posición (0.0, 0.0). Finalmente, en Fig. 27 (d) se presenta

la evolución de la trayectoria, usando un potencial eléctrico de U1 = −1.3, U2 = −1.3

y U3 = 1.0 y las condiciones iniciales de velocidad vx = 0.3, vy = 0.6 y de posición

(2.0, 0.0). Los cálculos fueron realizados con los siguientes parámetros para la formación

de la celda: longitud L = 2π (1 periodo), ancho b = 2π, la celda tiene una inclusión

de radios a = 0.30π (Fig. 27 (a)), a = 0.2π (Fig. 27 (b)), a = 0.32π (Fig. 27 (c)) y

a = 0.26π (Fig. 27 (d)).

En la Fig. 27 (a) la part́ıcula experimentó 72 colisiones para las cuales se consideró

25,020 puntos. Por su parte, en la Fig. 27 (b) se presentaron 55 colisiones con 28,250

puntos. En el caso de la Fig. 27 (c) ésta muestra 71 colisiones utlizando 28,400 puntos

y finalmente, en la Fig. 27 (d) se puede observar que la part́ıcula colisionó 84 veces con

28,250 puntos. En la Fig. 27 podemos notar que a medida que el número de puntos se

incrementa, poco a poco se empieza a cubrir todo el espacio disponible en la celda del

condensador. También, es interesante notar el contraste que existe entre la evolución

de la trayectoria en presencia de potencial en comparación del caso clásico (Fig. 27 (a))

que no está influenciado por un campo eléctrico.

IV.2.2. Mapas de Poincaré

Ahora se presentan los resultados numéricos obtenidos para la evolución de la trayecto-

ria de n part́ıculas lanzadas de manera simultánea en el condensador. Es preciso men-
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cionar que los mapas de Poincaré se construyeron mediante un razonamiento análogo

al descrito para el sistema anterior. En la Fig. 28 se ilustra la distribución angular con

la que son lanzadas las part́ıculas para este sistema.

Figura 28. Distribuciones angulares de dos fuentes con 16 part́ıculas cada una en un con-
densador con parámetros: b = π, L = 4π y a = 0.1π.

Condensador con ancho b = 0.5π

Las primeras pruebas numéricas se realizaron tomando un ancho fijo en el condensador

con un valor de b = 0.5π. Se realizó primero el caso simple, un condensador con

ausencia de inclusiones, como se muestra en la Fig. 29 (a). Los parámetros considerados

para realizar el cálculo fueron: periodo P = 2π, longitud L = 4π (2 periodos) y

potencial U1 = 0.1, U2 = −0.1. Para dos fuentes con 16 part́ıculas lanzadas en las

posiciones y = 0.5b. Bajo las mismas condiciones del caso anterior, se muestra el

resultado obtenido al considerar la presencia de inclusiones en el condensador, con un

radio de a = 0.06π (ver Fig. 29 (b)). Para un potencial electrostático de U1 = 0.1,

U2 = 0.1 y U3 = −0.1.
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En la Fig. 29 (a) las part́ıculas presentan una dinámica regular donde no existe

un comportamiento caótico. Las ĺıneas rectas corresponden a part́ıculas no atrapadas

viajando hacia adelante o hacia atrás sin retorno. Por su parte, en la Fig. 29 (b) se

puede ver que la presencia de las inclusiones modifica la dinámica de las part́ıculas a

diferencia del caso clásico. En el subespacio fase comienzan a formarse ciclos ĺımite.
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Figura 29. Mapas de Poincaré de las trayectorias de part́ıculas en (a) un condensador plano
sin inclusiones y (b) un condensador plano con inclusiones. Para los parámetros: L = 4π,
b = 0.5π, (a) U1 = 0.1, U2 = −0.1 y (b) a = 0.06π, U1 = 0.1, U2 = 0.1 y U3 = −0.1.

En la Fig. 30 se muestran los resultados obtenidos al variar el campo eléctrico en el

condensador con los valores del potencial: (a) y (b) U1 = −0.2, U2 = −0.2, U3 = 0.5,

(c) U1 = 0.7, U2 = −0.5, U3 = 0.9, (d) U1 = −0.1, U2 = −0.1, U3 = 0.3, (e) U1 = 1.0,

U2 = 1.0, U3 = −0.6 y (f) U1 = 0.1, U2 = 0.4, U3 = −0.2. Los parámetros usados para

modelar el condensador son: periodo P = 2π, longitud (a) L = 2π (1 periodos), (b), (c)

y (e) L = 4π (2 periodos), (d) y (f) L = 10π (5 periodos). Los radios de las inclusiones

son de (a) a = 0.10π, (b) a = 0.06π, (c) a = 0.08π, (d) a = 0.10π, (e) a = 0.10π y

(f) a = 0.08π. En todos los casos se utilizaron 14 part́ıculas lanzadas en las posiciones

y = 0.5b.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 30. Mapas de Poincaré para un condensador plano con ancho b = 0.5π y potenciales
eléctricos (a) y (b) U1 = −0.2, U2 = −0.2, U3 = 0.5; (c) U1 = 0.7, U2 = −0.5, U3 = 0.9;
(d) U1 = −0.1, U2 = −0.1, U3 = 0.3; (e) U1 = 1.0, U2 = 1.0, U3 = −0.6 y (f) U1 = 0.1,
U2 = 0.4, U3 = −0.2.

En la Fig. 30 se puede observar que el comportamiento de las trayectorias sigue una

tendencia hacia la formación de ciclos ĺımite debido a la presencia del campo eléctrico.

También, nótese que entre más grande es el radio de la inclusión, se forman órbitas

eĺıpticas y las islas se vuelven más notorias a medida que el valor del potencial es

aumentado.
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Condensador con ancho b = 0.2π

Ahora vamos a hacer un análisis similar que el anterior, para un ancho b = 0.2π y

variando el valor del potencial eléctrico y los demás parámetros. Consideremos ahora

los siguientes parámetros: U1 = −0.5, U2 = −0.5, U3 = 0.2 (Fig. 31 (a)); U1 = 0.7,

U2 = −0.5, U3 = 0.4 (Fig. 31 (b)); U1 = 0.6, U2 = 0.5, U3 = −0.3 (Fig. 31 (c)); U1 =

2.0, U2 = 2.0, U3 = −2.0 (Fig. 31 (d)). Para estos casos (Fig. 31) se usó un condensador

con periodo P = 2π y se utilizó una longitud (a) L = 4π (2 periodos) y 2 fuentes con

12 part́ıculas, (b) L = 10π (5 periodos) y 5 fuentes con 14 part́ıculas, (c) L = 8π (4

periodos) y 4 fuentes con 14 part́ıculas y (d) 5 fuentes con 12 part́ıculas lanzadas en un

condensador con L = 10π (5 periodos). Para las inclusiones se consideraron los valores

de (a) a = 0.02π, (b) a = 0.04π, (c) a = 0.018π y (d) a = 0.04π.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 31. Mapas de Poincaré para un condensador plano con ancho b = 0.2π y potenciales
eléctricos (a) U1 = −0.5, U2 = −0.5, U3 = 0.2; (b) U1 = 0.7, U2 = −0.5, U3 = 0.4; (c)
U1 = 0.6, U2 = 0.5, U3 = −0.3 y (d) U1 = 2.0, U2 = 2.0, U3 = −2.0.

Los resultados mostrados en la Fig. 31 nos dan a conocer que el ancho del conden-
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sador y el campo eléctrico influyen mucho para la formación de órbitas eĺıpticas (islas).

A medida que se aumenta el valor del campo eléctrico los ciclos ĺımite no se pierden

solamente se hacen más grandes (ver Fig. 31 (d)) aumentando el número de part́ıculas

atrapadas en el condensador, moviéndose de un lado a otro alrededor de un punto fijo

estable.

Hasta ahora, se ha hecho notorio que la variación del ancho y la variación del poten-

cial en las superficies del condendador (ver Fig. 31) conduce a cambios notables en la

dinámica de las part́ıculas. Veamos si estos resultados se pueden mejorar disminuyendo

aun más el ancho del condensador.

Condensador con ancho b = 0.1π

Similarmente, vamos a presentar los resultados para la dinámica de las part́ıculas con-

siderando ahora un ancho más pequeño, b = 0.1π. En la Fig. 32 se muestran los re-

sultados obtenidos de acuerdo a los siguientes parámetros: (a) U1 = −0.3, U2 = −0.3,

U3 = 0.1 y (b) U1 = −0.1, U2 = −0.1, U3 = 0.2. Para las inclusiones se consideraron

los radios de (a) a = 0.014π y (b) a = 0.022π. En la celda del condensador se considera

un periodo P = 2π con (a) L = 4π (2 periodos) donde se utilizaron 2 fuentes con 14

part́ıculas. Mientras que en (b) L = 10π (5 periodos) con 5 fuentes de 12 part́ıculas.

Por su parte, en la Fig. 33 los cálculos fueron realizados tomando en cuenta los

siguientes valores para el potencial: (a) U1 = 0.2, U2 = −0.6, U3 = 0.1, (b) U1 = −0.3,

U2 = −0.3, U3 = −0.1 y (c) U1 = 2.0, U2 = 2.0, U3 = −2.0. Las inclusiones tienen los

radios de (a) a = 0.018π, (b) a = 0.02π y (c) a = 0.015π. Para construir las gráficas de

la Fig. 33, se eligió un periodo de P = π para la celda del condensador. En (a) y (c) la

longitud del condensador es L = 10π (10 periodos) donde se usaron 10 fuentes con 20

part́ıculas, mientras que en (b) L = 20π (20 periodos) con 20 fuentes de 14 part́ıculas.
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(a) (b)

Figura 32. Mapas de Poincaré para un condensador plano con ancho b = 0.1π y potenciales
eléctricos (a) U1 = −0.3, U2 = −0.3, U3 = 0.1 y (b) U1 = −0.1, U2 = −0.1, U3 = 0.2.

Podemos ver de la Fig. 33, que si incrementamos el número de periodos (lo cual

significa que tendremos un mayor número de colisiones) las elipses comienzan a de-

formarse, cubriendo una mayor región y en este caso se observan menos trayectorias

cerradas.

(a) (b)

(c)

Figura 33. Mapas de Poincaré para un condensador plano con ancho b = 0.1π y potenciales
eléctricos (a) U1 = 0.2, U2 = −0.6, U3 = 0.1; (b) U1 = −0.3, U2 = −0.3, U3 = −0.1 y
(c) U1 = 2.0, U2 = 2.0, U3 = −2.0.
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Caṕıtulo V

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha mostrado un estudio numérico sobre la dinámica de las

trayectorias de part́ıculas cargadas en un condensador eléctrico, donde está establecido

un campo de potencial inhomogéneo. Se analizaron los casos de superficies onduladas y

periódicas y de superficies plano paralelas que envuelven un arreglo periódico de inclu-

siones ciĺındricas circulares conductoras. A continuación enunciamos las conclusiones

en base a los resultados obtenidos, comenzando con un breve resumen sobre las ideas

principales de esta tesis.

Hemos aplicado dos métodos numéricos para determinar el comportamiento de las

part́ıculas en el condensador. Primero se implementó el IEM para calcular el potencial

eléctrico presente en el condensador. Dicha técnica tiene como punto de partida el se-

gundo teorema integral de Green, permitiendo obtener un par de ecuaciones integrales

que involucran, como incógnitas la función del potencial eléctrico y su derivada normal

evaluados en los elementos que definen los perfiles considerados. La discretización del

sistema resulta en una ecuación matricial inhomogénea cuya solución determina las fun-

ciones fuente, con las que se pueden calcular el campo eléctrico. En seguida, se aplicó el

FDM para determinar la trayectoria de la part́ıcula influenciada por el campo eléctrico.
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Aśı, una vez que se conoce el campo eléctrico, podemos conocer la trayectoria de la

part́ıcula partiendo de la segunda ley de Newton. El FDM permite poder discretizar la

ecuación diferencial obtenida usando ecuaciones en diferencias finitas para aproximar

las derivadas y aśı poder calcular de manera numérica su solución.

De acuerdo a los resultados presentados, podemos concluir lo siguiente:

� A modo de conclusión general, se puede decir que los métodos numéricos emplea-

dos permitieron realizar el análisis de los sistemas considerados.

� Los resultados obtenidos para el primer sistema permiten concluir que la dinámica

de las part́ıculas en el condensador depende de varios factores como lo son: la

amplitud de la ondulación de las placas, la diferencia de fase entre éstas, el ancho

del canal y la presencia del campo eléctrico. Sin embargo, encontramos que la

amplitud de la ondulación en las placas, aśı como la diferencia de fase entre

éstas son los parámetros que propician la aparición del fenómeno de caos en este

sistema.

� Se observó, mediante los mapas de Poincaré que la presencia del campo eléctrico

juega un papel muy importante en el comportamiento de las part́ıculas. Gracias

a la presencia de éste y su inhomogeneidad, las trayectorias tienden más a ciclos

ĺımite u órbitas eĺıpticas. Además, encontramos que conforme la amplitud de la

ondulación crece hace que el proceso de formación de órbitas eĺıpticas para la

trayectoria de las part́ıculas sea más rápido. Similar a lo que ocurre en el sistema

clásico análogo a este sistema, donde es conocido que hay una transición de una

dinámica regular a una caótica conforme la amplitud de la ondulación del canal

crece.

� De igual menera, los resultados preliminares encontrados para el segundo sistema
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muestran que el comportamiento de las trayectorias de las part́ıculas está asociado

a la variación de parámetros tales como el ancho de canal, el tamaño de las

inclusiones y por supuesto, a la presencia del campo eléctrico. Encontramos que,

para anchos más pequeños los ciclos ĺımite cambian formando órbitas eĺıpticas

más definidas. También, se encontró que a medida que el potencial eléctrico se

aumenta, los ciclos ĺımite no se pierden sino solamente se hacen más grandes.

Como trabajo futuro se espera considerar una distribución de part́ıculas mayor en los

condensadores eléctricos considerados para lograr el fenómeno de caos total. Aśı como

tomar el cuenta la influencia de un campo magnético externo para tener un análisis

más completo del fenómeno de caos electromagnético.
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Apéndice A

ELEMENTOS DE MATRIZ

En este apéndice se obtienen las expresiones para los elementos de matriz Lij y Nij del

IEM.

Los elementos de matriz están definidos de la forma

Lij =

∫ sj+
∆s
2

sj−∆s
2

G(ri, r
′)ds, (78)

Nij =

∫ sj+
∆s
2

sj−∆s
2

∂G(ri, r
′)

∂n
ds. (79)

Dado que ∆s es muy pequeño, podemos sustituir la Ec. (47) en las Ecs. (78) y (79);

lo cual nos permite reescribir:

Lij ≈
(
−∆s

2π

)
ln |ri − r′j|, (80)

Nij ≈
(
−∆s

2π

)
n̂j · ∇ ln |ri − r′j|. (81)

En la Ec. (81) la normal al contorno Γ en el punto de integración r′j es n̂j = nxî+ ny ĵ.

Denotando Rij = ri − r′j y uj = Rij =
√
(xi − x′

j)
2 + (yi − y′j)

2 y expresando ∇ ln(uj)

obtenemos a partir de la Ec. (81), las siguientes relaciones:

n̂j · ∇ ln(uj) =

[
nx

∂(uj)

∂x′
j

+ ny
∂(uj)

∂y′j

]
∂ ln(uj)

∂uj

, (82)
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∂ ln(uj)

∂uj

=
1

uj

;
∂(uj)

∂x′
j

= −
xi − x′

j

Rij

;
∂(uj)

∂y′j
= −

yi − y′j
Rij

. (83)

Sustituyendo el valor de uj y las derivadas anteriores en la Ec. (82), podemos expresar:

n̂j · ∇ ln(Rij) = −n̂j ·
Rij

(Rij)2
. (84)

Entonces, las Ecs. (80) y (81) se transforman en:

Lij ≈
(
−∆s

2π

)
ln(Rij), (85)

Nij ≈
(
∆s

2π

)
n̂j ·

Rij

R2
ij

. (86)

Como la función de Green posee una singularidad removible en r = r′, esto nos permite

que las integrales dadas por las Ecs. (78) y (79) pueden determinarse mediante un

proceso ĺımite:

Lij = lim
ε→0

∫ sj+
∆s
2

sj−∆s
2

G(ri + εn̂i, r
′)ds, (87)

Nij = lim
ε→0

∫ sj+
∆s
2

sj−∆s
2

∂G(ri + εn̂i, r
′)

∂n
ds. (88)

A.1. Elementos no diagonales

En el caso de elementos fuera de la diagonal (i ̸= j), los integrandos no poseen singulari-

dades dentro del rango de integración. Para estos elementos pueden intercambiarse

indistintamente de orden entre la aplicación del ĺımite y la evaluación de la integral.

Por ende, puede tomarse directamente el ĺımite correspondiente dentro de la integral.

Entonces, se toma en cuenta que el intervalo de integración es suficientemente pequeño y

por lo tanto, podemos representar la integral por una simple aproximación rectangular.

Por lo tanto:

Lij =

(
−∆s

2π

)
ln(Rij), (89)

Nij =

(
∆s

2π

)
n̂j ·

Rij

R2
ij

. (90)
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A.2. Elementos diagonales

Para los elementos matriciales Lij y Nij que conforman la diagonal principal (i = j),

se requiere un tratamiento especial ya que el integrando posee una singularidad en el

punto medio del intervalo de integración. Sobre las Ecs. (87) y (88) se efectúa el cambio

de variable, u = s− sj, cuyo diferencial es du = ds. Obtenemos que,

Ljj = lim
ε→0

∫ ∆s
2

−∆s
2

(
− 1

2π

)
ln |rj + εn̂j − r′(u+ sj)|du, (91)

Njj = lim
ε→0

∫ ∆s
2

−∆s
2

(
− 1

2π

)
n̂j · ∇ ln |rj + εn̂j − r′(u+ sj)|du. (92)

Dentro de la pequeña vecindad ∆s; el elemento r′(u+ sj) vaŕıa alrededor del punto sj.

Utilizando el desarrollo en expansión de la serie de Taylor para dicho elemento:

r′(u+ sj) = rj +
dr′

ds

∣∣∣∣
r′=rj

u+
1

2

d2r′

ds2

∣∣∣∣
r′=rj

u2 + · · · (93)

Expresando el vector unitario t̂j tangente al contorno en el punto r′ = rj, aśı como su

primera derivada, t̂
′
j, en la forma:

t̂j =
dr′

ds

∣∣∣∣
r′=rj

, (94)

t̂
′
j =

d2r′

ds2

∣∣∣∣
r′=rj

. (95)

De esta forma se puede reescribir el vector de integración r′(u+ sj) en términos de las

Ecs. (94) y (95) como:

r′(u+ sj) = rj + t̂ju+
1

2
t̂
′
ju

2 + · · · (96)

Sustituyendo términos hasta de primer orden de la Ec. (96) en la Ec. (91), tenemos:

Ljj = lim
ε→0

∫ ∆s
2

−∆s
2

(
− 1

2π

)
ln |εn̂j − t̂ju|du. (97)
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Además, dado que

|εn̂j − t̂ju| =
√

(εn̂j − t̂ju) · (εn̂j − t̂ju), (98)

podemos evaluar el ĺımite de la Ec. (97), para pequeños argumentos de la función de

Green, de donde obtenemos:

Ljj =

∫ ∆s
2

−∆s
2

(
− 1

2π

)
ln |u|du = −∆s

2π
ln

(
∆s

2e

)
. (99)

Mediante un razonamiento análogo, es posible calcular los elementos de matriz Njj a

partir de la Ec. (84) considerando el formalismo de la Ec. (93) hasta términos de

primer orden,

n̂j · ∇ ln |rj + εn̂j − r′(u+ sj)| =
ε− 1

2
n̂j · t̂

′
ju

2

|ε2 + u2|2
. (100)

Tomando el resultado de la Ec. (100) y aplicándolo en la Ec. (92), obtenemos:

Njj = lim
ε→0

∫ ∆s
2

−∆s
2

(
− 1

2π

)
ε− 1

2
n̂j · t̂

′
ju

2

|ε2 + u2|2
du (101)

= − 1

π
lim
ε→0

∫ ∆s
2

0

ε

ε2 + u2
du+

1

2π
(n̂j · t̂

′
j) lim

ε→0

∫ ∆s
2

0

u2

ε2 + u2
du

= − 1

π
lim
ε→0

arctan

(
∆s

2ε

)
+

1

2π
(n̂j · t̂

′
j) lim

ε→0

(
∆s

2
− ε arctan

(
∆s

2ε

))
=

1

2
+

∆s

4π
(n̂j · t̂

′
j). (102)

De manera expĺıcita, recurriendo a las Ecs. (89), (90), (99) y (102) podemos reescribir

nuevamente los elementos Lij y Nij; en función de la delta de Kronecker δij:

Lij =

(
−∆s

2π

)
ln(Rij)(1− δij)−

∆s

2π
ln

(
∆s

2e

)
δij, (103)

Nij =

(
∆s

2π

)
n̂j ·

Rij

R2
ij

(1− δij) +

(
1

2
+

∆s

4π
(n̂j · t̂

′
j)

)
δij, (104)
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donde

Rij =
√
(xi − yj)2 + (yi − yj)2, (105)

n̂j ·Rij = −y′(s)(xi − yj) + x′(s)(yi − yj), (106)

n̂j · t̂
′
j = x′(s)y′′(s)− y′(s)x′′(s). (107)

Asimismo, en las Ecs. (106) y (107) hemos definido x′
j(s) = x′(s)

∣∣
s=sj

, x′′
j (s) = x′′(s)

∣∣
s=sj

,

y aśı sucesivamente.
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Mendoza-Suárez, A. and Villa-Villa, F. (2010). Integral method for a capacitance
microscope that is based on cylindric metallic surfaces. Progress In Electromagnetics
Research B., 21: 203–218.
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