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INTRODUCCION

En 1993 Thomas Farrell y Lowel Jones establecieron su conjetura la cual dice lo siguiente:

ConJETURA 0.1. (Farrell-Jones) Sean G un grupo discreto y F : Groups — ESPECTRA el

funtor de K-teoria, L-teoria o Pseudoisotopia. Entonces para todo n € Z la funcion
(0.1) Avee : HS(EG; F) — HS(pt; F) = m,(F(G))

que es inducida por la proyeccion EG — pt es un isomorfismo. En el enunciado E denota el

espacio clasificante de la familia de subgrupos virtualmente ciclicos de G.

Esta conjetura ha sido verificada en el caso del funtor de Pseudoisotopia, entre otros, para los
grupos fundamentales de variedades Riemannianas cerradas con curvatura seccional no positiva,
subgrupos libres de torsion de G1,,(R), grupos de 3-variedades Haken y para los grupos de trenzas
puras y completas. Sin embargo sus andlogos para el caso del funtor de K-teoria permanecen como

problemas abiertos.

En el presente trabajo nos centramos en la conjetura de Farrell-Jones para el funtor de K-teoria'y
demostramos que los grupos de trenzas puras satisfacen la conjetura de Farrell-Jones en su version

fibrada, la cual generaliza la conjetura de Farrell-Jones antes mencionada.

Morelia, Michoacan
UNAM-UMSNH

Noviembre de 2011

I






Capitulo 1

Preliminares.

1. [Espacios clasificantes.

DEerNicION 1.1. Sea G un grupo topoldgico. Una G-célula de dimension n es un espacio de la
forma G/H x D", donde H es un subgrupo cerrado de G y D" es un disco de dimensiéon n. Un
G-CW-complejo X es un espacio topoldgico construido de manera inductiva adjuntando G-células.
De manera explicita X es un G- espacio que tiene una filtraciéon G-invariante
(1.1) Xcx'coc| Jxr=x

n>0
y existen G-pushouts
[ier(G/H X §") —— X"

| |

[Hic/(G/H X D") —— xn+!

de manera que X tiene la topologia débil o topologia colimite respecto a la filtracién. Diremos que

un G-CW-complejo es propio si todos sus grupos de isotropia son compactos.

Notemos que si G es un grupo discreto entonces X tiene una estructura natural de CW-complejo.
En este caso también cabe resaltar que para cada g € G y para cada célula e de X tales que geNne # 0
se tiene que la accién de g en e es trivial ya que G actia en la G-célula G/H x D" en el factor

izquierdo.

DEerNIcION 1.2. Una familia de subgrupos # de un grupo G es una coleccién de subgrupos que

es cerrada bajo conjugacion y es cerrado bajo intersecciones finitas.

Algunos autores definen una familia de subgrupos ¥ como una coleccién de subgrupos que es

cerrada bajo conjugacién y tomar subgrupos (ver [7], pag. 156).

DEeriniciON 1.3. Sea G un grupo y ¥ una familia de subgrupos. Un espacio clasificante E+G
para ¥ es un G-CW-complejo que cumple:

1. Todos sus subgrupos de isotropia pertenecen a 7 .
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2 1. PRELIMINARES.
2. Si H € ¥ entonces Eg, el conjunto de puntos fijos de H, es contraible.

TeorReEMA 1.4. Sean G un grupo, ¥ una familia de subgrupos de G y E+G un espacio clasificante
para F. Si X es un G-CW-complejo tal que todos sus grupos de isotropia pertenecen a ¥ entonces
existe una G-funcion f : X — E#G unica salvo G-homotopia. En particular ExG es tinico salvo

G-homotopia.

DEemosTrRACION. Ver [5] Teorema 1.9. 3

También se puede demostrar que dada una familia ¥, E+G siempre existe(ver [7] Teoremas
A2, A3).

1. Sea Fin la familia de subgrupos finitos de G entonces Er;,G usualmente se denota por EG.

2. Un grupo se dice que es virtualmente ciclico si contiene un subgrupo ciclico de indice
finito. Sea Vcyc de subgrupos virtualmente ciclicos Ev.,.G se denota por EG.

3. En caso de que ¥ conste tinicamente del subgrupo trivial E+G es el espaci?) total del G-haz

principal universal usualmente denotado por EG.

Para una amplia variedad de grupos EG es bien entendido y en general EG ha sido mas estudiado.
Por otra parte EG sigue siendo un misterio en muchos aspectos, sin embargo, su importancia radica
en el papel que juega en la conjetura de Farrell-Jones. Como ejemplo de su alto grado de dificultad

tenemos la siguiente conjetura planteada en [12].

ConJeTuRA 1.5. (Juan-Pineda, Leary) Si G es un grupo para el cual existe un modelo finito para

EG, entonces G es virtualmente ciclico.

Veamos algunos ejemplos.
EsempLo 1.6. Los ejemplos mas comunes para EG son los siguientes:

1. EZ" = R", donde Z actia por traslacion.

2. EF, = Cay(F,,S),donde F, es el grupo libre en n generadores, S es una basey y Cay(F,, S)
es su grafica de Cayley.

3. Definimos la esfera infinita S como U,5,S", donde S" se encaja en S"*! en el ecuador.
E(Z/2Z) = §*, donde Z/2Z actiia de manera antipodal.

Un espacio CAT(0) es un espacio métrico con curvatura negativa en el sentido de Alexandrov,
para una definicién formal puede ver [13], parte dos. Los siguientes dos teoremas son utiles para
construir ejemplos de modelos para EG, cabe mencionar que el primero es consecuencia del se-

gundo. Las demostraciones se pueden ver en [S], Teorema 4.5 y Teorema 4.6.
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TeorREMA 1.7. Sea G un grupo topologico Hausdorff localmente compacto. Suponga que G
actia de manera propia y por isometrias en la variedad Riemanniana simplemente conexa M con

curvatura seccional no positiva. Entonces M es un modelo para EG.

TreorEMA 1.8. Sea G un grupo topologico Hausdorff localmente compacto. Sea X un G-CW
compacto propio. Suponga que X tiene estructura de un espacio CAT(0) completo en el cual G

actiia por isometrias. Entonces X es un modelo para EG.

Esempro 1.9. Sean L = SL,(R), G = SLy(Z) y ¥ la familia de subgrupos compactos de L.
Denotemos por H al plano hiperbdlico. Si tomamos el modelo del semiplano superior para H en-
tonces L actda en él por isometrias via las transformaciones de MA{ebius. Esta accién es propia
y transitiva, en efecto, el grupo de isotropia de i es S O(2), el cual es compacto. Como H es una
variedad Riemanniana completa, simplemente conexa y con curvatura seccional constante igual a

-1, por el Teorema 1.7 tenemos que H es un modelo para EL.

Si restringimos la accion de L a G por el mismo teorema obtenemos que H es un modelo para
EG. Por otra parte, G = Z/47 %7,y Z/6Z. Esto implica que existe un arbol 7 en el cual G actia con
estabilizadores finitos. Dicho drbol es un modelo de dimension uno para G. Se concluye que Hy T

son G-homotdpicamente equivalentes. De hecho la equivalencia se puede dar de manera explicita.

Dividamos el disco de Poincaré en regiones fundamentales para la accion de G. Esta region es
el espacio méduli para el conjunto de estructuras holomorfas del toro. Cada region fundamental
es un tridngulo geodésico con un vértice en la frontera del disco. Entonces la unién de las aristas,
cuyos vértices estan en el interior del disco, forman un drbol T con una accién de G. T es una G-
retraccion del disco. Una retraccion viene dada al mover un punto p en el disco de Pincaré a lo
largo de la geodésica que comienza en el vértice que estd en la frontera, que pertenece al tridngulo

donde vive p, hasta el primer punto de 7' que intersecta a dicha geodésica.

En la siguiente figura se ve el mddelo uno-dimensional que hemos construido para ES L,(Z)

con sus grupos de isotropia en cada vértice y en las aristas:
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Esempro 1.10. Como vimos en nuestro primer ejemplo R” es un modelo para EZ". Si hacemos
producto cartesiano con R con la accidn trivial obtenemos otro modelo para EZ". Sea {Cilk € Z}
una lista de todos los subgrupos ciclicos de Z". Entonces un modelo para EZ se obtiene de R"*!
colapsando para todo k € Z el espacio vectorial de dimension n R" X {k} al espacio vectorial de
dimensién n — 1 R"/V¢, donde V¢ es el espacio vectorial de dimensién 1 generado por la C-6rbita
que pasa a travez del origen.

2. G-Teorias de (Co)homologia

Sea G un grupo discreto. Sea % la categoria de parejas (K, L), con K un G-CW-complejo y
L € K un G-subcomplejo.

Dermnicion 1.11. Una G-teoria de homologia generalizada es una coleccién de funtores covari-
antes

(2.1) HS : 6> — Ab
n € Z, junto con transformaciones naturales
(2.2) 8, H°(K,L) — HY ,(L,0)
que cumplen los siguientes axiomas:
1. (Invarianza homotdpica) Si fy, fi : (K,L) — (K’,L’) son funciones G-homotdpicas en-
tonces Hy/(fo) = Hy (f1)
2. (Escisién) La inclusién (K, K N L) C (K U L, L) induce un isomorfismo
HO(K,KNL)> HS(KUL,L)
paratodan € Z
3. Si (K, L) € % entonces la sucesién
= HOL.0) 5 HOK.0) 5 HO(K.D) 5 HE (L.0) 5 HE (K.0) 5 -

dondei: (L,0) — (K,0)y j: (K,0) — (K, L) son inclusiones, es exacta.
4. (Uni6n disjunta) Si {X;|i € I} es una familia de G-espacios, entonces
HS (]_[ X-) = (P HS (X))
iel iel
DEeriNiciON 1.12. Un G-espectro E es una coleccion {E,|n € Z} de G-espacios, junto con G-
funciones
€ :2E, - E, .

o equivalentemente s, : E, — QFE,,, para todo n € Z.
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Tal como sucede en el caso no equivariante (ver [3]) si E es un G-espectro entonces la asig-
nacion
H,(X,Y;E) = 1,((X, Uy, CA) AE)
define una G-teoria de homologia. Veamos brevemente la construccion de la teoria de homologia

equivariante de Bredon, la cual, es lo que se podria denominar, la G-teoria de homologia celular.

DernicioN 1.13. Sea G un grupo. La categoria de orbitas Orb(G) de G es la categoria cuyos
objetos son los G-espacios homogéneos G/H y sus homomorfismos son las G-funciones G/H —
G/K.

Notemos que las funciones G/H — G/K son de la forma f,(gH) = gaK siempre que aHa™' C
K.

La categoria de Orbitas es muy importante por lo siguiente. Cuando se construye un complejo
CW , se van adjuntando n-células, que son homotdépicamente equivalentes a un punto. Asi que en
una teoria de homologia cldsica la homologia de un punto, lo que llamamos los coeficientes de
nuestra teoria, son esenciales a la hora de hacer cdlculos. En cambio, cuando se contruye un G-
CW-complejo se adjuntan G-células de la forma G/H x D", por lo tanto el equivalente equivariante
a los puntos son los espacios homogéneos, asi pues, los coeficientes en una G-teoria de homologia
van variando dependiendo del tipo de G-células que utilicemos al momento de construir nuestro

G-CW-complejo. Asi que esto motiva la siguiente definicion.

DernicION 1.14. Sea G un grupo. Un sistema de coeficientes para G es un funtor covariante

M : Orb(G) — Ab

Sea X un G-CW-complejo. Ahora definimos el funtor contravariante
C.(X) : Orb(G) — Z — comp

dador por
G/H v+ C.(Homg(G/H, X)) = C.(X")
donde C,(X*) es el complejo de cadenas celulares de X”. Denotemos por C..(X) ®orv) M al sigu-

iente complejo de cadenas

P .G rH) 8 MGIHY) | ~
H<G
donde la relacién de equivalencia es generada por (0g*, x) ~ (0, g.x) para cualquier cadena o €

C.(X"), x e M(G/H)y g : G/H — G/K. Asi pues, la G-teoria de homologia de Bredon de X con

coeficientes en el funtor M se define como

HE(X; M) = H.(C.(X) ®orc) M).
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Ahora definiremos la G-teoria de cohomologia de Bredon, la construccion que aqui se presenta

es equivalente a la dada en [8]. Supongamos que M : Orb(G) — Ab es un funtor contravariante.

DeriNiciON 1.15. Un Orb(G)-mdédulo es un funtor contravariante A : Orb(G) — Ab. Un homo-
morfismo entre dos Orb(G)-modulos es una transformacion natural f : A — By Homomc)(A, B)

es el grupo de homomorfismos de A en B.

Con este enfoque el funtor C.(X) se puede ver como un complejo de Orb(G)-mddulos

= G (X) = Cu(X) = Gy (X) = -+

De esta manera podemos definir el complejo de cadenas Homp, ) (C(X), M)

o = Homop)(Cr-1(X), M) = Homop)(Cn(X), M) — Homop)(Crpit(X), M) — - -

Entonces, la G-cohomologia de Bredon viene dada por

HE(X, M) = H*(HomOrb(G)(C*(X)’ M))

Dado un sistema de coeficientes para G puede ser realmente complicado calcular HS(X, M)
y H{ (X, M), tan complicado como calcular grupos de K-teoria o de L-teoria como veremos mas

adelante. Notemos que si G = {1} entonces Hff son los funtores usuales de homologia celular.

3. Teorias de homologia equivariantes

Para la conjetura de Farrell-Jones usaremos una variante de la contruccioén de Bredon. Esencial-
mente las diferencias son las siguientes: El sistema de coeficientes serd un funtor M : Orb(G) —
ESPECTRA y las G-teorias de homologia no serdn aisladas sino que estaran conectadas de tal

forma que respeten cierta estructura inductiva.

Sea @ : H — G un homomorfismo de grupos. Dado un H-espacio X, definimos la induccién
ind, X de X con @ como el G-espacio obtenido por el cociente de G X X por la accién (g, x) - h =
(gah),h"'x)parah € Hy (g,x) € Gx H.

DerFNicION 1.16. Una teoria de homologia equivariante H' consiste en una G-teoria de ho-
mologia HY para cada grupo G junto con la siguiente estructura inductiva: Dado un homomorfismo
de grupos @ : H — G y un H-CW- par (X, A) tal que ker(a) actia libremente en X, existen para

cada n € Z isomorfismos naturales
ind, - H?(X,A) — H%(ind,(X, A))

que satisfacen las siguientes condiciones:
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1. 8% o ind,, = ind, o 0",
2. Sea 8 : G — K otro homomorfismo de grupos tal que ker(8 o @) actia libremente en X.

Entonces paran € Z
indgoe = HX(fy) o indg o ind,, : HY(X,A) — HX(indg..(X, A))

donde f; : indgind, (X, A) — indg.o(X, A), es el homomorfismo natural.
3. ParaneZ,g € Gy (X,A) un G-CW par, el homomorfismo

inde gy + Hy (X, A) = Hy(indgy6-6(X, A))
coincide con Hfl; (f2), donde el G-homeomorfismo
i (X, A) = indg).6-6(X, A)
manda xa (1,g7'x) yc(g) : G — G manda g’ a gg’'g™".
Para crear una teoria de homologia equivariante utilizaremos la construccion que hace LA}Lck
en [2]. Sea Y un G- espacio. Definimos un funtor contravariante como sigue
Homg(,Y): Orb(G) — Top
G/H +— Homg(G/H,Y) = Y".
Por otra parte, si X es un funtor covariante X : Orb(G) — Top definimos

Homg(,Y) Aoy X = \/ Homg(G/H,Y) A Y(G/H)/ ~
Orb(G)
donde la relacién de equivalencia viene dada por (x¢*,y) ~ (x, ¢.y) para toda funcién ¢ : G/H —
G/K en Orb(G) y puntos x € maps(G/H,Y),y € X(G/K).

Si tenemos un funtor covariante E : Orb(G) — ES PECTRA entonces podemos verlo como un
conjunto de funtores {E, : Orb(G) — Topln € Z} y transformaciones naturales s, : E, = SE, ;.

De manera que tiene sentido definir el espectro

Homg(,Y) Now) E-

Definimos la G-teoria de homologia del par (X, A) con coeficientes en E como
H(X; M) = m,(Homg (-, X, Ua, CAL) Ao ED.

En particular
H;(G/H;E) = m,(E(G/H)).

El siguiente objetivo es crear funtores E : Orb(G) — ES PECTRA de manera que obtengamos
una teoria de homologia equivariante tal que HS(pt; E) = K.(ZG).
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Un grupoide es una categoria pequefia donde todo morfismo es un isomorfismo. Un grupo lo
podemos ver como un grupoide con un s6lo objeto = y Hom(x, *) = G. La categoria de grupos se
puede ver como una subcategoria de la categoria de grupoides. Tenemos un funtor K : Groups —
ES PECTRA que a cada grupo G le asocia el espectro de K-teoria algebraica del anillo de grupo
ZG(ver [10], [11]). Este funtor se puede extender a un funtor

K : GRUPOIDS — ESPECTRA.

Notemos que cualquier espacio homogéneo G/ H puede ser dotado con una estructura de grupoide.
En efecto, el conjunto de objetos es G/H mismo y para cada par de puntos x,y € G/H definimos
Hom(x,y) = {g € Glgx =y}, en particular Hom(x, x) es un conjugado en G de H. Asi obtenemos
un encaje de la categoria de orbitas de G en la categoria de grupoides para todo grupo. Finalmente
podemos definir una teoria de homologia equivariante H’(_, K) cuya G-teoria de homologia suby-

acente sea la asociada al funtor
Orb(G) — GRUPOIDS X ESPECTRA.
En particular nuestra teoria de homologia equivariante cumple:
HY(G/H; K) = n,(K(ZG)) = K,(ZG)
(ver [2], proposicion 157)

ésta es la teoria de homologia equivariante que se usa en la formulacién de la conjetura de
Farrell-Jones para K-teoria. De ahora en adelante omitiremos la K de los coeficientes pero quedara so-

breentendido que estamos trabajando con esta teoria de homologia equivariante.



Capitulo 2

La conjetura de Farrell-Jones para los grupos de trenzas puras.

1. La conjetura de Farrell-Jones y su version fibrada.

Originalmente T. Farrell y L. Jones plantearon su conjetura para los funtores de K-teoria, L-
teoria, Pseudoisotopia y Pseudoisotopia diferenciable en [7]. Como en este trabajo estamos espe-
cialmente interesados en el funtor de K-teoria, plantearemos la conjetura para este caso particular.

Usaremos la notacion desarrollada en las secciones anteriores.

ConNJETURA 2.1. (Farrell-Jones) Sea G un grupo discreto. Entonces para todo n € Z la funcion
(1.1) Aveye - HY(EG; K) — HJ(pt; K) = K,(ZG)

que es inducida por la proyeccion EG — pt es un isomorfismo.

La conjetura de Farrell-Jones es importante porque da una herramienta bastante util para hacer
calculos ya que tanto los anillos ZG como sus grupos de K-teoria son dificiles de manejar. Sin
embargo, bajo el isomorfismo dado por la funcion de ensamblaje Ay, podemos identificar los
grupos de K-teoria de ZG con los grupos de homologia del espacio clasificante EG. Estos grupos
de homologia son potencialmente mas sencillos de calcular usando sucesiones es_pectrales del tipo
Atiyah-Hirzebruch.

Una generalizacion de la conjetura de Farrell-Jones es lo que se conoce como la version fibrada
a la que nos referiremos por FIC por sus siglas en inglés (Fibered isomorphism conjecture). Esta
generalizacidn tiene como principal ventaja sus propiedades hereditarias (ver [6] y [9]) y serd nues-

tra pincipal herramienta en el siguiente capitulo.

DEermNicION 2.2. Dado un homomorfismo de grupos ¢ : K — G y una familia ¥ de subgrupos

de G, definimos la familia inducida
©'F ={H < K|p(H) € F}

DErINICION 2.3. Sea G un grupo y F una familia de subgrupos de G. Decimos que el par (G, )
satisface FIC si para todo homomorfismo de grupos ¢ : K — H el par (K, ¢*¥) satisface que
Apg : HNE,+G; K) — HS(pt; K)
9
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es un isomorfismo para todo n € Z.

Una de las propiedades hereditarias mas interesantes que posee FIC es el llamado Principio de

transitividad el cual demostraremos mediante el siguiente lema.

LeEma 2.4. Sea G un grupo y sea ¥ una familia de subgrupos de G. Sea Z un G-CW-complejo.
Consideremos N € 7 U {oo}. Para H < G sea ¥ N H la familia de subgrupos de H dada por
{K N HIK € F}. Suponga para cada H < G que aparece como grupo de isotropia en Z, que la
funcion inducida por pr : EFnyH — pt

pr. : H(EgnyH) — HY (pt)
es un isomorfismo para todo n € Z,n < N. Entonces la funcion inducida por la proyeccion pr; :

EsGXZ —>Z
pra, : HS(E+G) — H(Z)

es un isomorfismo para todon € Z,n < N.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos la afirmacién para un G-CW-complejo Z de dimension
finita por induccion en la dimension d. La base de induccion para dim(Z)=0 es claro. En el paso de

induccion de d — 1 a d escogemos un G-pushout

[ie(G/H x S —— 741

| |

[iei(G/H x DY) z4

Si hacemos producto cartesiano con E+G, obtenemos otro G-pushout de G-CW-complejos. Las
proyecciones en el segundo factor induce una funcién entre las sucesiones de Mayer-Vietoris de

ambos G-pushouts. Por el lema del cinco es suficiente demostrar que las siguientes funciones

pra, « HS (ETG X ]_[(G/H X S‘H)] — HC [U(G/H X Sd-l))

iel iel

pra. t HO (ErG x 247") — HE ()

pry, - H® (ngG X U(G/H X Dd)] — HS (U(G/H X Dd)]

i€l i€l
son biyectivas paratodon € Z,n < N. Esto se sigue, para las primeras dos funciones, de la hipdtesis
de induccién y de que G es un grupo discreto. Por el axioma de la unién disjunta y del axioma

de invarianza homotdpica de nuestra teoria de homologia, la afirmacion se sigue para la tercera
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funcion si podemos demostrar que para cualquier H < G que aparece como grupo de isotropia de

Z la funcién
(1.2) pry, : HY (ExG x G/H) — H° (G/H)
es biyectiva para todo n € Z,n < N. La G-funcion

G x resiE+G — G/H x ExG

(8, %) — (gH., gx)
es un G-homomorfismo donde res: denota la restriccion a H de la accién de G. Claramente
res?E+G es un modelo para Esng(H. Como nuestra teoria de homologia es equivariante, i.e, re-

speta estructuras inductivas tenemos que la funcion 1.2 se puede identificar con la funcién
pr.: H! (EroyH X G/H) — HI (pt)

la cual es inyectiva para todo n € Z,n < N por hipoétesis. Esto termina la demostracion en el caso

de dimension finita. El caso general se sigue tomando colimite en los esqueletos de Z. .

Como una consecuencia inmediata de este teorema tenemos el siguiente:
TeEOREMA 2.5. Sea G un grupo y sean & C G dos familias de subgrupos de G. Consideremos
N € Z U {oo}. Suponga para cada H € G, que la funcion inducida por pr : EqngyH — pt
pr. : HY(EgnnH) — HY (pt)
es un isomorfismo para todo n € Z,n < N. Entonces la funcion inducida por la vinica G-funcion
pr: E7:G — EQG
pr. : Hj(ErG) — H[/(EgG)

es un isomorfismo para todon € Z,n < N.

Finalmente obetenemos el Principio de Transitividad.

TeEOREMA 2.6. Sea G un grupo y sean & C G dos familias de subgrupos de G. Consideremos
N € Z U {co}. Supongamos que para todo elemento H € G el grupo H satisface FIC para la familia
F N H paran < N. Entonces (G, G) satiface FIC paran < N siy solo si (G, ) satisface FIC para
n<N.

DemosTrACION. Consideremos un homomorfismo de grupo ¢ : K — G. Entonces para cualquier

subgrupo H de K concluimos que

@) Ne(H) = (¢ F)NH
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donde ¢*|y : H — @(H) es la resticcion de ¢. Para todo H € ¢*G la funciéon
H,/(E o) = Hy (EqgryonH) — Hy (pt)

es biyectiva para todo p € Z, p < N por que estamos suponiendo que ¢(H) € G satisface FIC para
(F) Np(H) paran < N. Luego por el Teorema 2.5 aplicado a la inclusién ¢*F C ¢*G obtenemos

un isomorfismo

HY(Epq7K) — HY(EygK)
para todo n < N. Entonces la funcién Hf (EgeK) — Hf (pt) es biyectiva paratodo p € Z,p < N
si y sOlo si la funcion H[If (EygK) — HI’f (pt) es biyectiva para todo p € Z,p < N. Si centramos
nuestro argumento a ¢ = Idg entonces solamente necesitamos FIC para ¥ N H paran < N y esto

demuestra lo que queriamos.

(1

El siguiente teorema es muy util para hacer célculos y muestra una de las propiedades inductivas

que se obtienen de la Conjetura en su version fibrada.

TeOREMA 2.7. Sea f : G — Q un homomorfismo suprayectivo de grupos. Supongamos que FIC
vale para (Q, Veye(Q)) y que todo H € p*Vcye(Q) cumple la conjetura de Farrell-Jones. Entonces
FIC es valida para (G, Vcyc(G)).

DemostrAcION. Como FIC se vale para (Q, Vcyc(Q)) por hipétesis, entonces FIC vale para (G, p*Veye(Q)).
Tenemos que demostrar que FIC se cumple para (G, Veye(G)) pero esto se sigue del Principio de
Transitividad. —

Supongamos que G es un grupo libre de torsion. En este caso la familia de subgrupos virtual-
mente ciclicos Vcyc se reduce a la familia de subgrupos ciclicos Cyc. Aplicando el Principio de

transitividad se demuestra que la siguiente funcidén de ensamblaje es un isomorfismo:

A : HS(EG) — HY(E¢yG).

Usando esto dltimo y la definicion de nuestra teoria de homologia, se obtiene el siguiente:

TreorREMA 2.8. Sea G un grupo libre de torsion. Entonces G satisface la conjetura de Farrell-

Jones si'y solo si la funcion de ensamblaje
H,(BG) — K,(ZG)

es un isomorfismo para todo n € Z.
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2. Resultado Principal.

DerniciON 2.9. Un grupo discreto G se dice que es poli-libre si existe una filtraciéon de G de

subgrupos 1 = Gy C G; C --- C G, = G tal que cumple las siguientes condiciones:

1. G; es normal en G para cada i.

2. Gi41/G; es un grupo libre finitamente generado.

En esta situacion decimos que G tiene rango menor o igual a n. Ahora enunciaremos dos resul-
tados que serdn utiles después, las demostraciones se pueden encontrar en [6], Teorema 2.6 y en

[6] Teorema 0.1 respectivamente.

Lema 2.10. Seal - K - G — Q — 1 es una extension de grupos. Suponga que K es libre y

Q es libre de torsion y satisface FIC. Entonces la funcion de ensamblaje
H,(BG) — K,(ZG)
es un isomorfismo para todo n € Z

TreoreMA 2.11. Cualquier grupo hiperbdlico satisface FIC. En particular cualquier grupo libre

finitamente generado satisface FIC.

A continuacién se enunciardn y demostrardn los resultados principales de este trabajo.

TeEOREMA 2.12. Sean F un grupo libre finitamente generado y y : F — F un automorfismo.
Entonces F = Z cumple FIC.

DEemosTrACION. Como F'y Z son libres de torsion se tiene que F' > Z también es libre de torsion.
Por el Teorema 2.10 y el Teorema 2.8, F < Z cumple la conjetura de Farrell-Jones en su version no

fibrada para cualquier y. Consideremos la proyeccioén
[ FxZ—>1Z

y apliquemos el Teorema 2.7. En efecto, F~!({1}) = F asi que cumple la conjetura de Farrell-Jones
por el Teorema 2.11. Por otra parte f~!(nZ) es de la forma F = Z, asi que por la discusién anterior
también cumple la conjetura de Farrell-Jones y concluimos la demostracion. —

TeoREMA 2.13. Cualquier grupo poli-libre G satisface FIC.

DemosTRACION. Probaremos el teorema procediendo por induccién en el rango de G. Nuestra base
de induccién, cuando G tiene rango < 1, es cierta ya que en este caso G resulta ser un grupo libre

finitamente generado, asi que usamos el Teorema 2.11.
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Supongamos que los grupos poli-libres de rango < n satisfacen FIC, y procedamos para los
grupos de rango < n + 1. Comenzamos aplicando el Teorema 2.7 al homomorfismo suprayectivo

q : G — G/G,, notemos que esto es posible porque G/G, es un grupo libre finitamente generado.

Sea C un subgrupo ciclico de G/G,. Si C = {1} entonces ¢! (C) = G,, el cual es poli-libre de
rango < n, asi que satisface la conjetura de Farrell-Jones. Ahora supongamos que C es un subgrupo
ciclico infinito de G/G,. Entonces aplicamos el Teorema 2.7 al homomorfismo suprayectivo g, :
g '(C) » ¢ '(C)/G,-,. Notemos que g ' (C)/G,_, = (G,/G,-1)=C, donde el generador de C actua
por conjugacion en el factor izquierdo, asi que por el Teorema 2.12 cumple FIC.

Sea C; un subgrupo ciclico de ¢~'(C)/G,_;. Si C; = {1} entonces ql‘l(C) = G,_1, el cual es
de rango < n — 1, asi que por hipdtesis de induccién cumple la conjetura de Farrell-Jones. Ahora
supongamos que C; es un ciclico infinito. Consideremos la proyeccién ¢, : G — G,_;. Bajo esta
proyeccién ¢~ '(C) va a ¢'(C)/G,-;. La filtracién 1 = Gy € Gy C --- € G, C g,'(C) muestra
que ¢, es poli-libre de rango < n, asi que cumple la conjetura de Farrell-Jones. Por lo tanto ¢g~'(C)
satisface la conjetura de Farrell-Jones y finalmente G satisface FIC. i

Ahora definiremos los grupos de trenzas puras.

DEerINICION 2.14. Sean S una superficie con frontera y P = {x(l), ves xg} c S un subconjunto

finito. Definimos el espacio de configuracién M,’j(S) ={(x1, X2, e, XX, €S — Py, x; # xj 501 # j}.
El grupo de Trenzas puras en S con n cuerdas B,(S) es por definicién r;(M2(S)) = m(M°(S?)), .

La demostracion del siguiente lema se puede encontrar en [14], Lema 1.27.

LemaA 2.15. Sea S una superficie con frontera. Paran > r > 1y k > 0, la proyeccion en las

primeras r coordenadas M*(S°) — M*(S°) es una fibracion con fibra M5 (S©).

Lema 2.16. Supongamos que S = C o que S es una superficie compacta con frontera no vacia.

Entonces para cualesquieram > 0, n > 1 la variedad M™(S°) es asférica.

DemostrACION. Consideremos la fibracién M'(S%) — M7(S°) = S° — P,, con fibra M™!(S") dada

por el lema anterior. La sucesion exacta de homotopia asociada a esta fibraciéon queda como sigue
o = 11 (S = P) = (M NS ) = m(M(S®) = w1l SO = Py) = -

Como S° — P, es asférico, ya que la frontera es no vacia, 7;(S® — P,,) = 0 para todo i > 2. Asi que
para todo i > 2, m(M"™(S%)) = 7,(M(S)). Un argumento inductivo nos muestra que para todo
i>2

(M (S°)) = m(M7™"(S%) = 7/(S° = Pyrsnr) = 0.
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Q

TeOREMA 2.17. Supongamos que S = C o que S es una superficie compacta con frontera no

vacia. Entonces el grupo de trenzas puras B,(S) es poli-libre de rango < n para todo n > 1.

DemosTtrACION. Del teorema anterior obtenemos la sucesion exacta
1 > mM™Yy S rMl)) > oM - 1
1 m—k 1 m 1 k :

Definimos una filtracion de B,(S) como sigue: 1 = Gy € G; C --- C G, = B,(S), donde
G, = ﬂi(le”i(S )). Por la sucesion exacta sabemos que G; es normal en B, para cada i. Con es-
to verificamos la primera condicion de la definicién de grupo poli-libre. Consideremos la fibracion
M8 %) — MEY(S0) con fibra MP(S0). Gy /G = m(M(S)) es libre finitamente gener-

ado porque M!7"1(S) = § — P,_;_ tiene el tipo de homotopia de una gréfica. Y asi verificamos la

segunda condicion y queda demostrado el teorema.
-

Recordemos que los grupos de trenzas puras sobre C o sobre una superficie compacta diferente
de S? o RP? son libres de torsion.

TeoreEMA 2.18. Sea S = C o S una superficie compacta con frontera distinta de S* o RP?.

Entonces los grupos de Trenzas puras B,(S) satisfacen FIC para todo n > 1.

DEemosTRACION. Si S tiene frontera no vacia, la conclusion se sigue del Teorema 2.13 y del Teorema
2.17. Supongamos que S tiene frontera vacia y consideremos el fibrado M° — M? = § con fibra

M;_I(S) = MS_I(S — pt). Como S es asférica, la fibracion induce la sucesion exacta
1= m(MY_(S = pt) = By(S) > m(S) = 1.

Notemos que m;(S) es abeliano finitamente generado o hiperbdlico, en cualquier caso satisface FIC,
asi que podemos aplicar el Teorema 2.7.

p 1) =m(M ,i_ (8 = pn)) es poli-libre, asi que cumple la conjetura de Farrell-Jones, mientras
que p~!(C), con C subgrupo ciclico infinito de 7;(S), es isomorfo a Jrl(M;_l) > C el cual es poli-
libre, por lo tanto cumple la Conjetura de Farrell-Jones. Finalmente obtenemos que B,(S) cumple
FIC. .
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