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Resumen

Nuestro objetivo es definir la estrutuctura de los anillos de Witt y la de
sus médulos N K, (A) proveninentes de endomorfismos nilpotentes. Comen-
zaremos definiendo los anillos binomiales para poder entender un poco el
comportamiento de algunos anillos de Witt, pasamos luego a definir los anil-
los de Witt generalizados como series de potencias y como vectores, ademas
de la equivalencia de estas definiciones.

Para entender los médulos N K, debemos hablar primero de K-teoria alge-
braica, hablaremos de la construccién de Quillen de K-teoria superior para
categorias y la estructura de médulo que surge a partir de un funtor biexacto.
Por 1ltimo, nos enfocamos especialmente en la categoria de endomorfismos
de moédulos proyectivos finitamente generados sobre un anillo R, su inter-
accién con el anillo de Witt W(R) y mostramos el teorema de los NK;(A)
que nos dice: si el grupo abeliano NK;(A) es no cero, entonces es infinita-
mente generado.
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Abstract

Our objective is to define the structure of Witt Rings and their modules NK,(A)
defined from nilpotent endomorphisms. We will start by defining Binomial rings
in order to understand a little of the behavior of some Witt rings, then we will
define generalized Witt rings as power series and as vectors, in addition to the
equivalence of these definitions.

To understand N K, modules, we must first talk about K -algebraic theory, we
will talk about Quillen’s construction of higher K theory for categories and the
module structure that arises from a biexact functor.

Lastly, we focus especially on the category of endomorphisms of finitely generated
projective modules on a ring R, its interaction with the Witt ring W (R) and we
show the theorem of NK;(A) that says: if the abelian group NK;(A) is nonzero,
then it is infinitely generated.



1 Anillos binomiales

Nuestro primer objetivo es el entender un poco sobre el tipo de anillos con el
que trabajaremos mas adelante. Las demostraciones y teoremas auxiliares de esta
seccién pueden encontrarse en [Xantcha, 2011, 12].

1.1 Anillos niumericos

1.1.1 Definicién. Sea R un anillo conmutativo con unidad libre de Z-torsién.
Decimos que R es un anillo binomial si la operacion

r(r—1)---(r—m+1)

T
n!

es cerrada para todo n € N.

1.1.2 Definicién. Sea R un anillo conmutativo y con unidad, decimos que R es un
anillo nimerico si este cuenta con una operacién llamada coeficientes binomiales

r
denotada por r +— ( ) con n € N y sujeta a los axiomas:
n

()= 2 00

pta=n
(@£ (0O

1.1.3 Observacion. Sea R un anillo nimerico y sea m € R un multiplo de la
unidad. Entonces

(m-1> m(m —1)--(m—n+1)

n n!

Podemos observar ésto a partir de los axiomas I, IV, V y usando induccién.



Nuestro primer objetivo serd el observar que los anillos nimericos y los anillos
binomiales coinciden.

1.1.4 Ejemplo. Sea F' una QQ-algebra, definimos los coeficientes binomiales de la
(r) r(r—1)---(r—n+1)

manera usual = .

n n!

1.1.5 Ejemplo. Seam € Z, entonces el localizado Z[m '] es numérico. Este anillo
hereda sus coeficientes binomiales de Q, falta verificar la cerradura. Tenemos que

(‘,i) _fGE -0 (F-nt1) _ala—k)---(a—(n—1)k)

n

n! nlkn
por lo que basta probar que si p’ | n! y p{k entonces
p' | (a+k)(a+2k)---(a+nk).

Como p 1 k, se tiene que med(p’, k) = 1, o bien que z es un generador de Ly con
k = 2 mod p’. Como z es un generador de Z,, existe 0 < d <= p' — 1 tal que
dx = p* — a mod p', entonces p’ | a + dk.

Pt
1.1.6 Teorema. Las siguientes ecuaciones son vdlidas en los anillos numéricos:

B (r) -1 (r-nt 1)

sir € 7.

n n!

2. n'(:) —r(r—1)-(r—n+1).

won(l)=-nen(," ).

1.1.7 Teorema. Si R es un anillo numérico, entonces R es libre de Z-torsion.
1.1.8 Teorema. Los anillos binomiales y anillos numéricos coinciden.

Demostracién. Sea R un anillo binomial, definiendo los coeficientes binomiales
mediante la operacion particular de los anillos binomiales, se verifica facilmente
que cumple con los axiomas de anillo numérico.

Sea S un anillo numérico, entonces S es libre de Z-torsién y sus coeficientes bino-
miales cumplen que

n'(Z;) —r(r—1)-(r—n+1)

y por lo tanto <T> = r(r_l)"'(r—n-l-l)'
n n!




En Z existe una féormula para coeficientes binomiales iterados

(") - §jg () 0

donde gj, son enteros unicos tales que la formula es valida para todo r € Z, aunque
no se han encontrado aun formulas reducidas para el caso méas general.
Notemos que (1) es una identidad polinomial con coeficientes racionales, por lo

que se cumple en cualquier Q-algebra y por lo tanto en cualquier anillo binomial.
1 (n—k4+1
Utilizando el hecho de que Z = n(n—1) k'(n +1) podemos definir poli-

<x> z@—1)(x—n+1)

n n!

nomios binomiales

donde el grado del polinomio es n y sus coeficientes son racionales y asi podemos

darle significado al simbolo para todo n € Z. De esta forma, podemos pasar

n
k

del teorema del binomio usual al teorema del binomio de newton generalizado, por

ejemplo
—1 -1 =1\ o 2
(14+2)"" =1+ L)ErL 4 =1l—x+a”— -

1.2 Transferencia binomial

X
1.2.1 Definicion. Sea X un conjunto, definimos el anillo Z< > como el algebra

libre basada en X con los axiomas de anillo conmutativo con unidad y los de anillos
numeéricos.

1.2.2 Teorema. Eziste un isomorfirsmo

Z(f) ~ (f € QIX] | f(ZF) C 7)

para el anillo binomial libre con base en X.

1.2.3 Teorema. Cualquier identidad binomial polinomial universalmente vdlida
en Z es vdlida en cualquier anillo binomial.



1.3 Anillos binomiales finitamente generados

1.3.1 Teorema. (Teorema de estructura)
Sea R un anillo binomial finitamente generado, existen enteros unicos libres de
cuadrados my, ..., my tales que

R=Z[mi'] x - x Zm,").

1.3.2 Teorema. Sea M un mddulo sobre un anillo binomial, supongamos que M
es libre de Z-torsion y finitamente generado sobre Z[n='] con n € Z. Entonces
existen enteros positivos m;,r; tales que

M2ZmN" @ Zm; "™

como Z[my'] x -+ x Z[m}.']-médulo.

2 Vectores de Witt

Nos basamos en las definiciones y construcciones realizadas en [Hazewinkel, 2008]
y [Weibel, 1981] para entender un poco la estructura de los anillos de Witt.

2.1 El anillo A(R)
2.1.1 Definicién. Sea R un anillo conmutativo con unidad, definimos
AR)=1+tR[[t]] = {1+ arit +ast® + - | a; € R}

y notemos que A(R) tiene estructura de grupo abeliano bajo el producto de series.
Sea o : R — S morfismo de anillos, definimos entonces A(«) mediante

A(@)(1 +art 4+ agt* +--+) = 1+ afar)t + alag)t* + - - -

de manera que tenemos un funtor A entre las categorias de anillos conmutativos
con unidad y la categoria de grupos abelianos.

2.1.2 Observacién. Podemos identificar la serie 1+ ait + aot® +- -+ con el vector
(a1,a2,...) y a su vez, podemos identificar este vector con un morfismo ¢ :

Zlhi,ha,...] = R con ¢f(h;) = a;, de manera que el funtor A es representable

mediante Z[hi, ha, .. .].

La suma en A(R) define entonces un coproducto en Z[hy, ha, .. .| mediante h,,
Z h; @ h; con la convencién hg = 1.

i+j=n



Para hablar de vectores de Witt es conveniente hablar de los componentes
fantasmas

oo
2.1.3 Definicién. Definimos el mapeo fantasma gh : A(R) — H R como
1

)
70

2.1.4 Observacion. Por las propiedades del logaritmo definido formalmente

d
gh(f) = gh(a1, as,as,...) = ght + ghyt® + ghgt® + - - = t—-log(f (1))

2 23

n
log(1 -4+ ... _1n+1£
og(l4+z)==x 2+4 +(-1) n+

son tales que log(fg) = log(f) + log(g), tenemos entonces que la suma en A(R)
corresponde con la suma coordenada a coordenada de los compontentes fantasmas.

Pensemos ahora que los a; son polinomios simétricos elementales en un con-
junto de elementos &1,&9,&3, - - -, es decir

a; = hi(£17£27£37 T )

donde h;(X) son los polinomios simétricos elementales en las variables conmuta-
tivas X1, X2, X3,..., 0 bien

h(X)= ) Xjy Xy -+ X
J1<52<+<jn
De esta manera, podemos escribir las series de potencia como

1;[1(1_%_1+a1t+a2t o= f(t)

)

y asi, escribimos los componentes fantasmas en terminos de §;

d d )
ghit + ghot + ghyt® =t log(f(£) =t > log((1 —&t)™")

dt
_ . d gt &
——dt;(—&-t— o3 )
=Y Ed+gd+g+-.

j=1



Buscamos ahora dar un multiplicacién para A(R), consideremos los representantes
de Teichmiiller 1+xt+(xt)2+--- (1—2t)~! de 2 € R, los cuales son multiplicativos.
Asi, la distributividad y funtorialidad fuerzan a que la multiplicacién en A(R) de

f@) =1L - &Gt) "y g(t) = [ - mit) " sea
(f#9)@®) =] = &mt) ™"
2%
Notemos que H(l —fmjt)_l es simétrica en &; y en 7; lo que nos daria entonces una
serie con coeﬁé’i]entes simétricos tanto en &; como en 7;, es decir, son los polinomios

universales en los coeficientes de f y g.
El neutro multiplicativo seria entonces

L+t+t2 4+ =1-t)t
Veamos como funciona la multiplicacion en los componentes fantasmas
d _
t£10g(H(1 —&mit) ) = Z((fﬂ?j)t + (Emy)* 7+ (im0 + ).
i3 i,J
Vemos entonces que la multiplicaciéon en A(R) se traduce en multiplicacién com-

ponente a componente para los componentes fantasmas. Luego, la asociatividad y
distributividad de la multiplicacién se siguen de funtorialidad.

2.2 Vectores de Witt

2.2.1 Definicién. Sea R un anillo conmutativo con unidad, definimos el conjunto
W(R) = RN = {($1,$2,QZ3,. . ) | x; € R}

y una biyeccién funtorial e : W(R) — A(R) entre conjuntos

o0

63(1‘1,%2,%3, .. ) = H(l — :L'ntn)_l

n=1
para transferir la estructura de anillo de A(R) a W(R). A este anillo lo llamamos
el anillo de Witt.

2.2.2 Observacién. Calculemos los componentes fantasmas de un vector de Witt
(x1,x2,...) € W(R), es decir, calcular gh (er(X)).

t;ilog(l;[(l —zqth) ) = t— Z Z m~Hxgth™))
= Z dzim = Z Z d:zgl/dtm.
d,m

m=1 d|m

10



De esta forma, los componentes fantasmas del funtor W estdn dados por los poli-
nomios generalizados gh, (er(X1, Xo,...)) = Z ng/d.

d|n
Veamos el producto en unas series particulares, sea d = med(m,n), entonces

(1 - xtm) - (1 - ytn) — (1 - xn/dym/dtmn/d)d.
2.2.3 Observacion. Notemos también que gh visto como un morfismo de W (R)
o
a HR, con la identificacién ) ant™ < (a1,az,...) es un morfismo de anillos,
1

por ejemplo gh(1 — )" = (n,n,n,...). Ademas, si R es libre de Z-torsién, gh es
inyectivo, méas aun, si Q C R tenemos que gh es de hecho un isomorfismo.

2.2.4 Proposicion. Sea R un anillo binomial, entonces el morfismo Ay : R —
W(R) definido por

M) = (1= = 1—rt+ <;>t2— <;>t3+...

es un morfismo de anillos inyectivo.

Demostracién. Consideremos gh(A\i(r)) = (r,7,...), como R es binomial es libre
de Z-torsién y () € R. Como gh(X¢(r)) es injectivo, ¢ resulta inyectivo.

2.2.5 Definicién. Para realizar cdlculos més especifico, nos conviene introducir
algunos endomorfismos en W (R):

1. La homotecia [r] : W(R) — W(R) definida por [r](a(t)) = a(rt).
2. El morfismo de Verschiebung V;,, definido por V;,,(«a(t)) = a(t™).

3. El morfismo de Frobenius F,, que se define como

Fu(a(t)) = Y a(¢tV™).

¢m=1

Notemos que F,(Ai(r)) = Ae(r), pues la suma en W(R) es el producto usual de
series de potencias.

Para cada «a(t) € W(R), tenemos que se escribe de manera tnica como el producto
[1(1 = rt™), asi, podemos ver la multiplicacién por «(t) como el endomorfismo

S Vi rml Em.

11



2.2.6 Definicién. Los subgrupos Iy = 1+ t"V R[[T]] de W (R) son de hecho ide-
ales. Con esto podemos darle una topologia a W (R) mediante la completacién
I-adica, llamamos a esta topologia la topologia t-adica y llamamos vectores de
Witt truncados a los anillos cocientes Wy (R) = W(R)/In41.

Se recomienda consultar [Atiyah and MacDonald, 1994] para detalles sobre el
concepto de completacién I-adica.

3 K-teoria

Definiremos algunos conceptos de K-teoria superior y una construccién para los
K grupos en general.

3.1 Construccion () de Quillen para una categoria ex-
acta.

Para detalles sobre esta construccion, consultar [Weibel, 2013].

3.1.1 Definicién. Sea A una categoria, definimos la categoria Q.A cuyos objetos
son los mismos de A y un morfismo A — B es una clase de equivalencia de
diagramas

Al LB 2)

donde j es un epimorfismo admisible e i es un monomorfismo admisible, es decir,
existe j’ tal que j es cokernel de j' y j’ es kernel de j y existe i’ tal que i’ es
cokernel de i e i es kernel de 7'.
Diremos que dos diagramas de esta forma son equivalentes si existe un isomorfismo
entre ellos que es la identidad en A y en B.
Para la composiciéon del morfismo anterior con B « Cy »— C' consideramos el
diagrama

i — Cy — C

¢ ¢
A « B, — B

donde C7 = Bj; xp (5 es el pullback. Tenemos dos morfismos distinguidos en
QA, los monomorfismos A — B (con By = A) y los epimorfismos A «- B (con
B; = B). Luego, la composicién en QA de los morfismos A «- By y By - B
es precisamente (2) y cada morfismo en QA puede factorizarse de esta forma de
manera Unica hasta isomorfismo.

12



Consideramos ahora el espacio clasificante BQ.A como un espacio topologico
cuyo punto base es el vértice correspondiente al objeto 0. De hecho, BQA es un
complejo CW conexo pues el morfismo 0 — A en QA nos da caminos en BQA
desde el punto base 0 a todo vertice A. El morfismo 0 «- A también funciona.

3.1.2 Definicién. Sea A una categoria pequena exacta. Denotamos por KA al
espacio de lazos QBQ.A y definimos los grupos abelianos para n > 0

Kn(A) = Wn(KA) = 7rn+1(BQ-A)'

Si F': A — B es un funtor exacto, éste induce un funtor QA — QB que a su vez
induce morfismos BQA — BQB y K, (A) — K,(B), por lo que los espacios K.A4
y los grupos K, son funtores de categorias exactas y funtores exactos a espacios
topologicos y grupos abelianos.
Ademas, funtores isomorfos inducen el mismo morfismo en K-grupos pues inducen
funtores isomorfos QA — QA'.

3.1.3 Observacion. Si la categoria exacta A no es pequenia pero tiene un conjunto
de clases de isomorfismos, definimos K,.A como K, A’ donde A’ es una subcategoria
pequena equivalente a A.

Los grupos K,(A) son independientes de la eleccién de A’, se puede demostrar
que si A y B son categorias equivalentes, entonces QA y QB son equivalentes, si
nuestras categorias iniciales son pequenas, entonces los K-grupos son isomorfos
para todo n.

3.1.4 Definicién. Sea R un anillo con unidad y P(R) la categoria de R-médulos
proyectivos finitamente generados, entonces definimos

Kn(R) = Kn(P(R)).

Sea A una categoria exacta pequena, usualmente se define Ky(A) como el grupo
abeliano con generadores [A] para cada objeto A € A y relaciones [A] = [B] + [C]
para cada sucesion exacta corta 0 - B — A — C — 0 en A.

3.1.5 Teorema. Consideremos la definicion usual de Ko(A), tenemos que el es-
pacio BQA es un complejo CW conexo con 71 (BQA) = Ky(A). El elemento
[A] € Ko(A) es representado en w1 (BQ.A) por el lazo asociado a

0— A—0.

Demostracién. Sea T la familia de morfismos 0 — A en Q.A. Cada vértice no
cero solo aparece una vez, por lo que 7" es un arbol maximal y asi 7 (BQ.A) tiene
la siguiente presentacién [Weibel, 2013, Cap 4, 3.4]: generado por los morfismos

13



en QA con relaciones [0 — A] = 1y [f]lg] = [f o g] siempre que f y g puedan
componerse en Q.A. Ademds, un morfismo de A a B se representa en 71 (BQ.A)
con el lazo

0— A— B «—0.

La composicién 0 — By — B estd en T por lo que [B; — B] = 1 en m1(BQA),
entonces [A « By — B] = [A « Bj]. Luego, de la composicién 0 « A « B
obtenemos que [A « Bi][0 «- A] = [0 « B;]. Como los morfismos en QA se
factorizan en los morfismos distinguidos, tenemos que 1 (BQ.A) es generado por
los morfismos [0 « A].

Sea A — B — C una sucesién exacta en A, la composicién 0 — C « B en QA
es 0 « A »— B, por lo que tenemos la relacién aditiva

[0« B] = [C' «= BJ[0 «= C] = [0 «= A][0 « (] (3)
en 1 (BQ.A) representada en BQ.A por:
0 — A — B

U N AN
0 — C —- 0

Como la relacion [f][g] = [f o g] puede reescribirse en terminos de nuestra nueva
relacién aditiva, 71 (BQ.A) es generado por [0 «— A] con (3) como la tnica relacién,
por lo que Ky(A) = 71 (BQA).

3.2 Construccion Q@) y el morfismo de Whitehead

3.2.1 Definiciéon. Una bicategoria B consiste de:
e Una coleccién de objetos llamados 0-células.

e Para cada par de 0-células A, B tenemos una categoria B(A, B) cuyos objetos
llamamos morfismos o 1-células y cuyos morfismos llamamos 2-morfismos o
2-células.

e Para cada 0-célula A tenemos la 1-célula 14 € B(A, A) llamado el morfismo
identidad o 1-célula identidad.

e Para una terna de 0O-células A, B, C, tenemos el funtor

capc : B(B,C) x B(A, B) — B(A,C)

14



e Transformaciones naturales a4pcp definidas por:

B(C, D) x B(B,C) x B(A, B) —2“2¢__ B(C, D) x B(A,C)
cBCDxll lCACD

B(B, D) x B(A, B) CABD B(A, D)

e Parala 1-célula f € B(A, B), se tiene que los siguientes diagramas conmutan:

B(A, B) B(A, B)
B(A,B) x B(A,A) —— B(A, B) B(B,B) x B(A,B) —— B(A, B)
obien, folgy~ fylpof~f.
e Se cumplen la identidad del tridngulo y del pentagono.

Para més informacién sobre bicategorias, consultese [Leinster, 1998] y constltese
[Waldhausen, 1978] para detalles la construccién QQ.

3.2.2 Definicién. Sea A una categoria pequena exacta, denotamos a QQ.A la bi-
categoria cuyos 2-morfismos son clases de equivalencia de diagramas conmutativos
en A de la forma

R

donde los cuadrados pequenos pueden verse dentro de diagramas 3x3 con columnas
y renglones exactos. Dos diagramas son equivalentes si existe un isomorfismo el
cual se restringe a la identidad en cada objeto.

Waldhausen probé que el espacio de lazos QQQA es homotopico a BQA, por
lo que K, (A) = 7,412 BQQA.

3.2.3 Definicién. Sean A, B,C categorias exactas, un funtor ® : A x B — C es
llamado biexacto si

1. Los funtores A®@ —: B —Cy —®B:.A— C son exactos.

2. Para los objetos cero de A, By C, tenemos que A®0=0® B =0.

15



Dado un funtor biexacto, obtenemos el funtor QA ® QB — QQC el cual manda
un par de morfismos Ag «]— Aq >L Ay, By «]— B >i> Bs al 2-morfismo
Ay® By « A1 ®By — A2® By
i i i
Ay®@ By « A1®B — Ay®DB
[ [ [
Ag®@ By « A1 ®By — Ay® By

Luego, la realizaciéon geométrica del funtor ® : QA ® @B — QQC es un mapeo
BQA x BQB — BQQC donde BQA x 0y 0 x BQB son mandados al punto base
y por lo tanto se factoriza a través de

BQAN BQB — BQQC.
El morfismo de Whitehead [Whitehead, 1978, 480] produce mapeos bilineales
Ki(A) ® K;(B) =miy1(BQA) ®@ mj41(BQB) —
Titj+2(BRAN BQB) — it j+2(BQC) = K1 j(C).
Decimos que A actiia en B si existe un funtor biexacto A x B — B.

3.2.4 Observacién. Cuando tenemos un mapeo asociativo A x A — A, K, (A)
se vuelve un anillo graduado con unidad [Ag] € Ky(A) si

Ag® —=—® Ay = idy4.

Si A actiia en By los funtores A x A x B — B coinciden hasta isomorfismo natual,
K, (B) resulta un K, (A)-médulo izquierdo.

4 El médulo NK,(A)

Buscamos ahora definir este interesante mdédulo y conocer su estructura sobre los
anillos de Witt.

4.1.1 Definicién. Sea R un anillo con unidad, denotamos por End(R) a la cat-
egoria exacta de endomorfismos de R-médulos proyectivos finitamente generados,
los objetos son parejas (M, f) con f € End(M) y los morfismos (M, f) — (N, g)
son mapeos « : M — N tales que ga = af.

16



4.1.2 Observacién. Sea R un anillo conmutativo, apartir del producto tensorial
de médulos obtenemos un funtor exacto

®pr : End(R) x End(R) — End(R),
((P7 CV), (Q7ﬂ)) = (P ORr Q,CM QR /B)

Como ®pg es asociativo y simétrico hasta isomorfismo, el producto inducido en
Ky(End(R)) nos da una estructura de anillo conmutativo con unidad (R, 1).

4.1.3 Definicién. Sea R un anillo conmutativo con unidad y sea M € P(R),
tenemos que la inclusién M +— (M,0) de P(R) en End(R) es una retraccién cuya
seccién es el funtor de olvido. Denotamos por Endy(R) el kernel de morfismo

inducido Ko(End(R)) — Ky(R).

Los detalles de la demostraciéon del siguiente teorema puede encontrar en
[Almkvist, 1974].

4.1.4 Teorema. El morfismo x definido por
(P, a) — det(1 — at)

nos define un isomorfismo de Endy(R) al subgrupo multiplicativo de W (R) que con-

siste de cocientes de polinomios %. Ademdas, W(R) es la completacion t—ddica

de Endy(R).

Demostraciéon. Queremos una inversa para Y, entonces sea r = 1+ ait + -+ +
ant™ € W(R) un polinomio, como la suma en W (R) es el producto usual de series,
la resta seria entonces la division, por lo que basta con definir o en estos polinomios.
Definimos entonces o(r) mediante la matriz

0 —anp
1 0 —Qp—1
1 —aq

ast, x(o(r)) = 1+ art + -+ - + a,t"™ en W(R).
4.1.5 Observacién. Si A es un R-algebra, el morfismo
®r : End(R) x End(A) — End(A)

nos permite darle a Endg(A) estructura de Endg(R)-médulo.
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4.2 Nily(R)

4.2.1 Definicién. Sea R un anillo con unidad, consideremos la subcategoria de
End(R) cuyos objetos son parejas (P, v) donde v es un endomorfismo en P nilpo-
tente. Denotamos por Nil(R) a esta categoria.

4.2.2 Observacién. La categoria Nil(R) es una subcategoria exacta de End(R).

De manera similar a Endg(R), tenemos que el funtor Nil(R) — P(R) que
manda (P,v) en P es exacto y se divide mediante el funtor P(R) — Nil(R)
que manda P en (P,0). Asi, Ko(R) = Ko(P(R)) es un sumando directo de
Ko(Nil(R)) y denotamos por Nilg(R) al kernel de Kyo(Nil(R)) — Ko(R), por
lo que Ky(Nil(R)) = Ko(R) @ Nilg(R).

Ademaés,
[P,I/} = [P@Q,I/@O]—[Q,O]

en Ko(Nil(R)), vemos entonces que Nily(R) es generado por elementos de la forma
[R™,v] — n[R,0] para algin n y alguna matriz nilpotente v.

4.2.3 Observacién. Si A es un R-dlgebra, el producto tensorial en End(R) se
restringe a un bifuntor exacto End(R) x Nil(A4) — Nil(A).

Podemos también definir End,,(R) y Nil,(R) mediante las divisiones

K, (End(R)) = K,,(R) ® End,,(R)
K,(Nil(R)) = K,(R) & Nil,(R).

Para nuestra siguiente proposicion, vease [Waldhausen, 1978|

4.2.4 Proposicién. Sea A un R-dlgebra con unidad, End.(A) y Nil,(R) son
mddulos graduados sobre el anillo Endy(R).

4.3 NEK.(A)

4.3.1 Definiciéon. Sea R un anillo conmutativo con unidad y A un R-dlgebra con
unidad, definimos N K,,(A) como el kernel del morfismo evaluacién

x=0:K,(A[z]) = K,(A).
Una prueba para el siguiente teorema puede encontrarse en [Grayson, 1976].

4.3.2 Teorema. Sea A un R-dlgebra, tenemos que N K, (A) es isomorfo a Nil,_1
mediante la composicion

NE.(A) C Ky(Alz]) € Kn(Alz,y)/(zy = 1)) % K,_1(Nil(A))
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4.3.3 Teorema. ([Stienstra, 1984])
Sea v € Nil,(A), existe N € N tal que v se anula en el ideal

In = {f | x(f) =1 mod t"}

de Endy(R). Consecuentemente, NK.(A) es un mddulo sobre la completacion

t-adica W(R) de Endy(R).

De manera que obtemos una estructura de W (R)-médulo en NK,(A).
La siguiente proposiciéon nos ayuda a entender un poco el tamafio que realmente
tienen los NK,(A).

4.3.4 Teorema. Si el grupo abeliano NK;(A) es no cero, entonces es infinita-
mente generado.

Demostracién. Procedemos por contradiccién, supongamos que N K;(A) es fini-
tamente generado y no cero. En [Bloch, 1978] se muestra que el morfismo de
Frobenius F;,, mencionado anteriormente, corresponde al funtor que manda (P, v)
a (P,v™), asi que para cada v € NK,(A) tenemos que Fy,(vy) = 0 para m sufi-
ciente grande.

Ademads, muestra que el morfismo de Verschiebung V;,, es tal que V,,(P,v) =
(P[t]/t™ — v, t), de manera que la composicién F,;,V,, corresponde con multiplicar
por m.

Si NK;(A) es finitamente generado, existe M tal que F, anula a NK;(A) para
todo m > M. Sea € NK;(A) con 8 # 0y sea m > M tal que mf # 0, pero

entonces F, (Vi (8)) = mf, lo que es una contradiccion.
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