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Resumen

Dada una variedad simpléctica M, la cuantizacién geométrica asigna a funciones reales f €
C*(M) operadores autoadjuntos fsobre un espacio de Hilbert tal que el corchete de Poisson defi-
nido por la forma simpléctica se convierte en el conmutador de estos operadores. Presentaremos en
este trabajo dos pasos de la cuantizacion geométrica: la precuantizacion y la polarizacion. Para que
éste operador cumpla con las condiciones de cuantizacion de Dirac, debe satisfacer la condicion de
integralidad, para por lo menos garantizar la existencia de una haz de linea compleja Hermitiano
con conexion. Ya para cuantizar el monopolo magnético nos basamos sobre la variedad simpléctica
(S2, B), donde B es el campo magnético en R? — {0} considerado como una 2-forma simpléctica, el
cual, no depende del radio, entonces lo podemos analizar en S? donde este campo es una forma de
volumen en dicha variedad, y se busca de tal forma que cumpla la condicion de integralidad, esto
garantiza que cumplimos con los siguientes axiomas de la cuantizacion geométrica: la existencia de
un haz de linea compleja, una conexion sobre este haz y una 1-forma de conexidn que son hallados

convenientemente tomando unos abiertos adecuados en la esfera.

PALABRAS CLAVE. Variedades simpléticas, cuantizacion geométrica, monopolo magnético.



Abstract

Given a symplectic manifold M, the geometric quantization asigns to a real function f € C*(M)
a selfadjoint operator fon a Hilbert space such that the Poisson Bracket defined by the symplectic
form becomes the commutator of operators. We present in this thesis two steps of the quantization:
the prequantization and the polarization. For this operator complies with the conditions of Dirac
quantization must satisfy the condition of integrality for at least to guarantee the existence of a
complex Hermitian line bundle with connection. Now, to quantize the magnetic monopole, we
pass to the symplectic manifold (S?, B), where B is the magnetic field in R® — {0} considered as a
symplectic 2-form, which depends not on the radio, then we can analyze in S?> where this field is a
volume form on the manifold, and is found in such a way that it satisfies the integrality condition.
This guarantees that we fulfill the following axioms of geometric quantization: the existence of a

complex line bundle and a conection 1-form that are found conveniently taking adequate open in
S2.

KEYWORDS. simplectic manifold, geometric quantization, magnetic monopole.
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Introduccion

La cuantizacion geométrica es un procedimiento que tiene como entrada una variedad simplécti-
ca (M, w) (el espacio de fases de la fisica), y como salida un espacio de Hilbert, de manera que a
cada observable cuantizable sobre la variedad (funciones reales de un subconjunto conveniente
Obs c C*(M)) se le asocia un observable cuantico (operador autoadjunto del espacio de Hilbert),

de un modo compatible que precisaremos mas adelante.

La tesis estd organizada de la siguiente manera: En la primera parte, empezaremos hablando de
nociones de geometria simpléctica; luego de las condiciones de cuantizacion expuestas por Dirac;
a continuacion, hablaremos de precuantizacion, en el cual expondremos que, para garantizar la
existencia de un haz de linea compleja L y una conexién sobre L con curvatura w, serd necesario
y suficiente que cumpla con la condicion de integralidad; también de polarizacion, donde ya con
esto la aplicacién que asocia f — ]’CI\) conocida como la “precuantizacién de Souriau-Kostant”
cumpliré con las condiciones cudnticas de Dirac, ademds ]/‘Z) es un operador Hermitiano bajo ciertas
circunstancias; y finalmente explicaremos este proceso en un ejemplo elemental como lo es para la

variedad simpléctica (T*R" ~ R?", w) con w la forma simpléctica candnica.

El objetivo de la segunda parte es encontrar las condiciones necesarias para la cuantizacion
del monopolo magnético que cumpla con las condiciones de cuantizacion de Dirac. Basados en la

variedad S? donde el campo magnético en coordenadas polares es
1
B =gsin0dO A do, 0 0,m), ¢ € (pg, g +2m), congy € R, g € EZ’

considerado como 2-forma simpléctica, convierte a S? en variedad simpléctica. Donde B cumple
con la condicién de integralidad y asegura la existencia de un haz de linea compleja con conexion,
para encontrar dicha conexion es necesario buscar una 1-forma de conexion A tal que localmente
B = dA sobre este haz de linea compleja localmente trivial. Dicha 1-forma queda de la siguiente
manera

Ay = g(1 —cos8)d¢ en Uy, As = —g(1 + cosb)d¢ en Usg,
para un atlas de S? conveniente con dos abiertos Uy y Us. Estas 1-formas locales Ay y Ag represen-

tan el potencial magnético del monopolo de Dirac, coincidiendo con el resultado de Wu-Yang [11].



Capitulo 1

Cuantizacion Geométrica

Un problema fundamental de la fisica tedrica es el entendimiento completo del proceso de cuan-
tizacion de un sistema fisico, este es un proceso que, de una descripcion cldsica de la dindmica de un
sistema, nos lleva a la descripcién cudntica correspondiente de estas dindmicas. Matematicamen-
te este proceso representa la trayectoria de una descripcion geométrica diferencial a un escenario

diferente: un espacio de Hilbert.

Existen algunos esquemas estandares y fundamentales para la cuantizacion; cuantizacién canéni-
cay funcional por ejemplo, pero ninguno de ellos da de una manera precisa y exacta la construccion
del espacio de Hilbert necesario para la cuantizacién o representacion del dlgebra de observables
fisicos clasicos en el dlgebra de operadores autoadjuntos sobre el espacio de Hilbert de la des-
cripcion clésica. La estructura de la cuantizacion geométrica intenta dar condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de una descripcion cudntica de la dindmica de un sistema descrito
cldsicamente usando una variedad simpléctica, y describe de una manera precisa la construccion
del espacio de Hilbert, la representacion del operador autoadjunto sobre el espacio de Hilbert y de
las édlgebras de Lie asociadas con esta descripcion, todo estd a través de los métodos de geometria y
topologia diferencial. Los principales escenarios son los haces de linea compleja sobre variedades

y los invariantes topoldgicos que le dan su clasificacion.

Este capitulo desarrolla los dos pasos bésicos en la cuantizacion geométrica de un sistema cldsi-
co: precuantizacion, introduccion de polarizaciones, y ademds contiene todo el material necesario
para llevar a cabo el estudio del caso particular en el capitulo siguiente. Pero antes hablemos de los

requisitos necesarios para cuantizar.

1. Preliminares

Antes de entrar en detalle con cada paso de la cuantizacién, introduciremos algunos prelimi-
nares necesarios. Empecemos recordando lo que es una k-forma diferencial. Sea M una variedad
diferenciable. Una forma diferencial de grado k asigna de manera diferenciable a cada punto p € M

una funcion k-multilineal alternante

wy : TyMx...XxT,M — R.
1



El espacio de formas diferenciales de grado k lo denotaremos por Q(M). En coordenadas locales

(U, ¢) se puede escribir
= > faiP)dxi Ao Ad,

i< <lk
donde {dxy,...,dx,} es la base dual de la base canonica {az o F 91 de T,M, fi..i € CZ(U)y
los multi-indices de tamaio & de {1, --- ,n} ordenados en orden creciente. El producto exterior de

dos formas diferenciales w = 3; «.; fi,.iodXiy A=  ANdXiy, T = 3 <y &jrnjs AXj A s Adxj,

de grados k y s respectivamente, es la forma diferencial de grapo k + s siguiente

.....

a)/\T—Z:f,1 &g AXiy N oo Ndxpdx; A -+ Ndx;j,

.....

donde A cumple con dx; A dxj = —dx; A dx;, en particular dx; A dx; = 0.

Sea {(U,, ¢o)}aer un atlas difenciable para M. Una k-forma diferencial w € Q*(M) estd comple-
tamente determinada por una coleccién {w, € QX(¢o(U,))}qes satisfaciendo w, = (g o gb;l)*wﬁ en

$a(Ua N Up), donde ((¢5 0 ¢3') ws) (X1, ..., Xi) 1= wp(D(gp © ¢7)(X1), ..., Dighs © ¢3)(Xi) para
todos los campos vectoriales X, ..., X; € ['(¢o (U, N Up)).

El operador diferencial exterior d : Q¥(U) — Q**!(U) se calcula en coordenadas locales como

al [}
= > i) Adxy A adx =Y Y fi. b dx; Adix, Ao Adxg,

i <-<ig Jooi<<iy

y se simplifica usando dx; Adx; = —dx;Adx; y dx;jAdx; = 0. Una k-forma diferencial w es cerrada
sidw = 0. Y es exacta, si existe una (k — 1)-forma diferencial 6 tal que w = d6. Una identidad clave

de la derivada exterior es
d(dw) =
Si w € QI(U), es decir, es una 1-forma, se puede demostrar que
(1.1) (dw)(X,Y) = X(w(Y)) - Y(w(X)) — ([X, Y])
para cualesquiera campos vectoriales X, Y € I'(M).

OBSERVACION 1.1. Q%(M) = C*(M) y QX(M) = {0} si k > n.

DEFINICION 1.1. Sea M una variedad de dimension n, una forma de volumen sobre M es una

n-forma diferencial w no degenerada, es decir, que no se anula en ningiin punto.

OBSERVACION 1.2. Por Observacion 1.1, dw = 0 para toda forma de volumen w sobre M.

Con esto, ahora si definamos variedad simpléctica. Estas variedades se presentan naturalmente
en la formulacién hamiltoniana de la mecanica clésica.
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DEFINICION 1.2 (Variedad simpléctica). Una variedad simpléctica es un par (M, w) donde M
es una variedad diferenciable y w es una 2-forma cerrada, no degenerada en M, llamada la forma
simpléctica. Aqui, “no degenerada” significa que para cada vector distinto de cero u € T, M,
m € M en el espacio tangente en un punto, existe un vector v € T,,M tal que w(u,v) # 0, y cerrada
que dw = 0. La transformacion diferenciable ¢ : M — M se llama simpléctica si ¢*'w = w
(donde “*” representa el pullback). El campo X € I'(TM) es simpléctico si su flujo consiste de
transformaciones simplécticas o equivalentemente Lxw = 0 o lo que es lo mismo d(i(X)w) = 0, ya

que 0 = Lxw = di(X)w + i(X)dw = d (i(X)w) pues w es cerrada, y donde
(1.2) IX)w() = w(X,Y),

para todo campo vectorial Y.

Sea w una 2-forma no degenerada en la variedad M. Dada H : M — R diferenciable hay
un tnico Xy € I'(T M) tal que para cada campo vectorial ¥ € I'(T M) la identidad (i(Xg)w)(Y) =
w(Xy,Y) = dH(Y) se cumpla, y se conoce como el campo hamiltoniano correspondiente a H. Los
campos Hamiltonianos son simplécticos, pues d(i(Xy)w)(Y) = dw(Xy,Y) = 0 porque w es un 2-
forma cerrada. Estos campos vectoriales hamiltonianos dan a las funciones diferenciables en M la
estructura de un dlgebra de Lie con el corchete de Poisson, es decir, que con el corchete de Poisson

satisface bilinealidad, antisimetria y la identidad de Jacobi.
DEFINICION 1.3. Para f, g € C*(M) definimos el corchete de Poisson
(1.3) (f.8) = 0 (X, Xp) = dg(Xy) = X/(g).

PROPOSICION 1.1. Si X, Y € I'(T M) son simplécticos entonces | X, Y] es el campo hamiltoniano

correspondiente a w(Y, X). En particular si X = Xy y Y = X, entonces
(1.4) Xira) = | X5, Xe.

DEMOSTRACION. Sea X, Y,Z € I(TM) y X, Y son simplécticos,

X (i(V)w(2))

Lx ((Y)w) (Z) + i(Y)w (LxZ)
= d(w(Y,X))(Z) +i(X)d (i(Y)w) (Z) + w (Y, LxZ)
= d(w(¥. X)) (2)+w(Y, Lx2),

X(w(.2) = Lyw(Y,Z2)+w(LxY,Z)+w (Y, LxZ)
= (X, Y], D)+ w (Y, LxZ).

Entonces por ecuacion (1.2) tenemos d (w(Y, X)) (Z) = w ([X, Y], Z). En particular para X = Xy y
Y = X, tenemos w ([ X7, X, |, Z) = d (w(X,. X)) (2) = d (1£.8) (2) = & (Xiy0. Z)-



EJEMPLO 1.1. El haz cotangente de una variedad es el conjunto

M= JT,M ={(¢.p): g€ M,p e T,M"}
qeM
con la proyeccion n : T*"M — M, n(q,p) = q. Dada ¢ : U ¢ M — R", ¢ = (x',...,x")
una carta de coordenadas, para cada q € U, {dx',...,dx"} es una base de T,M*, asi cualquier
p € T,M* se escribe como p = Y, y;dx' y entonces T*U 3 p — (x',..., X", y1,...,y,) € R
define una carta de coordenadas para T*M. La 1-forma natural 6 : T*M — T*(T*M) se define
por 8 p) = (p o D(1)), - Definimos la 2-forma w = —de.

Escribiendo Z € T, ,(T*M) en coordenadas locales Z = };_, Z, ( 3 )(q ot Z,, (%)(q o enton-

ces D(n)(Z(p,q) = 2y Zai ( 6x’) con esto tenemos que

e(q,p)(z) = Zyt xi = [Z yzdx(qp)) (Z)

= 0 = Zy,dx w—de A dy;.

i=1
También cumple que para cada vector no nulo Z € T, ,(T*M), existe un W € T, ,,(T*M) tal que

n

W(Z, W) = Z dx' A dyi(Z,W) = > (ZaW,, = 2, W) 0.

i=1 i=1

Por lo tanto w es simpléctica v (T*M, w) una variedad simpléctica. Ademds para H, K € C*(T*M),

sea dH = Y gy + dy, y Xy =30, X 7t X 2 entonces

i= ]axz y:a ’

dH(Z) = a—H.zx,-+8—Hz_,
Axi o
1 X

Zn: dx Adyi (Xp, 2) = ) (XaZy, = X, Zs).

i=1 i=1

w(XH’ Z)

Ahora dH(Z) = w(Xy, Z) implica

NOH 0 O0H 9
1.5 Xy = —— - —
(1.5) " — dy; 0x' 0x' dy;

v la ecuacion (1.3) implica

0OHO0K 0HOK
(H,K} = Z T

dy; Ox' Ox' dy;’

4
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Con esto entonces tenemos

C dy; Ox) dy; %

1.7 LX) = .

Oyi Oy; Oy Oy _

4 Gy, Ox* Ox* Oy -

o ox' 0x7 Ox' Ox’
1.9 l, J = _—— ——— =
(1.9) {x', x'} i By a0k B Oy,

(1.8) iyt =

- I M

>

En particular si M = R", T*R" =~ R>* es una variedad simpléctica con coordenadas (locales)
(@>P) = (q1s---+Gn> Pl - -» Pu), Y cOn potencial simpléctico € QUT*R"), § = Y, pidq; tal que
w=-df =} dqg; Ndp.

El siguiente teorema nos dice que para una variedad simpléctica arbitraria, es posible encontrar

un sistema de coordenadas tal que la 2-forma simpléctica localmente sea la canénica.

TEOREMA 1.1 (Teorema de Darboux). Sea (M, w) variedad simpléctica 2n-dimensional. En-

tonces para cada punto p € M existe una vecindad coordenada (carta local) (U, ¢) con coordena-

das locales ¢(q) = (x1(q)s - - - » Xu(q)> Y1(Q)s - - -, Ya(@)), q € U, tal que

w |U: dei A dyl .
i=1

La carta local (U, ¢) se llama carta local de Darboux alrededor de p. La variedad simpléctica
(M, w) puede ser cubierta mediante un recubrimiento formado por cartas de Darboux.

Es sabido que si una k-forma diferencial es exacta, entonces es cerrada, pero lo contrario no

necesariamente es cierto. Las condiciones sobre las cuales se cumple es la siguiente [1]:

LEMA 1.1 (Poincaré). Si M es variedad diferenciable contraible (existe una homotopia H :
M % [0,1] — M diferenciable tal que H(p,1) = p, H(p,0) = po, po € M fijo) y w una k-forma
diferencial cerrada en M, entonces w es exacta, es decir existe una (k — 1)-forma diferencial 6 en
M tal que w = d6.

Es necesario introducir el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2 (Teorema de Liouville). El flujo de campos vectoriales Hamiltonianos dejan la
forma de volumen 2n-dimensional € = cdpy Ndp, A ... Ndp, Ndg, Ndg, A ... A dg, invariante.
Es decir, si un conjunto E esta contenido en el dominio de ®, (es igual a la solucion en tiempo t de

5



las ecuaciones de Hamilton) para algiin t € R, entonces el volumen de ®,(E) es igual al volumen
de E.

DEMOSTRACION. Las ecuaciones de Hamilton se pueden escribir como

da _ OH
dt — op
dx, _ OH
dt — Op,
dpp _ _OH
dt — x
dp, _0H
dt — Ox,

Esto significa que las ecuaciones de Hamilton describen el flujo del campo vectorial en R*" que apa-

rece en la parte derecha de la ecuaciones anteriores. Este flujo dejara preservado el volumen si la di-

vergencia del campo vectorial es cero. Calculamos ésta divergencia para V = (%‘ RN d;t” , ‘%, RN d;t")
como

~( 0 dx; 0 dp)\ 0 O0H 0 6H 0 O0H 0 OH
div(V):V-V:Z(——’+—ﬂ - 22T e .

= Ox; dt  Jp; dt 0x1 0p, 0x, Op, 0p; Ox; op, 0x,
Ya que

0’H O’H )
, paraj=1,---,m,

dx;p;  dp;x;
la divergencia es cero. 2

1.1. Haces de Linea Compleja y Conexiones. Ahora introducimos la nocién de haz de linea
compleja sobre una variedad y las secciones de las mismas, que se ven a nivel local como funciones
de valores complejos. Luego la nocién de derivadas covariantes de las secciones de un haz de linea,
donde localmente estas derivadas covariantes toman la forma Vy = X —i6(X) = (d —16)(X) para una
cierta 1-forma diferencial 6. Primero hablemos de los haces vectoriales diferenciables localmente

triviales

DEFINICION 1.4. Si M es una variedad diferenciable, un haz vectorial diferenciable complejo
sobre M es una variedad diferenciable L junto con las siguientes estructuras adicionales. Primero,
tenemos una aplicacion C* suprayectiva n : L — M. Segundo, para cada q € M, el conjunto
7 '({q}) esta equipado con la estructura de un espacio vectorial complejo de dimension m, y es

6



llamada la fibra de L sobre M. Estas estructuras son asumidas a satisfacer la propiedad de tri-
vialidad local, donde para cada q € M existe una vecindad U; tal que existe un difeomorfismo

Wi Y (U;) — U; x C™ con las siguientes propiedades. Primero,

n(p) = mWi(p)),

donde mty : U; x C" — U, es la proyeccion sobre el primer factor. Segundo, para cada q € U, la
aplicacion Y; |-1(q): 7 '({q}) — {g} x C" =~ C™ es un isomorfismo del espacio vectorial n~'({g})

con C", donde {q} x C" ~ C" por (q,v) > .

Una seccion de un haz vectorial diferenciable complejo L sobre M es una aplicacion diferen-

ciable s : M — L tal que n(s(q)) = q para todo q € M.

-1
SiU;NU; # 0, definimos las funcidnes de transicion ;;(q) := ¥ |14 © (lﬁi |,,_1(q)) € GL(m,C)

para cada g € U; N U;. Las funcidnes de transicion estan determinadas por

Uil o (W o) @) = @1@v),  vecr

Un grupo de Lie G € GL(m, C) es llamado grupo de estructura si ¢;; : U;NU; — G. Las funciénes

de transicién satisfacen
1) tii = Id
2) tij = t.;il
3) tijtity = Id siempre que U;NU; N Uy # 0.

Como en [6, Theorem 1.5.1], se tiene:

TEOREMA 1.3.
L=| |W;xe/~ con l(piwv)]) = pi

iel

donde U; x C" > (pi,vi) ~ (Pj’ Vj) € Uj X C" Di = Dj, Vi = Ljjv;.

En particular los Haces de Linea Compleja L sobre una variedad M son cuando m = 1,
ademas pedimos que G = U(1) ¢ GL(1,C) sea el grupo de estructura. Para eligir una base en

ﬂ_l(p), p € U,, se usa las secciones locales

(1.10) si(p) = [(p, D]

que se transforman por s;(p) = t;j(p)si(p), p € U; N U,. Denotamos el espacio de secciones
(globales) por I'(L) y definimos

(1.11) QL) :=T(L) ® QX(M).
7



Para cualquier variedad M, podemos formar un haz de linea complejo trivial M X C donde
n(x,z) := x y la estructura de espacio vectorial sobre {x} X C es la estructura de espacio vectorial
usual sobre C.

DEFINICION 1.5. Una conexioén V sobre un haz vectorial diferenciable complejo L sobre M es
una aplicacion asociando a cada campo vectorial X sobre M y una seccion s € I'(L) otra seccion

Vx(s) € I'(L) satisfaciendo para cada funcion f € C*(M) las siguientes propiedades:
1) V es tensorial en X,

Vix(s) = fVx(s), Vxiy(s) = Vx(s) + Vy(s),

para todo campo vectorial X, Y y seccion s.

2) Tenemos la regla del producto y de la suma

Vx(fs) = (X(f)s + fVx(s), Vx(s + 1) = Vx(s) + Vx(0),

para todo campo vectorial X y secciones s y t.

Dada una conexion V y un campo vectorial X, el operador Vy es llamada la derivada covariante
en la direccién de X. En una manera mas abstracta, V : Q°(L) — Q!(L). Con respeto a la definicién

(1.11), podemos extender la derivada covariante a
V: QML) — QY(L), V(sw):=V(s) Aw+ sdw,
donde s € (L), w € QK(M) y sw := s ® w € QX(L).

Usando la base local s;(p) = [(p, 1)], podemos escribir V(fs;) = (d(f)(X) + f A(X))s;, donde
f: U; — Cesdiferenciable y df = d(Re(f)) + id(Im(f)). Por 1) de la definicién 1.5, concluimos
que X — A(X) € Ces lineal, entonces A € I' (C® T*M |y,). En simbolos escribimos sobre U;

(1.12) V=d+A.

Ahora queremos estudiar el comportamiento de la transformacion de A. Sea {(U;, ¢;)}ic; un atlas de
M con funciones de transicion #;; : U; N U; — U(1). Escribimos V = d + A; sobre U;. Sea s; la base
canénica sobre U;. Por lo tanto

sjztﬁsi sobre Ul'ﬂUj.
Pero entonces también tenemos

ti(d +A)s;i = (d+A))s; sobre U;NUj;

en el lado izquierdo hemos calculado primero Vs en la trivializacién definida por U; y luego trans-
formado el resultado a la trivializacion definida por U, mientras que en el lado derecho, hemos

8



expresado directamente Vs en esta ultima trivializacion. Luego
d+A)si = 15/ (d + Aptjis;,
entonces
-1 -1
(113) Ai:tji dtji+tji Ajlﬂ

Esta formula da el comportamiento de la transformacion deseada. Para haces de linea, tjfl.l ,Ajt;€C

conmutan, por lo tanto
_ 1
(1.14) Ai—tjl' dtji+Aj.
DEFINICION 1.6. La curvatura de una conexion V es el operador

F:=VoV:Q%L)— Q*L).

Calculamos F para s € I'(L).

F(s)

(d+A)o(d+A)s
(dA)s —Ads+Ads+ANAs

(el signo menos se produce, ya que A es una 1-forma). Asi
(1.15) F=dA+AAA.

satisface VF = 0. Ahora es necesario afiadir una estructura Hermitiana al haz de linea L, con la

siguiente

DEFINICION 1.7. Una estructura Hermitiana sobre un haz de linea L sobre M es una eleccion
de un producto interno (-, -) sobre cada fibra n~'({q}) de L tal que para cada seccion diferenciable s
de L, (s, sy € C*(M). Un haz de linea L junto con una estructura Hermitiana sobre L serd llamado
un haz de linea Hermitiano. Una conexion V sobre un haz de linea Hermitiano L es Hermitiana si

para cada campo vectorial X, tenemos
X(s1, 52) = (Vx(s1), $2) + (51, Vx(52))
para toda seccion diferenciable s, y s, de L.

Dado un haz de linea compleja L con grupo de estructura U(1), podemos definir en coordenadas
locales {fis;, f»5;) := fi/», donde s; denota la base local (1.10). Estd bien definido porque

(fisis fasi) = (fitijs), fatijs;) = l_ijfijflfz = fifo

ya que |f;;| = 1. Como (s, s;) = 1, llamamos a s; una trivializacion local isométrica de L.
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Sea V una conexion Hermitiana. La 1-forma de conexion A; en esta trivializacion estd dada por
0=X(s;,s) =(A;(X)s, ;) + (s, A;(X)s;) = A;(X) + A;(X),
entonces §; := iA; toma valores reales. Por lo tanto,
Vxs;=-16;(X)s; con @€ Q' (U).

Ahora, escribiendo cualquier seccién s de L sobre U; como s = ¢s;, donde ¢ es una funcion
difererenciable de valor compleja, dado un campo vectorial X y usando la regla del producto para

derivadas covariantes tenemos
(1.16) Vx(¢s)) = (dp(X) - i0;,(X)9) 5.

Con abuso de notacion, omitimos el indice j y escribimos V = d — i6.
Por (1.15), F = dA; + A; A A; en coordenadas locales asociadas a una carta (U}, ¢;). Como
Ai(X),A;(Y) € Cy C es conmutativa, tenemos para todo campo vectorial X, Y

(1.17) (ANA)X,Y)=AX)AY)-ADY)AX) =0

por lo tanto F = dA. Definiendo 6 := —iA, se obtiene F = —id#f, donde df € Q*(M).

La curvatura F de un haz de linea transforma como
F,’ = dAl = d(l‘;ildl‘ﬁ +Aj) = —lj_-izdlji AN dtj,' + dAJ = dAJ = Fj,

donde usamos (1.14), la relacién 0 = d(Id) = a,’(t;l.1 ;) = dt;l.1 ti + t];.ldtj,- = 1 dtJTl.l + tjfl.‘dtj,-
y dtj; Adtj = 0 por la conmutatividad de C (ver (1.17)). Entonces la curvatura F no depende de
coordenadas locales y se puede presentar de una forma abstracta como un elemento de Q?>(End(L)),

denotamos al operador curvatura por R:
F:Q%L) — QL)
u — R(, ),

DEFINICION 1.8. Para cualquier haz de linea hermitiano L con conexion V, definamos el tensor

de curvatura R de V por
R(X, Y)S = I(vay - Vyvx — V[X,Y]) (S)

para todo campo vectorial X, Y sobre M y toda seccion s € I'(L).
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Con respeto a la base condnica s; sobre U y para toda funcion compleja diferenciable f,

RX.Y)fs; = i|Vx(Vrfs;) = Yy (Vxfs;) = Vienfs)]

= 1| Vx(Y(£)s; = i00)fs;) = Vi (X(H)s; = 0 £ 5;) = (X, YI(f)s; = i0(LX, YD) fs))|

= 1|X(Y()s; =0 Y (H)s; =1 (XOX)Dfs; + ONIX(f)s; = 0XOX)s;) = YX())s;
HOX(f)s; +1(YO0)f3; + 0COY(f)s; — i0(X)OY)s;) — [X. YT (f)s; +i6(X, Y])fs,)]

= 1[-1X(0(Y)) +1Y(0(X)) +16([X, Y]] fs;

= [X(0(Y)) - Y(O(X)) - 6(X, Y])] f5;

= doX,Y)fs; (por ecuacion (1.1)).

Con esto tenemos que
(1.18) R(X,Y) =dO(X,Y).
Asi ésta se mantiene para cualquier seccidn s ya que la 2-forma de curvatura es independiente de
la trivializacion local.
En este &mbito es necesario también definir distribucion y polarizacién real dada a continuacion.
DEFINICION 1.9. Dada una variedad arbitraria M decimos que una aplicacion suave (C*) D

es una distribucion si a cada punto m € M asocia un subespacio lineal D,, de T,,M, de tal manera

que:

a) k = dim(D,,) es constante (independiente de m).
b) Ymy € M, AU,,, C M abierto que contiene my, y campos vectoriales X,, . .., Xy definidos en
este abierto y tal que D,, = (X,,...,X), Ym € U,,,.

Definimos
(1.19) VIM,D) :={ZeI(TM) : Z(m) € D,,,Ym € M}.

La distribucion es llamada integrable si para cada punto m, en M existe una subvariedad N de M
y tal que dim(N) = kysim € M = T,N = D,,. Por el conocido Teorema de Frobenius, esta
definicién es equivalente a decir que si X, Y € V(M, D) entonces [X, Y] € V(M, D).

DEFINICION 1.10. Sea (M, w) variedad simpléctica 2n-dimensional, una Polarizacion Real
sobre M es una distribucion integrable D sobre M tal que w(m) (D,,, D,,) = 0 Vm € M y ningtin

otro subespacio de T,,M que contiene a D,, tiene esta propiedad. En este caso dim(D,,) = n.
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EJEMPLO 1.2. Para M = R* y w = Y dq; A dp;, podemos hablar de los mas simples que son

las llamadas polarizaciones verticales (D, ) y horizontales (D), definido por las distribuciones que

a cada punto (q1, . ..,qn, P1, - - -, Pn) asocia los espacios vectoriales del haz tangente a M
(1.20)
0 0 0 0
Dv(qla'-'aqn’p]""7pn):<_,'-'7_> y Dh(q17"-7qn’p1’-"’pn):<_,-'-7_>
p Opn 9q, 3G

respectivamente, entonces dim(D,) = dim(Dy) = n, ademds que w(D,,D,) = 0y w (D, D;) = 0

sigue de la estructura canonica de w.

Ahora definiremos la complexificacion del haz tangente.

DEFINICION 1.11. Sea M una variedad diferenciable y g € M, definimos la complexificacion

del haz tangente como
T,M® = C®y T,M
y extendemos
w,: T,M“XT,M® — C

de manera C-bilineal.

Esta complexificacion del haz tangente serd necesaria para la definicion de polarizaciéon com-
pleja en la seccidn 4.

2. Las Condiciones de Cuantizacion

El primer problema de la cuantizacion se refiere a la relacion cinemética entre los dominios
clasicos y cuanticos. A nivel cudntico, los estados de un sistema fisico estdn representados por
rayos en un espacio de Hilbert H y los observables por una coleccion con estructura de dlgebra O
de operadores autoadjuntos sobre H, mientras que en la descripcién clésica, el espacio de estados
es una variedad simplética (M, w) y los observables son las funciones suaves sobre M. El problema

de la cuantizacion es: ;dado M y w, es posible reconstruir H, O y su dinamica?

Dado un sistema fisico cuya dindmica se puede describir cldsicamente sobre una variedad
simpléctica (M, w), donde el conjunto de observables clasicos C*(M, R) tiene estructura de algebra
de Lie con la suma usual, producto por escalar y el corchete de Poisson. La meta de la cuantizacion
geométrica consiste en asignar a cada una de estas variedades (M, w) un espacio de Hilbert separa-
ble H en el cual la correspondiente descripcion cudntica tiene lugar y una aplicacion™ : f + fde
un subespacio Obs ¢ C*(M,R) (tan grande como sea posible) en los operadores lineales autoad-
juntos fsobre ‘H (observables cuanticos). El conjunto de estos observables cuanticos debera tener
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una estructura de dlgebra de Lie con el corchete de Lie [f,?] = f’ig\ - §fy debe verificar las
siguientes condiciones de Dirac:

(Q1) La aplicacién f +— fes lineal (sobre R).
(Q2) Si f = c es constante, entonces fes el correspondiente operador multiplicacién c1.

(Q3) Si{fi, o} = fi, entonces | fi, fo| = fifs = hofi = =ihfs.

A grandes rasgos, se busca una representacion del dlgebra generada por los observables. En estos

términos, el corchete de Poisson es el andlogo clasico del conmutador cuéntico.

Las condiciones cuanticas no determinan el sistema cudntico fundamental de forma tnica. Tam-
poco es cada representacion de los observables cldsicos una cuantizacion fisicamente razonable.
Primero (Q2) debe mantenerse. Esto asegura que un par de observables complementarios, tal como
una coordenada posicién y el momento conjugado, que tienen un corchete de Poisson constante
al nivel clasico, tendremos el conmutador al nivel cudntico requerido por el principio de incerti-
dumbre. En segundo lugar, se necesita algin tipo de condicién de irreducibilidad para restringir
el tamafio de HH. Esta debe ser tal que hay una correspondencia entre las nociones de un sistema

elemental en los niveles cldsicos y cudnticos.

Mirdremos que no es posible tener una correspondencia 1-1 entre O y C*(M) sin hacer H
demasiado grande. En todo esquema de cuantizacion, se necesita alguna estructura adicional en
M para elegir un subdlgebra de observables cldsicas para los cuales las condiciones cudnticas se
mantienen. Esto puede ser pensado como la sombra del sistema cudntico en el sistema cldsico. En
cuantizacion geométrica, la estructura es una polarizacion de M, y la libertad en su eleccion es otro

detalle en el que nos encontramos con una ambigiiedad en el paso del dominio clasico al cuéntico.

Un problema dificil es la relacion dindmica entre la mecdnica clasica y cudntica. Aqui estamos
interesados en el haz de linea Hermitiano (L, V) y la 1-forma de conexion 6 sobre M de tal forma
que (localmente) la 2-forma simpléctica sea w = —d#, para la cual las condiciones cudnticas de
Dirac se mantienen. Al nivel formal, la dindmica estd dada por correspondencia con las formulas

clasicas.

Para empezar, miremos la precuantizacion. Se trata de una construccién muy general y elegante,
y es el elemento basico de todas las cuantizaciones que veremos mas adelante. Es el primer paso
de un procedimiento de la segunda fase, en el cual primero introducimos funciones de onda sobre
el espacio fase, y entonces seleccionamos el subespacio de funciones de onda fisica mediante la
introduccion de una polarizacion.
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3. Precuantizacion

Una variedad simpléctica (M, w) orientable, dim(M) = 2n y tiene un elemento de volumen que
denotamos por €. Por Teorema 1.1 (de Darboux) tenemos w = ), dg; A dp; en coordenadas locales,

entonces

I Iy
e::(%) w/\.../\w:(%) dpi Ndpa N...Ndp, Ndgy Ndaga N ... Ndq,,

n . ., s . .
donde ¢ = (ﬁ) es una normalizacion fisicamente conveniente.

Asi hay un espacio de Hilbert asociado con M: el espacio L*(M) de funciones complejas de

cuadrado integrable sobre M, con el producto interno

(w.y') = fM yye.

Cada observable cldsica f acttia sobre L?>(M) como un operador simétrico por (ver la demostracién

del teorema 1.5)
(1.21) Y — —ihXpp, W€ dom(Xy) C LA(M).

Aunque esta correspondencia satisface (Q1) y (Q3), no satisface (Q2) porque las constantes en
C*(M) son mapeados al operador cero, pues para f = ¢ = df = 0 = Xy = 0. Por ejemplo, posi-
cién y momento conmutan. Se podria tratar de corregir esto mediante la sustitucién de la ecuaciéon
(1.21) por ¢ — —ihX;(y) + fy. Entonces las constantes actuarian por multiplicacion, pero (Q3)

ya no se mantiene ya que
/1. 2] = [-inXy + fi. =Xy, + fo] = =i (<ihX,, + f3) - ihfs

donde usamos las ecuaciones (1.3) y (1.4), y definimos f; := {fi, f>}.

El término adicional no deseado —ifif; se elimina mediante la adicién de otro término y apli-
cando f € C*(M) al operador

(1.22) f) = —in [Xf(w) - %G(Xf)w

+ fY = =X () = O XY + fir
donde 6 es un potencial simpléctico, es decir, una 1-forma (local) tal que

w = —do.
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A ésta formula de precuantizacion se le llama “precuantizacion de Souriau-Kostant” [2]. Las cons-

tantes actuan por multiplicacion, pero ahora el conmutador
(1.23)
|fi o] = (-inXp, = 0X) + fi) (<ihX ), — 6Xp) + fo) = (—ihXp, — 0(Xp,) + f2) (X, - 6X) + 1)
= (=il)? (Xp, 0 X, = Xp, 0 Xy, ) + 0 (X, (0X 1)) — X (0Xp,)) — it (X, (f2) = X (£1)
+ih (00X )X 5 = 0X)X ) = iR (X5, = fiXp)
+ih(0X;,)Xp, — 0X )X ) + (0X)0X ) = (X )OX 1)) = (0X) 1 = OXp) 1)
il (fiXp - frX5) = (AOXp) = LOX)) + (Aifa = fofi)
= (=il)? (| X5, X5, |) + 17 (X, (0X 1)) = X5 (0K ) = i (L1, o} = Lo fiD)
de las ecuaciones (1.1), (1.3) y (1.4), tomando X = X, y ¥ = X, y sabiendo que w = d6 tenemos
dO(X;,, Xp,) = X;,(0X ) — X5, (6(X,)) — 6 ([Xfl , sz])
= —w(Xy. Xp,) = X, (0Xp,) = X (0X5)) — 0(Xi71.1)
= 0 (Xip1) + Ui o) = X (0Xp,)) — X (0(X,))

con lo anterior y ecuacion (1.4), la ecuacion (1.23) queda de la forma

L fe] = G (Xim) + i (0(Xinm) + Ui, £2)) = 20004, fo)
=i (<X 5. ) — 0(Xi ) + 115 o))
= —ih{fi, h} = —ihfs.

Asi la ecuacién (1.22) satisface también (Q3). La definicién de fdepende de la eleccion de 6.

Parece que la construccion sélo funciona si w es exacta. Si consideramos w como una 2-forma
de curvatura de una conexion V en un haz de linea complejo L — M, entonces podemos lograr

w |y= db |y localmente, donde 6 es una 1-forma de conexion (localmente), es decir

V=d-16 sobre U Cc M.

3.1. La Condicion de Integralidad. Ahora consideramos un haz de linea compleja L — M
y una conexién V sobre L con 1-formas locales de conexién 7716, tal que la curvatura es 7™ 'w.

Veremos que, para que Ly V existan, es necesario que w satisfaga una condicion de integralidad.

Suponga que vy es una curva cerrada que puede ser expandida por una superficie X, y que X
estd contenida en el dominio local de 6. El transporte paralelo de la base canonica s a lo largo de y

se calcula por resolver la ecuacion diferencial

0=Vy(ps) = (¢ —ih" 0())¢p)s.
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Entonces el transporte paralelo de s a lo largo de y estd dado por multiplicar s por

ol [ [

Mediante la division de X en pequenos pedazos y de aplicar el teorema de Stokes, es facil ver que
el factor todavia estd dada por la expresion sobre la mano derecha, incluso cuando X y vy no estan

contenidas en el dominio de un solo potencial.

Debemos conseguir el mismo resultado cuando expandamos y por una segunda 2-superficie X'
Por lo tanto, teniendo en cuenta la relacién entre las orientaciones de y, £y X, la integral de i~ 'w

sobre £ N X" debe ser un miiltiplo entero de 27, ya que

ol ool [ L) o[- [

= f w € 2nthZ.
20)

Asi que si i-'w es la curvatura de una conexion, entonces w debe satisfacer la siguiente forma de

la condicion de integralidad de Dirac:

(CI,) La integral de w sobre cualquier 2-superficie orientada cerrada en M es un multiplo entero
de 2nf.

Esto es necesario para la existencia de L y V. Ademads, se puede demostrar que

TEOREMA 1.4. Sea (M, w) una variedad simpléctica, entonces existe un haz de linea compleja
hermitiano n : L — M sobre esta variedad y una conexion V sobre L con curvatura h™'w si
y solo si la clase de Qrh) ' w en H*(M,R) estd en la imagen de H*(M,Z), donde H*> (M,R)
denota la cohomologia de Cech. Cuando [(27175)_1 w] € H> (M, R) estd en H> (M, Z), la elecciones
inequivalentes de L'y V son parametrizadas por H'(M, U(1)), donde U(1) C C es el grupo circular.

Para analizar su demostracion puede ver por ejemplo [10].

NOTA 1.1. Cuando M es simplemente conexa, H'(M,U(1)) = 0, y L y V son iinicos salvo

equivalencias.

3.2. La Precuantizacion. Supongamos que la condicion de integralidad es verificada sobre
la variedad simpléctica correspondiente a la descripcion clésica, entonces existe un haz de linea
hermitiano 7 : L — M con las propiedades del Teorema 1.4. Definimos el espacio de Hilbert de
precuantizaciéon H(M, L) como la completacion del espacio formado por las secciones cuadrado
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integrables s : M — L con el producto interno en cada fibra 77!(m) = C y la integracién con

respeto al elemento del volumen € de manera que

(s.5) :=f<S(m),S’(m)>6m=I@S’(m)6m
M M

define el producto interno sobre H(M, L).
A cada observable f le asociamos un operador Hermitiano, el operador fcorrespondiente a
fecC>(M)es
fs=fs—ihVy,s,
donde X, denota el campo vectorial hamiltoniano generado por f. El 7 es una constante de nor-
malizacién por el cual V = d — if con 6 := 7' 6, donde 6 denota el potencial simplectica en

coordenadas locales, es decir w = —d6. Por lo tanto, la curvatura estd dada por R = do = -k 'w.

En términos de esta 1-forma, (1.22) se escribe
f=f—iid-in"'0)X;) = f - if(d — iB)(Xy).

TEOREMA 1.5. La aplicacion f +— fsatisface las condiciones de cuantizacion (Q1), (Q2)y
(Q3). Si f es una funcion real, entonces f es simétrico sobre I';’ (L) que es el espacio de secciones

C* con soporte compaco de L.

DEMOSTRACION. Sea’s, s’ € I'°(L), por la regla de Leibniz, la conmutatividad de C y 7106 /) ER

tenemos
5(iVy, ) = isds'(Xp) +50(Xp)s’
= i(d5s)(X)) - ds(Xp)s') + BX)5s’
_ id(Es’)(Xf)+(i(ds(Xf)—ié(Xf)s))s'
= idGs) (X)) +(1Vx,s) s
(1.24) = i(X;-55)+ V55

Sea ahora ®; el flujo asociado al campo hamiltoniano Xy. Como X - (ss") = d% li=o (55" o @),

tenemos por Teorema de Liouville

d d
(1.25) fMXf-(Es’)e:Ehzo LES,O(DZE:ELZO LES/E:O.
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Asi obtenemos

(5.iVy,s') = fM 5(iVy,s) €

fo'(ES')€+f(iVst)s’e (por ecuacion (1.24))
M M

= f (iVx,s)s'e (por ecuacion (1.25))
M

<iVX/s, s'>.

4. Polarizaciones

Como veremos en la ecuaciones (1.28)—(1.30), la representacién de los operadores sobre el es-
pacio de Hilbert no siempre corresponde con el resultado cldsico de mecanica cudntica. Asi como
en los operadores, debemos elegir funciones de onda (secciones en el haz de linea de la precuan-
tizacion) correspondientes para cada estado del sistema que no dependen simultdneamente de las
coordenadas de unos y otros observables fisicos, esto significa requerir que estén constantes a lo
largo de ciertas fibras de la variedad simpléctica. Para corregir este defecto en el proceso de pre-
cuantizacion introducimos una nueva estructura llamada Polarizacion en la variedad simpléctica
correspondiente. En el caso de un espacio fase (un haz cotangente), una polarizaciéon correspon-
de a las llamadas representaciones de observables sobre el espacio de funciones de onda en la

descripcion cladsica de mecdnica cudntica.

En muchos casos a veces no sirve trabajar con polarizacion real definida en las preliminares, por
esto es mejor con una distribucién compleja, buscando que corresponda con el resultado deseado.
Como consideramos un haz de linea compleja sobre M, asi que vamos a definir la correspondiente

estructura sobre la complexificacion del haz tangente a M (Definicion 1.11).

DEFINICION 1.12. Para cualquier m € M, un subespacio P de T,,M es llamado Lagrangiano
sidimP =ny w(X,Y) =0 para todo X,Y € P.

DEFINICION 1.13. Sea (M, w) variedad simpléctica 2n-dimensional, una Polarizacion Com-
pleja P sobre M es una distribucion compleja tal que, es una eleccion en cada punto m € M de un

subespacio Lagrangiano P,, C T,,M, satisfaciendo las siguientes condiciones:

a) Si dos campos vectoriales complejos X, Y € P,, en cada punto de m, entonces [X,Y] € P,,.
b) D,, = P,, N P,, tiene dimension constante k para todo m € M.
¢) Py P+ P son integrables.
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Aqui P denota el complejo conjugado de P. Si —iw(X,X) > 0 para todo X € V(M, P) (ver
equacién (1.19)), la polarizacién P es llamada positiva; y si PN P = {0}, P es la polarizacién
holomorfa 6 de Kihler de M. En este caso T,,M® = P,, ® P,, para todom € M.

DEFINICION 1.14. Un nivel de una foliacién D es una subvariedad integral conexa mdxima de
M, es decir, una subvariedad N de M tal que T,,N = D,, Ym € M. El espacio M|D es definido
como el espacio de todos los niveles de D, y si existe una estructura diferenciable sobre M|D tal
que la proyeccion canonica n : M — M/D es una submersion suave, entonces la foliacion D es

llamada reducible.

DEFINICION 1.15. Si (M, w) es una variedad simpléctica precuantizable y L es su haz de linea
de la precuantizacion, dada una polarizacion compleja reducible P sobre M, decimos que una
seccion s € T'(L) es constante sobre las fibras de M 6 cuantizable si y solo si VX € V(M, P),

Vxs =0, y al espacio definido por estas secciones denotaremos como I'p(L).

OBSERVACION 1.3. La funcion compleja C*

(s,sY: M — C

m > (s(m), s"(m))m

donde s, s’ € I'p(L), para una polarizacion compleja reducible P dada, puede ser vista como una

funcion sobre M| P, es decir, (s, s") es constante sobre los niveles de P.

DEMOSTRACION. Primero demostramos que
(1.26) m +— s(m)s’'(m) € T(MxC) = C(M,C)

paratoda s, s” € I',(L), es decir, la funcion definida en (1.26) es invariante bajo cambio de coorde-
nadas. Sean s;, s; secciones locales sobre U; y s, s;. secciones locales sobre U;. Param € U; N U,

tenemos
si(m) s'(m) = t;(m) si(m);,(m) si(m)
= W@(MWSKW
= 5:m) si(m) por 7;:(m) t;:(m) = |ty(m)]* = 1,

entonces ss” es una seccion del haz de linea compleja trivial, es decir, ss” € I'(M X C) = C(M, C).

Ademas,
X - (55") = (Vxs,s') + (5, Vxs') = 0,
asi demostramos que ss’ es constante en la direccion de X € V(M, P). —
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Desafortunadamente tenemos que reducir el conjunto de observables fisicamente admisibles
para la cuantizacion, entonces ahora no vamos a asociar un operador hermitiano a cada elemento
de C*(M,R), solamente a elementos de una subdlgebra adecuada del mismo.

DEFINICION 1.16. Dada una distribucion D sobre M, el espacio de funciones cuantizables
sobre M es el subespacio de C*(M,R) definido por

C™(Mp.R) := {f € C°(M.R) : [X;.X| € V(M. D), ¥X € V(M,D)}.

La idea ahora es definir un espacio de Hilbert modificado de acuerdo con la distribucién que
estamos trabajando y una asociacién adecuada de los observables cldsicos cuantizables como ope-
radores sobre el espacio de Hilbert. Supongamos que el espacio de todos los niveles de D es una
variedad diferenciable con forma de volumen €. Por lo tanto, dadas secciones s, s € I'p(L), la

integral fM ; {8, s') €p esté bien definida, entonces podemos definir el producto interno:

(s, s/) = f (s, s') €p.
M/D

Ahora el espacio de Hilbert de representacion H), esta definido como la completitud del conjunto
{seIp(l): fM / D(s, s') €p < oo}. Finalmente, podemos dar la siguiente representacion de observa-
bles clasicos sobre un dlgebra de operadores simétricos (hermitianos) Op en ese espacio de Hilbert
modificado:

—_

p: C*Mp,R) — (jD,

(1.27) ks . ‘
f— fo:Hp—>Hp, fpi=f- 1hVXf-

TEOREMA 1.6. Con éstas definiciones anteriores sigue que: la aplicacion f +— f,; es li-
neal, si f es constante entonces ]/‘Z) es el operador multiplicacion por [y si {f,g} = h, entonces
[]/‘Z),ED] = —ih/f;D, donde f,g,h € C*(Mp,R). Mds aiin si el observable f es tal que su campo

vectorial hamiltoniano Xy es completo, entonces (la clausura del) operador fp es hermitiano.

DEMOSTRACION. Ver [8]. 0

Esto es lo que necesitamos para construir una teoria cudntica fisicamente admisible, aunque

muchas veces no es toda la historia.
5. Ejemplo: M = T*R”

DEFINICION 1.17 (L. Van Hove). Una precuantizacion del haz cotangente (T*R", Y., dg; A dp;)
es una aplicacion que a cada funcion f € C*(T*R",R) asocia un operador hermitiano fsobre un
espacio de Hilbert H tal que las condiciones de Dirac son satisfechas.
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De hecho, Van Hove también muestra que dado (H, O), donde H = L*(R",C)y O es el conjunto

de operadores hermitianos sobre H, la aplicacién
— . C(T'R",R) — O,
f — f=f-inX;-6X))

donde Xy es el campo vectorial hamiltoniano definido por f y 6 := p;dg; es el potencial simplécti-
co, es una precuantizacioén para (T*R", }.", dg; A dp;). El problema de encontrar las condiciones
para la existencia de una representacion de este tipo y describir tal cuantizacion, en el caso de
una variedad simpléctica arbitraria es uno de los temas de la cudntizacién geométrica, y comienza

eligiendo el espacio de Hilbert para ser utilizado y la representacion de los observables.

Vamos a explicar mas detalladamente paso a paso este resultado para esta variedad simplética
M = T*R" = R* con w = — YL, dp; A dg; (por simplicidad escribiremos dp; A dg; en vez de
2im1 dpi A dg;). Primero calculamos los operadores correspondientes a posicion g; y el momento p;
en el espacio fase, modelado como un fibrado cotangente con 2-forma simpléctica canénica w. De

la ecuacién (1.5) tenemos
_Z%__%i 9 _Z%__%i 9
dp;dq; 0q;0p; Oqi’ dp;dq; dq;0p;  Opi

Sea 6 cualquier potencial simpléctico para w, esto es, cualquier 1-forma con df = —w, asi que
podemos tomar 8 = p;dq;. En este caso el correspondiente haz de linea asociado es trivial, es decir
L =M xC,m, M), en particular ['(L) ~ C*(M,C) y la representacion a los observables es como

la ecuacién (1.22):
f=f—ihX; - (pidg)(Xy).

Entonces por definicion,

pi = pi—ihX,, — (p;dq;)(X,,)

= pl—lh(aql)—(pjdqj)(a )

0 0

1.28 = pi—ih|=—]|- p; = -ih—,
(1.28) P 1(061,-) P

y en el mismo caso para la posicion,

qi = qi—ihX, — (p;dg)(Xy)

0 0 0
1.2 = g —ih|l-— |- (pidg)|-—| = q; + ih— .
(1.29) qi—1 ( 0pi) (pj q])( ap,-) qi+1 ,
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Este resultado no estd en acuerdo con la mecdanica cudntica (version de Schrédinger):

— 0 —~
(130) pi = _lh_’ qi = 4i,
dq;
lo que ilustra la necesidad de una correccién que serd llevado a cabo en la introduccién de una

polarizacion sobre haces de precuantizacion.

De la ecuacion (1.20) del ejemplo 1.2 tomaremos para nuestro caso la distribucion vertical D,

esta polarizacién es reducible, R**/D, = R, y

) )
V(M,D,) = {al— Foeddy— C dp,... 0y € C“(Rz”)}.
apl 6pn

En lo siguiente demostramos que si s € I'p (L), es decir, Vxs = 0 para todo X € V(M, D,),

entonces s = s(q1,--.,qn P1,---,Pn) €S constante a lo largo de py,..., p,, lo que es equivalente a

% = O paratodo j=1,...,n. Ahora,
J

g Os n 0 as
_ P o _ 05 . _ -
Va%,s =(d-in 9)(619‘)5“ = ih Zpkqu (api)s = o

4

entonces

d
(1.31) selp(l) = V%S:G—S:O, Viz=1,....n & s=5(1...q).
Pi pi

Asi podemos identificar Hp, =~ L*(R",C), donde la forma de volumen €p, €s la forma de volumen
candnica de R" y las funciones ¢ € Hp, no dependen de py, ..., p,.

A continuacién determinamos el espacio de funciones cuantizables de la definicion 1.16. Si

L . f) f)
tomamos un observable cldsico f € C*(Mp,,R), entonces como X, = 7" é,—lf_a'—; - 5—5(;—;, tenemos
1 1 1 1

paratodo j=1,...,n,

0 ~of 0 Of 0 ) 0 o [« of 0 Of 0
[X%] [Z_f___f_]___(z_f___f_

dpidq; 0q;0p;)dp; Jp;
SO0 O o
£ Op;0q; Opi  Op;0p; dq;’

i=1 i=

entonces
0 i
[Xfa_]EV(MaDv) — f :0, Vj,i:l,...,n,
Ip; dp0p;
y por el Teorema de Taylor,
(1.32) f=hq,....q) +pifilq,....q) + -+ pufulqr,....q) ,

donde este tipo de funciones forman una subdlgebra de C*(M, R).
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Con este resultado es facil calcular la forma del operador hermitiano asociado,

(1.33) fos = fs—ihVy,s,
porque si f € C*(Mp,, R), las ecuaciones (1.5) y (1.32) implican Xy = Z;’ 1 fJ{)q (‘;; 6?7 entonces
Vys = (d-in0) (Xf) s

of 0| .. v of o
(Za it )[]Zf’é’q 3%019] K lgpidq’{;f’a% é’q]@pj)s
ds Of
Z e Z it Zplf,

Por las relaciones (1.31) tenemos g—lj =0paratodose€l'p (L)yi=1,...,n,y asi

y reemplazando en ecuacion (1.33) obtenemos

fo= =i S = i
i=1 L=l

En particular, para f := g; se tiene f; = O paratodoi = 1,...,n,y para f := p; se tiene f; = 1
y f; = O parai # j por la ecuacion (1.32). De esta forma se recuperan las reglas de cuantizaciéon

usuales de la mecanica cuantica:

— 7 0 —
p in — —InN—, q ip — q j .
iD 04, iD j
Finalmente verificamos las condiciones de Dirac (Q1)—(Q3). Nétese que (af +g); = af; +g; en
ecuacion (1.32) para todo f, g € C*(Mp,,R) y @ € R. Por lo tanto,

@f T = (af +g) —1hZ<af+g>,- i Zp,- (af + &)
= af- lhaZf— azp,f rg- thg, Zplg,
= af; D+ 8D
Ademads, cuando f = c es constante, tenemos f; = O paratodoi = 1,...,n,y asi ]?D(s) = fs = cs.

Con lo anterior se cumplen las condiciones (Q1) y (Q2).
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Para funciones f 'y g de (1.32), el corchete de Poisson (1.6) se escribe
dg of 980 <9fo C 5& 3f]
{f. 8= Zl (f 9, & aqi) Zl (f 8im Z Zl 50 %9q,)°
en particular
g ag 9g; 8 f]
Ahora, para toda seccion s € I'p, (L),

[];;»g/B]S :(f_lhiﬁ£ _ipifi)[ lhzgj ijgj)
i=1 ! i=1
_(g—ihigiaiqi_ipigi)[ thfJ prff]s
0 -~ 0
S eSS S,

i=1

+1th,—s+h22 g—;’(%g— Zgzzn:l’j
i=1 -1 =

n

= iR (f. g)s - (~iny ng REICIIE

=1
= —ih {f .8 S
Con esto se cumple la condicién (Q3). En especial, con las ecuaciones anteriores y de las ecuaciones
(1.7), (1.8) y (1.9),
|Pivs @ip| = =i16ij, | Pins Pip| = @i @ | = O-
Estas ecuaciones son conocidas como las relaciones de conmutacion candnicas.
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Capitulo 2
Cuantizacion Geométrica del Monopolo Magnético

En este capitulo nos dedicaremos a la descripcion de un monopolo magnético que esté relacio-
nado con la condicion de Dirac de la cuantizacion de carga: la integralidad de la carga eléctrica
puede ser deducida de la existencia de una carga magnética elemental. Veremos que la descripcion
clasica del monopolo magnético esta dada por una 2-forma cerrada no degenerada sobre la 2-esfera
que convierte S? en una variedad simpléctica con una conexién tal que su curvatura es la 2-forma

del monopolo magnético. Este sistema se puede cuantizar con la teoria del Capitulo 1.

1. Condicion de Cuantizacion

Consideramos el campo magnético como una 2-forma sobre el espacio de configuracién R? :=
R\ {0}, entonces

(2.1) B = B.dy Ndz+ Bydz Adx + B,dx A dy
Ahora para una superficie cerrada S en el dominio de B, la integral fs B representa el flujo del
campo vectorial B= (Bx, By, BZ) por la superficie.

Decimos monopolo magnético a una 2-forma (2.1) en R? tal que

fB:O si0gX y fB=47rg si 0¢€X,
0X [7).¢

donde X C R? abierto tal que 6X es superficie regular compacta, no necesariamente conexa, sin
frontera, y g € R\ {0}. La interpretacién es que en 0 € R3 hay una tnica fuente de un campo

magnético que produce un flujo de magnitud 47g a través de toda superficie que contiene al 0.

La solucién que proponemos es

2.2) B::(2 f 2)%(xdy/\dz+ydz/\dx+zdx/\dy),
X2 +y 47

que corresponde al campo vectorial

S
Il
N Sy

G 1»|°°
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Observamos que

3 1

(x2 + y2 + zz)% —3x2 (x2 + y2 + z2)% (x2 + y2 + z2)2 — 3y2 (x2 + y2 + zz)i
+

(2 + 37 + 2] (2437 + 2]

dB = g

3 1
(x2 + y2 + 22)2 - 372 (x2 + y2 + 22)2
+ 3 dx Ndy Ndz
(242 +22)

=

3(x2+y2+z2)% —3(x2+y2+z2)(x2+y2+z2)

= g (x2+y2+z2)3 dx Ndy Ndz

(2.3) 0.

En consecuencia, si X ¢ R? abierto y 0 ¢ X, entonces por el Teorema de Stokes tenemos que

[ B=[as=o0
ox X

Para calcular el flujo a través de una 2-esfera con radio r € (0, 00) y centro 0 € R? usaremos

Coordenadas Polares:
(x,y,2) := (rsinfcos ¢, rsinfsin ¢, rcos ), 0 € (0,m), ¢ € (P, P+ 2m),
con ¢ € R. Entonces

B(r, 0, ¢)

% [rsin@cos ¢ d(rsin@sing) A d(rcos6) + rsinfsin ¢ d(rcos ) A d(rsin 6 cos ¢)
+rcosfd(rsinfcos @) A d(rsinfsing)]
= % [—r2 sin® @sin ¢ cos ¢ dr A df — r* sin § cos® @sin ¢ cos ¢ dr A df
—r?sin® O cos O cos® pdr A dp + r sin® O cos® ¢ do A do
+r? sin @ cos® @sin ¢ cos ¢ dr A d — 1 sin® O cos Osin® ¢ dr A de
+ % sin’ Osin ¢ cos p dr A d6 + r sin’® Osin® ¢ dO A dg
+ % sin B cos® Bsin ¢ cos ¢ dr A dB + r* sin® @ cos 0 cos> ¢ dr A de
— r*sin @ cos® @sin ¢ cos ¢ dr A d + 1 sin 6 cos® H cos® ¢ df A dg
+r?sin’ @ cos sin’ ¢ dr A dg + r sin 0 cos® sin” ¢ dO A a’d)]
= g [sin3 6 + sin 6 cos® 9] do A deo

= gsinfdoAndg,
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donde sinfdf A d¢ es la forma de volumen de S?. Ademas podemos observar que B(r, 6, ¢) =

B(6, ¢), es decir, B no depende de r. Con lo cual concluimos que basta considerar S? con la 2-forma

(2.4) B =B(0,¢) = gsin0do A dg.
Luego
2m
(2.5) f B = gf f sinfdfdp = gvol(S?*) = 4ng, Vr> 0.
9B,(0) 0 Jo

Ahora si X c R? tal que 0 € X entonces elegimos un & > 0 tal que la bola abierta B,(0) est4 conte-

nido en X. Tomando en cuenta la orientacion de las superficies obtenemos

f B= f B- f B+ f B
0xX ox 9B:(0) ):R(0))
= f B+ f B
A(X—B.(0)) 8B,(0)

= f dB + f B (por Teorema de Stokes)
X-B:(0) 0B,(0)
- f B (por ecuacion (2.3))
0B,(0)
(2.6) =4ng (por ecuacion (2.5)).

Observacion: Como sinfd6 A d¢ es la forma de volumen sobre S2, entonces B define una forma

simpléctica sobre S. Asf entonces un sistema hamiltoniano que se puede cuantizar.

Objetivo: Buscar una 1-forma de conexién A sobre un haz de linea compleja tal que B = dA

localmente. Tomamos por simplicidad 7z := 1.

Por la condicién de integralidad (C1;), necesitamos que
f B € 2nZ
S2

1
gGEZ

y por la ecuacion (2.6) tenemos

Observacion: 1) Vg € %Z, B = gsin(0) df A d¢ define una forma simpléctica que cumple con (C1y).

Observacion: 2) Si g # 0, A no puede ser globalmente definido, porque en este caso por Teorema

O¢47rg:fB:fdA:fA:O,
S2 S2 0s?

esto da una contradiccion.

de Stokes tenemos
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Coordenadas Locales: Sea £ € (0, 1), tomamos la cubierta abierta de S? dada por

Uy :=1{(x,y,2) € S* 1 z € (=&, 1]},

Us :={(x,y,2) € S* 1 ze [-1,8)},

como Uy y Us son simplemente conexos y dB = 0 sobre Uy y Ug, por Teorema de Poincaré, existe
Ay y Ag tal que B |UN: dANa B |US: dAS

Usaremos las coordenadas polares para Uy \ {(0,0, 1)} y Us \ {(0,0, —1)} tal que
(x,y,2) = 901‘\,1 (8, ) = (sinfcos ¢, sinfsin ¢, cos ),
donde ¢p € R, ¢ € (¢o, ¢ +2m) y 6 € (0,7 +0) con 6 € (0, ). Andlogamente
(x,y,2) = gogl (8, ¢) = (sinfcos ¢, sin dsin ¢, cos 6),

donde ¢ € (¢o, o + 27) y 6 € (5 — 6, 7). En ambas coordenadas locales el campo B se da como en

la ecuacion (2.4) de la forma
B,¢) = gsin0dO A dg.

Para encontrar A, proponemos la siguiente solucion estimada: A(6,¢) = f(6)d¢. Entonces
gsin(@)doAndp = B =dA = f'(0)dONdg, es decir, f'(0) = g sin(d). Como fsin@d@ =—cosf+C,

C € R constante, tenemos
An(O,¢) = g(Cy — cos 0) do,
As(8,¢) = g(Cs — cos6) dg.

Necesitamos que Ay esté bien definida y diferenciable en Uy. Nétense que (0,0,1) € Uy y
(0,0, 1) = limy_,g gol‘vl (0, ¢) es independiente de ¢. Entonces

An(0,¢) = limg(Cy —cos6)dd
= 8(Cy—1do

tiene que ser diferenciable e independiente de ¢ para 6 = 0. Definimos Cy = 1 tal que Ay(0,¢) =0
esta bien definida, independiente de ¢ y diferenciable. Andlogamente

As(m, @) = Ll/m g(Cs —cosO)d¢

= g(Cs + 1)d¢
por lo tanto Cy = —1. Con esto nos da como resultado:
(2.7) An(0,¢) = g(l —cosb)dg,

(2.8) As(0,9)

—g(1 +cosB)dg.
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Al comparar los resultados para las conexiones con aquellas del fibrado en [9],
Ay = g(l —cosO)dp,  Ag = —g(l + cos 6) do,
evidentemente representa al monopolo de Dirac-Wu-Yang [11].

Ahora la pregunta es ;Existen haces de linea compleja tal que Ay y Ag definen una 1-forma de

conexion? Ello es el tema de la siguiente seccion.

2. Funciones de Transicion de Haces Lineales Complejos

Consideremos como grupo de estructura U(1) = {¢'® : @ € R}. Observemos que el haz de linea
compleja que buscamos esta Unicamente definida por la funcién de transiciéon ¢gy : Uy N Ug —
U(1). Ademas

UyvnNnUsg = {(sin0c0s¢,sin0sin¢,cost9) cpeR, O¢e (7_2r -0,5+ 5)}
;)) {(cos¢,sin,0) : p € R}

= s' c s
Por continuidad las funciones de transicidn estdn caracterizadas por una funcién

psy 1 S'c S — U,

(cos ¢,sinp,0) >  @gn(cos ¢, sing,0) = VP
donde asy(¢) € R y asy(@) = asy(¢ + 2m), ver [7].

Las 1-formas de conexion se transforma por (ver ecuacion (1.14) de las preliminares)
(2.9) 1Ay = @ns dpsy +1As .
Ademas,
ons dosy = €@ goiasn@)
@) giasv@  of () dep

lagn(P)d,

(2.10)
entonces al reemplazar (2.7), (2.8) y (2.10) en la ecuacion (2.9) obtenemos:
ig(1 —cosO)dop =i1Ay = ons dpsy +1As =1 (& y(@) — g(1 + cos 0)) de,

asi tenemos que

i(asn(¢) —28)d¢ =0 = asn(P) = 2g,
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con esto nos da que

(2.11) asy(P) = 2g¢ + ¢y .

Sin perdida de generalidad (por un cambio de base sy —> e sy en ecuacién (1.10)) podemos

tomar ¢y = 0. Ademads, como g € %Z, entonces
(2.12) @sn(cos ¢, sing,0) = €™, m:=2geZ,

donde m denota el nimero de giros de ¢sy : S! — S! segin la clasificacién que da Milnor
(ver [5]), quien clasifica todos los haces fibrados no equivalentes con espacio base S" y grupo
estructural G en términos de [],_; (G). De hecho, Milnor muestra una correspondencia uno a uno
entre los haces equivalentes sobre tal variedad con grupo G y [[,_; (G). En este caso del monopolo
magnético esos haces principales tienen como grupo estructural U(1) ~ S!, [T, (Sl) ~7,y [psn] €

[ (Sl) esta determinado por el nimero de giros m € Z.

Con esto hemos cumplido con el teorema 1.4, entonces hemos obtenido un sistema que se puede

aplicar la cuantizacién geométrica:

TEOREMA 2.1. La variedad diferenciable S* con la forma simpléctica B = gsin6dé A dg,
donde g € %Z, y la 1-forma de conexion A definido en ecuaciones (2.7) y (2.8) sobre el haz de
linea compleja L definido por las funciones de transicion (2.12) cumplen con la estructura y las

condiciones necesarias para la cuantizacion geométrica del monopolo magnético.
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