UNIVERSIDAD MICHOACANA DE
SAN NICOLAS DE HIDALGO

INSTITUTO DE FISICA Y MATEMATICAS

“PROPIEDADES DE TRANSPORTE EN
TUNELES CON PAREDES ONDULADAS”

TESIS
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE

MAESTRO EN CIENCIAS EN EL AREA DE FISICA

PRESENTA: )
IVAN FERNANDO HERRERA GONZALEZ

DIRECTOR:

DR. F.M. EDUARDO SALVADOR TUTUTI HERNANDEZ

MORELIA, MICHOACAN, JULIO 2007 INSTITUTO DE FiSICA
Y MATEMATICAS




Propiedades de transporte en tuneles con
paredes onduladas

Ivan Fernando Herrera Gonzalez

9 de julio de 2007



Indice general

1. Introduccién 3
2. Sistemas Hamiltonianos 6
2.1. Ecuaciones de Hamilton Jacobi . . . . .. ... ... ... .. 7
2.1.1. Separacion de variables . . . . . ... ..o 8
2.2. Variables de dngulo accion . . . . . .. ... 9
2.2.1. Un grado de libertad . . . . . . .. .. ... ... ... 9
2.2.2. Sistemas completamente separables . . . . . ... ... 10
2.3. Teoria canénica de perturbaciones . . . . . . . . .. . ... .. 13
2.3.1. Sistemas integrables con un grado de libertad . . . . . 13
2.3.2. Sistemas integrables con varios grados de libertad . . . 16
2.4. Secciones de Poincaré . . . . . . .. ... L. 18
2.5. Teorema adiabatico . . . . . . .. ... ... ... ... 18
2.5.1. Particula rebotando en una cavidad 2D . . . . . . . .. 19
2.6. Caos en sistemas Hamiltonianos . . . . . . . . . ... ... .. 20
2.6.1. Teorema de Poincaré-Birkhoff . . . . . .. ... .. .. 21
2.7. Teorema KAM . . . .. ... ... ... ... ..., . 22

3. Propiedades balisticas de transporte en tiineles con ondula-
ciones 24
3.1. Descripcion del canal . . . . . . .. .. ..o 25
3.2. Secciones de Poincaré . . . . . . .. ... ... ... .. 27
3.2.1. Secciones de Poincaré para el canal estrecho . . . . . . 28
3.2.2. Secciones de Poincaré para el canal amplio . . . . . . . 36
3.3. Propiedades de transporte del canal . . . . . . . ... ... .. 36
3.3.1. Representacién en 3D del canal . . . . . . .. ... .. 36
3.3.2. Canal estrecho con amplitudes pequenas . . . . . . .. 37
3.3.3. Canal amplio con pequenas amplitudes . . . . . . . .. 41



3.4. Resultados numéricos y posibles aplicaciones

4. Conclusiones



Capitulo 1

Introduccion

Los avances realizados en el desarrollo de la nanotecnologia, la fisica
de peliculas delgadas junto con la teoria de sistemas dindmicos han lleva-
do al estudio de la dinamica cadtica en billares abiertos y su relaciéon con las
propiedades de transporte en tales sistemas. De hecho ya se han construido
microestucturas balisticas en forma de un billar caético y esférico en donde
se miden las fluctuaciones en la conductancia como funciéon de un campo
magnético perpendicular [1]. Experimentos en microestucturas semiconduc-
toras han mostrado la importancia de la forma geométrica de las microes-
tucturas en las propiedades de transporte [2].

Recientemente se han elaborado guias de onda con secciones transversales
deformadas, es decir de secciones transversales no circulares, con el propdsito
de incrementar la potencia de los laseres [3], también se han propuesto guias
de onda cadticas para el diseno de aparatos separadores de haces de luz y
microlaseres [4].

Cabe destacar que, en principio, la teoria de sistemas dindmicos y cadticos
[5] es una teoria cldsica que estudian el comportamiento de sistemas deter-
ministas. Los sistemas desarrollados con la nanotecnologia, conocidos como
quantum dots (puntos cudnticos) y quantum wires (alambres cudnticos) [6],
son sistemas bidimensionales confinados que tienen un tamano caracteristico
de 1um y ancho caracteristico de 0.1um respectivamente, deben ser estudi-
ados desde el punto de vista de la mecanica cuantica. Sin embargo a bajas
temperaturas ~ 20mK se obtiene que el camino libre medio de los electrones
dentro de los alambres y puntos cuanticos es mucho mayor que el tamano
caracteristico L de tales nanosistemas. Si ademas se tiene que la longitud de
onda de los electrones es mucho menor que L, se obtiene el régimen balistico



[7]. El electrén se comportard como una bola de billar rebotando en las pare-
des del punto o del alambre cuantico y en este caso estos sistemas se pueden
tratar como simples billares.

Existen principalmente dos tipos de billares: uno que tiene una dinamica
regular como lo es el estadio circular y otro en el que se tiene una dindamica
cadtica como por ejemplo el estadio de Sinai [8]. Las propiedades de trans-
porte en tuneles con ondulaciones son completamente diferentes cuando la
dindmica del sistema es regular o cadtica, de hecho se han propuesto criterios
para distinguir entre la dindmica caotica y regular midiendo la resistividad
clasica [9].

Otra manera de tratar al problema es considerar rugosidades (paredes
caracterizadas por promedios de variables aleatorias). Los efectos de difusién
en procesos de transporte en paredes aleatorias son importantes en diversas
situaciones [10] como la fisica de peliculas delgadas, ondas, medios porosos
etc, pero nosotros nos concentraremos en estudiar las propiedades de trans-
porte de electrones sin espin, moviéndose en tineles con paredes onduladas,
en el régimen balistico y su relacion con la dindmica del sistema.

A diferencia de lo que se ha estudiado en trabajos previos en donde se
ha estudiado ampliamente el caso de un canal bidimensional con una pared
plana y una con un perfil ondulado (canal semiplano) [9], en este trabajo
estudiamos un canal bidimensional con dos paredes onduladas. Una de las
cosas importantes de este trabajo consiste en que el sistema que estudiamos
tiene como caso particular el caso del canal semiplano. En efecto, al tomar en
cuenta uno de los parametros de nuestro canal, que es la diferencia de fases
entre la pared ondulada de arriba y la pared ondulada de abajo, encontramos
que la cantidad de particulas atrapadas en el canal se puede incrementar
considerablemente a tal grado que puede incrementarse hasta en un 60 % en
relacion con el canal semiplano. Lo cual podria ser de potencial utilidad en
el diseno de cavidades de resonancia para laseres.

La presentacion de esta tesis se resume a continuacion. En el capitulo
2, damos un breve descripcion de los sistemas Hamiltonianos, abarcando los
temas de teoria candnica de perturbaciones y el teorema KAM. El capitulo 3
esta dedicado al trabajo principal de la tesis. Es este capitulo estudiamos el
canal bidimensional con dos paredes onduladas. Obtenemos algunos mapas
de Poincaré que nos dan una pista del comportamiento dindmico del canal
amplio y el canal estrecho. Obtenemos resultados analiticos para el caso del
canal estrecho cuando las amplitudes de ondulacion son pequenas; en particu-
lar obtenemos una expresion analitica para la reflexividad o equivalentemente
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para la transmitividad y ésta es corroborada con los calculos numéricos que
realizamos. Para el caso del canal amplio observamos que la dinamica es
cadtica y nuestros resultados, para la reflexividad son meramente numéri-
cos. Finalmente en el capitulo 4 damos un resumen del trabajo y nuestras
conclusiones.



Capitulo 2

Sistemas Hamiltonianos

Puesto que uno de los principales objetivos de este trabajo es estudiar
la dindamica de electrones sin espin viajando tuneles con ondulaciones es
importante analizar la transicién que se da de una dinamica regular a una
dindmica cadtica, en nuestro caso particular, de un sistema integrable a un
sistema caotico. Parte de estas respuestas estan contenidas en el teorema
KAM (Kolmogorov, Moser y Arnold) y el teorema de Poincaré-Birkhoff [11].
En esta seccion desarrollaremos en forma breve las herramientas tedricas que
se requieren para el entendimiento de tales teoremas.

Primero empezaremos definiendo lo que es un sistema dindmico. Un sis-
tema dindmico es un conjunto de N ecuaciones diferenciales de primer orden
con N variables x = (z1, ..., zy):

Cfljz)'c:f(x,t), (2.1)
donde f : RN+ — R" es un campo vectorial dado. Se dice que el sistema es
auténomo si el campo vectorial f no depende explicitamente de t. La solucién
del sistema es la funcién vectorial x(xg,t) que satisface la ecuacién (2.1) con
la condicion inicial
X(XO7 to) = Xp- (22)
El teorema de unicidad local nos asegura que esta solucién existe y es unica
en una vecindad V' C RY si f satisface una condicién de Lipschitz en V' [12].
Se puede obtener informacién de la solucién de (2.1) sin necesidad de
resolver el sistema de forma exacta, para esto analizamos la solucién cerca
de los puntos fijos xy, los cuales son puntos que satisfacen f(x;,t) = 0.



Consideremos un sistema auténomo. Podemos linealizar el sistema si hacemos
un desarrollo en series de Taylor alrededor de uno de los puntos fijos x;.
Trasladando el origen del sistema de coordenadas al punto fijo, obtenemos a
primer orden el siguiente sistema de /N ecuaciones diferenciales lineales:

x = Ax, (2.3)

donde A = %f) es la matriz Jacobiana. La solucién al sistema en la Ec.(2.3)
es simplemente X(xg,t) = xge?, la estabilidad y clasificacién de los puntos
fijos se obtienen a través de los valores propios de A [12].

Los sistemas Hamiltonianos estan caracterizados por la funciéon de Hamil-

ton H(x,t) = H(q,p,t) con p = (p1,...,p,) los momentos candnicos con-
jugados, 9 = (q1,.-.,qn) las coordenadas candnicas conjugadas, y x; =
1y Ty = QnsTpt1 = P1,---,Ton = Pp, siendo n el nimero de grados de

libertad del sistema. El sistema dindmico esta definido por el conjunto de 2n
ecuaciones diferenciales de primer orden:

) oOH
, _ _9H
p - aq)

la cuales son las Ecs. de Hamilton. La solucién a estas ecuaciones con condi-
ciones iniciales qg y po definen curvas integrales en el espacio fase (espa-
cio formado por (q,p) 6 simplemente en la notacién que estaremos usando:

(a,p))

2.1. Ecuaciones de Hamilton Jacobi

En algunas situaciones se puede encontrar una transformacién candnica
(la importancia de estas transformaciones es de corte tedrico y se vera en for-
ma clara en la siguientes secciones) en el que se pueda resolver el problema
mecanico de forma trivial. En el caso més simple se busca que el nuevo Hamil-
tonianio K sea idénticamente cero y entonces las ecuaciones de movimiento
de Hamilton:

oK .
oK :
Tag Y



se resuelven de manera trivial. De la teorfa de transformaciones canénicas [13]
el nuevo Hamiltoniano K (Q), P) esta relacionado con el viejo Hamiltonianio
H(q,p) a través de la siguiente ecuacion.

OF
K=H+ —, 2.6
ot (26)
donde F'(q, P) es la funcién generatriz del tipo 2 de la transformacién canénica.
Teniendo en cuenta que p; = 2£ v que K = 0 obtenemos la ecuacién de

9q;
Hamilton-Jacobi:

OF oF OF
H ey —y ..., — 1 — =0. 2.
(qh s qn; 8q17 78qna ) + 815 0 ( 7)

Esta es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden, en
general, de (n + 1) variables, (qi, ..., q,;t). El problema se reduce a encon-
trar la funcién principal de Hamilton F(g, P,t), pero no sabemos como es
la dependencia de F' con respecto a P (el conjunto de los n nuevos mo-
mentos canénicos conjugados). Para tener una solucién completa de (2.7)
se requieren (n + 1) constantes (a1, ..., @,1) independientes de integracion,
una de las cuales es solo una constante irrelevante aditiva a F' y las otras
n constantes las podemos escoger como los nuevos momentos P, los cuales
estan relacionados con los valores iniciales de ¢, p al tiempo t,.
La solucién al problema se obtiene tomando en cuenta que [13]

J0F(q, P)

Las constantes P; vy (); se pueden ser obtener a partir de las condiciones
iniciales y de ahi la solucién, despejando ¢; = ¢;(Q, P,t) de las ecuaciones
anteriores.

2.1.1. Separacion de variables

La ecuacién diferencial parcial (2.7) es en general dificil de resolver, sin
embargo existen casos en que se puede realizar separacién de variables y
reducir el problema a cuadraturas. Esto ocurre cuando la funcién principal
de Hamilton se puede escribir como:

F =Y Flg;an,...,ant),

8



donde las a; son constantes de integracion. Sustituyendo en la ecuacién (2.7)
obtenemos n ecuaciones de la forma:

J

Si el Hamiltoniano depende explicitamente del tiempo se puede realizar la
transformacion Fj(q;; o1 ... an;t) = Wilgs; a, . . ., o) —ait, obteniendo asi n
ecuaciones de la forma

oW,
H; qi;];oz,...,ozn>:oz,-, 1=1,...,n. 2.8
(5500 2.5)

Cada una de las ecuaciones (2.8) solo contiene la coordenada ¢; y la derivada
parcial de W; con respecto a ¢;, estas son un conjunto de n ecuaciones difer-
enciales de primer orden no acopladas que se pueden reducir a cuadraturas,
un sistema con estas caracteristicas se dice que es completamente separable.

2.2. Variables de angulo accion

2.2.1. Un grado de libertad

En diversas situaciones es de especial importancia en la fisica estudiar
sistemas que son periodicos, existen dos tipos de movimientos periddicos en
los cuales estamos interesados:

= El primer tipo de periodicidad es cuando el sistema mecanico forma
una trayectoria cerrada en el espacio fase, a este tipo de periodicidad
le llamaremos libracién. Un ejemplo de ello son las trayectorias elipti-
cas correspondientes a diferentes energias del oscilador armonico en el
espacio fase.

= El segundo tipo de movimiento periédico es cuando p es funcion periodi-
ca de g con periodo ¢y, entonces llamaremos a este movimiento una
rotacién. El ejemplo clasico de este tipo de periodicidad es el de un
cuerpo rigido rotando alrededor de un eje, siendo en este caso ¢ el
angulo de rotacién.

Existen sistemas fisicos en donde se presentan los dos casos de periodici-
dad, por ejemplo el péndulo simple, en donde el movimiento de libracién se
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da cuando el péndulo oscila entre —0 y 6 (siendo 6 el angulo formado por la
masa pendida y la vertical) medido y el movimiento de rotacion se da cuando
el péndulo rota alrededor de su centro. Para este tipo de problemas es conve-
niente realizar una variacion al procedimiento de soluciéon mencionado de la
secci6én anterior. La constante de integracién « (en el caso de una solo grado
de libertad) que aparece en la ecuacién de Hamilton-Jacobi es remplazada
por una nueva variable, J, llamada accion, definida como:

J = j{pdq, (2.9)

en donde la integral se realiza sobre un periodo de libracién o rotacion. Para
un sistema conservativo oy = H = H(J), la funcién caracteristica de Hamil-
ton se puede escribir como W = W(q, J).

De la teoria de transformaciones candnicas la correspondiente coordenada
generalizada w conocida como la variable de angulo es definida por: w = %—Vy
y la correspondiente ecuacién de movimiento es:

. OH(J)
57 = v(J). (2.10)

Pero v es independiente del tiempo por lo que la soluciéon inmediata es

w=uvt+ . (2.11)

La importancia de estas nuevas variables consiste en que v es directamente
la frecuencia asociada con el periodo de movimiento de ¢ y no es necesario
encontrar la solucién completa del sistema para obtener informacion sobre el
movimiento.

2.2.2. Sistemas completamente separables

Para sistemas completamente separables, las ecuaciones de la transfor-
macion candnica tienen la forma:

OWi(qi; q....aip)
pi = a 9
qi

por lo que p; = pi(¢;; aq....aw,), donde las «; son constantes de integracion.
Podemos definir variables de angulo accién, cuando las proyecciones de las
6rbitas de movimiento en cada plano (g;, p;) (a tales curvas las denotaremos
por C;) describen movimientos de rotacién o de libracién.
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En analogia con el caso unidimensional, definimos las acciones

Ji = fpid% = %W

donde la integral se toma sobre un periodo en la proyeccién del plano (g¢;, p;).
Puesto que ¢; es la variable de integracion, J; es una funciéon de las n con-
stantes de integracién que aparecen en la ecuacion de Hamilton-Jacobi. De-
bido a la independencia de los pares (¢;, p;) se pueden poner las «; en términos
de las J;, por lo que la funcién caracteristica W se puede escribir en la forma:

i=1,...,n, (2.12)

W= WGt o Sy T) = 3 Wiy Jreves Jn)-
J

Si ademds el Hamiltoniano solo depende de las J; (esto es a lo que se le
denomina un sistema completamente integrable, es decir un sistema com-
pletamente separable y periédico en cada plano (g;,p;)), este sistema de n
grados de libertad define n constantes de movimiento .J;.

Similarmente al caso unidimensional podemos definir mediante las ecua-
ciones de transformacién la variable angulo w; como:

" OW; (g5 Ty )

a Z o,

Noétese que w; = w;i(q--., qn; J1..., Jn) vy satisface la ecuacién de movimiento:
= l/Z'<J1..., Jn)

Debido a que las v; son constantes en el tiempo, la solucién de la ecuacién
de movimiento anterior es:

Se puede demostrar que las v; corresponden a la frecuencias del movimien-
to en la proyeccién en el plano correspondiente a (g;,p;). Para el caso del
movimiento de libracién, donde cada (g;, p;) regresan a su valor inicial, las
coordenadas generalizadas ¢, pueden ser representadas en series de Fourier
multiple en términos de las variables de angulo w;:

t) — Z CLl(mli)627rim~w Z al* 27rzm vt+b)’ (214>
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donde w representa un vector con componentes w = (wy,ws...,w,) y sim-
ilarmente m = (my, ma,..,m,), con m; enteros, v.= (vy,vs,....,0,) y b =
(01, B2, ..., Bn). Para el caso de rotacion la variable g no regresa a su valor
inicial, pero se puede hacer que regrese a su valor inicial restdndole la canti-
dad que avanzé después de m periodos: ¢mi(t) = Gor (Vit + Bx), con ¢,y siendo
la cantidad que avanza en un solo periodo.

También se puede encontrar una expresion para las coordenadas en el caso
rotacional haciendo también un desarrollo en series de de Fourier y tratar este
caso como una libracion:

Qk(t) — qu(t) + Z aEI/i)eQm'm'(vt-&-b)‘ (2'15>

Cabe destacar que el hecho de que aunque cada proyeccion del movimiento
en el plano (g, pr) sea periddico esto no necesariamente implica que g ()
sea periédico en t, de hecho la ecuacién (2.14) solo remarca el hecho de que
qr es cuasiperiddica. Aunque puede darse el caso en el que las diferentes
frecuencias sean conmensurables es decir que cada una sea multiplo racional
de la otra, esto es:

m-v =0. (2.16)
Para esta situacién, en el caso libracional se tienen trayectorias cerradas y
qx(t) es periddico en el tiempo.

Algo bastante interesante de los sistemas integrables es que se puede
encontrar una transformacion canénica que lleve de las variables (g;, p;) a
(¢}, pi) en donde las nuevas trayectorias cerradas C! en los planos (¢.,p})
son circulos, es decir cada trayectoria C; es continuamente deformadas en
circulos S;. Las nuevas frecuencias v, asociadas con los circulos permanecen
invariantes ante tales transformaciones. Esto se debe a que J; definida por
la Ec. (2.12) es igual al drea que sustenta la curva cerrada de integracién
(por el teorema rotacional de Stokes). Como el volumen es invariante ante
transformaciones candnicas también lo son las J; por lo que v; = M
también son invariantes ante tales transformaciones. Un ejemplo de ello es el
oscilador arménico H(q,p) = % + 2mw?q?. Si realizamos la transformacién

p
2mw’

q¢ = q\/"?, en vez de tener elipses correspondientes

canénica p’ =
a diferentes energfas obtenemos circulos de radio v/J y las frecuencias v
permanecen invariantes. Bajo esta situacion se tiene que el movimiento en el
espacio fase toma lugar sobre la superficie de un toro n dimensional: T" =
S1 X -+ x S, donde las cruces indican productos directos entre los toros de
dimensién 1 (circulos), S;.

12



2.3. Teoria candnica de perturbaciones

La gran mayoria de los problemas mecéanicos en la practica no se pueden
resolver de manera exacta, de hecho son muy poco los problemas que tienen
solucion exacta, por ejemplo el problema de dos cuerpos. Incluso para el
problema de tres cuerpos ya no se tiene soluciéon exacta y se tiene que trabajar
en forma numérica o perturbativa (si alguna de las masas es pequena en
comparacién con las otras dos o bajo alguna otra aproximacién).

Bajo ciertas condiciones cuando el sistema se halla proximo a un caso in-
tegrable el problema consiste en encontrar solucion aproximada a un sistema
cuyo Hamiltoniano se puede expresar en la forma:

H(E,t) = Ho(&,t) + eH1(&, 1), (2.17)

donde, £ = (¢,p), es un punto en el espacio fase y Hy es el Hamiltoniano
no perturbado y del cual se conocen las soluciones ¢ = q(t) y p = p(t), €
es el parametro de perturbacion. Para los fines de esta tesis solo consider-
aremos perturbaciones en sistemas integrables, si se requiere mas informacion
consultar [13].

2.3.1. Sistemas integrables con un grado de libertad

Supongamos que el sistema no perturbado es un sistema integrable, esto
es, que admite una transformacion candnica en variables de angulo acciéon
(¢0,Jo). El nuevo Hamiltoniano sin perturbar K esta dado por:

Ko(Jo) = Ho(&(¢0, Jo))- (2.18)

A través de esta transformacion candnica £ = £(¢g, Jy) y podemos reescribir
H en términos de las nuevas variables (¢, Jp):

K(¢o, Jo) = H(&(do, Jo)) = Ko(Jo) + €K1 (o, Jo), (2.19)

donde Kl(gbm J()) = Hl(g(qf)o, Jo))

En principio, uno espera que si se perturba a un sistema integrable, el
sistema que resulte sera también integrable si € es suficientemente pequena,
esto es debido a que se espera que, cuando la perturbacién se enciende, los
toros sobre los cuales se da el movimiento en el espacio fase solo se defor-
man un poco. En general esto no es cierto como se vera mas adelante, pero

13



haremos la suposicién de que el sistema perturbado (con Hamiltoniano H)
es integrable. El sistema perturbado tiene sus propias variables de angulo-
acciéon (¢, J) y por tanto deben de existir transformaciones canénicas que
nos lleven de (q,p) a (¢, J) 6 a (¢o, Jp):

Sea S(¢o,J) la funcién generadora del tipo 2 [13] de la transformacién
canédnica (¢, J) = (¢(¢o, Jo), J(Po, Jo)). Desarrollemos S en serie de potencias
de e

S(qbo, J) = ¢QJ + ESl(qbo, J) + 6252(¢0, J) + - (221)
donde el término ¢gJ corresponde a la transformacién canénica identidad y el

problema consiste en encontrar S;, en términos de ¢ y J. Para ello hagamos
una expansion de ¢g vy Jy en términos de potencias de e:

o = Q+epr+EP+ -, (2.22)
Jo = J+eh+ETp+ -, (2.23)

donde tanto ¢ como J, son funciones de ¢ y de J. Utilizando el hecho de
que:

oS
oS
Jy = — 2.25
obtenemos que ¢, = 85’“ y Jp = ai’;. Insertando los resultados obtenidos

en las ecuaciones (2.22) (2 23) se tiene:

05, 505,
Jo=J4 et 2202 2.26
0= B T Ban (2.26)
o 0S ,08,
Ottt

La ecuacién (2.20) también puede ser desarrollada en serie de potencias para
obtener aproximaciones sucesivas para F(J):

E(J) = Eo(J)+eEi(J)+ Ey(J) (2.27)
- K(¢O((¢7 ‘])a J0(¢7 J)) = K0<JO> + €K1(¢07 JU)

14



Se requiere tener cuidado con esta ecuacion ya que existe una relacién entre
J v Joy que también depende de potencias de e. Expandiendo K en serie de
Taylor en Jy alrededor de J, obtenemos

0K 10°K

K(¢o, Jo) = K(¢o, J) + = (Jo—J) + 5@(

— 2 o ..
7 Jo—JP 4. (2.28)

Utilizando las Ecs. en (2.26) obtenemos, después de agrupar términos,

051 0K

K(%,Jo):KO(J)+€<K1(¢0,J)+8¢Ow) toeee (2:29)

Los términos del desarrollo de E(.J) se pueden obtener sustituyendo (2.29)
en (2.27) e igualando los coeficientes de la misma potencia en e:

Bo(J) = Ko(J) (2.30)
8K0 (951 aSl
Ei(J) = K J)+——7=K J J)— 2.31
1(J) 1(¢o, J) + 97 9o, 1(¢0, J) + vo( )(%07 (2.31)
donde se ha usado el hecho % = % = 1y(J) con vy(Jp) la frecuencia del

sistema no perturbado.
Se puede demostrar que cada Sy es una funcion cuasiperiodica de ¢q

Sk(co, J) = i Ry (J;m)e™, k+#0 (2.32)

m=—00

En la ecuacién (2.29) tenemos dos funciones desconocidas E;(J) y S;. Para
poder determinar alguna de las dos necesitamos otra ecuacion; esta se puede
obtener promediando la ecuacién (2.29) alrededor de un ciclo y recurriendo
al hecho de que S}, es cuasiperiddica:

oS\ 1 [7aS,
<a¢o> “ard 90, 7 (239
por lo que:
1 2
Ei(J) = (K)) = %/o Ky (0, J)debo - (2.34)

Insertando (2.34) en (2.29) obtenemos una ecuacién para Si:

0 Cbo 140

15

05 _ () = Ky (2.35)



Para nuestros fines es suficiente la aproximacién a primer orden; para obtener
los términos de orden superior se sigue el mismo procedimiento. Una vez
obtenida Ej(J) se puede obtener la frecuencia perturbada al mismo orden a
través de v, = 8E’“ . En ocasiones esta informacién es suficiente pero podemos
ir mas alla encontrando la solucion en términos de las variables £ a orden
k, lo tinico que tenemos que hacer es lo siguiente: una vez obtenido S(¢y, J)
a orden k, se utiliza para encontrar (¢(¢o, Jo), J(¢o, Jo)) y como conocemos
&(¢o, Jo) se puede utilizar para encontrar £(¢, J), todo a orden k; ya que
o(t) = vt + ¢(0) y J es una constante de movimiento, podemos obtener
¢ =¢(t) a orden k.

2.3.2. Sistemas integrables con varios grados de liber-
tad

De forma similar al procedimiento seguido en la seccién anterior, suponemos
que el Hamiltoniano se puede escribir como H(§) = Hy(§) + €eH,(€) con
E=(q1,9,---,qu,P1,---,Pn), también suponemos que el sistema represen-
tado por Hy (sistema no perturbado) es integrable por lo que acepta una
representacion en variables de dngulo accién ¢g = (do1, oz, - - -, Gon) v Jo =
(Jo1, Joz, - - - Jon). Suponemos ademads, como en el caso de un solo grado de
libertad, que el sistema perturbado, H, es integrable y consecuentemente
admite sus propias variables de dngulo accién (¢, J). El Hamiltoniano per-
turbado es escrito en la forma (2.27) y calculos similares a los realizados en
la seccién anterior nos llevan a las ecuaciones andlogas a (2.31) para el caso
de varios grados de libertad:

Ey(J) = Ko(J),
Ei(J) = Ki(¢o,J)+ ZVOz 05

o (2.36)

El promedio de una funcién f(¢,,J) tomado sobre las n variables ¢g; se
define como

1 2 21 2

(fH(J) = @) Jo door ; dpoz - ; doon f(do, J). (2.37)

Similar al caso de un solo grado de libertad también se tiene que < 88 5011> =0.

Al promediar la ecuacién (2.36) se obtiene F1(J) = (K1) que al ser sustituido

16



en esta misma igualdad se tiene

oS
Yovigg = (K~ K, (2.38)
donde K y K y sus promedios son funciones conocidas. El lado derecho de
la ecuacién (2.38) se puede desarrollar en series de Fourier:

(K1) — K1 =3 Rpn(J)e™Po, (2.39)

donde m = (my,ma,...,m,) siendo m; enteros y m - ¢pg = > m;¢ho;. Los
coeficientes R,,, en principio pueden ser calculados y estan dados por

(271r)" 0% dpoy /027r dgoz - - - /027r don ({(K1) — K1) e Po, (2.40)

También Sy se puede desarrollar en series de Fourier:

Sy =3 Gy (J;m)e™ Po. (2.41)

R, =

Sustituyendo las Ecs. en (2.39) y (2.41) en la Ec. (2.38) y utilizando la inde-

pendencia lineal de el conjunto de funciones ™ D0 ge obtiene

R (J)
Gi(Jym)= —"— 2.42
1( ) ) 'L.(Vo : m)v ( )
donde vy = (vo1, Vo2, - .-, Von) €s el conjunto de frecuencias del sistema no
perturbado, las cuales estan definidas por vy; = agy).

La ecuacién (2.42) es una expresion explicita para los coeficientes de
Fourier de S7, con la caracteristica de que tienen una singularidad, ya que
para algin conjunto de enteros m, el denominador se puede anular: vg-m = 0.
En este caso la teoria de perturbaciones no se puede aplicar y por tanto el
sistema no perturbado no puede ser descrito por variables de angulo ac-
ciéon. Cuando las frecuencias v; son conmensurables, existe una m tal que
Vo -m = 0, por lo que S; se vuelve infinito. Ain cuando las frecuencias
no sean conmensurables, el denominador de la ecuacién (2.42) puede ser
pequeno por lo que S se vuelve grande y la teoria de perturbaciones solo
funcionara para valores de e suficientemente pequeno. Sistemas con frecuen-
cias conmensurables o resonancias se les denomina sistemas degenerados.
Cuando la teoria de perturbaciones funciona los toros del sistema no pertur-
bado solo son deformados ligeramente cuando la perturbacién se enciende,
pero si el sistema es degenerado los toros no solamente se distorsionan, sino
que se pueden romper por completo, esto se discutira mas adelante.

17



2.4. Secciones de Poincaré

Sea &(t,&,) la solucién a las ecuaciones de Hamilton de un sistema inte-
grable que definen curvas integrales sobre la superficie de un toro 7™ en el
espacio fase, con &, la condicién inicial del sistema. La secciéon de Poincaré es
un hiperplano P de dimensién (n—1) que intersecta transversalmente al toro
en el punto (ty,&€,) =p1 € P.

Después de que la curva integral intersecta al plano P en el punto p;, esta
recorre la superficie del toro y se vuelve a intersectar con el plano P en un
punto py v asi sucesivamente formando un conjunto de puntos en P, en esta
forma el sistema dindmico define un mapeo discreto ¢ : P +— P que envia p;
a po v de forma general py a pri1:

Pr+1 = O(Pk) (2.43)

La imagen de un punto p € P bajo aplicaciones sucesivas de ¢ es analo-
go a las curvas integrales de un sistema dinamico continuo. Al conjunto de
imagenes en P se le llama mapa de Poincaré. A pesar de que el mapa de
Poincaré restringe la dinamica continua del sistema, provee informacion tutil
acerca del sistema dinamico y de su comportamiento, ademéas de que se tiene
la ventaja de trabajar en un espacio de (n — 1) dimensiones en vez de uno
de n.

Se pueden obtener mucha informacién de interés a partir del andlisis del
mapa de Poincaré. Por ejemplo, si ¢(ps) = py entonces tenemos que la curva
integral es una trayectoria cerrada, al punto ps que cumple esta condicién
se le denomina punto fijo del mapeo ¢ y se puede estudiar la estabilidad o
inestabilidad de este punto [15].

2.5. Teorema adiabatico

Supongamos que tenemos un sistema integrable en un grado de libertad,
cuyo Hamiltoniano es:

H(gq,p, ), (2.44)

donde A es un parametro constante, entonces las variables de angulo ac-
cién dependen del valor de A. Si A es remplazado por una funcién dependi-
ente del tiempo ¢, el sistema no sera en general completamente integrable,
pero si se usa el método usual para encontrar las variables de angulo ac-
cién (J(q,p, A(t)), (g, p, A(t))) estas serdn funcién del tiempo a través de A
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y por consiguiente J ya no serda una constante de movimiento. Sin embargo
si A =€t con 0 < € << 1 varia muy lentamente en el tiempo J se mantiene
casi constante por lo cual se a J se le llamara invariante adiabatico. Mas
especificamente si A cambia una cantidad A\ en un tiempo AT el cambio
en J, AJ sera aproximadamente proporcional a %. La demostracion del
teorema adiabdtico puede encontrarse en [11]. A continuacién aplicaremos
este resultado a un caso particular, cuyo resultado sera importante para el

desarrollo de capitulos posteriores.

2.5.1. Particula rebotando en una cavidad 2D

Consideremos una particula que estd rebotando dentro de una cavidad
bidimensional con paredes curvas cuyas rectas tangentes en cada punto tienen
pendientes pequenas: |m| << 1, siendo m la pendiente de la recta tangente,
T, (ver Fig. 2.1). Si lanzamos una particula con un angulo inicial 6; que
rebota especularmente con la pared (el &ngulo de incidencia es igual al &ngulo
reflejado, siendo el plano de incidencia la recta tangente). Tenemos que el
angulo reflejado es:

0y = m + 2arctan(m) — 6,. (2.45)

Definimos €; = arctan(m) << 1, ya que m es pequenia. Consideremos ahora

Figura 2.1: Figura que muestra los rebotes en una cavidad 2D.

el caso en el que §; = § — €, con €3 << 1, esto es es casi un angulo recto.
Entonces, debido a la Ec. en (2.45), 6y también es cercano a 7, esto es 0y =
5 +e3conez =€ —e << L

Sea y; = senf); y yy = senf; las velocidades normalizadas en y antes y
después del choque, entonces por las consideraciones anteriores:

Yi = cosey,
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Y = COSE€s. (2.46)

Tenemos que el cambio en la accion J, antes y despues del choque, normal-
izada por la velocidad, esta dado por:

AJ = Jp—J;=2;D(x + Ax) — 2D (). (2.47)

Con Az << 1y D(z) es la distancia entre la pared superior e inferior en
el punto x (ver Fig. 2.1). Desarrollando todos los términos que contienen
variables pequenas en potencias tenemos que:

AJ 2 ( - f) D(z) — 2 < - f) (D(x) + dsz) A a:) L (2.48)

Manteniendo términos hasta orden €2,
AJ = (65 — e3)D(w). (2.49)

Por lo, que para un rebote, la accién J, se convierte en un invariante adiabatico
siempre y cuando D(z) sea lo suficientemente estrecho. Si se mantiene a lo
largo de los rebotes que y >> &, entonces J permanecera casi contante para
muchos rebotes o incluso para siempre, dependiendo de la geometria del
canal.

2.6. Caos en sistemas Hamiltonianos

En general la palabra caos se asocia con el concepto de desorden. Dentro
de la mecanica clasica, caos se refiere a sistemas deterministas que son alta-
mente sensibles a las condiciones iniciales. La evolucién en el espacio fase de
las curvas integrales de un sistema dinamico correspondiente a condiciones
iniciales arbitrariamente cercanas, terminan divergiendo exponencialmente
en una vecindad que contenga a las condiciones iniciales, ain para tiempos
pequenos. Debido a esta sensibilidad a las condiciones iniciales, se tiene una
dinamica irregular en el espacio fase.

A los sistemas dindmicos que para pequenas variaciones de las condiciones
iniciales en el espacio fase solo generan pequenos cambios en el movimiento
sobre escalas de tiempo pequenas se les denomina sistemas regulares. Existen
varios ejemplos de estos sistemas: el oscilador armonico, el péndulo etc.

Lo que a nosotros nos interesa es observar como surge la dinamica cadtica,
cuando a un sistema que es integrable se le agrega una pequena perturbacién
no integrable.
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2.6.1. Teorema de Poincaré-Birkhoff

En la Secc. 2.3.2 vimos que la teoria de perturbaciones falla cuando ten-
emos frecuencias conmensurables segin la ecuacién (2.42). Esto significa que
el toro del sistema no perturbado sobre el cual se encuentran las curvas
integrales en el espacio fase se romperd atin para valores muy pequenos del
parametro de perturbacion e. Queda la pregunta de que en que se rompera ese
toro o a que dara lugar conforme la perturbacién crece. La respuesta la es-
tablece el Teorema de Poincaré-Birkhoff. Primeramente definimos a los toros
caracterizados por frecuencias conmensurables como toros racionales y los
caracterizados por frecuencias no conmensurables como toros irracionales.

En la literatura dedicada a sistemas dinamicos y caos, para discutir el
teorema de Poincaré-Birkhoff usualmente recurren como ejemplo al de un
objeto fisico, que esta rotando alrededor de un eje fijo, al que se golpetea con
una fuerza impulsiva periddica de magnitud y direccion fija, llamado el rotor
golpeteado [11]. Este sistema da origen al mapeo estandar al cual denotamos
como Z., con € el parametro perturbativo y la perturbacién proporcional a
la fuerza aplicada: Z : (¢, Jn) — (Pnt1, Jnt1), con

qbn—i—l = (¢n + Jn) mod 27T7
Jpr1 = €eseno, + J,,

donde, tanto como la variable ¢ como la accién J son periddicas con periodo
2.

El teorema de Poincaré-Birkhoff establece que, una vez que se enciende
la interaccion perturbativa, los toros racionales del sistema integrable se em-
pezaran a romper en trayectorias alrededor de una secuencia alterna de n
puntos fijos elipticos y n puntos fijos hiperbdlicos del mapeo. Alrededor de
cada punto eliptico habra un conjunto de orbitas elipticas y alrededor de
cada punto hiperbolico habra orbitas hiperbdlicas, conectando las variedades
estables e inestables de los puntos silla. Conforme la perturbacién crece es-
tas orbitas elipticas se romperan nuevamente en una secuencia alternada de
orbitas elipticas e hiperbdlicas y asi sucesivamente.

Una variedad estable W* de un punto hiperbdlico fijo ps consiste en el
conjunto de puntos que estan en la seccién de Poincaré (r € P) para los
cuales Z% : © — p; en el limite cuando k — oo, de forma similar una
variedad inestable W' de p; esta formada por el conjunto de puntos = € P
para los cuales Z~% : 7 — ps en el mismo limite, donde k indica que el
mapeo Z, se aplica k veces. Se puede demostrar, debido a que el mapeo Z,
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es invertible, que W* y W' correspondientes al mismo punto fijo p; no se
pueden intersectar ellas mismas pero si se puede intersectar una con la otra.
Mas atn, variedades estables no se pueden intersectar con variedades estables
de otros puntos fijos y de forma similar para las inestables, pero W¢ y W*
si se pueden intersectar independientemente de a que punto fijo pertenecen.
Esto da lugar a las maranas homoclinicas y por tltimo a la dindmica cadtica.
En el caso que estamos tratando de un grado de libertad las variedades W*
y W' representan curvas en la seccién de Poincaré bidimensional.

La dindmica cadtica siempre empezara en una region localizada del es-
pacio fase ya que debido a que (2.5) tiene solucién unica cuando se imponen
condiciones iniciales. Las curvas integrales cercanas a las maranas homo-
clinicas no pueden cruzarse con las curvas integrales correspondientes a los
toros irracionales que no han sido destruidos que forman una dinamica reg-
ular. Es claro que los toros irracionales que estén mas cercanos a tener una
frecuencia racional seran destruidos mas rapidamente que los toros que se en-
cuentran mas lejos conforme la perturbacién crece. Pero si queremos saber,
aplicada una perturbaciéon medida por el parametro €, que toros irracionales
sobreviven, la respuesta la establece el teorema KAM.

2.7. Teorema KAM

Recordemos que estamos tomando en cuenta un Hamiltoniano de la forma

H(&) = Hy(&) + eH1(€), con Hy integrable. A diferencia del Teorema de
Poincaré-Birkoff, el teorema de KAM (Kolmogorov, Arnold, Moser) puede
extenderse a varios grados de libertad y uno de sus grandes logros es mostrar
que para una € suficientemente pequena y bajo ciertas condiciones la teoria
de perturbaciones converge a todos los ordenes.
Primero supongamos que det |%$ # 0 es decir vy(J) es invertible al
menos localmente; esta condiciéon implica que cada vg; define un tnico toro.
Segundo, sean v frecuencias incomensurables,; esto es |vg - m| > 0 para
un vector m con componentes enteras diferentes de cero; |vy - m| puede
ser arbitrariamente pequena causando problemas para la convergencia de
la teoria de perturbaciones. Una forma de lidiar con esto es imponiendo la
condicién diofantina débil (CD) definida por:

lvo - m| > ’y(e)]m|_k, (2.50)

donde v y k > n son constantes positivas, por lo que el teorema KAM no trata
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todas las frecuencias inconmensurables solo aquellas que satisfacen la CD. Lo
que muestra el teorema de KAM es que para e suficientemente pequena y
para frecuencias v que satisfagan la CD, la ecuacién (2.27) converge a un
Hamiltoniano integrable al igual que todas las cantidades desarrolladas en
series de € de la seccién (2.3), esto significa que los toros caracterizados por
esta frecuencias v solo seran deformados ligeramente por la perturbacion
EHl.

Cabe mencionar que el teorema KAM no menciona para que valor maximo
de € funciona ni tampoco da v(e), lo inico que se sabe es que conforme ¢
crece v disminuye y viceversa.
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Capitulo 3

Propiedades balisticas de
transporte en tuneles con
ondulaciones

Como se menciond en la introduccion, el régimen balistico juega un papel
fundamental a bajas temperaturas. Aunque existen diversos trabajos que es-
tudian las propiedades de transporte en este régimen, solo tratan con canales
con una pared plana y una ondulada [9, 16, 17|, pero en ninguno de estos
trabajos se estudia las propiedades de transporte con dos paredes onduladas.
Cuando se estudian propiedades de transporte desde el punto de vista cuanti-
co, la mayoria de los articulos tratan con dos paredes rugosas, en donde los
efectos dispersivos de las fronteras forman un papel importante en los proce-
sos de transporte [18, 10].

Nuestro propoésito es estudiar las propiedades de transporte en el régimen
balistico de electrones viajando en un tinel bidimensional con la pared su-
perior e inferior caracterizadas por funciones sinusoidales. Estas propiedades
estaran definidas por la separacion promedio entre las paredes, la diferencia
de fase entre ellas y la amplitud de la onda. También analizaremos el papel
que juega la dindmica caotica y regular en dichas propiedades de transporte.

El caso de un tinel definido por una pared seno y una plana (canal semi-
plano) es estudiado en [9] en donde también se analizan las propiedades de
transporte clasicas y se propone un criterio para distinguir entre la dindmica
caotica de la dinamica regular midiendo la resistencia clasica. Ademas, usan-
do el prototipo de este canal como una guia de onda semiconductora, se ha
propuesto una forma de construir microlaseres con alta emision direccional
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(23] y recientemente se han construido tales microlaseres obteniéndose al-
gunos resultados experimentales preliminares [4], un analisis cuantico de tal
sistema se encuentra en [19] en donde se discute la correspondencia clasica
y cuantica con la ayuda de las secciones de Poincaré cuanticas para altas
energias.

En vez de trabajar en un canal con una pared plana y una sinusoidal,
trabajaremos con dos paredes sinusoidales ya que estamos principalmente
interesados en observar como afecta el cambio de fase a la dindmica del
sistema y que nuevas aportaciones se pueden dar con este nuevo sistema con
respecto a lo que ya se ha anteriormente estudiado, a parte de los resultados
tedricos, uno de los objetivos principales es ver si se puede incrementar la
potencia de los microlaseres contruidos con el canal semiplano.

Un aspecto importante es que el canal semiplano es equivalente a nue-
stro canal para cuando las paredes estan desfasadas por 7 radianes, esto es,
se puede demostrar con argumentos meramente geométricos. Para ello con-
sideremos una particula que rebota entre la pared de arriba y la de abajo.
Definamos una secuencia de choques, para el canal semiplano, con la pared
de arriba p), = (x},y.), n = 1,2,... (siendo estos los puntos de contacto
entre la particula y la pared) y una particula rebotando en nuestro canal que
define una secuencia de choques con la pared de arriba p,, = (x,, y, ). Es facil
de observar que se cumple la siguiente relacién:

Los puntos para n impar coinciden con los choques de la pared sinusoidal
de abajo, pero estos puntos son precisamente los puntos simétricos, respecto
del eje x de los puntos de la pared de arriba del caso semiplano. Conse-
cuentemente nuestro sistema es una generalizacién del canal semiplano, ya
que contiene a este como caso particular.

3.1. Descripcién del canal

Consideremos un canal ondulado con paredes superior e inferior determi-
nadas respectivamente por las ecuaciones:

y1 = b+asin2rx
yo = —b+asin2w(z+7r), (3.2)
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en donde en vez de utilizar las variables reales del canal (ver fig 3.1), uti-
lizamos variables adimensionales z = %, y = %, b = % a = %, L = LT,,
donde [ es la longitud de un periodo, L’ el largo del canal, B la mitad de
la anchura promedio del canal, y A la amplitud de las oscilaciones. Cabe
mencionar que tanto la pared inferior, como la superior tienen la misma am-
plitud A y longitud [ y en lo tnico que difieren es en la fase relativa r que se

tomara como uno de los pardmetros a variar. Como primer paso en nuestro

8y AA/ X

Figura 3.1: canal ondulado

analisis, nos interesa observar la evolucion de la trayectoria de una particula
que es lanzada con condiciones iniciales (xg, 3o, @) conforme esta va chocado
eldsticamente con las paredes y la particula rebota de forma especular (el
angulo de incidencia es igual al angulo reflejado con respecto a la normal del
plano de incidencia, que en este caso corresponde a la recta tangente al punto
donde choca la particula). Es importante mencionar que no existen fuerzas
externas a este sistema por lo que la particula se comporta como particula
libre, excepto en los puntos de colision.

Para nuestro analisis, es suficiente conocer el conjunto discreto de puntos
(Tn, @), donde z,, es la posicién en x de la particula en el n-ésimo choque
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con la pared superior y «, es el angulo medido desde la horizontal con el
que sale la particula justo después del n-ésimo choque con la pared superior.
Este conjunto de puntos forman un mapeo discreto que solamente se puede
analizar en forma numérica.

Tomando en cuenta que los choques de la particula con las paredes son
especulares, el mapeo es el siguiente

Apn41 = 2Rn+1 - 2Sn + ap,
2b+ asen(2mx,41) = (Tpg1 — ) tan-y, + asen(2w(z); + 1)), (3.3)

donde 7, es el angulo medido respecto a la horizontal con el que sale la
particula despues del n-ésimo choque con la pared inferior, x} es la posicién
en la direccién x de la particula en el n-ésimo choque con la pared inferior,
tan R, (tanS,) es la pendiente de la recta tangente a y; (y2) en el punto x,
(x). Estas variables estan dadas por las siguientes ecuaciones:

Yn = T—Qp+ 2Sn;
d
R, = tan_l(ﬂ)

dzr |z,
_1, Y2
S, = tan”'(=2)| ,
an” ( T ) ..
—2b+asen(2n(z, + 1)) = (x) —x,)tana, — asen2mw,,.

Cabe mencionar que el mapeo en (3.3) no toma en cuenta la posibilidad
de rebotes multiples en las paredes. Estamos interesados en el andlisis de
dos tipos de canales: un canal amplio caracterizado por b > 1 y un canal
estrecho caracterizado por b < 1. Para los cédlculos numéricos utilizaremos
un canal amplio con b = 2.5 y un canal estrecho con b = 0.1, en los cuales los
parametros a variar seran dos: la fase r y la amplitud a. Se lanzaran desde
x = 0, 10° particulas viajando hacia la derecha con una distribucién inicial
que se definira en secciones posteriores cuando entremos en el estudio de las
propiedades de transporte.

3.2. Secciones de Poincaré

En vez de trabajar directamente con el mapeo (z,, a,), trabajaremos por
conveniencia con su equivalente: el par conjugado (x,, p,), donde p,, = cosay,
es la componente en la direccion z del momento justo después de la n-ésima
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colisiéon con la pared superior dividido por su magnitud. Esto nos simpli-
ficara el trabajo ya que en vez de estudiar el movimiento en un espacio fase
de 4 dimensiones, trabajaremos con solo un conjunto de puntos correspon-
dientes al plano (x,p,), los cuales corresponden al mapa de Poincaré. Por lo
tanto, cada vez que se lancen particulas en el canal con condiciones iniciales
diferentes estas trazardn un conjunto puntos (z,, p,) diferentes e irdn llenan-
do la seccién de Poincaré mostrandonos la dinamica del sistema. Tomaremos
cuatro canales representativos con diferentes fases(r = %, r o= %, r o= i,
r = 0) y veremos como evolucionan las secciones de Poincaré a medida que
se aumenta la amplitud a.

Queremos también encontrar los puntos fijos del mapeo (x,,p,). Fisica-
mente estos se traducen en particulas que rebotan con la pared de arriba y
abajo en los mismos puntos xy y z} respectivamente. La condicion geométri-
ca necesaria y suficiente para que existan puntos fijos, es que exista una recta
Y* que intersecta a la pared de arriba en xy y a la pared de abajo en z7%,
en donde la pendiente de recta tangente a Y|, sea igual a la pendiente de
la recta tangente a Y, v ademas Y™ debe de ser perpendicular a tales rec-
tas. Consideremos el caso r = 0 donde las paredes estan en fase. Primero
buscamos los puntos zy, 2 para los cuales

| v
dx - dx

— cos(2mxy) = cos(27mx}), (3.4)

Ty

y
donde 2% = xy + h. Posteriormente queremos encontrar que desplazamiento

r se requiere para que Y * satisfaga las condiciones de punto fijo. Realizando
algunos calculos basados en la geometria del problema se llega a

r = h — 4nbacos(2mxy) + 2ma® cos 2ma s (sen 2w (v y + h) — sen27wxy). (3.5)

Existen 3 diferentes soluciones para h que satisfacen la igualdad en (3.4)
entre [0, 1]; estas son h = 0, h = hy, h = 1. Se puede ver graficamente que hy
es mucho mayor que el segundo término de la parte derecha de la Ec. (3.5)
para pequenas amplitudes a por lo que en este caso r &~ h y r queda definida
en forma aproximada por la Ec. (3.4), regresaremos més tarde a este punto
cuando tratemos el problema en la aproximacion adiabatica.

3.2.1. Secciones de Poincaré para el canal estrecho

Tenemos que para pequenas amplitudes (por ejemplo a &~ 0.001), sin im-
portar cual es la fase relativa r entre las paredes, las secciones de Poincaré mues-
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tran una dinamica regular tipo péndulo, con trayectorias elipticas y sinu-
soidales en el espacio fase (ver Figs. de 3.2a a 3.2d). Las trayectorias elipti-
cas corresponden a particulas atrapadas, moviéndose hacia adelante y hacia
atras en el canal alrededor de un punto fijo estable (punto fijo eliptico), y
las trayectorias sinusoidales corresponden a particulas no atrapadas viajan-
do indefinidamente hacia adelante (p, > 0) o indefinidamente hacia atrds
(pn < 0). Nétese que no se requiere mostrar toda la dindmica en todo el
espacio (x,p;), ya que ésta es periédica. Observemos también que el tamano
de la regién de las elipses varia conforme r cambia, mientras mas cercano se
este a r = 0 (paredes no desfasadas), la region de elipses tiende a hacerse
mas pequena hasta que en r = 0 (Fig. 3.2d) préacticamente no hay particu-
las atrapadas y el comportamiento del sistema es similar al de simplemente
dos paredes planas en donde se tienen lineas horizontales rectas en (z,p).
Cabe destacar que la posicién de los puntos fijos elipticos (z%) e hiperbdlicos
(x?) dependen principalmente del desfasamiento r ya que como a es pequena
r ~ hy x; queda determinado por (3.4).

A medida que incrementamos la amplitud desde a = 0 hasta una amplitud
diferente de cero, la fase se hace patente (ej. r = %, a = 0.006), la dindmica
sigue siendo regular pero la region de elipses se vuelve cada vez mas grande
incrementando asi el nimero de particulas atrapadas en el canal. Para el
caso de r = 0 vemos que cuando se aumenta la amplitud hasta a = 0.01
se observa ya de forma clara la region de elipses pero estas siguen siendo
pequenas en comparacion con las otras fases (ver Fig 3.3). Si incrementamos
mas la amplitud las elipses comienzan a deformarse y a ocupar una region
ain mas grande, pero ahora el rompimiento de algunas curvas KAM ya es
evidente y da lugar al comportamiento cadtico de la separatriz (la curva que
divide los dos tipos de movimiento libracional y rotacional) ver Figs. 3.4a a
3.4c. Nétese que ya se puede apreciar claramente que se empiezan a formar
pequenas islas alrededor de las elipses que no se han roto.

Las regiones cadticas no pueden extenderse debido a que existen otras
curvas KAM que no se han roto y que las limitan, por lo que no puede haber
reflexién de particulas fuera de la regién de elipses. Si se sigue incrementando
a se llega a una amplitud critica a. que depende de la fase en donde ya
no hay curvas KAM que prohiben la conexién entre las diferentes regiones
cadticas y lo que tenemos finalmente es una zona central de islas rodeada
por un mar caético (ver Figs. 3.5a a 3.5d). También se puede ver regiones
de islas secundarias rodeando a las primarias en este momento ya puede
haber particulas reflejadas fuera de la region de islas centrales. Se puede
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Figura 3.2: Secciones de Poincaré para canal estrecho: (a) a = 0.001, r = %;

(b) @ =0.001, r = L; (c) a = 0.001, r = ; (d) a = 0.001, r = 0.
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Figura 3.3: Seccion de Poincaré para b = 0.1, a = 0.01 y r = 0.

observar ademas, regiones de islas secundarias rodeando a las primarias; estas
representan también particulas atrapadas en el canal con orbitas cerradas de
periodo k en el espacio fase, el centro de estas islas representas puntos fijos de
periodo k (un punto fijo de periodo k es un punto fijo del mapeo en (3.3) que
en este caso representa a una particula que despues de k rebotes regresa a su
posicién inicial en el espacio fase) donde el periodo esta dado por el nimero
de islas alrededor de la isla central; pocas condiciones iniciales tienen acceso
a estas islas.

Si se sigue incrementando la amplitud, la zona de islas centrales comienza
a destruirse al igual que las islas secundarias, hasta que llega el momento en
el cual practicamente se tiene un régimen cadtico global excepto en el caso
r= % en donde se tienen todavia islas centrales de tamano considerable ain
para cuando se cierra practicamente el canal. Cabe destacar que conforme se
va incrementando la amplitud a, mientras mas cerca se este de r ~ 0.3 las
curvas KAM tienden a romperse de forma mas rapida, esto quiere decir que
se llega de forma mas rapida a tener una region regular de curvas rodeada
por un mar caotico, por el contrario mientras més se este cerca de r = 0 este
proceso se vuelve mas lento.
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Figura 3.4: Secciones de Poincaré para el canal estrecho: (a) a = 0.02, r = %;
(b)a =0.015, r = 3; (¢) a =0.017, r = §; (d) a = 0.04, r = 0.
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Figura 3.5: Secciones de Poincaré para el canal estrecho: (a) a = 0.035, r = 3;
(b) a=0.03, 7 = 3; (¢c) a=0.032, r = ; (d) @ =0.065, r = 0.
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Figura 3.6: Secciones de Poincaré para el canal amplio: (a) a = 0.001, r = %;
(b) @ =0.001, r = 3; (c) a = 0.001, r = §; (d) a = 0.001, r = 0.

3
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Figura 3.7: Secciones de Poincaré para el canal amplio: (a) a = 0.012, r = %,
(b) @ =0.0048, r = %; (c) a = 0.005, 7 = ,(d) a = 0.006, r = 0.
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3.2.2. Secciones de Poincaré para el canal amplio

Para el canal amplio tenemos que el régimen cadtico se presenta para
muy pequenas amplitudes (Ej. a =~ 0.001, ver Figs. 3.6a a 3.6d) fuera de las
regiones de elipses que en este caso son mas pequenas que en el caso del canal
estrecho (Figs. 3.2a a 3.2d) en el cual se presenté una dindmica regular. Para
el caso r = 0 (Fig. 3.6d) la regién de elipses practicamente no es visible al
igual que en el caso estrecho. Si se sigue incrementando la amplitud se llega a
un valor a, en donde practicamente todas las curvas KAM se rompen y dan
lugar a un comportamiento cadtico global (ver Figs. 3.7a a 3.7d), en donde
se llega primero a este régimen si se trabaja con r ~ 0.33, y se llega en forma

1

mas lenta a este régimen cuando r & 3.

3.3. Propiedades de transporte del canal

3.3.1. Representacion en 3D del canal

Una de las propiedades de transporte de mayor interés es la transmitivi-
dad que es definida como el flujo de particulas transmitidas entre el flujo
total inicial inyectado en el canal. Cabe destacar que este problema que es-
tamos tratando puede verse como la simplificacion de una guia de onda en
3 dimensiones con ondulaciones. La Fig. 3.1 representa un corte longitudi-
nal del tinel (corte con un plano x = cte) y la pared superior e inferior del
canal estan representado por las Ecs. en (3.2) pero ahora en un espacio de 3
dimensiones, las paredes laterales son simplemente paredes planas.

Trataremos el caso de una densidad inicial de particulas constante py,
pero con una distribucién inicial angular dada por (3.6) [9, 17], esto se puede
ver en forma discreta, como un conjunto de particulas con densidad constante
viajando a una velocidad v y lanzadas con un angulo «;, otro conjunto de
particulas con densidad constante lanzadas a un angulo oy con la misma
velocidad v y asi sucesivamente .

p(ag) = pocosay (3.6)

Consideremos ahora el flujo de particulas lanzadas a un angulo «; que pasan
a travéz de una placa rectangular de area A:

o = /pv-nda (3.7)
= pvAcosq; (3.8)
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Ahora consideremos todos los conjuntos de particulas lanzadas a todos
los diferentes angulos posibles, entonces el flujo total ®, es simplemente

®, = > pvAcosq;

=1

Donde n es el nimero de diferentes angulos «;. Si en vez de considerar un
conjunto discreto de particulas lanzadas a diferentes angulos consideramos
una densidad angular de particulas dada por 3.6. Entonces en el continuo
tenemos que el flujo total es:

¢y = vA /_g pla)cosada (3.9)

[NE]

= %UA/5 cos*ada (3.10)

[ME]

donde py = 5% es el ntiimero de electrones inyectados a la derecha del canal

que usualmente es del orden de 10° electrones y V es el volumen en el cual
se encuentran las ng particulas.

Observemos que como la velocidad de las particulas solo tienen compo-
nentes en x y en z y no tiene componentes en y, las particulas que entren
en el plano x = cte. seguiran su movimiento en ese plano conforme rebotan
en el tunel, ademas todos los planos x = cte. son equivalentes, por lo tanto
el problema se reduce a un problema de particulas que rebotan en un canal
sinusoidal bidimensional (ver fig. 3.1).

Numéricamente esto se simulara distribuyendo 100 canones uniforme-
mente a lo largo del eje y en = 0 cada uno de los cuales lanzara 1000
particulas con la distribucién angular (3.6), y ademds trabajaremos con una
longitud de canal [ = 2 medido a partir de x = 0 que serd nuestra posicion
inicial de canones.

3.3.2. Canal estrecho con amplitudes pequenas

Se puede observar a partir de las Figs. 3.2a a la 3.2d que para amplitudes
pequenas, las particulas que se encuentran atrapadas dentro del canal (la
regién de elipses es la tnica que contribuye a la reflexividad) efectian coli-
siones casi perpendiculares con las paredes, es decir la velocidad en y después
de cada rebote es mucho mayor que la velocidad en z (|v,| >> |v,|). Bajo
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estas condiciones se puede hacer uso del teorema adiabatico y concluir que
existe una cantidad que permanece casi constante (condicién de invariancia
adiabatica) a medida que la particula rebota con las paredes. Esta cantidad
es la accién definida para este caso como C' = D(z)|v,| donde D(x) es la
separacion entre las paredes al punto x. Tomando en cuenta la conservacion
de la energia en los rebotes y la condicion de invariancia adiabéatica es posible
ver que el movimiento en la direccién de x esta descrito por

(2.)? = Qj - (D(i))Q’ (3.11)

donde E = %va Y Uy = Tn, Uy = Ypn, el indice n se agregd para indicar

2
la velocidad justo después del n-ésimo choque. El término V(z) = ( D((’;))
puede ser interpretado como un potencial efectivo. En nuestro caso

D(z) = 2b+ asin 2wz — asin(27(x + r)).

Es importante observar que el potencial efectivo V' (z) reproduce las regiones
de elipses que aparecen en las secciones de Poincaré (Figs. 3.2a a 3.2c) para el
canal estrecho y pequenas amplitudes. Un caso interesante es cuando r = 0,
en donde D(x) = 2b, por lo cual V() predice que no hay regiones de elipses,
lo cual concuerda con los resultados numéricos mostrados en la Fig. 3.2d.

A partir de los maximos y minimos de V' (z) se puede obtener la posicién
xy de los puntos fijos tanto hiperbdlicos como elipticos, con lo cual llegamos
a que estos deben satisfacer

cos2mxy = cos 2m(zy + 7). (3.12)

Es facil ver que para r = %, los puntos fijos elipticos, =%, e hiperbolicos,
:LJ}, estan localizados respectivamente en z% = i +ny x’} = % + n con
n = 0,1,2,..., de hecho los puntos fijos hiperbdlicos y elipticos siempre
estan separados por % excepto para el caso 7 = 0 (esto se puede ver numéri-
camente).

Usando la condicion de invariancia adiabatica para dos choques distintos
Tn ¥ T tenemos que D(x,)Y, = D(Zm)Um, por lo cual

(2b + asen2mx, — asen2mw(x, + 1)) cos [,
= (2b+ asen2rnx,, — asen2mw(x,, + 1)) oS B, (3.13)
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donde 3, = §—a, es el dngulo formado entre la trayectoria de la particula y la
vertical justo después del n-ésimo choque, si consideramos las particulas con
un movimiento libracional (elipses) 3, (n = 1,2,...) decrece gradualmente
conforme la particula va rebotando hacia adelante hasta que es practicamente
es cero en zy (ver Fig. 3.8), que es el punto donde la particula comienza
a regresarse. Entonces existen dos angulos criticos iniciales de lanzamiento
(Be; ¥ Bey), que dependen de los pardmetros geométricos del canal y de la
posicién de lanzamiento (X, Yy), para el cual la particula ya no se regresa
si no se transmite indefinidamente. Para pequenas amplitudes es posible ver
numéricamente que los dngulos criticos casi no varian con Y{. Para obtenerlos
escogeremos una posicion representativa (Xo, Yy = 31(Xp)), en este caso la
condicién inicial en el espacio fase (Xy, senf.) corresponde a la elipse de
mayor semieje mayor alrededor de algin punto fijo eliptico z% = z%, que
depende de la posicién de lanzamiento (Xo, Yp).

X XZ . ooXN

Figura 3.8: Figura que muestra la aproximacion adiabatica

Escogiendo G, = B, B = On =~ 0 tenemos que z, = Xo vy =, =
Xy, el cual esta cerca del punto hiperbdlico igual a x% = X% + %, por lo
tanto Xy ~ Z‘%Q la posicion x5 esta determinada por la eleccion de Xo. Si
sustituimos estos valores en la Ec. (3.13), y como [, es pequena al igual que
el término ¢, mantenemos términos a segundo orden en 3. y a primer orden
en 3, lo cual nos lleva a

(B.)* =~ % sen (27 (2 + 7)) + sen (27 Xo)

— sen (ZWm’}O) —sen (27 (Xo + T))} : (3.14)

N

Sir= % (que es equivalente al canal semiplano) y Xy = 0, 5% ~ (%) que
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corresponde exactamente al calculo realizado para encontrar el angulo critico
para el canal semiplano [9]

Tomando en cuenta que esto se puede aplicar a cualquier (. lanzada con
la misma Xy y que v, = v cos ag ~ vBy, la reflexividad R (flujo de particulas
reflejadas entre el flujo total inyectado en el canal) se puede calcular como

S5 plan) cos apdayg

T = -
ff% p(ag) cos apday

2 Jy" sen Bop(5 — Bo)dfo

=1 - (3.15)
ff% p(ag) cos agdayg
donde a. = 5 — [, lo cual implica que R =1 — T es igual a
4 Pe 4
R=" / senGodfo ~ — 2. (3.16)
m Jo 3m
Usando la aproximacion que se encontrd para (. (Ec. 3.14) tenemos
R =G(r)a?, (3.17)
donde
4 h
G(r) = 3 [sen(27r(xfo + 7)) + sen(27Xy)
3/2
— sen(27m??0) —sen(27(Xo + r))} / , (3.18)

Entonces, sin importar con que fase se este trabajando R a3 . Este resultado
es el mismo obtenido para el caso del canal simiplano [9], de hecho el caso
del canal semiplano es un caso particular de (3.17) con r = % pero con el
ancho promedio del canal igual a b.

En la Fig. 3.9 se muestra la reflexividad tedrica R dada en (3.17), como
funcién de la fase para una amplitud fija pequena de @ = 0.001. Una posicion
inicial de canones Xy = 0y x?o se determina a partir de la Ec. (3.12). Se
observa que R tiene un maximo alrededor de r = 0.67, esto era de esperarse
ya que como se habia discutido previamente, la resistencia en » = 0 es prac-
ticamente nula comparado con las otras fases y como r = 1 representa la
misma situacion fisica que r = 0 y si este comportamiento cambia de manera
continua, entonces la funcién debe tener un maximo. Es interesante observar
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que, mediante un cambio de fase, para amplitudes pequenas se puede elevar
la reflexividad del canal semiplano (r = %) hasta en un 47 %, como se verd en
el siguiente canitulo. este hecho nero trabaiado a amnlitudes orandes puede
tener pc

P LI I T I T T T I T T T I T T T I T T T I T T T I T T T I T T T I T T T I
P P. PO P2 P3 P4 Pe P6 P7 P8
a

Figura 3.9: Reflexividad como funcién de la fase para a=0.001

Una cantidad medible en el laboratorio es la resistencia o (corriente por
unidad de voltaje) que esta relacionado con la reflexividad R a través de la
férmula de Landauer [20].

_ 2mh R

0= 62 T7

donde % es la constante de Planck y e la carga del electrén, si bien es cierto

esta férmula es cuantica y 1" es el flujo de probabilidad de la onda que pasa

a travéz de la cavidad dividido entre el flujo de probabilidad de la onda

incidente, pero a altas energias obtenemos el régimen semiclasico y por lo

que NT representaria el flujo de particulas transmitidas en nuestro caso.

. Como a es pequena R es pequena, por lo cual T — 1 y la resistencia
o(a) o< G(r)a®?, para el canal estrecho.

(3.19)

3.3.3. Canal amplio con pequenas amplitudes

Es claro que para el canal amplio se tiene dinamica cadtica ain para
pequenas amplitudes (ver Figs. 3.7a a 3.7d), mientras que para el caso estre-
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cho para pequenas amplitudes el espacio el fase esta dominado por las curvas
KAM. Podemos tomar ventaja de este comportamiento cadtico y hacer una
comparacion con los resultados obtenidos para paredes aleatorias en donde
se tiene una secuencia estadistica y(z,) en los puntos de colisién, z,. De
hecho existe una correspondencia uno a uno entre el tipo de trayectorias ob-
servadas (cadticas o regulares) y esta secuencia estadistica, entonces la dis-
persion cadtica con paredes deterministas es indistinguible de la dispersion
con paredes aleatorias [22].

Es conocido que la resistencia ¢ de un canal con paredes aleatorias se
incrementa cuadraticamente con la raiz cuadratica media &, o o g—z [21]. Esta
expresion solo es vélida cuando ¢ << b, donde b es la separacion promedio
entre las paredes. Recurriendo a la férmula de Landauer en (3.19) y a que
T — 1 conforme £ — 0, tenemos que

T()=1-HE, (3.20)

donde H(r,l) es una constante de proporcionalidad que depende de b, de la
fase r y de la longitud del canal [. Para nuestro caso, asumimos que & es
proporcional a la amplitud de las oscilaciones a y con esto concluimos que
para el canal amplio, la reflexividad R o a? y por tanto utilizando la férmula
de Landauer, para amplitudes pequenas tenemos:

oo H(r,1)a?. (3.21)

Debido al comportamiento diferente de electrones viajando en ambos tipos
de canales para amplitudes pequenas, se puede proponer un criterio para
distinguir la dinamica cadtica de la regular midiendo la resistencia clasica.

3.4. Resultados numéricos y posibles aplica-
ciones

En esta seccion discutiremos los resultados numéricos para pequenas y
grandes amplitudes y los compararemos con los resultados tedricos obtenidos
en la seccion anterior. En las Figs. de la 3.10a a la 3.10c, se muestra la reflex-
ividad como funcién de la amplitud para tres fases diferentes y amplitudes
pequenas en el canal estrecho. Observamos un comportamiento similar a lo
predicho por la Ec. en (3.17); si hacemos las amplitudes més pequenas el
ajuste serd mas cercano a R ~ a3. En las Figs. de la 3.11a a la 3.11d se
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muestra la transmitividad como funcion de la amplitud. En estas figuras se
observa un decaimiento monoétono en T conforme a crece hasta amplitudes
muy grandes en donde casi se cierra el canal. Cabe destacar el decaimiento
lento de T para r = 0 (ver Fig. 3.11), en donde la amplitud es practicamente
1 hasta a =~ 0.005 que es en donde empiezan a aparecer pequenas elipses en
las secciones de Poincaré, este canal nunca se cierra aunque a — 00.
En la Fig. 3.12 se muestra la reflexividad como funcién de la fase para
= 0.03 en el caso del canal estrecho. En este régimen se tiene una region de
islas centrales rodeada por un mar cadtico y también por islas secundarias.
Observemos que el maximo se encuentra alrededor de r ~ 0.67 similar al
caso de amplitudes pequenas (discutido en la seccién anterior), pero ahora la
curva esta deformada notoriamente. Es importante mencionar que el cambio
en la reflexividad (conforme r varia y a se mantiene constante), proviene del
hecho de que al modificar la fase se cambia la posicién de los puntos fijos,
permitiendo a mas o a menos particulas accesar a la regiéon de dindmica regu-
lar incrementando o decrementando la reflexividad. La reflexividad se puede
aumentar en hasta un 43 % con respecto al canal semiplano y la resistencia
hasta un 60.4 %, lo cual puede tener potenciales aplicaciones podria resultar
con un incremento significativo, en la potencia de los microlaseres construidos
con el canal semiplano.

De hecho, en trabajos recientes se ha recurrido a la capacidad de atra-
pamiento de cavidades conectadas a guias de onda para elaborar micro-laseres
de alta emisién direccional [3, 4, 16, 23], en donde se han utilizado pardmetros
de la cavidad que llevan a una dinamica cadtica mixta similar a la seccion de
Poincaré mostrada en la Fig. 3.5b. Un estudio cuantico de tales sistemas ha
mostrado resonancias en la conductancia como funcién de la energia. Se ha
observado que las resonancias corresponden a energias de estados propios que
viven en la region del espacio fase de islas estables, lo cual clasicamente im-
plica una concentracion de rayos dentro de la cavidad en una regién pequena
o cuanticamente una densidad de probabilidad muy alta en esas regiones.

Como se ha visto en los resultados numéricos sustituyendo la pared plana
por una ondulada y con un cambio de fase adecuado se puede incrementar la
resistencia del sistema en un porcentaje apreciable. Esto implica mas particu-
las atrapadas dentro del canal, lo cual se podria traducir en un incremento
en la potencia del laser, para saber con certeza si este exceso de particulas se
pueden focalizar y decir en cuanto se puede incrementar la potencia del mi-
crolaser elaborado con el canal semiplano, se requiere resolver la ecuacion de
Schrodiger para este problema que esencialmente es una ecuacién Helmholtz

43



PPPI3
P-H’B.i:
F pew2r) R ~ 46.030"*
P-WB;
2"”:“\‘\“\“\ T T — T 1
PPPP. P. P-PPPO0. PPP. PPP. 20 PPP.3 PPPP. P. P-PPP00. PPP. PPP. 20 PPP.3
a a
(a) (b)
P-PPPe92)
P-HTE.;
R o] R~a™
] 1
9-e978%1
275%) = T T T 1
PPPP. P. PPPPO23 PPP. FO PPP. 04 PPRe
a
(c)
Figura 3.10: reflexividad para el canal estrecho como funcién de la amplitud
para el canal estrecho y con fases fijas: (a) r = 3; (b) r = 3; (¢) r = §.
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Figura 3.11: Transmitividades para el canal estrecho como funcién de la am-

plitud: (a) r =% (b) r=1; () r =1 (d) r=0.
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Figura 3.12: Se muestra la reflexividad como funcién de la fase, para a = 0.03
en el canal estrecho

con condiciones de frontera de Dirichlet, ya que la funcién de onda se debe
anular sobre las paredes. Este es un problema interesante pero que queda
fuera del objetivo de esta tesis.

Las Figs. de la 3.13a a la 3.13b muestran la resistencia del canal amplio
contra la amplitud para amplitudes pequenas y cuatro fases diferentes. Note-
mos que el ajuste de la curva no es tan cercano a la prediccion tedrica de
R ~ a?. Esta diferencia es atribuible principalmente a dos causas: primero, el
error numérico que proviene de transformar la distribucion en (3.8) a una dis-
tribucion discreta y segundo, la resistencia a amplitudes pequenas es pequena
por lo que el error afecta un poco en este caso.

En las Figs. 3.14a y 3.14 se muestra dos gréficas de la reflexividad como
funcién de la fase r para amplitudes fijas de a = 0.001 y a = 0.017, respecti-
vamente. En la primera de estas figuras se observa un maximo alrededor de
r = 0.62. Cabe destacar que en este régimen si bien es cierto que existe una
dindmica cadtica, también existe una dinamica regular que contribuye a la re-
flexividad. Sin embargo, para el caso de la amplitud a = 0.017 simplemente se
tiene una dindmica cadtica global para todas las fases y la reflexividad oscila
conforme r varia, mostrando un comportamiento cualitativamente diferente
al de pequenas amplitudes (cuando la amplitud es a = 0.001).
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Figura 3.13: Resistencias a amplitudes pequenas para el canal amplio contra

la amplitud: (a) r = 3; (b) r = 3; (¢) r = 1; (d) r = 0.
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Figura 3.14: Resistecias para el canal amplio contra la fase: (a) a = 0.001;
(b) a = 0.017.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la dinamica de particulas viajando en
un tunel bidimensional con paredes sinusoidales, en donde se han analizado
de forma extensa dos tipos de geometria: un canal ancho y uno estrecho.
Se observo, mediante las secciones de Poincaré, que hay una transicion de
una dindamica regular a una dinamica cadtica mixta conforme la amplitud
crece para el canal estrecho, de hecho la fase solo hace que este proceso de
rompimiento de curvas KAM ocurra mas rapido o lento mientras la amplitud
crece, mientras que para el canal amplio se tiene una dindamica cadtica aun
para pequenas amplitudes y para amplitudes mayores se tiene caos global.
Basado en estos hechos y corroborado por los célculos numéricos encontramos
que la resistencia para pequenas amplitudes viene dada para el canal estre-
cho por ¢ x G(r)a% y para el canal amplio por ¢ o< H(r)a?, en donde G(r)
es obtenido analiticamente para el primer caso pero para el segundo H(r)
quedo indeterminado. Con esta diferencia de comportamiento para a pequena
se propuso un criterio para distinguir la dindmica regular de la cadtica midi-
endo la resistividad clasica.

Como ya hemos mencionado anteriormente, el caso del canal semiplano
es un caso particular de nuestro sistema, ya que cuando la diferencia de fase
entre las paredes es r = %, obtenemos la misma fisica. Cabe aclarar que para
el canal semiplano se obtiene basicamente el mismo resultado en la resistencia
para ambos tipos de canales en las leyes de potencia en la amplitud, pero la
diferencia importante que se ve reflejada en la resistencia del canal con dos
paredes onduladas, debido a los factores de proporcionalidad G(r) y H(r)
que, dependiendo de la fase pueden ser significativos para fines de determinar
la resistencia.
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Hemos discutido también una posible forma de mejorar la construccion
de guias cadticas para la emision de microlaseres aprovechando el incremento
en la resistencia para el canal estrecho a través del factor G(r). El estudio
cuantico de este sistema es de gran importancia ya que con ello se puede
cuantificar las mejoras en tales guias de onda. Al respecto de esto ya se dio
un primer paso con el andlisis aqui presentado. Resta por resolver el problema
de la evolucion de la funcién de onda (solucién de la Ec. de Schrodinger),
que con una aproximacién semiclasica seria suficiente. Esto podria ser de gran
utilidad para obtener informacion cuantitativa del incremento de la potencia
del microlaser.

Con este trabajo se han abierto diferentes direcciones de investigacion a
futuro, tanto tedricas como practicas. Una posibilidad es estudiar la version
cuantica del sistema estudiado, con algunas de las posibles implicaciones ya
discutidas, tales como los puntos y los alambres cuanticos. Otra posibilidad
de estudio es la semejanza en las trayectorias que siguen las particulas, cuan-
do la fase entre las paredes es de r = 1/2 con la que siguen las particulas
cargadas en un plasma confinado por campos magnéticos; las llamadas botel-
las magnéticas. Una de las cosas que se pretende con estas botellas es tener
el mayor nimero posible de particulas confinadas.
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