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Caṕıtulo 1

Introducción

Los avances realizados en el desarrollo de la nanotecnoloǵıa, la f́ısica
de peĺıculas delgadas junto con la teoŕıa de sistemas dinámicos han lleva-
do al estudio de la dinámica caótica en billares abiertos y su relación con las
propiedades de transporte en tales sistemas. De hecho ya se han construido
microestucturas baĺısticas en forma de un billar caótico y esférico en donde
se miden las fluctuaciones en la conductancia como función de un campo
magnético perpendicular [1]. Experimentos en microestucturas semiconduc-
toras han mostrado la importancia de la forma geométrica de las microes-
tucturas en las propiedades de transporte [2].

Recientemente se han elaborado guias de onda con secciones transversales
deformadas, es decir de secciones transversales no circulares, con el propósito
de incrementar la potencia de los láseres [3], también se han propuesto gúıas
de onda caóticas para el diseño de aparatos separadores de haces de luz y
microláseres [4].

Cabe destacar que, en principio, la teoŕıa de sistemas dinámicos y caóticos
[5] es una teoŕıa clásica que estudian el comportamiento de sistemas deter-
ministas. Los sistemas desarrollados con la nanotecnoloǵıa, conocidos como
quantum dots (puntos cuánticos) y quantum wires (alambres cuánticos) [6],
son sistemas bidimensionales confinados que tienen un tamaño caracteŕıstico
de 1µm y ancho caracteŕıstico de 0.1µm respectivamente, deben ser estudi-
ados desde el punto de vista de la mecánica cuántica. Sin embargo a bajas
temperaturas ∼ 20mK se obtiene que el camino libre medio de los electrones
dentro de los alambres y puntos cuánticos es mucho mayor que el tamaño
caracteŕıstico L de tales nanosistemas. Si además se tiene que la longitud de
onda de los electrones es mucho menor que L, se obtiene el régimen baĺıstico
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[7]. El electrón se comportará como una bola de billar rebotando en las pare-
des del punto o del alambre cuántico y en este caso estos sistemas se pueden
tratar como simples billares.

Existen principalmente dos tipos de billares: uno que tiene una dinámica
regular como lo es el estadio circular y otro en el que se tiene una dinámica
caótica como por ejemplo el estadio de Sinai [8]. Las propiedades de trans-
porte en túneles con ondulaciones son completamente diferentes cuando la
dinámica del sistema es regular o caótica, de hecho se han propuesto criterios
para distinguir entre la dinámica caótica y regular midiendo la resistividad
clásica [9].

Otra manera de tratar al problema es considerar rugosidades (paredes
caracterizadas por promedios de variables aleatorias). Los efectos de difusión
en procesos de transporte en paredes aleatorias son importantes en diversas
situaciones [10] como la f́ısica de peĺıculas delgadas, ondas, medios porosos
etc, pero nosotros nos concentraremos en estudiar las propiedades de trans-
porte de electrones sin esṕın, moviéndose en túneles con paredes onduladas,
en el régimen baĺıstico y su relación con la dinámica del sistema.

A diferencia de lo que se ha estudiado en trabajos previos en donde se
ha estudiado ampliamente el caso de un canal bidimensional con una pared
plana y una con un perfil ondulado (canal semiplano) [9], en este trabajo
estudiamos un canal bidimensional con dos paredes onduladas. Una de las
cosas importantes de este trabajo consiste en que el sistema que estudiamos
tiene como caso particular el caso del canal semiplano. En efecto, al tomar en
cuenta uno de los parametros de nuestro canal, que es la diferencia de fases
entre la pared ondulada de arriba y la pared ondulada de abajo, encontramos
que la cantidad de part́ıculas atrapadas en el canal se puede incrementar
considerablemente a tal grado que puede incrementarse hasta en un 60% en
relación con el canal semiplano. Lo cual podŕıa ser de potencial utilidad en
el diseño de cavidades de resonancia para láseres.

La presentación de esta tesis se resume a continuación. En el caṕıtulo
2, damos un breve descripción de los sistemas Hamiltonianos, abarcando los
temas de teoŕıa canónica de perturbaciones y el teorema KAM. El capitulo 3
esta dedicado al trabajo principal de la tesis. Es este capitulo estudiamos el
canal bidimensional con dos paredes onduladas. Obtenemos algunos mapas
de Poincaré que nos dan una pista del comportamiento dinámico del canal
amplio y el canal estrecho. Obtenemos resultados anaĺıticos para el caso del
canal estrecho cuando las amplitudes de ondulación son pequeñas; en particu-
lar obtenemos una expresión anaĺıtica para la reflexividad o equivalentemente
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para la transmitividad y ésta es corroborada con los cálculos numéricos que
realizamos. Para el caso del canal amplio observamos que la dinámica es
caótica y nuestros resultados, para la reflexividad son meramente numéri-
cos. Finalmente en el capitulo 4 damos un resumen del trabajo y nuestras
conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Sistemas Hamiltonianos

Puesto que uno de los principales objetivos de este trabajo es estudiar
la dinámica de electrones sin esṕın viajando túneles con ondulaciones es
importante analizar la transición que se da de una dinámica regular a una
dinámica caótica, en nuestro caso particular, de un sistema integrable a un
sistema caótico. Parte de estas respuestas están contenidas en el teorema
KAM (Kolmogorov, Moser y Arnold) y el teorema de Poincaré-Birkhoff [11].
En esta sección desarrollaremos en forma breve las herramientas teóricas que
se requieren para el entendimiento de tales teoremas.

Primero empezaremos definiendo lo que es un sistema dinámico. Un sis-
tema dinámico es un conjunto de N ecuaciones diferenciales de primer orden
con N variables x = (x1, ..., xN):

dx

dt
≡ ẋ = f(x, t), (2.1)

donde f : RN+1 → RN es un campo vectorial dado. Se dice que el sistema es
autónomo si el campo vectorial f no depende expĺıcitamente de t. La solución
del sistema es la función vectorial x(x0, t) que satisface la ecuación (2.1) con
la condición inicial

x(x0, t0) = x0. (2.2)

El teorema de unicidad local nos asegura que esta solución existe y es única
en una vecindad V ⊂ RN si f satisface una condición de Lipschitz en V [12].

Se puede obtener información de la solución de (2.1) sin necesidad de
resolver el sistema de forma exacta, para esto analizamos la solución cerca
de los puntos fijos xf , los cuales son puntos que satisfacen f(xf , t) = 0.
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Consideremos un sistema autónomo. Podemos linealizar el sistema si hacemos
un desarrollo en series de Taylor alrededor de uno de los puntos fijos xf .
Trasladando el origen del sistema de coordenadas al punto fijo, obtenemos a
primer orden el siguiente sistema de N ecuaciones diferenciales lineales:

ẋ = Ax, (2.3)

donde A = ∂f(0)
∂x

es la matriz Jacobiana. La solución al sistema en la Ec.(2.3)
es simplemente x(x0, t) = x0e

At, la estabilidad y clasificación de los puntos
fijos se obtienen a través de los valores propios de A [12].

Los sistemas Hamiltonianos estan caracterizados por la función de Hamil-
ton H(x, t) = H(q,p, t) con p = (p1, . . . , pn) los momentos canónicos con-
jugados, q = (q1, . . . , qn) las coordenadas canónicas conjugadas, y x1 =
q1, . . . , xn = qn, xn+1 = p1, . . . , x2n = pn, siendo n el número de grados de
libertad del sistema. El sistema dinámico esta definido por el conjunto de 2n
ecuaciones diferenciales de primer orden:

q̇ =
∂H

∂p
, (2.4)

ṗ = −∂H

∂q
,

la cuales son las Ecs. de Hamilton. La solución a estas ecuaciones con condi-
ciones iniciales q0 y p0 definen curvas integrales en el espacio fase (espa-
cio formado por (q,p) ó simplemente en la notación que estaremos usando:
(q, p)).

2.1. Ecuaciones de Hamilton Jacobi

En algunas situaciones se puede encontrar una transformación canónica
(la importancia de estas transformaciones es de corte teórico y se verá en for-
ma clara en la siguientes secciones) en el que se pueda resolver el problema
mecánico de forma trivial. En el caso más simple se busca que el nuevo Hamil-
tonianio K sea idénticamente cero y entonces las ecuaciones de movimiento
de Hamilton:

∂K

∂Pi

= Q̇i = 0 (2.5)

− ∂K

∂Qi

= Ṗi = 0,
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se resuelven de manera trivial. De la teoŕıa de transformaciones canónicas [13]
el nuevo Hamiltoniano K(Q,P ) esta relacionado con el viejo Hamiltonianio
H(q, p) a través de la siguiente ecuación.

K = H +
∂F

∂t
, (2.6)

donde F (q, P ) es la función generatriz del tipo 2 de la transformación canónica.
Teniendo en cuenta que pi = ∂F

∂qi
y que K = 0 obtenemos la ecuación de

Hamilton-Jacobi:

H

(
q1, . . . , qn;

∂F

∂q1

, . . . ,
∂F

∂qn

; t

)
+

∂F

∂t
= 0. (2.7)

Esta es una ecuación diferencial en derivadas parciales de primer orden, en
general, de (n + 1) variables, (q1, . . . , qn; t). El problema se reduce a encon-
trar la función principal de Hamilton F (q, P, t), pero no sabemos como es
la dependencia de F con respecto a P (el conjunto de los n nuevos mo-
mentos canónicos conjugados). Para tener una solución completa de (2.7)
se requieren (n + 1) constantes (α1, . . . , αn+1) independientes de integración,
una de las cuales es solo una constante irrelevante aditiva a F y las otras
n constantes las podemos escoger como los nuevos momentos P , los cuales
están relacionados con los valores iniciales de q, p al tiempo t0.

La solución al problema se obtiene tomando en cuenta que [13]

pi =
∂F (q, P )

∂qi

Qi =
∂F (q, P )

∂qi

.

Las constantes Pi y Qi se pueden ser obtener a partir de las condiciones
iniciales y de ah́ı la solución, despejando qj = qj(Q,P, t) de las ecuaciones
anteriores.

2.1.1. Separación de variables

La ecuación diferencial parcial (2.7) es en general dif́ıcil de resolver, sin
embargo existen casos en que se puede realizar separación de variables y
reducir el problema a cuadraturas. Esto ocurre cuando la función principal
de Hamilton se puede escribir como:

F =
∑

i

Fi(qi; α1, . . . , αn; t),
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donde las αj son constantes de integración. Sustituyendo en la ecuación (2.7)
obtenemos n ecuaciones de la forma:

Hi

(
qj;

∂Fj

∂qj

; α1, . . . , αn; t

)
+

∂Fi

∂t
= 0.

Si el Hamiltoniano depende expĺıcitamente del tiempo se puede realizar la
transformación Fi(qj; α1 . . . αn; t) = Wi(qj; α1, . . . , αn)−αit, obteniendo aśı n
ecuaciones de la forma

Hi

(
qi;

∂Wj

∂qi

; α1, . . . , αn

)
= αi, i = 1, . . . , n. (2.8)

Cada una de las ecuaciones (2.8) solo contiene la coordenada qi y la derivada
parcial de Wi con respecto a qi, estas son un conjunto de n ecuaciones difer-
enciales de primer orden no acopladas que se pueden reducir a cuadraturas,
un sistema con estas caracteŕısticas se dice que es completamente separable.

2.2. Variables de ángulo acción

2.2.1. Un grado de libertad

En diversas situaciones es de especial importancia en la f́ısica estudiar
sistemas que son periódicos, existen dos tipos de movimientos periódicos en
los cuales estamos interesados:

El primer tipo de periodicidad es cuando el sistema mecánico forma
una trayectoria cerrada en el espacio fase, a este tipo de periodicidad
le llamaremos libración. Un ejemplo de ello son las trayectorias eĺıpti-
cas correspondientes a diferentes enerǵıas del oscilador armónico en el
espacio fase.

El segundo tipo de movimiento periódico es cuando p es función periódi-
ca de q con periodo q0, entonces llamaremos a este movimiento una
rotación. El ejemplo clásico de este tipo de periodicidad es el de un
cuerpo ŕıgido rotando alrededor de un eje, siendo en este caso q el
ángulo de rotación.

Existen sistemas f́ısicos en donde se presentan los dos casos de periodici-
dad, por ejemplo el péndulo simple, en donde el movimiento de libración se
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da cuando el péndulo oscila entre −θ y θ (siendo θ el ángulo formado por la
masa pendida y la vertical) medido y el movimiento de rotación se da cuando
el péndulo rota alrededor de su centro. Para este tipo de problemas es conve-
niente realizar una variación al procedimiento de solución mencionado de la
sección anterior. La constante de integración α (en el caso de una solo grado
de libertad) que aparece en la ecuación de Hamilton-Jacobi es remplazada
por una nueva variable, J , llamada acción, definida como:

J =
∮

pdq, (2.9)

en donde la integral se realiza sobre un periodo de libración o rotación. Para
un sistema conservativo α1 ≡ H = H(J), la función caracteŕıstica de Hamil-
ton se puede escribir como W = W (q, J).

De la teoŕıa de transformaciones canónicas la correspondiente coordenada
generalizada ω conocida como la variable de ángulo es definida por: ω = ∂W

∂J

y la correspondiente ecuación de movimiento es:

ω̇ =
∂H(J)

∂J
= ν(J). (2.10)

Pero ν es independiente del tiempo por lo que la solución inmediata es

w = νt + β. (2.11)

La importancia de estas nuevas variables consiste en que ν es directamente
la frecuencia asociada con el periodo de movimiento de q y no es necesario
encontrar la solución completa del sistema para obtener información sobre el
movimiento.

2.2.2. Sistemas completamente separables

Para sistemas completamente separables, las ecuaciones de la transfor-
mación canónica tienen la forma:

pi =
∂Wi(qi; α1....αn)

∂qi

,

por lo que pi = pi(qi; α1....αn), donde las αi son constantes de integración.
Podemos definir variables de ángulo acción, cuando las proyecciones de las
órbitas de movimiento en cada plano (qi, pi) (a tales curvas las denotaremos
por Ci) describen movimientos de rotación o de libración.
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En analoǵıa con el caso unidimensional, definimos las acciones

Ji =
∮

pidqi =
∮ ∂Wi

∂qi

dqi, i = 1, . . . , n, (2.12)

donde la integral se toma sobre un periodo en la proyección del plano (qi, pi).
Puesto que qi es la variable de integración, Ji es una función de las n con-
stantes de integración que aparecen en la ecuación de Hamilton-Jacobi. De-
bido a la independencia de los pares (qi, pi) se pueden poner las αi en términos
de las Ji, por lo que la función caracteŕıstica W se puede escribir en la forma:

W = W (q1..., qn; J1..., Jn) =
∑

j

Wj(qj; J1..., Jn).

Si además el Hamiltoniano solo depende de las Ji (esto es a lo que se le
denomina un sistema completamente integrable, es decir un sistema com-
pletamente separable y periódico en cada plano (qi, pi)), este sistema de n
grados de libertad define n constantes de movimiento Ji.

Similarmente al caso unidimensional podemos definir mediante las ecua-
ciones de transformación la variable ángulo ωi como:

ωi =
∂W

∂Ji

=
n∑

j=1

∂Wj(qj; J1..., Jn)

∂Ji

Nótese que ωi = ωi(q1..., qn; J1..., Jn) y satisface la ecuación de movimiento:

ω̇i =
∂H(J1..., Jn)

∂Ji

= νi(J1..., Jn)

Debido a que las νi son constantes en el tiempo, la solución de la ecuación
de movimiento anterior es:

ωi = νit + βi. (2.13)

Se puede demostrar que las νi corresponden a la frecuencias del movimien-
to en la proyección en el plano correspondiente a (qi, pi). Para el caso del
movimiento de libración, donde cada (qi, pi) regresan a su valor inicial, las
coordenadas generalizadas qk pueden ser representadas en series de Fourier
múltiple en términos de las variables de ángulo ωi:

qk(t) =
∑
m

a(k)
m e2πim·w =

∑
m

a(k)
m e2πim·(vt+b), (2.14)
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donde w representa un vector con componentes w = (ω1, ω2..., ωn) y sim-
ilarmente m = (m1,m2, .., mn), con mi enteros, v = (ν1, ν2, ..., νn) y b =
(β1, β2, ..., βn). Para el caso de rotación la variable qk no regresa a su valor
inicial, pero se puede hacer que regrese a su valor inicial restándole la canti-
dad que avanzó después de m periodos: qmk(t) = qok(νkt+βk), con qok siendo
la cantidad que avanza en un solo periodo.

También se puede encontrar una expresión para las coordenadas en el caso
rotacional haciendo también un desarrollo en series de de Fourier y tratar este
caso como una libración:

qk(t) = qmk(t) +
∑
m

a(k)
m e2πim·(vt+b). (2.15)

Cabe destacar que el hecho de que aunque cada proyección del movimiento
en el plano (qk, pk) sea periódico esto no necesariamente implica que qk(t)
sea periódico en t, de hecho la ecuación (2.14) solo remarca el hecho de que
qk es cuasiperiódica. Aunque puede darse el caso en el que las diferentes
frecuencias sean conmensurables es decir que cada una sea múltiplo racional
de la otra, esto es:

m · v = 0. (2.16)

Para esta situación, en el caso libracional se tienen trayectorias cerradas y
qk(t) es periódico en el tiempo.

Algo bastante interesante de los sistemas integrables es que se puede
encontrar una transformación canónica que lleve de las variables (qi, pi) a
(q′i, p

′
i) en donde las nuevas trayectorias cerradas C ′

i en los planos (q′i, p
′
i)

son ćırculos, es decir cada trayectoria Ci es continuamente deformadas en
ćırculos Si. Las nuevas frecuencias ν ′i asociadas con los ćırculos permanecen
invariantes ante tales transformaciones. Esto se debe a que Ji definida por
la Ec. (2.12) es igual al área que sustenta la curva cerrada de integración
(por el teorema rotacional de Stokes). Como el volumen es invariante ante

transformaciones canónicas también lo son las Ji por lo que νi = ∂H( bfJ)
∂Ji

también son invariantes ante tales transformaciones. Un ejemplo de ello es el
oscilador armónico H(q, p) = p2

2m
+ 1

2
mω2q2. Si realizamos la transformación

canónica p′ = p√
2mω

, q′ = q
√

mω
2

, en vez de tener elipses correspondientes

a diferentes enerǵıas obtenemos ćırculos de radio
√

J y las frecuencias ν
permanecen invariantes. Bajo esta situación se tiene que el movimiento en el
espacio fase toma lugar sobre la superficie de un toro n dimensional: T n =
S1 × · · · × Sn, donde las cruces indican productos directos entre los toros de
dimensión 1 (ćırculos), Si.
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2.3. Teoŕıa canónica de perturbaciones

La gran mayoŕıa de los problemas mecánicos en la práctica no se pueden
resolver de manera exacta, de hecho son muy poco los problemas que tienen
solución exacta, por ejemplo el problema de dos cuerpos. Incluso para el
problema de tres cuerpos ya no se tiene solución exacta y se tiene que trabajar
en forma numérica o perturbativa (si alguna de las masas es pequeña en
comparación con las otras dos o bajo alguna otra aproximación).

Bajo ciertas condiciones cuando el sistema se halla pròximo a un caso in-
tegrable el problema consiste en encontrar solución aproximada a un sistema
cuyo Hamiltoniano se puede expresar en la forma:

H(ξ, t) = H0(ξ, t) + εH1(ξ, t), (2.17)

donde, ξ = (q, p), es un punto en el espacio fase y H0 es el Hamiltoniano
no perturbado y del cual se conocen las soluciones q = q(t) y p = p(t), ε
es el parámetro de perturbación. Para los fines de esta tesis solo consider-
aremos perturbaciones en sistemas integrables, si se requiere más información
consultar [13].

2.3.1. Sistemas integrables con un grado de libertad

Supongamos que el sistema no perturbado es un sistema integrable, esto
es, que admite una transformación canónica en variables de ángulo acción
(φ0,J0). El nuevo Hamiltoniano sin perturbar K0 esta dado por:

K0(J0) = H0(ξ(φ0, J0)). (2.18)

A través de esta transformación canónica ξ = ξ(φ0, J0) y podemos reescribir
H en términos de las nuevas variables (φ0, J0):

K(φ0, J0) = H(ξ(φ0, J0)) = K0(J0) + εK1(φ0, J0), (2.19)

donde K1(φ0, J0) = H1(ξ(φ0, J0)).
En principio, uno espera que si se perturba a un sistema integrable, el

sistema que resulte sera también integrable si ε es suficientemente pequeña,
esto es debido a que se espera que, cuando la perturbación se enciende, los
toros sobre los cuales se da el movimiento en el espacio fase solo se defor-
man un poco. En general esto no es cierto como se verá mas adelante, pero
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haremos la suposición de que el sistema perturbado (con Hamiltoniano H)
es integrable. El sistema perturbado tiene sus propias variables de ángulo-
acción (φ, J) y por tanto deben de existir transformaciones canónicas que
nos lleven de (q, p) a (φ, J) ó a (φ0, J0):

E(J) ≡ K(φ0(φ, J), J0(φ, J)). (2.20)

Sea S(φ0, J) la función generadora del tipo 2 [13] de la transformación
canónica (φ, J) = (φ(φ0, J0), J(φ0, J0)). Desarrollemos S en serie de potencias
de ε:

S(φ0, J) = φ0J + εS1(φ0, J) + ε2S2(φ0, J) + · · · , (2.21)

donde el término φ0J corresponde a la transformación canónica identidad y el
problema consiste en encontrar Sk en términos de φ0 y J . Para ello hagamos
una expansión de φ0 y J0 en términos de potencias de ε:

φ0 = φ + εφ1 + ε2φ2 + · · · , (2.22)

J0 = J + εJ1 + ε2J2 + · · · , (2.23)

donde tanto φk como Jk son funciones de φ y de J . Utilizando el hecho de
que:

φ =
∂S

∂J
, (2.24)

J0 =
∂S

∂φ0

, (2.25)

obtenemos que φk = −∂Sk

∂J
y Jk = ∂Sk

∂φ0
. Insertando los resultados obtenidos

en las ecuaciones (2.22) y (2.23) se tiene:

J0 = J + ε
∂S1

∂φ0

+ ε2∂S2

∂φ0

+ · · · , (2.26)

φ = φ0 + ε
∂S1

∂J
+ ε2∂S2

∂J
+ · · · .

La ecuación (2.20) también puede ser desarrollada en serie de potencias para
obtener aproximaciones sucesivas para E(J):

E(J) = E0(J) + εE1(J) + ε2E2(J) (2.27)

= K(φ0((φ, J), J0(φ, J)) = K0(J0) + εK1(φ0, J0).
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Se requiere tener cuidado con esta ecuación ya que existe una relación entre
J y J0 que también depende de potencias de ε. Expandiendo K en serie de
Taylor en J0 alrededor de J , obtenemos

K(φ0, J0) = K(φ0, J) +
∂K

∂J
(J0 − J) +

1

2

∂2K

∂J2
(J0 − J)2 + · · · . (2.28)

Utilizando las Ecs. en (2.26) obtenemos, después de agrupar términos,

K(φ0, J0) = K0(J) + ε

(
K1(φ0, J) +

∂S1

∂φ0

∂K0

∂J

)
+ · · · . (2.29)

Los términos del desarrollo de E(J) se pueden obtener sustituyendo (2.29)
en (2.27) e igualando los coeficientes de la misma potencia en ε:

E0(J) = K0(J) (2.30)

E1(J) = K1(φ0, J) +
∂K0

∂J

∂S1

∂φ0

≡ K1(φ0, J) + ν0(J)
∂S1

∂φ0

, (2.31)

donde se ha usado el hecho ∂K0

∂J
= ∂E0

∂J
≡ ν0(J) con ν0(J0) la frecuencia del

sistema no perturbado.
Se puede demostrar que cada Sk es una función cuasiperiódica de φ0

Sk(φ0, J) =
∞∑

m=−∞
Rk(J ; m)eimφ0 , k 6= 0 (2.32)

En la ecuación (2.29) tenemos dos funciones desconocidas E1(J) y S1. Para
poder determinar alguna de las dos necesitamos otra ecuación; esta se puede
obtener promediando la ecuación (2.29) alrededor de un ciclo y recurriendo
al hecho de que Sk es cuasiperiódica:

〈
∂Sk

∂φ0

〉
≡ 1

2π

∫ 2π

0

∂Sk

∂φ0

dφ0 = 0, (2.33)

por lo que:

E1(J) = 〈K1〉 =
1

2π

∫ 2π

0
K1(φ0, J)dφ0 . (2.34)

Insertando (2.34) en (2.29) obtenemos una ecuación para S1:

∂S1

∂φ0

=
〈K1〉 −K1

ν0

. (2.35)
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Para nuestros fines es suficiente la aproximación a primer orden; para obtener
los términos de orden superior se sigue el mismo procedimiento. Una vez
obtenida Ek(J) se puede obtener la frecuencia perturbada al mismo orden a
través de νk = ∂Ek

∂J
. En ocasiones esta información es suficiente pero podemos

ir mas allá encontrando la solución en términos de las variables ξ a orden
k, lo único que tenemos que hacer es lo siguiente: una vez obtenido S(φ0, J)
a orden k, se utiliza para encontrar (φ(φ0, J0), J(φ0, J0)) y como conocemos
ξ(φ0, J0) se puede utilizar para encontrar ξ(φ, J), todo a orden k; ya que
φ(t) = νt + φ(0) y J es una constante de movimiento, podemos obtener
ξ = ξ(t) a orden k.

2.3.2. Sistemas integrables con varios grados de liber-
tad

De forma similar al procedimiento seguido en la sección anterior, suponemos
que el Hamiltoniano se puede escribir como H(ξ) = H0(ξ) + εH1(ξ) con
ξ = (q1, q2, . . . , qn, p1, . . . , pn), también suponemos que el sistema represen-
tado por H0 (sistema no perturbado) es integrable por lo que acepta una
representación en variables de ángulo acción φ0 ≡ (φ01, φ02, . . . , φ0n) y J0 ≡
(J01, J02, . . . , J0n). Suponemos además, como en el caso de un solo grado de
libertad, que el sistema perturbado, H, es integrable y consecuentemente
admite sus propias variables de ángulo acción (φ,J). El Hamiltoniano per-
turbado es escrito en la forma (2.27) y cálculos similares a los realizados en
la sección anterior nos llevan a las ecuaciones análogas a (2.31) para el caso
de varios grados de libertad:

E0(J) = K0(J),

E1(J) = K1(φ0,J) +
∑

i

ν0i(J)
∂S1

∂φ0i

. (2.36)

El promedio de una función f(φ0,J) tomado sobre las n variables φ0i se
define como

〈f〉 (J) ≡ 1

(2π)n

∫ 2π

0
dφ01

∫ 2π

0
dφ02 · · ·

∫ 2π

0
dφ0nf(φ0,J). (2.37)

Similar al caso de un solo grado de libertad también se tiene que
〈

∂S1

∂φ01

〉
= 0.

Al promediar la ecuación (2.36) se obtiene E1(J) = 〈K1〉 que al ser sustituido
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en esta misma igualdad se tiene

∑

i

ν0i
∂S1

∂φ0i

= 〈K1〉 −K1, (2.38)

donde K y K1 y sus promedios son funciones conocidas. El lado derecho de
la ecuación (2.38) se puede desarrollar en series de Fourier:

〈K1〉 −K1 =
∑
m

Rm(J)eim·φ0 , (2.39)

donde m = (m1,m2, . . . , mn) siendo mi enteros y m · φ0 ≡ ∑n
i miφ0i. Los

coeficientes Rm en principio pueden ser calculados y estan dados por

Rm =
1

(2π)n

∫ 2π

0
dφ01

∫ 2π

0
dφ02 · · ·

∫ 2π

0
dφ0n (〈K1〉 −K1) e−im·φ0 . (2.40)

También S1 se puede desarrollar en series de Fourier:

S1 =
∑
m

G1(J;m)eim·φ0 . (2.41)

Sustituyendo las Ecs. en (2.39) y (2.41) en la Ec. (2.38) y utilizando la inde-

pendencia lineal de el conjunto de funciones eim·φ0 se obtiene

G1(J;m) =
Rm(J)

i(ν0 ·m)
, (2.42)

donde ν0 = (ν01, ν02, . . . , ν0n) es el conjunto de frecuencias del sistema no

perturbado, las cuales están definidas por ν0i = ∂E(J)
∂Ji

.
La ecuación (2.42) es una expresión explicita para los coeficientes de

Fourier de S1, con la caracteŕıstica de que tienen una singularidad, ya que
para algún conjunto de enteros m, el denominador se puede anular: ν0·m = 0.
En este caso la teoŕıa de perturbaciones no se puede aplicar y por tanto el
sistema no perturbado no puede ser descrito por variables de ángulo ac-
ción. Cuando las frecuencias νi son conmensurables, existe una m tal que
ν0 · m = 0, por lo que S1 se vuelve infinito. Aún cuando las frecuencias
no sean conmensurables, el denominador de la ecuación (2.42) puede ser
pequeño por lo que S1 se vuelve grande y la teoŕıa de perturbaciones solo
funcionará para valores de ε suficientemente pequeño. Sistemas con frecuen-
cias conmensurables o resonancias se les denomina sistemas degenerados.
Cuando la teoŕıa de perturbaciones funciona los toros del sistema no pertur-
bado solo son deformados ligeramente cuando la perturbación se enciende,
pero si el sistema es degenerado los toros no solamente se distorsionan, sino
que se pueden romper por completo, esto se discutirá mas adelante.
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2.4. Secciones de Poincaré

Sea ξ(t, ξ0) la solución a las ecuaciones de Hamilton de un sistema inte-
grable que definen curvas integrales sobre la superficie de un toro T n en el
espacio fase, con ξ0 la condición inicial del sistema. La sección de Poincaré es
un hiperplano P de dimensión (n−1) que intersecta transversalmente al toro
en el punto (t0, ξ0) ≡ p1 ∈ P .

Después de que la curva integral intersecta al plano P en el punto p1, esta
recorre la superficie del toro y se vuelve a intersectar con el plano P en un
punto p2 y aśı sucesivamente formando un conjunto de puntos en P , en esta
forma el sistema dinámico define un mapeo discreto φ : P 7→ P que env́ıa p1

a p2 y de forma general pk a pk+1:

pk+1 = φ(pk) (2.43)

La imagen de un punto p ∈ P bajo aplicaciones sucesivas de φ es análo-
go a las curvas integrales de un sistema dinámico continuo. Al conjunto de
imágenes en P se le llama mapa de Poincaré. A pesar de que el mapa de
Poincaré restringe la dinámica continua del sistema, provee información útil
acerca del sistema dinámico y de su comportamiento, además de que se tiene
la ventaja de trabajar en un espacio de (n − 1) dimensiones en vez de uno
de n.

Se pueden obtener mucha información de interés a partir del análisis del
mapa de Poincaré. Por ejemplo, si φ(pf ) = pf entonces tenemos que la curva
integral es una trayectoria cerrada, al punto pf que cumple esta condición
se le denomina punto fijo del mapeo φ y se puede estudiar la estabilidad o
inestabilidad de este punto [15].

2.5. Teorema adiabático

Supongamos que tenemos un sistema integrable en un grado de libertad,
cuyo Hamiltoniano es:

H(q, p, λ), (2.44)

donde λ es un parámetro constante, entonces las variables de ángulo ac-
ción dependen del valor de λ. Si λ es remplazado por una función dependi-
ente del tiempo t, el sistema no sera en general completamente integrable,
pero si se usa el método usual para encontrar las variables de ángulo ac-
ción (J(q, p, λ(t)), φ(q, p, λ(t))) estas serán función del tiempo a través de λ
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y por consiguiente J ya no será una constante de movimiento. Sin embargo
si λ = εt con 0 < ε << 1 vaŕıa muy lentamente en el tiempo J se mantiene
casi constante por lo cual se a J se le llamara invariante adiabático. Más
espećıficamente si λ cambia una cantidad ∆λ en un tiempo ∆T el cambio
en J , ∆J será aproximadamente proporcional a ∆λ

∆T
. La demostración del

teorema adiabático puede encontrarse en [11]. A continuación aplicaremos
este resultado a un caso particular, cuyo resultado será importante para el
desarrollo de cap̀ıtulos posteriores.

2.5.1. Part́ıcula rebotando en una cavidad 2D

Consideremos una part́ıcula que está rebotando dentro de una cavidad
bidimensional con paredes curvas cuyas rectas tangentes en cada punto tienen
pendientes pequeñas: |m| << 1, siendo m la pendiente de la recta tangente,
T , (ver Fig. 2.1). Si lanzamos una part́ıcula con un ángulo inicial θi que
rebota especularmente con la pared (el ángulo de incidencia es igual al ángulo
reflejado, siendo el plano de incidencia la recta tangente). Tenemos que el
ángulo reflejado es:

θf = π + 2 arctan(m)− θi. (2.45)

Definimos ε1 ≡ arctan(m) << 1, ya que m es pequeña. Consideremos ahora

D(x)

T

θi θf
N

Figura 2.1: Figura que muestra los rebotes en una cavidad 2D.

el caso en el que θi = π
2
− ε2, con ε2 << 1, esto es es casi un ángulo recto.

Entonces, debido a la Ec. en (2.45), θf también es cercano a π
2
, esto es θf =

π
2

+ ε3 con ε3 = ε1 − ε2 << 1.
Sea ẏi = sen θi y ẏf = sen θf las velocidades normalizadas en y antes y

después del choque, entonces por las consideraciones anteriores:

ẏi = cos ε2,
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ẏf = cos ε3. (2.46)

Tenemos que el cambio en la acción J , antes y despues del choque, normal-
izada por la velocidad, esta dado por:

4J = Jf − Ji = 2ẏfD(x +4x)− 2ẏiD(x). (2.47)

Con 4x << 1 y D(x) es la distancia entre la pared superior e inferior en
el punto x (ver Fig. 2.1). Desarrollando todos los términos que contienen
variables pequeñas en potencias tenemos que:

4J ≈ 2

(
1− ε2

2

2

)
D(x)− 2

(
1− ε2

3

2

) (
D(x) +

dD(x)

dx
4 x

)
. (2.48)

Manteniendo términos hasta orden ε2,

4J ≈ (ε2
3 − ε2

2)D(x). (2.49)

Por lo, que para un rebote, la acción J , se convierte en un invariante adiabático
siempre y cuando D(x) sea lo suficientemente estrecho. Si se mantiene a lo
largo de los rebotes que ẏ >> ẋ, entonces J permanecerá casi contante para
muchos rebotes o incluso para siempre, dependiendo de la geometŕıa del
canal.

2.6. Caos en sistemas Hamiltonianos

En general la palabra caos se asocia con el concepto de desorden. Dentro
de la mecánica clásica, caos se refiere a sistemas deterministas que son alta-
mente sensibles a las condiciones iniciales. La evolución en el espacio fase de
las curvas integrales de un sistema dinámico correspondiente a condiciones
iniciales arbitrariamente cercanas, terminan divergiendo exponencialmente
en una vecindad que contenga a las condiciones iniciales, aún para tiempos
pequeños. Debido a esta sensibilidad a las condiciones iniciales, se tiene una
dinámica irregular en el espacio fase.

A los sistemas dinámicos que para pequeñas variaciones de las condiciones
iniciales en el espacio fase solo generan pequeños cambios en el movimiento
sobre escalas de tiempo pequeñas se les denomina sistemas regulares. Existen
varios ejemplos de estos sistemas: el oscilador armónico, el péndulo etc.

Lo que a nosotros nos interesa es observar como surge la dinámica caótica,
cuando a un sistema que es integrable se le agrega una pequeña perturbación
no integrable.
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2.6.1. Teorema de Poincaré-Birkhoff

En la Secc. 2.3.2 vimos que la teoŕıa de perturbaciones falla cuando ten-
emos frecuencias conmensurables según la ecuación (2.42). Esto significa que
el toro del sistema no perturbado sobre el cual se encuentran las curvas
integrales en el espacio fase se romperá aún para valores muy pequeños del
parámetro de perturbación ε. Queda la pregunta de que en que se romperá ese
toro o a que dará lugar conforme la perturbación crece. La respuesta la es-
tablece el Teorema de Poincaré-Birkhoff. Primeramente definimos a los toros
caracterizados por frecuencias conmensurables como toros racionales y los
caracterizados por frecuencias no conmensurables como toros irracionales.

En la literatura dedicada a sistemas dinámicos y caos, para discutir el
teorema de Poincaré-Birkhoff usualmente recurren como ejemplo al de un
objeto f́ısico, que está rotando alrededor de un eje fijo, al que se golpetea con
una fuerza impulsiva periódica de magnitud y dirección fija, llamado el rotor
golpeteado [11]. Este sistema da origen al mapeo estándar al cual denotamos
como Zε, con ε el parametro perturbativo y la perturbación proporcional a
la fuerza aplicada: Zε : (φn, Jn) 7→ (φn+1, Jn+1), con

φn+1 = (φn + Jn) mod 2π,

Jn+1 = ε sen φn + Jn,

donde, tanto como la variable φ como la acción J son periódicas con periodo
2π.

El teorema de Poincaré-Birkhoff establece que, una vez que se enciende
la interacción perturbativa, los toros racionales del sistema integrable se em-
pezarán a romper en trayectorias alrededor de una secuencia alterna de n
puntos fijos eĺıpticos y n puntos fijos hiperbólicos del mapeo. Alrededor de
cada punto eĺıptico habrá un conjunto de órbitas eĺıpticas y alrededor de
cada punto hiperbólico habrá órbitas hiperbólicas, conectando las variedades
estables e inestables de los puntos silla. Conforme la perturbación crece es-
tas órbitas eĺıpticas se romperán nuevamente en una secuencia alternada de
órbitas eĺıpticas e hiperbólicas y aśı sucesivamente.

Una variedad estable W s de un punto hiperbólico fijo pf consiste en el
conjunto de puntos que están en la sección de Poincaré (x ∈ P ) para los
cuales Zk

ε : x → pf en el ĺımite cuando k → ∞, de forma similar una
variedad inestable W i de pf esta formada por el conjunto de puntos x ∈ P
para los cuales Z−k

ε : x → pf en el mismo ĺımite, donde k indica que el
mapeo Zε se aplica k veces. Se puede demostrar, debido a que el mapeo Zε
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es invertible, que W s y W i correspondientes al mismo punto fijo pf no se
pueden intersectar ellas mismas pero si se puede intersectar una con la otra.
Mas aún, variedades estables no se pueden intersectar con variedades estables
de otros puntos fijos y de forma similar para las inestables, pero W s y W i

si se pueden intersectar independientemente de a que punto fijo pertenecen.
Esto da lugar a las marañas homocĺınicas y por último a la dinámica caótica.
En el caso que estamos tratando de un grado de libertad las variedades W s

y W i representan curvas en la sección de Poincaré bidimensional.
La dinámica caótica siempre empezará en una región localizada del es-

pacio fase ya que debido a que (2.5) tiene solución única cuando se imponen
condiciones iniciales. Las curvas integrales cercanas a las marañas homo-
cĺınicas no pueden cruzarse con las curvas integrales correspondientes a los
toros irracionales que no han sido destruidos que forman una dinámica reg-
ular. Es claro que los toros irracionales que estén mas cercanos a tener una
frecuencia racional serán destruidos más rápidamente que los toros que se en-
cuentran mas lejos conforme la perturbación crece. Pero si queremos saber,
aplicada una perturbación medida por el parámetro ε, que toros irracionales
sobreviven, la respuesta la establece el teorema KAM.

2.7. Teorema KAM

Recordemos que estamos tomando en cuenta un Hamiltoniano de la forma
H(ξ) = H0(ξ) + εH1(ξ), con H0 integrable. A diferencia del Teorema de
Poincaré-Birkoff, el teorema de KAM (Kolmogorov, Arnold, Moser) puede
extenderse a varios grados de libertad y uno de sus grandes logros es mostrar
que para una ε suficientemente pequeña y bajo ciertas condiciones la teoŕıa
de perturbaciones converge a todos los ordenes.

Primero supongamos que det | ∂ν0i

∂J0j
| 6= 0 es decir ν0(J) es invertible al

menos localmente; esta condición implica que cada ν0i define un único toro.
Segundo, sean ν0 frecuencias incomensurables, esto es |ν0 · m| > 0 para
un vector m con componentes enteras diferentes de cero; |ν0 · m| puede
ser arbitrariamente pequeña causando problemas para la convergencia de
la teoŕıa de perturbaciones. Una forma de lidiar con esto es imponiendo la
condición diofantina débil (CD) definida por:

|ν0 ·m| ≥ γ(ε)|m|−k, (2.50)

donde γ y k > n son constantes positivas, por lo que el teorema KAM no trata
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todas las frecuencias inconmensurables solo aquellas que satisfacen la CD. Lo
que muestra el teorema de KAM es que para ε suficientemente pequeña y
para frecuencias ν0 que satisfagan la CD, la ecuación (2.27) converge a un
Hamiltoniano integrable al igual que todas las cantidades desarrolladas en
series de ε de la sección (2.3), esto significa que los toros caracterizados por
esta frecuencias ν0 solo serán deformados ligeramente por la perturbación
εH1.

Cabe mencionar que el teorema KAM no menciona para que valor máximo
de ε funciona ni tampoco da γ(ε), lo único que se sabe es que conforme ε
crece γ disminuye y viceversa.
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Caṕıtulo 3

Propiedades baĺısticas de
transporte en túneles con
ondulaciones

Como se mencionó en la introducción, el régimen baĺıstico juega un papel
fundamental a bajas temperaturas. Aunque existen diversos trabajos que es-
tudian las propiedades de transporte en este régimen, solo tratan con canales
con una pared plana y una ondulada [9, 16, 17], pero en ninguno de estos
trabajos se estudia las propiedades de transporte con dos paredes onduladas.
Cuando se estudian propiedades de transporte desde el punto de vista cuánti-
co, la mayoŕıa de los art́ıculos tratan con dos paredes rugosas, en donde los
efectos dispersivos de las fronteras forman un papel importante en los proce-
sos de transporte [18, 10].

Nuestro propósito es estudiar las propiedades de transporte en el régimen
baĺıstico de electrones viajando en un túnel bidimensional con la pared su-
perior e inferior caracterizadas por funciones sinusoidales. Estas propiedades
estarán definidas por la separación promedio entre las paredes, la diferencia
de fase entre ellas y la amplitud de la onda. También analizaremos el papel
que juega la dinámica caótica y regular en dichas propiedades de transporte.

El caso de un túnel definido por una pared seno y una plana (canal semi-
plano) es estudiado en [9] en donde también se analizan las propiedades de
transporte clásicas y se propone un criterio para distinguir entre la dinámica
caótica de la dinámica regular midiendo la resistencia clásica. Además, usan-
do el prototipo de este canal como una gúıa de onda semiconductora, se ha
propuesto una forma de construir microlaseres con alta emisión direccional
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[23] y recientemente se han construido tales microlaseres obteniéndose al-
gunos resultados experimentales preliminares [4], un análisis cuántico de tal
sistema se encuentra en [19] en donde se discute la correspondencia clásica
y cuántica con la ayuda de las secciones de Poincaré cuánticas para altas
enerǵıas.

En vez de trabajar en un canal con una pared plana y una sinusoidal,
trabajaremos con dos paredes sinusoidales ya que estamos principalmente
interesados en observar como afecta el cambio de fase a la dinámica del
sistema y que nuevas aportaciones se pueden dar con este nuevo sistema con
respecto a lo que ya se ha anteriormente estudiado, a parte de los resultados
teóricos, uno de los objetivos principales es ver si se puede incrementar la
potencia de los microlaseres contruidos con el canal semiplano.

Un aspecto importante es que el canal semiplano es equivalente a nue-
stro canal para cuando las paredes estan desfasadas por π radianes, esto es,
se puede demostrar con argumentos meramente geométricos. Para ello con-
sideremos una part́ıcula que rebota entre la pared de arriba y la de abajo.
Definamos una secuencia de choques, para el canal semiplano, con la pared
de arriba p′n = (x′n, y

′
n), n = 1, 2, . . . (siendo estos los puntos de contacto

entre la part́ıcula y la pared) y una part́ıcula rebotando en nuestro canal que
define una secuencia de choques con la pared de arriba pn = (xn, yn). Es fácil
de observar que se cumple la siguiente relación:

p′2n = pn n = 1, 2, . . . (3.1)

Los puntos para n impar coinciden con los choques de la pared sinusoidal
de abajo, pero estos puntos son precisamente los puntos simétricos, respecto
del eje x de los puntos de la pared de arriba del caso semiplano. Conse-
cuentemente nuestro sistema es una generalización del canal semiplano, ya
que contiene a este como caso particular.

3.1. Descripción del canal

Consideremos un canal ondulado con paredes superior e inferior determi-
nadas respectivamente por las ecuaciones:

y1 = b + a sin 2πx

y2 = −b + a sin 2π (x + r) , (3.2)
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en donde en vez de utilizar las variables reales del canal (ver fig 3.1), uti-
lizamos variables adimensionales x = X

l
, y = Y

l
, b = B

l
, a = A

l
, L = L′

l
,

donde l es la longitud de un periodo, L′ el largo del canal, B la mitad de
la anchura promedio del canal, y A la amplitud de las oscilaciones. Cabe
mencionar que tanto la pared inferior, como la superior tienen la misma am-
plitud A y longitud l y en lo único que difieren es en la fase relativa r que se
tomará como uno de los parámetros a variar. Como primer paso en nuestro

y

A

x2B y0

l

α0

r

Figura 3.1: canal ondulado

análisis, nos interesa observar la evolución de la trayectoria de una part́ıcula
que es lanzada con condiciones iniciales (x0, y0, α0) conforme esta va chocado
elásticamente con las paredes y la part́ıcula rebota de forma especular (el
ángulo de incidencia es igual al ángulo reflejado con respecto a la normal del
plano de incidencia, que en este caso corresponde a la recta tangente al punto
donde choca la part́ıcula). Es importante mencionar que no existen fuerzas
externas a este sistema por lo que la part́ıcula se comporta como part́ıcula
libre, excepto en los puntos de colisión.

Para nuestro análisis, es suficiente conocer el conjunto discreto de puntos
(xn, αn), donde xn es la posición en x de la part́ıcula en el n-ésimo choque
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con la pared superior y αn es el ángulo medido desde la horizontal con el
que sale la part́ıcula justo después del n-ésimo choque con la pared superior.
Este conjunto de puntos forman un mapeo discreto que solamente se puede
analizar en forma numérica.

Tomando en cuenta que los choques de la part́ıcula con las paredes son
especulares, el mapeo es el siguiente

αn+1 = 2Rn+1 − 2Sn + αn,

2b + asen(2πxn+1) = (xn+1 − x∗n) tan γn + a sen( 2π(x∗n + r)), (3.3)

donde γn es el ángulo medido respecto a la horizontal con el que sale la
part́ıcula despues del n-ésimo choque con la pared inferior, x∗n es la posición
en la dirección x de la part́ıcula en el n-ésimo choque con la pared inferior,
tan Rn (tan Sn) es la pendiente de la recta tangente a y1 (y2) en el punto xn

(x∗n). Estas variables están dadas por las siguientes ecuaciones:

γn = π − αn + 2Sn,

Rn = tan−1(
dy1

dx
)
∣∣∣∣
xn

,

Sn = tan−1(
dy2

dx
)
∣∣∣∣
x∗n

,

−2b + asen(2π(x∗n + r)) = (x∗n − xn) tan αn − a sen 2πxn.

Cabe mencionar que el mapeo en (3.3) no toma en cuenta la posibilidad
de rebotes multiples en las paredes. Estamos interesados en el análisis de
dos tipos de canales: un canal amplio caracterizado por b > 1 y un canal
estrecho caracterizado por b < 1. Para los cálculos numéricos utilizaremos
un canal amplio con b = 2.5 y un canal estrecho con b = 0.1, en los cuales los
parámetros a variar serán dos: la fase r y la amplitud a. Se lanzaran desde
x = 0, 105 part́ıculas viajando hacia la derecha con una distribución inicial
que se definirá en secciones posteriores cuando entremos en el estudio de las
propiedades de transporte.

3.2. Secciones de Poincaré

En vez de trabajar directamente con el mapeo (xn, αn), trabajaremos por
conveniencia con su equivalente: el par conjugado (xn, pn), donde pn = cosαn

es la componente en la dirección x del momento justo después de la n-ésima
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colisión con la pared superior dividido por su magnitud. Esto nos simpli-
ficará el trabajo ya que en vez de estudiar el movimiento en un espacio fase
de 4 dimensiones, trabajaremos con solo un conjunto de puntos correspon-
dientes al plano (x, px), los cuales corresponden al mapa de Poincaré. Por lo
tanto, cada vez que se lancen part́ıculas en el canal con condiciones iniciales
diferentes estas trazarán un conjunto puntos (xn, pn) diferentes e irán llenan-
do la sección de Poincaré mostrandonos la dinámica del sistema. Tomaremos
cuatro canales representativos con diferentes fases(r = 1

2
, r = 1

3
, r = 1

4
,

r = 0) y veremos como evolucionan las secciones de Poincaré a medida que
se aumenta la amplitud a.

Queremos también encontrar los puntos fijos del mapeo (xn, pn). F́ısica-
mente estos se traducen en part́ıculas que rebotan con la pared de arriba y
abajo en los mismos puntos xf y x∗f respectivamente. La condición geométri-
ca necesaria y suficiente para que existan puntos fijos, es que exista una recta
Y ∗ que intersecta a la pared de arriba en xf y a la pared de abajo en x∗f ,
en donde la pendiente de recta tangente a Y1|xf

sea igual a la pendiente de
la recta tangente a Y2|x∗

f
, además Y ∗ debe de ser perpendicular a tales rec-

tas. Consideremos el caso r = 0 donde las paredes están en fase. Primero
buscamos los puntos xf , x∗f para los cuales

dY1

dx

∣∣∣∣
xf

=
dY2

dx

∣∣∣∣
x∗

f

→ cos(2πxf ) = cos(2πx∗f ), (3.4)

donde x∗f = xf + h. Posteriormente queremos encontrar que desplazamiento
r se requiere para que Y ∗ satisfaga las condiciones de punto fijo. Realizando
algunos cálculos basados en la geometŕıa del problema se llega a

r = h− 4πba cos(2πxf ) + 2πa2 cos 2πxf ( sen 2π(xf + h)− sen 2πxf ). (3.5)

Existen 3 diferentes soluciones para h que satisfacen la igualdad en (3.4)
entre [0, 1]; estas son h = 0, h = hd, h = 1. Se puede ver gráficamente que hd

es mucho mayor que el segundo término de la parte derecha de la Ec. (3.5)
para pequeñas amplitudes a por lo que en este caso r ≈ h y r queda definida
en forma aproximada por la Ec. (3.4), regresaremos más tarde a este punto
cuando tratemos el problema en la aproximación adiabática.

3.2.1. Secciones de Poincaré para el canal estrecho

Tenemos que para pequeñas amplitudes (por ejemplo a ≈ 0.001), sin im-
portar cual es la fase relativa r entre las paredes, las secciones de Poincaré mues-
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tran una dinámica regular tipo péndulo, con trayectorias eĺıpticas y sinu-
soidales en el espacio fase (ver Figs. de 3.2a a 3.2d). Las trayectorias eĺıpti-
cas corresponden a part́ıculas atrapadas, moviéndose hacia adelante y hacia
atrás en el canal alrededor de un punto fijo estable (punto fijo eĺıptico), y
las trayectorias sinusoidales corresponden a part́ıculas no atrapadas viajan-
do indefinidamente hacia adelante (pn > 0) o indefinidamente hacia atrás
(pn < 0). Nótese que no se requiere mostrar toda la dinámica en todo el
espacio (x, px), ya que ésta es periódica. Observemos también que el tamaño
de la región de las elipses vaŕıa conforme r cambia, mientras más cercano se
este a r = 0 (paredes no desfasadas), la región de elipses tiende a hacerse
mas pequeña hasta que en r = 0 (Fig. 3.2d) prácticamente no hay part́ıcu-
las atrapadas y el comportamiento del sistema es similar al de simplemente
dos paredes planas en donde se tienen ĺıneas horizontales rectas en (x, px).
Cabe destacar que la posición de los puntos fijos eĺıpticos (xe

f ) e hiperbólicos
(xe

f ) dependen principalmente del desfasamiento r ya que como a es pequeña
r ≈ h y xf queda determinado por (3.4).

A medida que incrementamos la amplitud desde a = 0 hasta una amplitud
diferente de cero, la fase se hace patente (ej. r = 1

2
, a = 0.006), la dinámica

sigue siendo regular pero la región de elipses se vuelve cada vez más grande
incrementando aśı el número de part́ıculas atrapadas en el canal. Para el
caso de r = 0 vemos que cuando se aumenta la amplitud hasta a = 0.01
se observa ya de forma clara la región de elipses pero estas siguen siendo
pequeñas en comparación con las otras fases (ver Fig 3.3). Si incrementamos
mas la amplitud las elipses comienzan a deformarse y a ocupar una región
aún mas grande, pero ahora el rompimiento de algunas curvas KAM ya es
evidente y da lugar al comportamiento caótico de la separatriz (la curva que
divide los dos tipos de movimiento libracional y rotacional) ver Figs. 3.4a a
3.4c. Nótese que ya se puede apreciar claramente que se empiezan a formar
pequeñas islas alrededor de las elipses que no se han roto.

Las regiones caóticas no pueden extenderse debido a que existen otras
curvas KAM que no se han roto y que las limitan, por lo que no puede haber
reflexión de part́ıculas fuera de la región de elipses. Si se sigue incrementando
a se llega a una amplitud cŕıtica ac que depende de la fase en donde ya
no hay curvas KAM que prohiben la conexión entre las diferentes regiones
caóticas y lo que tenemos finalmente es una zona central de islas rodeada
por un mar caótico (ver Figs. 3.5a a 3.5d). También se puede ver regiones
de islas secundarias rodeando a las primarias en este momento ya puede
haber part́ıculas reflejadas fuera de la región de islas centrales. Se puede
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Figura 3.2: Secciones de Poincaré para canal estrecho: (a) a = 0.001, r = 1
2
;

(b) a = 0.001, r = 1
3
; (c) a = 0.001, r = 1

4
; (d) a = 0.001, r = 0.
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Figura 3.3: Sección de Poincaré para b = 0.1, a = 0.01 y r = 0.

observar además, regiones de islas secundarias rodeando a las primarias; estas
representan también part́ıculas atrapadas en el canal con órbitas cerradas de
periodo k en el espacio fase, el centro de estas islas representas puntos fijos de
periodo k (un punto fijo de periodo k es un punto fijo del mapeo en (3.3) que
en este caso representa a una part́ıcula que despues de k rebotes regresa a su
posición inicial en el espacio fase) donde el periodo esta dado por el número
de islas alrededor de la isla central; pocas condiciones iniciales tienen acceso
a estas islas.

Si se sigue incrementando la amplitud, la zona de islas centrales comienza
a destruirse al igual que las islas secundarias, hasta que llega el momento en
el cual prácticamente se tiene un régimen caótico global excepto en el caso
r = 1

2
en donde se tienen todav́ıa islas centrales de tamaño considerable aún

para cuando se cierra prácticamente el canal. Cabe destacar que conforme se
va incrementando la amplitud a, mientras más cerca se este de r ≈ 0.3 las
curvas KAM tienden a romperse de forma más rápida, esto quiere decir que
se llega de forma más rápida a tener una región regular de curvas rodeada
por un mar caótico, por el contrario mientras más se este cerca de r = 0 este
proceso se vuelve más lento.
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Figura 3.4: Secciones de Poincaré para el canal estrecho: (a) a = 0.02, r = 1
2
;

(b)a = 0.015, r = 1
3
; (c) a = 0.017, r = 1

4
; (d) a = 0.04, r = 0.
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Figura 3.5: Secciones de Poincaré para el canal estrecho: (a) a = 0.035, r = 1
2
;

(b) a = 0.03, r = 1
3
; (c) a = 0.032, r = 1

4
; (d) a = 0.065, r = 0.
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Figura 3.6: Secciones de Poincaré para el canal amplio: (a) a = 0.001, r = 1
2
;

(b) a = 0.001, r = 1
3
; (c) a = 0.001, r = 1

4
; (d) a = 0.001, r = 0.
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Figura 3.7: Secciones de Poincaré para el canal amplio: (a) a = 0.012, r = 1
2
;

(b) a = 0.0048, r = 1
3
; (c) a = 0.005, r = 1

4
,(d) a = 0.006, r = 0.
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3.2.2. Secciones de Poincaré para el canal amplio

Para el canal amplio tenemos que el régimen caótico se presenta para
muy pequeñas amplitudes (Ej. a ≈ 0.001, ver Figs. 3.6a a 3.6d) fuera de las
regiones de elipses que en este caso son más pequeñas que en el caso del canal
estrecho (Figs. 3.2a a 3.2d) en el cual se presentó una dinámica regular. Para
el caso r = 0 (Fig. 3.6d) la región de elipses prácticamente no es visible al
igual que en el caso estrecho. Si se sigue incrementando la amplitud se llega a
un valor a′c en donde prácticamente todas las curvas KAM se rompen y dan
lugar a un comportamiento caótico global (ver Figs. 3.7a a 3.7d), en donde
se llega primero a este régimen si se trabaja con r ≈ 0.33, y se llega en forma
más lenta a este régimen cuando r ≈ 1

2
.

3.3. Propiedades de transporte del canal

3.3.1. Representación en 3D del canal

Una de las propiedades de transporte de mayor interés es la transmitivi-
dad que es definida como el flujo de part́ıculas transmitidas entre el flujo
total inicial inyectado en el canal. Cabe destacar que este problema que es-
tamos tratando puede verse como la simplificación de una guia de onda en
3 dimensiones con ondulaciones. La Fig. 3.1 representa un corte longitudi-
nal del túnel (corte con un plano x = cte) y la pared superior e inferior del
canal están representado por las Ecs. en (3.2) pero ahora en un espacio de 3
dimensiones, las paredes laterales son simplemente paredes planas.

Trataremos el caso de una densidad inicial de part́ıculas constante ρ0,
pero con una distribución inicial angular dada por (3.6) [9, 17], esto se puede
ver en forma discreta, como un conjunto de part́ıculas con densidad constante
viajando a una velocidad v y lanzadas con un ángulo α1, otro conjunto de
part́ıculas con densidad constante lanzadas a un ángulo α2 con la misma
velocidad v y asi sucesivamente .

ρ(α0) = ρ0cosα0 (3.6)

Consideremos ahora el flujo de part́ıculas lanzadas a un ángulo αi que pasan
a travéz de una placa rectangular de área A:

Φ =
∫

ρv · nda (3.7)

= ρvAcosαi (3.8)
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Ahora consideremos todos los conjuntos de part́ıculas lanzadas a todos
los diferentes ángulos posibles, entonces el flujo total Φt es simplemente

Φt =
n∑

i=1

ρvAcosαi

Donde n es el número de diferentes ángulos αi. Si en vez de considerar un
conjunto discreto de part́ıculas lanzadas a diferentes ángulos consideramos
una densidad angular de part́ıculas dada por 3.6. Entonces en el continuo
tenemos que el flujo total es:

φt = vA
∫ π

2

−π
2

ρ(α)cosαdα (3.9)

=
n0

V
vA

∫ π
2

−π
2

cos2αdα (3.10)

donde ρ0 = n0

V
es el número de electrones inyectados a la derecha del canal

que usualmente es del orden de 105 electrones y V es el volumen en el cual
se encuentran las n0 part́ıculas.

Observemos que como la velocidad de las part́ıculas solo tienen compo-
nentes en x y en z y no tiene componentes en y, las part́ıculas que entren
en el plano x = cte. seguirán su movimiento en ese plano conforme rebotan
en el túnel, además todos los planos x = cte. son equivalentes, por lo tanto
el problema se reduce a un problema de particulas que rebotan en un canal
sinusoidal bidimensional (ver fig. 3.1).

Numéricamente esto se simulará distribuyendo 100 cañones uniforme-
mente a lo largo del eje y en x = 0 cada uno de los cuales lanzará 1000
part́ıculas con la distribución angular (3.6), y además trabajaremos con una
longitud de canal l = 2 medido a partir de x = 0 que será nuestra posición
inicial de cañones.

3.3.2. Canal estrecho con amplitudes pequeñas

Se puede observar a partir de las Figs. 3.2a a la 3.2d que para amplitudes
pequeñas, las part́ıculas que se encuentran atrapadas dentro del canal (la
región de elipses es la única que contribuye a la reflexividad) efectúan coli-
siones casi perpendiculares con las paredes, es decir la velocidad en y después
de cada rebote es mucho mayor que la velocidad en x (|vy| >> |vx|). Bajo

37



estas condiciones se puede hacer uso del teorema adiabático y concluir que
existe una cantidad que permanece casi constante (condición de invariancia
adiabática) a medida que la part́ıcula rebota con las paredes. Esta cantidad
es la acción definida para este caso como C = D(x)|vy| donde D(x) es la
separación entre las paredes al punto x. Tomando en cuenta la conservación
de la enerǵıa en los rebotes y la condición de invariancia adiabática es posible
ver que el movimiento en la dirección de x esta descrito por

(ẋn)2 =
2E

m
−

(
C

D(xn)

)2

, (3.11)

donde E = 1
2
mv2 y vx = ẋn, vy = ẏn, el ı́ndice n se agregó para indicar

la velocidad justo después del n-ésimo choque. El término V (x) =
(

C
D(x)

)2

puede ser interpretado como un potencial efectivo. En nuestro caso

D(x) = 2b + a sin 2πx− a sin(2π(x + r)).

Es importante observar que el potencial efectivo V (x) reproduce las regiones
de elipses que aparecen en las secciones de Poincaré (Figs. 3.2a a 3.2c) para el
canal estrecho y pequeñas amplitudes. Un caso interesante es cuando r = 0,
en donde D(x) = 2b, por lo cual V (x) predice que no hay regiones de elipses,
lo cual concuerda con los resultados numéricos mostrados en la Fig. 3.2d.

A partir de los máximos y mı́nimos de V (x) se puede obtener la posición
xf de los puntos fijos tanto hiperbólicos como eĺıpticos, con lo cual llegamos
a que estos deben satisfacer

cos 2πxf = cos 2π(xf + r). (3.12)

Es fácil ver que para r = 1
2
, los puntos fijos eĺıpticos, xe

f , e hiperbólicos,
xh

f , están localizados respectivamente en xe
f = 1

4
± n y xh

f = 3
4
± n con

n = 0, 1, 2, . . ., de hecho los puntos fijos hiperbólicos y eĺıpticos siempre
están separados por 1

2
. excepto para el caso r = 0 (esto se puede ver numéri-

camente).
Usando la condición de invariancia adiabática para dos choques distintos

xn y xm tenemos que D(xn)ẏn = D(xm)ẏm, por lo cual

(2b + a sen 2πxn − a sen 2π(xn + r)) cos βn

= (2b + a sen 2πxm − a sen 2π(xm + r)) cos βm, (3.13)

38



donde βn = π
2
−αn es el ángulo formado entre la trayectoria de la part́ıcula y la

vertical justo después del n-ésimo choque, si consideramos las part́ıculas con
un movimiento libracional (elipses) βn (n = 1, 2, . . .) decrece gradualmente
conforme la part́ıcula va rebotando hacia adelante hasta que es practicamente
es cero en xN (ver Fig. 3.8), que es el punto donde la part́ıcula comienza
a regresarse. Entonces existen dos ángulos cŕıticos iniciales de lanzamiento
(βc1 y βc2), que dependen de los parámetros geométricos del canal y de la
posición de lanzamiento (X0, Y0), para el cual la part́ıcula ya no se regresa
si no se transmite indefinidamente. Para pequeñas amplitudes es posible ver
numéricamente que los ángulos cŕıticos casi no varian con Y0. Para obtenerlos
escogeremos una posición representativa (X0, Y0 = y1(X0)), en este caso la
condición inicial en el espacio fase (X0, sen βc) corresponde a la elipse de
mayor semieje mayor alrededor de algún punto fijo eliptico xe

f = xe
f0 que

depende de la posición de lanzamiento (X0, Y0).

x1

D(x)
x

xN

β1

βN

x2

Figura 3.8: Figura que muestra la aproximación adiabatica

Escogiendo βn = βc, βm = βN ≈ 0 tenemos que xn = X0 y xm =
XN , el cual esta cerca del punto hiperbólico igual a xh

f0 = xe
f0 + 1

2
, por lo

tanto XN ≈ xh
f0; la posición xe

f esta determinada por la elección de X0. Si
sustituimos estos valores en la Ec. (3.13), y como βc es pequeña al igual que
el término a

b
, mantenemos términos a segundo orden en βc y a primer orden

en a
b
, lo cual nos lleva a

(βc)
2 ≈ a

b

[
sen (2π(xh

f0 + r)) + sen (2πX0)

− sen (2πxh
f0)− sen (2π(X0 + r))

]
. (3.14)

Si r = 1
2

(que es equivalente al canal semiplano) y X0 = 0, β2
c ≈

(
2a
b

) 1
2 que
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corresponde exactamente al calculo realizado para encontrar el ángulo cŕıtico
para el canal semiplano [9]

Tomando en cuenta que esto se puede aplicar a cualquier βc lanzada con
la misma X0 y que vx = v cos α0 ≈ vB0, la reflexividad R (flujo de part́ıculas
reflejadas entre el flujo total inyectado en el canal) se puede calcular como

T =

∫ αc
−αc

ρ(α0) cos α0dα0
∫ π

2
−π

2
ρ(α0) cos α0dα0

= 1− 2
∫ βc
0 sen β0ρ(π

2
− β0)dβ0

∫ π
2
−π

2
ρ(α0) cos α0dα0

, (3.15)

donde αc = π
2
− βc, lo cual implica que R = 1− T es igual a

R =
4

π

∫ βc

0
sen2β0dβ0 ≈ 4

3π
β3

c . (3.16)

Usando la aproximación que se encontró para βc (Ec. 3.14) tenemos

R = G(r)a
3
2 , (3.17)

donde

G(r) =
4

3π b3/2

[
sen(2π(xh

f0 + r)) + sen(2πX0)

− sen(2πxh
f0)− sen(2π(X0 + r))

]3/2
. (3.18)

Entonces, sin importar con que fase se este trabajando R ∝ a
3
2 . Este resultado

es el mismo obtenido para el caso del canal simiplano [9], de hecho el caso
del canal semiplano es un caso particular de (3.17) con r = 1

2
pero con el

ancho promedio del canal igual a b.
En la Fig. 3.9 se muestra la reflexividad teórica R dada en (3.17), como

función de la fase para una amplitud fija pequeña de a = 0.001. Una posición
inicial de cañones X0 = 0 y xh

f0 se determina a partir de la Ec. (3.12). Se
observa que R tiene un máximo alrededor de r ≈ 0.67, esto era de esperarse
ya que como se hab́ıa discutido previamente, la resistencia en r = 0 es prac-
ticamente nula comparado con las otras fases y como r = 1 representa la
misma situación f́ısica que r = 0 y si este comportamiento cambia de manera
continua, entonces la función debe tener un máximo. Es interesante observar
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que, mediante un cambio de fase, para amplitudes pequeñas se puede elevar
la reflexividad del canal semiplano (r = 1

2
) hasta en un 47%, como se verá en

el siguiente caṕıtulo, este hecho pero trabajado a amplitudes grandes puede
tener potenciales aplicaciones en microláseres.

a

T

P P-. P-0 P-2 P-3 P-4 P-e P-6 P-7 P-8 .

P

P-PPP334

P-PPP78

P-PP.23

P-PP.67

Figura 3.9: Reflexividad como función de la fase para a=0.001

Una cantidad medible en el laboratorio es la resistencia % (corriente por
unidad de voltaje) que esta relacionado con la reflexividad R a través de la
fórmula de Landauer [20].

% =
2πh̄

e2

R

T
, (3.19)

donde h̄ es la constante de Planck y e la carga del electrón, si bien es cierto
esta fórmula es cuántica y T es el flujo de probabilidad de la onda que pasa
a travéz de la cavidad dividido entre el flujo de probabilidad de la onda
incidente, pero a altas enerǵıas obtenemos el régimen semiclásico y por lo
que NT representaŕıa el flujo de part́ıculas transmitidas en nuestro caso.
. Como a es pequeña R es pequeña, por lo cual T → 1 y la resistencia
%(a) ∝ G(r)a3/2, para el canal estrecho.

3.3.3. Canal amplio con pequeñas amplitudes

Es claro que para el canal amplio se tiene dinámica caótica aún para
pequeñas amplitudes (ver Figs. 3.7a a 3.7d), mientras que para el caso estre-
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cho para pequeñas amplitudes el espacio el fase esta dominado por las curvas
KAM. Podemos tomar ventaja de este comportamiento caótico y hacer una
comparación con los resultados obtenidos para paredes aleatorias en donde
se tiene una secuencia estad́ıstica y(xn) en los puntos de colisión, xn. De
hecho existe una correspondencia uno a uno entre el tipo de trayectorias ob-
servadas (caóticas o regulares) y esta secuencia estad́ıstica, entonces la dis-
persión caótica con paredes deterministas es indistinguible de la dispersión
con paredes aleatorias [22].

Es conocido que la resistencia % de un canal con paredes aleatorias se
incrementa cuadráticamente con la ráız cuadrática media ξ, % ∝ ξ2

b2
[21]. Esta

expresión solo es válida cuando ξ << b, donde b es la separación promedio
entre las paredes. Recurriendo a la fórmula de Landauer en (3.19) y a que
T → 1 conforme ξ → 0, tenemos que

T (ξ) = 1−Hξ2, (3.20)

donde H(r, l) es una constante de proporcionalidad que depende de b, de la
fase r y de la longitud del canal l. Para nuestro caso, asumimos que ξ es
proporcional a la amplitud de las oscilaciones a y con esto concluimos que
para el canal amplio, la reflexividad R ∝ a2 y por tanto utilizando la fórmula
de Landauer, para amplitudes pequeñas tenemos:

% ∝ H(r, l)a2. (3.21)

Debido al comportamiento diferente de electrones viajando en ambos tipos
de canales para amplitudes pequeñas, se puede proponer un criterio para
distinguir la dinámica caótica de la regular midiendo la resistencia clásica.

3.4. Resultados numéricos y posibles aplica-

ciones

En esta sección discutiremos los resultados numéricos para pequeñas y
grandes amplitudes y los compararemos con los resultados teóricos obtenidos
en la sección anterior. En las Figs. de la 3.10a a la 3.10c, se muestra la reflex-
ividad como función de la amplitud para tres fases diferentes y amplitudes
pequeñas en el canal estrecho. Observamos un comportamiento similar a lo
predicho por la Ec. en (3.17); si hacemos las amplitudes más pequeñas el

ajuste será mas cercano a R ∼ a
3
2 . En las Figs. de la 3.11a a la 3.11d se
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muestra la transmitividad como función de la amplitud. En estas figuras se
observa un decaimiento monótono en T conforme a crece hasta amplitudes
muy grandes en donde casi se cierra el canal. Cabe destacar el decaimiento
lento de T para r = 0 (ver Fig. 3.11), en donde la amplitud es practicamente
1 hasta a ≈ 0.005 que es en donde empiezan a aparecer pequeñas elipses en
las secciones de Poincaré, este canal nunca se cierra aunque a →∞.

En la Fig. 3.12 se muestra la reflexividad como función de la fase para
a = 0.03 en el caso del canal estrecho. En este régimen se tiene una región de
islas centrales rodeada por un mar caótico y también por islas secundarias.
Observemos que el máximo se encuentra alrededor de r ≈ 0.67 similar al
caso de amplitudes pequeñas (discutido en la sección anterior), pero ahora la
curva está deformada notoriamente. Es importante mencionar que el cambio
en la reflexividad (conforme r varia y a se mantiene constante), proviene del
hecho de que al modificar la fase se cambia la posición de los puntos fijos,
permitiendo a mas o a menos part́ıculas accesar a la región de dinámica regu-
lar incrementando o decrementando la reflexividad. La reflexividad se puede
aumentar en hasta un 43% con respecto al canal semiplano y la resistencia
hasta un 60.4 %, lo cual puede tener potenciales aplicaciones podŕıa resultar
con un incremento significativo, en la potencia de los microláseres construidos
con el canal semiplano.

De hecho, en trabajos recientes se ha recurrido a la capacidad de atra-
pamiento de cavidades conectadas a gúıas de onda para elaborar micro-laseres
de alta emisión direccional [3, 4, 16, 23], en donde se han utilizado parámetros
de la cavidad que llevan a una dinámica caótica mixta similar a la sección de
Poincaré mostrada en la Fig. 3.5b. Un estudio cuántico de tales sistemas ha
mostrado resonancias en la conductancia como función de la enerǵıa. Se ha
observado que las resonancias corresponden a enerǵıas de estados propios que
viven en la región del espacio fase de islas estables, lo cual clásicamente im-
plica una concentración de rayos dentro de la cavidad en una región pequeña
o cuánticamente una densidad de probabilidad muy alta en esas regiones.

Como se ha visto en los resultados numéricos sustituyendo la pared plana
por una ondulada y con un cambio de fase adecuado se puede incrementar la
resistencia del sistema en un porcentaje apreciable. Esto implica más part́ıcu-
las atrapadas dentro del canal, lo cual se podŕıa traducir en un incremento
en la potencia del laser, para saber con certeza si este exceso de part́ıculas se
pueden focalizar y decir en cuanto se puede incrementar la potencia del mi-
crolaser elaborado con el canal semiplano, se requiere resolver la ecuación de
Schrödiger para este problema que esencialmente es una ecuación Helmholtz
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Figura 3.10: reflexividad para el canal estrecho como función de la amplitud
para el canal estrecho y con fases fijas: (a) r = 1

2
; (b) r = 1

3
; (c) r = 1

4
.
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Figura 3.11: Transmitividades para el canal estrecho como función de la am-
plitud: (a) r = 1

2
; (b) r = 1

3
; (c) r = 1

4
; (d) r = 0.
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Figura 3.12: Se muestra la reflexividad como función de la fase, para a = 0.03
en el canal estrecho

con condiciones de frontera de Dirichlet, ya que la función de onda se debe
anular sobre las paredes. Este es un problema interesante pero que queda
fuera del objetivo de esta tesis.

Las Figs. de la 3.13a a la 3.13b muestran la resistencia del canal amplio
contra la amplitud para amplitudes pequeñas y cuatro fases diferentes. Note-
mos que el ajuste de la curva no es tan cercano a la predicción teórica de
R ∼ a2. Esta diferencia es atribuible principalmente a dos causas: primero, el
error numérico que proviene de transformar la distribución en (3.8) a una dis-
tribución discreta y segundo, la resistencia a amplitudes pequeñas es pequeña
por lo que el error afecta un poco en este caso.

En las Figs. 3.14a y 3.14 se muestra dos gráficas de la reflexividad como
función de la fase r para amplitudes fijas de a = 0.001 y a = 0.017, respecti-
vamente. En la primera de estas figuras se observa un máximo alrededor de
r = 0.62. Cabe destacar que en este régimen si bien es cierto que existe una
dinámica caótica, también existe una dinámica regular que contribuye a la re-
flexividad. Sin embargo, para el caso de la amplitud a = 0.017 simplemente se
tiene una dinámica caótica global para todas las fases y la reflexividad oscila
conforme r vaŕıa, mostrando un comportamiento cualitativamente diferente
al de pequeñas amplitudes (cuando la amplitud es a = 0.001).
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Figura 3.13: Resistencias a amplitudes pequeñas para el canal amplio contra
la amplitud: (a) r = 1

2
; (b) r = 1

3
; (c) r = 1

4
; (d) r = 0.
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Figura 3.14: Resistecias para el canal amplio contra la fase: (a) a = 0.001;
(b) a = 0.017.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la dinámica de part́ıculas viajando en
un túnel bidimensional con paredes sinusoidales, en donde se han analizado
de forma extensa dos tipos de geometŕıa: un canal ancho y uno estrecho.
Se observó, mediante las secciones de Poincaré, que hay una transición de
una dinámica regular a una dinámica caótica mixta conforme la amplitud
crece para el canal estrecho, de hecho la fase solo hace que este proceso de
rompimiento de curvas KAM ocurra mas rápido o lento mientras la amplitud
crece, mientras que para el canal amplio se tiene una dinámica caótica aún
para pequeñas amplitudes y para amplitudes mayores se tiene caos global.
Basado en estos hechos y corroborado por los cálculos numéricos encontramos
que la resistencia para pequeñas amplitudes viene dada para el canal estre-
cho por % ∝ G(r)a

3
2 y para el canal amplio por % ∝ H(r)a2, en donde G(r)

es obtenido anaĺıticamente para el primer caso pero para el segundo H(r)
quedó indeterminado. Con esta diferencia de comportamiento para a pequeña
se propuso un criterio para distinguir la dinámica regular de la caótica midi-
endo la resistividad clásica.

Como ya hemos mencionado anteriormente, el caso del canal semiplano
es un caso particular de nuestro sistema, ya que cuando la diferencia de fase
entre las paredes es r = 1

2
, obtenemos la misma f́ısica. Cabe aclarar que para

el canal semiplano se obtiene básicamente el mismo resultado en la resistencia
para ambos tipos de canales en las leyes de potencia en la amplitud, pero la
diferencia importante que se ve reflejada en la resistencia del canal con dos
paredes onduladas, debido a los factores de proporcionalidad G(r) y H(r)
que, dependiendo de la fase pueden ser significativos para fines de determinar
la resistencia.
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Hemos discutido también una posible forma de mejorar la construcción
de gúıas caóticas para la emisión de microlaseres aprovechando el incremento
en la resistencia para el canal estrecho a través del factor G(r). El estudio
cuántico de este sistema es de gran importancia ya que con ello se puede
cuantificar las mejoras en tales gúıas de onda. Al respecto de esto ya se dio
un primer paso con el análisis aqúı presentado. Resta por resolver el problema
de la evolución de la función de onda (solución de la Ec. de Schrödinger),
que con una aproximación semiclásica seŕıa suficiente. Esto podŕıa ser de gran
utilidad para obtener información cuantitativa del incremento de la potencia
del microláser.

Con este trabajo se han abierto diferentes direcciones de investigación a
futuro, tanto teóricas como prácticas. Una posibilidad es estudiar la versión
cuántica del sistema estudiado, con algunas de las posibles implicaciones ya
discutidas, tales como los puntos y los alambres cuánticos. Otra posibilidad
de estudio es la semejanza en las trayectorias que siguen las part́ıculas, cuan-
do la fase entre las paredes es de r = 1/2 con la que siguen las part́ıculas
cargadas en un plasma confinado por campos magnéticos; las llamadas botel-
las magnéticas. Una de las cosas que se pretende con estas botellas es tener
el mayor número posible de part́ıculas confinadas.
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