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Resumen
En esta tesis daremos un algoritmo que detecta todos los repdigitos perfectos en
una base g > 1. Como una aplicacién, encontraremos todos los ejemplos cuando
g €[2,...,333], extendiendo asi los célculos de [3]. En particular, demostraremos

que no hay repdigitos perfectos para este rango de bases.

También trabajaremos con el problema de expresar un termino de una sucesion re-
currente binaria no degenerada fija como combinacion lineal de un factorial y una
S-unidad cuyos coeficientes son acotados. En particular, encontraremos el nime-
ro mas grande de la sucesion de Fibonacci el cual puede ser escrito como suma o

diferencia de un factorial y una S -unidad asociada al conjunto de primos {2, 3, 5, 7}.

Palabras clave: Numeros perfectos, repdigitos, sucesiones de Lucas, ecuaciones en

S -unidades, sucesiones recurrentes binarias.



Abstract
In this thesis, we give an algorithm to detect all perfect repdigits in any base g > 1.
As an application, we find all such examples when g € [2,...,333], extending a
calculation from [3]. In particular, we demonstrate that there are no odd perfect

repdigits for this range of bases.

We also work with the problem of expressing a term of a given nondegenerate bi-
nary recurrence sequence as a linear combination of a factorial and a S -unit whose
coeflicients are bounded. In particular, we find the largest member of the Fibonacci
sequence which can be written as a sum or difference between a factorial and a

S -unit associated to the set of primes {2, 3,5, 7}.

Keywords: Perfect numbers, repdigits, Lucas sequences, S -unit equations, Binary

recurrence sequences.
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Introduccion

Para un entero positivo n, escribimos o(n) como la suma de los divisores de n. El niimero n es

llamado perfecto si o(n) = 2n. No se sabe si hay un nimero infinito de niimeros perfectos.

Para un entero g > 1 un repdigito en base g es un entero positivo N tal que todos sus digitos en

base g son iguales. Esto es, N tiene la forma

"o
g 1), donde m>1, y de{l,2,...,g—1}.
g —

(0.1) N:d(

Se ha trabajado en la pregunta sobre la existencia de repdigitos perfectos dada una base g > 1.
En [15], Pollack prob6 que dada una base g > 1 hay inicamente una cantidad finita de repdigitos en
dicha base los cuales son perfectos. Su prueba es efectiva y usa resultados de ecuaciones diofénticas
los cuales fueron probados usando cotas inferiores de formas lineales en logaritmos. Hasta ahora,

no ha sido calculada una cota superior explicita para la solucién mds grande en funcion de g.

Posterior al trabajo de Pollack, en [3], Broughan y Zhou han calculado repdigitos perfectos
en base g para g € {2,...,10}. El método aplicado en [3] es usando restricciones modulares o

resolviendo varias ecuaciones diofdnticas exponenciales muy particulares.

Estos trabajos son la motivacion para el trabajo realizado en el Capitulo 2 donde presentaremos
un algoritmo para calcular los repdigitos perfectos en base g. Como un ejemplo, extenderemos los
célculos realizados en [3] a las bases g € [2,333]. Como resultado del trabajo, también daremos
algunas cotas tedricas sobre el repdigito perfecto mds grande en base g y la cantidad de repdigitos
perfectos en base g, ambas cotas en funcion de la base.

Dada una sucesion recurrente binaria no degenerada (u,,),>o (ver eccion 2), en [7], Luca y Gross-

man demostraron que para cualesquiera enteros positivos fijos K y ¢, la ecuacién diofantica

¢
U, = Zaimi! donde |a;| < K paratoda i=1,...,¢
i=1
tiene una cantidad finita de soluciones (n,my,...,m,). Ademas, dichas soluciones pueden ser cal-
culadas. En [7], tomando K = 1, £ = 2 y como sucesion recurrente binaria la famosa sucesion de
Fibonacci se mostr6 que F, = 4! + 5! es el término més grande de dicha sucesion que es suma

VIl



Vi INTRODUCCION

o diferencia de dos factoriales. Ademds, en [2] se mostré que F7; = 1! + 3! + 3! es el nimero de

Fibonacci més grande que es suma de tres factoriales.

Sea P = {p1,..., px} un conjunto finito de nimeros primos tales que p; < --- < p;. Denota-
remos por § al conjunto de todos los enteros racionales cuyos factores primos estan en P, dichos

enteros seran llamados S -unidades. En particular, 0 ¢ S pero {+1} C S.

La ecuacidn diofantica
(0.2) u,=s1+---+s, con s;€8§ paratodo i=1,...,¢

puede ser tratada usando la teoria de ecuaciones en S -unidades. Esta ecuacion podria tener un

nimero infinito de soluciones, como por ejemplo cuando £ =2y
u, =2" +3",

donde uy = 2, uy =5, up2 = Suyyy — 6u,, y P = {2,3}. Para eliminar estas soluciones, llamaremos
a una solucion de la ecuacion (0.2) solucion no degenerada si se cumple de manera simultinea que
Dicr Si £ 0yca"+ 3, si # 0 (donde c y a se definen en la eccién 2) para todos los subconjuntos no
vacios I de {1,...,{}. Entonces el teorema principal concerniente a la finitud de las soluciones no
degeneradas de ecuaciones en S -unidades implica que la ecuacién (0.2) tiene un ntimero finito de
soluciones (n, sy, ..., s¢) las cuales son no degeneradas y med(sy, ..., s;) < K. Esto fue publicado
de manera independiente en [6] y [18]. Sin embargo, este resultado no es efectivo y no sabemos co-
mo hacerlo efectivo. En particular, no sabemos como calcular todas las soluciones enteras positivas

(n,a, b) de la ecuacion
F, =2%+3"

la cual es un ejemplo particular de la ecuacion (0.2) tomando como sucesion recurrente binaria
la sucesioén de Fibonacci y el conjunto de primos P = {2,3}. En este problema, estudiaremos el
problema hibrido que consiste en representar a 1, como una suma de un factorial y una § -unidad.

Mais precisamente, queremos resolver la ecuacion diofantica

(0.3) u,=Am!+Bs donde se€§S y A,BeZ, max{lA|,|B|} <K,

donde (u,,),>0 €s una sucesion recurrente binaria no degenerada sujeta a las restricciones A > 0,

mcd(r, ) = 1 y K es un entero fijo (donde r, s y A se definen en la Seccion 2) .

En el Capitulo 3 veremos que bajo ciertas restricciones, la ecuacién (0.3) tiene inicamente una
cantidad finita de soluciones. Para este trabajo usamos formas lineales en logaritmos para dar una

cota sobre la mds grande solucién de la ecuacion.



INTRODUCCION X

Como ejemplo numérico, fijamos P = {2,3,5,7} y K = 1 y como sucesion recurrente binaria
tomamos la famosa sucesion de Fibonacci, encontrando asi que n = 24 es la solucién més grande a

la ecuacién (0.3), obteniendo

Fyy = 8! + 23371,

Para este ejemplo en particular, aplicamos la cota general encontrada, la cual resulta ser muy
grande. Para encontrar la solucién n = 24 tuvimos que reducir la cota y emplear otros argumentos

para llegar a la solucién mencionada.






Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentaremos algunas definiciones y resultados necesarios para demostrar los

teoremas principales del trabajo.

1. Ecuaciones de Pell

En el algoritmo para detectar repdigitos perfectos que presentaremos mas adelante, usaremos

algunos resultados bien conocidos sobre ecuaciones de Pell.

Sea D > 1 un entero positivo que no es un cuadrado perfecto, entonces es bien conocido que la

ecuacion
(1.1) X? - DY? = +1,

tiene un nimero infinito de soluciones cuando el signo en el lado derecho es positivo, cuando es
negativo, la ecuacion tiene solucion solamente si el periodo de la fraccion continua de VD es impar

y en este caso, la ecuacion también tiene un numero infinito de soluciones.

Se puede probar que si (x1,y;) y (x2,y2) son soluciones de la ecuacién (1.1) con xy, vy, X2,y
enteros positivos, entonces es equivalente: (i) |x;| < |x;| (i1) |y1| < [y2|. Entonces se sigue de la
equivalencia de (i) y (ii) que si la ecuacién (1.1) tiene soluciones, hay una solucién en la cual X y ¥
toman su menor valor entero positivo. A dicha solucién (xi, y;) le llamaremos la solucion minimal

positiva

Si existe solucion con € = —1 y (x1,y;) es la solucién minima correspondiente a € = —1

entonces, la solucién minima para € = 1 seré (Zx% +1,2x1y1).

Como mencionamos anteriormente, cuando la ecuacién (1.1) tiene solucién, se tiene un nimero
infinito de soluciones enteras positivas (x, y). Més aun, todas las soluciones son de la forma (x,, y,),
donde

(1.2) Xp + Y VD = (x; + Vi VDY para toda n>1.
A continuacién daremos una cota para la solucién minima de una ecuacién de Pell la cual fue

establecida en [11, Lemma 1]. Esta cota es suficiente para nuestros propdsitos.

XI



XII 1. PRELIMINARES

Lema 1. Sea d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto. Entonces la solucion minima
positiva (xo, yo) de la ecuacion de Pell X* — dY?* = 1, satisface xo + yo Vd < d° Vd,

DEMOSTRACION. Sea 17 := xo + yo Vd. Ahora empezaremos asumiendo que d = 0, 1 (méd 4).
Por el Teorema de Schur [8, Teorema 13.5, Pagina 329], si (u, v) := (ug, vo) es la minima solucién
entera positiva de la ecuacién U? — dV? = 4 (la cual siempre existe [9, Teorema 1.3]), entonces

escribiendo
Uy + vy \/E
= 5 ,

tenemos que € < d Vd_ Ahora veremos como se deduce la conclusién deseada.
Distinguiremos tres casos.

Caso 1. vy es par. Entonces 1, también lo es. Sea (x, y) := (u9/2,v/2), tenemos que x>*—dy* = 1,
asfn$x+y\/azs<d‘/3.

Caso 2. vy es impar y u, es par. Entonces 4 | d. Ademas,

u? + dv? 2
& = (255« (29 V= x5 VE

Claramente, x, y son enteros y x2 — dy* = 1. Asi, n < &2 < d*V¥ en este caso.

Caso 3. vy es impar y u es impar. Entonces d = 5 (mdd 8). Asi,

&= (MO(Mé ; 3dv3 ) + (v0(3u§8+ dvé)) \/3 =X+ y\/E,

donde x, y son enteros positivos con x*> — dy* = 1. Asi, 7 < x + yVd = & < d®¥, que es lo que

queriamos probar.

Ahora asumamos que d = 2,3 (mdd 4), y sea (up, vo) la solucién minima entera positiva de
la ecuacién U? — dV? = 4. Entonces V debe ser par pues si V fuera impar entonces también lo
seria U. Reduciendo la ecuacién de arriba médulo 4 tendriamos que d = 1 (mdd 4), pero este no
es el caso que estamos considerando. Asi, (s,7) := (ug,vo/2) es una solucién entera positiva de
S2 — (4d)T? = 4. Por otra parte, para cada solucion entera positiva (s, f) de la ecuacién de arriba, el
par (u,v) := (s,2f) es solucion entera positiva de la ecuacién U? — dV? = 4. Asi, por el Teorema de

Schur aplicado a 4d, el cual es congruente con 0 médulo 4, tenemos que
1
&= 5+ (n/2) VAd) < (4d) ™ = @A),

Observemos que (x,y) = (uo/2,vo/2) es una solucién entera positiva de X> — dY? = 1, donde
tenemos que < & < (4d)2ﬁ. Como la desigualdad (4d)2‘g < d*V4 se mantiene para toda d > 16,



2. SUCESIONES RECURRENTES BINARIAS XIII

s6lo nos falta estudiar los casos cuando d esta en el conjunto {2,3,6,7,10, 11, 14, 15}. Para cada

uno de estos valores, uno puede comprobar directamente que 1 < d° vd, m|

Sean A > 1y B > 1 enteros tal que ninguno de ellos es un cuadrado perfecto. Consideremos la

ecuacion diofantica
(1.3) AX? — BY? = +1.

Como los roles de A y B en la ecuacién (1.3) son intercambiables, podemos asumir que el signo en
el lado derecho de la ecuacion es +1.

De manera similar a llas soluciones de la ecuacion (1.1), decimos que (xy, y;) es solucion mini-

ma positiva de (1.3), si X = x; y Y = y; toman su menor valor entero positivo.

Es conocido que si la ecuacion (1.3) tiene una solucién entera, entonces la ecuacion tiene una
infinidad de soluciones enteras positivas. Walker muestra en [20], que para hallar la solucién mini-
ma (x,y) de la ecuacién (1.3), en caso de existir, primero debemos encontrar la solucién minima
(r, s) de la ecuacién

X? - ABY? = 1.
Entonces, la solucién (x, y) debe satisfacer

(x\/Z+y\/§)2:r+sm.

Esto significa que (x, y) serd la solucion del sistema

Ax* + By?
2xy = s.

Il
~

Ademas, una vez encontrada la solucion minima (x,y) de (1.3), todas sus soluciones positivas

son de la forma (x,,, y,,) para algin entero impar m > 1, donde

xm\/Z+ym\/§:(x\/Z+y\/§)m.

2. Sucesiones recurrentes binarias

Una sucecién recurrente binaria (u,),>¢ €s una sucesion de enteros tales que
(2.1) Upyy = FUpe + 1w, paran >0,

donde r y t son enteros no cero tales que A = 1> + 4t # 0. Sean « y S las raices del polinomio
caracteristico x> — rx — t, con la convencién que || > |8]. Es bien conocido que existen constantes

cy d tales que

(2.2) u, =ca" +dp" paratodan >0,



X1V 1. PRELIMINARES

donde

uy — uopf3

a-p

Uox — Uy
a-p

La sucesion (u,),>0 es llamada no degenerada si cdafs # 0y a/B no es raiz de la unidad.

(2.3) ¢ = v d=

2.1. Sucesiones de Lucas. Una sucesion de Lucas, es una sucesion recurrente binaria con

condiciones iniciales uy = 0, u; = 1 donde r, ¢ son primos relativos.
En el caso de una sucesion de Lucas, el término general dado por la ecuacion (2.2) se ve como
a" _ﬁn
U, = ——
a-p

para n=0,1,....

Para cada entero positivo k, definimos el orden de aparicién de k, denotado por z(k), al menor

entero positivo ¢ tal que k|u,. Cuando dicho entero no existe se escribira z(k) = oo.

Recordemos que si a es un entero y p es un primo impar, entonces el simbolo de Legendre (a|p)
se define como

1. (alp) =0sip]|a.
2. (alp) = 1 si p { ay existe x entero tal que x> = a (mdd p).

3. (alp) = —1 en otro caso.

A continuacidn enunciaremos algunos resultados conocidos sobre las propiedades mds impor-
tantes de divisibilidad para las sucesiones de Lucas. Para su demostracién véase [12].

TEOREMA. Sea p un niimero primo. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si p | t, entonces p { u, para todon > 1.
2. Sip| A, entonces p | u,.
3. Sipimpartal que p{ Aty (Alp) =10 p =2y p1 At, entonces p | u,_;.

4. Si p es un primo impar no cubierto por 1, 2 0 3, entonces p | u,.;.
ProposICION 2. Para todos los enteros positivos m 'y n se tiene que

mcd(um, un) = Umcd(m,n)-

Observemos que de estos resultados se tiene que si p es un primo que no divide a ¢, entonces

zZ(p) # oo, ademas, si m es cualquier otro entero tal que p | u,,, entonces z(p) | m. En particular,
2p) | p = (Alp).

Proposicion 3. 1. Sim|ny pesun primo tal que p | mcd(u,,, u,/u,,), entonces p | n/m.



2. SUCESIONES RECURRENTES BINARIAS XV

2. 8ip>2esprimoy p | u, entonces pllu,,/u, (donde el simbolo || significa que plu,,/u, y

Pt 1)

Esempro 1. Sitomamos r = 1yt = 1 obtenemos la famosa sucesion de Fibonacci denotada por
(F)ns0- En este caso obtenemos a = “T‘B yB = 1_7\6 y el término general de la sucesion estd dado
por

S P

EsemprLo 2. Sea g > 1 entero, sir =g+ 1yt = —g, entonces

xz—rx—t:xz—(g+1)x+g:(x—g)(x—1).

En este caso, tenemos a = gy B = 1 por tanto, se sigue que
-l
=
Esta sucesion es conocida como la sucesion de repunits, la sucesion de niimeros de digitos repetidos

Uy, paratoda n > 0.

en base g, cuyo digito es 1.
Observemos que dado un primo p, se tiene que p | u, para algiinn > 1 si y solo si p 1 g.

Si p es un primo dividiendo a g — 1, entonces z(p®) = p®. Si p es un primo que no divide a g — 1,
entonces z(p) | p — 1. (Excluimos el caso p | g ya que en ese caso z(p) = c0.) Mds atin, si

wan =0 [ 17,

rutz(p)
r£p

max{0,a—e,

entonces tenemos que paratodaa > 1, z(p*) = p '2(p), lo cual implica que p™*%a=¢r}||z(p®).

Por lo tanto, si k = [] . p* tenemos que z(k) = mem[z(p®) : p | k].

El ejemplo anterior nos da una sucesién muy particular que serd muy util y serd estudiada mas
adelante. A continuacion definimos para un nimero libre de cuadrados k > 1 el parametro Z(k)
asociado a la sucesion de repunits, el cual estd muy relacionado con el orden de aparicién z(k),

como se muestra a continuacién. Escribimos

Uy = HPK” H q" rl rér.

plk qtk itz k)
qlg—1 rik(g—1)
Entonces definimos
zh=axk [ » [] @
plk qtk
ep=0 (mdd 2) qlg—1

f=1 (méd 2)
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EsempLo 3. Con la notacién usada para las soluciones de la ecuacion (1.1), sea a := x; +y; VD
y B = x; — y1 VD. Conjugando la relacién de arriba (es decir, reemplazando ND por —\D) y
resolviendo para x, y y, en (1.2), tenemos que
o -p (o =P
2VD yl( @B )

Definamos u, := y,/y) paratodan > 1y ug := 0, al hacer esto, observamos que se tiene que {u,},>o

Yn =

forma una sucesion de Lucas. Mds atin,
a + ﬁn aZn _ ﬁQn Uy
X, = = =
" 2 2" -p")  2u,

paratoda n > 1.

2.2. Sucesiones de Lehmer. Unas sucesiones muy parecidas a las sucesiones de Lucas son
las llamadas sucesiones de Lehmer. Para definir las sucesiones de Lehmer, asumimos otra vez que
r'y t son enteros no cero y primos relativos tal que r > 0y A := r+ 4t # 0, sean « y S las dos raices

de la ecuacién caracteristica x> — \/rx —t = 0. Asumimos otra vez que «/f no es raiz de la unidad.

Pongamos
aﬂ_ﬁn . _ ,
) sion= 1 (méd 2),
v” - an_ﬁf’l . _ o,
Pl si n=0 (mod 2)

La sucesion {v,},so es llamada sucesion de Lehmer y consiste de enteros.

Al igual que en las sucesiones de Lucas, se define para cada entero positivo k, el orden de
aparicion de k en la sucesion {v,},o denotado por z(k) al menor entero positivo ¢ tal que k|vg,
cuando dicho entero no existe se escribira z(k) = co. Este orden de aparicion satisface propiedades
similares a las que se tienen cuando la sucesion es de Lucas, como por ejemplo, z(p) | p — (Alp).

EsempLo 4. Usando la notacion usada para encontrar la solucion minima de la ecuacion (1.3),
si definimos & = x; VA +y1 VB y B := x; VA — y| VB, tenemos que r = a + 8 = 2x; VA = 4Axf
yt=—af = —1. Ademds,

" =g a” - p"
2B ( o= p

Observemos que si definimos v,, := y,/y1 para m > 1 entero impar, entonces {Vy}ys1 impar €S la

VY = ) para todo impar m > 1.

subsucesion de indices impares de una sucesion de Lehmer cuyas raices son a y .

Ademds,
oL WHBT ()
" 2vA a-(-B)

Si definimos w,, := x,,/x| para enteros impares m > 1, entonces {Wy}m>1 impar €S la subsucesion de

indices impares de la sucesion de Lehmer con raices a y —3. Notemos que & + (=) = 2y; VB =
\[4By3, entonces podriamos tomar r = 4By% yt=—-a(-p) =1.
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3. Teorema del divisor primitivo

Dado n > 0 y una sucesién de Lucas o Lehmer (u,),s0, un divisor primitivo de u, es definido
por ser un divisor primo p de u, tal que p no divide a A y p no divide a u,, para cualquier entero

positivo m < n.

El siguiente resultado se debe a Carmichael (ver [4]). Usando la notacién usada en la Seccién
2 se tiene:

TeoreEMA (Carmichael). Si « y B son reales y n # 1,2, 6, entonces u,, tiene al menos un divisor

primitivo excepto cuandon =12, r=1yt = 1.

De la observacion hecha posterior a la Proposicion 2, se tiene que un divisor primitivo de u,
tiene la propiedad de que p = +1 (mdd n). Cuando @ y S son enteros racionales, la congruencia
mas precisa es p = 1 (mdd n) que se mantiene para cada divisor primitivo p de u,. En este caso
particular, u, tiene un divisor primitivo para toda n > 6. En particular, la desigualdad p > n — 1 se
conserva para cada divisor primitivo p de u,, y se tiene una mejor desigualdad p > n + 1 que se

mantiene cuando las raices @ y 8 son enteros racionales.

Un teorema similar fue demostrado para sucesiones de Lehmer por Morgan Ward en [21].
Diremos que una sucesion de Lehmer es excepcional si contiene términos de indice mayor a dos sin
divisores primitivos. Cada uno de estos indices es llamado indice excepcional. Usando la notacion

de la Subseccion 2.2, sea
[4rt] sit>0

|[4Af] sit <O,
entonces el resultado de Ward es:

TreoremA (Ward). Si a y B son reales, la sucesion {v,},o puede ser excepcional si R < 16. Un

término de {v,},>0 siempre tiene un divisor primitivo si su indice es mayor que dieciséis.

Para el caso de las sucesiones de Lehmer también se tiene que un divisor primitivo de u,, tiene
la propiedad de que p = +£1 (mdd n).

Los teoremas anteriores han sido extendidos a sucesiones de Lucas y Lehmer con raices com-

plejas no reales por Bilu, Hanrot y Voutier [1].

TreoremA (Bilu, Hanrot y Voutier). Si a y 8 son complejas y {u,},>0 sucesion de Lucas o Lehmer,
entonces u, tiene un divisor primitivo para toda n > 31. Mds aiin, hay tinicamente un niimero
finito de triadas (n,a,B) con 5 < n < 30, pero n # 6 tales que u, carece de divisor primitivo
para el correspondiente par de raices (a,8), que son reales o complejas conjugadas, y todas las

excepciones son listadas en [1].
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EsempLo 5. Para la sucesion de repunits del Ejemplo 2, se tiene por el Teorema de Carmichael

que u, es miltiplo de un primo p > n+ 1 para toda n > 7.

Lema 4. Sea g > 1 entero y x, solucion entera positiva de la ecuacion de Pell X*> — DY? = 1
(donde D es un entero positivo libre de cuadrados). Si x, no tiene factores excediendo g, entonces
n < max{6, (g + 1)/2}.

DemosTrAcION. Recordemos del Ejemplo 3 que x, = ;%, donde u, es una sucesion de Lucas.
Aplicando el Teorema de Carmichael, se tiene que para n > 3, u,, tiene un divisor primitivo p
que satisface p = £1 (mdd 2n). Por lo tanto 2n — 1 < p < g, de donde se obtiene el resultado

deseado. O

Lema 5. Sea g > 1 entero y x,, solucion entera positiva de la ecuacion de Pell AX*> — BY? = 1
(donde A y B son enteros positivos libres de cuadrados). Si x, no tiene factores excediendo g,

entonces n < max{12, g + 1}.

DemosTrACION. Del Ejemplo 4, tenemos {Wy,}m=1 impar €5 1a subsucesion de indices impares de
la sucesion de Lehmer donde w,, := x,,/x;. Por el Teorema de Ward, sabemos que para m > 12, w,,
tiene un divisor primitivo p que satisface p = =1 (m6d m). Dicho primo divide a x,,, por lo tanto

m—1 < p < g, de donde se obtiene el resultado deseado. O

4. Formas lineales en logaritmos de niimeros algebraicos.

En 1900, el matematico aleman David Hilbert presento una lista de 23 problemas. El séptimo
de ellos es sobre la pregunta de cuando o es trascendente para @ # 0,1 algebraico y B es un
numero algebraico irracional. El primer avance significativo fue hecho por Gelfond en 1929, en
dicho trabajo el mostr6 que o es trascendente donde a # 0, 1 algebraico y 3 cualquier irracional
cuadratico imaginario. Este resultado fue extendido a irracionales cuadraticos reales por Kuzmin en
1930. El problema fue resuelto completamente por Gelfond y Schneider de manera independiente
en 1934.

El Teorema de Gelfond-Schneider muestra que para cualesquiera nimeros algebraicos dife-
rentes de cero ay, ay, 81,5, con log a;,log a; linealmente independientes sobre los racionales, se

tiene

Biloga; + Brloga, # 0.
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Posterior a esto, se conjeturé que se podria obtener un teorema andlogo para una suma de mds
logaritmos de nimeros algebraicos y mds aun, se vio que esto podria tener varias aplicaciones. Esta

conjetura fue probada por Alan Baker en 1966, enuncidndose dicho teorema de la siguiente forma

TEOREMA. Sean ay,...,a, nimeros algebraicos diferentes de cero tales que logay,...,loga,
son linealmente independientes sobre los racionales, entonces 1,log ay, ..., log @, son linealmente

independientes sobre el campo de todos los niimeros algebraicos.

Posterior a esto se empezé a trabajar en el problema de encontrar cotas inferiores para las

combinaciones lineales de los logaritmos de nimeros algebraicos.

A continuacién daremos un resultado sobre este problema. Antes que nada, daremos algunas

definiciones para fijar la notacion usada para este resultado.

Sea i un nimero algebraico de grado d, cuyo polinomio minimo sobre los enteros es

d
g =ap | |x-u.
i=1
La altura logaritmica de 7 es

1 d .
h(n) = = {log laol + Z log méx{|y”], 1} .

i=1

Sea IL un campo de nimeros algebraicos y dy. el grado de dicho campo. Sean ny,1,,...,17, € L
noOolyd,,...,d enteros diferentes de 0, sea

D = méx{ldlL L) |d1|}9

pongamos

Sean Ay, ..., A, enteros positivos tales que

A; > W (n;) = max{d h(n;),|logn;,0,16} para j=1,...L

El siguiente resultado se debe a Matveev [14].
TeoremA (Matveev). Si A # 0 y L C R, entonces

log|Al > —1,4 - 30" 1% d2 (1 + log dp)(1 + log D)A A, - - - A,.



XX 1. PRELIMINARES

También necesitaremos una version p-adica analoga al Teorema de Matveeyv, la cual fue dada
por Kunrui Yu [22]. Sea 7 un ideal primo en el anillo de enteros O, de enteros algebraicos en el

campo L. Sean e, y f, los indices de ramificacion e inercia de m, respectivamente. Sea p € Z el

k
d; e;
pr= l—[ﬂil’
i=1

donde 7y, ..., son ideales primos en Oy.. Por convencion, podemos tomar 7 = 71y, en dicho caso,

unico primo tal que n|p. Entonces

e, = e;. Sin € L, u,(n) es el orden en el cual 7 aparece en la factorizacion en primos del ideal
fraccional nOy. Cuando 7 es un primo racional, entenderemos que el campo L es el campo Q de

nameros racionales. Sean

H; > méax{h(n;),log p} j=1,...,L

El siguiente resultado se debe a Yu [22].

TeorREMA (Yu). Si A # 0, entonces

S
[:(A) < 1920 VI + Ldy y2*Del-! (fliw log(¢’ldi)H, - - - Hylog D.

Para una sucesion recurrente binaria (u,),s0, los valores de n para los cuales u, = 0 no son
buenos para nuestros argumentos, por lo que necesitamos acotarlos. Para ello, necesitaremos cotas
sobre las alturas de algunos nimeros involucrados en la sucesion y entonces calcularemos una cota
sobre

max{h(a), h(B), h(a/B), h(c), h(d), h(c/d)}.
Sea (u,),>0 una sucesion recurrente binaria no degenerada tal que A > 0y sea
(4.1) Y := max({|rl, |#], [uol, [u1]}.

Lema 6. Si a, B, c y d son los parametros mencionados de una sucesion recurrente binaria,

entonces
4.2) max{h(a), h(B), h(a/B), h(c), h(d), h(c/d)} < 8log(Y + 2).
DEmoSTRACION. Si « es racional, entonces a y 8 son enteros y || > 1. En consecuencia, 1 <
ol <t <Y, 1 <|B] <la| £Y, lo cual inmediatamente implica que
4.3) max{h(a), h(B), h(a/B)} < log(Y + 2).
Mis atin, | — 8] < 2la] <2Y < (Y +2)%,y

(4.4) méx{lu; — uofl, lur — uoal} < lal(uol + lus]) < 2Y* < (Y +2)°.
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Esto muestra que
4.5) méx{h(c), h(d), h(c/d)} < 3log(Y + 2).

A continuacion asumimos que @ ¢ Q. Entonces @ y 8 son enteros algebraicos conjugados. Si
|8l > 1, entonces |a| < |t| < Y,y también |B| < |a| < Y. De otra forma, |5| < 1, por lo tanto
la| = |r =Bl < |r| +|8] < Y + 1. Por tanto, en ambos casos, |8| < |@| < ¥ + 1. Esto muestra que
h(a) = h(B) < log(Y +2). Més aun, c y d son nimeros algebraicos conjugados, los cuales son raices
del polinomio cuadratico

AX? — Augx + (u(z)t — Upl T — u%).
Como |a — Bl = VA > 1, de (4.4), se sigue que max{|c|, |d|} < (Y +2)°. Puesto que |A| < Y2 +4Y <
(Y + 2)2, tenemos que
(4.6) h(c) = h(d) < % (log A + log max{c|, 1} + log{|d|, 1}) < 4log(Y + 2).

Para los cocientes, usamos que

h(a/B) < h(a) + h(1/B) = 2h(a) < 2log(Y + 2),
h(c/d) < h(c) + h(1/d) = 2h(c) < 8log(Y + 2),
las cuales junto con (4.3), (4.5) y (4.6) terminan la demostracion. O

A continuaciOn asumiremos que r y ¢ son primos relativos.

Lema 7. Siu, =0, entonces n < 16(Y + 2)log(Y + 2).

DEMOSTRACION. Supongamos que n > 16(Y + 2)log(Y + 2). Entonces u,, = 0 implica

al' |d
Bl lel’
Como || > 1y =r — a, tenemos que |8] < |a| — 1, de modo que
1 1
2 >1+ >1+ .
B o] — 1 Y+1
Asi,
a1+ > "+
B Y +1 ’

donde usamos el hecho que (1 + 1/z)*"! > e para todo real z > 1. Siempre que h(d/c) < 8log(Y +2)

(ver Lema 6), obtenemos que |d/c| < (Y + 2)'®. Entonces,

al* |d
e < ‘—‘ = |- < (¥ +2)',

c

dando n < 16(Y + 2)log(Y + 2), que es lo que queriamos probar. O
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Lema 8. Sea p un primo. Sin > 16(Y + 2) log(Y + 2), entonces

2(log p + 8log(Y + 2))*1
wp(uy) < 2,7 - L3P _log p + 8log( : )*logn
(log p)
DEMOSTRACION. Sea 7 un ideal primo en L = Q(a) dividiendo a p. Comor = a + Byt = —af

son coprimos, se sigue que 7 no divide a @ o 8. Sin pérdida de generalidad, asumimos que 7 no

divide a «, ya que el caso cuando n no divide a 8 se puede tratar de manera similar. Entonces

4.7) fap(tn) < pr(ca” +dB") = pin(c) + pr(1 = (=cd™) (@B ™).
Claramente,
pr(€) < pir(uof — uy),
entonces
P < Ny oy < Npjo(uoB — uy) < 2Y° + Y2 < (Y +2)°,

entonces obtenemos que

4.8) sn(c) < Hoe’+2)
log p

Una desigualdad similar se mantiene con d en lugar de c. Esto acota el primer término del lado

derecho de (4.7). Para el segundo término, sea
(4.9) A=1=(=cdH) ' apH™

El hecho que A # 0 es una consecuencia del Lema 7 y nuestra hipotesis sobre n. Entonces, estamos
preparados para aplicar el Teorema de Yu para acotar la expresion u,(A). Para esto, en la notacién
de dicho teorema, sean [ = 2,7, = —cd ', m = /B, dy = =1, d>, = —n, L = Q(a), d. <2, f <2,
ex <2, D = n.Por el Lema 6, podemos tomar H, = H, = log p + 8log(Y + 2).

Aplicando el Teorema de Yu, tenemos

_r
(log p)*
Las desigualdades (4.7), (4.8) y (4.10), nos dan que

(4.10) tr(A) <19-(20V3-2)°0.2 log(4e®)(log p + 8log(Y + 2))*logn.

.

(u,) <2,7-10"
Hr (log p)?

(log p + 8log(Y + 2))*logn,
que es lo que queriamos probar. O

Finalmente, necesitaremos una cota inferior para |u,|.
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LEmA 9. Sean > 16(Y + 2)log(Y + 2). Entonces
i > |~ C0108",
donde podemos tomar
Co=4-10"log(Y +2).

DEemosTrACION. Escribimos
il = lellal"1 = (=ed™) ™' (B/a)"],
entonces
4.11) log |u,| = nlog|a| + log|c| + log |Al.

Como antes, el hecho que A # 0 es consecuencia del Lema 7. Por el Lema 6, obtenemos inmedia-
tamente que

log|c| > —161og(Y + 2) > =34 log(Y + 2)log|a|,
donde usamos el hecho que |a| > (1 + \/5) /2. Paralog|A|, usamos el Teorema de Matveev tomando
L = Q(a) C R (observar que @ y 8 son reales ya que A > 0), [ = 2, n; = —cd™', 3, = a/B,
di = -1, d = —n. Tenemos que D = n, dp < 2. Mas aun, por el Lema 6, podemos tomar
A; =16log(Y +2)y A, = 2log|a| = 4h(a)(> 2h(a/B). Entonces, obtenemos

log|A] > —1,4-30°-2% -4(1 +1og2)(1 + log D)(16log(Y + 2))(2log |e)
> —3,4-10"log|allogn.

Entonces,
logc +log|A] > — (34 log(Y +2) +3,4- 10" log(Y + 2)log n) log ||
> —4-10" log(Y + 2)lognlog |/,
que junto con (4.11) implica la cota inferior deseada. O

5. Otros resultados

En esta Seccién, mostraremos un resultado debido a Ljunggren presentado en [10] que nos
serd muy util para resolver algunas ecuaciones diofanticas que surgen a lo largo del desarrollo del

algoritmo para detectar repdigitos perfectos.

TeoreMaA (Ljunggren). Las tinicas soluciones enteras positivas a la ecuacion

x'—1
=y, con x>1 y n>3

x—1
son (x,n,y) = (7,4,20) y (3,5, 11).



XXIV 1. PRELIMINARES

Ahora demostraremos un par de desigualdades que nos serdn muy utiles mas adelante.

Lema 10. SiT >3y

(5.1 N <T, entonces x<2TlogT.
log x
DEMOSTRACION. Supongamos que x > 27 log T'. Entonces x > 6. Como x — x/log x es creciente

para x > e, tenemos que

X 2T logT
T > > .
logx ~ log(2T logT)
Esto nos da que 2log T > T, lo cual es falso para T > 3. O

Lema 1. Sim> 1, T > (4m®" y
X

(log xy™

<T, entonces x<2"T(logT)".

DemosTrAcCION. El caso m = 1 es dado por el lema anterior, entonces podemos asumir que
m > 2. Supongamos lo contrario, es decir, x > 2"T(logT)". Como x — x/(log x)" es creciente
cuando x > €, tenemos que
2"T(log T)"
T > al > (log7) .
(ogx)™ — (log(2"T (log T)™)"

Cancelando un factor 7' en la expresion de arriba, tomando raices m-ésimas y exponenciando,

tenemos una desigualdad equivalente a
2"(log T)" > T, o 2logT > T,
Con W = T/ la dltima desigualdad es equivalente a
W < (2m)log W,

la cual, por el Lemma 10 (notemos que 2m > 4 > 3) nos da que W < 4mlog(2m). Esto implica
que T < (4mlog(2m))™". Ahora, es suficiente notar que esto contradice la hipétesis sobre T, ya que
log(2m) < m paratodam > 1. O



Capitulo 2
repdigitos perfectos

Como se mencioné antes, en [3], se han calculado repdigitos perfectos en base g para g €
{2,...,10}. El método de [3] es usando restricciones modulares o resolviendo varias ecuaciones

exponenciales diofanticas particulares dependiendo fuertemente del valor de la base.

En este trabajo, presentaremos un algoritmo para calcular todos los repdigitos perfectos en base
g. Como un ejemplo, extenderemos los cdlculos de [3] a las bases g € [2,333]. Como resultado del

trabajo, también daremos algunas cotas tedricas tales como
TEOREMA 1. (1) El mds grande niimero perfecto de la forma (0.1) satisface
o
0.2) N<g¥ .

(ii) El niimero de repdigitos perfectos en base g es a lo mds 4g°.

A lo largo de este capitulo, usaremos p, gy r, con o sin indices, para nimeros primos.

1. repdigitos perfectos pares

Un resultado conocido de Euclides y Euler dice que un nimero perfecto par es necesariamente
de la forma 27~!(27 — 1), donde 2” — 1 es primo. Esto es, para encontrar repdigitos perfectos pares

necesitamos resolver la ecuacion

m_q
& 1 ):2P-1(2P—1), def{l,...,g—1},y2” — 1 primo,
g_

La siguiente proposicion es conocida, aparecié en [15, Lema 7] y extiende [3, Lema 5], pero la

(1.1) N:d(

incluimos por conveniencia para el lector.

ProposiciON 12. Todas las soluciones N de la ecuacion (1.1) son tales que m = 1y en este caso
g > N arbitrarioyd = N, om = 2. En el caso m = 2 se tiene que d = 2°y g+ 1 = 2°(2” — 1) donde
a y b son enteros no negativos tales que a+b =p—-1y N =2 + 2.

DEmosTRACION. Sea N un repdigito perfecto par en base g. El caso m = 1 no necesita prueba.
Cuando m = 2, tenemos que N = d(g+1) = 2°"1(27—1) y 2”1 es primo. Siempre que 2°—1 > 277!

XXV



XXVI 2. REPDIGITOS PERFECTOS

y g + 1 > d, se tiene que 2”7 — 1 divide a g + 1. Entonces, d es un divisor de 2°~!, por eso d = 2¢

paraalgina € {1,...,p—1},locualnosdaque g+ 1 =22 - 1)conb=p -1 —a.

Ahora veremos que el caso m > 3 no es posible. Es claro que 2”1 debe dividir a (g"—1)/(g—1),

de otra manera, si dividiera a d, tendriamos

1/2
m—1
g>d22p—1> \/NZ(g 1) :1/gm—l+...+1>g(m—1)/22g’

g_

lo cual es imposible. En consecuencia, (¢” — 1)/(g — 1) = 2°(27 — 1) para algiin entero no negativo

b. Si m es impar o m es par pero g es par, entonces (g" — 1)/(g — 1) es impar, por eso b = 0. Por lo
tanto, d = 2"~ < g, entonces

g"-1
g—1
lo cual es falso para toda p > 2. En consecuencia, g debe ser impar y m debe ser par. Escribamos

m—1

2[7_1: :g +...+1>gm_12g2>22p—2’

m = 2m,. Entonces tenemos que

2l’l’l1 _ 1 mp __ 1
22r —1) =8 = (g™ + 1)(g )
g—1 g—1

En el miembro derecho, el primer factor es mayor que el segundo factor y en el miembro izquierdo,

2P —1 > 22y 27 — 1 es primo. Por lo tanto, 27 — 1 debe dividir a g™ + 1, y tenemos que g™ + 1 =
227 — 1) y (g™ — 1)/(g — 1) = 2¢ para algunos enteros positivos ¢ y e. De hecho, ¢ > 0 porque g
esimpary e > 0 porque m; = m/2 > 1. Siempre que (g™ — 1)/(g — 1) es par y g es impar, tenemos
que m; es par. Por lo tanto, m; = 2m,, y entonces 227 — 1) = g™ + 1 = g™ + 1 = 2 (mdd 8).
Ahora obtenemos que ¢ = 1, entonces 27 — 1 = 1 (mdd 4), pero esto es falso para cualquier primo
p=>2.

Esto finaliza la prueba de la proposicion. O

2. El caso de repdigitos perfectos impares con p el primo de Euler chico

Hasta ahora no se sabe si hay nimeros perfectos impares, pero se sabe que si los hay debe ser
de la forma pO, donde p es llamado el primo de Euler y usamos O para un cuadrado perfecto. Més
aun, se sabe que p = 1 (mdd 4). Entonces, siguiendo por ejemplo Pollack [15], consideremos la
ecuacion diofdntica

m _
(2.1) d(g N ): pO, donde defl,...,g—1}, y pesprimo.
g_

La ecuacion (2.1) implica que

(2.2)



2. EL CASO DE REPDIGITOS PERFECTOS IMPARES CON p EL PRIMO DE EULER CHICO XXVIL

donde ¢, , es algtn entero libre de cuadrados que puede ser determinado facilmente en términos de
p'y d. Para determinarlo, escribamos d = d,; d% donde d, es libre de cuadrados. Entonces ¢4, = pd,
siptdiycg,=d/psipld,.

Ahora distinguiremos varios casos. Diremos que el primo de Euler p es chicosi p < g. En la

siguiente Seccion, consideraremos el caso p > g (en este caso diremos que p es grande).

Desde ahora, asumiremos que g > 2, porque si g = 2, entonces d = 1 y N = 2" — 1 para algin
m > 2, pero estos nimeros son congruentes con 3 médulo 4, y por tanto no pueden ser nlimeros

perfectos impares.

ProposicioN 13. Si el primo de Euler p satisface p < g, entonces cada solucion de la ecuacion
(2.1) satisface m < max{144g*,12g>}.

DemostrAcION. Notemos que el caso p = g no puede suceder, ya que si p = g, entonces p no
puede dividirad (yaqued < g = p) y pescoprimo con (g" — 1)/(g—1)=1+g+---+g" ! =

1+ p+---+ p™!'. Entonces, asumimos que p < g.

Ahora suponemos que d y p son fijos y consideremos la ecuacion (2.1) con una ecuacién en la

variable m. Reescribiendo la ecuacién (2.2) como

(2.3) g" —(g—Decgpo=1.
Cuando m es par, la ecuacién de arriba tiene la forma

(2.4) X*-DY*=1,

donde D := (g — 1)cap, y X := g™?. Podemos asumir que D no es un cuadrado perfecto, de
otra forma la ecuacion de arriba no tiene solucion no trivial. Por lo tanto, estamos en el caso de
una ecuacion de Pell como en el Ejemplo 3, usando la notacion de dicho ejemplo, tenemos que
x, = g"2. Por lo tanto, x, no tiene factores excediendo a g. Por el Lema 4 tenemos que n <
max{6, (g + 1)/2}. Sea

@ :=x +y VD.

Porel Lema 1, @ < D*YP. Como D divide a (g — 1)dp, tenemos que D < g(g — 1)>. Entonces

\o(o— ol/2
gm/2 =x, < Q" < DSn\/B < (g3)3n glg—1)? < g9n(g g ,

dando m < 18(g — 1)g'/?>n. Como n < max{6, (g + 1)/2}, tenemos que m < max{108g>2,9g°/?}.

Lo mismo se mantiene cuando m es impar y g es un cuadrado perfecto. Ahora asumiremos que

m es impar y g no es un cuadrado. Entonces la ecuacion (2.3) puede ser escrita como

(2.5) AX? - BY? =1,
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donde A := g, B := (g — )cap, y X := g™ V2. Ahora B no es un cuadrado, en dado caso, la
ecuacion se veria como g” — 1 = 0O, la cual no tiene solucion por el resultado de la ecuacion de

(m-1)/2

Catalan. Entonces, estamos en el caso del Ejemplo 4. Asi, si x, = g , por el Lema 5 tenemos

que n < max{12, g + 1}. Es bien conocido que si
(2.6) n:=x1 VA + y; VB,

entonces 1> = u; + v; VAB es tal que (u;,v;) es la solucién minima positiva (u,v) de la ecuacién
del Pell U? — DV? = 1 con D := AB (ver [20]). En particular,

772 < D3 \@

Notemos que D = g(g — 1)ca, < g*(g — 1)*. En consecuencia,

g2 — o o pOUIND  ()OrDNE 1R Gonsis),

lo cual nos dam—1 < 12ng(g — 1). Como n < max{12, g + 1}, tenemos que m < max{144g>, 12g%},

lo cual completa la prueba de esta proposicion. |

Observacion 1. Observemos que la cota de la Proposicion 13 tiene un mérito tedrico ya que
es explicita en g. Es muy probable que en la practica esta cota no sea muy util sin embargo mas
adelante la enunciaremos para la demostracion del Teorema 1. No obstante, la demostracion es
muy util. Para cada d y p, calculemos c¢;, y generemos la solucion minima de las ecuaciones
tipo Pell implicadas por (2.3), la referenciaremos como ecuacién (2.4) cuando m es par o g es un
cuadrado perfecto, o por la ecuacién (2.5) cuando g no es un cuadrado y m es impar (la ultima
ecuacion podria no tener soluciones, pero eso lo podemos saber calculando la solucion minima de
la ecuacién de Pell y verificar por medio de la relacién que se da después de la definicién de n
en (2.6)). Entonces uno puede evaluar x, para toda n < max{6,(g + 1)/2} (o n < max{12,g + 1},
respectivamente), y verificar para cuales de estos valores de n se tiene que x, una potencia g. Este
algoritmo detectard candidatos potenciales para m tal que N = du,, es impar, perfecto y el primo de

Euler p es chico.

3. El caso de repdigitos perfectos impares con p el primo de Euler grande

Desde ahora, asumiremos que el primo de Euler p satisface p > g y du,, es impar, donde
uy, = (g" —1)/(g — 1). Por lo tanto, ¢, := ¢4,/ p no depende de p porque d es menor que g, por lo
tanto también menor que p, en particular es coprimo con p. Distinguiremos y trataremos esta parte

en tres casos los cuales estardan en orden creciente de complejidad.
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3.1. El caso cuando m es par. Aca, tenemos el siguiente resultado.

ProposicioN 14. Si el primo de Euler p satisface p > g y m es par, entonces se tiene que
m < max{216g3/%,18g%%}.

DEemosTrACION. Escribiendo m = 2m,, tenemos

g"-1 :(g"“

cqpa =

g—1

-1 -
P )(g +1).

Los dos factores del miembro derecho son coprimos por que su mdximo comun divisor divide a

(g™ +1)— (g™ — 1) =2 yambos son impares. Asi, existe algin divisor 4, de ¢, tal que

(3.1) =0 o gu+l=a0

Si ocurre lo primero, entonces se puede proceder de manera similar al caso cuando p era chico.

Reescribamos la ecuacion de la izquierda como
g —(@g-Dao=1,

la cual es de la forma X> — DY? = 1 con X := g2y D = (g — DA; < (g — 1)* si m; es par
0g =0, o0 de la forma AX> - BY?> = lcon A := g, X := g™m=V2y B := (g — 1), entonces
D = AB = g(g — )1, < g(g — 1)* dado que m; es impar y g # O. Usando el mismo método que en
la prueba de la Proposicién 13 resulta que m < max{144g, 12g*} en el caso que m; es paro g = O,

y m < max{216g*?, 18g°?} en el caso que m, es impar y g # O, esto nos da la conclusién deseada.

El caso de la segunda ecuacion en (3.1) es similar. Reescribamos dicha ecuaciéon como g™ —
140 = —1, reconocemos que esta ecuacion es de la forma X?> — DY? = —1, con X := g"/?, D =
A < g —1,dado que m; es paro g = O, o de la forma AX> — BY?> = —1 con A := g, X := gm~-D/2
y B := Ay, entonces D = AB = gd; < g(g — 1) dado que m; es impar y g # O. Notemos que
en el ultimo caso podriamos asumir que B = A; no es un cuadrado, ya que si lo fuera, entonces
tendriamos que g"' —0O = —1, lo cual da que m; = 1 (entonces, m = 2, lo cual satisface la conclusion
de la proposicién), o nos da una solucién no trivial de la ecuacién de Catalan, y la dnica posibilidad
es 23 — 3% = —1, entonces m; = 3y g = 2, lo cual no puede ser ya que g > 2. Otra vez, usando el
método de la Proposicion 13 resulta que m < méx{72g'/?,12g%} en el caso que m, es paro g = O,

y m < max{144g,24g*} en caso que m; es impary g # O. =

Observacion 2. Consideraciones similares a las mencionadas en la observacion 1 con respecto

al calculo de todos los posibles valores de m se aplican también a este caso.
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3.2. El caso cuando d = O. En lo que resta de este capitulo, m es impar. Como d = O,

tenemos que ¢, = 1. Acd, probaremos el siguiente resultado.

ProposICION 15. Si d = O, entonces m = q es un primo, o m = ¢, donde q es un primo

dividiendo a g — 1.

DEMOSTRACION. Asumimos que 7 no es un primo y sea ¢ su minimo factor primo. Observemos
que g es impar. Entonces

(3.2) po=8 b (=1 )]
' ga—1J\ g-1)

donde, al igual que antes, p es el primo de Euler. A continuacién veremos que los dos factores del

miembro derecho son coprimos o su mdximo comin divisor es exactamente ¢, y esto se mantiene
unicamente cuando ¢g | g — 1. Més aun, en ese caso g divide exactamente al primer factor. Para ver
esto, sea P un factor primo comun de los dos factores que aparecen en el miembro derecho de (3.2).
Sea a := g"9. Entonces P divide aa — 1 y también a (a? — 1)/(a — 1) = (g" — 1)/(g"™4 — 1). Como

al -1

7 =l+a+-+a’'=¢g (méda-1),
a_

tenemos que P divide a g, por lo tanto, P = ¢. Ahora, g divide a g"/4 — 1 y por el Teorema Pequefio
de Fermat, g también divide a g%~! — 1. Por la propiedad de las sucesiones de Lucas expuesta en la

Proposicion 2, se tiene que g divide a
mcd(gm/q _ l,gq—l -1 = gmcd(m/q,q_1) _1,

y, como ¢ es el factor primo mas chico de m, tenemos que mcd(m/q,g—1) = 1. Por lo tanto, g divide
g — 1. Finalmente, para ver que en el ultimo caso g aparece con el exponente 1 en la factorizacion

de el primer factor, observemos que dicho factor se puede escribir como

(g’"—l ):((g’"—l)/(g—l))
gma—1 (g"1-D/(g-1)

Aplicando la Proposicion 3 obtenemos que en este caso g divide de manera exacta al primer factor.

Regresando a (3.2), si los dos factores del miembro derecho son coprimos, se debe tener que
el primer factor o el segundo es un cuadrado. Por el Teorema de Ljunggren y como el exponente
de m es impar, se sigue que m/q = 1, lo cual es lo que queriamos probar, o g = 3y m/q = 5.
La segunda posibilidad nos da que m = 5¢, entonces m € {15,25}. Sin embargo, ninguno de los
ntiimeros (3" — 1)/2 o0 (3%° — 1)/2 es de la forma pO. En consecuencia, esta posibilidad no puede

ocurrir, y por lo tanto m = ¢ es un primo.
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Ahora veamos el caso cuando el maximo comun divisor de los dos factores del miembro
derecho de (3.2) es precisamente g. Como ¢ < g < p, g debe aparecer con exponente par en
(g™ —1)/(g — 1), y como este aparece con exponente 1 en el primer factor del miembro derecho de
(3.2), se sigue que g debe dividir también al segundo factor. Se sigue facilmente que g | m/q. Por
lo tanto, g* | m. Ahora reescribimos la ecuacién (3.2) como

m_q m_q mlg _q
03 e ey

Por un argumento similar al usado al principio de la prueba de esta proposicion, el maximo comuin

divisor de los dos factores del miembro derecho de (3.3) es una potencia de g. Es facil ver que el
exponente de g en (g" —1)/(g" ' —1) es exactamente 2. Como el exponente de gen (g"—1)/(g—1)
es par, se sigue que el exponente de g en (g’"/‘]2 — 1)/(g — 1) también es par. Estos argumentos
muestran que (g™ — 1)/(g"/ 7 1) es cuadrado, o (g”’/q2 — 1)/(g — 1) es un cuadrado. Asumamos
que m > ¢, la tnica posibilidad, usando el Teorema de Ljunggren, es g = 3y m/q> = 5, por lo
tanto m = 5¢°. Sin embargo, g debe dividir a g — 1 = 2, y esto es falso ya que m debe ser impar.
La conclusién es que m = g debe mantenerse en este caso y que g divide g — 1, lo cual es lo que

queriamos probar. O

Ahora daremos una cota para m.

ProposIcION 16. Si d = O, entonces m < max{g?, 8glog(4g)}.

DEMOSTRACION. Aplicamos la Proposicién 15. Si m = ¢? para algtin primo ¢ | g — 1, entonces
obviamente m < g>. Asumamos que m = g es primo. Podemos asumir también que g > g.

En particular, g no divide a g — 1. Sea
d(gq - 1) dﬁ d
N = = ol =1dM,
g—1 i=1

donde Q; < -+ < O son primos. Es claro que si Q es un primo dividiendo a M, entonces g7 = 1

(méd Q), porlotantog | Q — 1,0 Q| g — 1. La segunda posibilidad implica que g = Q, entonces g

divide a g—1, lo cual no puede ser. Por lo tanto, Q; = 1 (mdd g) paratodai = 1,..., k. Asi tenemos
que

7-1

g >5 = M>@2q+ 1),

g-1

entonces
qlogg

34 4586
4) log(2g + 1)

Ahora observemos que d y M son coprimos. Si no lo fueran, tendriamos que d seria divisible por
algun primo Q, entonces d > Q > 2g + 1 > 2d, lo cual es imposible.
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Por ello,
o(N) = o(d)o(M).

Como d es un divisor propio de un nimero perfecto N, tenemos que o(d) < 2d, por lo tanto
o(d) <2d — 1. Tenemos que

- )

N d M d M
Entonces
o(M) 2d 1 1
> =1+ >1+ —.
M 2d — 1 2d -1 2g

Como oo(M)/M < M/¢$(M), tenemos que
k

1 M 1
1+—<—:n(1+—).
26 o) LIV T g1
Tomando logaritmos y usando la desigualdad

x/2 <log(l +x) <x esvédlida Vxe(0,1),

junto con (3.4) y el hecho de que g > g, obtenemos que
1 1 k ( 1 ) 5001
— < log|l+—|< log(1 + < —
4 g( 2g) 2e\l 5 )< g
11 1 Ydr\ 1
< — ) =<—|1+ —|=—(+logk
26121’ 261( fl t) 261( ogh)

1 qlogg 1
< —|l+log|————=—]]< =—1
2q( Og(log@qﬂ))) 2q 08

(aqui usamos el hecho que g > gy por tanto log(2g + 1) > log g), lo cual implica

(3.5) q < 2glog(eq) < 4gloggq,
donde la dltima desigualdad se sigue porque g > 3 > e.

Aplicando el Lema 11 a la desigualdad (3.5), la cual puede ser reescrita como g/logq < 4g,
tenemos que g < 8glog(4g), que es el resultado deseado. O

3.3. El caso cuando m es impar y d # 0O. A lo largo de esta Seccidn, en lugar de c, escribi-
remos ¢ y estudiaremos la ecuacion
(3.6) Uy, = cpd,

donde {u,},s0 es la sucesion de Lucas de término general u, = (g" — 1)/(g — 1) para toda n > 0
del Ejemplo 2 presentado en la Subseccién 2.1, ¢ € {2,...,g — 1} es libre de cuadrados y p > g es

un primo. Luego, usaremos el hecho de que du,, es perfecto para algin d < g — 1 tal que dc = O.
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Observemos que podemos asumir g > 4, ya que si g = 3, tendriamos que d = 1, este caso fue
tratado en la Subseccion 3.2, o d = 2 es el caso en el que N es par, y este caso fue tratado en
Seccion 1.

A continuacion trabajaremos con el parametro Z(k) definido en la Subseccion 2.1.

ProposiciON 17. Supongamos que k es libre de cuadrados y que para algiin m > 1 tenemos que

e[ ][]
plk qtk it
qlg—1 rtk(g—1)

donde a, es impar para toda p | k'y b, es par para toda q 1 k con q | (g — 1). Entonces:

(1) Z(k) | m;
(i) Sim =ZK) [1pke-1y P T1 gim q", entonces a,, es par para todos los primos p | k(g —1).
qtk(g—1)

DemosTrACION. Como a,, es impar, se sigue que a, > 1, por lo tanto k divide a u,,. Asi, z(k)

divide a m. Por lo tanto, como u,y, | u,,, tenemos que a, > e,. Si e, es par, entonces como a, €s
impar, se sigue que a, > ¢, + 1,y e, > 1 ya que k | uy . Asi, para estos p, se debe tener que

z2(p*h) = pz(p) | m.

Como z(k) | m, también tenemos que b, > f,. Pero g | g — 1 entonces z(¢") = ¢%||u,q),
y se deduce que ¢’7||z(k). De manera similar, g”||m. Consecuentemente, si f, es impar, entonces

b, > f, + 1, porque b, es par, entonces, ¢/ | m. Por lo tanto, m es un miltiplo de
A:=mcmla :a € Aj,
donde A es el siguiente conjunto de nimeros
A = {zk}Ulpp):plkye,=0 (mdd 2)}

U {¢"" g1k ql(g-Dyf,=1 (méd2)}h

Sin embargo, es ficil ver que el minimo comiin multiplo de arriba es precisamente Z(k). Esto

prueba (i). La parte (ii) es también inmediata. O

Tenemos el siguiente corolario.

Cororario 18. Si m da una solucion a la ecuacion u,, = cpQ con un primo p > g y un entero
libre de cuadrados c con 1 < ¢ < g— 1, entonces m es un miiltiplo de Z(c). Mds aiin, los exponentes

de los primos dividiendo a c(g — 1) aparecen en la factorizacion de m/Z(c) a un exponente par.
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Esto sugiere hacer lo siguiente. Dado un impar libre de cuadrados k > 1, sea M; el conjunto de

enteros positivos impares m tales que la relacion
(3.7) u, = ko,,0 se mantiene con ,uz(kém) =1 y mcd(d,,g-1) =1

Acd, usamos la funciéon de Mobius u(n) con su significado estandar, esto es O si n no es libre de
cuadrados, y es (=1)“™, donde w(n) es el nimero de distintos factores primos de n, en caso que
n sea libre de cuadrados. De lo dicho arriba, tenemos que Z(k) divide a m para todos los enteros
m € M,. Mas atin, si m; divide a m, y ambos estdn en M, entonces todos los factores primos
dividiendo a k(g — 1) aparecen con exponente par en m,/m,. Entonces, tiene sentido estudiar que
pasa con 6,,, y O, €n el caso cuando m,/m; es un primo que no divide a g — 1, o el cuadrado de un
primo que divide a k(g — 1).

Tenemos la siguiente proposicion, la cual puede ser pensada como una generalizacion de la

Proposicion 15.

ProPOSICION 19. Sea k > 1 un impar libre de cuadrados y sean my, my enteros impares positivos.
Supongamos que
Uy, = ko, 0, y Up, = kém,O,
donde
W kS,) = (kS p,) = mcd(S,,, g — 1) = med(Sp,, g — 1) = 1,
y my = myt, con t siendo un primo que no divide a k(g — 1), o el cuadrado de un primo que divide a
k(g—1). Entonces w(6,,,) = w(0m,). La uiltima desigualdad siempre es estricta excepto posiblemente

cuando t es un factor primo de 0.

DEmosTRACION. Para empezar, escribamos m = pypy---ps,con3 < p; < p, <--- < pyy

u u u P
Uy = ( m )( m/pi ) ) ( m/(pi-p 1)) = Nm’1 .. .Nm’s_
Um/py | \Um/(p1p2) Um/(pr-~py)

La observacion principal es que mcd(N,,;, N, ;) = 1 para todas 1 < i < j < s excepto cuando

pi = -+ = p;j := q es un factor primo de g — 1. En dicho caso, ¢||N,,, paratoda £ = i,i +1,..., j.
En efecto, si g | mcd(N,,i, Nynj), entonces q | tmjpy-p;y) | Umjpy-py (POrque i < j) y también
q | Nowi = U/ (py-pi)/ Um)(prppy (dOnde po := 1). Por lo tanto,

g | med (um/(m...pi), —um/(mmp"')) :
m/(p1--pi)

Es bien conocido y fAcil de ver que esto es posible tinicamente cuando g = p;. Ahora g | g"/(P1=Pi-1)—

1=gPimPs—1,yq|g" ' —1, portanto g | g"¥»=1-riP) — 1. Como p;— 1y p;- -+ ps son coprimos,

tenemos que g | g — 1. Como g | tw/pp,y [Umip-pp Y 9 | § — 1, se sigue que g = p;. Por lo

tanto, ¢ = p; = --- = pj, lo cual es lo que habiamos dicho. El resto de la afirmacion, ¢||N¢,, para
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¢ =1,i+1,...,J,estambién claro. (Este argumento ha aparecido antes en varias partes como por

ejemplo en la demostracion del Lema 3 en [13])

Ahora escribamos

Nm,i = Am,iBm,iD, para i=1,...,s,

donde /Jz(Am,,-Bm,,-) = 1, todos los factores primos de B,,; dividena g — 1, y A,,; es coprimo con
g — 1. Como se tiene que para cada primo impar p y cada entero positivo /, p | g — 1 implica que los
exponentes de p en las factorizaciones de /'y u; son los mismos, se sigue facilmente que B,,; = p;
o 1 de acuerdo a si p; divide g — 1 0 no. Ademas, por la observacion hecha arriba, cada pareja de

enteros positivos A, 1, ..., A, SON COprimos.

Asumamos ahora que m € My, es decir, u,, = k6,,0 con u*(ké,,) = mcd(5,,, g—1) = 1. Entonces,
como k = med(k, g — 1) - (k/mcd(k, g — 1)), tenemos que

5 s k
1‘[ B,;=mcdk,g— 1o, y ]—[Ami = (Wg—l))amu

i=1 i=1
(los O que estan mds a la derecha son de hecho iguales a 1). Asumamos ahora que m := m; y que

my := mt esta también en M;. Asumamos también que ¢ = g es un primo con g ¥ g — 1.

Observemos la expresion
Uny = Npp,1* Nm2,5+1

y comparemos esta factorizacion con
Up, = Ny 1 "'le,s

de u,,,. Sea iy el minimo indice en {0, 1, .. ., s} para el cual la desigualdad p; < g < p;;; se mantiene,
donde py := 1y ps1 := 00. Observemos que iy es el unico indice i tal que la desigualdad p; < g <
pi+1 S€ mantiene en el caso que g 1 m;, mientras que i es el minimo indice i para el cual p; = g
en caso de que g | m;. En los casos extremos iy = 0 e iy = s leemos que ¢ < p1y g > p;s,
respectivamente. Tenemos que N,, 11 = N, ¢ paratoda £ > iy + 1. Si 1 < ¢ < iy, Entonces

Udrg Udr

le,t’ = s

Nmz,t’ =
Ugg Ug

donde d := pyyi -+ - psy 1 := pe. Veamos que Ny, ¢ | Ny, ¢ paratoda £ = 1,...,ip — 1. En efecto, si

q # r esto es cierto aun cuando ¢ := iy porque entonces

(3 8) ]vmz,[ _ Udgrta _ (gdqr - 1)(gd - 1) _
Nue  Uagtar (8% —=1)(g" = 1)

donde ®,.(X) es el polinomio ciclotémico cuyas raices son las raices primitivas de la unidad de

®,.(g") € Z,

orden gr. Por lo tanto, Ny, ¢ | Ny, paratoda £ = 1,...,ip, si g # r. Por otro lado, el caso g = r

conduce a p;, < g =1 = pg, asi £ > iy y esto es posible cuando ¢ < iy que solo es posible cuando
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¢ = iy. Asi, la relacion de divisibilidad N, ¢ | Ny, se mantiene paratoda £ = 1,...,ip — 1, y uno

puede verificar que Ny, j,+1 = N, ;, €0 €l caso de que g = p;, | m;.
Asi, resumiendo, mostramos que

i0+ZS€SS+1, si q{ml,

N o= Ny -1 para toda
. mi, ig+1<t<s+1, si q|m,

y que
1<l<ip, si m,
Np¢ | Nppe  paratoda = 10 ! qtm
IS€SZQ—1, S1 q|m1_
Sea jo := ip si g no divide a m; y jo := iy — 1 si g divide a m;. Recordemos que estamos

asumiendo que g no dividea g — 1.

Primero trataremos el caso cuando ¢ no divide a ¢,,,. Entonces los exponentes de todos los
primos dividiendo a 6,,, en u,,, y ,,, son los mismos.

Esto muestra que

Ame = Amie1 Y Buye =B 1, paratoda jo+2 << s+1,

3.9 Ame | Ame Y Bue=Bnye paratodal <€ < jo.

Sin embargo, todavia tenemos que considerar el nimero

Nmz,jo+1 = Amz,jo+1 Bmz,jo+1 0.

Por lo que mostramos arriba, y como estamos asumiendo que ¢ no divide a g — 1, tenemos que
B, j,+1 = 1. Ademads, el nimero N,,, j,+1 no es un cuadrado perfecto por el Teorema de Ljunggren
(recordemos que las dos soluciones excepcionales de la ecuacién (x* — 1)/(x — 1) = y? con x > 1
yn > 2son (x,n) = (3,5) y (7,4), las cuales no aplican en nuestro argumento ya que estamos
considerando que g > 4 y que los exponentes son impares). Por lo tanto, A,,, j,+1 > 1, y como

s+1 Ky
n B, = l—[ B, ¢ = mcd(k, g — 1)O,
=1 =1

tenemos que

s+1 s
S,k - S k

—— = | A, iltipl io d Apt=——7—.
medk.e— D) l;[ ,.c €s multiplo propio de l;[ = medkg =D

(Notemos que hemos usado el hecho de que A,,, , son coprimos y libres de cuadrados, asi el
cuadrado O en las ecuaciones para sus productos con i = 1,2 en cada caso es 1, asi dichos cuadrados
no interfieren.) Asi, vemos que sit = gy g { 6,,, entonces 6,,,/9,, > 1 es un entero, asi w(d,,,) >
W(Om,)-
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Pequefias variaciones a este argumento sirven para el resto de los casos. Por ejemplo, suponga-
mos que todavia tenemos t = g pero q | 6,,,. Supongamos primero que g no divide a my, asi jy = i.
Con la notacién de arriba, sea i; el unico indice i € {1,..., s} tal que g | A,,, ;. Entonces g | N, ;,.
No es dificil verificar que p;, es el minimo factor primo del indice de aparicion z(g) de g en {u,},>0.
Notemos que z(q) < g—1 < g, por lo tanto g > p;,. En particular, i; < i. Asi, como N,,, ;, es divisi-
ble por g a un exponente impar y m, = m,q, se sigue que N,,, ;, es divisible por g a un exponente par.
Todo permanece igual que antes, asi las relaciones (3.9) se mantienen paratoda £ € {1,2,..., s+ 1}
excepto para £ = jo+ 1y £ =i}, cuando ¢ = i}, tenemos que A, i, /q | Amy.iy (Y Binyiy = B, iy)- Asi,
aqui perdimos un primo de 6,,, (le llamemos ¢g), pero ganamos al menos un primo de A,,, j,+1. Esto
muestra que w(0,,,) > w(0,, ), pero ya no es cierto que d,,, divide a ¢,,, en este caso (aunque 6,,, /q
divide a d,,).

Ahora asumamos que todavia estamos en el caso que ¢t = ¢ divide a ¢,,, pero que g | m;.
Entonces jo = ip — 1 y i; < ip. Con la misma notacion de antes, tenemos otra vez que q | Ny, ;.
Sin embargo, recordando que g“|lu,,, se sigue que g“|lm;, donde a > 1 es algln entero tal que
a+e, =1 (méd 2). Como p;, < g, se sigue que m;/(p; - - p;,—1) es un multiplo de z(g)g“, mientras
que my/(py -+ pi,—1) es un multiplo de z(¢)g**!. Asi, las relaciones (3.9) se mantienen para toda
¢ ef{l,...,s+ 1} excepto para £ = jo + 1 y £ = i}, mientras que para { = i;, tenemos, como en
el caso anterior, que A, ;,/q | Am,iy (Y Bm,iy = Bm,.i,). Asi, otra vez perdemos un primo de 6,,, (le
llamemos a este primo g), pero ganamos al menos otro primo de A,,, j,+1 > 1. Asi, otra vez tenemos

que w(0,) = wW(op,).

Ahora vamos a esbozar el caso cuando ¢ = ¢° y ¢ divide a k(g — 1). Mantendremos la notacién

ip como el minimo indice i en {0, ..., s} tal que p; < ¢ < p;+;. Entonces como en el caso anterior,
uno argumenta que existe jy € {0, ..., s + 2} tal que

(3.10) Nuyt = Nyt para toda tel{jo+3,...,5+2}

y

3.11) Nyt | Nyt para toda tell,..., jo}.

Aqui, otra vez j, := iy Si g es coprimo con m, y jo := ip— 1 si g | m;. Para larelacion de divisibilidad

(3.11), uno usa el hecho de que el polinomio

(X7~ 1)(X - 1)
(X‘I2 -DX"-1)

=D, (X)D,(X) tiene coeficientes enteros,

en lugar del argumento de la relacién (3.8). Por lo tanto, A, = A, 12 Y B,.r = B, ¢—2 para toda

€ € {jo+3,...,s + 2}. Por argumentos similares a los anteriores, tenemos facilmente que cuando
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q divide a g — 1, y g no divide a 6,,,, tenemos también que A, ¢ | Ap, ¢ Y Bm,.c = B, para toda
tefl,..., jo}

Cuando ¢ divide a k/mcd(k, g — 1), una conclusion similar puede ser deducida de la siguiente

forma. Primero observemos que g | k | g™ — 1y q | g7' — 1 por el pequefio Teorema de Fermat.
Por lo tanto, g | g™"4"D — 1y como g t g — 1, se sigue que ¢ | Umedm, 4-1)- En otras palabras,
ih>0ygq| Up,...pjy- Ahora, cada una de las expresiones N,,, , para £ € {1,..., jo} es de la forma

(g""—1)/(g?~1) para algtin primo r < g y su correspondiente N, ; es de la forma (g4 —1)/(g%¢" - 1).
Ahora es fécil verificar que el exponente del primo ¢ tiene la misma clase residual médulo 2 en la
factorizacion de N, ¢ y Ny, ¢, respectivamente, lo cual implica que A,,, ¢ | A, paral € {1,..., jo}.
Todavia tenemos que analizar N, jo+1 Y N, jy+2. Como g | k(g — 1), tenemos que By, jo+2 = B, jo+1

y su valor comun es g o 1 de acuerdo a si g divide a (g — 1) o k/mcd(k, g — 1), respectivamente.

Recordemos que A, jo+1 Y Am,,jo+2 SON coprimos. Si fuera cierto que Ay, j+1 Y Am,,jo+2 son 1,
deberiamos tener que con algun divisor d de m; (aqui, d := pjj+1 - pssiqg{ myyd := pj, - p;s
cuando g | m;), se tendria que

dq _ 1 dg* _ 1
8 _ 8
1 By jor20, Y =1

= BM2,j0+1 o.

Por el Teorema de Ljunggren, ninguno de B,,, j,+> 0 By, j,+1 pueden ser 1 asi ambos deben ser g. Al
multiplicar las relaciones de arriba, obtendriamos (gdq2 —-1)/(g?—1) = O, lo cual es imposible. Asi,
e := Ap, jo+14m, jo+2 > 1. Porque, como hemos visto, A, (|A,,cparal < € < joy Ap e = Amyes2
para jo + 1 < € < s, el producto de A,,, , divide al producto de A,,, //e. Como e > 1, tenemos que
el cociente de A,,, , sobre A,,, , es mayor que 1. Pero este cociente es también el cociente 6,,, /0, -
Como 6, y d,n, son libres de cuadrados, se sigue que w(6,,,) > W(Op,)- O

El siguiente corolario es de interés:

CoroLARIO 20. (1) Simy | my estdan en My, my/my; > 1y 6,,, = 1, entonces 6,,, > 1.
(i1) Si my | my estan en My, my/my > 1y 6,,, > g es primo, entonces 6,, > 1, ademads, si es

primo se tiene my = m0,y,.

DEMOSTRACION. La parte (1) es inmediata. De hecho, sea r | m,/m; y supongamos que u,,, = kO.
Entonces 72 | my/m, si r divide a k(g — 1). Sea t := r* si r divide a k(g — 1) y ¢ := r en otro caso.
Entonces m;t | my, y 6,,, = 1, entonces por la Proposicion 19, tenemos que 6,,,, > 1. Por lo tanto,
W(6m,;) = 1. Por induccion sobre el niimero de factores primos de m;,/(m,t) usando la Proposicion

19, tenemos que w(d,,,) > 1, lo cual nos da una contradiccion.
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Para (i1), denotemos con p a ¢6,,,. Sea r algun factor primo de m,/m,. Otra vez, sea t := rrsir

divide a k(g — 1) y ¢ := r en otro caso. Entonces m, ¢ divide a m,.
Mais aun, por la Proposicion 19, si r # p entonces w(0,,,;) > 2.

Ahora, por induccién sobre el nimero de factores primos de m;/(m;t), por la Proposicion 19

tenemos que w(d,,,) > 2, lo cual nos da una contradiccion. Por lo tanto, debemos tener que r = p.

Pero entonces esto es cierto para cada factor primo de m,/m,, entonces m, = m;p® para algin
a>1l.

Ahora mostraremos que a = 1. Asumamos que no. La Proposicién 19 muestra que u,,, = kpO
Y Upm, = kg0, donde g = J,,,, €s un primo. Entones g no es el mismo primo que p (de hecho, g = 1
(méd p) como p > g). Por lo tanto, por la Proposicién 19 aplicada a m;p y m; p?, tenemos que
W0y, 2) > W(Op,p) = 1.

Por induccién sobre a usando la Proposicion 19, tenemos que w(5,,,) = W(Opm,pa) = (6, p2) =

2, lo cual es una contradiccion. O

3.3.1. Un algoritmo para calcular todas las soluciones. Ahora estamos listos para explicar
un algoritmo que detecta todos los candidatos para m tales que N = du,, es perfecto. Recordemos

que estamos en el caso en que N es impar, p > g, d # O, mimpary g > 4.

Regresemos a la ecuacion (3.6), es decir, u,, = cpd con ¢ = ¢,. Primero eliminaremos tres
casos donde restricciones modulares implican que no hay solucién: d par, g =2 (m6d 4) cond = 1
(méd 4),y4 | gcond =3 (méd 4).

Observe que, como en este caso d,, = p > g, se tiene que (J,,,g — 1) = 1, entonces m € M..
Por la Proposicion 17, my := Z(c) | m. En consecuencia, u,,, = ¢d40 con 4 libre de cuadrados.
Claramente, m; € M.. Sea m =: myn. Entonces, por el Corolario 18, todos los factores primos
de n dividiendo a c¢(g — 1) aparecen con exponente par en 7. El objetivo es dar una lista corta que

contenga a todos los candidatos para n.

Recordemos que
Uy, = 640,  donde  p’(cdy) = med(s,8—1) = 1.

Si w(,) > 2, entonces la Proposicion 19 mas induccién en el nimero de factores primos de m/my,

muestra que w(d,,) > 2 para toda m € M., entonces no tenemos soluciones para n.

Si ¢4 es un primo, entonces el Corolario 20 (i) muestra que n € {1, d,}.
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Ahora asumamos que 6, = 1. Escribamos
ma _ | man _ |
(3.12) N =|(d® g .
g—1J\gr—-1

Supongamos primero que los dos factores de la derecha en la relacién (3.12) no son coprimos. Sea g

un primo dividiendo a dichos factores. Si g | u,,,, entonces como g | (g"*" —1)/(g"* = 1) = pn/Um,,
obtenemos que r | n, donde r = q. Si no, entonces q | d 'y q 1 u,,,, entonces z(q) | mgn'y z(q) ¥ my.
Por lo tanto, existe un primo r tal que r | n, y este primo es g si g | u,,, o es un factor primo
de z(g)/mcd(z(q), my), donde g | d. En cualquier caso, podemos decir que n es un multiplo de ¢,

2, si r divide a c(g — 1), y r es un primo como se

donde r :=r,sirnodivideac(g—1),yt :=r
menciond anteriormente. Ahora

Uy = €0q,0,
por el Corolario 20 (1), tenemos que 6,4, > 1. Si w(d,,) > 2, entonces no hay soluciones para n, si

d4; €S un primo, entonces n € {t, td,,}, por el Corolario 20 (ii).

Ahora asumamos que los dos factores que aparecen en el lado derecho de la ecuacion (3.12)

son coprimos. Entonces

2N = o(N) = O'(dumd)O'(gmdn — 1).

g —1

Ahora du,,, < o(du,,) < 2du,,. Sabemos que si ¢°||du,,, entonces ¢°||2N. Por lo tanto, debe
existir un numero primo ¢q dividiendo a o(du,,,) el cual no divide a du,,,. Si este primo es 2, entones
0 (Up,n/Um,) €s impar, por lo tanto u,,,,/u,,, = O, lo cual no es posible para n > 1 por el Teorema
de Ljunggren. Por lo tanto, g es impar. Asi conseguimos que ¢q | (g"* — 1)/(g™ — 1), por lo tanto
2(q) | myn, pero z(g) ¥ my. Sea r algtn factor primo de z(q)/mcd(z(gq), m;). Entonces n es divisible
por t, donde al igual que antes ponemos ¢ := r, si r no divide a ¢(g — 1), y ¢ := 2, en otro caso.
Ahora escribamos

umdt = Céd’lD.

Entonces 6., > 1 por Corolario 20 (i). Si w(d4,) > 2, no hay soluciones para n. Finalmente, si 94,

es un primo, entonces n € {t, td,,}, por Corolario 20 (ii).

Esto agota todas las posibilidades, y asi todos los candidatos potenciales para m tales que du,,

es perfecto.

4. Demostracion del Teorema 1

Empezaremos con (i). Si N es par, la Proposicién 12 muestra que N < g2. Cuando N es impar,
entonces N < g™, asi es suficiente acotar m. Cuando N es impar y el primo de Euler p es chico,

entonces la Proposicién 13 muestra que m < 144g* < g'!, cuando p > g es grande pero m es par,
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3/2 < ¢! porque g > 2. Cuando p es grande y d = O, la Proposicién 16 muestra

entonces m < 216g

que m < g2, om < 8glog(4g) < 8glog(g?) = 24glogg < g''. Resumiendo, en todos los casos
2

excepto el dltimo cuando N es impar, p grande y d # O, tenemos que m < g'! < gg4 < g% . Asi,

veamos que el ultimo caso s6lo puede ocurrir cuando g > 4.

Es claro que z(c;) < ¢4 < g — 1, por lo tanto my; = Z(cy) < z(cg)d(g — 1) < (g — 1)°. Por
consiguiente, factores primos g de du,,,, o de o(du,, ), no exceden Zg(g‘l)3 porque du,,, divide a
un numero perfecto, asi cualquier factor primo r de su indice de aparicion en u,,, es a lo mas tan
grande como la misma cota 2g(g‘”3. Por lo tanto, con la notacién de la Seccién 3.3.1, tenemos que
t<r<2g®V 01 =< (g— 1) donde el dltimo caso es Unicamente cuando r | (g — 1).
Observemos que (g — 1) < 2¢%D’ como g > 4. Asi, myt < 2(g — 1)°¢®™D’, y entonces cualquier

factor primo de u,,, es a lo mas

13 ,(e-1)3 (g-1)3+4
(4.1) gHe D ) < gt e

Como g > 4, tenemos que g> > (g—1)° +4, por lo tanto la expresion apareciendo en el lado derecho

de la desigualdad (4.1) es menor que ggg3 , lo cual completa la prueba de la parte (i) del teorema.

Ahora veamos (ii). Si N es par, entonces la Proposicion 12 muestraquem = 1y N < g,om =2
yd =2y g+ 1 =227 - 1) para algunos enteros no negativos a y b. Podemos ver que cuando
m = 2, el nimero N es (en el mejor de los casos) univocamente determinado. Asi, el nimero de

repdigitos perfectos pares en base g es menor que g.

Ahora asumamos que N es impar y que el primo de Euler p es chico, esto es p < g. Entonces
el nimero de elecciones para la pareja (d, p) es menor que g*. Para cada una de estas elecciones,
cada m surge como X, = g"/?, donde X = X, surge como la primer coordenada de una solucién
entera positiva (X, Y) de la ecuacion (2.4), o de la ecuacion (2.5), dependiendo de la paridad de m.
Sin > 7 en el primer caso, o n > 13 en el segundo caso, entonces X,, tiene un divisor primitivo,
asi X, = g"/) puede suceder a lo més para uno de estos valores de n. Por lo tanto, el niimero de
soluciones m cuando (p,d) es dado, es < (6 + 1) + (13 + 1) = 20. Asi, tenemos en total a lo més

20g” posibilidades de para dichas soluciones.

Ahora consideraremos el caso cuando N es impar, p es grande y m es par. Dado d, el numero 4,

usado en la prueba de la Proposicion 14 es un divisor de ¢y, asi este puede tener a lo més ¢, valores.

Dado Ay, el nimero m = 2m; surge de la relacién X, = gl™/2), donde X = X, es la primer
coordenada de una solucidn entera positiva (X, Y) de una de las dos ecuaciones que surgen de (3.1).
El argumento previo muestra que cada una de estas soluciones tiene a lo mas 20 soluciones. Asi,
tenemos a lo mds 2 - 20c; < 40g soluciones m para cada valor fijo de d, por lo tanto tenemos un

total de a lo mds 40g? soluciones en este caso.
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Ahora consideraremos el caso cuando N es impar, p es grande y d = 0O. Entonces, por la
Proposicién 15 y 16, tenemos que m = ¢°, donde ¢ es un factor primo de g — 1, om = p <
8glog(4g) < 8glog(g?) = 24glog g < 24g>. El nimero g — 1 tiene menos de g factores primos. Asi,

el nimero de soluciones en este caso es menor que 24g> + g.

Ahora consideraremos el dltimo caso cuando N es impar, p es grande y d # O. Aqui, g > 4.
Dado d, calculamos 6,. Si w(é4) > 2, no hay soluciones. Si 6, es un primo, entonces tenemos dos
posibilidades para n. Supongamos ahora que 6, = 1. Tenemos que m; = Z(cy) < g como vimos en
la prueba de la parte (i). Por lo tanto tenemos otra vez que du,,, < o(du,,,) < 2du,,, < 2g™ < gg3,
porque du,,, divide a un nimero perfecto. Asi, el total de factores primos de du,,,o(du,,,) es menor
que . .

lo lo
glogig " glogng <g"

Aqui, usamos la desigualdad g> < 2¢ en la forma (2log g)/(log2) < g que es vélida para toda
g > 4. Cada uno de los factores primos de du,,,0(du,,,) determina, usando la Proposicion 19, a lo
mds un valor para . Para cada uno de estos valores de ¢, calculamos u,,, = c;04,0, y si 4, €s un
primo, entonces m € {mgyt,mytd,,}; en otro caso, no hay solucioén para dicho 7. Asi, tenemos a lo
mds 2(g* + 1) posibilidades para d fijo, asi obtenemos un total de a lo més 2g° + 2g posibilidades

en este caso.
Resumiendo, el nimero de soluciones es
4.2) < g+20g° +40g° + (248> + g) + (28° + 2g) = 2g° + 84g” + 4g.

La cota de arriba es menor que 4g> para toda g > 4. Cuando g = 3, el tltimo término (2g> + 2g)
no aparece en la suma de (4.2), por lo tanto para este caso tenemos que la cota es 84g> + 2g < 4g°.

Esto completa la prueba de (ii) y del teorema.

5. Los calculos

El algoritmo descrito en la observacion al final de la Seccion 2 (caso en que el primo de Euler
p es chico), observacion 2 al final de la Subseccion 3.1 (caso en que m es par y p es grande) y en
la Subseccion 3.3 (caso en que m es impar y p es grande) fueron implementados en Mathematica.
No se encontraron nimeros perfectos impares para cada digito d y valores de g hasta g = 333 y la
Unica razén por la cual no se pueden extender estos cdlculos para valores mds grandes de g es la

capacidad de la computadora para hacer los cdlculos en un tiempo razonable.

Tuvimos la necesidad de resolver ecuaciones de Pell x> — Dy? = +1 con valores grandes de D,
y esto no fue un obstaculo, para ello usamos la funcién de Mathematica ‘“Reduce”. Como era de

esperar, algunas veces obtuvimos soluciones fundamentales muy grandes. Cuando resolvimos la
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ecuacién generalizada de Pell Ax*> — By? = +1, algunas veces hubo la necesidad de encontrar la raiz
cuadrada de un entero muy grande cuando este era un cuadrado. Para verificar si es un cuadrado
usamos hasta 1000 residuos cuadraticos. Cuando habia éxito usamos precision de aritmética de

punto flotante para dar una prueba completa y encontrar la raiz cuadrada cuando esta existia.

En el cdlculo de la funcién Z evitamos factorizar enteros del orden de 100 o mas digitos, lo cual

es muy lento en Mathematica.

Finalmente, dados valores de d y valores muy grandes de m, en el caso cuando m es impar y p
grande, necesitamos verificar si los repdigitos
" —1
N :=d &
g—1
eran perfectos o no. Para ello usamos una estrategia similar a la utilizada en el siguiente ejemplo, y

esto funciono en cada caso considerado.

Sead =23, g =54, m = 102735452373554407 asi
54m — 1)

53

Ahora 23 | 54 (méd ¢(23) _ | y 232 y 54m mdd ¢(23) _ | donde ¢(n) es la funcién fi de Euler. Por lo
tanto 23||N. Pero 0(23%) = 7-79 y 7 ¢ 54™ méd¢(T) _ 1 asi N no es perfecto.

N:23(






Capitulo 3

Combinaciones lineales de factoriales y S-unidades en sucesiones recurrentes

binarias

Como mencionamos en la introduccion, estamos interesados en resolver la ecuacién (0.3),
donde (u,),>0 €s una sucesion recurrente binaria no degenerada sujeta a las restricciones A > 0,
mcd(r,#) = 1y K es un entero fijo. En particular, se tiene que || > |8 y L = Q(a) es el cam-
po de los ndmeros racionales o un campo cuadrético real. Decimos que n es una solucion trivial
si ca" = Bs o dB" = Bs. Observemos que la ecuacion (0.3) podria tener un numero infinito de

soluciones triviales, como ejemplo de esta situacion observemos la sucesion
u,=6+2",

donde {u,},s0 esta definida por uy = 7, u; = 8, u,» = 3u, — 2u, paratodan > 0y P = {2}.
Observemos que para cada n > 1 se tiene un solucién a la ecuacién (0.3) tomando A = B =
I, m = 3, s = 2". Sin embargo, estas soluciones son triviales. En cuanto a las soluciones no
triviales, probaremos que sélo hay una cantidad finita de ellas y dichas soluciones son efectivamente
computables. Como resultado adicional, obtenemos un resultado sobre el factor primo mds grande
de los enteros de la forma u, + m!. Sea P(m) el factor primo mas grande del entero m con la

convencion que P(0) = P(x1) = 1. Tenemos el siguiente resultado.

TeOREMA 2. Sea {u,},>0 una sucesion recurrente binaria no degenerada con polinomio carac-

teristico x> — rx —t, donde A = r* + 4t > 0 y mcd(r, t) = 1. Sea K un entero positivo. Entonces

lognlogl
0.1) P(u, + Am!) > (1 + o(1)—2L 08 087
logloglogn

cuando n — oo uniformemente, donde A y m son enteros conm > 1y |A| < K.

TeOREMA 3. Sea P = {py, ..., px} un conjunto finito de primos tales que p; < --- < p;y S es el

correspondiente conjunto de S -unidades. Sea K un entero positivo. Sea
X = méX{lrl, |t|’ |I/l0|, |I/l1|, Pk K’ 11}

Entonces todas las soluciones no triviales de la ecuacion (0.3) tienen la propiedad que

n < e'X,

XLV
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Tomando K =1y P ={2,3,5,7} y considerando la sucesion de Fibonacci, tenemos el siguiente

resultado numérico.

TreoREMA 4. La solucion entera positiva mds grande n tal que
(0.2) F,==+m!+23"57,  a,b,c,d € Zs

esn =24 con Fyy = 8! +2°3371.

El resto del capitulo esta organizado como sigue. En la Seccién 1, demostraremos los Teore-
mas 2 y 3, donde usaremos algunos resultados demostrados en la Seccion 4 sobre las alturas de
a, B, ¢, dy sus cocientes en términos de los valores r, s, uy, u;. Dichos resultados podrian ser
utiles para futuras investigaciones sobre propiedades aritméticas de sucesiones recurrentes binarias.

El resultado numérico correspondiente al Teorema 4 es demostrado en la Seccion 2.

1. Demostracion de los Teoremas 2y 3

Demostraremos los Teoremas 2 y 3 de manera simultdnea. Sea 71(X) el nimero de primos p < X.
Claramente, k = #P < m(X). Sea M(X) = ¢"®loeloeX Por e] Teorema de los niimeros primos,
n(X) = (1 + 0(1))X/log X cuando X — oo. Es fécil ver que en la notacion del Teorema 3, para

probar los Teoremas 2 y 3 es suficiente mostrar que cualquier solucion # satisface

- e!?X para toda X,
~ M) cuando X — oo.

Tenemos que X > Y. Como
(1.1) 16(X + 2)log(X +2) < e'**

(porque X > 11), podemos asumir que n > 16(X + 2)log(X + 2). Entonces, u, # 0 por el Lema

7. También es claro que el miembro izquierdo de(1.1) esta acotado superiormente por M(X)! ()

cuando X — oco. Distinguiremos varios casos.
Caso1.A =0.

En este caso,
k
ju,d = 1Bls = 1BI | | pi".
i=1

Claramente,
;pr(log p; + 8log(X +2)) |

(log p;)?

@; < pp,(uy) < 2,710 ogn,
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por el Lema 8. Siempre que X > 11y p; < X, tenemos que p;/ log p; < X/ log X, ademas
2

(log X)?

< 2,7-10"-13*X%logn

2,7-10" (log X + 81log(X + 2))* logn

(67

< 4,6-10°X%logn,
donde usamos el hecho de que X + 2 < X*2 para X > 11. Por el Lema 9, obtenemos que
k
(n—Cylogn)loglal < loglu,|l <log|B|+ Z a;log p;

i=1

< logX +4,6-10°X*1(X)log X logn
< 6-10°X%logn,

donde usamos que m(X) < 1,3X/log X (ver Corolario 2 en [16]). Por lo tanto,

n < 4-10"log(X +2)logn + 105X logn

log |a/
< 1,3-10"X*logn,

donde usamos que || > (1 + \/5)/2. Por Lema 10, tenemos que

n < 2,6-10"°X°(log(1,3-10'%) + 3log X)
log(1,3 - 10'°)

2,6-10"°X3(log X
< (og X)\ = 0g(11)

(1.2) < 5-10"X%log X.

La tltima expresién de arriba es < e!'?X (porque X > 11) y es a lo mds M(X)'"() cuando X — oo.
Caso 2. B=0.

Acé, tenemos que
(n — Coplogn)log|a| < loglu,| = log(JAlm!) < log X + mlog m.
Asumamos n < 2Cylogn. Por Lema 10, tenemos que

n < 4Cylog2Co < 16 - 10" log(X + 2) (log(8 - 10') + log(log(X +2)))

1 11y _
og(8x10"") -1 1
log(13)

< 16-10"(log(X + 2))? (

(1.3) < 2-10"(og(X + 2))%.
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Arriba, usamos que X > 11 y el hecho que 1 + logz < z con z = log(X + 2). Ahora asumamos que

n > 2Cylogn. Entonces n — Cylogn > n/2, y entonces
0,2n < (n/2)logla| < log X + mlogm,

donde usamos el hecho que |a| > (1 + \/5)/2. Como n > 16(X + 2)log(X + 2), se sigue que
0,1n > log X. Asi,

0,1n < 0,2n — log X < mlogm,

lo cual muestra que
0,1n n
m> > .
log(0,1n) 10logn
Comon > 16(X + 2)log(X +2)y X > 11, se sigue que m > 8. Asf,

(1.4) “Z(m!):gJJ“gJJ’”'ZgJJ’I>%>201’:>gn’

recordemos que y,(m!) es la potencia mas grande de 2 que divide a m!.

Por otra parte, sin duda

22(log2 + 8log(X + 2))?logn
(log 2)*

w(m) < po(uy,) < 2,7-10
(1.5) < 2-10"%og(X + 2))*logn,

por Lema 8. Comparando (1.4) y (1.5), tenemos que

n
20logn

<2-10"(log(X + 2))* logn,

n<4-10"71log(X + 2))*(log n)*.
Por Lema 11 (con m = 2), tenemos que
n < 1,6-10%1og(X +2))*(log(4 - 10'7) + 21log(log(X + 2)))>

1 L1017y 2
og(4-10") 2_|_2
log(13)

< 1,6-10"%og(X +2))° (
(1.6) < 5-10”Cog(X +2))°.

Observemos que la cota superior (1.6) es mds grande que la cota en (1.3) obtenida en en el caso
cuando n < 2C(logn. Por lo tanto, la expresion (1.6) es una cota superior para n en el Caso 2. La

expresion (1.6) es < e'?X para toda X > 11 y es a lo mas M(X)'*) cuando X — oo.

Desde ahora, asumiremos que AB # 0.

Caso 3. m! < |a]">.
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De las ecuaciones (2.2) y (0.3), tenemos que
(1.7) ca" — Bs = Am! — dg".
Como m! < |a|"?, tenemos que

lca" — Bs| < Kla|""* + |d||BI".
Dividiendo por |ca"|, tenemos

Il = Bela™"s| <

Kle[™! n
4, |dc—1|)é' .
Vial @
Por Lema 6, tenemos que

max{lc[™!, |de71)} < (X + 2)'.

Por lo tanto
" 1 1 1

< < < '
A+1/(Jed =) = (1 +1/X)" ~ e/X+D
Como X > 11, tenemos que

D < o0 < (1 + V5)/2 < Ylal.

XX+ X+ X+2)7
Vil o/ (X+1) XD

:

Asi tenemos que

(1.8) Il — Bcla™s| <

Como s € §, podemos escribir s = p?' pzk. De (0.3) y el hecho que estamos en el Caso 3,

tenemos que

) u, — Am!
2maxlsisk{9i} < O, 0k = n—'
|p1 pk | B
< cllel” + dIIBI" + Klal?
< 3XX +2)|el".

Entonces, usando que log |a| < 2h(a) y (4.3), tenemos que

méx{6;)} < L (log((X +2)°) + nlog|al)

1<i<k log2
< 3log(X +2) N 2nh(a)
log2 log2

< Slog(X +2)+4nlog(X +2)
(1.9) < Snlog(X +2) < n’.

Escribimos A = 1 — Bcla™ pf‘ pzk. Observemos que A # 0, porque estamos trabajando con

soluciones no triviales.
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Aplicamos el Teorema de Matveev con los siguientes parametros: n; = B, 7, = ¢, 3 = «,
M4 = piparai = 1,...k, los cuales son [ = k + 3 nimeros algebraicos en L = Q(«a) el cual es un
campo real de grado d; < 2. Por (1.9), podemos tomar D = n?. Ademas, por (4.3) y (4.5), podemos
tomar A; = 2log X, Ay = 6log(X +2), A3 =2log(X +2)y A3, =2logX parai=1,..., k.

Aplicando el Teorema de Matveev, tenemos que
log|Al > —1,4-30%k + 3)*° - 2%(1 + log 2)(1 + 2logn) -
(21og X)(6log(X + 2))(2log(X + 2))(2log X)¥
> —(1,4-30%-2%(1 + 1og2) - 9)(60log(X + 2))(k + 3)** logn
> —2,4-10%601og(X + 2))"3(k + 3)* logn,

donde usamos el hecho que 1 + 2logn < 3logn. Comparando la ultima desigualdad con (1.8),

tenemos que

ﬁ — 171og(X +2) < 2,4 - 10°(60 log(X + 2)Y**3(k + 3)* logn,

lo cual nos da
n o< 25-10%X + 1)(601log X + 2))3(k + 3)* logn
< 2,5-105%X + 1)>°(60log(X + 2))***logn,

donde usamos el hecho que k + 3 < 1(X) + 3 < X + 1 como X > 11. Aplicando el Lema 10, con
T =2,5-105X + 1)°>°(60log(X + 2))**3, tenemos que

n<5-10%X + 1)>(60log(X + 2))" log T,

donde
logT = (log(2,5 -10% + 5,51og(X + 1) + (k + 3) log(60 log(X + 2))).
Como 60log(X +2) < 60(X + 1) < (X + 1)* para X > 11 y log(2,5 - 10°) < 15, tenemos

log7 < (15+5,5log(X+1)+3(k+3)log(X + 1))

3(k+3)+5,5 log(X + 1

< ( (k+3)+ +10g(13) og(X+1)
< 9klog(X + 1),

como k = n(X) > 4. Esto nos da que

(1.10) n<6-10"(X + D% (601log(X + 2))**.

El logaritmo del lado derecho es

(1.11) log(6 - 107) + 6,51og(X + 1) + (k + 3)log(60 log(X + 2)).
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Es claro que esta tltima expresion es, asintdticamente,
(1+o(1))kloglogX < (1+o0(1))log M(X) (X - o0).

Esto muestra que

n< MX)'"Y  cuando X — oo.

Como k < m(X) < 1,25X/log X + 1, la expresion es a lo mas
log(6 - 107) + 6,5log(X + 1) + (1,25X/(log X) + 4) log(60 log(X + 2))
y esta ultima expresion es menor que 12X para X > 11.

Caso 4. m! > |o|">.

Como m™ > m!, tenemos que

nloga  0,24n

1.12 > > .
( ) " 2logn  logn

Asumamos primero que el lado derecho de la expresion de arriba es a lo mas 2X. Entonces

< 10X,
logn

por lo tanto, por Lema 10, tenemos que n < 20X log(10X). Esta cota para n es menor que e'?X para
X > 11 y también menor que M(X)!**) cuando X — oo. Asi, desde ahora asumiremos que

0,24n
ogn

m > > 2X,
por lo tanto, en particular, la desigualdad

Hp(m!) > {%| > % para toda p<X

Entonces

nloga 0,12n

1.13 ! .
(1.13) 'up(m)>4plogn>plogn

Usando el Lema 8, tenemos que
(X +2)?
(log(X + 2))?
< 2,7-92-108%(X +2)*logn
(1.14) < 2.2-10%(X +2)*logn,

() < 2,7-10° (9log(X +2))*logn

donde usamos el hecho que p/log p < (X + 2)/log(X + 2) para todos los primos p < Xy X > 11.
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Asumamos que u,(m!) < u,(u,) para algin p < p;. Entonces, de (1.13) y (1.14), tenemos que

2,2 10" 3 2 16 3 2
n< W(X+ 2)'(logn) < 1,9-10°(X + 2)’(logn)“.

Aplicando Lema 11 (con m = 2), tenemos que

no< 4-1,9-10"%X +2)°(log(1,9 - 10'%) + 3log(X + 2))>

log(1,9 - 10'6 2
0g(1,9 )+3)

1016 3 2
< 7.6+ 107°(X +2)"(log(X +2))( log(13)

< 2,5-10°(X +2)° log(X +2)*.

Esta tltima expresion es < e!?X para toda X > 11y es a lo mds M(X)'**() cuando X — oo.

Ahora, asumamos que para toda p < py, la desigualdad p,(u,) < u,(m!) se mantiene. Como

u, = Am! + Bs y A es un entero, tenemos que u,(Bs) = u,(u,) para toda p < p;. Entonces
wp(8) < pp(Bs) = pp(uy) < 2,2 - 10°(X +2)* logn

por (1.14). Como

logs = Z up(s) log p,

DP=Dk

tenemos que
(1.15) log s <2,2-10"°(X + 2)* log(X + 2) log n.

Ahora, distinguiremos dos posibilidades.
Caso 4.1. |t > 1.

Es claro que @ no es unidad en L. En efecto, si L = Q, esto es claro ya que |a| > 1 y las tunicas
unidades de Q son +1. En el caso que L es cuadrético y a es unidad, entonces 3 es su conjugado
y t = Ni(a) = %1, lo cual no es el caso que estamos considerando. Sea 7 € Oy, algin ideal primo
dividiendo a @. Como mcd(r, t) = 1, se sigue que 7 ¥ @ — 3, asi que u (o — B) = 0, por lo tanto

up — uof3

un(0)=ﬂn( "

) = pa(uy — uoB) = 0.
Asi tenemos que

(1.16) Ur(ca™) = n.



1. DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS ?? Y ?? LIl

Necesitamos una cota superior para u,(dp" — Bs). Como mcd(r, ) = 1, tenemos que m /3, por lo

tanto
pr(dB" — Bs) = p((dB")(1 —d 'B"Bs))
= po(d) + pr(1 —d”'B"Bs)
< W + (1 = d‘lﬁ_”Bs)
log?2
(1.17) < 6log(X +2) + u(A),

donde A = 1 — d~!f7"Bs y usamos el analogo de (4.8) con d en lugar de c. Tenemos que A # 0
porque estamos trabajando con soluciones no triviales. Sea p el tinico primo tal que | p. Obser-
vemos que p | ¢, por lo tanto p < X. Aplicamos el Teorema de Yu con los siguientes pardmetros:
l=4m=d,m=6m=Bn=s,d =-1,dy=-n,ds=1,dy =1,d. <2, f <2,e; <2,
D =n, H =3log(X +2), H, = log(X + 2), H; = log X, H; = log s. Aplicando el Teorema de Yu,

obtenemos que
2
(A < 19-20V5-2)0. 2L _og(8e%) -
(log p)
(Blog(X +2)) -log(X +2) -logX - log s -logn

= 1,1- 102X +2)*log(X + 2)log s - logn.

Usando (1.15), obtenemos que

(1.18) 1 (A) < 2,5 103X + 2)*(log(X + 2))*(log n)>.

Entonces, usando la desigualdad (1.18) en (1.17), tenemos que
pr(dB" = Bs) < 6log(X +2) + uz(A)
(1.19) < 2,6-108(X + 2)*(log(X + 2))*(log n)*.
Como Am! — ca" = dfp" — Bs, tenemos que
Hr(dB" — Bs) = p(Am! — ca”) = min{u,(Am!), pz(ca™)} = min{u,(m!), n}.
De (1.19) y (1.13), tenemos que

0,12n
plogn

< min{u(Am!), n} < u.(dB" — Bs)
< 2,6-10%(X + 2)*(log(X + 2))*(log n)?,

lo cual nos da
n<22-10°X +2)°(log(X + 2))*(log n)*.
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ElLema 11 con T = 2,2 - 10°°(X + 2)’(log(X + 2))*> (y m = 3) nos da que

n<8-22-10¥X +2)°(log(X + 2))*(log T).

Ahora
log7 = log(2,2-10%) + 5log(X +2) + 2loglog(X + 2)
log(2,2 - 10%)
log(X +2)| ==———=
< logX+2)| == 0013
< 44log(X +2),
dando

n<17,6-44° 10X + 2)%(log(X +2))* < 1,5- 10¥(X + 2)°(log(X + 2))°.
La dltima expresion de arriba es < e'?X para toda X > 11y es a lo mas M(X)'**) cuando X — oo.
Caso4.2 El caso t = £1.
En este caso, @ y S son unidades conjugadas en un campo cuadrético. Entonces, § = +a .

Escribimos (1.7) como

Am!

ca" +dB" — Bs

= ca"+ eda™ — Bs

_ Bs d
= ca o™ - =a" +e—
c c

(1.20) = cad"(1 —a"z))(1 —a"z),

donde € € {1,-1}y

sign(c)Bs = VB%s> — 4ecd
2|c|

Seai € {1,2} fijoy sea A = 1 — a™"z;. Observemos que A # 0. Sea p = 2 y « ideal primo de Ox

(1.21) Zi =

para i=1,2.

tal que m|p. Aplicamos el Teorema de Yu con los siguientes pardmetros: [ = 2, 7, = @, 2 = Z;,
L; = Qa,z))de gradody, < 4, f <4,e, <4, D = n, H = log(X + 2), H, = max{h(z;),log?2}.

Necesitaremos estimar /(z;). Observemos que

tluy — upBlzi = £Bsla — Bl £ VB2 (@ — B)2 — (u1 — uof) (o — uy)

y el lado derecho es un entero algebraico. Como los conjugados de z; se obtienen al intercambiar
el signo + que se encuentra en la raiz cuadrada en (1.21) o por intercambiar simultineamente c y d

en la formula (1.21), tenemos que el denominador de z; divide a

|ty — uoBlluy — upal < (X +2)*.
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Para los conjugados [z/| de z;, tenemos que cada uno de ellos satisface

\B?s? + 4cd| < |Bs| + 2 Vlcd|

lzil <
|cl |cl
< (1/]c]) - max{|Bs|, 2} - max{2 /|cd|, 2},
asi
loglz] < log(1/|cl) + log max({|Bs|, 2} + log max{2 v/|cd|, 2}

< 2log(X +2)+logX +logs+1log2+2log(X + 2)
< 6log(X +2)+logs.

En consecuencia,
H, = h(z;) < log((X + 2)*) + 6log(X +2) +log s < 2,5 - 10"°(X + 2)* logn,
donde también utilizamos (1.15).

Aplicando el Teorema de Yu, tenemos que

(1 —a™z) < 1920V3-4)°4 log(8¢”)log(X + 2)H, logn

(log 2)?
< 32-10%(X + 2 log(X +2)(logn)*  (=1,2).

De (1.20), tenemos que

po(Aml) < pr(e) + pr(l — @™"z1) + pr(1 — @"22)
4log(X +2)

log?2
< 7-10%(X +2)’log(X +2).

+6,4 - 102X + 2)° log(X +2)logn

Como tenemos que

0,12n
2logn

< ua(Am!) < 7-10%(X + 2)* log(X + 2)logn,

obtenemos
n<12-10**(X +2)* log(X + 2)(log n)*.

ElLemallconT =1,2-10**(X + 2)*log(X + 2) (y m = 2), nos da

n<48-10*(X +2)* log(X + 2)(log T)*.

Lv
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Como

log(1,2 - 10**) + 3log(X + 2) + loglog(X + 2)
log(1,2 - 10%*) .\

log(13)
< 35log(X +2),

logT

A

log(X +2)

tenemos que
n<4,8-35 x 10X + 2)*(log(X + 2))* < 6- 10(X + 2)*(log(X + 2))°.

La tltima expresién es < e'?X para toda X > 11 y es a lo mas M(X)'**® cuando X — oo. Esto

finaliza la prueba de los Teoremas 2 y 3.

2. Demostracion del Teorema 3

El Teorema 3 con X = 11 nos da inmediatamente que n < e'¥ < 2,2-10°7 := M, pero esta
cota es demasiado grande, entonces necesitaremos reducirla. Por lo tanto, iremos a través de la
demostracién del Teorema 3. Sea P = {2,3,5,7}. Primero asumiremos que n > 10, 000. Cuando
A =0, tenemos que F,, = s. En particular, P(F,) < 7. Es bien conocido, por el Teorema del Divisor
Primitivo de Carmichael, que P(F,) > n — 1 para toda n > 13. Esto muestra que en el caso A = 0,
no tenemos soluciones con n > 10,000. Si B = 0, entonces tenemos que F, = m!. Por el resultado
de [7], tenemos que n < 3. Por lo tanto, no tenemos soluciones para n > 10,000. Desde ahora,
AB # 0.

Asumamos que estamos en el caso m! < a>. Entonces la desigualdad (1.8) deviene
_1 1 17
(2.1) 11— V5 a"2%3%5%7%) <

en/]Z'

Como n > 1000, el miembro derecho de arriba es < 1/2. Sea
I'=nloga+6,log2+6,log3+(6; —1/2)log5 + 641og7.

Entonces tenemos facilmente que

4137 1
2.2) 21 <~ < Gy

Observemos que 2I" es una forma lineal en cinco logaritmos cuyos coeficientes estan acotados
por N = 2M?* > 2n? por (1.9). Ahora, seguimos el método descrito en [5] sobre la aplicacién
del Algoritmo LLL, el cual nos da una cota inferior para |2I'| cuando los valores absolutos de los

coeficientes son menores que N. Entonces, usamos esta cota inferior en (2.2) para obtener una cota
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superior para n la cual es menor a la cota que teniamos antes. Iteramos este argumento varias veces

hasta obtener un valor n < 10, 000, el cual es una contradiccion.

n/2

Desde ahora, asumiremos que o~ < m!. Esto nos da que m > 466. Como

i

(2.3) w(m!) > 407, us(m!) =223, us(m!) > 114,  ps(m!) > 76.

+p2

pp(m!) >

tenemos que

Sea z(k) el orden de aparicién del entero k definido en la Seccién 2. Es bien conocido que z(p’) =
z2(p)p’~! para todos los primos p > 2y toda £ > 2. Para p = 2, tenemos que z(2°) = 3 - 22 para
toda £ > 3. Ademds, para p = 5 tenemos que z(5°) = 5¢. Basado en estas observaciones, tenemos
que

logn

log M
(2.4) HoF,) <2+ o8

<2+
ogp log p

Las cotas superiores de arriba son menores que 193, 123, 85y 70 para p = 2,3,5,7, respecti-

paratoda p € P.

vamente, comparando estas con las cotas inferiores (2.3) de u,(m!) para estos cuatro primos p,

tenemos que u,(F,) < u,(m!) para toda p € P, por lo tanto s | F,,. En particular,
s<2%-3-7n < 84N.
Recordamos el siguiente lema de [2].

LemaA 21. Sea s un entero el cual no es de la forma +F,, para algiin entero positivo m > 3.

Entonces para todos los enteros positivos n, se tiene que

(2.5) Va(F, — ) < 17301og(6s*) max{10, log n}>.

En el Lemma 1 en [2], s6lo se trabajo el caso cuando s es positivo. Una inspeccion de la prueba
de este lema, revela que el lema se mantiene para valores negativos de s. Por lo tanto, supongamos

que s no es de la forma +F,, para algiin entero positivo m. Entonces, por (2.5), tenemos que

m/2

IA

wo(m!) = u(F, — ) < 173010g(6 - 84% - N?) max{10, log n}?
< 5-10° méx{10, logn}*.

Esto da

m < max{108, 10°(log n)*}.

Ademas,
nloga

2

n/2

=loga™” <logm! < mlogm.
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Sin > 23,000, entonces logn > 10, y tenemos que

2106

<
" log a

(logn)” (log(10%) + 2loglogn),

lo cual nos da n < 10!, Supongamos ahora que s = +F, para algtin £ > 1. Por el Teorema del

Divisor Primitivo de Carmichael, tenemos que / < 12. Por lo tanto, tenemos que

F,+F,=m!
para algin m > 460 y algin ¢ € {1,...,12}. Verificamos computacionalmente que si esto sucede
para algin ¢ > 3, entonces n = ¢ (mdd 2). Para hacer esto, para cada € € {3, ..., 12}, encontramos

un primo p < 460 tal que el periodo de {F)},>o modulo p es par y tal que si F, = +F, (mod p),
entonces n = ¢ (mdéd 2). Ahora, recordemos que

Fox Fr = FounonLlomon

para algun signo n;, 1, € {+1} de acuerdo a las clases de n y £ mddulo 4. La férmula de arriba se
mantiene también cuando ¢ € {1, 2}, donde usamos el hecho de que F'; = F, = 1 y elegimos para
cadanel valor € € {1,2} tal que n = ¢ (md6d 2). Como 8 no divide a L, para cada £, tenemos que

log(n + €)/2 <4s log N <200,
log 2 log?2

m

230 < 5 Spp(m!) Spp(F,£5)<2+2+
lo cual es imposible. Asi, +s no es un nimero de Fibonacci. Por lo tanto, llegamos a la conclusion
que +s no es un niimero de Fibonacciy n < 10'!.

Ahora acotaremos los exponentes 6; parai = 1,...,4 como antes (ver la desigualdad (2.4)),

consiguiendo
ma(s) <39, p3(s) <26, ps(s) <18 'y  ws(s) <16.

Ahora, si p es cualquier primo menor a 460, tenemos que
F, = £2%3%5%7%  (méd p).

Probamos la congruencia de arriba para cada primo p < 460 y todos los posibles valores de 6;
parai = 1,...,4. Los cdlculos confirmaron que s es un nimero de Fibonacci, lo cual nos da la

contradicciodn final en el caso que n > 10, 000.

Por lo tanto, n < 10,000. Para m < 100, ejecutamos un c6digo de Mathematica el cual toma
todos los pares (n, m) en el rango de arriba tal que P(F, + m!) < 7. El valor mdas grande de n fue 24.

Supongamos que m > 100. Entonces

to(m!) > 50,  pus(m!) >33, us(m!)>20 y p;(m!) > 14.
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Como ,
log(10

Hp(Fp) <2+ log(10) paratoda pe P,
logp

tenemos que u,(F,) < u,(m!) para toda p € P. Entonces generamos todos los nimeros s € § tales
que z(s) < 10000 y para cada uno de ellos checamos cuando F, + s = m! para algin m. Haciendo

esto no encontramos nuevas soluciones. Esto completa la demostracién del Teorema 4.
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