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RESUMEN

La teoria de espacios de Ramsey es una area de la teoria de Ramsey que
se encarga de trabajar con coloraciones en sucesiones infinitas de objetos. El
objetivo de esta teoria es transferir el principio de las casillas a dimensiones
superiores para que se pueda usar en mas contextos. El origen de esta tenden-
cia en la teoria de Ramsey se remonta a la invencion del teorema de Ramsey,
el cual es una versiéon mas compleja del principio que dice que cualquier co-
loracién finita de un conjunto infinito admite un monocromaético infinito. En
el libro Introduction to Ramsey spaces, Todorcevic presenta la definicién de
espacio topolégico de Ramsey en la cual captura las propiedades del espacio
de Ellentuck que lo dotan de su teoria Ramsey topolégica. El objetivo de es-
te trabajo es estudiar algunos espacios topoldgicos de Ramsey desarrollados
por Todorcevic, Dobrinen, Mijares y Trujillo con el abjetivo de calcular sus
numeros de Ramsey y comparar algunos cardinales invariantes asociados a
ellos.

PALABRAS CLAVE: Espacio de Ramsey, teorema de Ramsey, niime-
ros de Ramsey, cardinales invariantes, coloraciones.

ABSTRACT

Ramsey spaces theory is an area of Ramsey theory that concerns with
coloring infinite sequences of objects. Transferring basic pigeon hole principles
to their higher dimensional versions to increase their applicability is thus the
subject matter of this theory. This tendency in Ramsey theory could be
traced back to the invention of the original Ramsey theorem, which is a
higher dimensional version of the principle that says that a finite coloring of
an infinite set must involve at least one infinite monochromatic subset. In the
book Introduction to Ramsey spaces, Todorcevic present a general procedure
to transfer any other Ramsey theoretic principles to higher and especially
infinite dimensions trying to match the clarity of the Ellentuck result, but
going beyond his topological Ramsey theory. The objective of this work is to
study some topological Ramsey spaces developed by Todorcevic, Dobrinen,
Mijares and Trujillo with the objective of find their Ramsey numbers and
compare their associated invariant cardinals.



Introduccion

La teoria de espacios de Ramsey es una area de la teoria de Ramsey que
se encarga de trabajar con coloraciones en sucesiones infinitas de objetos. El
objetivo de esta teoria es transferir el principio de las casillas a dimensiones
superiores para que se pueda usar en mas contextos. El origen de esta tenden-
cia en la teoria de Ramsey se remonta a la invencion del teorema de Ramsey,
el cual es una versiéon mas compleja del principio que dice que cualquier co-
loracién finita de un conjunto infinito admite un monocromatico infinito. El
teorema de Ramsey finito surgié cuando Ramsey estaba trabajando en cla-
sificar estructuras sobre el conjunto w de nimeros naturales que necesitaba
para un procedimiento de decisién que probaria la validez de cierto tipo de
enunciados logicos. La extension infinita de dicho teorema también surgié por
razones practicas. La primer nocién fue dada por Nash-Williams en el curso
del desarrollo de su teoria de conjuntos mejor-quasi-ordenados. El teorema
de Ramsey infinito tal como lo conocemos fue posible sélo con el trabajo
de Galvin, Prikry, Silver, Mathias, y especialmente Ellentuck, quien fue el
primero en usar nociones topoldgicas para describir lo que hoy consideramos
la forma éptima de este resultado. En el libro Introduction to Ramsey spaces,
Todorcevic presenta la definicién de espacio topoldgico de Ramsey en la cual
captura las propiedades del espacio de Ellentuck que lo dotan de su teoria
Ramsey topoldgica.

Los espacios topoldgicos de Ramsey en los cuales estamos interesados pa-
ra este trabajo son los espacios construidos en [5], [6] y [7]. En [5] Dobrinen
y Todorcevic motivados por un problema de clasificacién en la estructura del
orden de Tukey construyen el espacio topolégico de Ramsey R;. Este espa-
cio es minimo en complejidad entre los espacios de Ramsey con estructura
mas compleja que el espacio de Ellentuck. Mediante el espacio R, se puede
forzar un ultrafiltro que es equivalente al ultrafiltro U, el cual se fuerza con
el forcing de Laflamme. El ultrafiltro i, cumple que es débilmente Ramsey
pero no Ramsey, en el sentido de w. El espacio P(w x w)/(Fin ® Fin) fuer-
za un ultrafiltro G,. Con la finalidad de encontrar la posicién de G, en el
orden de Tukey, en [6] Dobrinen construyé una clase de espacios de Ellen-
tuck de dimensiones superiores. Cada uno de estos espacios &, k > 2, es un
subconjunto denso en (Fin®*)* y fuerza el ultrafiltro Gy, el cual es genérico
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para P(w¥)/(Fin®*). En [7] Dobrinen, Mijares y Trujillo presentan un méto-
do general para construir una clase de espacios topoldgicos de Ramsey. Estos
espacios fueron construidos para que tuvieran asociados ultrafitros cuyos seg-
mentos iniciales en el orden Tukey no fueran érdenes lineales. En particular,
para cada n € w construyeron el espacio H" con el cual se puede forzar un
ultrafiltro al tomar el orden definido por Mijares en [11].

En el primer capitulo presentaremos definiciones y nociones basicas de
teoria de conjuntos que permitiran al lector seguir el trabajo, asi como los
antecedentes de la teoria de espacios de Ramsey, para lo cual se tiene que
presentar el espacio de Ellentuck. En el segundo capitulo introduciremos la
definicion de espacio topoldgico de Ramsey y algunos teoremas para estos
espacios presentados en [13]. En este capitulo también introduciremos los
espacios topolégicos de Ramsey en los cuales estamos interesados en este
trabajo con sus respectivos ultrafiltros. En el tercer capitulo definimos los
numeros de Ramsey para un espacio topolégico de Ramsey y su ultrafiltro
asociado y calculamos algunos niimeros de Ramsey para los espacios presen-
tados en el capitulo dos. En este capitulo también se generaliza la definicion
del niimero de pseudointerseccion p dando lugar a un cardinal pr para cada
espacio topologico de Ramsey R, y se comparan p y pr para algunos espacios
topoldgicos de Ramsey.
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Capitulo 1

Antecedentes

1.1 Definiciones

En esta seccién presentaremos algunas definiciones y convenciones necesarias
para desarrollar el tema.

Notacion. Sean k un cardinal y A un conjunto no vacio. Denotaremos por
[A]" al conjunto {X C A : |A| = k} y por [A]<F al conjunto {X C A :
|A| < k}. A" denotard el conjunto {(a;)i<x : a; € A} y A" el conjunto
U, <.{(@i)icy 1 a; € A}

Escribiremos w para denotar al conjunto de los nimeros naturales, y cada
nimero natural n denotara el conjunto de sus predecesores {0, ...,n — 1}.

Definicién 1. Un orden parcial es un par (P, <) tal que P # () y < es una
relacién transitiva y reflexiva sobre P. p < ¢ se leerd como p extiende a q.
Los elementos de P seran llamados condiciones.

Definicién 2. Sea (P, <) un orden parcial. Diremos que p y ¢ son compatibles
si existe r € P tal que r < p y r < ¢; diremos que son incompatibles si no
son compatibles. Una anticadena en P es un subconjunto A C P que contiene
condiciones incompatibles dos a dos.

Definicién 3. Un orden parcial (P, <) tiene la propiedad c.c.c. si cada an-
ticadena en P es a lo mas numerable.

Definicién 4. Sea (P, <) un orden parcial. Diremos que un subconjunto
D C P es denso en P si para cada p € P, existe ¢ € D tal que g < p.
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Definicién 5. Sea (P, <) un orden parcial. Diremos que G C P es un filtro
sobre PP si satisface:

1.sipeGyqé€Pestal que p < ¢, entonces q € G;
2. para cada p,q € G existe r € Gtal quer <pyr <gq.
U C P es un ultrafiltro si es un filtro maximal.

Definicién 6. El Axioma de Martin es el siguiente enunciado: Si (P, <) es
un orden parcial c.c.c. no vacio y D es una familia de subconjuntos densos
de P tal que |D| < ¢, entonces existe un filtro G sobre P tal que D NG # (.
En este caso diremos que el filtro G es D-genérico.

Definicién 7. En un orden parcial, un subconjunto es llamado centrado
si cada coleccién finita de elementos admite una cota inferior. Un orden
parcial es llamado o-centrado si se puede ver como la union numerable de
subconjuntos centrados.

Notacién. Sean k un cardinal y K una clase de 6rdenes parciales. M, (K) es
el enunciado que dice que dado P € K, si D es una familia de x subconjuntos
densos de [P, entonces existe un filtro G C P que es D-generico.

Note que el Axioma de Martin es el enunciado: para cada k < ¢, M(c.c.c.).

Definicién 8. Sea K una clase de érdenes parciales. m(K) es el menor car-
dinal k para el cual M, (K) es falso.

Note que el Axioma de Martin implica m(c.c.c.)=c¢. Como cada orden
parcial o-centrado es a c.c.c., m(c.c.c.)< m(o-centrado).

Definicién 9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que un conjunto
A C X es nunca denso si su cerradura tiene interior vacio. Un conjunto
A C X es magro si A = UnEW A,,, donde cada conjunto A,, es nunca denso.
Definicién 10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que un conjunto
A C X es un conjunto con la propiedad de Baire si existe un conjunto abierto
U C X tal que AAU = (A\U) U (U\A) es un conjunto magro.
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1.2 Teoria de Ramsey y el espacio de Ellen-
tuck

En esta seccién presentaremos los antecedentes de los espacios topologicos
de Ramsey. El teorema de Ramsey es una versiéon mas compleja del principio
que dice que cualquier coloracion finita sobre w admite un monocromaético
finito. El teorema de Ramsey finito surgié cuando Ramsey queria clasificar
estructuras de w que necesitaba para obtener un procedimiento que validara
cierto tipo de enunciados 16gicos. Estalecer el teorema de Ramsey infinito fue
posible sélo con el trabajo de Galvin, Prikry, Silver, Mathias, y especialmente
Ellentuck.

Teorema 11. (Ramsey) Para cada estero positivo k y cada coloracion finita
de [w]k, existe un subconjunto infinito M de w tal que [M1* es monocromdtico.

O

Definicién 12. Dados dos conjuntos X,Y C w, diremos que X estd casi
contenido en Y si X\ Y es finito y lo denotaremos como X C* Y.

Definicién 13. Sea F C [w]¥, diremos que F tiene la propiedad de la inter-
seccion finita fuerte (PIFF) si para cada coleccién finita {Xo, ..., X,,} C F,
Ni<,, Xi es infinita.

Definicién 14. Sea F C [w]¥, una pseudointersection de la familia F es un
conjunto Y € [w]* tal que para cada X € F, Y C* X,

Definicién 15. El numero de pseudointersection p es el minimo tamano de
una familia F C [w]¥ que tiene la PIFF pero no pseudointerseccion.

La prueba del siguiente Teorema no se incluye porque es un resultado
clésico de la teoriAa de conjuntos pero se puede encontrar en [8]

Teorema 16. El Azioma de Martin implica p = ¢

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [2]

Teorema 17. m(o-centrado)=p
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Definicién 18. Sea U un ultrafiltro en w. Diremos que:

1. U es Ramsey si para cada coloracién ¢ : [w]?> — 2, existe U € U tal
que U es homogéneo, es decir, |c[U]J?| = 1.

2. U es débilmente Ramsey si para cada coloracién ¢ : [w]? — 3, existe
U € U tal que |c[U]?| < 2.

3. U es selectivo si para cada sucesion decreciente (U;);e,, de miembros
de U, existe X € U tal que para cada n < w, X C* U, y ademas
X A (U \U)| < 1.

Cuando tengamos un ultrafiltro en un orden parcial ([A]“, C) para algin
conjunto A # (), diremos que el ultrafiltro es Ramsey, débilmente Ramsey o
selectivo en el sentido de w para referirnos a las definiciones anteriores.

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [1].

Teorema 19. Sea U un ultrafiltro en w. las siquientes condiciones son equi-
valentes:

1. U es Ramsey,
2. U es selectivo,

3. para cada particion de w, {Y,, :n € w}, o bien'Y, € w para alginn € w
o existe X € U tal que | X NY,| <1 para cada n € w.

O

La prueba del siguiente resultado no se incluye porque es un resultado
clasico de la teoriAa de conjuntos pero se puede revisar en [§]

Proposicién 20. p = ¢ implica que existe un ultrafiltro Ramsey.

Teorema 21. ([w]¥, C*) fuerza que existe un ultrafiltro Ramsey.
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Demostracion. Sea G un filtro ([w]*, C*)-genérico. Vamos a probar que G
es un ultrafiltro Ramsey. Para ver que G es un ultrafiltro, sea ¥ C w fijo.
Definamos A = {Y,w\Y'}. Probaremos que A es una anticadena maximal.
Sea X € [w]“, entonces o bien | X NY| =Xy 0 | X N(w\Y)| = Ny. Entonces o
bien X y Y son compatibles o X y w\Y son compatibles. De lo anterior se
sigue que A es una anticadena maximal. Como G es generico, o bien Y € G
ow\Y € G. Ahora veamos que G es Ramsey. Sea P = {Y,, : n € w} una
particién de w en w piezas. Definamos D = {X € [w]¥ : In € w(X C*Y,)
oVn € w(|X NY,| < 1)}, probaremos que D es un subconjunto denso de
[w]“. Sea Z € [w]¥ tal que no existe n € w tal que Z C* Y, entonces
Hnew:ZNY, #0} =N Sea X C Z tal que para cada n € w tal que
ZNY, #0,|XNY, <1. Como G es un filtro ([w]¥, C*)-genérico, existe
X € DNG. Note que si Z es tal que existe n € w tal que Z C*Y,,, como G
es un filtro, Y,, € G. Por lo tanto, G es un ultrafiltro Ramsey. ]

Ahora introduciremos una topologia sobre [w]* llamada la topologia de
Ellentuck. Sean a € [w]<* y A € [w]” tales que max(a) <min(A), definamos

el conjunto
la,A]={B € w]*:aCBCaUA}

La definicién esta motivada por el trabajo de Mathias. La topologia de Ellen-
tuck en [w]“ es la que admite como base a todos los conjuntos de la forma
[a, A]. El espacio [w]¥ dotado de la topologia de Ellentuck es llamado el es-
pacio de Ellentuck.

Definicién 22. Un conjunto X C [w]“ es llamado Ramsey si para cada
bésico no vacio [a, A] existe B € [A]“ tal que [a, B] € X o [a, BN X = 0.

El siguiente teorema se puede encontrar en [9] como el Teorema 19.14.

Teorema 23. (Ellentuck) Sea X C [w]“. Entonces X es Ramsey si y solo si
X tiene la propiedad de Baire en la topologia de Ellentuck.

O

El espacio de Ellentuck es el ejemplo clasico de los espacios topoldgicos de
Ramsey, nociéon que introduciremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Teoria de espacios de Ramsey

2.1 Espacios topolégicos de Ramsey

Ahora introduciremos la definicién de los espacios en los cuales estamos in-
teresados. Esta definicién fue tomada de [13]. Los axiomas A,1-A 4 son de-
finidos para tripletas (R, <,r) de objetos con las siguientes propiedades. R
es un conjunto no vacio, < es un quasi-orden sobre R, y r : R X w —>
AR es una funcién que genera una sucesion de funciones de aproximacién
(rn(-) = r(-,n)), donde AR es la coleccién de todas las aproximaciones fi-
nitas de los elementos de R. Para cada a € AR y A, B € R, definamos
[a,B]={AeR: A< Bydnecw(r,(A) =a)}.

Sea a € AR, denotaremos por |a| al natural k para el cual a = rg(a).
Dados a,b € AR y B € R tales que b = r)(B), escribiremos a C b si
a = 1, (b) para algin m < [. Para cada n < w, AR,, = {r,(A) : A € R}.

A1 a) ro(A) =0 para cada A € R.
b) A # B implica que r,(A) # r,(B) para algin n.
¢) ro(A) = r,(B) implica que n = m y r(A) = ry(B) para cada
k <n.

A2 Existe un quasi-orden <y;, sobre AR tal que

a) {a € AR : a <y, b} es finito para cada b € AR,

b) A < Bsiy sélo si para cadan € w existe m € w tal que r,(A) <y,
rm(B),
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c¢) paracada a,b,c € AR,sia C by b <y, c entonces existe d € AR
tal que dC cy a <y d.

Dadosa € ARy B € R, denotaremos por depthg(a) al minimo natural
n, si existe, tal que a <y, r,(B). Si tal n no existe, entonces escribire-
mos depthp(a) = co. Si depthp(a) = n < oo, entonces [depthg(a), B]
denotard el conjunto [r,(B), B].

A3 a) Sidepthp(a) < oo entonces [a, A] # () para cada A € [depthp(a), B].

b) A < By [a,A] # 0 implican que existe A" € [depthg(a), B] tal
que 0 # [a, A'] C [a, A]

Sin > |a|, my[a, A] denotard a la coleccién de todos los r,(B) tales que
B € [a, Al

A4 Si depthp(a) < 0oy O C ARjq+1, entonces existe A € [depthg(a), B]
tal que 7jq41(a, A] € O o rig41la, A] € O°.

La topologia sobre R estd dada por los abiertos basicos [a, B]. Esta to-
pologia es llamada la topologia de FEllentuck sobre R. Observamos que si
dotamos a AR de la topologia discreta, el producto topolégico AR® es un
espacio metrizable. Ademas cada B € R se puede identificar de manera tinica
con la sucesién (r,(B))new € AR, de forma que también se puede pensar
a R como subespacio de AR“. Note que la topologia de Ellentuck es mas
fina que la topologia metrizable que R hereda de AR" al ser visto como
subespacio.

Definicién 24. Un subconjunto X de R es Ramsey si para cada () # [a, A],
existe B € [a, A] tal que [a, B] C X o [a, BjNX = 0. X C R es Ramsey nulo
si para cada () # [a, A], existe B € [a, 4] tal que [a, BjN X = 0.

Definicién 25. Una tripleta (R, <,7) es un espacio topoldgico de Ramsey
si cada subconjunto de R con la propiedad de Baire es Ramsey y cada sub-
conjunto magro de R es Ramsey nulo.

El siguiente resultado se encuentra en [13] como el Teorema 5.4.

Teorema 26 (Abstract Ellentuck Theorem). Si (R, <,r) es cerrado (como
subespacio de AR®) y satisface los axiomas A1, A2, A3 y A4, entonces
cada subconjunto de R con la propiedad de Baire es Ramsey y cada subcon-
Junto magro es Ramsey nulo; en otras palabras, la tripleta (R, <,r) forma
un espacio topologico de Ramsey.
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O

Sean F C ARy X € R, F | X denotara al conjunto {s € F : s = r,(Y)
para algunos n € wy Y < X'}

Definicién 27. Diremos que una familia 7 C AR de aproximaciones finitas
es

1. Nash-Williams si para cada a,b € F, a C b implica que a = b;
2. Sperner si a £ g, b para cada a # b € F;

3. Ramsey si para cada particion F = Fy U F; y cada X € R, existen
Y <X eie{0,1} tales que F; | Y = (.

El siguiente teorema aparece en [13] como el teorema 5.17.

Teorema 28 (Abstract Nash-Williams Theorem). Suponga que (R,<,r)
es una tripleta cerrada que satisface A1 — A.,4. Entonces cada familia de
aproximaciones finitas Nash-Williams es Ramsey.

O

En [11] el autor introduce la siguiente definicién como una generalizacién

de la relacién de casi contencion en [w]“.

Definicién 29. Dados X, Y € R, escribiremos X <* Y siexistep € AR [ X
tal que [p, X] C [p,Y]. En este caso diremos que X es una casi reduccion de

Y.

Note que para cada p € AR | X, existen Z € R y n € w tales que
p=r.(Z) y Z <X, entonces () # [p, X] C [p,Y].
El siguiente teorema es probado en [11].

Teorema 30. (R, <*) es un pre-orden o-cerrado.

O

Notacién. Dados un espacio topolégico de Ramsey (R,<,r), H C Ry
XeR,seaH [ X={YeH:Y <X}
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Definicién 31. Un filtro G en un espacio topoldgico de Ramsey R es Ramsey
si para cadan <wy H C AR, existe X € G tal que o bien AR, | X CH
0AR, | X NH = 0.

En [11], Mijares también generalizé la nocién de ultrafiltro selectivo a los
ultrafiltros sobre espacios de Ramsey, y en [12], Trujillo probé que las nociones
de ultrafiltro Ramsey y ultrafiltro selectivo no son equivalentes en general
para espacios topoldgicos de Ramsey. Trujillo probd que existe una infinidad
de ultrafiltros asociados a una clase de espacios topologicos de Ramsey que
son selectivos pero no Ramsey.

El siguiente Lema es una consecuencia del Lema 6.3 en [4]

Lema 32. Sea R un espacio topolégico Ramsey. Forzar con (R, <*) no agre-
ga nuevos elementos en AR” (en particular, no agrega nuevos elementos a
R). Sild es un filtro (R,<*)-genérico sobre algin modelo base V', entonces
U es un ultrafiltro Ramsey en V[U].

O

Fact 33. Sean R un espacio topologico de Ramsey y Gr el filtro genérico
forzado por (R, <*). Sea Ur el ultrafiltro sobre el conjunto base AR, generado
por la coleccion {ARy | X : X € Gr}. Entonces Ugr es un ultrafiltro sobre
AR;.

Demostracion. Denotaremos por U a la colecciéon de H C AR, tales que
H D AR, | X para algin X € Gr. Como Gx es un filtro, U es un filtro.
Para ver que U es un ultrafiltro, fije H C AR,. Como Gr es un ultrafiltro
Ramsey, existe X € Gr tal que o bien AR | X CHo AR, | XNH = 0.
En el primer caso, H € U; en el segundo caso, AR\ H € U. O

2.2 Algunos espacios topoldgicos de Ramsey
y sus ultrafiltros asociados

Ahora vamos a presentar el espacio topolégico de Ramsey (Rq, <i,r). To-
maremos la definicién y algunos resultados sobre Ry de [5]. El ultrafiltro
asociado a R; es isomorfo al ultrafiltro con el mismo nombre U; forzado
por Laflamme. El espacio R; tiene la minima complejidad entre todos los
espacios de Ramsey distintos del espacio de Ellentuck.
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Definicién 34. Denotaremos por T al siguiente arbol infinito.

T={0)}u{(n):n<whu | J{(n.i):i<n}

n<w

T es pensado como una sucesién infinita de arboles finitos, donde el n-
ésimo subarbol de T es

T(n) = {()7 <n>’ <n,z> S n}

Los miembros X de R; son subérboles de infinitos de T que tienen la
misma estructura que T. Esto es, un arbol X C T pertenece a R4 si y sélo
si existe una sucesion estrictamente creciente (k,),<, tal que

1. X NT(k,) = T(n) para cada n < w; y

2. si X NT(j) # 0, entonces j = k,, para algin n < w.

Denotaremos por X (n) al subarbol X N T(k,) y lo llamaremos el n-ésimo
arbol de X. Para cada n < w, r,(X) denotara J,_,, X(i). AR, = {rn(X) :
X e Rl}, y AR = Un<w ARn

Para cada X,Y € Ry, escribiremos Y <; X siy sélo si existe una sucesion
estrictamente creciente (k;),<, tal que para cada n, Y'(n) es un subarbol de
X (k). Sean a,b € AR y A, B € R;. El quasi-orden <y, sobre AR se define
como sigue: b <y, a si y sélo si existen m,n € w tales que a € AR,,,
b € AR, y una sucesién estrictamente creciente (k;);<, con k, 1 < m tal
que para cada i < n, b(i) es un subarbol de a(k;). Escribiremos a <y, B si
y s6lo si existe n tal que a <g;, 7,(B). Los abiertos bésicos para la topologia
sobre R estdn definidos de la siguiente manera: [a, B = {X € Ry :a C X

Note que por la estructura de T y la definicién de R4, se tiene que para
cualesquiera X, Y € Ry, Y <; X si y solosi Y C X. De la misma forma,
para cualesquiera a,b € AR, a <g;, bsiy sélosia Cb.

Teorema 35. (R, <y,7) es un espacio topoldgico de Ramsey.
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Figure 2.1: r(T)
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Figure 2.2: 5(T)

Para cada X € R, denotaremos por [X]| al conjunto de todos los nodos
terminales de X. Sea Ggr, un filtro (R, <})-genérico. Note que por el Lema
32, Gg, es un ultrafiltro. Denotaremos por U el filtro sobre [T] generado por
la coleccion {[X] : X € Gg,}. Note que podemos identificar a X con [X],
pues X y [X] contienen la misma informacién. Ademés, note que podemos
identificar [T] con AR y U; con el ultrafiltro Ugr, sobre AR, generado por
la coleccion {AR, [ X : X € Gg,}. Como Ug, es un ultrafiltro, U; es un
ultrafiltro. Por lo anteior, nos referiremos a {; como un ultrafiltro sobre R;.

Ahora introduciremos el espacio topolégico de Ramsey H2. El espacio
H? es un caso particular de una clase de espacios topolégico de Ramsey
construidos usando productos finitos de estructuras de clases de Fraissé con
la propiedad de Ramsey. El lector puede encontrar la construccion de esta
clase general de espacios en [7]. El espacio H? fue construido con la finalidad
de forzar un p-punto cuyo segmento inicial en la estructura de Tukey sea
exactamente el algebra booleana P(2).

Definicién 36. Para cada k < w y j € 2, sea Aj; un conjunto linealmente
ordenado de tamano k+ 1. Denotaremos por Ay el producto Ay x A ;. Sea
A = ((k,Ay) : k < w). A serd el miembro méaximo de 2. B serd un miembro
de H? siy sélo si B = ((ng, Bi) : k < w), donde

1. (ng)r<w €s una sucesién estrictamente creciente de nimeros naturales;
y
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Figure 2.3: 75(T)

2. para cada k < w, By es un producto de la forma By x By, donde
para cada j € 2, By ; C A, ; es un conjunto linealmente ordenado de
tamano k + 1.

Escribiremos B(k) para denotar (ng, Bj), el k-ésimo bloque de B. La
n-ésima aproximacién de B es r,(B) = (B(0), ..., B(n — 1)). En particular,
ro(B) = 0. Definamos AH? = {r,(B) : B € H?}, la coleccién de todas
las aproximaciones n-ésimas de los elementos de H2. Sea AR = AH? =
U<, AHZ, la coleccién de todas las aproximaciones finitas de los elementos
de H2.

Definamos el orden parcial < sobre H? como sigue. Dados B = ({my, By :
kE<w)y C=((ng,Cyg): k <w), escribiremos C' < B si y sélo si para cada
k existe [, tal que n, = my, y para todo j € 2, Cy; C By, ;.

Definamos el orden parcial <y;, on AH? como sigue: Dados b = ((mg, Bg) :
k<p)yec={(n,Cg : k < q), escribiremos ¢ <g;,, b si y sélo si existe
C < Btal que c =1,(C), b =r,(B), y para cada k < ¢, ny = my, para algin
lk <p.

No incluiremos la construccion general para espacios topologicos de Ram-
sey construidos con clases de Fraissé con la propiedad de Ramsey pero da-
remos una idea de la construccién. Para el caso general, los autores de [7]
fijan una sucesién infinita (Ay : k < w) donde para cada k < w, Ay es
un producto (Ay ;)jes, de estructuras con algunas propiedades de particion.
Esta sucesién genera un espacio topoldgico de Ramsey R((Aj : k < w)) tal
que A = ((k,Ay) : k < w) es el elemento maximal de R((Ay : k < w)).
Los elementos de R({Ay : k < w)) son sucesiones infinitas B isomorfas al
elemento maximal A.

Los siguientes resultados son probados en general para espacios topologi-
cos de Ramsey construidos con clases de Fraissé con la propiedad de Ramsey
en [7], sélo incluiremos las versiones para H?.

Teorema 37. H? es un espacio topoldgico de Ramsey.
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O

Sea Gy el filtro (H?, <*)-genérico. Del Lema 32, sabemos que Gy2 es un
ultrafiltro Ramsey. Para cada D € H?, denotaremos por [D] el conjuntos
de todos los nodos terminales de D en |JAg. Sea U el ultrafiltro sobre [A]
generado por la coleccion {[D] : D € Gy2}. Note que podemos identificar
D con [D] pues D y [D] contienen la misma informacién. Ademads, note que
podemos identificar AR; con [A]. Entonces podemos identificar U con Uy,,,
el ultrafiltro sobre AR, generado por la coleccion {AR, | X : X € Gy}
Nos referiremos a U2 como un ultrafiltro sobre 2.

Los espacios topologicos de Ramsey que vamos a presentar a continua-
cion son los espacios de Ellentuck de dimensiones mayores. La construccion
y resultados presentados sobre estos espacios se han tomado de [6]. £ deno-
tara al espacio de Ellentuck. El primer espacio nuevo, & fue motivado por
el problema de encontrar la estructura de los ultrafiltros que son Tukey irre-
ducibles al ultrafiltro genérico forzado por P(w?)/Fin®?, denotado por Gs.
La construccion de & se generalizd para encontrar espacios topoldgicos de
Ramsey forcing equivalentes con P(w*)/Fin®* para cada k > 2.

Definicién 38. (El conjunto bien ordenado (w#<* <)) Sea k > 2, deno-
taremos por w#=* a la coleccién de todas las sucesiones no decrecientes de
miembros de w de longitud menor o igual a k. Denotaremos por <., el orden
lexicografico en w*<*, donde también consideramos cualquier segmento inicial
de una sucesion como menor que tal sucesién. Definimos el buen orden < so-
bre w#=kF como sigue. Primero, la sucesién vacia () es el < —minimo elemento;
es decir, para cada sucesién j en w#<k, () < 7. En general, dados (J0y vy Jp—1)
v (lo, -y lg—1) en w#=F con p, ¢ > 1, definimos (jo, ..., jp—1) < (los oy lg1) iy
solo si

1. o bien jp_1 < l4—1,

2.0 jp—l = lq—l y (jOa "'7.jp—1) <lex (l07 "'7lq—1)-

Como = es un buen orden, w#<* tiene tipo de orden w, denotaremos por
Jm al m-ésimo miembro de (w#<*, <). Sea I € w#<*, denotaremos por my € w
el ntimero natural m tal que [ = j.,. En particular, j, = () y mgy =0.

Denotaremos por w#* a la coleccién de todas las sucesiones no decrecientes
de elementos de w con longitud k. Note que < también bien ordena a w#*
con tipo de orden w. Denotaremos por i, al n-ésimo elemento de (w#*, <).
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Ahora definiremos al elemento maximo W, del espacio &. Este conjunto
W), es el prototipo de todos los elementos de & en el sentido de que cada
miembro de & serd un subconjunto de Wy, el cual tiene la misma estructura
que Wy, definido a continuacion.

Deﬁn1c10n 39. (El elemento maximo Wy, de &) Fijamos k > 2. Para cada
i = (ig, ..., ip_1) € w# definimos

W, (i) = {m;z, 1 <p <k}
Entonces, cada Wy, (i) es un miembro de [w]*. Definimos

W, = {Wk(a : ZE wk}.

k

Note que W}, es un subconjunto de [w]® con tipo de orden w*, bajo el

orden lexicografico.

Para cada ¢ < p < k, denotaremos por Wk(; [ p) al conjunto {mﬂq 1<
q < p},yseaWi(()) = 0, observamos que Wy, induce un arbol Wy, = {W,(j) :
j € wtskY C [w]=*F que se obtiene tomando todos los segmentos iniciales de
los miembros de W;. Las caracteristicas importantes de la estructura de
W, son las siguientes; tales caracteristicas seran importantes en la siguiente
definicién:

1. Para cada m > 1, max(W;(jm)) <méx(Wi,(Jmi1))-

2. Para cada j, [ € whsk, Wk(j) es un segmento inicial de Wk(f) si y s6lo
si 7 es un segmento inicial de [.

Todos los miembros de &, tendran la misma estructura.

Definicién 40. (Los espacios (&, <,r), k > 2) Para cada ]m € w*s*_ deno-
taremos por | j[ la longitud de la sucesion j Diremos que X es un Ek arbol
si X es una funcién de w#<* en W, tal que

1. Para cada m < w, X (J,,) € [w]iml NW,;

2. para cada 1 < m < w, max(X (J,)) <max(X (Jme1));

3. para cada m,n < w, X(;m) C X(;n) siy 8610 si Ju T .
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Sea X un &-drbol, denotaremos por [X] a la funcién X N (w x W,).
Definimos el espacio & como la coleccién de todos los conjuntos [X | tales
que X es un &-drbol. Entonces, & es el espacio de todas las funciones X de
w** en W, que inducen un &;-arbol.

Para cada X,Y € &, definimos X < Y siy sélo si ran(Y) Cran(X).
Para cada n < w, definimos la n-ésima aproximacién finita de X, r,(X)
como X N ({i, : p < n} x W}). Como se ha hecho con los espacios anteriores,
definimos AR = A& como la coleccién {r,(X) : X € & y n < w}. Para
cada a,b € AR escribiremos a <y, b si y sélo si ran(a) Cran(b).

Observacion. Los elementos de &, son funciones de w#* en W, obteni-
das restringiendo &g-arboles a sus nodos maximales. Cada elemento de &
determina completamente un &-arbol y vice versa. Identificaremos a cada
elemento X de &, con su imagen ran(X) = {X(z,) : n < w} C W;. Ademds
pensaremos a 7,(X) como {X (i) : p < n}.

Ahora definiremos las funciones proyeccion 7, [ < k, como sigue. Para
cada j € w#<, definamos mo({mz, 1 1 < g < I71}) = 0. Para cada 1 <[ < k

y J € w#* con |j| > 1, definimos
m({mz, 1< q < |j]}) ={mz,: 1< g <1}

Entonces, m; esta definida sobre los miembros de Wk con longitud al menos
[, y los proyecta sobre su segmento inicial de longitud /.

Teorema 41. Para cada 2 < k < w, (&, <,r) es un espacio topoldgico
Ramsey.

O

Ejemplo 42. (El espacio &) Los miembros de & se ven como w del espacio
de Ellentuck. El buen orden (w#S%, <) inicia como sigue:

() < (0) < (0,0) < (0,1) < (1) < (1,1) < (0,2) < (1,2) < (2) < (2,2) < ...

La estructura de drbol de w#=2, bajo el orden lexicogréfico, se ve como
w copias de w, y tiene el tipo de orden de w? bajo el orden lexicografico. La
imagen muestra {jm :m < 22}, lo cual permite entender cémo estd formado
w#=2_ Es lo mismo si tomamos todos los segmentos iniciales de las sucesiones
del conjunto {, : n < 15}.
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Figure 2.4: w¥<?

>> Q\«)\ \G\x"’\x‘\\@

Figure 2.5: r15(W)

El orden < sobre w#<2 determina los nodos en Ws. Los nodos maximales
en la figura siguiente muestran r15(Ws), lo cual indica cémo esta formado el
resto de W,.

Denotaremos por w? al conjunto w x w y Fin®? denotars al ideal Fin®Fin,
el cual es la coleccién de todos los subconjuntos A de w x w tales que para
todos salvo una cantidad finita de ¢ € w, el conjunto A(i) ;== {j <w: (i,7) €
A} es finito. Abusaremos de la notacién y denotaremos por Fin®? al ideal
sobre [w]? que consiste de los conjuntos A C [w]? tales que para todos salvo
una cantidad finita de i € w, el conjunto {j > i : {7, j} € A} es finito. Dados
X,Y C [w]?, escribiremos X CF"®* YV si y s6lo si X\Y €Fin®2,

La prueba del siguiente resultado se encuentra en [6]

Proposicién 43. (&, CF"*) es forcing equivalente a P(w?),/ Fin®?.

Ejemplo 44. (El espacio &) El buen orden (w¥<3) <) inicia como sigue:
0 <(0) <(0,0) < (0,0,0) < (0,0,1) < (0,1) < (0,1,1) < (1)

< (1,1) =< (1,1,1) < (0,0,2) < (0,1,2) < (0,2) < (0,2,2)
<(1,1,2) < (1,2) < (1,2,2) < (2) < (2,2) < (2,2,2) < (0,0,3) <
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3,6} {3,15}  {3,36} {25,32} {2540}  {42,51}
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Figure 2.6: 74(X) para un X € &
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Figure 2.7: r10(X) para un X € &

El conjunto w¥<? es un rbol de altura 3 donde cada nodo no maximal se
ramifica en w nodos. Los nodos maximales de la siguiente figura son técnica-
mente el conjunto {i,, : m < 20}, el cual nos da una idea de la estructura de
Wi.

(0,0,0) (0,0,1) (0,0,2) (0.0.3) (0,1,1) (0,1,2) (0,1,3) (0.2,2) (0,2,3) (0,3,3) (1.1,1) (1.1.2) (1,1,3) (1.2.2) (1,2,3) (1.3.3) (2.2.2) (2,2,3) (2.3.3) (3,3,3)

WWV va

(0,3) (1,3) (2.2) (2.3) (3.3

Figure 2.8: w¥<3

Denotaremos por Fin®® a Fin®(Fin®?), que consiste de todos los sub-
conjuntos F C w? tales que para todos salvo una cantidad finita de i €
w, {(j,k) : (i,j,k) € F} pertenece a (Fin®?)*. Identificando a [w]® con
{(i,j,k) € w3 11 < j < k}, abusaremos de la notacién y denotaremos por
Fin®3 sobre [w]? a la coleccién de todos los subconjuntos F' C [w]? tales que
{(i, 5, k) : {i,j, k} € F} pertenece a Fin®* definido en [w]?.

Proposicién 45. (£, CF"*Y es forcing equivalente a P(w?) / Fin®3.
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Figure 2.10: 74(X) para un X € &

O

Sea k > 2 fijo. Denotaremos por Fin®* al conjunto Fin®Fin®*~1, el cual
consiste de todos los subconjuntos F C w* tales que para todos salvo una,
cantidad finita de i € w, {(j1, .-, Jk-1) : (4, J1,---,Jk—1) € F} pertenece a
(Fin®*=1)*. Identificaremos a [w]* con {(j1, ..., jx) € W¥ : ji < jit1,4 € k+1},
abusaremos de la notacién y denotaremos por Fin®* sobre [w]”* a la coleccién
de todos los subconjuntos F' C [w]* tales que {(j1, ..., %) : {j1, -, jx} € F}
pertenece a Fin®* como se definié sobre [w]*.

Proposicién 46. (&, CF"™) es forcing equivalente a P(wF) / Fin®*.
O

Sea G, un ultrafiltro genérico para el forcing P(w*) / Fin®* como (&, CF in®*
) v P(w"),/ Fin®* son forcings equivalentes, el filtro genérico de (&, CFm™")
también es un ultrafiltro. Abusaremos de la notaciéon y llamaremos G, al
ultrafiltro genérico para (&, CF"™").

La primera versién del teorema abstracto de Ellentuck aparecié en un
articulo de Carlson-Simpson, en este articulo los autores usaron una axioma-
tizacion diferente y también una prueba diferente. La teoria de Ramsey dual
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fue desarrollada por T.J. Carlson y S.G. Simpson en [3]. En este articulo
presentan un teorema combinatorio que en cierto sentido es dual al teorema
de Ramsey. La teoria dual trabaja con coloraciones de particiones con piezas
de k elementos de un conjunto infinito dado. Ahora introduciremos el espacio
de Carlson-Simpson. Este espacio es llamado un espacio dual.

Sea &, la coleccion de todas las relaciones de equivalencia E sobre w cuyos
cocientes w,E son infinitos. Cada clase [z]g de E tiene un respresentante
minimo. Sea p(F) el conjunto de todos los representantes minimos de las
clases de E. Sea {p,(E)}>, la enumeracién creciente de p(E). Note que
0 € p(E) para cada E € &, por lo tanto po(E) = 0 para todo FE € .

Para cada E, F € &, diremos que E es mds grueso que F' lo cual es-
cribiremos como E < F si cada clase de E puede ser representada como la
unién de algunas clases de F'. La n-ésima approzimacion r,(E) de E € E
se define como sigue:

TH(E) =k fpn(E)

ro(E) es la restriccién de la relacién de equivalencia E al conjunto finito
{0,1,...,pn(F) — 1}. Cada aproximacién finita a € AE ., tiene por longitud
la|, el entero n tal que a = r,(F) para algin E € &, (o equivalentemente,
el niimero de clases de equivalencia de a) y su dominio, el entero py,(E) =
{0,1,...,pq(E) — 1}, donde E es algiin miembro de £ tal que a = 7(4(E).
La relacion < sobre £, permite una finitizacion natural <g;, sobre A€
que satisface A2y A,3: a <y, b si dom(a) = dom(b) y a es mas grueso que
b.

El siguiente resultado se puede encontrar con su prueba como el Teorema
5.70 en [13]

Teorema 47. (Carlson-Simpson) El espacio (Ex,<,r) es un espacio to-
poldgico de Ramsey.

O

Fije ' € £ . Definiremos por recursiéon una funcién fg : w — w. Definimos
fre(0) = 0. Ahora, fije n € w y supongamos que para cada i € n hemos
definido fg(7), si existe ¢ € n tal que n e ¢ pertenecen a la misma clase de
equivalencia, sea fr(n) = fr(i), en otro caso definimos fr(n) =max{fg(i) :
i € w} + 1. Note que podemos identificar a E con la funcién fg. Sea h :
w — w una funcién sobreyectiva tal que para cada m € w, si 7 es el minimo
nimero natural tal que h(i) = m y j es el minimo nimero natural tal que
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h(j) = m + 1, entonces i < j. Entonces los conjuntos h; ' (i) forman una
particion de w en una cantidad infinita de piezas, denotaremos esta particién
como FE) € E.

Sea &' la coleccion de todas las funciones sobreyectivas h : w — w tales
que para cada m € w, si i es el minimo nimero natural tal que h(i) = m y
J es el minimo numero natural tal que h(j) = m + 1, entonces i < j. Sean
g,h € &, note que X, < X}, siy sélo si existe f € £ tal que foh = gsiy sélo
si para cada n,m € w tales que h(n) = h(m), se cumple que g(n) = g(m).

Afirmacién 1. Ug__, el ultrafiltro sobre AR, generado por la colecion { AR, |
X : X €Ge }, es Ramsey en el sentido de w.

Demostracién. Sea ¢ : [AR;]* — 2 una coloracién. Definimos D = {F €
Ex @ |c|[ARy | F)?| = 1}. Probaremos que D es un subconjunto denso de
Es- Sea E € &, fijo y definamos X = {p,(F) : n € w}. Sea ¢ : [X]* — 2
una coloracién tal que ¢'(1,7) = ¢((0);<i, (0)i<;). Por el teorema de Ramsey
existe M € [X]“ tal que M es monocromético. Definamos por recursiéon
h : w — w como sigue. Definimos h(0) = fg(0) = 0. Ahora, fije i € w y
supongamos que hemos definido A(j) para cada j < i. Si existe j < i tal
que fg(i) = fr(j), sea h(j) = h(i). Si no, tenemos dos casos; si i € M,
sea h(i) =max{h(j) : j < i} + 1, en otro caso sea h(i) = h(j) donde j es
el maximo elemento de M que es menor que 7. Sea Ej la particién de w
generada por h. Note que Ej, € £ ¥ {pn(Er) : n € w} = M. Como M is
monocromatico, AR [ Ej también es monocromatico. Entonces E;, < E
and Ej, € D. Por lo tanto D es un subconjunto denso de (&, <*). Como
G, es un filtro genérico, existe F' € D N Ge . Entonces ARy | FF € Ue_ y
AR | F is monocromaético. ]
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Capitulo 3

Numeros de Ramsey y nimeros
de pseudointersecciéon

3.1 Numeros de Ramsey para ultrafiltros aso-
ciados a espacios topolégicos de Ramsey

Definicién 48. Sea n € w, definimos el numero de Ramsey asociado a U,
como el minimo nimero natural ¢(Rq,n) tal que para cada m € w y para
cada coloracién ¢ : [T]* — m existe Y € U tal que ¢ | [Y]" toma a lo mdas
t(R1,n) valores.

El siguiente resultado es mencionado en un articulo de Laflamme publi-
cado en 1989 pero aparece sin prueba. Para que la siguiente prueba sea mas
clara, note que si fijamos n € w, cualesquiera dos miembros de AR, son
isomorfos de acuerdo a la estructura de T.

0,00 (1L,0) (1,1) (2,00 (21) (22) (3,00 (3.1) (3,2) (3.3) (40) (41 (42 (43) (4,4

R N V- N =

(0) (L) 2 ®3) (4)

. N B

0

Figure 3.1: r5(T)

Proposicién 49. Para cada n € w, t(Ry,n) = 2" L

23
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(20,15)  (30,23) (30,28) (50,48) (50,49) (50,50) (60,0) (60,1) (60,2) (60,3) (80,20) (80,30) (80,40) (80,60) (80,70)

N N e Y~ P

(20) (30) (50) (60) (80)

M

0

Figure 3.2: Otro miembro de AR5

Demostracion. Sean m un ndmero natural y ¢ : [T]" — m una coloracién.
Definimos D = {Y € Ry : |¢[[Y]"]| < 2" '}. Probaremos que D es un conjun-
to denso en (Rq, <1). Sea X € R; fijo. Note que el minimo natural k tal que
para cada t € [X]" existe s € ARy tal que t C s es k = n. Fije ' € AR,,. Sea
L=|[s]"l = () donde | = nin+1)
Para cada s € AR, sea ¢ : [¢|" — [s|" un isomorfismo que preserva la
estructura de arbol. Para cada i € [1, L], sea t{ = ¢(t'). Observamos que
[s]* = {t},...,t} }. Para cada iy, ...,i, € m definamos F;, i,y = {s € AR, :
c(ty) = i1,...,c(ty) = ir}. Como AR, = U{ Fu i) @ (G1.i0) € mt} y
AR, es una familia Nash-Williams, el Teorema 28 garantiza la existencia de
un Z <3 X y t1,,...,%, € m tales que AR, | Z C -7:<i10..-iL0>- Para cada
i € w existe [; € w tal que Z (i) = {(li, jo), (li, j1)s -, (lin 7i) } tal que si k < p
entonces jj < j,. Definamos Y € R; de forma que para cada i € w,

Y(Z) - Z(” + 7')\{ <ln+i7ji+1>7 <ln+i7ji+2>7 sy <ln+w]n+z>}

Sea t € [Y]", escribiremos a t como {(l1,71), (l2,j2), ---s {{ln, Jn)} donde
l, <lysip<qy j, <Jj,siexiste l tal que (I, 7,),(l,j;) €ty p<q.

Construiremos s € AR [ Y tal que t € [s|". Denotaremos por t(l) al
conjunto {(I',j") e t : I' =1}.

Para cada i € [1,n], definamos k(I;) = [t(l;)]. Sea [} = [,,. Existe p; € w tal
que t(l}) CY(p1). Sea A C Z(p1+n)\Y (p1) tal que |A| = n—Ek(l}), entonces
definimos s(n—1) = t(I])UA. Ahora supongamos que hemos definido s(n—1)
y lj. Sil; = 1y, sea s5(j) = Y(j) para cada j < n —i. En otro caso, sea [,
el minimo miembro de {l; : i € [1,n]} tal que [;,, < [i. Existe p; € w tal
que t(l) CY(p;). Sea A C Z(p; +n)\Y (p;) tal que |A| =i — k(l}), entonces
definimos s(7 — 1) = #(l;) U A. Entonces, existe ¢ € [1, L] tal que t = ¢;.
Note que si ¢, u pertenecen a [Y]™ y ambos tienen la misma configuracion,
entonces existen s,s; € AR, y q € [1,L] tales que t =t y t; = t;!, por lo
tanto c(t) = iy, = c(u). Entonces | ¢[[Y]"] |< [, {(zi:1<i<p):Vie
Lol s € (L] y S0y =l = S0y (e 120 < p) s Vi€ [Lpl,ai €

y enumeramos [s']" como {t',...,t3 }.
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[1,n] y 37, x; = n}| el nimero de todas las diferentes configuraciones de
elementos de [Y]".

Ahora probaremos que para cadap € {1,2,....n}, [{{z; : 1 <1 <p):Vie€
[1,p],z; € [1,n]y > F jx=n} = (Zj) .Sea A ={AU{n}: AC[l,n—1]
y]IAl=p—1}yB={(z;:1<i<p):Vie[lpl,z;e[l,n]y> "  z;=n}
Note que |A| = (;j) . Sea A € A, escribiremos A = {ay,as,...,a,-1,a,}
cona; < as < ...<ap,1 < a,=n,definamos x‘f‘ =a; y paracadal < i <p,
v = a; — a;_y, entonces (v 1 1 < i < p) € B. Sean A, A" € A tales
que A # A’, podemos suponer que el minimo elemento de AAA’ pertenece
a Aya = a para algin i € [1,p — 1], entonces z* # x/' y por tanto
(z 1 <i<p)# (! :1<i<p), entonces (;j) < |B|. Ahora, sea
r = (r; : 1 <i<p)e B, entonces A, = {z1,...,71 + ... + 1,} € A. Sean
x,x" € B tales que x # 2’ y sea i el minimo natural tal que z; # , entonces
r1+ ... +x; # 2, + ...+ 2, y por lo tanto A, # A,/, entonces |B| = (;Lj)
De lo anterior se sigue que [c[[Y]"]| <370 (Zj) =2m 1

Entonces D es un subconjunto denso de (Rq, <}). Como es un filtro U,
(R1, <})-genérico, existe Y € U tal que [¢[[Y]"]| < 2L

Sea ¢ : [T]" — 2"~! una coloracién tal que si ¢, ¢’ tienen diferente confi-
guracién entonces c(t) # ¢(t'). Note que para cada Y € Ry, |c[[Y]"]| = 2" 1.
Entonces t(Ry,n) = 2"~1.

]

Como t(Ry,2) = 2, para cada coloracién ¢ : [T]* — 3 existe X € U
tal que |c | [X]?| < 2. Entonces U es un ultrafiltro déblmente Ramsey en
el sentido de w. De la prueba anterior se sigue que existe una coloracion
c¢: [T]*> — 2 tal que para cada X € Ry, |c | [X]?| = 2. Entonces U; no es un
ultrafiltro Ramsey, en el sentido de w.

Definicién 50. Sean n € w y U un ultrafiltro (H?, <*)-genérico. Definimos
el nimero de Ramsey asociado a U como el minimo niimero natural ¢(H?, n)
tal que para cada nimero natural m y para cada coloracién ¢ : [A]" — m
existe Y € U tal que ¢ | [Y]" toma a lo més t(H?2,n) valores.

Afirmacién 2. t(H*2) =5

Demostracién. Sean m un entero positivo y ¢ : [A]> — m una coloracién.
Definimos D = {B € H? : |[[B]*]|] < 5}. Vamos a probar que D es un
conjunto denso. Sea D € H? fijo, note que el minimo k tal que para cada
s € [D)? existe t € AH? tal que s C t, es k = 2.
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Note que si s € AH%, s se puede escribir como

(no, {zo} x {z1}), (n1, {yo, y1} x {20, 21})

donde ng,n; € wy {xo}, {z1},{vo,y1}, {0, 21} son conjuntos linealmente
ordenados. Fijamos s’ € AH3 y escribimos a s’ como

<m0> {ZL“E)} X {xll}>’ <m17 {y(,)’ yi} X {Z(,h Zi}>

. Note que [[¢']’| = (}) = 10, enumeramos a [s]*> de la siguiente mane-
ra {t5,...,15,}. Para cada s € AH3, sea ¢ : s — s un isomorfismo tal que
W((mo, 7)) = (0, 73) ¥ U({ma, (41, 2))) = {ma, (33, %)) para cada i € 2. Aho-
ra, para cada i € [1,10], sea t; = p[t{']. Observe que [s]? = {t], ..., #5,}. Para
cada iy, ...,i;0 € m, definimos Fy, i) = {5 € AH3 : c(t]) = i1, ..., c(t]y) =
i10}. Como  AH3 = U{Fpi, irg) © (t1.-i10) € m'} y AH3 es una familia
Nash-Williams, por el Teorema 28 existen C' < D y 4y, ..., 119, € m tales que
AH2 [ C C Fliry...iroy)- Lscribiremos a C' como ({my, Cg) : k < w). Para cada
kecwyje€ 2 sea By, el conjunto de los primeros k + 1 elementos de Cp 4 ;
y sea By = (By;)je2. Note que B = ((my44,Bg) 1 k < w) € H2

Fijamos t € [B]?. Sea {l1,ls} C {mgy4 : k € w} el conjunto de todos lo
nimeros naturales tales que B(l;)Nt # (). Sea s; € AH? | C tal que para cada
Jj € 1,4, WBljyo(St) = WBlj’O(t) y WBlj’l(St) = WBljﬁl(t). Como t € [s)?, existe
p € [1,10] tal que t = £3* y por tanto c(t) = i,,. Note que si ¢,#' € [B]" son
tal que existe p € [1,10] tal que t = 3 y t' = £, entonces c(t) = i, = c(t'),
en este caso diremos que ¢ y ¢’ son isomorfos.

Sea X C [B]? tal que si t,t' € X, entonces t y ' no son isomorfos y
para cada t € [B]? existe ' € X tal que ¢ y ¢ son isomorfos. Note que
lc[[B]?]| < |X]|. Ahora calcularemos la cardinalidad de X. Sea t € [B]%. Si
{k € w: B(ly) Nt # 0} = 2, note que t es isomorfo a cualquier ¢ tal que
H{Hk € w: B(lx) Nt # 0} = 2. Si existe | € w tal que t C B(l), entonces
t C By x By1. Sean ey = |7, (1| ¥ €1 = |7B,,(»)|- Si g = 1, note que ¢ es
isomorfo a cada t’ € [BJ? tal que existe I € w tal que ' C B(I'), |78, ;| = 1;
si e = 1 se sigue la misma conclusiéon. Ahora, si eg = e; = 2, tenemos
dos posibilidades no isomorfas (¢ puede ser alguna de las dos diagonales del
producto B, 1) X 7B, (1)) Y hote que si t' es tal que si existe I € w tal que
' CB(I)y |7TBZ,7O(t/)‘ =2= |7TBl/71(t/)|7 entonces t y t' son isomorfos. por lo
tanto, |c[[B]?*]| < |X|=5.

Como D es un subconjunto denso de (H?, <) y Gy es un filtro (H?, leq)-
genérico, existe B € G2 tal que |c[[B]?]| < 5.



3.1 Nimeros de Ramsey para ultrafiltros asociados a espacios
topoldgicos de Ramsey 27

Sea ¢ : [A]” = 5 una coloracién tal que si ¢, ¢ no son isomorfos entonces
c(t) # c(t'). Note que para cada B € H?, |c[[B]"]| = 5. Por lo tanto t(H?,2) =
5.

O

Introduciremos la siguiente notacion para calcular los nimeros de Ramsey
de H?. Fijamos n > 2 y sea ¢ € w tal que 1 < ¢ < n. Sean Iy, ..., 1, € w tales
que para cada i € [1,q], l; > 0y >3 ., i = n. Denotaremos por ¢, a

SN Y HY Choxhim(Y) = ko, (V) = -

1<g<n li+...+lg=n 1<i<q [;<kok, <I2
Proposicién 51. Para cada n € w tal que 2 < n, t(H* n) = c,.

Demostracion. Sean m € w un numero natural y ¢ : [A]” — m una colo-
racién. Definimos D = {B € H? : |c[[B]"]| < c¢,}. probaremos que D es
un conjunto denso. Sea D € H2 Note que el minimo k tal que para ca-
da s € [D]" existe t € AHZ tal que s C t es k = n. Fijamos s’ € AH2.
Sea L = |[¢]"| = () donde ¢ = w y enumeramos [s']" como
{5 ..., 17}. Para cada s € AH? sea ¢ : s — s un isomorfismo tal que
para cada {z,y}, {2/, v’} € s, p(z), p(2’) satisfacen la misma relacién de or-
den que z,2" y o(y), ¢(y') satisfacen la misma relacién de orden que y,y'.
Para cada i € [1, L] sea t{ = o[t{']. Observamos que [s]" = {5, ...,#;}. Para
cada iy, ..., iz, € m definimos Fyy, i,y = {s € AHZ : c(t]) =iy, ...,c(t]) =i}
Como  AM. = U{Fu,.ip) : (i1...ir) € m*} y AH. es una familia Nash-
Williams, por el Teorema 28 existen C' < D y 4y,,...,i, € m tales que
AH2 | C C Fliry..iry)» escribiremos a €' como {({mg, Cy) : k < w). Para cada
kewyje 2, seaBy; el conjunto de los primeros k41 elementos de Cyya,, ;.
Sea By = (Byj)je2 y note que B = ((my2,, B) : k < w) € H>.

Fijamos t € [B]", sea {li,la,....1l;} C {mgia, : k € w} el conjunto de
los niimeros naturales tales que B(l;) Nt # (). Sea s, € AH* | C tal que
para cada [ € {li,...,l,}, 7B, ,(8:) = 7B, (t) ¥ 7B,,(5:) = 7B, (t). Como
t € [sy]", existe p € [1, L] tal que t = t¢ y por tanto c(t) = ip,. Note que si
t,t' € [B]" son tales que existe p € [1, L] tal que ¢t =t y ' = ¢, entonces
c(t) = ip, = c(t'), en este caso diremos que t y ' son isomorfos.

Sea X C [B]" tal que si t,t' € X, entonces t y t' no son isomorfas y
para cada t € [B]™ existe t' € X tal que t y ¢ son isomorfos. Note que
|c[[B]?]| < |X]. Ahora contaremos la cardinalidad de X. Fijamos ¢ € [B]".
Sea {l1,l2,....,1;} C {mpia, : k € w} el conjunto de los nimeros naturales
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tales que B(l;) Nt # (. Para cada j € [1,q], sea k; = |B(l;) N t|. Note que
n =3 1cj<. ki Fije l € {li,....1;} y sean Ey = mg,,(t) y E1 = 7g,, (1),
entonces t C Ey x Ey. Sean ey = |Ey| v e = |E1|. Note que si fijamos eg
y e, t puede tener [{Y C ey X €1 : m, (Y) = €9 v 7, (V) = ey} diferentes
configuraciones. Entonces

XI=> > D) ) HY Cepxer: me,(Y) =€, 7, (V) = e1}].

1<g<n l1+...+1lg=n 1<i<q ligeoelglf

Por lo tanto,

c[[B]"]] <

Z Z Z Z HY Cepxer:me,(Y)=ceo,m,(Y)=cei}|

1<q<n i+ Hlg=n 1<i<q [;<egey <I2

Entonces D es un subconjunto denso de (H?, <). Como G2 es un filtro
genérico para H?, existe B € Gy tal que |c[[B]"]| < c,.

Sea ¢ : [A]" — ¢, tal que si ¢, ¢ no son isomorfos, entonces c(t) # c(t').
Note que para cada B € H?,

[[B"]| =

Z Z Z Z HY Cegxep:me(Y) =ep,me, (YY) =e1} = cn.

1<g<n l1+...4+lg=n 1<i<q l;<ege1 Sl?

Por lo tanto t(H?,n) = c,.
0

Notacién. Sean k,n € w tales que n < k y sea t € [Wy]?, escribiremos
t ={{zo, ..., xk-1},{v0, -, yr—1}} para indicar que:

1. t= {{IO, ...,J}k_1}7 {yo, ...,yk_l}},
2. {x07 "'7'rk71}7 {3/07 "'7yk71} S Wk y

3. {wOa "'7xk—1} Slea} {yo: "'ayk’—l}-

Diremos que t tiene la forma afl siempre que rp_1 < Yr_1-n y para cada

n<l<k-1, 2,1 > yr1 Diremos que t tiene la forma B* siempre que
Y1 < Tp_1_pyparacadan <!l <k—1, yp_1 > Tr_1_y.

Sean t,t" € [W,]?, escribimos a t como {{x¢, ..., xr_1}, {¥0, -, yr_1}} yat
como {{z{, ...,z 1}, {0, -, Ys_1}}- Diremos que ¢ y ¢’ son isomorfos si cada
par (I,m) € k X k, x;, y, satisface la misma relacién que zj,y.,.
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{3,36}  {25,40}

{3} {25}
0

Figure 3.3: Los nodos maximales de la figura forman un par en & con la
forma o ({3,36} < {25,40}).

{3,6}  {25,32}

{3} {25}

NS

0

Figure 3.4: Los nodos maximales de la figura forman un par de E5 con la

forma o ({3,6} < {25}).

Definamos la funciéon ¥ : [Wy]? — [[W;41]?]< tal que para cada t €
[W,]?, U(t) C [Wii1]? es tal que:

1. para cada s € [Wy )%, s € U(¢) siy sélo si t = mx(s),
2. sis,8 € U(t) y s# s entonces s y s no son isomorfos, y

3. para cada s’ € [W;,]? tal que t = m;,(s') existe s € U(t) tal que s y &’
son isomorfos.

Abusaremos de la notacién y escribiremos ¥(ak) = Zi<k+1(liozf+1 +
§iBFTY) para denotar que para cada t € [W;]? con la configuracion of, el
conjunto ¥(¢) contiene exactamente [; conjuntos con la forma af“ y Ji con-
juntos con la forma SF!, para cada i < k + 1. Note que o y ¥(a¥) no son
ntimeros. Escribiremos |¥(ak)| para denotar el nimero ;<. 1(l; + j;). La

notacion es similar para W(8¥) = Sicp 1 (LiaF ™ + 5, 85 v W (B)).

Afirmacién 3. Para cada k,n € w tales que n < k, ¥(ak) = S, o™ +
0y (B = Bicu BT+ ag T

Demostracidn. Sea t € [W;]? tal que t = {{x¢, ..., x1_1}, {¥0, -, Yr_1}} tiene
la forma afl, entonces ry_1 < Yp_n_1. Sean Ty, yr € w tales que {xg, ..., xx},
{Y0, - Uk} € [Wiiq]. Si 2 < yg_n_1, tenemos uno y sélo un elemento de



30 Numeros de Ramsey y numeros de pseudointerseccion

(3,36}  {25,32}

{3} {25}
0

Figure 3.5: Los nodos maximales de la figura forman un par en & con la
forma 32 ({25,32} < {3,36}).

U(t) con la forma o/flﬂ, pero si xy > Yi_n—1 tenemos dos opciones, p < Yi_n

0 T > Yp—pn. S1 T < Yg_n tenemos uno y sélo un miembro de ¥(t) con la
forma o' pero si x;, > yr_n, tenemos dos opciones mas, Ty < Yr_ni1 O
T > Yg—nt1. Ahora, sea i € w tal que 2 < i < n y suponga que Ty > Yi_;
para cada j € (i,n], entonces tenemos dos opciones, x < Yx—; 0 T, > Yg_;. Si
z < Yr—q, tenemos exactamente un miembro de W(¢) con la forma af“ pero
si Xk > Yr_s, tenemos dos opciones mas, Ty < Yr_ir1 O T > Yp_ir1 v de esta
manera podemos continuar el proceso. Note que en el :-ésimo paso obtenemos
un miembro de W(t) con la forma aft) . v en el ltimo paso obtenemos un
elemento con la forma a’S“ y otro miembro con la forma Bg“. Entonces,
U(ak) = Sicpaft™ 4 gE+El mismo argumento funciona para probar que

T(By) = Sicnn1 BT + a5 O

Definicién 52. Sean k,n ntmeros naturales y Gy, el ultrafiltro (&,, CFin™")-
genérico. Definimos el numero de Ramsey asociado a Gy como el minimo
numero natural ¢(&,n) tal que para cada m € w y para cada coloracién
c: [Wi]" — m existe Y € & tal que ¢ | [Y]" toma a lo més t(E, n) valores.

Afirmacién 4. t(&,2) = 4.

Demostracidn. Sean m un nimero natural y ¢ : [A]*> — m una coloracién.
Definimos D = {Y € & : |¢[[Y]?]| < 4}. Probaremos que D es un conjunto
denso. Sea X € &;. Note que k = 5 es el minimo nimero natural tal que para
cada t € [X]” existe s € AR5 tal que t € [s]?.

Fije s’ € ARs. Sea L = |[s']?| = (3) v enumeremos [s']* como {t{ , ..., t] }.
Para cada s € AR5 sea ¢ : [§]> — [s]* un isomorfismo que preserve la
estructura de arbol. Para cada i € [1, L], sea 7 = o(t5'). Observe que [s]? =
{t3,....t3} y para cada iy, ...,i;, € m definimos Fi;, i,y = {s € AR5 : c(t}) =
i1, .., c(ty) =ir}. Como AR5 = Fpy.ipy : (i1..ir) € m} y AR5 es una
familia Nash-Williams, por el Teorema 28 existen Y < X y 4,,...,i, € m



3.1 Nimeros de Ramsey para ultrafiltros asociados a espacios
topoldgicos de Ramsey 31

tales que AR5 | YV C Flirgirg)- Sea t = {{xo, 21}, {yo, 71} un elemento
de [W;]2. Si 29 = yo, note que ¢ tiene la forma a2. Sea s; € AR5 tal que
t € [ro(s)]?. Si g < yo y T1 < Yo, note que ¢ tiene la forma 3. Sea s; € AR5
tal que t € [r3(s¢)]?. Sizo < Yo, T1 > Yo ¥ T1 < Y1, note que t tiene la forma
al. Sea s; € AR5 tal que t € [s]%. Si zg < o, 1 > Yo ¥ T1 > Y1, note que ¢
tiene la forma (2. Sea s; € AR5 tal que t € [ry(s;)]*. Note que ¢ tiene una de 4
posibles configuraciones. Como ¢ € [s]?, existe i € [1, L] tal que t = ¢*. Note
que si ¢, € [Y]? son isomorfos, existe i € [1,L] tal que t = ¢;* y t' = tft' y
por tanto ¢(t) = ¢(t'). Entonces |¢[[Y]"]| es menor o igual al nimero de todas
las posibles configuraciones distintas de elementos de [Y]%. Entonces D es un
subconjunto denso de &. Como G, es un filtro (&, CF m®2)—genérico, existe
Y € G, tal que |¢[[Y]"]] = 4.

Ahora, sea ¢ : [W?]? — 4 una coloracién tal que si t, t’ tienen diferen-
tes configuraciones entonces c(t) # ¢(t'). Note que para cualquier Y € &,
lc[[Y]"]] = 4. Por lo tanto t(&,,2) = 4.

UJ

Note que [W5]? tiene un miembro ¢ = {{zg, 21}, {0, v1}} tal que 2o = o,
un miembro ¢t = {{xo, z1}, {yo,y1}} tal que zy < yo y ¢ tiene la forma a3,
un miembro ¢ = {{zg, 21}, {vo,v1}} tal que xy < yo y t tiene la forma o
y un miembro ¢t = {{xg,z1},{yo,y1}} tal que zy < yo y t tiene la forma
(2 y ademds cada miembro de [W]? es isomorfo a alguno de los anteriores.
Introduciremos la siguiente notacion para extender la idea anterior y usarla en
la prueba de la siguiente Peoposicion. U9(ad + 2 +a?) denoterd a3 + 32 + 3.
Ahora, sea n € w y suponga que U™ (ad+ 83 +af) = 3. (Lol + 56777,
entonces Ut (a2+ 32 +a?) denotard W(A) para algtin conjunto A C [W,, ]2
tal que A contiene exactamente I; elementos no isomorfos con la forma a2
y ji elementos no isomorfos con la forma 372 para cada i < n + 2.

Proposicion 53. Para cada k € w tal que k > 2,

HE2) =1+ Y (0] +af + B5)| = t(E1,2) + [V*2(af + af + 4).

i<k—2

Demostracién. Sean m un ntimero natural y ¢ : [W;]> — m una coloracién.
Definamos D ={Y € & : ¢ [ [YP| <1+ o V(i + a2+ 32)|}. Proba-
remos que D es un conjunto denso. Fijamos X € &,. Sea p el minimo natural
tal que para cada t € [X]? existe s € AR, tal que t € [s]2. Fijamos s’ € AR,,.
Sea L = |[s/]?| = (}) y enumeramos [s']* como {t{ , ..., t] }. Para cada s € AR,
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sea ¢ : [§']> — [s]* un isomorfismo que preserva la estructura de arbol. Para
cada i € [1,L], sea t{ = ©(t7'). Observe que [s]?> = {#5,...,t3}. Para cada
i1,...,i, € m definimos Fi;, i,y = {s € AR, : c(t]) = i1,...,c(t}) = ir}.
Como AR, = U{Fu,.iy) : (i1...ir) € m"} y AR, es una familia Nash-
Williams, por el Teorem 28 existen ¥V < X y 4y,,...,i, € m tales que

AR, 1Y C F

i1g-iLg)

Sean t € [Y]* y | € w el minimo nimero natural para el cual existe
s € AR, tal que t € [r(s)]*. Sea s, € AR, tal que t € [r(s;)]>. Como
t € [s4)?, existe i € [1,L] tal que t = ¢5*. Note que si t,¢' € [Y]? tienen la
misma configuracién entonces existe i € [1,L] tal que t = £ y ¢/ = £, y
por tanto ¢(t) = ¢(t'). Entonces, |¢[[Y]"]| es menor o igual que el niimero de
todas las diferentes configuraciones no isomorfas de miembros de [Y]?.

Probaremos por induccién que si t = {{zq, ..., zx_1}, {vo, ---, Yx_1} } perte-
nece a [W]?, ¢ puede tiene una de 1+, ., 5 U (ai+ad+/55)| configuraciones
no isomorfas si o = yo y [V*?(a? + o + 2)| configuraciones no isomorfas
si zg < Yo-

El caso k = 2 fue probado en 4. Ahora, sea t = {{zo, ..., 2t }, {¥0, ---» Uk } }
elemento de [Wy,1]> v supongamos que tenemos la conclusién para cada
t' e [Wi]2. Si zg = yo, existe t' € Wy tal que t' y {{z1,...,xx}, {y1, ., yr}}
son isomorfos, entonces ¢ tiene una de 1+| >, ., , U¥(af+ a3+ 43)| diferentes
configuraciones. Ahora suponga que zy < yo v sea t' = mx(t) € W;. Como
To < Yo , por hipétesis de induccién t' tiene una de |U*~2(a? + a2 + (2]
diferentes configuraciones. Entonces ¢ tiene una de |W(¥*=2(a?+a2+332))| =
|Ur=1(a? + a? + B2)] diferentes configuraciones. Por lo tanto ¢ tiene una de
L+ > e ¥i(ad + of + B)| diferentes configuraciones.

Entonces, [c[[Y*]] < 14 |2 ,cp_s P(af + af + 57)]- De lo anterior se
sigue que D es un subconjunto denso de (&, CF"*"). Como Gy es un filtro
(&, TP )-genérico, existe Y € Gy, tal que |¢[[Y]?]] <1+ | D i<k U(aF +

g+ 4)l.

Ahora, sea ¢ : [Wi]> = 1+ |3, _, V' (af + af + 57)| una coloracién tal
que si t, ¢’ tienen diferentes configuraciones entonces c(t) # c(t'). Note que
para cada Y € &, |c[[Y*]] = 1+ |3, ¥ (aF + af + £3)|- Por lo tanto
t(Ek,2) =1+ Zigk—Q Ui(af + ag + G3)].

]



3.1 Nimeros de Ramsey para ultrafiltros asociados a espacios
topoldgicos de Ramsey 33

Ejemplos 54. o 1(&,2) = 14.

t(&5,2) = 1(&2,2) + |¥(aq + ag + )]
=4+ [W(ay +ag + B)l
=4+ |¥(a]) + ¥(ag) + U (5))
=4+ |0l +af +af + B+ o} +af + By + af + By + B
=4+4+3+3
= 14.

[ ] t((€47 2) = 49

t(&4,2) = t(E5,2) + [V*(af + af + 57)]
= 14+ |U(¥(af + of + 5))
=14+ U((a; +af + ag + ) + (F + a5 + 55) + (ag + By + 7))
= 14+ |WU(ad + 202 + 3a) + 365 + 7))
= 14+ |[U(3) + 2¥(aF) 4+ 3¥(ag) + 30(57) + W (7))
= 14 + |od + 304 + 60t + 10ap + B3 + 4581 + 1044
= 49.

o #(&,2) = 175.

t(&5,2) = t(£4,2) + |V (a2 4 a2 + B2)]
=49+ [U(V*(af + af + 57))]
=49 + V(a3 + 33 + 6af + 10aj + B3 + 481 +1047))
=49 + U(a3) + 3V (a;) + 6V (af) + 10U (ag) + W(By) + 4 (5))
+10W(33)
=49 + |a] + 43 + 1003 + 20 + 350 + B3 + 585 + 158} + 3557 |
= 175.
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o 1(&5,2) = 642.

t(E6,2) = t(Es,2) + |V (a3 + af + 57)]
= 175 + [T (T°(af + ag + 7))
= 175 + U(aj + 403 + 1005 + 2003 + 350 + B3 + 565 + 1587 + 35033)
=175+ U(a)) + 4V (a3) + 109 (a3) + 20¥(a3) + 35¥(af) + ¥ (63)
+5W(63) + 15%(87) + 35 (67)
= 175+ |af + 5a§ + 1505 + 3505 + 75a$ + 126af + 55 + 65 + 2155
+ 5637 + 1263]|
— 642.

o 1(&;,2) = 2378.

t(Er,2) = t(E6,2) + | VO (a + a2 + B2)]
= 642 + [T (T (] + af + 7))
= 642 + U(a + 5a$ + 1508 + 3505 + 7508 4 12608 + £ + 65
+ 21535 + 5688 + 126/33)
= 642 + U(af) +5¥(a) + 15¥(ad) + 35¥(al) + 75¥(af)
+ 126W (af) + W (B5) + 6W(B3) + 21W(B5) + 560 (7)) + 126W(5))
= 642 + |a + 6a] + 21a] + 560 + 131ag + 257 + 467ag + B2
+ BT+ 2803% + 8437 4+ 21087 + 4675
— 2378.

3.2 Numeros de pseudointerseccién para es-
pacios topolégicos de Ramsey

Definicién 55. Sea R un espacio topoldgico de Ramsey. Diremos que una
familia F C R tiene la propiedad de la interseccion finita fuerte (PIFF) si
para cada subfamilia {Xi,...,X,,} C F, existe Y € R tal que para cada
ie{l,..,n}, Y <X,

Definicién 56. Dada una familia F C R, una pseudointerseccion de la
familia F es un elemento Y € R tal que para cada X € F, Y <* X.
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Definicién 57. Dado un espacio topoldogico de Ramsey R, el numero de
pseudointerseccion asociado a R, pr es la minima cardinalidad de una fa-
milia F C R que tiene la PIFF pero no admite una pseudointerseccién.

Afirmacién 5. m(o—centrado)< pg, .

Demostracion. Sean k < m(o—centrado) un cardinal infinito y F = {X, :
a < k} € Ry una familia con la propiedad de la interseccién finita fuerte.
Sea P el conjunto de todos los pares (s, E') tales que s € AR y E € [r]<“.
Dados (s, E), (t, F) € P, definimos (s, E) < (t,F) siysélosit C s, F C E
existe X € R tal que para cada a € F', X < X, y s\t C X.

Vamos a probar que (P, <) es un orden parcial o-centrado. Para cada
s € AR, definamos P, = {(s, E) : E € [k]<“}. Note que para cada s € AR,
P, es un conjunto centrado. Sean E, F' € [k|<¥, entonces (s, EUF) € P,y
(s, FUF) < (s,E),(s,F). Como P = | J,c 4z Ps ¥ |[AR| = Ny, P es un orden
parcial o-centrado.

Para cada @ < k y n € w, definimos D, ,, = {(s, E) : a« € E'y |s| > n}.
Probaremos que D, , es un conjunto denso en P. Fijamos (¢, F') € P, existe
X € R, tal que para cada § € ', X < Xjz. Sea | el minimo nimero natural
para el cual existe k; € w tal que X (1) C T(k;) y t C T(k). Para cada
i € (I,n+1], sea a; C X (i) tal que |a;| = |s| + (i — ). Sea (s, E) tal que
E=FU{a}lys=1tUJ < @ Entonces (s, ) € Doy y (s, E) < (t, F).
Por lo tanto D,, es un conjunto denso. Definimos D = {D,, : @ € Ky
n € w}. D es una familia de x conjuntos densos. Como xk < m(o—centrado),
existe G filtro D-genérico. Sea Xg = |J{s : IE € [k|~¥((s, E) € G)}. Note
que Xg € Ry.

Ahora probaremos que para cada a € k, Xg <* X,. Fijemos a € k, en-
tonces existe una condicién (s, F) € G tal que a € E. Veremos que Xg\ s C
Xo. Sea a € Xg\s, existe (', F') € G tal que a € §' y (&, E') < (s, E).
Entonces existe X € R; tal que para cada § € F, X < Xz y s\s C X.
Entonces a € s'\s C X C X,. Sea p € AR tal que p C X5\ s, entonces
[p, Xc] € Xa.

O

Afirmacion 6. pr, =p

Demostracion. Primero probaremos que pr, < p. Sea F C [w]“ una familia
con la PIFF tal que |F| < pr,. Sea A un subconjunto infinito de w, escri-
biremos a A como {ag, a1, as, ...} con a; < a;41 para cada i € w. Definimos
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Xa={0}u{{a) i € w} UlU;e{(ai,a;) : j < i}. Note que X4 € Ry y
para cada A, B € F tales que A # B, X4 # Xp. Sea F/ = {X4 : A € F}.
Tomamos Xi, Xy, ..., X,, € F', de la definicién de F’ se sigue que existen
Ay, Ag, . Ay, € F tales que para cada ¢ < n X; = Xy4,. Como F es una
familia con la PIFF, existe B € [w]* tal que para cada i < n, B C A,.
Entonces para cada i < n, Xp < X4,. De lo anterior se sigue que F' es una
familia con la PIFF tal que |F'| < pg,, entonces existe Y € R, tal que Y
es una pseudointersecciéon para F'. Probaremos que m;(Y') es una pseudoin-
terseccién para F. Sea A € F. Como Y es una pseudointerserccion para F’,
Y <* X,. Por lo tanto existe p € AR | Y tal que [p,Y] C [p, X4]. Como
p € AR | 'Y, depthy(p) = | < w. Sea n el minimo nimero natural tal que
X (n)Nr(X) = 0. Para cada i > n, sea t; C X (i) con cardinalidad |p|+1i—n.
Definamos Z = pUl J,~,, ti, por su construccién Z € R1y Z € [p, Y] C [p, X a].
Por lo tanto m(Z) C m(X4) = Ay |[m (YN (Z2)| < |r(X)| € w, entonces
| (Y)N(A)| < |ri(X)| € wy porlo tanto 71 (Y) C* A. Entonces m1(Y) es una
pseudointerseccién para F. Por lo tanto pr, < p. Como p = m(o—centrado)
y m(oc—centrado)< pg,, pr, = Pp. O

Afirmacion 7. El Azioma de Martin implica pr, = .

Demostracion. Como m(o—centrado)< pg, y ademds se cumplen m(c.c.c)<
m(o—centrado) y m(c.c.c.)< pg,. Del Axioma de Martin se sigue que m(c.c.c)=c,
entonces ¢ < pg,. Como |Ry| = ¢, pr, = ¢. O

Afirmacién 8. m(o—centrado)< pyz.

Demostracion. Sean r < m(o—centrado) un cardinal infinito y F = {X,, :
a < k} C H? una familia con la propiedad de la interseccién finita fuerte.
Sea P el conjunto de todos los pares (s, E) tales que s € AR y E € [r]<“.
Dados (s, E), (t, F') € P, definimos (s, F) < (t,F) siysélositCs, F CFE
y existe X € H? tal que paracadaa € F, X < X, v s\t C X.

Probaremos que (P, <) es un orden parcial o-centrado. Para cada s € AR,
definimos Py = {(s,E) : E € [s]<“}. Note que para cada s € AR, P
es centrado. Sean E,F € [k]<“, entonces (s, EUF) € Py (s, FEUF) <
(s,E),(s,F). Como P = [J,c sg Ps v [AR| = Ny, P es un orden parcial
o-centrado.

Para cada oo < k y n € w, definimos D,,, = {(s,E) :a € E y |s| > n}.
Probaremos que D, ,, es un subconjunto denso de P. Sea (¢, F') € P, existe
C € H? tal que para cada 8 € F, C < Xg. Escribiremos C = ((ny, Cy,) :
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k < w). Sea [ el minimo nimero natural para el cual existe k; € w tal que
C(l) CA(k) yt C A(ky). Fijamos k € (I, n+1], sea By, una sucesién (By, ;) je2
tal que para cada j € 2, By; C Ciypj. Sea (s, E) tal que E = FU{a}y
s = t U Ujcpepnsr(Br), entonces (s, E) € Doy y (s,E) < (t,F). Entonces
D, es un denso. Sea D = {D,,, : @« € K y n € w}. D es una familia que
consiste de k conjuntos densos. Como k < m(oc—centrado) existe un filtro
G que es D-genérico. Sea Xg = |J{s : IE € [k]*¥((s, F) € G)}. Note que
Xg € H2.

Ahora probaremos que para cada a € k, Xg <* X,. Fijemos a € &,
entonces existe una condicion (s, E') € G tal que o € E. Veamos que Xg\ s C
Xo. Sea a € Xg\s, existe (', F') € G tal que a € §' y (&, E') < (s, E).
Entonces existe C' € H? tal que para cada 8 € F, X < Xz y s'\s C C.
Entonces a € s\ s C C C X,. Sea p € AR tal que p C X5\, entonces
[pa XG] - Xa-

O]

Afirmacion 9. pe, <p

Demostracion. Sea F C [w]* una familia con la PIFF tal que |F| < pg,. Sea
A € w¥, escribamos A = {ag, ay, ..., ay,, ...} conde a; < a;41 para cada i € w.
Definimos f : w — A tal que f(n) = a, para cada n € w. Note que f es
una funcién biyectiva. Definamos A#<2 = w<2 | A = {j € w#<2 . j C A}
y A2 = wh | A = {i € w? : i C A}. Para cada i € A**, definimos
XA(Z) = Myi, 1 < p < 2. Note que X4 es una funcién de w#? en W,
y Xa € &. Sea F' = {X, : A € F}, probaremos que F’ tiene la PIFF.
Sean X1,..., X, € F', existen A;,..., A, € F tales que para cada i € [1,n],
X; = X4,. Como F es una familia con la PIFF, |, ,,, 4i| = R¢. Definamos
B = (Vi< 4i € [w]“, note que Xp < X; para cada i € [1,n]. Entonces
F' es una familia con la PIFF y como |F'| = |F| < pe,, existe Y € &, tal
que Y es una pseudointerseccién para F'. Como Y es una pseudointerseccién
para F’, para cada A € F, Y <* X,. Entonces existe p € AR tal que
0 # [p,Y] C [p, X4]. Sea n =depthy (p) y definamos Cy = J{f(j) € A :
Xa(1) eran(Y\r,(Y))}. Note que C4 € ANY. Sea C = UuerCa. Por la
definicién de C'y como @) # [p, Y] C [p, X 4], para cada A € F se cumple que
|C\A| < n. Por lo tanto C' es una pseudointerseccién para F. ]

Afirmacion 10. pg <p

Demostracion. Sea F C |w]“ una familia con la PIFF tal que |F| < pe__. Sea
A un subconjunto infinito de w, escribiremos A U {0} = {ay, a;,as,...} con
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a; < a;4+1 para cada ¢ € w. Para cada n € w, existe 7,, € w tal que a;, <n <
a;,+1. Definimos f4 : w — w tal que para cada n € w, fa(n) = i,. Note
que f4 es una funcion sobreyectiva y para cada A, B € F tales que A # B,
fa # fp. Ademéds note que para cada A € F, {pn(Xt,)tnew = {@n}tnew-
Sea F' = {X;, : A € F}. Tomamos Xi, Xs,..., X,, € F', entonces existen
Ay, Ay, Ay € F tales que para cada @ < n, X; = Xy, . Como F es una
familia con la PIFF, existe B € [w] tal que para cada i < n, B C A;. Sean
A€ {A,..,A,} y m € w, entonces f;'(m) = [am,Ami1). Como B C A
existe [, € w tal que b, < @y ¥ @my1 < by, +1. Definamos g 1 w — w
tal que para cada m € w, g(m) = [,,. Note que por la construccién de g,
fB = go fa. Por lo tanto para cada A € {A;,...., A}, Xy, < Xy,. De lo
anterior se sigue que F' es una familia con la PIFF tal que |F'| < pe_,
entonces existe Y € &, tal que Y es una pseudointerseccién de F’. Sea
A € F fijo, entonces Y <* X, y por lo tanto existe s € AE [ Y tal que
[s,Y] C[s,Xy,] . Como s € AE | Y, existe | € w tal que s <g;, 7(Y). Sea
n € w y definamos h : w — w de la siguiente forma: si existe m € dom(s)
tal que fx(n) = fx(m), h(n) = fs(m); en otro caso h(n) = fx(n) — (I —|sl|).
Note que s C X3, Xp <Y y {pa(Y) : n € wN\{pn(Xp) : n € w} C dom(s).
Como X, € [s,Y] C [s,Xy,], Xn < X, y por tanto {p,(X;) : n € w} C
{pn(X4) : n € w} = A. Entonces, {p,(Y) :n € wP\A C {p,(Y) : n €
WINAPn(Xn) : n € w} C dom(s). De lo anterior se sigue que {p,(Y) : n € w}
es una pseudointerseccion of F. O

Proposicién 58. Sea 1 < J < w y K;,7 € J, una coleccion de clases de
Frdissé de estructuras con la propiedad de Ramsey y sea (Ag : k < w) una
sucesion generadora. Sea R el espacio topoldgico de Ramsey (R((Ag : k <
w))) tal que |[AR| < Ng. Entonces el Axioma de Martin implica que pr = ¢.

Demostracion. Sean k < ¢ un cardinal infinito y F = {X, : @ < K} C [w]*
una familia con la PIFF. Definamos a P como el conjunto de todos los pares
ordenados (s, F) tales que s € AR y E € [s]<“. Dados (s, E), (t, F) € P,
definimos (s, F) < (t,F) siy s6losit C s, F C E y existe X € R tal que
para cada a € F, X < X, y s\t C X.

Probaremos que (P, <) es un orden parcial c.c.c.. Sean v > w un niimero
cardinal y A = {(s¢, E¢) : € € v} CP. Como |AR| = Ny, existe s € AR tal
que [{(s¢, E¢) € P: s¢ = s}| = . Sean (s, E), (s, E') € A, como (s, EUE") <
(s, E), (s, E'), (s, E) y (s, E) son condiciones compatibles y por lo tanto A
no puede ser una anticadena.
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Para cada a < kK y n € w, definamos D, ,, = {(s,E) : a« € E y |s| > n}.
Probaremos que D, , es un subconjunto denso de P. Sea (t, F) € P, existe
C € R tal que para cada € F, C' < Xg, escribimos C' = ((ng, Cg) : k < w).
Sea [ el minimo natural para el cual existe k; € w tal que C'(I) C A(k;) y t C
A(k;). Fijamos k € (I, n+1], sea By, una sucesién (By, ;) ey, tal que para cada
J € Jy, By j es una subestructura de C; j isomorfa a Ay ;. Sea (s, ) tal que
E = FU{a}y s =tU,cp<ny1(Br), entonces (s, E) € Doy (s, E) < (t, F).
Por lo tanto D, ,, es un conjunto denso. Sea D = {D,,:a € K yn € w}, D
es una familia de k densos. Entonces por el Axioma de Martin existe un filtro
G, el cual es D-genérico. Definamos X¢g = (J{s : IE € [k]*“((s, E) € G)}.
Note que X € R.

Ahora probaremos que para cada a € k, Xg <* X,. Sea a € & fijo, existe
una condicién (s, ) € G tal que o € E. probaremos que Xg\s C X,. Sea
a € Xg\s, existe (s, ') € G tal que a € 'y (s, E') < (s, E). Entonces
existe C' € R tal que para cada § € F, X < X3y s\s C C. Entonces
a € s\sCCCX,,seapec AR tal que p C Xg\s, entonces [p, X¢g] C X,,.

]
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