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Capitulo 1

Resumen

Toda 3-variedad hiperbdlica que es un circulo de toros ponchados, se puede ver como

. T*x]0,1]
£ (x,0) ~ (p(x), 1)

donde T* denota al toro ponchado y ¢ es un homeomorfimo conjugado a una palabra que
es un producto finito de matrices

(1 O (11
e=(10) s () "

Todas estas 3-variedades son unicuspidales (tienen exactamente una cuspide), y toda
cuspide estd determinada geométricamente por la clase de homotecia de un toro plano. En
esta tesis estudiamos dichas clases de homotecia, a las cuales llamamos foros cuspidales.

Para esto, desarrollamos dos algoritmos para obtener ciertas ecuaciones que nos per-
miten conocer los toros cuspidales de dichas variedades a partir de sus palabras asociadas.
Uno de ellos es muy elemental pues s6lo usa conceptos basicos de geometria euclidiana.
El otro algoritmo usa técnicas conocidas de trazas del grupo kleiniano I', donde H> /T es
la variedad en cuestién. para ambos casos, obtenemos las ecuaciones explicitas para las
palabras de la forma LMRN. Ademds, en esta tesis también estudiamos los puntos limite
de toros cuspidales asociados a estas tltimas palabras: LRV .

Todo lo anterior lo implementamos en Matlab.

Palabras clave: Geometria hiperbdlica, mapping torus, mdduli de toros planos, grupo
fundamental, campos de trazas,






Capitulo 2

Abstract

Every hyperbolic 3-manifold that is a circle of punctured torus, looks like

. T*x[0,1]
£ (x,0) ~ (p(x), 1)

where T is the punctured torus and ¢ is conjugated to a word: a finite product of matrices

10 11
R::(1 1) y L::(O 1). 2.1

All these 3-manifolds are unicuspidal (they have exactly one cusp), and every cusp is
geometrically determined by the homothecy class of a flat torus. In this thesis we study
these homothecy classes, which we call cusp tori.

For this, we develop two algorithms to obtain certain equations that allow us to know
the cusp tori of these manifolds from their associated words. One of them is very elemen-
tal because it only uses basic concepts of euclidean geometry. The other algorithm uses
known trace techniques of the Kleinian group I', where H? /T  is the manifold in question.
For both cases, we obtain the explicit equations for the words of the form LY R" . Further-
more, in this thesis we also study the limit points of cusp tori associated with these last
words: LMRN.

We implement everything in Matlab.
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Introduccion

En la variedad estd el gusto...
pero es su Geometria la que le da el sabor.

Podemos pensar que una 3-variedad es la generalizacién de una curva y una superficie,
a dimension tres. Sin embargo, notemos que cuando pensamos en una curva, en realidad
pensamos en una curva inmersa en un espacio de dimension dos, es decir, pareciera que
necesitamos dos dimensiones para imaginar un objeto de dimensién uno. Luego, cuan-
do pensamos en superficies, estamos acostumbrados a pensarlas inmersas en un espacio
de dimensién 3, es decir, pareciera que necesitamos tres dimensiones para imaginarnos
un objeto de dimensién dos. Entonces, cuando pensamos en una 3-variedad, pareceria
que necesitamos de un espacio de dimensién cuatro, para poder imaginar estos objetos
de dimension tres... y vivimos en un espacio de dimensién tres. Esa es la primer razén
que se nos ocurre, para notar que el estudio de 3-variedades es un area compleja de las
Matematicas. En realidad, aunque no podemos visualizar las 3-variedades de una manera
tan natural para el humano, como visualizamos las curvas y superficies, si podemos vi-
sualizarlas como el pegado abstracto de ciertos objetos tridimensionales, igual que como
podemos pensar a un cilindro como un cuadrado, donde se pegan dos de sus lados opues-
tos; o como podemos pensar a una dona como un cuadrado donde se pegan ambas parejas
de lados opuestos (ver cuadrado de la Figura 2.1).

Mis atn, es en dimensidn tres donde comienzan a haber ejemplos que hacen explotar
tu cabeza y darte cuenta que tu intuicién ganada en dimensién uno y dos a lo largo de la
vida, no funciona siempre para dimension tres. Es ahi donde es peligroso comenzar a es-
tudiar 3-variedades, porque puedes terminar atrapado en ello. M4s atin, cuando comienzas
a estudiar su geometria, pareciera que es mas facil que en otras dimensiones (gracias al
Teorema de Rigidez de Mostow), pero pronto te das cuenta que sigue siendo complejo.

Sin embargo, el hecho de ser complicadas y tener ejemplos extrafios, las hace ser mas
interesantes. Al menos yo encuentro un gran reto en entender dichos objetos. Aunque a
veces es complicado (como todo lo bueno) y quizas hasta hace sufrir un poco, se encuentra
una gran satisfaccién cuando logras entenderlas. Es por ello que en esta tesis acepté el reto
de mi asesor, que aunque era un poco ambicioso, y no logré resolverlo por completo en
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Figura 2.1

estos cuatro afios, es para mi un gran gusto, contarles lo que si pude entender y descifrar
de la geometria de una familia notable de 3-variedades.

Mi problema

Es bien conocido que PSL,(C) actda en C mediante transformaciones de Mobius. Sin
embargo, resulta que esta accién se puede extender a H3 := {(z,1) : z € C, t > 0}, mediante

B z+d/c N a t
0 A(z+d/cP+2) ¢ |cP(z+d/c]?+2)
Z’t [ s

a
(3<z +b/a),

cuando ¢ # 0,

g‘ t) cuando ¢ = 0.

donde

a b
( c d )e PSL,(C).

Decimos que M es una 3-variedad hiperbdlica si se puede representar como un co-
ciente M = H? /T, donde T es un grupo kleiniano (un subgrupo discreto de PSL,(C) sin
elementos elipticos, es decir, sin transformaciones de Mobius con dos puntos fijos en los
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cuales la derivada tiene norma unitaria). En particular, las variedades hiperbdlicas con las
que trabajamos son orientables.

Resulta que PSL,(C) actda por isometrias de una tnica (salvo un multiplo escalar
global) métrica en H?, que se puede expresar como

_ |dz)* + ar?

2
ds 2

2.2)
Por lo tanto, una 3-variedad hiperbélica M = H3/T hereda una geometria de H>.

Por otro lado, existe una constante universal u (conocida como la constante de Mar-
gulis) tal que para cualquier punto x en cualquier 3-variedad hiperbdlica orientable M,
se tiene que el conjunto de lazos basados en x, cuya longitud es menor que 2u, generan
en 11 (M, x) un subgrupo abeliano de rango a lo mds dos. En otras palabras, cada e—bola
(con & < p) en M, es isométrica a una e—bola en H3 6 se encuentra en una subvariedad
hiperbélica con grupo fundamental Z 6 Z?> (ver [20] o secciones 4.1 y 4.5 de [34]). Dicha
subvariedad consta de todos los puntos que poseen un lazo homotépicamente no nulo de
longitud menor que 2u, y es llamada parte delgada de M. Las componentes conexas de la
parte delgada de M sélo pueden ser de tres tipos:

Vecindades tubulares de geodésicas pequeiias: Su grupo fundamental esta generado por
un elemento loxodromico, es decir, un elemento conjugado a la transformacién de
Méibius A(z) = A%z, con |A| > 1. En esta situacién, la geodésicaes {(0,1) € H31/(A),
y la componente conexa de la variedad delgada es de la forma {(z,7) € H3 : 7] <
ct}/(A), para algin ¢ > 0, y es homeomorfa a un toro sélido.

Cuspides de rango 1: Su grupo fundamental estd generado por un elemento parabdlico,
es decir, un elemento conjugado a la transformacién de Mobius A(z) = z+ 1. En esta
situacién, la componente conexa de la variedad delgada es {(z,7) € H3 |t > c}/(A),
para algin ¢ > 0, y es homeomorfa a C X R, donde C es cilindro infinito. Estos
objetos tienen volumen infinito.

Cuspides de rango 2: Su grupo fundamental es conjugado al grupo generado por dos
traslaciones en direcciones linealmente independientes, al cual denotamos como
(A, B). En esta situacion, la componente conexa de la variedad delgada es {(z,?) €
H3 | 7> ¢}/(A, B), para algtin ¢ > 0, y es homeomorfa a T X R, donde T es un toro.
Estos objetos tienen volumen finito.

Mis atin, resulta que cualquier variedad hiperbdlica se puede descomponer en su parte
delgada y su complemento, llamado parte gruesa de M. Cuando la variedad es no com-
pacta de volumen finito, su parte gruesa es una componente compacta con frontera, cuya
frontera es unién ajena y finita de toros, y las componentes conexas de su parte delgada
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(a) Region fundamental de la accién de (b) Cociente de la region fundamental de la
PSL,(Z) en H?. accion de PSLy(Z) en H2.
Figura 2.2

s6lo pueden ser vecindades tubulares de geodésicas pequefias o cuspides de rango 2.

Definicion 1: Dada una cuspide de rango dos {(z,¢) € H3 |t > ¢}/(A, B) yc >c,
el toro {(z,¢’) € H3}/(A, B) hereda de (2.2) una métrica plana g.. Ademds, para cual-
quier otra ¢”’ > ¢, existe @ > 0 tal que g.» = ag.; es decir, los toros son homotéti-
cos. A esta clase de homotecia de toros planos la llamamos toro cuspidal de la ctispide
{(z,t) e H3 | t > ¢}/{(A, B). Dicho concepto es central en esta tesis.

El espacio de clases de homotecia de toros planos coincide con el espacio de reticulas
moédulo rotacién y dilatacién, el cual resulta ser H?/PSL,(Z), donde PSL»(Z) actia en
H? := {z € C | Im(z) > 0} por transformaciones de Mobius. Una regién fundamental de
H?/PSL,(Z) se puede ver en la Figura 2.2(a), en donde cada punto z se corresponde con
la reticula (1, z) (ver seccion 2.3 de [2]).

Puesto que hay una cantidad numerable de 3-variedades hiperbdlicas no compactas
de volumen finito (como justificaremos mds adelante en la Seccidn 3.1), y cada una de
ellas tiene una cantidad finita de toros cuspidales, hay a lo mds una cantidad numerable de
toros cuspidales. Es decir, no toda clase de homotecia de toro plano es toro cuspidal. Por
lo tanto, es interesante preguntarse cudles son los toros cuspidales. Més atin, tiene sentido
estudiar lo siguiente.

Problema General: Estudiar los toros cuspidales de 3-variedades hiperbolicas con
una sola cuspide.
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En esta tesis, estudiaremos los toros cuspidales de cierta familia de 3-variedades que
poseen una estructura adicional.

Mi Problema: Estudiar los toros cuspidales de 3-variedades hiperbélicas que son un
circulo de toros ponchados.

Algunos avances que a mi juicio son significativos y que tienen que ver con problemas
muy relacionados, son los siguientes:

= En [26], Nimershiem prueba que si un toro admite una descomposicion por tridngu-
los equildteros, entonces su clase de homotecia es cuspidal. Procede de la siguiente
forma: dado un toro descompuesto en tridngulos equilateros, construye una varie-
dad hiperbdélica con mds de una cispide, donde una de ellas es la clase de homotecia
de dicho toro.

= En [27], Nimershiem estudia el problema en su versién topoldgica, pero en una
dimensién mayor y con varias ctspides; prueba que toda 3-variedad plana admite
una métrica plana cuya clase de homotecia aparece como una cuispide de una 4-
variedad hiperbdlica con varias cuspides.

= En [33], Reid y Long generalizan el resultado (topolégico y multicuspidal) de [27]
a cualquier dimensién.

= En [22], McReynolds prueba que las clases de homotecia de ciertas n-variedades
planas construidas aritméticamente aparecen como cuspides de alguna (n + 1)-
variedad hiperbdlica con més de una cuispide.

= En [17], Kolpakov y Martelli demuestran la existencia de una 4-variedad hiperboli-
ca con una so6la cuspide.

» El principal resultado de Guéritaud en [11], es la existencia de estructura hiperbdlica
en haces de toros ponchados y complementos de enlaces de dos puentes. En parti-
cular, él realiza un ejemplo numérico de toros cuspidales que si influy6 en nuestro
trabajo. Sin embargo, nosotros presentamos un enfoque distinto, con el que logra-
mos obtener sus ecuaciones para un caso un poco mds general, el cual més adelante
compararemos.

= Muy recientemente, Purcell y Dang probaron que el conjunto de toros que aparecen
como cuspide de 3-variedades hiperbdlicas con una sola cuspide, es denso en el
espacio méduli de toros (ver [32]). Esto lo hacen analizando una familia particular
de 3-variedades distinta a la que estudiaremos en este trabajo.

11



= En el tltimo afio de mi doctorado, nos dimos cuenta de la existencia de un documen-
to (sin publicar) escrito por Helling muy relacionado con nuestro trabajo. El trabaja
con una familia particular de la familia de variedades que nosotros trabajamos. Aun-
que su trabajo no esté centrado en obtener toros cuspidales, obtiene resultados muy
parecidos a los nuestros, para ese caso particular. Dicho documento [13] si influy6
en el nuestro, aunque también presentamos enfoques de estudio distintos.

Contenido

= En el primer capitulo se encuentran algunos preliminares para los tltimos dos
capitulos. La mayoria de ellos son hechos conocidos, y sin embargo, no conoce-
mos en la literatura ninguna prueba de algunos de ellos (o conocemos pruebas pero
sin muchos detalles importantes), por lo que decidimos hacerlas. Para ser puntuales,
las demostraciones originales de este capitulo, estardn indicadas con (*). Por otro
lado, me gustaria resaltar dos resultados que considero de suma importancia para
el desarrollo de esta tesis. El primero de ellos se encuentra en la Seccién 3.3, don-
de se inicia caracterizando las 3-variedades que estudiaremos (ver (3.5)), mediante
ciertos difeomorfismos del toro ponchado, y posteriormente, en la Proposicién 3.9
caracterizamos dichos difeomorfismos mediante palabras formadas con las letras L
y R, las cuales se identifican con matrices elementales (ver (5.15)). Esto dltimo, es
equivalente a descomponer una matriz de SL,(Z) con ciertas caracteristicas, como
producto de matrices elementales. El segundo resultado que considero importante
se resume en la Figura 3.5, donde se muestra cémo podemos construir una serie de
cuatro tetraedros hiperbdlicos ideales a partir de una pareja de generadores del gru-
po fundamental del toro ponchado, y més atin, a partir de sus trazas. Estos tetraedros
seran fundamentales en los siguientes dos capitulos.

= En el segundo capitulo, comenzamos presentando una descomposicion por tetrae-
dros de nuestras 3-variedades de estudio, la cual se le atribuye a Jgrgensen. Tam-
bién, mostramos algunos ejemplos de toros cuspidales bien conocidos de las varie-
dades asociadas a las palabras mds cortas de L'* y R'*. Posteriormente, presentamos
un algoritmo elemental para obtener el toro cuspidal asociado a cualquier palabra
de L'* y R, mediante una solucién de un sistema de ecuaciones. Basicamente, el
algoritmo para obtener dicho sistema de ecuaciones es el siguiente:

1. Asociamos a cada letra (L o R) un tetraedro hiperbdlico ideal, el cual a su vez,
tiene asociado cuatro tridngulos euclidianos en su cuspide (ver Figura 3.4).

2. Dada una palabra arbitraria de L'* y R'*, estudiamos cémo debe ser el pegado
de los tetraedros asociados a cada una de sus letras, de tal manera que se
construya la variedad asociada a dicha palabra (ver Figura 4.2).

12



3. Usando tnicamente geometria elemental (semejanza de tridngulos), construi-
mos transformaciones de Mobius (ver (4.2)) que determinan las coordenadas
de todos los vértices de la triangulacion del toro cuspidal, en funcién de dos
de ellos: Q,0)y O1.1)-

4. Estudiando una de las traslaciones de dicha triangulacién obtenemos las ecua-
ciones deseadas de las cuales una de sus soluciones deberan ser las cordenadas
de los vértices Q(1,0) y O1.1).

Los resultados mds relevantes que obtuvimos, se encuentran en las secciones 4.4 y
4.5, donde nos restringimos a estudiar las 3-variedades asociadas a palabras de la
forma LV RN . Aqui nuestro sistema de ecuaciones es mucho mas sencillo, y puede
ser escrito en funcién de datos geométricos de la 3-variedad (ver Proposicién 4.7).
Dicho sistema es muy similar al sistema presentado por Guéritaud en [11], y sin
embargo, nuestro sistema generaliza los casos donde puede aplicarse. Ademds, en
el Teorema 4.6, presentamos caracteristicas geométricas de la triangulacion de estas
3-variedades, que a mi parecer son interesantes y bonitas. Finalmente, estudiamos
los puntos de acumulacién de las reticulas de los toros cuspidales asociados a es-
ta familia particular (ver Teorema 4.11 seguido de algunos ejemplos), obteniendo
nuevamente una ecuacion tal que una de sus soluciones determina el toro cuspidal
limite que buscamos.

En general, las trazas de los elementos de un grupo kleiniano I' ya se han usado
para estudiar la variedad H>/T" (ver por ejemplo, capitulos 3, 4 y 5 de [18]). Més
aun, ya se han usado en el caso particular que estamos estudiando, es decir, en
variedades hiperbdlicas que son un circulo de toros ponchados (ver por ejemplo,
capitulos 8, 9 y 10 de [25]). En el capitulo 3, estudiamos nuestro problema desde
ese enfoque. De manera anéloga al capitulo anterior, obtenemos un algoritmo para
construir un sistema de polinomios, donde a partir de una de sus raices encontramos
dichas trazas, y posteriormente, con dichas trazas obtenemos la triangulacién de los
toros cuspidales que estudiamos en el Capitulo 2 (ver Corolario 5.8). Luego, en la
Seccién 5.3, nos restringimos nuevamente al caso particular de variedades asociadas
a palabras de la forma LMRY para dar el sistema de polinomios explicito para este
caso, asi como el polinomio para obtener los puntos de acumulacion de las reticulas
de los toros cuspidales asociados a esta familia particular (ver Teorema 5.13).
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Notacion

A cotinuacién, presentamos la notacién de algunos objetos mateméaticos que conside-
ramos relevantes en el desarrollo de esta tesis. La finalidad de este apartado, es tener la
facilidad de recurrir a estas paginas cada que sea necesario, para recordar lo que denotan
dichos objetos. El orden en el que a continuacién se encuentran, es el orden en el que
aparecen en el desarrollo de la tesis. Omitiremos, por ejemplo, la notacién de elementos
que s6lo usamos en una demostracién o como instrumento para desarrollar inicamente un

resultado.

C
SLa(X)
PSL,(X)
"

7

m1(M, x)

Dif*(X)

T*

Ms,

el plano complejo.

el conjunto de matrices de 2x2 con entradas en X y determinante unitario.
el cociente SL,(X)/{+I}.

el semiespacio superior {(x, X2, ..., X,—1,X;) € R" : x,, > O}.

la constante de Margulis.

el grupo fundamental de M, basado en el punto x.

el conjunto de difeomorfismos de X, que preservan orientacion.

el toro cerrado.

el toro ponchado.

la parte gruesa de M.

Funcién que a cada racional le asocia una clase de conjugacién de 71 (T*).
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4G,y P.j)
M, N

¢j» i &j
Jars B,
Qaijy» Paij)
oT)

s B

Q;, P;

en esta tesis, se usa para denotar un elemento de SL,(Z).

la transformacién de Mobius asociada a la matriz ¢.

T x[0,1]

la 3-variedad definida como el cociente .
(x,0) ~ (p(x), 1)

1 - 1 1 1 0 ’ ¢
asmatrices | | ¥ | { [ | respectivamente.

isomorfismo de 71 (7*), inducido por .
generadores de 71 (T™).

representacion de M.

p(@) y p(B), respectivamente.

trazas de A, By AB, respectivamente.

_1
z

0 ) , que se corresponde con la rotacién por ren T*

la involucidn hipereliptica ((Z)

alrededor de su ponchadura.

j-ésimo vértice de la triangulacidn del cuadrildtero asociado a L™ y R™, respectiva-
mente, en la triangulacion del toro cuspidal de M, con ¢ = L™ R" L"™R" - - . LR,

my+my+---+mg y ny+ny+ -+ n, respectivamente.

dngulos de plegado del j-ésimo tetraedro de la descomposicion por tridngulos de M,,.

P-b
—2P+1

0 +a;
20+1

las funciones en C definidas como El.(Q) = y gp,(P) =

j-€simo vértice de la triangulacion del cuadrilatero aislado asociado a L™ y R", respec-
tivamente, en la triangulacion del toro cuspidal de M, con ¢ = L™ R" L™ R"™ - - - L"kR"*,

longitud de traslacién compleja de una isometria loxodrémica T(z) = ke'z definida
como log(k) + i6.

simplificacién de notacién para f;, y gp, en el caso LMRYN.

16
j-ésimo vértice de la triangulacién del cuadrildtero aislado asociado a LM y RV, res-
pectivamente, en la triangulacion del toro cuspidal de M, con ¢ = LMRN,



qdj, Pj

ff > fg
X(i,j)s YG.))

cj(w)

Xj» ¥j

la]

j-ésimo vértice de la triangulacién del cuadrilatero asociado a LM y RV, res-
pectivamente, en la triangulacion del toro cuspidal de M, con ¢ = LMRN

simplificacion de notacién para 5(3‘;) y €(gp), respectivamente.
trazas asociadas a los vértices p(; j) Y q(.j), respectivamente.

polinomios definidos recursivamente en C, como co(w) =0, c1(w) =wy
cj(w) = wej-1(w) — cj2(w).

trazas asociadas a los vértices p; y ¢g;, respectivamente.

la funcién piso (el entero menor més préximo a ).

17



18



Capitulo 3

Preliminares

3.1. Cardinalidad de 3-variedades hiperboélicas no compactas
de volumen finito

El dnico lugar donde encontramos un bosquejo del siguiente Lema, fue en la pagina
55 de [6]. Sin embargo, omiten detalles importantes que no pudimos completar, y por lo
tanto, decidimos presentar una demostracién detallada aqui.

Lema 3.1. Dif *(T*)/isotopia = SLy(Z), donde T* es el toro ponchado y Dif *(T*) es el
conjunto de difeomorfismos de T* que preservan orientacion.

Demostracion. (*) Consideremos la funcién F : Dif *(T*) — SLy(Z), que a cada difeo-
morfismo ¢ le asigna una matriz A, de la siguiente manera: Una vez fijada una cubierta
p : R\ Z? - T*, consideremos las curvas bicuspidales « := p(@)y 8 := p(,E), donde
a(t) = (t,0) yE(t) = (0, 1), variando ¢ € (0, 1) (aqui, decimos por ejemplo, que @ es una
curva que comienza en el origen y termina en el punto (1, 0), aunque en realidad no toque
dichos extremos). Luego, consideramos ¢(a) y ¢(8) las curvas imagenes bajo ¢, y sus
levantamientos g;(c;) y L,;(Tg) en R? \ Z?, comenzando en el origen. Entonces, puesto que
dichas curvas deben finalizar en coordenadas enteras (a,c) y (b, d), respectivamente, la

matriz asociada a ¢ sera
A, =" 3.1)
e=\. 4l .

Ademds, puesto que cada curva bicuspidal en 7* determina una dnica clase de homotopia
de curvas cerradas simples en 7*, tiene sentido hablar del nimero de interseccion alge-
braico entre las curvas bicuspidales ¢(a) y ¢(8) (pensando en el nimero de interseccién
algebraico de las clases que determinan), el cual resulta ser ad — bc = 1. Por lo tanto, co-
mo dicho nimero se preserva bajo difeomorfismos que preservan orientacién, concluimos
que la matriz que obtenemos es un elemento de SL,(Z).
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Ahora, una matriz A € SL;(Z), define una funcién lineal @, : RZ\Z? - R2\ 72, que
baja a una funcién ¢4 : T* — T* con 4 € Dif*(T*)y F(pa) = A. Esto prueba que F es
suprayectiva.

Luego, para verificar que F baja al cociente

Dif *(T™)/isotopia — SL,(Z), 3.2)

consideremos dos difeomorfismos isotopicos ¢; y ;. Por el Teorema de la monodromia
(ver paginas 60 y 61 de [12]), los levantamientos de las imdgenes de @ bajo ambas funcio-
nes: @1 (@) y ¢>(a), terminan en el mismo punto. Lo mismo sucede con la curva 3, y por
lo tanto definen la misma matriz: Ay, = A,,.

Finalmente, para comprobar que la asignacion (3.2) es inyectiva, veamos que el tinico
elemento en su kernel es la clase de isotopia del difeomorfismo identidad. En efecto,
consideremos ¢ difeomorfismo tal que [¢] + [. Para trabajar con el grupo fundamental,
identifiquemos a cada curva bicuspidal con la clase de homotopia de una curva cerrada
simple que no intersecta a dicha curva bicuspidal. Por el tnico Teorema que se prueba
en [5], tenemos que ¢.(@) y ¢.(B) son conjugadas a @™ 8" --- " B% y a1 - . % plr,

respectivamente, donde existe n entero positivoy € = £l talque my = my = -+ = my =
gay=¢gap =---=¢&a, =1y{ny,n, - ngeby,eby,---eb,} ={n,n+ 1}, o simétricamente
n=mny=--=n=¢by=¢€by=---=¢eb, =1y{m,my, --m,eay,ea,---ea,} =

{n,n + 1}. Por otro lado, por construccién, sabemos que m; + mp + --- + my = 1 =
bi+by+---+b,yn+ny+---+m=0=a;+ax+---+a,,ypor lo tanto, en cualquiera
de los dos casos obtenemos que ¢.(@) = a 'y ¢.(8) = S. Por tltimo, por el Teorema de
Baer (ver Teorema 5.14.1 de [37]) tenemos que si ¢ es un difeomorfismo que induce la
identidad en 71 (T™), entonces ¢ es isotdpico a la identidad en 7. O

Corolario 3.2. Dif*(T)/isotopia = SLy(Z), donde T es el toro plano y Dif *(T) es el
conjunto de difeomorfismos de T que preservan orientacion.

Demostracion. La prueba del Lema 3.1 se puede adaptar sin problemas a este caso, con-
siderando R? en lugar de R? \ Z? como cubierta. Ademds, este resultado sf tiene varias
pruebas detalladas en la literatura (ver por ejemplo, Teorema 2.5 de [6]). O

Nuevamente, el siguiente resultado es conocido pero como no encontramos una de-
mostracién de ello en la literatura, decidimos presentar una aqui.

Proposicion 3.3. El conjunto de 3-variedades hiperbdlicas no compactas de volumen
finito es numerable.

Demostracion. (*) Como vimos en la Introduccién, toda 3-variedad no compacta de vo-
lumen finito se puede descomponer en su parte gruesa y su parte delgada, donde su parte
gruesa consta de una componente compacta con frontera (cuya frontera es unién ajena y
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finita de toros) y su parte delgada consta de una cantidad finita de cispides y una cantidad
finita (posiblemente nula) de toros sélidos. Por lo tanto, cualquiera de estas 3-variedades
se puede obtener de una 3-variedad compacta con frontera al agregar en cada componente
frontera una de dos opciones: una cdspide o un toro sélido. Notemos que hay una Uni-
ca manera topoldgica de agregar una cispide y hay una cantidad numerable de maneras
topoldgicas de agregar un toro s6lido; una por cada clase de isotopia de difeomorfismos
del toro (ver Lema 3.1), ya que el pegado depende tinicamente de la clase de isotopia de
la funcién de pegado (ver Seccién 2 del Capitulo 8 de [14]). En [4] se prueba que hay
una cantidad numerable de 3-variedades compactas con frontera y por lo tanto hay una
cantidad numerable de topologias de 3-variedades hiperbdlicas no compactas de volumen
finito. Puesto que el Teorema de Rigidez de Mostow (ver seccién 3.13 de [19]), nos di-
ce que la geometria de una 3-variedad con tales caracteristicas estd determinada por su
topologia, concluimos lo que deseamos. O

Otra manera de probar que s6lo hay una cantidad numerable de 3-variedades hi-
perbdlicas no compactas de volumen finito, salvo homeomorfismo, sin recurrir a [4] (aun-
que si recurrimos a un resultado més sencillo e intuitivo de [12]), es mediante el siguiente
lema, cuya prueba es una adaptacién del dnico Lema que se da en [24].

Lema 3.4. Dado V € N, el conjunto de todas las posibles partes gruesas de una 3-
variedad hiperbolica no compacta de volumen menor que V, salvo homotopia, es finito.

Demostracion. (*) Denotemos por M, a la parte gruesa de M, donde u es la constante
de Margulis en dimensién 3. Como mencionamos en la Introduccién, para cualquier p €
M, se tiene que el conjunto B, 4(x) = {x € M : dy(x, p) < p/4} es isométrico (en
particular homeomorfo) a una bola hiperbélica abierta de radio /4 en H3.

Consideremos X = {xi, x2, ..., Xt} C M5, un conjunto de puntos tales que la distancia
entre cualesquiera dos de ellos es mayor o igual que /2, y por lo tanto, para cualesquiera
x;, xj € X distintos, se tiene que By 4(x;) N By4(x;) = 0. Luego, notemos que el nimero k
de puntos en X, estd acotado superiormente por Volumen (M)/Volumen (B,,/4). Ademds,
si tal X se toma maximal, entonces By, /2(x1)U By 2(x2)U- - -UB,2(x;) cubre a M, ya que
si existiera x € M>, que no estuviera cubierto, entonces para cualquier x; € X se tendria
que la interseccion de B,/4(x) con B, 4(x;) seria vacia, lo cual contradice la maximalidad
de X.

Resulta ahora de manera intuitiva, que la topologia de M, estd determinada por el
patr6n combinatorio de las intersecciones de U; := B, /2(x;) N M>,, y que hay un nimero
finito de tales patrones. Esto se puede formalizar de la siguiente manera: para cualesquiera
i, j€{l,2,..., k}, se tiene que U; N U, es conexo, ya que de lo contrario, existiria un
punto x € U; N U; C My, tal que B,(x) no seria homeomorfa a una bola de H3, 1o cual
contradice la definicion de parte gruesa de M. Finalmente, para cada n tal que 2 < n < k,
definimos el conjunto de las » intersecciones I, = {(i1, i2, ..., ip) : U, NU;, N---U; #
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0, conl <i; < ip < --+ < i, < k}. Como para cada n, la cardinalidad de 7, es finita,
basta probar que /> U I3 U - - - U [} define completamente la homotopia de M, lo cual se
sigue por el Corolario 4G.3 de [12]. O

3.2. Triangulacion de Farey

Definimos al complejo de curvas de T*, como una grafica tal que:

= Sus vértices representan a las clases de homotopia libre de curvas cerradas simples
(no se autointersectan) esenciales (no homotépicas a un punto ni a la ponchadura)

y

= gus aristas unen aquellos vértices que representan clases de homotopia libre que
contienen representantes que se intersectan en un solo punto (cualesquiera dos cur-
vas cerradas esenciales no homotdpicas en 7* se intersectan al menos una vez).

Por otro lado, decimos que « € 7(T*) es primitivo, si existe 8 € m1(T*) de manera
que {a, B) = 71(T*). Ademas, en [28] se da la palabra exacta, médulo conjugacién, de
la primitiva correspondiente a la expresién abelianizada a’b? (no la mencionamos aqui
ya que no la necesitaremos en lo sucesivo). Por lo tanto, tenemos que a cada racional le
corresponde una clase de conjugacién de 1(7*), y a esta funcién la nombraremos

m(T7)

conjugacion

3.3)
Es conocido (no lo probaremos aqui pues tampoco lo usaremos) que 71(7*)/conjugacién
estd en biyeccion con el conjunto de clases de homotopia libre en 7*. Asi, una manera
concreta de visualizar al complejo de curvas de T, es mediante la triangulacion de Farey,
la cual es bien conocida (ver Figura 3.1) y serd muy importante en la siguiente seccién
para obtener una caracterizacion de las 3-variedades M, en cuestion.

Regla de construccion de geodésicas de Farey: Dados dos elementos (p/q,0)y (r/s,0)
en la frontera de H?, con p,q,r y s niimeros enteros (aqui, denotamos a co como % ya
0 como %) y mcd(p,q) = 1 = med(r, 5), trazamos la geodésica entre ellos si y sélo si

|ps — gr| = 1. Cuando esto sucede decimos que § estd conectado con £, lo denotamos por

§ e~ ©y adicha geodésica la llamaremos geodésica de Farey.

r

Observacion 3.5. Si ’5’ e L con § < £, entonces

p p+r r p
> e -, con — <
q q+s s q

+r r
p < -.
q+s s
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Figura 3.1: Triangulacién de Farey

Demostracion. Para esto, consideramos que cualquier x € R es menor que oo, y observa-
mos que

plg+s)—qgp+n=Ips—qgrl=1=|sp—rql=Is(p+r)—r(g+s) Yy,

p p+r r p r
- < <-—pg+s)<qgp+r)y s(p+r)<ri@+s) S ps<qgre —<-.
q qg+s s q s

O

Luego, le asociamos a cada difeomorfismo ¢ € Dif"(T*) una transformacién de
Mobius @ € PSL,(C) de la siguiente manera:

a b - az+b
(’0_(cd) = ¢(Z)—cz+d- (3.4)

Observacion 3.6. Dado ¢ € SL;(Z), tenemos que 157 e = siy sélo si {5(’—;) “> {5(5) .

Demostracion. En efecto, si § «v £, entonces

A(P) ap + bq A(r)_ ar + bs
s

¢ q :cp+dq y 4 cr+ds
también estdn conectados, pues
(ap + bg)(cr +ds) — (cp + dg)(ar + bs) = (ad — bc)(ps — qr) = £1.

Para probar la otra implicacion, basta considerar ¢!, O
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Finalmente, puesto que no encontramos una demostracién concreta del siguiente lema,
presentamos una muy natural usando la regién fundamental de la accién de PSL,(Z) en
H? (ver Figura 2.2).

Lema 3.7. La regla de construccion de geodésicas de Farey, forman una triangulacion
2
en H-.

A dicha triangulacién la llamaremos triangulacion de Farey y a sus tridngulos los
llamaremos tridngulos de Farey.

Demostracion. (*) Para probar este lema, basta verificar las siguientes afirmaciones:
1. Dado z € H?, existe un tridngulo de Farey que lo contiene.
2. Dos geodésicas de Farey no se pueden intersectar en el interior de H?.

En efecto, para probar la primer afirmacion, consideremos la regién fundamental de la
accién de PSL,(Z) en H? mediante transformaciones de Mobius (ver Figura 2.2) y de-
notémosla por Q. Entonces, existe ¢ € SL,(Z) tal que (z) € Q. Ademds, notemos que
Q C A; U Ay, donde A; denota al tridngulo de Farey cuyos vértices son —1, 0 e oo; y
Ay denota al tridngulo de Farey cuyos vértices son 0, 1 e co. Sin pérdida de generalidad,
consideremos @(z) € A y por lo tanto, por la Observacién 3.6, tenemos que los vértices
2 1(=1), 271(0) y ¢~ !(c0) forman un triangulo de Farey que ademds contiene a z.
Finalmente, para probar la segunda afirmacién, observemos que si 5 < <, entonces

o(2) = TP s tal que ZE(]—)) =0, ?/F(Z) =00 y ¢e€SLy2),
sZ—r q s
y por lo tanto basta verificar que no existe geodésica de Farey que intersecte a la geodési-
ca vertical cuyos extremos son 0 e co. En efecto, si existiera dicha geodésica, entonces
existirfan racionales £ < 0y £>0con ’—; e~ ©. Sin pérdida de generalidad, consideremos
que p <0ygq,r, s > 0. Entonces psy —qr son ambos enteros negativos cuya suma es —1,
lo cual es una contradiccion. O

3.3. Caracterizacion de fibraciones M, hiperboélicas

Como vimos en la Introduccion, la familia de 3-variedades con las que trabajaremos
son las fibraciones hiperbdlicas sobre el circulo con fibra el toro ponchado. Una de estas
3-variedades puede obtenerse a partir del producto 7* X [0, 1], identificando (x,0) con
(p(x), 1) para todo x € T*, donde ¢ € Dif*(T*) (ver Lema 3.1). Denotaremos a dicha
3-variedad por M,, es decir

T x[0,1]
(0 0) ~ (@), )
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. -y . . , s —1
Ademds, si ¢’ pertenece a la misma clase de isotopia de ¢ 6 ¢, entonces M, y M, son
variedades homeomorfas. En particular, enfatizamos la siguiente observacién que usare-
mos mds adelante.

Observacion 3.8. (M) = m1(My-1).

Mas atin, también concluimos que M, y M, son variedades homeomorfas, si ¢’ es
conjugado de ¢ 6 de ¢! por un elemento de SL,(Z).

Por otro lado, uno de los resultados de Thurston en [35] (o alternativamente, por Jean-
Pierre en [29]), prueba que M,, es una 3-variedad hiperbdlica si y s6lo si los eigenvalores
de ¢ € SL»(Z) son reales distintos. Esto dltimo es equivalente a pedir [tr(¢)| > 2, ya que

2 _
A = tr(p) + vztr(so) 4 (3.6)

son los eigenvalores de ¢. Mds aln, podemos caracterizar a dichos difeomorfismos me-
diante palabras, como lo expresa la Proposicidon 3.9. Una prueba de este hecho se en-
cuentra en [11]; pero decidimos reescribirla con algunos detalles que no se encuentran en

[11].

Proposicion 3.9. ¢ € SL,(Z) tiene dos eigenvalores distintos si y solo si existe X € SLy(Z)
tal que

R TR [ [P PR PR PR IO

con mj,n; € Z%.. Ademds la parte del lado derecho es tinica salvo permutaciones ciclicas.

Demostracion. <] Por la discusion previa, tenemos que ¢ tiene dos eigenvalores reales
distintos si y s6lo si [tr(¢)| > 2. En nuestro caso, notemos que cualquier producto no vacio

de matrices de la forma
1 m; 1 0 _ 1+ m;n; m;
0 1 n; 1 a n; 1

tiene traza al menos 2 ya que en cada entrada de la diagonal siempre aparece un 1 (sumado
posiblemente con otros elementos positivos). Ademds, como la traza se preserva bajo
conjugacién, concluimos la prueba.

=] (*) Primero, notemos que como A,A_ = 1 (ver 3.6), entonces A, y A_ deben tener
el mismo signo. Asi, cuando ambos son positivos, tenemos que a + d > 2y por lo tanto
se correspondera con el signo positivo del producto de matrices que deseamos probar; y
cuando ambos son negativos, tenemos que a + d < 2, y por lo tanto se corresponderé con
el signo negativo.
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Ahora, asociamos a cada difeomorfismo ¢ € Dif"(T*), una transformacién de Mobius
@ como se muestra en (3.4). Después, obtenemos que

t—d+ Jardr=a .

2c

1,2 =

son los dos puntos fijos de ¢ (donde z; es el repulsor y z; es el atractor), y consideramos
la geodésica C orientada de z; a zp. Observemos que z; y z» son ndmeros irracionales,
ya que la raiz cuadrada de un entero (no cuadrado) siempre es irracional y la ecuacién
(a + d)*> — 4 = p? no tiene solucién entera para p # 0. Por lo tanto, tenemos que C cruza
una cantidad infinita de tridngulos de Farey, los cuales podemos enumerar como

T, Ty, To, Ty, Ta,--- . (3.8)

Luego, definimos las matrices

1 0 1 1
R::(1 1) y L:=(0 1), (3.9)

y a cada uno de los tridngulos 7'; le asociaremos una de las dos matrices definidas: R si la
geodésica sale del tridngulo por el lado derecho del lado por donde entrd, y L si sale por
su lado izquierdo. Asi, a C le corresponde una palabra infinita

P=---P,P_PyP Py,

donde cada letra P; es o bien R o bien L.

Aqui, gracias a que z; y z» son distintos, sabemos que P debe tener al menos una Ly
al menos una R, y por lo tanto podemos suponer que P_j es Ry Py es L.

Ademads, salvo conjugacién, podemos suponer que T es el tridngulo cuyos vértices
son 0, 1 e co. En efecto, la matriz de conjugacién X del enunciado de la Proposicién 3.9
serd la asociada a la transformacién de Mobius que preserva orientacién que manda a
los vértices del tridngulo T (introducido en 3.8) en el tridngulo cuyos vértices son 0, 1
e oo, de manera que la geodésica que comparten los tridngulos 7_; y T vaya a dar a la
geodésica entre 0 e oo.

Por la Observacién 3.6 y el hecho de que C queda invariante bajo @, tenemos que el
tridngulo Ty va a dar mediante ¢ a otro tridangulo 7, para algin n entero positivo y por lo
tanto T} ird a dar mediante @ a T,,x. Lo anterior nos lleva a que la palabra P es ciclica de
orden n y por tanto definimos

P = P()P]-"Pn_l, (310)

la subpalabra de P que contiene a las n letras correspondientes a los tridngulos

To, Ty, Ta, -+ - Ty (3.11)
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Abhora, notemos que las matrices L y R definidas en (5.15), se corresponden con iso-
metrias que mandan a T en el tridngulo de su izquierda y en el tridngulo de su derecha,
respectivamente. En lo siguiente, veremos que la isometria correspondiente con la matriz
asociada a , manda a T en T}, de manera que P y @ serdn isometrias de H? que coinciden
en tres puntos, y por lo tanto seran iguales.

En efecto, basta que probemos por induccién que la transformacién de Mdbius aso-
ciadaa Po Py --- Pj_ymandaaTpenT;.

B.I: Po(Ty) = Ty, por construccion.
H.I: Supongamos que la afirmacion es cierta para j y probémosla para j + 1.

En efecto, supongamos que los vértices de T'; son

p p+l"
q q+s

r
-, con — <
s

U . ., r.p
Entonces, por hipétesis de induccion, Py Py -+ Pj_| = q . Luego

r p 1 1 r r+p
PoPy---Pj L= = y

r p 1 0 r+p p
PyPy---Pj1R= =
s q 1 1 s+q q

Por lo tanto, la transformacién de Mobius asociada a Py Py --- P;_; P;, manda a los vérti-
ces de T (los cuales son 0, 1 e o0) en

r+p 2r+p r r+p - 2r+p < r
s+q’ 2s+qy s s+q 2s+q’ s

r+2 + +2 +
P Ireb o TPP gopde £ < T2 TP
q s+2q s+q q s+ 2q s+q

dependiendo de si P; = L 6 P; = R, respectivamente. Lo anterior prueba la induccién.

O

Lema 3.10. Si ¢ € SLy(Z) es conjugada en SLy(Z) a +tL"'R"™ L"R"> - . - L' R", entonces
¢~ es conjugada en SLy(Z) a +L"R™ - .. "> R™ [ R™
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Demostracion. Para esta prueba, estaremos recurriendo constantemente a los elementos
inticiiucidos en la demostracién de la proposicién anterior. Primero, observemos que ¢
y ¢! tienen los mismos puntos fijos, y por lo tanto a ¢ y ¢! se les asociard la misma
geodésica (ver /(17) y su discusién posterior). Sin emba/rgo, puesto que el atractor de @ es
el repulsor de ¢!, y el repulsor de @ es el atractor de ¢~!, tenemos que la orientacion de
dichas geodésicas es distinta, y por lo tanto, el camino de tridngulos asociado a ¢! es el
mismo que el asociado a ¢ pero recorrido al revés (ver (3.8)). De lo anterior, tenemos que
si a un tridngulo le asociamos mediante ¢, una matriz R , entonces a dicho tridngulo se le
asociard mediante ¢~! una matriz L, con lo cual concluimos lo que se quiere.
Una manera mds algebraica de probar esto, es observando que la matriz

0 -1
Y = (1 0 ) € SLy(Z)
cumple que R~' = YLY ™'y L™' = YRY™!. Asi, si ¢ = £XL™R" ... L"*R*X~! para
algin X € SL,(Z), entonces

(p_l = +XR [ ... R -mix-l
= +(XRuXN)(XL™X ). (XRTMXDY(XLTm X
= XYL"*R™...LmRMYy-'1x~1.

3.4. Grupo fundamental de M, y de su toro cuspidal

3.4.1. Grupo fundamental de M,

Denotemos por ¢, : m(T*) — m1(T*) al isomorfismo inducido por ¢ € Dif™(T™).
Consideremos a y g generadores del grupo fundamental de la fibra 7 de My, y 6 una
curva cerrada simple transversal a toda fibra, de manera que la interseccidn de 6 con cada
fibra sea de exactamente un punto. Luego, consideremos una vecindad tubular de la curva
0 de manera que su restriccion a cada fibra sea un abierto contraible. A dicha vecindad la
llamaremos Vy,,, donde xg es la interseccién de ¢ y la fibra 7" x {0}.

Abhora, consideremos los conjuntos

: _ rx(feyuE o
@b, YT TR e

V o rx(ed)ul)
(x,0) ~ (p(x), 1)’ ? (x,0) ~ (p(x), 1)~

U
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conxenT* oen V,, seglin seael caso. Ahora, puesto que 71 (V1, x9) = Z = {6), m1(V2, xg) =
m(T* X {0}, x0) ~ Z*Z ~ {a, B), m (V1 N Va,x9) ~ {0} y V = V] U V5, usamos el Teo-
rema de Seifert-van Kampen y obtenemos que 71(V, xg) ~ Z * Z « Z ~ {a, 3, §). Por otro
lado, abusando un poco de notacién, tenemos que m1(U) ~ n((T*, xo) ~ Z * Z =~ {a, B),
y ademds U NV se puede retraer en S' A ST A ST A S! con 71 (ST ASTASTAS!, xg) =
ZxZ+ZxZ = {apB,6p()5 ", 60.(8)67").

Nuevamente podemos usar el Teorema de Seifert-van Kampen con los calculos ante-
riores para concluir que

(Mg, x0) = (@, B, 6 : 6a6™" = g.(@), 95" = ¢.(B)). (3.12)

3.4.2. Grupo fundamental del toro cuspidal

Puesto que @ y 8 son generadores de 7{(T*), su conmutador [, 8] := afBa™ '8!
representa un lazo simple que da una vuelta a la ponchadura de 7*. Luego, si consideramos
en 7" una vecindad U de la ponchadura (homeomorfa a un disco perforado), entonces
U x S es 1a ciispide de la estructura hiperbélica de M,. Por lo tanto, [a, 8]y 6 (ver inicio
de la seccién anterior) se pueden ver como generadores del grupo fundamental del toro
cuspidal de M,,.

Mas ain, si p : m(My) — PSLy(C) es la representacion de M, podemos conjugar
todo de manera que el grupo fundamental del toro cuspidal esté generado por las trasla-

ciones
-1 -2 -1 -
p([a,ﬁ])=Tz:=(0 _1) y p(6>=TT:=(0 _{), (3.13)

lo cual se seguird mds adelante del Corolario 3.13 (que a su vez, se deducird del Lema
3.11 y Lema 3.12 que presentaremos en esta seccion).

Diremos que X € SLy(C) es eliptico, si tr(X) € (=2, 2); parabdlico, si tr(X) = £2; 6
loxodrémico, si tr(X) € C\[-2, 2]. Esto también clasifica los puntos fijos de X € SL,(C).
Para esto, denotamos por 9H? := C U {co} a la frontera al infinito de H?, y decimos que X
es eliptico si fija a una geodésica de H?, es parabélico si fija s6lo a un punto en d(H?) y
es loxodrémico si fija s6lo a dos puntos en d(H?). Recordemos que los grupos con los que
trabajamos actian libremente, y por lo tanto, no deben tener elementos elipticos.

Lema 3.11. Si ST = TS con S,T € PSLy(C) y (S§,T) no tiene elementos elipticos,
entonces los puntos fijos de S coinciden con los puntos fijos de T.

Demostracion. Si S y T son ambos parabdlicos, podemos suponer que

_f(a b (1 B
S_(c 2—a) y T_(O 1)'
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Como ST =TS, obtenemos que ¢8 = 0, ya que

(a ap +b ):(a+,8c b+/3(2—a))

c cB+2-a c 2—-a

Puesto que 8 # 0, tenemos que ¢ = 0, y por lo tanto a(2 —a) = 1 implica que a = 1. De lo
anterior, concluimos que co también es el punto fijo de S.
Si T es loxodrémico, podemos suponer que

a b a 0
s=(e ) v =0 )
Nuevamente, como ST = T'S, obtenemos que
aae ba~! _ [ ax  ba
ca da'] T \eca! do7l)

En este caso tenemos que @ # @~ y por lo tanto b = 0 = c. De lo anterior, concluimos
que 0 e oo también son puntos fijos de S. O

Lema 3.12. Si S y T son loxodromicos cuyos puntos fijos coinciden y tal que ST =TS,
entonces (S, T) es ciclico ¢ no es discreto.

Demostracion. Por el Lema 3.11, S y T tienen los mismos puntos fijos, y por lo tanto
podemos suponer que S (7) = se’zy T(z) = tez.

Afirmacion 1: Si (se'®, tey := {nse’® + mte® : n,m € Z} es discreto, entonces (s, t)
es discreto.

Para probar esto, procedamos por contradiccién suponiendo que (s, f) no es discre-
to, y por lo tanto existe un punto de acumulacioén al cual llamaremos P. Luego, da-
do & > 0, tenemos que B.(P) tiene una infinidad de elementos de (s, ) y por lo tanto
Agp:={z€C: P—g <z < P+ ¢} tiene una infinidad de elementos de (se'®, te'P). Co-
mo A, es compacto, (s€'®, te’P) tiene un punto de acumulacion en A, ;. Entonces existen
20 € {s€'®, te'P) tales que (z,)nen — 2y esto implica que (2,41 2, e = 227! =1, 1o cual
contradice que (se'®, te’y es discreto. Lo cual prueba la Afirmacién 1.

Ahora, sabemos que existen elementos mayores que 1 en (s,?), ya que cualquier
x € R* cumple que x > 1 6 x~! > 1. Denotemos por r € (s,1) al elemento mds pe-
quefio mayor que 1 (como (s, 1) es discreto, basta considerar el compacto [,77'], donde

sin pérdida de generalidadr < s < 1 < 57! < ¢71).
Afirmacion 2: (s, t) = (r).
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En efecto, por construccién sabemos que (r) C (s, f). Procediendo por contradiccion,
supongamos que existe u € (s, ) \ (r) (sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
u > 1; de lo contrario, consideremos u~') y consideremos k € Z tal que X < u < r**1,
Entonces, tenemos que u e (s,1) y1l= Ak < yk < pk+1=k = 1 1o cual contradice la
eleccion de r, probando asi la Afirmacién 2.

Luego, si existieran dos elementos distintos u,v € (se'®, te®), tales que u = re”” y
v = re'd, entonces uv=! = ¢/7=9 seria un elemento eliptico en (sée'?, te'P), lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, sélo hay un elemento u € (se’®, te’) con norma r.

Afirmacién 3: (Uy = (S, T) donde U(z) = uz = re'”z.

Para probar esto y concluir la demostracion del Lema 12, nuevamente tenemos por
construccioén que (Uy c (S,T) y procedemos por contradiccion para probar la otra con-
tencion. En efecto, supongamos que existe W € (S T) N (U ). Entonces, W(z) =r e’ﬁz,
conn € Zy 1 # ny, lo cual es una contradiccién ya que tendriamos WU € (S,T)un
elemento eliptico.

O

Corolario 3.13. Si (S,T) < PSLy(C) es abeliano, discreto, no ciclico y sin elementos
elipticos, entonces S y T son parabdlicos (conjugados a traslaciones) con igual punto

Jijo.

Demostracion. Por el Lema 3.11, tenemos que S y T son parabdlicos con el mismo punto
fijo 6 loxodrémicos con los mismos puntos fijos, y por el Lema 3.12 lo segundo no puede
suceder ya que el grupo dejaria de ser discreto 6 seria ciclico. O

3.5. Representacion en términos de trazas

Consideremos A = p(a) y B = p(B), donde como antes, @ y 8 son generadores de
m(T*) y p : m(My) — PSLy(C) es la representacion del grupo fundamental de M.
Resulta que podemos escribir a A, By AB en funcién de sus trazas como se observa en el
Lema 3.14. Este es un trabajo de Jgrgensen en [16], pero nuevamente, decidimos escribir
aqui una demostracién de dicho lema ya que €l no presenta muchos detalles.

Lema 3.14. Si A, B € PSLy(C) cumplen que su conmutador es parabdlico y ademds
x =1tr(A), y =tr(B) y z = tr(AB), entonces, modulo conjugacion

XZ—=Yy X yZ—x y 1
b4 z2 4 72 2 7
A= , B= y AB=
y X
x . -y = z 0
Z Z
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Demostracion. (*) Como el conmutador es parabdlico, podemos conjugar todo mediante
una transformacién que mande al punto fijo del conmutador en el punto al infinito, para
obtener una traslacion. Luego, toda traslacion es conjugada a la traslacién por uno me-
diante el elemento £ + £ + 1. Por lo tanto, podemos suponer que ABA~!B~! = T,, donde
T, denota la traslacion por dos.

Ahora, dadas las matrices

_[a b (e f Y A
we(a) o=(ia) v o= ()
también podemos suponer que d = 0, ya que basta conjugar las tres matrices para que

la imagen de 0 bajo AB sea oo y ABA™!B~! no cambie. En efecto, si inicialmente ¢ # 0
podemos conjugar por la matriz
1 —djc
o )

y si inicialmente ¢ = 0, entonces d # 0 y por lo tanto podemos conjugar por la matriz

a/b 1

1 0}/
Luego, como (AB)B(AB)"'B™! = ABA™'B™! = T, de la igualdad (AB)B = T, B(AB),
obtenemos las ecuaciones:

(1) ae + bg = —ae — cf — 2ag — 2ch, (3)ce = —ag — ch,
(2) af + bh = —be — 2bg, 4) cf = —bg.

Ahora, al sustituir las ecuaciones (3) y (4) en la ecuacién (1), tenemos que ae = ce, y por
lotanto a = ¢ o e =0. Trabajaremos ambos casos por separado.

CASO 1: a=c.
Como det(AB) = 1, setiene b = —1/c = —1/a y por lo tanto
_[a -1/a
(b))

Ademds, las ecuaciones (3) y (4) se convierten en

(3" e=-g - he, 4" f = g/d*,

mientras que la ecuacidon (2) depende de las demds. Por lo tanto, concluimos que

[ -g-h gld®
B_( oo )
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CASO2: e=0.
Nuevamente, como det(AB) = 1 = det(B), tenemos que b = —-1/c y f = —1/g.
Ademas, de la ecuacién (4) deducimos que g = +ic, y por lo tanto

(2%) +ia—h = +2ic y (3") Fia=h.

Finalmente, sustituyendo (3*) en (2%), concluimos que a = ¢ y por lo tanto

c —1/c _ 0 =i/c
"\ xic TFic )’

an=(¢ 7
el cual es un caso particular del Caso 1 cuando g = —h = *ia.

Por lo anterior, basta considerar inicamente el caso general: el Caso 1, de donde
obtuvimos que

_1 —o — 8 8§ h
AB:(Z a)7B:( 8 h ‘g)yA:(AB)B_II(ahaZa _ag ) (314)

Finalmente, si
x:=tr(A)=ah, y:=tt(B)=-g y z:=tr(AB) = a,

sustituimos @ = z, g = —y y h = 7 en (3.14) y obtenemos las expresiones deseadas. Note-
mos que no hay indeterminaciones, ya que z no puede ser cero, pues los Unicos elementos
con traza nula son los elipticos y AB no lo es. O

Corolario 3.15. Si A, B € PSLy(C) cumplen que su conmutador es parabdlico y ademds
x =1tr(A), y =tr(B) y z = tr(AB), entonces, se tiene que

X +y? + 22 = xyz. (3.15)
A dicha identidad se le conoce como la identidad de Markoff.

Demostracion. Basta hacer la multiplicacion de las matrices A y B e igualarla con la
matriz AB, usando las expresiones del Lema 3.14. Puesto que la traza es invariante bajo
conjugacion, se concluye lo que se quiere. O

3.6. Cuadrilateros plegados y tetraedros hiperbdélicos

Con la métrica vista en (2.2), resulta que las geodésicas en H3 son semicirculos (eucli-
dianos) ortogonales a 9H? o rectas verticales; y los planos son semiesferas (euclidianas)
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ortogonales a OH3 o planos verticales (ver seccién 1.2 de [19]). Luego, un poligono ideal
(o un poliedro ideal) es un poligono (o un poliedro) sin vértices.

Ahora, dados uj,us, u3,us € OH>, llamaremos (uj, us, us, us) al cuadrildtero ideal
plegado cuyo pliegue estd formado por la geodésica con extremos up y u4, es decir,
(uy, up, uz, ug) es launion de los tridngulos ideales A(uy, us, ug) y A(ug, uy, uz), mediante la
geodésica (up, us). De esta forma, observemos que (u1, up, u3, us) es igual que (u3, ug, uy, us)
pero distinto que (u, u3, ug, uy).

Resultard que una fibra de M, inmersa en H? se ve como un toro ponchado que se
obtiene al identificar los lados opuestos de un cuadrilatero ideal plegado (uy, up, us, us).
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el vértice uy es oo y las aristas opuestas
de dicho cuadrildtero estan identificadas mediante A y B (ver Lema 3.14), de manera que
A(up) = o0, A(up) = u3, B(uz) = ooy B(up) = uy; es decir, A envia a la geodésica dirigida
que va de u; a up en la geodésica dirigida que va de oo a u3; y B envia a la geodésica
dirigida que va de u3 a u; en la geodésica dirigida que va de oo a u; (ver Figura 1.2; algo
muy similar se encuentra en la Figura 3 de [3]). Entonces, salvo conjugacién y usando
el Lema 3.14, podemos escribir a los vértices del cuadrildtero en funcién de las trazas
x =tr(A), y = tr(B) y z = tr(AB), como

m=AYo)=-2, 1 =A"BY0)=0 y w=Blo)==. (3.16)
Xz vz

o0

/
\<th>
N\

R

Figura 3.2: Toro ponchado: Cuadrilatero ideal plegado (u, v, w, o) con identificaciones.

Ahora, definimos un tetraedro hiperbélico ideal como la envolvente convexa en H>
de cuatro puntos en 9H>, de manera que cualesquiera tres de estos cuatro puntos no sean

34



colineales, ni los cuatro puntos sean coplanares. Notemos que entonces, la frontera de
un tetraedro hiperbdlico ideal con vértices uy, us, u3, us es la unién de los cuadrildteros
plegados ideales (uy, uy, us, ug) y (up, u3, ugq, u;). Mds atin, para nuestros intereses, con-
sideraremos tetraedros ideales identificados (nos interesan porque M, = H3 [m (M) se
descompondra en una cantidad finita de estos tetraedros), los cuales se obtienen de te-
traedros hiperbdlicos ideales al identificar las aristas del tetraedro de igual forma que se
identifican los lados opuestos de sus cuadrilateros ideales plegados (ver Figura 3.3), cuan-
do u4 es co. Notemos que la frontera de dicho tetraedro identificado tiene un sélo vértice
ideal, cuatro aristas, y consiste de dos toros ponchados plegados que se pueden llevar uno
en el otro mediante una isotopia, como lo veremos més adelante.

Figura 3.3: Tetraedro hiperbdlico.

Notemos que en un tetraedro ideal identificado, podemos ver sus cuatro vértices como
el punto al infinito co: para esto, supongamos nuevamente que A y B son como en el Lema
3.14 y por lo tanto uy, up y u3z son como en (3.16). Con lo anterior, basta enviar a uj, uy y
u3 a oo mediante las transformaciones de Mobius asociadas a A, AB y B, respectivamente
como lo muestra la Figura 3.4. Luego, haciendo los respectivos cdlculos de sus vértices,
obtenemos los complejos que presentamos en la Figura 3.5.

En particular, obtenemos que al enviar mediante AB al tetraedro con vértices oo, _x)_;’ 0
y )12 obtenemos un nuevo tetraedro cuyos vértices son 1, 1+ )iz oo, y1- xiz En concreto,
tenemos las siguientes observaciones.

Observacion 3.16. El segundo tetraedro va a dar al cuarto tetraedro mediante la transfor-
macién asociada a AB, y ademds, el cuarto tetraedro es una traslacién (como conjunto) del
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A (00) B (o0) Alnc)
BA Yoo) AB Yoc)

Figura 3.4: Cuspide de un tetraedro en oo.

segundo tetraedro (ver Figura 3.5 y contar de izquierda a derecha). Por lo tanto, al fijarnos
en los cuatro tridngulos que aparecen en la cispide, tenemos que el cuarto tridngulo es
una traslacion por uno del segundo, y el tercero es una traslacién por uno del primero.

Observacion 3.17. Con A y B como antes,

-1 — _1
ABR,; = (01 _i) =T, donde R; = ((Z) OZ)

es la involucién hipereliptica del cuadrilatero plegado (—xiz, 0, yiz, oo) , la cual se corres-
ponde con la rotacién por 7 en T* alrededor de su ponchadura. Ademas, R, es una iso-
metria de H3/(A, B).

Demostracion. Para la igualdad ABR,; = T, basta hacer el cédlculo con A, By R, como
arriba. Luego, consideremos la transformacién de Mobius R, (ver (3.4)) y los vértices del
toro ponchado como en la Figura 1.2, y notemos que

— — X y — —
Re(e0) = 0, R,r(—) =2 RO=w y Re(-2)=;
¥z XZ p4
es decir, R, es la rotacion que se quiere probar. Finalmente, para probar que R, es una
isometria de H3/(A, B), basta observar que RRAR; =4t y R:BR; I'= B! es decir,
R,I'1R.! =T donde I'; = (A, B). O

Cabe resaltar que aunque la Observacion 3.16 se prueba en la Figura 3.5, también se
deduce directamente de la igualdad ABR, = T de la Observacion 3.17, ya que R, deja
invariante al tetraedro de la Figura 3.3.
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Figura 3.5: Cuspide de un tetraedro en oo; cdlculo de vértices.

Finalmente, observemos que todo conjunto de la forma {(z,¢’) € H? : z € C}, con
¢’ > 0 constante suficientemente grande, intersecta a un tetraedro ideal (donde un vértice
es co) en un tridngulo euclidiano. M4s aun, al identificar los cuatro vértices como un s6lo
punto al infinito, obtenemos cuatro tridngulos (ver Figura 3.5), los cuales serdn de gran
importancia en nuestro trabajo.
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Capitulo 4

Transformaciones de Mobius:
Calculo elemental de toros
cuspidales

En este capitulo presentaremos un algoritmo para calcular los toros cuspidales de las
variedades M, en cuestion (ver Seccion 4.3). Aunque el algoritmo que presentaremos
en el siguiente capitulo es mas sencillo de implementar, decidimos este orden ya que el
que presentamos aqui, se justifica de manera mds sencilla mediante dlgebra elemental
y trigonometria elemental, lo cual no hemos visto en otros trabajos relacionados a mi
Problema.

4.1. Construccion de una descomposicion por tetraedros de M,

Existe una descomposicion de las 3-variedades M, en tetraedros hiperbdlicos ideales
(y por lo tanto, una descomposicion de los toros cuspidales en tridngulos) la cual se le atri-
buye a Jgrgensen (ver [7]), y nos ayuda a traducir mi Problema en encontrar las soluciones
de un sistema de ecuaciones trigonométricas.

4.1.1. Topologia

Recordemos que en la demostracién de la Proposiciéon 3.9, a partir de un homeo-
morfismo ¢ € SL,(Z), obtuvimos n tridngulos de Farey a los cuales denotamos por
To, Ty, ..., Ty—1 (ver (3.11)). Cada uno de estos tridngulos se corresponde con un toro
con una diagonal marcada, el cual estd dado por las pendientes que corresponden a los
tres nimeros racionales que se encuentran en los vértices de dicho tridngulo de Farey
(con sus respectivas identificaciones). Ahora, notemos que cualesquiera dos tridngulos de
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Farey consecutivos T, T;; tienen en comun una arista, y por lo tanto sus triangulaciones
correspondientes s6lo tendrdn una pendiente distinta. De hecho, si T; tiene vértices de la
forma I—;, f y z%:, donde los primeros dos vértices son los que comparte con 7}, enton-
ces el otro vértice de T, sera % (ver Observacién 3.5). Esto dltimo nos dice que si a 7
le corresponde un toro con una diagonal marcada (dado al hacer los pegados correspon-
dientes en el cuadrilatero truncado, que esta acotado por dos rectas con pendiente ;—7 y dos
rectas con pendiente %, y ademds tiene una diagonal con pendiente Z%;), entonces a T4 le
corresponde el mismo toro pero con su otra diagonal marcada (recta con pendiente 2%; .
Por lo tanto, a cada pareja de tridngulos de Farey consecutivos 7, T 1, le asociamos un te-
traedro con ciertas aristas identificadas, que se obtinen al sobreponer ambos cuadrildteros
(con sus identificaciones marcadas) Gnicamente por sus aristas en comtn (su contorno),
como lo podemos ver en la Figura 4.1. Luego, notemos que el tetraedro correspondiente
a Tiy1 y Tiio tendrd en comin dos caras con el tetraedro correspondiente a 7; y Ty, las
cuales son los dos tridngulos que se forman en el toro ponchado plegado correspondiente
a T;y1. Al pegar de esta forma todos los tetraedros construidos, basta pegar las dos caras
restantes del primer tetraedro con las dos caras restantes del ultimo tetraedro mediante
@ (notemos ademads en la Proposicién 3.9, que ¢(Ty) = T,), para obtener M, lo cual
probaremos mds adelante en la Proposicién 4.2.

AN LT =

Figura 4.1: Tetraedro truncado formado por dos cuadrildteros truncados.

4.1.2. Geometria

Varios autores ([30], [1], [11], [10]) han observado que esta triangulacién se puede
realizar geométricamente por tetraedros hiperbdlicos ideales identificados, como los usa-
dos en la Seccién 3.6. En concreto, cada pareja de tridngulos de Farey consecutivos T; y
T;;1 coinciden en una arista, y por lo tanto determinan tres matrices correspondientes a
las clases de conjugacién de un par de generadores de 71(7*) asociados a los extremos
de dicha arista (ver (3.3)) y a la clase de conjugacién de una concatenacién de ambos
generadores: A, By AB (ver Lema 3.14). Con dichas tres matrices obtenemos un tetraedro
como en la Figura 3.3. M4s atn, una pareja de dichas matrices me define un toro poncha-
do plegado (dos caras del tetraedro en cuestion). Luego, notemos que dos de las matrices
asociadas a 711 y Ti;» coinciden con dos de las tres matrices asociadas a 7; y Ty, lo cual
determinard el pegado entre ambos tetraedros, es decir, pegamos mediante la identidad los
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toros ponchados plegados correspondientes a las dos matrices que se encuentran en ambas
ternas asociadas a T}y Tiv1, ya Tit1 y Tivo.

Ahora, observemos que al intersectar esta descomposicién con el toro cuspidal de M,
cada tetraedro hiperbdlico ideal aporta cuatro tridngulos euclidianos (ver Figura 3.4) y por
lo tanto dicho toro cuspidal estd descompuesto en 4n tridngulos. Esta descomposicidn tie-
ne las siguientes caracteristicas topoldgicas y geométricas.

4.1.3. Caracteristicas topologicas (de incidencia)

1. Consideremos una palabra L™ R™ ["> R™ ... [™ R™ conjugada a ¢, y denotemos
por M =my+mp+---+myN =n; +ny+---+ ng (con la notacién del capitulo
anterior, n = M + N).

2. Dibujamos una franja vertical delimitada por dos rectas verticales a las cuales divi-
dimos en N y M segmentos, respectivamente. Notemos entonces que en una recta
vertical hay N + 1 puntos marcados (extremos de segmentos) a los cuales denotare-
mos por

p(l,O)’ p(l,l)7 p(1,2)’ cery p(l,nl), p(z,l): p(2,2)’ ceey p(2,n2)’ e ap(k,l)v p(k,2)7 L) p(k,nk)

y en la otra recta hay M puntos marcados a los cuales denotaremos por

q(1,0)> 4(1,1)> 4(1,2)> - -5 4(1my)> 92,1)> 42,2)> ++ -5 4(2,mp)> -+ > 4(k,1)> (k2)5 -+ > Gkmy)

en orden de abajo para arriba (ver Figura 4.2).

3. Primero, unimos a p(l’()) con Q(I,O)’ q(l,l), ey CI(l,ml—l) y Q(l,m1); y a Q(l,nu) con
D1 P(12)s -+ > PAm-1) Y P(ln)- Luego, para cada i € {2,3,...,k}, unimos a
Di-1_y) CON g, jy paratodo j € {1,2,...,m;};y aqm, con pg jparaj € {1,2,...,n;}.

4. Reflejamos todos los trazos anteriores respecto a la recta vertical derecha y obtene-
mos dos franjas trianguladas. Después reflejamos las dos franjas obtenidas respecto
a la nueva recta vertical derecha para obtener cuatro franjas trianguladas. De esta
manera obtendremos 4(N + M) tridngulos (N + M en cada una de las cuatro franjas).

5. Numeramos los tridngulos de cada franja como sigue: ponemos un 1 en el primer o
segundo tridngulo de la parte inferior de cada franja (segtn se a el caso), como se
muestra en la Figura 4.2, y luego numeramos cada franja (de abajo hacia arriba) en
orden 1, 2, ... N + M. Notemos que los tridngulos de hasta arriba de la segunda y
cuarta franja tendrén la etiqueta N + M — 1, asi que finalmente pondremos la etiqueta
N + M en los tridngulos de hasta abajo de dichas franjas. De tal manera, para cada
ie{l,2,..., N+ M}, hay cuatro tridngulos con esa etiqueta, los cuales son los
tridngulos correspondientes a un tetraedro ideal.
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4.1y | 1
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Figura 4.2

4.1.4. Caracteristicas geométricas

1. Los tridngulos son euclidianos; la suma de los dngulos de todo tridngulo es & (ver
Figura 3.3, recordando que toda superficie a altura constante hereda una métrica
euclidiana).

2. No hay puntos cénicos; la suma de los dngulos alrededor de un vértice es 2x. Esto
es necesario para que al rededor de cada arista, haya geometria hiperbdlica.

3. Los cuatro tridngulos asociados a un tetraedro ideal (tridngulos con la misma eti-
queta; por ejemplo, ver los tridngulos sombreados en la Figura 4.2), deben ser seme-
jantes. Esto se debe a que los dngulos diédricos de aristas opuestas en un tetraedro
ideal son iguales, ya que dados cualesquiera cuatro puntos z1, 22, 23, 24 € C, las
permutaciones de subindices (12)(34), (13)(24) y (14)(23) se pueden realizar por
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transformaciones de Mobius (ver Seccién 2.5 de [15]). Asi, los dngulos de dichos
cuatro tridngulos, se verdn como los de la Figura 4.3.

G ¥j @5 vy

Figura 4.3: Angulos de los cuatro tridngulos que aporta el tetraedro j-ésimo a la cdspide.

4. En cada conjunto de cuatro tridngulos con la misma etiqueta, el tridngulo de la
primer franja es congruente con su respectivo de la tercer franja, mientras que el
de la segunda franja es congruente con el de la cuarta. Este hecho es consecuencia
directa de la Observacion 3.16 y la Figura 3.5. Esta congruencia de tridngulos se
traduce en una traslacién z+ 1 la cual manda todos los tridngulos de la primer franja
en todos los tridngulos de la tercer franja, y por lo tanto los de la segunda en los de
la cuarta.

5. La descomposicién por tridngulos es invariante bajo dos traslaciones z — z+a'y
z z+ 1, (cona € C\ R). Un representante del toro cuspidal se puede visualizar
como la clase de homotecia del cociente C/{2,a). En concreto, en el caso ¢ =
L™MRML™R™ . L™ R"™, tenemos que a@ = P, — P(1,0) Y en el caso —g, tenemos
que a = pun) — P + 1. Veamos que esto dltimo es una consecuencia de la
Observacion 3.17. En efecto, ¢ es un homeomorfismo de 7* mediante el cual se
pegardn dos de las caras del primer tetraedro (las cuales forman un toro ponchado
plegado) con dos de las caras del dltimo tetraedro de la construccién (las cuales
forman otro toro ponchado plegado). Luego, como vimos en la Observacion 3.17,
R, se corresponde con la rotacién por m en T* alrededor de su ponchadura, lo cual
es equivalente a pensar en —Idy+, y por lo tanto, —¢ hara lo que hacia ¢ seguido de
R,. Esto, a nivel de la cispide, se traduce en la traslacién por uno que se prueba en
la Observacién 3.17 y se explica en la Figura 3.5.
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4.2. Reescritura de mi problema y algunos ejemplos

Dada una palabra + L™ R" [ R" . .. [™R"  existe una tnica descomposicion por te-
traedros de su respectiva 3-variedad, que cumple las caracteristicas topoldgicas y geométri-
cas anteriores (ver [31]). Por lo tanto, podemos reducir mi Problema de la siguiente forma.

Reduccion de Mi Problema: Dada una palabra £L™ R™ L'™2R"2 - .. L"*R"  mi pro-
blema consiste en encontrar una descomposicion por tridngulos del toro cuspidal que
cumpla las caracteristicas topologicas y geométricas de la seccion anterior. El toro cus-
pidal estard dado por la reticula (2, a) (ver Caracteristica geométrica 5).

Notemos que al resolver este problema, no s6lo encontramos los toros cuspidales, sino
que podemos construir la descomposicion por tetraedros ideales de M, a partir de la des-
composicion por tridngulos del toro cuspidal, y por lo tanto la geometria de la 3-variedad
hiperbdlica. Esto es importante pues los resultados conocidos solamente establecen la
existencia de la realizacién geométrica de M,,, sin construirla explicitamente. Por ejem-
plo, Guéritaud [11] usa la existencia de un maximo para una funcién céncava (que resulta
ser la funcién volumen).

Proposicion 4.1. Si el toro cuspidal de My con ¢ = £L™R"L™R" ... " R" tiene
asociada la reticula (2, x + iy), entonces a los toros cuspidales de M1y My, con i =
+[MRM["2 .. R RR™  se les asocia la reticula (2, —x + iy).

Demostracion. Comenzaremos con el toro cuspidal de M, Para esto, consideremos la
triangulacion geométrica del toro cuspidal de M, con ¢ como en el enunciado y llamémos-
la 7. Luego, consideremos la triangulacién formada por hacer una reflexién de 7 respecto
una recta vertical (ver segunda triangulacion de la Figura 4.4). Notemos que esta nueva
triangulacién no es la de M,,, ya que el tridngulo de la primer franja es semejante con el
tridngulo de abajo de su reflejado en la segunda franja, en lugar de ser semejante con el
tridngulo de arriba de su reflejado en la segunda franja. Sin embargo, por la Caracteristica
geométrica 5, tenemos dos traslaciones: una “vertical” y una horizontal. Asi, podemos
cortar la primer franja y pegarsela a la cuarta franja mediante la traslacién horizontal (co-
mo lo muestra la tercer triangulacién de la Figura 4.4, de tal manera que la segunda franja
se convierta en la primera, la tercera en la segunda, la cuarta en la tercera y la primera en
la cuarta), y luego cortar los m; tridngulos de hasta abajo, junto con sus reflejados en las
otras tres franjas, y pegarlos hasta arriba mediante la traslacion vertical (como lo muestra
la cuarta triangulacién de la Figura 4.4). Con esto, obtenemos una triangulacién con todas
las caracteristicas topoldgicas y geométricas de My, con ¢ como en el enunciado.

Abhora, para el caso M, ol basta hacer una reflexién de 7~ respecto una recta horizontal,
y luego cortar la primer franja y pegéarsela a la cuarta franja mediante la traslacién hori-
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Figura 4.4

45



zontal, de manera analoga al caso de My,. Asi, obtenemos nuevamente una triangulacion
con todas las caracteristicas topologicas y geométricas de M1, con ¢! como en el Lema
3.10. ]

Con lo anterior, concluimos que a dos palabras distintas se les puede asociar el mismo
toro cuspidal. Por ejemplo, en la Proposicion 4.1, podemos ver que el toro cuspidal de la
variedad M- coincide con el toro cuspidal de la variedad My, (donde ¢ y ¢ estan defini-
das en la misma proposicién). Aunque no hemos probado ningtn resultado que nos diga
que My y M1 sean variedades distintas (modulo isometria), resulta que dos variedades
no isométricas si pueden tener el mismo toro cuspidal, como lo veremos mas adelante en
el segundo punto de Observaciones 4.4.

Por otro lado, notemos que a partir de la Observacién 3.8, concluimos que M, y
M- son variedades isométricas (Teorema de Rigidez de Mostow), y por lo tanto, uno
podria pensar que el toro cuspidal de ambas variedades deberia ser el mismo, lo cual
contradice la Proposicion 4.1. Lo que sucede en este caso es que podemos obtener dos
variedades isométricas mediante una isometria que invierte orientacion, y por lo tanto,
sus respectivos toros cuspidales también serian isométricos mediante una isometria que
invierte orientacion, es decir, sus toros cuspidales serian distintos puntos en el méoduli de
toros (ver una regién fundamental en la Figura 2.2).

Para lo siguiente, consideraremos la notacién de dngulos de la Figura 4.3. Més atn,
en la Figura 4.2 hay cuatro posibles acomodos de tridngulos, los cuales presentamos en la
Figura 4.5, cada uno con su respectiva notacion.

Proposicion 4.2. La variedad obtenida al pegar tetraedros como se muestra en la Sub-
seccion 4.1.1, estd fibrada por toros ponchados.

Notemos que con esta proposicion, se prueba que la 3-variedad resultante es la 3-
variedad M, en cuestion.

Demostracion. Primero notemos que cada uno de dichos tetraedros estd foliado por toros
ponchados. En efecto, todos los cuadrildteros con los cuales se forman los toros ponchados
al hacer el respectivo cociente, tienen en comun cuatro de las seis aristas del tetraedro
(ver aristas azules de la Figura 4.6). Las otras dos aristas son los pliegues de los dos toros
plegados que se encuentran en la frontera de dicho tetraedro (ver arista roja en el primer
tetraedro y arista verde en el tercer tetraedro de la Figura 4.6). Ademds, cualquier otro
cuadrilatero se ve como el del tetraedro de en medio de la Figura 4.6.

Luego, veamos que al estar foliado cada tetraedro, podemos fibrar toda la 3-variedad.
Para esto veamos que alrededor de cualquier arista; es decir, donde estdn las singularida-
des, podemos deshacer dicha singularidad. Para deshacerla, basta considerar su intersec-
cién con el toro cuspidal, ya que la foliacién en una vecindad tubular de una arista se ve
como una extensiéon de la foliacién en el toro cuspidal mediante un producto. En efecto,
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Figura 4.5: Notacién para los dngulos del j-ésimo tetraedro (caso por caso).

L5/

Figura 4.6: Foliacién de un tetraedro por toros.

con la notacion de la Figura 4.5, podemos notar que en la triangulacién del toro cuspidal,
todo vértice tiene exactamente dos dngulos adyacentes ; y {;, los cuales corresponden a
los pliegues de los dos toros plegados que se encuentran en la frontera de un tetraedro; y
el resto de los dngulos son o bien todos de la forma v, o bien todos de la forma ¢y (escri-
tos por parejas), variando k. En cualquiera de los dos casos, estos dltimos corresponden
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a los 4dngulos de las aristas que tienen en comun todos los toros dentro de un tetraedro
(ver Figura 4.7). Después, notemos que la foliacién en un dngulo v¢ 0 ¢ se ve como un
libro abierto (ver Figura 4.8(a)), mientras que la foliacién en un dngulo {; se ve como en
la Figura 4.8(b), y por lo tanto, podemos suavizar para obtener una foliacién como en la
Figura 4.9. O

Figura 4.7: Angulos adyacentes a un vértice.

Ejemplos 4.3.

(a) En un angulo ¢. (b) En un dngulo v, o ¢

Figura 4.8
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0

Figura 4.9: Foliaci6n suave al rededor de un vértice.

a5 ale 1 | ale
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Figura 4.10: Toro cuspidal asociado a LR.

1. Los toros cuspidales asociados a los homemomorfismos LR y L> R> son muy sen-
cillos de resolver usando las caracteristicas topoldgicas y geométricas, ya que al
proponer los cuatro tridngulos asociados a cada tetraedro congruentes entre si (en
otros casos, s6lo son semejantes), obtenemos una solucién. En efecto, en el primer
caso, obtenemos un toro cuspidal formado por 8 tridngulos equilateros (ver Figura
4.10) y la reticula de dicho toro es (2, \/Lg) (notemos que su representante en la re-

gién fundamental presentada en la Figura 2.2 es 2 V3i ya que (2, %) = (1,2 V3i),
modulo multiplicacién por un escalar complejo). Ademds, M, es una variedad bien
conocida: el complemento del Nudo Figura-8 (ver capitulo 8 de [8]). En el segundo
caso, obtenemos un toro cuspidal formado por 16 tridngulos rectangulos isésceles
(ver Figura 4.11), el cual tiene como reticula a (2, i) (notemos aqui, que 2i es su
representante en la regiéon fundamental de la Figura 2.2, ya que (2,i) = (1,2i),
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Figura 4.11: Toro cuspidal asociado a L* R?.

nuevamente, médulo multiplicacién por un escalar complejo).

. Un caso un poco mds complicado, donde los tridngulos de cada tetraedro no son
congruentes, es el correspondiente al difeomorfismo L R? (para lo siguiente, con-
sideremos la Figura 4.12(a)). En efecto, por un lado tenemos tres ecuaciones que
resultan de las tres distintas sumas de dngulos en cada tridngulo

¢;+vi+ i =n parai€{l,2,3}.

Luego, puesto que la suma de los dngulos alrededor de cada vértice es 27, tenemos
las ecuaciones

2V1+2V2+2V3+{1+§3=27T, 2¢1+2¢3+2§2=2ﬂ' y 2¢2+§1+§3=27‘(.

Al considerar la traslacion vertical de la Caracteristica geométrica 5 y la traslacion
horizontal de la Caracteristica geométrica 4, obtenemos que los dos segmentos ver-
des de la Figura 4.12(a) son paralelos, al igual que los dos segmentos rojos de la
misma figura. Por lo tanto, obtenemos las ecuaciones

O+¢3=0+v3 y vi+tva+v3+{=m.

Resolviendo el sistema de las ocho ecuaciones anteriores, podemos escribir a todas
las variables en funcién de ¢ y ¢, como sigue:

o1 = ¢1, ¢ = ¢, ¢3 = ¢y,
Vi = ¢ — ¢y, vy =2¢1 — ¢, V3 = ¢ — ¢y,
{1 =1 —¢o, H =7 =2¢, =1 — ¢

De lo anterior, tenemos que ¢3 + ¢ + {» = n. Luego, ademés de que los dos seg-
mentos rojos son paralelos, también tienen la misma longitud. Entonces, la unién
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(b) Toro cuspidal asociado a LR.

Figura 4.12

de los tridngulos 31, 11 y 21 forman un paralelogramo, y por lo tanto v, + v; = 3.
Al sustituir los valores de v, v y {3 en funcion de ¢; y ¢» en la dltima ecuacidn,
obtenemos que ¢; = 1 — ¢y, y asi, podemos escribir a todas las variables en funcién

de ¢, como sigue:

¢ =71 — ¢, ¢ = ¢, ¢3 =7 — ¢,
vi =2¢—m, vy =21 —3¢2, vy =2¢p —m,
{1 =71 — ¢, O =2¢y -, =1 — ¢

Por otro lado, notemos que los tridngulos il e i2 corresponden al i-ésimo tetraedro
de la construccion, y por lo tanto son semejantes. Luego, denotamos por 7s;; al lado
del tridngulo ij cuyos vértices corresponden a los dngulos r; y s;. Con la notacién
anterior, y usando Ley de senos en los tridngulos que comparten un vértice con
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valencia minima (por simplicidad), tenemos que

— sin{p — sin{p —
v = : =
v Sinv, Lo S v, 4P
sin{p sin vy — sin{ sinvy —
= Vip = ——— Voo
sin v, sin ¢ sin v sin ¢
. 2 . . 2 .
sin” {; sin vy ¢—{ sin” {, sin vy ﬁ
= T2 2T T 5 o P31
sin? v, sin ¢ sin? v, sin ¢
. 2 . . . 2 . .
sin“ {, sinvy sinvz — sin“ > sinvq sinvy —
= 5= - V31 = T — V1,
sin” v, SIn @ sin ¢3 sin” v, SIn ¢y sin ¢3
lo cual implica que
.2 . . . 4
sin”{p sinvy sinvy sin” (2¢p — 1)

1 =

sin v, singy sings  sin?(27 — 3¢n) sin?(x — ¢)’

de lo que podemos concluir que tan® ¢, = 7. Con esto tltimo, encontramos todos

los angulos ¢;, v; y ; y por lo tanto obtenemos su toro cuspidal formado por 12

tridngulos, cuya reticula es (2, 1 ;ﬁ 1) (notemos nuevamente, que su representante

en la regién de la Figura 2.2 es V7i).

Observaciones 4.4. Para las siguientes observaciones, consideraremos las reticulas aso-
ciadas a toros cuspidales (2, z), las cuales fueron obtenidas mediante la descomposicion
estudiada.

1. Si (2, z) es la reticula asociada al toro cuspidal correspondiente al difeomorfismo
+[MRMMR™ .. " R™ entonces la reticula asociada al toro cuspidal corres-
pondiente al difeomorfismo

™M RML™R™ - [ R LM RN ™R - - - [ R™ (4.1)

es (2, 2z). Mds general, (2, nz) es la reticula asociada al toro cuspidal correspon-
diente a la palabra repetida n veces. Con esto y los ejemplos anteriores, obtenemos
una infinidad de ejemplos de toros cuspidales.

En efecto, puesto que el plano euclidiano es cubierta del toro plano, tenemos que
una descomposicion por tridngulos del toro debe subir a una triangulacién del plano.
Por lo tanto, la triangulacién del plano referente a una palabra coincide con la trian-
gulacion del plano correspondiente a dicha palabra repetida n veces.
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2. Un toro puede aparecer como cuspide de dos 3-variedades My, y My, no isométri-
cas, incluso con palabras correspondientes a ¢ y ¢», de distinta longitud.

Como vimos en Ejemplos 4.3, al difeomorfismo ¢ = L?R? le corresponde el toro
con reticula (2, i). Luego, por la observacion anterior, tenemos que al difeomorfismo
904 = (L*R>* e corresponde el toro con reticula (2, 4i). Ambas reticulas representan
la misma clase de homotecia del toro plano, pero las variedades M, y M4 no son
isométricas, ya que por el punto anterior, el volumen de M+ es 4 veces el volumen
de M,.

Notemos que el resto de los ejemplos son mds complicados de resolver unicamente
con las caracteristicas topoldgicas y geométricas de la descomposicién por tridngulos. En
general, usando este método para una variedad cuyo difeomorfismo asociado es una pa-
labra de longitud N + M, tenemos 3(N + M) variables (dngulos), y 2(N + M) ecuaciones
lineales que se obtienen de manera sencilla de las primeras dos caracteristicas geométricas
(la descomposicién por tridngulos tiene N + M tridngulos, salvo semejanza, y N + M vérti-
ces descritos de manera distinta combinatoriamente). Luego, tenemos 2 ecuaciones (ya no
tan ficiles de obtener) al suponer las dos traslaciones que forman el toro cuspidal. Final-
mente, por experiencia, podemos obtener N + M ecuaciones trigonométricas (nuevamente,
una por cada vértice, como en el ejemplo LR?), las cuales forman un sistema complicado
de resolver, incluso para una computadora. Por lo anterior, no es viable continuar con este
método.

4.3. Un algoritmo elemental con transformaciones de Mobius

Consideremos el homeomorfismo +L™ R™ L2 R"> . .. ™ R™ y la descomposicién por
tridngulos del toro cuspidal de su 3-variedad correspondiente. A continuacién, presenta-
remos un algoritmo para obtener dicha descomposicién en términos de la solucién de un
sistema de dos ecuaciones.

1. Dividimos dicha descomposicion en dos copias de 2k cuadrildteros como se mues-
tran en la Figura 4.2 (ver cuadrildteros remarcados). A cada elemento L™ o R™,
le corresponde de manera natural dos de estos cuadrildteros, los cuales deben ser
congruentes gracias a la Caracteristica geométrica 4 de la descomposicién del toro
cuspidal.

2. Todos los cuadrildteros tienen una diagonal paralela al eje real y de longitud 1.
Esto también se debe a la Caracteristica geométrica 4 de la descomposicion del toro

cuspidal.
3. Notacion para cada cuadrildtero con pestarias.
Paracadai € {1,2, ..., k}, consideremos la sucesién de nimeros complejos (Q;, j))T:igl
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de manera que al trazar los segmentos entre Q. j Y Q. j+1), para j € {0,1,2,...,m;};
entre cada Qg j) y %, para j € {0,1,2,...,m; + 1}, y entre cada Qg ;) y —%, pa-
ra j € {0,1,2,...,m;}, se formen los tridngulos de una traslacion del cuadrilatero
correspondiente a la palabra L". De manera andloga, hacemos esto para los cua-
drilateros (con pestafia) correspondientes a las palabras R", mediante sucesiones
(P, J-));Z(r)l (ver Figura 4.13).

P

Pim;+1)

Figura 4.13

4. Expresion recursiva a partir de los primeros dos términos de cada cuadrildtero.
Podemos escribir las sucesiones de manera recursiva como Q; iy = ]"\Oj (O.0y)
i) = Ja (i.0)) Y

P, j = ’g\bioj (Pqi,0)), donde

O+a;
20+ 1

— b,

Jai(Q) = P+l

y gn(P) = 4.2)
con a; =20 1) Qu0 — Quo)+ Ou 1y Y bi =2Pi 1) Pio) + Pi o — Pi, 1.
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Demostracion. En los cuadrilateros correspondientes a L™, usaremos las seme-

janzas de sus tridngulos (ver la tercer caracteristica geométrica de descomposi-
.« . . . . .« , 1

cion); es decir, para cada i, necesitamos que los tridngulos A(=3, O, j-1), Q. j))

y A(%, Qq, j+1)» O, j)) sean semejantes. Entonces

204, j) + 20, j-1Qa.p ~ Qa.j-1)
2Q(,', il 1 ’
La ecuacion (4.3) es una expresion de @ j+1) que depende de los dos términos

anteriores, pero también es posible dar una que sélo depende del término anterior y
de a; (con a; como arriba). En efecto, probaremos por induccion sobre j que

O, j+1) = 4.3)

O, j) + ai

=0 (4.4)
2Q(,', ) +1

Q. j+1) =
B.I: Estd dada por la ecuacion (4.3) para j = 0.

H.I: Supongamos cierta la afirmacién para j.

Demostracién para j + 1: Como la ecuacion (4.4) es cierta para j, podemos
despejar Q(;, j-1) de la misma y obtener

O, j) — ai

Qi j-1 = ,
@ j-1) 1-— 2Q([,])

la cual sustituimos en (4.3) para obtener lo que se quiere.

De manera andloga, construimos los cuadrildteros correspondientes a las palabras
de la forma R". En este caso, para cada i, los tridngulos A(—%, P jv1), P j) y
A(%, P, j-1), P, j)) son semejantes, y procedemos igual que en el caso anterior.

Finalmente, puesto que la ecuacion (4.2) es equivalente a escribir Q(; jy1) = }/C;I.(Q(,', N2
concluimos que Q;, j) = faioj (Qq,0)), y de manera andloga que P j) = ?bf)] (P, 0))-
O

. Podemos escribir a Q;, j) como funcion no recursiva de los complejos Qo) y Q1)
y a P, jy como funcidn no recursiva de los complejos P ) y P(; 1) como sigue:

a,- [(1+ \/Z_a,-)j+(1— \/ﬂ)f] 00y + \/%[(H x/2_a,-)j—(1— \/ﬂ)’]

Qi j = el
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[<1 _ \/2—191)1 N (1 . \/2—]91)1] Pi.o) + \/g[(] - \/2—191)1 _ (1 + \/2_19,)1]

P j =

(1= V2B) - (14 V2B | Py + \/g (1= V2B) + 1+ V25|

S

La demostracién de ambas expresiones son inducciones rutinarias sobre j.

6. Podemos escribir a cualquier elemento de cualquier cuadrildtero en funcion de

Oa,0)y Qa, 1)-
Para esto, basta escribir a P(; 0y y P(;, 1) en funcion de Qi ) Y Qi mi+1); Y @ O(i+1,0)
y Q(i_,.], 1) en funcion de P(,', n) Y P(,', ni+1)-

En efecto, observemos que para poder realizar el pegado de los cuadrildteros, ne-
cesitamos que algunas parejas de vectores coincidan (ver Figura 4.14). Primero
observemos los lados de los cuadrildteros, y notemos que el vector P; o)+ 1/2 debe
coincidir con el vector 1/2 — Q; ;) ¥ €l vector Qi+1,0y — 1/2 debe coincidir con el
vector —1/2 — P(; ,,y. Por lo tanto, concluimos

Pioy==Qimy Y Qu+1,00 = —Piny- 4.5)

Luego, también tenemos que el resto de los vectores de las “pestafias” en la Figura
4.14 deben coincidir, es decir

Py = Paoy = Qam+y — 1/2 y  Qu+1,1) — Q1,00 = Piion+1) + 1/2. (4.6)
Al sustituir las ecuaciones (4.5) en las ecuaciones (4.6), obtenemos
Pi1y = Q6m+)y = 1/2=0Q6my Y  Qurt.1)y = Pln+y + 1/2 = Piiny.  (4.7)

7. Finalmente, al hacer Qu+1,0) := Ou1,0) ¥ Qu+1,1) := O(,1), obtenemos el sistema
de ecuaciones racionales

01,00 = =P, np) y 01,1 = Pi,m+1) + 1/2 = P, ny),

que también puede ser escrito como
01,00 =Piny Y Qu,1 =Pt +1/2+ Qo).

Observacion 4.5. Traslacion de cuadrildteros. Con el algoritmo anterior, construimos
cuadrilateros con dos vértices opuestos en —1/2 y 1/2; es decir, construimos los cua-
drilateros de la Figura 4.2, pero ajenos. Con lo anterior es suficiente para obtener el siste-
ma de ecuaciones deseado, pero para conseguir la realizacion geométrica de la Figura 4.2
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st

Qi1

Qym,y

e

Figura 4.14

completa, basta trasladar cada cuadrilatero a su posicion correcta. Para esto, denotaremos
por g, j) Y P,j alos trasladados de Qg ) y P, j), respectivamente. Entonces

iy = Oa.j) si i=1yje{0,1,2,....m},
D Qg = Qo) + dlimtamy) si i€{2,3,...,klyj€e{0,1,2,...,m,

Dy = P j = Pioy =3 sii=1yje{0,1,2,...,m},
@1 Pi.jy = Pioy + Pli-1ni-1) si 1€(2,3,...,k}yj€{0,1,2,...,n;}.
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4.4. Avances en el caso particular: LRV
Aqui nos concentraremos en las palabras de la forma

1 M 1 0 1+MN M
LMRN = =
0 1 N 1 N 1

Daremos expresiones de nuestro sistema de ecuaciones en funcién de nuevas variables
que hablan de la geometria de la 3-variedad. Usando esto, mencionaremos algunas ca-
racteristicas geométricas de dichos toros cuspidales en este caso particular, y con ellas,
mejoraremos el grado (a la mitad) de las ecuaciones del algoritmo anterior. En el caso en
el que M y N son pares, daremos la expresion explicita de un sélo polinomio.

En efecto, en la seccidn anterior, dada la palabra L™ R" L™ R"> . .. L™ R"_ obtuvimos
al toro cuspidal como el pegado de 4k cuadrildteros; dos cuadrilateros congruentes entre
si por cada L™, y dos cuadrilateros congruentes entre si por cada R, coni € {1,2,...,k}.
Ademds, cada uno de estos cuadrildteros se componian por 2m; 6 2n; tridngulos, segiin sea
el caso. Restringiendo el algoritmo mencionado para el caso particular LYRY | obtenemos
tinicamente cuatro cuadrildteros: dos correspondientes a LM y dos correspondientes a RV,
compuestos por 2M y 2N tridngulos, respectivamente. Para el resto de la seccién, consi-
deraremos la notacion de la Figura 4.15, la cual se obtiene al olvidar la primer coordenada
del subindice de cada Qy; ;) y de cada Py j, las cuales son irrelevantes ya que s6lo hay un
cuadrildtero (con su copia) para cada caso. Ademds, también olvidaremos el subindice i
en a; y b;, definidas previamente.

Figura 4.15

Abhora, notemos que f, manda la geodésica dirigida que vade —1/2 a Q; en la geodési-
ca dirigida que va de oo a Q;, (para cualquieri € {0, 1, ..., N—1}), y de manera andloga,
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tenemos que g, manda la geodésica dirigida que va de 1/2 a P; en la geodésica dirigida
que va de oo a P;y; (para cualquier i € {0, 1, ..., M — 1}). Por lo tanto, al considerar los
cuadrildteros ideales plegados (—1/2, Q;, Qit1,%0) v (1/2, P;, Piy1, o), respectivamente,
tenemos que f; y g» son elementos de 71 (T*).

De lo anterior, concluimos que

1 a 1 b
fy= ‘/12—2a \/11—2a y gy = \/1—22b \/11—2b
Vi-2a V1-2a Vi-2b V1-2b

son, salvo conjugacion del grupo kleiniano (M), elementos del grupo my(M,). Mas
aun, ambas son isometrias loxodromicas (ver Pagina 9) de M,,.

Por otro lado, como toda isometria loxodromica es conjugada a una isometria T\(z) =
kez con |k| # 1, definimos la longitud de traslacién compleja de una isometria lo-
xodrémica T\, como

UT) = log(k) + if. (4.8)

Es decir, 5(7"\) es el unico elemento de C/2ni Z que satisface que

= Re(f(?)) > 0 es la longitud de traslacién a lo largo del eje de T (donde el eje de T
es la geodésica en H? que conecta sus dos puntos fijos) e,

= Im(f(?)) es el angulo de rotacién de T alo largo del eje de T.

Luego, usando (4.8), tenemos que

2cosh(£(T)) = D)2 4 D)2 _ Jog(VR) ,i0)2 | log(1/ VE) ,=i6)2
= Vke? + 72 | \k = te(T),
es decir, K(T) € C/2ni7Z esté caracterizado por
o«T ~
+tr(T) = 200sh(%), con Re(4(T)) > 0. 4.9)

Por simplicidad de notacion, denotaremos por £y £y, a £ (]’C;) y €('gp), respectivamen-
te. Asi, al considerar la ecuacién (4.9) para la isometria f, y la misma ecuacién para la
isometria gy, y luego despejar a y b de ambas ecuaciones, obtenemos

1 ¢ 1 €
a= Etanh2 (Ef) y b= Etanh2 (Eg)
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Escritura de Q; y P; como funciones no recursivas.

Para esto, haremos los cambios de variable

1 lr uly 1 , v,
Qo = Etanh(?)tanh(T) y Po= Etanh(z tanh ENE 4.10)

con u, v € C nuevas variables, y probaremos por induccién que

w+ ity
2

Uy

1 4 -Ne
Qj= Etanh(g)tanh( 8 Sl

1
y Pj= Etanh(E)tanh(T), “4.11)

y mds aun, probaremos que podemos escribir a Q; unicamente en funciéonde Qo y £r,y a
P; en funcién de Py y £,, como

¢ il
200 + tanh(—f)tanh(]—f)
= lt nh f—f 2 2 4.12)
Q) =7 tanh| 5 its o\ ‘
20 tanh | — | + tanh | =
2 2
l
200 — tanh(ig)tanh(] g)
Pj= Etanh(—g (4.13)

14 e\’
—20 tanh (JTg) + tanh (zg)

Demostracion. Probaremos por induccion la primer ecuacion de 4.10. En efecto, para
j =1, tenemos

tanh (L) + tanh (£
Fon - Lam(Y ) TR o (6 g (@ DG
JalQo) = 5 tanh{ 5 ¢ la B ) A
tanh | = [tanh | — | + 1
2 2
ve l
tanh | =% | - tanh | £
S an(z) an(z) _ ol () (0= DG
S e ) 2 vl B e Y 2 )
—tanh|—=|tanh | —] + 1
2 2
donde las ultimas igualdades de cada rengldn se siguen de la identidad
tanh tanh
tanh(x + y) = 200 + anh(y) (4.14)

1 + tanh(x) tanh(y)
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Luego, si suponemos que la ecuacién es cierta para j, entonces

+ N 4
tanh(%) + tanh(if)

4 + e
tanh(%)tanh(%) +1

1 4 +7j+ D¢
Etanh(%)tanh((u]—)f),

- 1 t
Qj1 = Q) = ;wﬁ%)

2

v=-n¢, g
(O %)

Ly v—7Dt
A I

L (G (=G D)
[0

donde las udltimas igualdades se siguen nuevamente de (4.14).
Luego, para probar (4.12) y (4.13), basta usar las férmulas que acabamos de probar.
A continuacién probaremos (4.12) (la prueba de (4.13) se hace andloga).

1 ly (u+ ity
Etanh(z)t h(T)

ufl 4
(ff) tanh( zf)+tanh(12f)

2 ul ¢
tanh( 2f)tanh(J f) +1

Pis = g(P))

I

N |

—+

o

5

=
——
(ST
SN —

0j

1
— tanh
2an

2
2

4 u’l 4 4
) lt ) ¢ tanh(?f)tanh( 2f)+tanh(2f)tanh(]2f)
B anh [ 2 canh (““ ) tanh (2] + tann (&
an?an2an2+an2

lr ff

20 + tanh | — > tanh >

7 %
200 tanh(]Tf) + tanh(zf)

1 4
3 tanh(;j)

61



Teorema 4.6. Los toros cuspidales asociados a productos de la forma LM RN se pueden
ver como el pegado de cuatro paralelogramos congruentes, los cuales estdn triangulados
de igual forma por parejas (dos de ellos estdn triangulados por 2M tridngulos y los otros
dos por 2N), donde ademads, dichas triangulaciones son centralmente simétricas.

Demostracion. Primero probaremos que los cuadrildteros son paralelogramos congruen-
tes.

1
0,-0p = 3 + Py4q ver primera ecuacién de (4.6),
+ 1 Py-b
S ZQQOO +a1 - Qo= 3 + 11—V—2PN ver ecuaciones (4.2),
a-202 1-b
N 9 __2
200+1 1-2Py
, 1 .
& a-20p= 5~ b ver ecuacion (4.5).
a+b-1
2 2
= =—>=
9 3
Y de manera similar,
1 .
Py —Py=0ps1 — 3 ver segunda ecuacion de (4.6),

Py-b P_QM-I-a_

1
2Po+1 YT 20+l 2 ver ecuacion (4.2),

2 1
—b+2P0: a—j
—2Pp+1 20y +1

1
& -b+2Pl=a- > ver ecuacién (4.5).
1
o po a+b- 3
0 2

De lo anterior, tenemos que Q% = Pg, y usando (4.5), obtenemos que
2 _ 2 _p2_ 2
Py =0y =Py = 0Oy
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y finalmente, por la manera en que construimos P; y Q;, concluimos que
—0Om = Qo = Po = —Py, (4.15)

lo cual es equivalente a decir que ambos cuadrildteros son paralelogramos congruentes.

Ahora, para probar que ambos paralelogramos son centralmente simétricos, basta
probar que Q; = —Qy-_j paratodo j € {0, 1,2,...,M}y P; = —Py_j para todo j €
{0, 1, 2, ..., N}. Para esto, primero observemos que con lo que hemos probado hasta el
momento, es posible deducir el valor de las variables u y v que introdujimos en (4.10). En
efecto, como Qy = —Qpy, tenemos

4 M
tanh (%) = —tanh (%5,"),

y por lo tanto
M N mis
U=—-——+—,
2ty
ya que tanh @ = tanh§ & @ = 8 + 7is, para algtn s € Z. De manera andloga, partiendo de
Py = —Py, concluimos que

para algiin s € Z, (4.16)

y =

N it
> dh para algin ¢ € Z. 4.17)

+ —,
fg

Entonces

1 tr -M2+ M- mis
Om-j = itanh(E)tanh(fffﬁ-?

1 lr -M/2+j mis
—Etanh(g)tanh(Tff—T :_Qj y

1 4 N/2-N+j it
= tanh (;)tanh(g ly + ﬂ)

Pr-j 2 2

1 l N/2—j it
—Etanh(z)tanh(T fg —-—— | = _Pj

O

Usando las ecuaciones (4.16) y (4.17) para t = 0 = s, tenemos que las ecuaciones
(4.11) se convierten en

Mty jty g

0: =~ tann (%) ann + P = L anh (%) ann (Yo 7))
; = = tanh [ = |tanh | ——— + — ;= —tanh| = |tanh | — — —|. (4.
=3 2 4 " YT 2 4 2
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Los casos s # 0 o t # 0, son muy similares, pues tendremos

1 ff Mff ]ff 1 f Nf jfg
Qj:itanh(g)COth(_T 5 y/o PJ_Etanh > coth| —= - "3 | (4.19)

seglin sea el caso. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, sélo consideraremos las ecua-
ciones (4.18) para lo siguiente.

Proposicion 4.7. Podemos escribir el sistema de ecuaciones (4.6), en funcion de {y y {,
como sigue.

Sistema de ecuaciones para el caso LMRY

en funcion de las longitudes (s y €.

N¢ , 4
cosh? (Tg) = tanh?® ( > )cosh2 ( zf),
Mt ty t,
2 fl _ 2 2
cosh ( ) ) tanh (2)cosh (2)

Este dltimo sistema de ecuaciones puede compararse con el propuesto en [11] (basta
hacer los cambios de variables £y = —2ib'y {, = 2ib’ para obtener los cuadrados de las
ecuaciones que aparecen en [11]), donde el autor, Guéritaud, sélo demuestra que existe
solucién para casos donde M y N son suficientemente grandes. El trabaja principalmen-
te con los dngulos de la descomposicion por tridngulos del toro cuspidal, y con dichas
ideas, no nos fue posible completar la prueba para cualquier caso LMR"Y. Sin embargo,
con nuestra propuesta (transformaciones de Mdobius) podemos deducirla de la siguiente
manera.

Demostracion. Sustituimos las ecuaciones de (4.18) en la primer ecuacién de (4.6), y
obtenemos

1 { Nt, ¢ N¢ 1 ¢ Mt 4 1
ztanh(gg) (tanh(—T + Eg) —tanh(—Tg)) 7 tanh( ;)ta h( 4f - Ef) -5

Ahora, usando la identidad (4.14) en ambos lados de la igualdad (donde aparece una
expresion de la forma tanh(x + y)) y haciendo 4lgebra elemental, obtenemos

N¢ ¢
tanh? [ —2 | -1 tanh? A -1
. h2(€g) 4 2
anh” | = = .
2 , N¢, ty Mty
l—tanh(z)tanh( 1 ) 1+tanh(2)tanh( 7 )
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Luego, observemos que los denominadores de cada lado de la ultima igualdad son iguales,
ya que Py = Qy (ver ecuacidn (4.15)). Entonces

4 N¢ 4
2 2 A 2[4
tanh (—2)(tanh (—4 ) 1) tanh (—2) 1.

Finalmente, usando la identidad 1 —tanhz(x) =1/ coshz(x), obtenemos la primer ecuacién
que se quiere demostrar.
Haciendo lo andlogo, comenzando con la segunda ecuacién de (4.6), obtenemos la
segunda ecuacién que se quiere probar.
O

Lema 4.8. La reticula asociada al toro cuspidal de la 3-variedad M, con ¢ = LMRN es
(2,7), con

| 1 1
T = — —_
ty ¢
hZ A h2 -8
cos ( > ) cos ( > )

Demostracion. Notemos que

tr uty tr Mty
T=0m—-Qo=-20Q0 =—tanh > tanh - = tanh > tanh = |

donde la segunda igualdad es verdadera por (4.15), la tercera por (4.10), y la cuarta se
obtiene al considerar s = 0 en (4.16). Luego,

Mt Mty l 14
senh? (—f) cosh? (—f) -1 tanh® (?f) cosh? (?g) -1

tanh(MT{ff) N M4€ B jw N ¢ A
cosh? (Tf) cosh? (Tf) tanh? (%) cosh? (Eg)
donde las primeras dos igualdades se obtienen al usar identidades conocidas
tanh(x) = senh(x)/ cosh(x) y cosh?(x) — senh?(x) = 1, (4.20)

y la dltima igualdad se debe a la segunda ecuacién de la Proposicion 4.7. Por lo tanto,
concluimos que

¢ £ ¢
tanh® (Ef) cosh? (Eg) -1 . senh? (%) { . T
¢ B 0\ 6\ | 0\
cosh? (Eg) cosh? (?f) cosh? (Eg) cosh? (?f) cosh? ( >
usando nuevamente las identidades (4.20) en la segunda y tercer igualdad. O
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Usando las variables del algoritmo anterior.

En la seccién anterior (ver paso 5 del algoritmo), encontramos otra forma no recursiva
de escribir a todos los vértices de la triangulacidn en funcién las variables Q1 y a. No
escribimos la forma explicita de los sistemas de ecuaciones a resolver (ver paso 8), ya que
no logramos escribirlos de manera compacta. Sin embargo, nuevamente, al considerar el
caso LMRN si sera posible escribir de manera explicita nuestro sistema de ecuaciones en
funcién de Qo y Q.

Para esto, primero, podemos reescribir las ecuaciones obtenidas en el paso 5 del algo-
ritmo de la Seccién 4.3, para este caso particular LMRY, como

QM:\/g

() (1= V30" @0+ 2[00+ V)" (1 V)"

il

[(1 +v2a)" +(1- \/%)M]

[(1+ v2a)" - (1 - v22)"| 00+ |5

|
g
S
SN—"
=
|
=
+
g
S
S—"
‘_2‘

. \/E[(l - V2B) 4 (14 @)N] Po + \/g[(l
2[(1 - V2B) - (1+ @)N] Py + \/g[(l

donde a =201 Q¢p— Qo+ Q1yb=2P Py + Py— Py.

Abhora, al sustituir la ecuacién (4.3) para j = M, en la primer ecuacién de (4.7),
tenemos que

I
g
S
~
=
+
—_
[S—y
+
=
S
~—"
_

_ Om-10m — %QM—l - 03 - i

Py

Owm+ %
Luego, por el Teorema 4.6, tenemos que Qy = —Qo Yy Oup-1 = —Q;. Por lo tanto, con-
cluimos que
01Q0+301-0%-1
P = .

1
-Qo+ 3
Con esto, podemos escribir dos ecuaciones racionales (cocientes de polinomios) con dos
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incognitas como sigue.

Sistema de ecuaciones para el caso L¥R" en funcién de Qy y Q;.

_00 = g[(1+‘/%)M+(1—\/E)M_ QO+\/§:(1+‘/%)M—(I—@)M]
2[(1+ vaa)" - (1- ‘@)M Qo + \/?(H V2a)" +(1- \/%)M]
0= 9[(1—@)N+(1+m)N: QO+\@:(1_@)N_(1+@)N]
2[(1—@)N_(1+@)N‘ 0o + @:(l_m)N+(l+@)N]

donde a=20100-0Q0+Q1 y b=203-20100-01+Q+3.

Partiendo del centro de los paralelogramos:

Ahora, usando nuevamente el hecho de que ambos paralelogramos son centralmente
simétricos, podemos optimizar el grado de los polinomios. En efecto, si M = 2m (o
N = 2n) es par, entonces O, = 0 (0 P, = 0);ysiM =2m+1 (N =2n+1)
es impar, entonces Q1 = —Qp (0 Pyy1 = —P,). Asi, siguiendo el mismo algoritmo,
pero ajustando la notacién, partiendo del centro de los paralelogramos (ver Figura 4.16),
podemos obtener dos polinomios en dos variables, de la mitad del grado de los anteriores.
Sin embargo, su escritura depende de la paridad de M y N, asi que nos restringiremos a
estudiar el caso en el que ambos son pares. De hecho, en este caso logramos obtener una
sola ecuacidn racional en una variable, como se muestra a continuacion.

2n

., . . o)
Ecuacién polinomial para el caso L~ R".

VI [(1-+ v331)" (1= v20))'| V=R (1 - vear)

n

_ -(1+ 27|
() (e T (R R

b

2

Voo |(1 - vie) - (- v )

2[(1+ v221)" + (1 - v20)']

donde Pi=01-2
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Figura 4.16

Demostracion. Como M = 2m, por el Teorema 4.6, tenemos que Qg = 0y Oy = -0
parak € {1,2,...,m}. Haciendo el caso particular de las ecuaciones de la seccion anterior,
tenemos

V201 (1 + V20"~ (1~ vaai) |
o[+ voo) + (1~ viar) |

m

V2|1 - ¥R - (14 V2P|
o[- V2] + (1 V2

Luego, como ambos paralelogramos son congruentes, sabemos que Q,, = P,. Ademds, de
(4.2), tenemos que

n

Q :Qm+Ql P = Pn—1+Pl
S T sy -
y por lo tanto
Om+ Oy P, — P
==" = 1= . 4.21
Om+1 20, + 1 y n—1 2P, + 1 ( )
Finalmente, sustituyendo P, = Q,, y (4.21) en
1
Qm+1 - E =P,- P, (422)

(la cual es un caso particular de usar la simetria en la primer ecuacién de (4.6)), conclui-
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mos que Py = Q) — 2Q,%1 + 1/2, el cual puede ser escrito en funcién de Q| como

V201 [(1+ v2or)" - (1= V2ol )|

P =Q1—2 m m +1/2.
2[(1+ v201)" +(1- v201)"|
Por lo tanto, concluimos lo que se queria probar. O

Enseguida, presentamos algunos polinomios para casos particulares.

Caso particular: Ecuacién polinomial para el caso

L2R2n .

200 [A-X)"+(1+ X)) =X[1-X)"-(1+X)"],

donde X= \/—ZQI +407 - 1.

. L2 . . A o)
Caso particular: Ecuacién polinomial para el caso L*R*" .

40 [1-X"+ (1 +X"] =1 +20DX[(1 - X)" = (1 + X)"],

_ /—(1 -201)
donde X = W

Notemos que con los algoritmos anteriores, obtenemos sistemas de una o dos ecuacio-
nes, de manera que con una de sus soluciones podemos obtener la realizacion geométrica
de los toros cuspidales que buscamos. Sin embargo, no sabemos cudl es la solucién que
funciona. A continuacidén, presentamos un lema que nos ayuda a deshacernos de algunas
raices inservibles, aunque cabe aclarar, que es una cota muy amplia que sigue involucran-
do muchas raices (con experimentos computacionales, notamos que se deshace aproxima-
damente de la mitad de las raices).

Lema 4.9. Para toda j € {1,2,...,M — 1}, se tiene que |Q;| < %

Demostracion. Para cada j € {1,2,...,M — 1}, denotamos por «; y §; a los dngulos
A(—%, 0j, Qj-1),y A(%, Q;, Qj-1), respectivamente. Notemos que para poder obtener Q;
sin que se traslape con los tridngulos que construimos usando Q1, Q», ..., @1, necesi-
tamos que 2a; + 3; > m (ver Figura 4.17), y por lo tanto, concluimos que

2ay +Py <m y 20;+Bj>n si je(l,2,....M—1}
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B =

SR
B =

(a) 2a; +Bj < m. (b) 2a; +B; > .

Figura 4.17

B

Figura 4.18

Para concluir la demostracion, probaremos que si |Q;] > 1, entonces 2a; + 5 < m, 1o
. _ 1 _
cual no puede suceder. En efecto, si |Q;| = 71, entonces a; + f3; = % con0<aj, B < %r’ y
por lo tanto 2¢; + f; < . Luego, si |Q;| > 1, entonces ¢ > ay d > b, con ¢ = |Q; + 3],
d=10;- %I y a, b construidos como en la Figura 4.18. Luego a> + b*> = 1 = ¢> + d* -
. 1 T

cd cos(a; + B;) y por lo tanto cos(a; + B;) > 0; es decir, @; + B; < 7. Nuevamente, como

s 1 s

0 < aj, Bj < 5, concluimos que a; + B; < 5.

Algunos ejemplos: Finalmente, presentamos las realizaciones geométricas de algu-
nos toros cuspidales asociados a palabras de la forma LMRY. Dichos toros fueron cons-
truidos con los algoritmos presentados en este capitulo.
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(b) L*R3.

(a) L*R3.

(d) L3R%.

(c) L*R*.

(f) L°RS.

(e) L°R*.

Figura 4.19: Los siguientes ejemplos mds sencillos.
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VAN,

NP AV AN

—

(C) L81R3. (f) L4R120.

Figura 4.20: Otros ejemplos con M y N mas grandes.
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4.5. Puntos limite de toros cuspidales

El propésito de esta seccidn es obtener a qué toros se estan acercando algunas familias
de toros cuspidales asociados a palabras de la forma LY RV,

En Ia Observacién 3 (que se encuentra después del enunciado del Teorema del Pivote)
de [23], se prueba que

Cl ) ’C\l ?2
W < Re(ff) < W? ﬁ < Re(fg) < m,
2r < N 21 <=
_ . _ 5
m(¢p)| = y Im(ty)| =

para algunas constantes c;, y ¢; independientes de M y N, de donde se deduce de manera
directa que

ty >0 cuando M — o0 y t, > 0 cuando N — oo, 4.23)

Con lo anterior y con el Lema 4.8, resulta ser muy fécil encontrar puntos limite de
algunas familias de reticulas asociadas a toros cuspidales. Para esto, estudiaremos las
convergencias de dichas reticulas, mediante la métrica de Hausdorff. De hecho, un primer
corolario de esto y del primer punto de Observaciones 4.4 es el siguiente.

Corolario 4.10. Las reticulas de los toros cuspidales asociados a las palabras LMRY,
convergen a la reticula (2,1i), cuando M, N — oo. Mds aiin, dado k € Z*, las reticulas
de los toros cuspidales asociados a las palabras (LM RV, convergen a la reticula (2, ki),
cuando M, N — oo,

Es importante hacer notar que las 3-variedades correspondientes a familias de pala-
bras, no tienen por qué converger a una 3-variedad que fibra sobre el circulo con fibra el
toro ponchado. Lo tinico que sabemos, es que en caso de converger a una 3-variedad, las
cuspides convergen a una de las ctispides de dicha 3-variedad (posiblemente con méas de
una cuspide).

A continuacién, estudiaremos los puntos de acumulacion de las familias de reticulas
de toros cuspidales asociados a palabras LM RV Para esto, fijaremos M, y veremos a dénde
convergen estas reticulas, cuando N tiende a co. Una vez que resolvamos esto, el caso N
fijo estd dado por la Proposicién 4.1.

Teorema 4.11. La familia de las reticulas de toros cuspidales asociados a palabras

LMRN, con M fijo, se acumulan en la reticula (2, i/x), donde x = cosh(€¢/2) es raiz
de la ecuacion

(& =DTux)-1)

Ty(x)+ 1 Bl

-1, (4.24)
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y Ty es el polinomio de Chebyshev de primer tipo. Mds aiin, x es raiz de (x — 1)W,,(x) =
iViu(x) cuando M = 2m + 1 es impar, y x es raiz de (x> — 1)Up—1(x) £ iTy(x) cuando
M = 2m es par, donde, U,,(x), V;(x) y Wy (x) son polinomios de Chebyshev de segundo,
tercer y cuarto tipo, respectivamente.

En lo anterior, es bien conocido que los polinomios de Chebyshev de primer, segundo,
tercer y cuarto tipo, pueden definirse como

senh((m + 1)¢)

Ty(cosh()) = cosh(M¢), Un(cosh(e)) = senh(@)
cosh 2m+1)¢p senh 2m+1)¢
Vin(cosh(¢)) = (ff,) Y Walcosh(g)) = (fj)
cosh(z) senh(z)

respectivamente (ver [21]).

Demostracion. Alusar (4.23) en el Lema 4.8, tenemos que la reticula asociada a la palabra
LMRN, converge a la reticula (2, 7), donde 7 = i/ cosh (f r/ 2) ; es decir

T =

, (4.25)

i

X

cuando N — oco. Ademads, en la demostracion de dicho lema, vimos que en general,
n( M) 4

cosh|—

cann(Z) M2
T =1an E Mff .
cosh — +1

\

Luego, como

tanh (g—f) _COSh2 (%Z =
\ cosh? (Tf)

2
podemos hacer x = cosh(€¢/2) como en el enunciado del teorema, para obtener 7'y(x) =

cosh(M{y/2), y por lo tanto
(=1 ((Tux) -1
=[5 () 420

Asi, al igualar (4.25) y (4.26), usando que x # 0 (ver (4.9)), obtenemos la ecuacion (4.24),
que se queria probar.
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Abhora, para probar cada ecuacidn segtn su paridad, basta probar que

(x = D*(Wn(x)?
(2= )Ty 1) _ (Vi)
Ty(x) + 1 B
u (2 = 1P U1 (1))
(Tin(x))?
En las demostraciones de ambos casos, Ginicamente usaremos las definiciones de poli-

nomios de Chebyshev antes mencionadas y las identidades cosh’(¢) — senh?(¢) =
cosh(2¢) = 2 cosh?(¢) — 1.

siM=2m+1,

siM =2m.

CasoM =2m + 1:
(x = 1) (W,(x))? B (cosh(ﬁ) - l)se h? (M)cosh2 (%’)
(Vm(x))2 - senhz( )CO h2 ((Zmzl)ff)

2(co h((2m+”"f) 1) oshz(zf)
((2m+1)€f) 1
(

(cosh((2m+l)€f) ) cosh(%f) + 1)
o h((2m+1) ) 41

(x+ D(T2me1(x) = 1)
Tome1(x) +1

Caso M =2m:

(2 = 1) Upa ) _ (cosh® (F) = 1) send® (") coshntp) =1 _ T~ 1
(T (x))2 senhz( ) Coshz( Tf) ~cosh(mly) + 1 Topu(x) + 1

4.5.1. Calculo de algunos puntos limite

Calcularemos algunos ejemplos de convergencias de reticulas, usando el Teorema
4.11. Para mayor facilidad, consideraremos la definicidn recursiva de polinomios de Chebys-
hev, la cual esta dada por

To=1, Uyp=1, Vo=1, Wo =1,
T1=X, U1:2x, V1:2x—1, W1=2x+1,
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y para todo k > 1,
Pii1(x) = 2xP(x) = Pr1(x), (4.27)

donde P € {T, U, V, W}; es decir, (4.27) funciona en cualquier caso de familias de polino-
mios (ver [21]).

Ejemplos:

1. Las reticulas de toros cuspidales correspondientes a palabras LR, con N € N, se

acumulan en la reticula (2, 7).

Demostracion. En este caso el polinomio del cual x es raiz, se ve como x — 1 +i.
Por lo tanto las posibles soluciones son x = 1+ iy x = 1 —i. En ambos casos, la
reticula (2, i/x), es (2, i), médulo dilatacién y rotacion. O

2. Las reticulas de toros cuspidales correspondientes a palabras L>RY, con N € N, se
acumulan en la reticula (2, 2 \/gi).

Demostracion. En este caso el polinomio del cual x es raiz, se ve como x> Fix—1 =
0. Por lo tanto x = — ¥ V3 6 x = i ¥ V3. En las cuatro posibilidades, la reticula

(2,i/x) es (1, V3i), médulo dilatacién y rotacion. O

3. Las reticulas de toros cuspidales correspondientes a palabras L3R, con N € N, se

A
acumulan en la reticula <2, ! >

1+2i+ V5-4i

Demostracion. En este caso el polinomio es X2+ (22— Dx+(F2i-2), cuyas raices

son
L B4 03469 + 07093, 2 12 5 03469 - 07093
1+2i V5 —4i 1-2i \% 4i
+ l+4 5 1 ~ 0.8469 + 0.2906i y l+4 S+ ~ (0.8469 — 0.2906i.

i
Luego, tenemos que — es
X

4i 4i
~ 1.1375 - 0.5563i, ~ —1.1375 — 0.5563i,
1+2i— V5-4i 1-2i— V5+4i

4 0.3624 + 1.0563i 4i 0.3624 + 1.0563:
~ (. . I ~ —0. . 1,
1+2i+ V5—-4i 1-2i+ V5+4i
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segun sea el caso.

Resolviendo algunos casos numéricos para N grande (ver por ejemplo, solucién
numérica del toro cuspidal asociado a la palabra L>R!% en la Figura 4.21), conclui-
mos que la reticula limite es la que se queria probar.

1.5

Figura 4.21: Toro cuspidal asociado a la palabra L*R'%, cuya reticula aproximada es
(2, 0.362388 + 1.056899i).

O

A continuacidn, presentamos otros tres ejemplos en la Figura 4.22 y tres ejemplos en
la Figura 4.23, los cuales resolvimos numéricamente. En cada una de estas figuras, fijamos
M (con M € {4,5,6,7,8,9}) y graficamos los valores resultantes de 7 = i/x mediante
puntos (recordemos que (2, 7) denota la reticula de un toro cuspidal), para algunos valores
grandes de N (la de la izquierda se graficé con N = 10* + 10°n variando n entre 1 y 100;
y la de la derecha, variando N entre 3 y 100). En todas estas figuras, los limites estdn
representados mediante asteriscos.

La Figura 4.24 es una ilustracion de la clausura del espacio de toros cuspidales de 3-
variedades asociadas a palabras RY LY. Nuevamente, cada punto de esta figura representa
un 7 = i/x , y cada asterisco representa un punto limite del conjunto que consiste de
todos los 7. Marcamos con el mismo color a todos los T asociados a una familia {R"L" :
m € N} junto con su punto limite correspondiente. Estos puntos limite se encuentran en
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el semiplano derecho. Los puntos limite de familias {R™L" : m € N} se encuentran en
el semiplano izquierdo, pero estos no estdn marcados. La simetria mostrada en la Figura
4.24 se debe a la Proposicion 4.1.
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1.25 ¢
1115142545
111514254
1115142535 . 12
111514253
1115142625
1.11514252 T 115 |

1.115142515

1.11514251
Y 1'102 0‘15 0‘1 055 6 065 0‘1 01‘5 0‘2 oés
0228155488 0.22815549 0.228155492 0228155494 - b 01 . .
4 pN
(a) L"R
124
1114725075
122 +
1.11472597
1114725965 . 12 +
111472596 : 118 L
1.114725955
1.16
111472595 -
114 |
1114725045
112 | X
1.11472594 \
1.114725935 1.1 - : : . . . . .
0.138875406 0.138875408 0.13887541 025 -02 015 01 -005 0 0.05 0.1 0.15
(b) RN
122 ¢
1097968935
12 1
1.09796893
1.18
1.097968925
116
1.09796892
114 |
1.097968915 .
112 B
1.09796891 H
11 b X
1.097968905
1.08 . . . . . . . )

1.0

979689 - 03 025 02 015 01 -0.05 0 0.05 0.1
0.086569976  0.086569977  0.086569978  0.086569979  0.08656998

(c) L°RY

Figura 4.22: Ejemplos numéricos de convergencias de toros cuspidales asociados a pala-
bras LMRN | cuando N tiende a co y M permanece fijo.
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1.0803243
1.18 |
1.080324295
1.16
1.08032429
1.080324285 . 114
1.08032428
112
1.080324275
11+
1.08032427 \

1.080324265 L L L L L ) 1.08
0.056334542 0.056334543 0.056334544 0.056334545 03 03 -025 -02 -015 -01 -0.05 0

0.1
7 RN
(@) L'R
12
1.06556275
1.18
1.065562745
1.06556274 116
1.065562735 . 114 -
1.06556273
112 -
1.065562725 .
. 1.1+ .
1.06556272 B .
\ 108 | H
1065562715 l
106556271 . . . ! 1.06 L ! . . . | }
0.038309281 0.03830928: 0.038309: -0.35 -03 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05
(b) L8RN
1.18
1.05392928
1.16 |
1.053929275
114
1.05392027
112
1.053929265
1.1 |
1.05392926
1.08 -
1.053929255
1.06 l
1.05392925
\ 1.04 . . . . . . )
0.0270945088  0.0270945092  0.0270945096  0.02709451  0.0270945104 -03% 03 025 02 -015 01 -005 0 0.05
9 pN
(c) LR

Figura 4.23: Ejemplos numéricos de convergencias de toros cuspidales asociados a pala-
bras LMRN, cuando N tiende a co y M permanece fijo.
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1.25

1.2 -

1.15

———,

1.05

-0.4 -0.3 -0.2 0.2 0.3 0.4

Figura 4.24: Puntos limite del conjunto de reticulas asociadas a palabras LM RV,
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Capitulo 5

Trazas de representaciones: Calculo
de limites de toros cuspidales

5.1. Usando sélo el grupo fundamental: Calculo de toros cus-
pidales

Como vimos en la Seccion 3.4, podemos escribir a 71 (M) como un producto semi-
directo (3.12), y por lo tanto, si p(6) = T, p(@) = A 'y p(8) = B, entonces tenemos dos
igualdades de matrices

T.AT-' = P{(A,B) y T.BT;'=PyA,B), (5.1)

donde Pi(A, B) = p(p«(@)) y P>(A, B) = p(@.(B)) son palabras en (A, B). Mds atn, po-
demos escribir a A y B (y por lo tanto a Pi(A, B) y P>(A, B)) en términos de 3 variables
complejas x, y, y z (ver Lema 3.14). Ademas, usando que la traza es invariante bajo con-
jugacién, tenemos que

x =tr(A) = tr(P1(A, B)) = p1(x,,2) 'y y=t(B)=1t(PA,B) = pa(x,y,2), (5.2)

donde p;(x,y,z) y p2(x,y,z) denotan polinomios con coeficientes enteros. Por lo tanto,
con (5.2) y la identidad de Markoft (3.15), obtenemos un sistema de tres ecuaciones poli-
nomiales con tres incégnitas: x, y y z.

Ademéds, a partir de (5.1), podemos escribir a T (ver (3.13)) en funcién de x y y, y por
lo tanto podemos obtener al toro cuspidal (2, 7).

La dificultad de lo anterior, radica en encontrar las palabras Pi(A, B) y P2(A, B). En

efecto, si
_[a b
=\ a)
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entonces P{(A, B) es una palabra que contiene a veces la letra A y ¢ veces la letra B;
mientras que P,(A, B) es una palabra que contiene b veces la letra A y d veces la letra B, de
la manera mas distribuida posible, como se ve en [5]. Sin embargo, hay una ambigiiedad
en cuanto al final de la palabra; por ejemplo, una de las familias més sencillas de estudiar
(y que ya ha sido estudiada por Helling en [13]) es la familia de las variedades M, con

1 M
_ M _
¢om = RL ‘(1 M+1.)‘

Aqui, debe suceder que
T.AT-' = AB y T.BT' = (BA)"B,

ya que en cualquier otro caso, ocurre una contradiccién. Por ejemplo, por la primer ecua-
cién de (5.2), obtenemos que x = z, pero en el caso T-AT-! = BA, al igualar dichas
matrices obtenemos que x = —z, lo cual es una contradiccién pues no puede haber trazas
nulas, ya que AB no puede ser eliptico.

Lo anterior prueba que si es importante la manera de escribir las palabras P{(A, B) y
P>(A, B), y sin embargo, hay una manera de evitarlo usando sélo las trazas de las palabras.
De hecho, en la ecuacién (21) de [13] se enuncia una palabra incorrecta para dar una
representacion de 71(M,,,), pero esta no altera sus resultados, pues en el fondo trabaja
s6lo con las trazas de las representaciones, al igual que lo haremos en la siguiente seccion.

5.2. Usando trazas: Calculo de toros cuspidales

Como ya mencionamos en la Introduccion, las trazas de los elementos de un grupo
kleiniano I ya se han usado para estudiar la variedad H>/T" y en particular, para estudiar
variedades hiperbdlicas que son un circulo de toros ponchados. En esta seccion estudiare-
mos el problema desde este enfoque.

Como vimos en la Seccién 3.2 (ver también [9]), a cada ndmero racional le correspon-
de una clase de conjugacion en 71 (7*) mediante una funcién A : Q — m1(7*)/conjugacién
(ver (3.3)). Luego, a cada elemento de m;(7*)/conjugacion le corresponde una clase de
conjugacion de matrices en PSL,(C) mediante su representacion p : m1(M,) — PSL,(C)
(usando implicitamente la inclusién i, : m1(T) < m1(M,)) y bajando al cociente en el
dominio y contradominio de p, lo cual puede hacerse ya que p es un homomorfismo de
grupos y por lo tanto preserva conjugacion. Més atn, tenemos las siguientes correspon-
dencias:

= (Cada arista de la triangulacién de Farey estd en correspondencia con dos nimeros
racionales (sus extremos) que a su vez se identifican con una pareja de clases de
conjugacion de m1(7T™), donde dos de sus representantes generan my(7*), y por lo
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tanto obtenemos las clases de conjugacion de dos matrices A 'y B, donde A 'y B son
como en el Lema 3.14.

= (Cada tridngulo de Farey estd en correspondencia con tres nimeros racionales (sus
vértices) que a su vez se identifican con tres clases de conjugacion de 71 (7*) (donde
por el punto anterior, con cualesquiera dos de ellos se genera 11 (7*)) y por lo tanto
con las clases de conjugacion de tres matrices A, By AB como en el Lema 3.14, ya
que en un tridngulo de Farey, los racionales correspondientes a sus vértices son de

la forma
p+r

’

P r
q N q+s

(ver Observacion 3.5).

= Por el punto anterior, a cada tridngulo de Farey le asociamos tres nimeros x, y, z €
C, que corresponden a las trazas de A, B y AB, respectivamente. Notemos que la
unica ambigiiedad es la del signo (mds de esto en el siguiente parrafo) pues la
traza se preserva bajo conjugaciéon. Ademds, a dos tridngulos de Farey adyacen-
tes (tridngulos que tienen una arista en comtn), les corresponden cuatro ndimeros
complejos x, y, z, w € C como en la Figura 5.1, de manera que

)c2+yz+z2 =Xxyz y Z+w=uJxy, (5.3)

donde la primer ecuacién es la identidad de Markoff, justificada en el Corolario
3.15, y la segunda ecuacion se obtiene al resolver la identidad de Markoff como una
ecuacién cuadrética pensando a z como la variable, y obteniendo como solucién a
las raices z y w.

Con los puntos anteriores, obtenemos una asociaciéon trop o A : Q — C, la cudl se
conoce como una funcion de Markoff ya que cumple (5.3). Cabe resaltar que en realidad
hay cuatro funciones de Markoff asociadas a una representacion, ya que nuevamente existe
una ambigiiedad en los signos de las trazas de los elementos de PSL,(C). Sin embargo,
nosotros usaremos los valores de las funciones de Markoff en cocientes de la forma

tr(AB) ) tr(AB™1)

tr(A) tw(B) © tr(A) w(B)’ G4

(donde A, B, AB'y AB~! son las matrices asociadas a dos tridngulos de Farey adyacentes,
mediante p o A, como en la Figura 5.1) y en dichos cocientes no existira tal ambigiiedad,
ya que dada una funcién de Markoft, en las otras tres s6lo se cambia el signo de un ndmero
par de trazas en cada tridngulo. En efecto, al fijar los signos de tr(A) y de tr(B) veamos
qué pasa al modificarlos. Si le cambiamos el signo a tr(A) y a tr(B), entonces tr(AB) y
tr(AB~!) conservaran su signo; y si le cambiamos el signo s6lo a tr(A) 6 sélo a tr(B),
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B o Jr o

w T “ Y

Figura 5.1: Tridngulos de Farey adyacentes.

entonces tr(AB) y tr(AB~!) cambiaran de signo. De lo que concluimos que los cocientes
de la forma (5.4) siempre conservardn su signo sin importar los cambios que haga en los
signos de tr(A) o tr(B).

Lema 5.1. Se puede escribir la traza asociada a cualquier racional, en funcion de las
tres trazas asociadas a un tridngulo de Farey fijo.

Demostracion. Consideremos un camino de tridngulos de Farey
ToT\ Ty Ty 1T, (5.5)

(donde cualesquiera dos tridngulos consectivos se intersecten en una arista), de tal mane-
ra que el primer tridngulo, 77, sea el tridngulo fijo mencionado en el Lema y el dltimo
tridngulo, T, sea un tridngulo que contiene al racional del cual queremos conocer su traza
asociada. Usando la ecuacién z + w = xy (vista en (5.3)) en los vértices de los tridngulos
de dicho camino (recorriéndolos en orden) podemos obtener la traza buscada. O

Como vimos antes, las relaciones en el grupo fundamental de M,, (ver (3.12)) se tradu-
cen en una periodicidad de la funcién de Markoft (ver (5.2)). Luego, por el lema anterior,
podemos escribir a p; y p> (ver 5.2) en funcién de x y y (notemos que asi, encontramos
p1y p2 antes de encontrar Pi(A, B) y P2(A, B)). Ahora, describiremos el algoritmo men-
cionado en la prueba del Lema 5.1 de forma concreta.
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0 1 iy ©0(0) p(1)

1 g + 1
my mi+ 2 1

Figura 5.2

Un algoritmo recursivo para obtener los polinomios deseados:

Consideremos el camino finito de tridngulos (5.5) (que coincidirad con la notacién de
(3.8) y (3.11)), en el cual, como vimos en la demostracién de la Proposicién 3.9, Ty denota
al tridngulo cuyos vértices son —1, 0 y 1, y la combinatoria del resto de los tridngulos es
la misma que la que ya habiamos estudiado en la parte izquierda de la Figura 4.2 (lo cual
podemos observar en la Figura 5.2). Entonces, podemos encontrar las trazas correspon-
dientes a ¢(0), ©(0) y ¢(1), usando la segunda ecuacién de Markoff como se muestra a
continuacion.

Observacion 5.2. Considerando la notacion de la Figura 5.3 para nombrar a las trazas co-
rrespondientes a los vértices de nuestra triangulacién, podemos usar la segunda ecuacién
de trazas para obtener lo siguiente:

Vi si i€{2.3,....kyj=0,
Ya,j) =y YG@,0) Xi-1,n-1) — X@i-1nio-1) si i€{2,3,....kyj=1,
XG6.0) Yi.j-1) = Yij2) siie{l,2,....,k}yje(2, 3,....,m},
Hiclay) si i€(2,3,....kyj=0,
X j) =9 XG60) YGm) — Yimi-1) sii€{2,3,....kyj=1,
Vi) Xi,j1) = X(i,j-2) siiell,2,....kyj€ei2 3, ... ni

usando la recursion sobre j, para i fijo, en orden ascendente de i, y calculando primero las
YixY después las X(i,x)-

87



I(k:nk_l)
y(kamk}
) Ykme—1)-
E(k,1)
m(k_lsmk—l} = I(k,ﬂ} y(k 2
Yik, 1)

Hik0) = Yik-1,me 1)

1:(23?32_1}'
T y(3,'3]' = y(zsmi}
12,2)
_'11{2,1} y(zamz_l)
1:(1,?11) 1(2:0) y 29
T{1,my -1 y((2,1;
Y20 = Hi1m,)
(1,2 Y1,my —1)
(1,1
LT ¥am
Yoy ==
Yo =¥

Figura 5.3

Luego, para cada i fija, podemos reescribir lo anterior mediante polinomios de Chebys-
hev, como lo haremos en el Lema 5.3. La ventaja de esto, es que estos polinomios ya han
sido bien estudiados incluso de manera no recursiva.

Lema5.3. Alfijari € {1, 2, ..., k}, podemos escribir todos los y j), con j € {2, 3, ..., m;},
en funcion de x 0, ¥i0) Y Y(.1) COmMo

Yi.j) = Y €i(xi0) = Yi0) €j-1(Xi,0)) (5.6)

donde co(w) = 0, cj(w) = 1 y cj(w) = wcj-1(w) — cj2(w). De manera andloga, al fijar
i €{l,2,...,k}, podemos escribir todos los x ), con j € {2, 3, ..., n;}, en funcion de

X@i,00> X(@i,1) Y Y(i,m;) = Y(i+1,0) COMo,

XGi,j) = X1 ¢jO+1,0) = XG.0) €j-1(Vi+1,0)- (5.7)
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Demostracion. Probaremos (5.6) y (5.7) por recursion sobre j parai € {1, 2, ..., k} fijo.

B.I: Haremos los casos j = 2y j = 3, para cualquier i € {1, 2, ..., k} fijo, donde
la primer igualdad en cada caso la obtuvimos de la Observacién 5.2 y el resto es 4lgebra
elemental.

j=2
Yi2) = XG0 Yan —Yao) = Y1 €2(X60) = Y@0) ¢1(Xi0)
Xi2) = Yim) XG1) — X60) = X1 20Va6m)) = X60) C1Vim))-
j=3:
Y@3) = X600 Y362 — Ya,1) X@3) = Yam) X@i2) — X3i,1)

Yii,m) amy) X610 — Xa.0)] = X1
XDy = 1= %60 Vmy)]
Xai,1) ¢3(Vaimy) — Y0y €2(X(0,0))-

Xi,0)[ X0 Yi,n = Yaol = Ya
= Yanlxg g — U= yiolxio]
= yi1 c3(x6,0) — Yi0) c2(X60)s

H.I: Supongamos que la afirmacién es cierta para j — 1y j.

Prueba para j + 1:

Ya,j+1) = X@,0) Y6, ) — Yi.j-1)

= XG0 i ¢j(xi0) = yi0) ¢j-1(xa0)] = a1 ¢j-1(x@,0) = Y60y €j—2(X,0))]
= yan [xi0) ¢j(x6,0) — ¢j-10x6,0)] = ¥6,0) [Xi0,0)¢j-1(x,0) — €j—2(xi,0)]]

= Yi) Cj+1(X@0) = Yi.0) € (X0

X j+1) = Ym) XG.j) ~ X3, j-1)

Yaim) [X6@1) €jO0i+1,0) = XG0y €j—10VG+1,00] = [x6 1) €j-1(Vi+1,0) = XG6,0) €j—2Viir1,0)]
XG0y im) €j0Vi41,0) = €jm1Vi+1.0)] = X6.0) Dimp) € -1 V1,00 = ¢j—2(Viir1,0)]1]
X1 [Vir1,0) €j(Vi1,0) = €j=1i+1,00] = X6.0) V1,00 -1 Vir1,0) = €j—2Viir1,0)]]
= X1 Cir1Vi+1,0) — X0y € (Vir1,0))-

O

Lema 5.4. Sico(w) =0, c1(w) =1y cj(w) = wcj_1(w) = cj2(w), como en el Lema 5.3,

entonces
(w+ w2—4)n —(a)— \/a)z——él)n
2 Vw? — 4 '

Este lema se encuentra (sin prueba) en [36]. De hecho, los polinomios mencionados
en él, se relacionan con los Polinomios de Chebyshev de segundo tipo como c,(w) =
U,—1(w/2) para todo n > 0. Estos polinomios han sido muy estudiados y se definen
recursivamente como Up(w) = 1, Uj(w) = 2wy Up1(w) = 20U, (w) — U, (w), como
ya lo habfamos mencionado en la Seccién 4.5.

cp(w) =

(5.9)
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Demostracion. Procedemos por induccidn.

B.L:
@ 4oV -4 (w+ V? —4)? — (w - V? —4)
o (w = W= = S
4Vw? -4 22Vw? -4
@ > 8w - D Vw? -4 20Bw?+ (W -—4) Vu? -4
c3(w = w —-1= =
8 Vw? — 4 23 Vw? -4
6V A+ 2VR A (w+ VP B — (0 VR = d)
B V2 — 4 B3 Vo? — 4 '
H.I: Supongamos que la afirmacién es cierta para {1, 2, ..., n}.

Demostracién paran + 1:

Cn+l = WC —Cp-1
NCE Vo? =4y — (- Vo’ = 4" (w+ Vo =4 - (w - Vo =4y
2 Vw? - 4 -1 Nw? — 4
_ 20w+ Vo =4 = 20w - Vo =4 4w+ Vol -4 - 4w - Vol 4!
on+l \/wz -4 n+l \/wZ —4
_ 20w+ Vo = 4w+ Vo =4 - 20(w - Vo? - 4)(w - Vw? — 4!
2+l Vw? — 4
A+ Vol = - 4w = V= 4!
21 Vo? — 4
Qe+ 20V =4 - 4w+ Vo =4 — (20 - 20 Vw? — 4 - d)(w - Vol -4y
21 Vo? - 4
W+ Vol - (w+ Vo =4 — (0 - V? - D (w — Vo? - 4!
21 Vo? - 4
W+ Vo - — (- Vo? -4y
2+ Vw? — 4 '
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Corolario 5.5. Podemos escribir a cualquier x(; j) y yi, j) en términos de x := x(1,0, y :
Y,00 Y Z := Ya,1). En particular, podemos escribir a Y m,) ¥ @ X(kn,) en términos de x,
Y 2. Asi, obtenemos un sistema de tres polinomios en tres variables a partir de Y m,)

Vs Xk = Xy la identidad de Markoff x> + y* + 7% = xyz.

Il <

Notemos que es posible optimizar el algoritmo para obtener polinomios de grado me-
nor. En efecto, si comenzamos con ternas de complejos x, y, z, y x, y, xy—zen el inicio y
en el final de la franja con la que trabajamos (ver Figura 5.4) y seguimos el algoritmo que
planteamos en el Lema 5.3 hacia el centro de la franja triangulada (desde dos direcciones:
de abajo hacia el centro y de arriba hacia el centro), podemos obtener dos igualdades de
polinomios en dicho centro en lugar de dos igualdades de polinomios en la parte superior
de la franja.

Nuevamente, resaltemos que este algoritmo tampoco nos dice cudl es la raiz correcta
de nuestro sistema de polinomios. Sin embargo, una vez que la conocemos, podemos en-
contrar a dichas descomposiciones de la siguiente forma.

Descomposicion en términos de una raiz del polinomio:

Lema 5.6. Las trazas codifican la triangulacion del toro cuspidal. Cada arista de la
triangulacion del toro cuspidal (visto como vector en la Figura 4.2) se puede escribir
como el vector asociado a un cociente de trazas de la forma (5.4), donde A = p(a) y
B = p(B), con a y B cierta pareja de generadores de mi(T™).

Cabe resaltar que esto ya lo habia observado Jgrgensen (ver Seccion 4 de [16]) para
uno de los cuatro tridngulos que aporta un tetraedro (ver el segundo tridngulo, contando
de izquierda a derecha, de la Figura 3.5). Aqui, lo porbaremos para los cuatro tridngulos
que aporta un tetraedro. Posteriormente, en el Corolario 5.8, diremos de manera explicita
cudles son las trazas de dichos cocientes para cada una de las aristas de la triangulacién
de M, que estamos estudiando.

Demostracion. Lo anterior se puede obtener de manera directa de la Figura 3.4. En con-
creto, tenemos una conexion importante: a cada tridngulo de Farey, le corresponde una
pareja de clases de conjugacién de matrices A y B, las cuales generan 71(7™). Luego, a
esta pareja de clases le corresponde un tetraedro hiperbélico plegado (ver Seccién 3.6), el
cual aporta 4 tridngulos euclidianos en la ctispide, donde los vértices de dichos tridngulos
se pueden escribir en funcién de las trazas de A, B'y AB (ver Figura 3.4). Finalmente,
podemos obtener los lados de la triangulacion (vistos como vectores) haciendo sus res-
pectivas restas. Para esto, basta calcular los lados de los tridngulos correspondientes a los
dos tetraedros de la izquierda en la Figura 3.5, ya que como los otros dos tridngulos son
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Yo =y
it

Yi1m, -2
Yi1,m,; —1)
. Yiz0) = Yilmy)

H(3.00 = Yi{2.ma)

Yi2.ms—1)

(=

oy

(2,2)
Y

Yiz.0) = Y1my)
H(1,my 1)

2,
2,

—

Yo =Y
Figura 5.4: Algoritmo 6ptimo.

sus trasladados, les corresponden los mismos vectores. En efecto, como los grupos con
los que trabajamos no tienen elementos elipticos, tenemos x, y, z # 0, y por lo tanto, (5.3)
es equivalente a

i+l+i:1 y i+£:1,
Yz Xz Xy Xy xy
Entonces obtenemos de manera directa que
L . S
yz Xz Xy xy yz Xz Xy

Luego, usando nuevamente (5.3), tenemos que

2 2
y oy oy y y

2 Y+ xz -2 xay-z)  aw
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y por lo tanto

2
_y—+1_£ — _L_l_kl_i:_L{_i
¥+ a2 ¥z x(xy—z) Xz yz o x(xy—z) Xy
-y +z2xy-2)  x _x
oy-2 Y- w
Lo anterior se resume en la Figura 5.5. O

Figura 5.5: Lados en funcién de trazas.

Notacion 5.7. De acuerdo a la seccién anterior, la tercer linea vertical de la Figura 4.2
esta particionada de igual forma que la primera; de hecho, es su reflejado (combinato-
rio) respecto la segunda. Asi, por simplicidad de notacién, al vértice reflejado del vértice
correspondiente a p(; j), lo denotaremos por p’(; j).

En concreto, bajo la notacién anterior, el Lema 5.6 se traduce en lo siguiente:

Corolario 5.8. Paracadaic{l,?2,...,k}yje{l, 2, ..., m;}, tenemos que

q q _ X(i,0) g » Y6+ y »’ q _Yaj-n
ij+D)—4qi,j) = — > i j)~PG0) = — 0)—4qa,j) = ———;
@ j+D)~43,) Y)Y @)~ F,0) XG0Y)) @0)~4Y@, ) XG0V

yparacadai€{l,2,...,k}yjell, 2, ..., n;}, tenemos que

Yi,mi) g D X j+D) y p’ q
’ (Em)—PG.j) = @H~4dGm) = .
X)X, j+1) (@)Y imy) X, )Y (imy)

X(i,j-1)
PG.p—DPa.j+1) =

Demostracion. Para probar esto, basta aplicar el Lema anterior a los cuatro tipos com-
binatorios de tetraedros que se muestran en la Figura 5.6. En cada caso de dicha figura,
usamos la notacion de las trazas: x, y, z y w, que se resume en la Figura 5.5. Luego, po-
demos verificar que se pegan de manera adecuada los seis posibles casos: [ — I, Il — 11,
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Triangulacidn del toro cuspidal.
=]
trazas asociladas a cada vértice.

Primer v segunda franja;
o (=3 '

Primer franja;
puntos en C.

) Pl
) Vi P Plij)
Sy ) Do 1 ] s
Yii+1,0) 1.3 Qix.m, )]
=X

Gi,5+1) .
fad qij)

Plio
= p.ix—l.u,_]]

p\‘z.{}] = pii—l.n!_]]

quiirn

Tipo 111
] V= X{iny Pli+1.0) = Pling) Qi+1,1) p.‘luul
W= X 1) Plini—1) = Pi+1m
Mi+1,1) = 2
“"ii.m,] =X
QU,m,]
Tipo IV
Yiim;—1)
Yimi) = X

e Yim—1) = W .

4= X1 Py

V=X Pio) = Pli—1ni_1) r .{1:{)]

= p.ix—l.u,_]]
Figura 5.6
Yiim;) = Yiim;) = %
Yiim;—1) =

Yo m—1) = W .
Yia,m, Tipo II
Yiim;—2) =

Z = Z(1) Tipo IV
¥ =T

Y =0

Figura 5.7
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Tipo Il Tw Yiim, ) Ylim,—1)

T \/ Yli.my) wo o YEimi-1)

yu T(3,0) Yiim—1) Ty T 0) Yiam; )

) 0 T oy
Tipo IV ¥ __ tm
Tz Ylim;—1)Yiim;)

= Yiim,)

Yy Yti,m; —1)Tia0)

R‘\

o Yiim;—1)
Lk Ti0) Yiam;)

A

Figura 5.8: Caso Il — IV

1l — 1,1 - III,1V — [y Il — IV,donde X — Y denota el caso donde la tira
combinatoria tipo Y se coloca arriba de la tira combinatoria tipo X. Por ejemplo, mediante
la Figura 5.7 y la Figura 5.8, comprobamos que el pegado del caso I1 — IV se pega de
manera adecuada, es decir, en los seis lados donde se pega el tipo I/ con el tipo IV, los
vectores coinciden (lo verificamos sdlo para tres de sus lados, ya que los otros tres son
una traslacion de estos). O

Aunque todas las aristas se pueden ver como los cocientes que presentamos en el lema
anterior, observemos que es suficiente con calcular las aristas de la primer franja, ya que
sabemos que la suma de z/xy y w/xy siempre es 1, y por lo tanto, podemos escribir las
aristas de la segunda franja en funcién de las aristas de la primera (ver Figura 5.5).

Concluiremos esta seccion presentando un ejemplo resuelto mediante este algoritmo.
Cabe resaltar que todos los ejemplos de toros cuspidales de alguna variedad M, que co-
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nocemos en la literatura, se corresponden con palabras de la forma LY R" . Por lo anterior,
decidimos presentar aqui el ejemplo mds sencillo que no es de esta forma (y que tampoco
es una potencia de alguno de los que mencionamos) usando nuestro algoritmo.

Ejemplo 5.9. Toro cuspidal de M, con ¢ = L’RLR.

X(2,1) X = 35(1.0)
Yz Yoo =Y
(xz-y)x-z = X(1,1) Xy-2 = X{(1.1)
X=X(10) V) =7 ) Fz1)
Y0 =Y Y2,2)
Figura 5.9

Procederemos con el algoritmo optimizado que mencionamos en el parrafo posterior
al Corolario 5.5. Comenzando desde abajo, tenemos que

2
X100 =% Y0 =Y, YA,H = Y12 =XX—Y Yy XA =XI-XY I
mientras que comenzando desde arriba tenemos que
- = - = 2
X1,0 =% Ya,o =Y, XuH=XYy—Z, Y YA =Xy —YZ—X

(ver Figura 5.9). Luego, igualando x(j 1y con X(1,1y, Y(1,2) cony(i,1y, y usando la identidad
de Markoft para el tridngulo de hasta abajo, obtenemos el sistema de ecuaciones

(D) X2z = 2xy,
(2) Xy —yz—xz+y—x=0,
3) K +yr+ 72 =xyz

En este caso, podemos escribir todo en términos de z, lo cual es conveniente pues simpli-
fica las posibles soluciones de nuestro sistema. En efecto, usamos que x # 0, para obtener
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P p'(m)
q(2.1)

Py p‘(u:J
A(1.2)

P(1,0) o

(1.0) a1 P10
41,0
Figura 5.10

a partir de (1), y = xz/2. Luego, al sustituir esta dltima ecuacién en (2) y (3), tenemos que

, 47 , 272 +27+4
X" = y X=—,
Z2_4_ Zz

y por lo tanto,
H -2 422 +4z+8=0. (5.9)

Esta dltima es una ecuacién polinomial, cuyas raices (aproximaciones computacionales)
son z =~ —(0.846446 + 0.95037i y z ~ 1.3465 + 1.7681i.
Por otro lado, usando el Corolario 5.8 tenemos que

Y2 Xy , Y(1,0) y
qa.n = Pao) = = ; Pan-4qany = ——— = —,
X(1,00Y(1,1) Xz X(LOY(LD) xz
q g X(l,O) X » » y(z’l) y
LH—q10 = ——— = —, L) —Pel = = ,
(1) ~ 4(1,0) Yoy = (L = Pa P e
g J X(1,0) X » ) Y(1.2) XZ—y
12— 4qa,1y = = , Lo) — P,y = = ,
(2 (-0 Y(1,2)X(1,1) 2(xz—y) (L0 (LD X(1,0)X(1,1) x(xy —2)
q q X(2,0) xXy—2z
21— 4o = ———— = ——.
@b Taeo Y2,0Y2,0) y(xz—y)
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Figura 5.11: Toro cuspidal de L’RLR.

Notemos que la ecuacion (1) de nuestro sistema de ecuaciones es equivalente a la ecuacién
xz —y =y (donde nuevamente x # 0), y por lo tanto

pa, — Pe1 = Pao — Pa,n y qa,1) — 491,00 = 41,2) —4@1,1)-

Ahora, haciendo los célculos respectivos podemos escribir todo en funcién de z como
sigue:

1 b
qa,Hy) — Pao = 5 = P10 —401,,

2
pPa,ny —Pe1n = 2_2 = Pa,0 — Pa,ns

2 (5.10)
qa,1) — 41,00 = 2+2) = 49,2 — 41,1,

Z+4

q92,1) =420 = 3

Finalmente, sustituyendo las soluciones de (5.9) en lo anterior, obtenemos distintas
configuraciones de tridngulos. Sin embargo, en tres de ellas se sobreponen dichos tridngu-
los, por lo que la configuracién correcta del toro cuspidal se construye a partir de la solu-
cion z ~1.3465-1.7681i (ver Figura 5.11).

Observacion 5.10. Nuestro sistema de ecuaciones (1), (2) y (3) tiene 8 posibles solucio-
nes, cuyas aproximaciones se presentan en el Cuadro 5.1. Sin embargo, obtenemos las
mismas soluciones en ciertas parejas de ellas, por lo que al escribir todo en términos de z
(en este caso), eliminamos las soluciones multiples.
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Xj

Yj

j

-1.02825 + 0.622237 i

0.730863 + 0.225257 i

-0.846461 - 0.950366 i

1.02825 - 0.622237 i

-0.730863 - 0.225257 i

-0.846461 - 0.950366 i

-1.02825 - 0.622237 i

0.730863 - 0.225257 i

-0.846461 + 0.950366 i

1.02825 + 0.622237 i

-0.730863 + 0.225257 i

-0.846461 + 0.950366 i

-1.59672 + 0.468662 i

-1.48929 - 1.09608 i

1.34646 + 1.76812 i

1.59672 - 0.468662 i

1.48929 + 1.09608 i

1.34646 + 1.76812 i

-1.59672 - 0.468662 i

-1.48929 + 1.09608 i

1.34646 - 1.76812 i

0| QNN | W —[~.

1.59672 + 0.468662 i

1.48929 - 1.09608 i

1.34646 - 1.76812 i

Cuadro 5.1: Aproximaciones de soluciones para el sistema de ecuaciones (1), (2) y (3).

5.3. Avances en el caso particular: LRV

Puesto que todas las familias con las que trabajaremos en esta seccion, serdn de la
forma LMRYN, continuaremos con la notacién de la Seccién 4.4, donde nos olviddbamos
del subindice i en todos los términos (ya que sélo trabajamos con i = 1).

Usando trazas, también podemos demostrar el Teorema 4.6. Esta es una demostra-
cién mds compacta, pero cabe resaltar que es mucho mas técnica que la que presentamos
anteriormente, donde Unicamente usamos dlgebra y geometria elemental.

Demostracion. Paralo siguiente consideremos la Figura 5.12, la cual es un caso particular

de las Figuras 4.2 y 5.3 (simplificando notacién). Aqui, tenemos que yo = ¥y = yu, Xo =

x =xy ¥y y1 = z. Por la identidad de Markoff, tenemos que {yy—1, x1} = {z, xy — z} y por

lo tanto tenemos dos casos. Siyy-1 = xy—z y X1 = z, por el Corolario 5.8 tenemos que
4 X1

1
X0Yo Xy XoYM

=d4m — Po,

lo cual es una contradiccién (ver Figura 5.12(a)). Por lo tanto, yy—1 =z y X1 = xy — 2.
Lo anterior prueba que todos los cuadrilateros son centralmente simétricos (ver Corolario
5.8). Finalmente, para probar que ambos cuadrildteros (y sus respectivas copias) son pa-
ralelogramos congruentes, observemos que go — po = gy — PN, por la traslacion vertical
de la Caracteristica geométrica 4, y ademds,

V1 Z

q0 — po = =—=
Xoyo Xy

YMm-1
X0 Ym

=P6—QM

(ver Figura 5.13). O
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Figura 5.12

Ahora, para este caso particular, podemos escribir las ecuaciones del Corolario 5.5,
mediante
2,22
YM = Yo, XN = X0, Xo+ Yo+ Y] =X0Yoy1- (5.1D)

Luego, observemos que en la demostracién del Teorema 4.6 que probamos arriba (ver
Pagina 99), dedujimos que también hay una simetria en las trazas, la cual se ve como

Xj = XN~ y Yj = YM-j- (5.12)

En particular, yy; = yo, ypr—1 = y1 y por lo tanto x; = xpyo — y1. Asi, usando lo anterior en
las ecuaciones (5.6) y (5.7), obtenemos

Caso particular: Ecuaciones polinomia-

les para el caso LMRV .

Yo = y1 cm(x0) — Yo cp-1(X0),
xo = (xp Yo — y1) cn(¥o) — X0 cn-1(Y0),

2 2 2 _
Xog T Yy +Y]=XoYoyi-
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Sin embargo, al igual que en el capitulo anterior, cuando M # 1 # N, usando de manera
mas fuerte, en este caso, la simetria de trazas (5.12), podemos reducir el grado de las
primeras dos ecuaciones de (5.11) a la mitad, como

R N Ak
M TR Ty

2 2 2 _
Xo Yot Y] =X0Yo)1,

donde |*] denota la funcién piso, es decir, el entero menor o igual que *. Por lo tanto,
al sustituir nuevamente, las ecuaciones (5.6) y (5.7), en el sistema anterior, obtenemos el
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siguiente sistema de ecuaciones, el cual optimiza el grado de los polinomios.

Caso particular: Ecuaciones polinomiales (de grado optimizado)

para el caso LMRV .

yi (CL@J(XO) - CL%JH(XO)) = Yo (CL@J_I(XO) - CL%J(XO))y

Xo (CL%JH()’O) - CLgJJrz(yo)) =) (CLNT—IJ()’O) - CL%JH(J’O)) ,

2 2 2 _
Xog Yo +Y] = XoYoyi-

Finalmente, al igual que con el algoritmo del capitulo anterior, es sencillo pensar en
el caso particular L”R", el cual se reduce a encontrar la solucién de la siguiente ecuacién.

Caso particular: Ecuacién polinomial (de grado optimizado) para el caso

L*RVN .

(yo + \/vg— 16) [CL@JH(‘YO) - CLgJ+2(yo)] =4 [CL@J(yo) =y 00|

Lema 5.11. La reticula del toro cuspidal asociado al producto LMRN es

2
)
X0 Y0

con xo, X1 y Yo trazas asociadas a los vértices correspondientes en la Figura 5.12(b).

Demostracion.

2,q9m —q0) = (2,29m) por ser paralelogramo,
= (2.2qu+3) - 1)
= (2,2(gm — po) — 1)

= {2, xf)f}ﬂ -1 por el Corolario 5.8,
= {2, fo—xy‘o -1 por ser centralmente simétricos.

O

Usando la identidad de Markoff, podemos verificar que este resultado es equivalente
al Lema 4.8.
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5.4. Puntos limite de toros cuspidales

Observemos que debido a la ecuacion (4.9), todos los resultados obtenidos en la Sec-
cion 4.5 se adaptan de manera sencilla e inmediata con nuestra notacidon de trazas. En
concreto, basta hacer el cambio de variables x = 2xo y y = 2y, donde x = cosh({/2)
como se enuncio en el Teorema 4.11, y y = cosh({,/2). Sin embargo, aqui decidimos pre-
sentar otra prueba del Corolario 4.10 y de un teorema equivalente al Teorema 4.11 (para
el caso N fijo) usando solamente la herramienta de trazas, que aunque no es una técnica
elemental, como la que presentamos en el capitulo anterior, cuando se entiende es muy
amigable y produce demostraciones sencillas.

Observacion 5.12. xy — 2 cuando M — o0,y yg — 2 cuando N — co.

Por la ecuacion (4.9), tenemos que x — 2 siy s6losi £y — 0,y y — 2siy solo
si {g — 0. Por lo tanto, esta observacion se sigue de manera directa de lo anterior y de
(4.23).

Demostracion. (Corolario 4.10). Para lo siguiente, consideraremos la Figura 5.12(b). Por
la observacion anterior, sabemos que xy = xg — 2 cuando M — oo,y yyy = yg — 2
cuando N — oo. Entonces, al aplicar la identidad de Markoft al tridngulo cuyas trazas
asociadas a sus vértices son xg, yy y X1, obtenemos que

xovm £ Y3, — 402 +93)
x| = > (5.13)

y por lo tanto x; — 2 + 2i, cuando xp, yy» = yo — 2. Entonces

2x
lim 2L 1= 1xi-1 = i
(x0,y0)—(2,2) X0Y0

,

y finalmente, usando el Lema 5.11, concluimos que la reticula limite de nuestra familia es
2,0).

Finalmente, y de manera anédloga a la demostracién del capitulo anterior, por el pri-
mer punto de Observaciones 4.4 y por el Lema 4.10, las reticulas de los toros cuspidales
correspondientes a las palabras (LMRNYK conk € Z* fijo, convergen a la reticula (1, ki/2),
cuando M, N — oo.

O

Luego, usando el algoritmo basado en trazas de la seccién anterior, podemos obtener
otra version del Teorema 4.11 en funcidn de los polinomios ¢ ;(w) con los que trabajamos
en la seccién anterior. Aqui, por facilidad de operaciones, obtendremos el Teorema para
el caso N fijo.
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Teorema 5.13. La familia de las reticulas de toros cuspidales asociados a palabras
LMRN, con N fijo, se acumulan en la reticula (2, 2i/yy), donde yo es raiz del polino-
mio [—y(y £ 2i) + 4]c,(y) = 2ic,—1(y), cuando N = 2n es par; o yg es raiz del polinomio
[y +2i—2]cyr1(y) + [y F 2i — 2]cy(y), cuando N = 2n + 1 es impar.

Para demostrar este teorema, nuevamente elaboraremos un algoritmo para encontrar
los puntos limite a donde convergen las familias de reticulas mencionadas.

Demostracion. Nuevamente, por la identidad de Markoff, se cumple (5.13), y por lo tanto
X1 — yo £ 2i, cuando xy9 — 2. Luego, tenemos que
2x1 2i

lim -1 = +—
x0—2 X0 Yo Yo

B

y por lo tanto, por el Lema 5.11, la reticula limite de nuestro caso es (2, +2i/yg). Como
ambos signos definen la misma reticula, nos podemos olvidar del signo negativo.

Abhora, el resto de la demostracién la dividiremos en dos partes: el caso par y el caso
impar. Comencemos con el caso par, N = 2n. Aqui, por la ecuacién (5.12), tenemos que
Xp—1 = Xu+1. Entonces las ecuaciones de Markoff para los tridngulos centrales se traducen
en

2y = 24Xyl = 5.14
n-1 = XnY0 y X + X7 + Yy = XoX1Y0- (5.14)

De la segunda ecuacién de (5.14), y de la ecuacién (5.7), obtenemos que cuando xg — 2,

X1 — Yyo=x2i,
Xn = (o £2i)cn(yo) — 2¢4-1(00),
Xpe1 = (Vo £ 20)cne1(V0) — 2¢,(Yo).

Entonces, cuando xg — 2, la primer ecuacién de (5.14) se traduce en

yol(o £ 20)cn(yo) — 2¢,-1(00)] = 2[(yo = 20)cns1(y0) — 2¢n(y0)].

Finalmente, usando la definicién recursiva de c,(yg), la cual definimos en el Lema 5.3
como ¢+1(Y0) = Yocn(¥0) — ¢n-1(y0), obtenemos

[=vo(yo £ 20) + 4]ca(yo) £ 2ic,—1(yo) = 0.

Por otro lado, el caso impar N = 2n + 1, es muy similar al caso par, pero en este caso,
la simetria nos dice que x, = x,+1. Asi que nuevamente, usando la ecuacién (5.14) y la
definicién recursiva de ¢, (yg), concluimos lo que se quiere en el enunciado del teorema.

O
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Conclusiones

Cualquier 3-variedad hiperbolica M, que es un circulo de toros ponchados, estd de-
terminada por su monodromia ¢, la cual es conjugada por un elemento de SL»(Z) a un
producto L™ R™ [ R"™ ... [J™*R™ donde

(10 (11
e=(10) s () -

Ademas, M, es unicuspidal, y su cispide se ve como el producto de un toro plano con un
intervalo. Asi que a cada M, se le asocia una clase de homotopia de un toro plano.

Luego, si ¢ es conjugada a +L"™ R [™R™ ... [ R"™ _ vimos una descomposicién de
M, (que se le atribuye a Jgrgensen) en M + N tetraedros (donde M = my +mp +---+my y
N =ny+ny+---ng), la cual implicé una descomposicién de su toro cuspidal en 4(M + N)
elementos. Utilizando dicha descomposicién, presentamos dos algoritmos para obtener
ecuaciones que nos permiten determinar dichos toros cuspidales; uno de ellos fue a través
de la construccién de 2k transformaciones de Mobius que sélo usaron geometria elemental
y el otro usé técnicas de trazas ya usadas por otros autores.

En el caso particular en el que ¢ es conjugada a LMRV, obtuvimos los siguientes
resultados.

1. Su toro cuspidal asociado estd formado por el pegado de cuatro paralelogramos
congruentes, los cuales estan triangulados de igual forma por parejas, y estas trian-
gulaciones son centralmente simétricas (ver Teorema 4.6). Esto no sucede en el caso

general.
2.
N¢ 4 Cr
cosh? (Tg) = tanh?® (Eg) cosh? (Ef) )
Mt 4 4
cosh? (Tf) = tanh? (%) cosh? (E) .
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Monodromia v T
i
LR — 2+3i
V3
L*R? i 2i
1+ .
LR? +—\ﬁl \Ti
4
L*RLR —0.215299 + 0.780698i 0.656558 + 2.38075i
Cuadro 5.2

define un sistema de ecuaciones, donde £y y €, son longitudes complejas asociadas
a sus dos transformaciones de Mobius antes construidas. Ademas, también obtu-
vimos otros sistemas de ecuaciones en el que sélo intervienen los vértices de la
trangulacion, vistos como elementos en C (ver primer cuadro de la pagina 67). Otro
sistema de ecuaciones para este caso (usando el método de trazas) se puede ver en
el primer cuadro de la pagina 102.

. En el Cuadro 5.2, presentamos los resultados obtenidos de algunos ejemplos, don-
de el toro cuspidal obtenido mediante nuestra triangulacién candnica se obtiene
mediante las traslaciones z — z+ 2y z — z + v, y ademds, T es su representante
en la regiéon fundamental del méduli de toros planos de la Figura 2.2(a).

Los primeros tres ejemplos son conocidos, y aqui presentamos una construccion
sin el uso de nuestros algoritmos. El dltimo ejemplo (el cual es una aproximacién)
no lo hemos visto antes en la literatura y lo construimos de forma sencilla usando
nuestro algoritmo de trazas.

Finalmente, con la ayuda de Matlab y usando nuestro algoritmo de transformacio-
nes de Mobius, obtuvimos mds ejemplos, los cuales se presentaron en las Figuras
4.19y 4.20.

. Mediante ambas herramientas (transformaciones de Mobius y trazas), estudiamos
los puntos de acumulacién de los toros cuspidales de esta familia particular. En
concreto, obtuvimos ecuaciones donde una de sus soluciones define el limite de los
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Familia To

F i

¥ V3i
4

% l

1+2i+ V5-4i

Cuadro 5.3

toros cuspidales asociados a las monodromias LMR", fijando M (o N) y dejando
tender N (o M) a oo.

. Obtuvimos ejemplos de limites de toros cuspidales los cuales mostramos en el Cua-
dro 5.3, donde Fj; = {LMRN : N e N}, y (1, 79) es la reticula correpondiente al toro
limite de todos los toros cuspidales asociados a los elementos de la familia 7.
Ademads, usando nuevamente Matlab, en las Figuras 4.22 y 4.23 presentamos los
toros limite asociados a las familias ¥4, 5, 6, ¥7, T3 vV Fo.

Finalmente, en la Figura 4.24, graficamos con puntos todos los toros cuspidales (se
grafica 7 donde (1, 7) es la reticula del toro cuspidal) asociados a palabras de la
forma LMRY y mediante asteriscos sus puntos limite.
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1

Apéndice A
Matlab: Presentacion de programas.

En este apéndice, presentaremos los programas empleados para obtener muchas de las
imagenes presentadas en esta tesis.

A.1. Toro cuspidal triangulado asociado a palabras LMR"

Recordemos que las ecuaciones de Guéritaud (ver [11]), son equivalentes a las que
obtuvimos en la Proposicién 4.7, como lo verificamos de forma sencilla en la misma. Por
otro lado, de todas las soluciones de ambos sistemas de ecuaciones, Matlab arroja la mas
sencilla (vista desde cierto aspecto de Métodos numéricos, que ain no entiendo pero me
encuentro estudiando). Por tal razén, en el primer programa que presentamos, decidimos
usar las ecuaciones de Gueritaud, ya que con ellas, resulta que obtenemos justo la solucién
que forma la triangulacién del toro cuspidal con las caracteristicas geométricas requeridas.

Después de obtener dichas soluciones, adaptamos el resto de los calculos que hicimos
en la Seccién 4.4 para finalmente obtener los dibujos de los toros cuspidales triangulados,
asociados a palabras LMRN que presentamos en las Figuras 4.19 y 4.20. Para esto, basta
cambiar los valores de M y N al inicio de dicho programa (para M, N enteros mayores a
2), y se arrojara en cuestion de segundos la figura de su respectivo toro triangulado.

clear all

syms z W

% No funciona cuando alguno de los dos es I, ni en algunos
casos donde alguno de los dos es 2

M=5

N=3

fl=sinh(z)+j*tanh ((pi*j—2+z)/N)*xcosh (( pi*j—2+w)/M);

f2=sinh (w)—j«tanh (( pi*j—-2+w) /M)*cosh (( pi*j—-2%z)/N);

[p,P]= solve(fl,f2, z,w)
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29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

D1l es \ell_f
1=—-(3.14159265359%j —2«p) /N
DL es \ell_g
L=(3.14159265359%j -2+P) /M

Yt es \tau
t=tanh (1)=«tanh(Nx1/2)

Ql=[1; Q2=[]; Q3=[1; PI1=[]; P2=[]; P3=[]; P4=[];

for n=0:N
Ql(end+1)=(1/2)«tanh(1)«tanh((-N/2+n)=x1);
Q2(end+1)=Q1(n+1)+1;
Q3(end+1)=Q1(n+1)+2;

end

moduli=2xQ1(N+1)

for n=0:M

Pl(end+1)=(1/2)«tanh (L)*tanh ((M/2-n)*L)+1/2—(1/2)*tanh (

L)=«tanh ((M/2)*L);
P2(end+1)=P1(n+1)+1;
P3(end+1)=P1(n+1)-t;
P4 (end+1)=P3(n+1)+1;

end

plot (Ql, k")
set(gca, units’,’ centimeters’)
daspect([1 1 1])

>

hold on
plot (Q2,’k’), plot(Q3,’k’), plot(Pl,’k’), plot(P2,
plot (P3,°k’), plot(P4,’k’)

for n=1:N+1
plot([-1/2,real(Ql(n)) ,1/2],[0,imag(Ql(n)) ,0],
plot ([1/2,real (Ql(n)+1),3/2],[0,imag(Ql(n)) ,0],
plot ([3/2,real (Ql(n)+2),5/2],[0,imag(Ql(n)) ,0],
end
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47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

for n=1:M+1
plot ([1/2«t ,PI(n),1+1/2«t],’k”)
plot ([1/2«t+1,P2(n) ,2+1/2%t],’k”)
plot([—-1/2%t,P3(n),1-1/2«t],’k’)
plot([-1/2«t+1,P4(n),—-1/2%t+2],°k’)
end

xl=double(real(-1/2xt));
x2=double(real (1/2x1t));
x3=double(real (1/2xt+2));
x4=double(real (—=1/2%t+2));
yl=double (imag(—-1/2xt));
y2=double (imag(1/2%t));
y3=double (imag(1/2xt+2));
y4=double (imag(—-1/2%t+2));

pgon = polyshape ([x]1 x2 x3 x4],[yl y2 y3 y4]);
h=plot (pgon, ’'FaceColor’,’y’)

h.LineStyle —

h.EdgeColor ‘m’ ;

hold off

A.2. Puntos limite de toros cuspidales

En esta seccion presentamos un pequefio codigo para obtener las Figuras 4.22 y 4.23.
Como ya explicamos antes, fijamos M (o N) y graficamos la solucién de gy, € C, para
varios valores grandes de M (o N), donde (1, ) es la reticula del toro cuspidal asociado
ala palabra LMRN .

clear all
syms z w

% Ciclo que fija My mueve N
hold on
for n=2:49
M=50
N=10"4+1000%n

fl=sin(z)—j=tan ((pi—2+z)/N)=*cos ((pi-2+w) /M) ;
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hold off

f2=sin (w)+j*tan ((pi—2+w) /M)=*cos ((pi—-2xz)/N);
[a,A]l= solve (fl ,f2, z,w);

B=(3.1416-2+A) /M;
t=(tan(B)=xtan (M«B/2))
plot(t/2, >.)
grid

end

% Encerrar en una vecindad el punto limite
plot(t/2, ’0’)
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