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Resumen

El propésito de este trabajo es desarrollar la teoria de los politopos de Reuleaux y los
cuerpos de ancho constante. Hay muchas figuras de ancho constante en el plano ya que
cada poligono regular con un ntimero impar de lados permite construir una figura con
esta propiedad. Ademas, existen infinitos poligonos no regulares adecuados para estas
construcciones y otros métodos para crear cuerpos de ancho constante. También se
puede construir conjuntos solidos de ancho constante en dimensiones superiores como
los llamados s6lidos de Meissner y los cuerpos de revolucién de ancho constante.

En este trabajo definimos los poliedros de Reuleaux y describimos sus propiedades
principales. También describimos la forma en la que se pueden construir cuerpos de
ancho constante a partir de ellos. Finalmente logramos encontrar todas las graficas
provenientes de poliedros de Reuleaux con un méximo de 9 vértices que se pueden
obtener utilizando un método desarrollado en el 2017. Esto tltimo es una aportacion
original de este trabajo.

Palabras clave: Ancho constante, politopos esféricos, triangulo de Reuleaux, sélidos
de Meissner, graficas.

Abstract

The purpose of this work is to develop the theory of Reuleaux polytopes and bodies
of constant width. There are many figures with constant width in the plane, as each
regular polygon with an odd number of sides allows for the construction of a figure with
this property. Furthermore, there are infinitely many suitable non-regular polygons for
these constructions, along with other methods to create bodies of constant width. Solid
sets of constant width can also be constructed in higher dimensions, such as the so-
called Meissner solids and bodies of constant width formed by revolution.

In this work, we define Reuleaux polyhedra and describe their main properties. We
also elaborate on how bodies of constant width can be constructed from them. Finally,
we manage to identify all the graphs derived from Reuleaux polyhedra with a maximum
of 9 vertices, achievable through a method developed in 2017. This last achievement
represents an original contribution of this work.
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Introduccion

El propésito de este trabajo es desarrollar la teoria de los politopos de Reuleaux y los
cuerpos de ancho constante. Comenzaremos con un breve resumen sobre los cuerpos
de ancho constante y su relacion con los politopos de Reuleaux, asi como con un
tipo especial de graficas planas. Este tema se encuentra bien desarrollado en el libro
de Martini, Montejano y Oliveros [Martini et al., 2019]. En dicho libro se explica con
claridad la importancia de los cuerpos de ancho constante, que son cuerpos que poseen
la propiedad de mantener la misma apertura entre dos lineas perpendiculares a una
direccién y paralelas entre si que los abrazan, independientemente de la direcciéon que
se elija. Estos cuerpos son relevantes debido a su propiedad de ancho constante, la cual
los hace tutiles en diversas aplicaciones.

El primer ejemplo no trivial es el triangulo de Reuleaux, que se puede construir de
dos maneras. La primera consiste en empezar con un triangulo equilatero abc de aristas
de longitud unitaria y marcar desde cada vértice, digamos a, un segmento de arco que
va de b a ¢, y repetir para cada vértice. La segunda construccién consiste en marcar
una circunferencia de radio 1 y una segunda con centro sobre la primera circunferencia.
Por ultimo, marcamos una tercer circunferencia con centro en una de las intersecciones
de los primeros dos circulos y la interseccion de los tres circulos es el triangulo de
Reuleaux. La Figura 1 muestra una representacion del tridngulo de Reuleaux.

a

b c

Figura 1: Triangulo de Reuleaux.

De hecho, hay muchas figuras de ancho constante, ya que cada poligono regular con
un numero impar de lados permite construir una figura con esta propiedad (como se
muestra en la Figura 2). Ademads, existen infinitos poligonos no regulares adecuados
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Figura 2: Una figura de ancho constante basada en un heptagono regular.

para estas construcciones, asi como muchas otras formas diferentes de crear figuras de
ancho constante.

Una posibilidad es empezar con un poligono irregular en forma de estrella, cuyo
numero de vértices es impar y cuyos lados tienen la misma longitud. Se dibujan arcos
circulares con centro en los vértices que conectan cada par de puntas opuestas adya-
centes. Las esquinas de la figura se pueden redondear extendiendo todos los lados del
poligono en forma de estrella a la misma longitud y uniendo sus extremos con arcos
circulares cuyos centros son los puntos opuestos de la estrella. En la Figura 3, se mues-
tra una curva de ancho constante basada en un poligono en forma de estrella y una
version suavizada del mismo.

Figura 3: Una curva de ancho constante basada en un poligono en forma de estrella y
una version suavizada del mismo.

Otro hecho curioso que se trata en el libro [Martini et al., 2019] es que hay figuras
de ancho constante que pueden construirse de tal manera que no contengan areas
circulares en ninguna parte de su frontera. Ademas, es posible construir una curva de
ancho constante diferente del circulo, que es analitica. Es decir, existe una ecuaciéon
polinémica cuyos ceros son los puntos de una curva no circular de ancho constante (ver
Figura 4).



Figura 4: Curva analitica correspondiente a la ecuacién: (z? + y?)* — 45(2? + y?)® —
41283(z% 4 y*)* + 7950960(z? + y?) + 16(z* + y?) + 16(2? — 3y*)® + 48(2? + y?)(2* —
3y*)? + (2% — 3y*)2(16(2? + y?)? — 5544(2” + y?) + 266382) = 720°.

Como en el plano, también existen conjuntos sélidos de ancho constante en dimen-
siones superiores. En estos casos, se determina el ancho de un cuerpo en una direccion
dada eligiendo un par de hiperplanos de apoyo paralelos que sujetan el cuerpo y son
ortogonales a esa direccién. Entonces, la distancia entre estos hiperplanos es el ancho
en esta direccion. Por lo tanto, un cuerpo de ancho constante es un cuerpo convexo con
la propiedad de que su ancho es el mismo en todas las direcciones. Aunque se conocen
muchos métodos para construir curvas de ancho constante, no ocurre lo mismo con sus
analogos de mayor dimension.

Gracias a un teorema de P4l, se sabe que todo subconjunto de R? de didmetro 1 esté
contenido en un cuerpo de ancho constante [Gruber et al., 1983]. Sallee [Sallee, 1970], y
Lachand y Outdet [Lachand-Robert and Oudet, 2007], dieron procedimientos no cons-
tructivos para encontrarlos.

Por ejemplo, si quisiéramos hacer una construcciéon analoga a la del tridngulo de
Reuleaux con esferas, no resultaria un cuerpo de ancho constante. Es decir, conside-
remos el tetraedro regular y tomemos la interseccion de las esferas unitarias sélidas
centradas en cada uno de los vértices, el resultado no es un cuerpo de ancho constante.
Sin embargo es posible redondear tres de sus aristas curvas para obtener dos andlogos
tridimensionales del tridangulo de Reuleaux, que son los llamados s6lidos de Meissner
(ver Figura 6)[Meissner, 1918].

Ademaés de los dos sélidos de Meissner y cuerpos de revoluciéon de ancho cons-
tante, de los cuales, un buen ejemplo en R? es el sélido de revolucién obtenido del
tridngulo de Reuleaux haciéndolo girar alrededor de cualquiera de sus ejes de simetria
(ver Figura 5), no habia ningtin ejemplo concreto en la literatura de un cuerpo de
ancho constante de dimensién mayor que 2 o un procedimiento finito concreto para
construir uno. En [Montejano and Roldédn-Pensado, 2017] se describe cémo construir
cuerpos tridimensionales de ancho constante con la ayuda de incrustaciones especiales
de graficos auto-duales. Ademas, dan un procedimiento finito para construir un cuerpo
tridimensional de ancho constante a partir de un poligono de Reuleaux de dimension
dos.



Figura 5: Sélido de revoluciéon del tridngulo de Reuleaux.

Figura 6: Un solido de Meissner (Biblioteca de la Universidad de Toronto).

En este trabajo, comenzamos exponiendo qué son los poligonos de Reuleaux y su
relacion con los cuerpos de ancho constante en dos dimensiones. Posteriormente, vemos
su generalizacion a tres dimensiones, cuyas construcciones siguen un razonamiento
analogo pero utilizando esferas. Se explica como determinan una grafica simple, plana
y 3-conexa, que les da una estructura poliedral, por lo que se denominan poliedros
de Reuleaux. Aunque estos poliedros no son cuerpos de ancho constante, pueden ser
ligeramente modificados para serlo.

Como primer paso, explicamos el proceso mediante el cual se puede transformar
un tetraedro de Reuleaux en un cuerpo de ancho constante conocido como cuerpo
de Meissner. A continuacién, describimos cémo aplicar este mismo proceso a cual-
quier poliedro de Reuleaux, esto se hace utilizando el método presentado en el articulo
[Montejano and Roldén-Pensado, 2017].

En ese mismo articulo se da un proceso con el cual se puede obtener un poliedro
de Reuleaux (y por lo tanto un cuerpo de ancho constante) a partir de un poligono de
Reuleaux. En este método consiste en tomar los vértices de un poligono de Reuleaux
de ancho 1 en el plano xy y colocar una esfera de radio 1 centrado en cada vértice.
Esto nos da un poliedro esférico y agregamos los vértices de este politopo que estan en
el semiespacio superior. En el articulo se muestra que estos vértices son los vértices de



un poliedro de Reuleaux.

Basdndonos en el trabajo computacional realizado en [Montejano et al., 2020] en-
contramos todas las graficas de hasta 9 vértices que se pueden obtener, usando el
método descrito anteriormente, a partir de algin poligono de Reuleaux. Se adjuntan
las imagenes de las graficas que se obtienen asi como de los cuerpos de ancho constante
asociados a éstas. Como consecuencia descubrimos que existen 2 gréaficas de 9 vértices
que son imposibles de obtener a partir de un poligono de Reuleaux con este método.
Incluimos una demostracion de este hecho.



Capitulo 1

Poliedros de Reuleaux

En este capitulo generalizamos el triangulo de Reuleaux a los poligonos de Reuleaux y
posteriormente a los poliedros de Reuleaux. Este es un primer paso para comprender
la teoria necesaria para construir cuerpos de ancho constante mediante poligonos de
Reuleaux y su relacién con las graficas autoduales.

De aqui en adelante, denotaremos por R¢ al d-espacio euclidiano con origen en 0,
el producto escalar por (-,-) y su norma inducida | - |.

Ademds, denotaremos por B%(p,r) a la bola d-dimensional con centro en p y radio
r. Cuando la dimensién no es esencial, simplemente se denotarda como B(p,r). Cuando
el centro o el radio no importen, se denotaran por B(r) y B(p), respectivamente, o
simplemente B.

De forma similar a lo anterior, S%~1(p,r) denota la frontera de B(p,r), y S(p,7)
la frontera de B(p,r). S(r) o S(p) denota la frontera de B(r) o B(p), respectivamente.
Cuando no haya peligro de confusién, denotamos también por S?~! la esfera unitaria
(d — 1)-dimensional S471(0, 1).

También usamos bd ® e [ ® para denotar la frontera y el interior, respectivamente,
de un conjunto cerrado convexo P.

1.1 Poligonos de Reuleaux

A continuacion mostramos la forma en que el triangulo de Reuleaux de ancho 1 se
puede generalizar a los poligonos de Reuleaux. Antes de continuar, recordemos que si
mas de un hiperplano de soporte pasa por un punto limite p de un cuerpo convexo
®, decimos que p es un punto singular en la frontera de ®. En cambio, si solo un
hiperplano de soporte pasa por él, se denomina punto regular de la frontera.

Un poligono de Reuleaux es una figura de ancho constante 1 cuya frontera consiste
en un nimero finito (necesariamente impar) de arcos circulares de radio 1. Estos arcos
circulares estan definidos de manera que los centros de los circulos que los forman
también estan en la frontera del poligono.

Describimos un método para construir todos los poligonos de Reuleaux. Sea P un
poligono plano convexo de didmetro 1 con un nimero impar de vértices, es decir, dado el
conjunto de vértices V' = {x1, x9, ..., Ton, Tont1 }, Supongamos que las cuerdas opuestas
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son diametros de P. Es decir, supongamos que para todo k = 1,2,...,2n + 1 donde
los subindices se toman en médulo 2n + 1, tenemos

|2k — Tnyk| =1 = |2 — Toprta]-

Entonces, el poligono esférico ¢ = N2 B(xy, 1) es una figura convexa de ancho cons-
tante 1 en la que los vértices del poligono P coinciden con los puntos singulares de la
frontera de ¢, y esta frontera consiste en la union de 2n + 1 arcos circulares. En efecto,
para cada k = 1,2,...,2n + 1, el arco circular mas corto, centrado en xy y entre x,
Y Zpiky1 (con indices méd (2n + 1)), pertenece a la frontera de ¢ (ver Figura 1.1).

Tr+2 Yk+1 Tpt1

Ln+k+1 Yn+k+1 Ln+k+2

Figura 1.1

Teorema 1.1. Si ® es cualquier figura plana de ancho constante 1, entonces se puede
construir un poligono de Reuleaux que es, con respecto a la métrica de Hausdorff,
arbitrariamente cercano a ¢.

Demostracion. Para la demostracién se sigue de cerca [Yaglom and Boltyanskii, 1960]
Consideremos un poligono z1xs...x2, con las siguientes propiedades:

1) Los lados opuestos xx&gi1 ¥ TnikTniki1, Son paralelos y estan a distancia 1.

2) Para cada 1 < k < 2n, existe un punto y en el lado xzg,; con la propiedad de
que YrYnir €s ortogonal a TpTri1 V TpikTniksl, Y €0 consecuencia la distancia
entre Y V Ynix €s 1.

Permitimos la posibilidad de que zp = yp = 11 ¥V Topns1 = 1.
Bajo estas circunstancias, vamos a construir un poligono de Reuleaux que esta inscrito
en el poligono y1ys ... Y2, y circunscrito al poligono x1z5...x9,. Para ello, se elige un
arco de circulo de radio 1 entre y; e Y11 y una curva compuesta por dos arcos de circulo
que unen Y,ix vV Yntkr1 de tal manera que la nueva curva tenga ancho constante 1 y
quede inscrita en el poligono 414 . . . ¥2,. Encontraremos un punto z, cuya distancia a yy,
v Yps1 es igual a 1. Ademas, z estd elegido de tal manera que queda en la envolvente



Poliedros Esféricos

convexa de los cuatro puntos siguientes: {Yx¥Unik N Ykt1Yntkt1s Yntks Tntkt1s Yntkrl -
Ahora, para cada 1 < k < n, dibuja un arco circular de radio 1 alrededor de z; que una
a Yk YV Ykt1, un arco circular de radio 1 alrededor de y; que una y,.+x y 2k, y un arco
circular de radio 1 sobre y, + 1 que une zx y ynirr1, véase la Figura 1.1. Es evidente
que la nueva curva ¢ asi obtenida es una curva de ancho constante 1.

De hecho, si una de las dos lineas de apoyo paralelas L'y L’ de ¢ toca el arco y, .2k,
entonces la otra pasa por el vértice y,.: si L pasa por z;, entonces L’ es tangente al arco
circular yryr.1; si L toca el arco circular zpy, x11, entonces L’ pasa por el vértice yg. 1.
Por lo tanto ¢ tiene ancho constante 1. Ademas, ¢ permanece inscrito en el poligono
Y1Y2 - - - Y2, ¥ circunscrito sobre el poligono zixy...x9,. Si ® es una figura de ancho
constante, elijamos un poligono con vértices vy, ys, - . . Y2, en la frontera de ® y con la
propiedad de que la distancia entre los vértices opuestos Y y Ynix, 1 < k < n, es 1. Sea
Ly, Loy, ... Ly, lineas de soporte de ® en i, s, ...y2,, respectivamente, de tal forma
que las lineas de apoyo opuestas Ly v L,ir, 1 < k < n, son paralelas. Por supuesto,
debemos permitir la posibilidad de que yx = yg11. Finalmente, sea {zy} = Lx_1 N Ly, .

Primero observamos que, ® esta inscrito en el poligono y1ys . . . y2, vy circunscrito a
T1X3...T9,. Ademas, por la primera parte de la demostracion, es posible construir un
poligono de Reuleaux ¢ que también estd inscrito en el poligono y1ys . .. y2, ¥ circuns-
crita a x1xs ... Toy,. Si, ademas elegimos el poligono x5 ... 29, de tal manera que la
distancia entre yx v ypr1 (1 < k < 2n), Yo, ¥ 41, €8 menor que €, entonces la distancia
de Hausdorff entre ® y ¢ tiende a cero cuando ¢ tiende a cero. |

1.2 Poliedros Esféricos

Un poliedro esférico (o poliedro bola) en R? es la interseccién de un niimero finito, pero
al menos d, de esferas de radio 1. supongamos primero que ® es tridimensional, para
evitar trivialidad & tiene interior no vacio y cualquier subconjunto propio X’ C X,
& £ N,exr B(x,1). La tltima condicién se pide para evitar que X contenga puntos que
no aporten nueva informacién sobre .

Lo que deseamos es describir la frontera de ®. Los puntos de la frontera de &
pueden clasificarse como singulares o regulares. Los puntos singulares se dividen en dos
conjuntos: el conjunto de puntos O-singulares y el conjunto de puntos 1-singulares. A
continuacion se detallan estas clasificaciones:

m Puntos 0-singulares: son aquellos puntos y € bd ® que cumplen las siguientes
condiciones:

- X C B(y,1).

- Existen puntos i, z9,r3 € X tales que los vectores x1 — y, x9 — y, T3 — ¥y
son linealmente independientes. Estos puntos son los vértices de .

» Puntos 1-singulares: forman el conjunto de puntos y € R? que cumplen las si-
guientes condiciones:



Poliedros Esféricos

- S(y,1) N X contiene al menos dos puntos y estd completamente contenido
en algin circulo méximo de S(y, 1). Estos puntos son las aristas de ®.

Por 1ltimo, tenemos el conjunto de puntos regulares de la frontera de ®. Estos son
aquellos puntos y € bd ® que se caracterizan por cumplir las siguientes condiciones:

» X C B(y,1).
m [S(y,1) N X| = 1. Estos puntos conforman las caras de ®.

En consecuencia, el conjunto de puntos singulares de la frontera de ®, S(®), consiste
en un encaje de una grafica Gg cuyos vértices V(@) son los puntos 0-singulares de bd @
y cuyas aristas corresponden a subarcos de circunferencias que unen cada uno de los
puntos en V(®). Dados dos vértices adyacentes a,b € V(®), denotamos por ab al
subarco de circulo que une a a con b. El complemento de S(®) en la frontera de ®
consiste en los puntos regulares de ®, cuyas componentes son subconjuntos abiertos
convexos esféricos de una esfera de radio 1. De esta forma, una cara de ® se define
como S(x,1)N®, donde = € X.

Un poliedro esférico tridimensional ® es estandar si la interseccion de dos caras
es vacia, un vértice de G o una sola arista de Gg. De hecho, se puede demostrar lo
siguiente

Teorema 1.2. [Kupitz et al., 2010] La grifica G de un poliedro esférico tridimensio-
nal estandar es simple, plana y 3-coneza.

Recordemos la férmula de Euler-Poincaré v — e + f = 2 para cualquier poliedro
esférico tridimensional con v vértices, e aristas y f caras. Ahora sea ® C R? un poliedro
esférico. Suponiendo que ® = N,cx B(x,1), pero para cualquier subconjunto propio
X' C X, ® # Nyex B(x,1). Una esfera de soporte S' es una esfera de dimensién I,
donde 0 < | < d—1, que se puede obtener como la interseccion de algunas de las esferas
en S(x,1),ex. Diremos que un poliedro esférico d-dimensional ® es estandar si para
cualquier esfera de soporte S!, la intersecciéon ® N S! es esféricamente convexa en S'. Si
esto es asi, llamamos ¢ a una cara de ® si 0 = ® N 5!, para alguna esfera de soporte
St de @, donde la dimensién de o es [. En [Bezdek et al., 2007], se probé el siguiente
teorema:

Teorema 1.3. Sea ® C R? un poliedro esférico estindar. Entonces, las caras de ®
forman las celdas de una descomposicion finita CW de la frontera de ®. Ademds,
tenemos la siguiente férmula de Euler-Poincaré [Hlinény, 2021]:

L+ (=1 =3 (=) fi(@),

1=0

donde f;(®) denota el nimero de caras de dimension i de P.
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1.3 Poliedros de Reuleaux

De acuerdo con Sallee [Sallee, 1970], un Poliedro de Reuleauz es un cuerpo convexo
® C R? que satisface las siguientes propiedades:

s Hay un conjunto X C R? tal que ® = N,cx B(x,1).
m ¢ es un poliedro esférico estandar.

» El conjunto V(@) de puntos singulares de dimensién 0 en bd ® es exactamente
X.

En dimensién 2, un poliedro de Reuleaux es precisamente un poligono de Reuleaux.
Sin embargo, en dimensiones superiores, excepto por el de dimension 2, los poliedros
de Reuleaux no son cuerpos de ancho constante. Hay muchos poliedros de Reuleaux
pero estos no estan caracterizados, ni ellos ni las graficas que generan. Se conocen
varias familias infinitas y mas adelante construiremos varios de ellos. El ejemplo mas
sencillo de un poliedro de Reuleaux es el tetraedro de Reuleaux, que es el andlogo
tridimensional del triangulo de Reuleaux.

El tetraedro de Reuleaux tiene como grafica autodual a la grafica completa Kj.
Este tetraedro sera fundamental para construir ejemplos de cuerpos tridimensionales
de ancho constante. A continuacién, describimos su construccién.

1.4 El Tetraedro de Reuleaux

Comenzamos con un tetraedro regular con lados de longitud 1 en R3. Como en el caso
del triangulo de Reuleaux, tomamos las cuatro bolas de radio 1 con centros en los
vértices del tetraedro. La intersecciéon de estas cuatro bolas se conoce como el tetraedro
de Reuleauz y se denota por T'.

El tetraedro T' de Reuleaux es un cuerpo estrictamente convexo cuya frontera tiene
la misma estructura de caras que un tetraedro regular, pero con caras y aristas curvas.
Tiene cuatro “triangulos esféricos” que se cruzan en seis arcos circulares, donde el centro
de cada porcion esférica estd en el vértice opuesto del tetraedro y el centro de cada
arco circular estd en el punto medio de lados opuestos del tetraedro (ver Figura 1.2).
De manera mds formal, sea a, b, ¢, d cuatro puntos equidistantes en R?® cuya distancia
por pares es 1, y consideremos su envolvente convexa, que es un tetraedro abed. Sean
B(a), B(b), B(c) y B(d) las bolas de radio 1 con centro en a, b, ¢ y d, respectivamente,
y sus fronteras son las esferas S(a), S(b), S(c) y S(d). Por lo tanto, el tetraedro 7" de
Reuleaux se define como

T = B(a) N B(b) N B(c) N B(d).

El primer propésito es describir la frontera de 7. Notemos que S(a) N S(b) es el
circulo de radio v/3/2 con centro en ‘ITH’ y contenido en el plano ortogonal al lado ab.
Claramente, c y d, los otros dos vértices del tetraedro, se encuentran en este circulo; por
lo tanto, denotamos por cd al arco més corto de este circulo entre ¢y d (ver Figura 1.3
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B(d,1)

Figura 1.2: Tetraedro de Reuleaux 7'

la cual fue extraida del libro [Martini et al., 2019] ). De forma analoga, obtenemos seis
arcos de circulo, cada uno por cada lado del tetraedro abed, y todos ellos contenidos
en la frontera de T'. La union de estos seis arcos de circulo, abUae U ad U be U bd U cd
consiste de los puntos singulares de la frontera de T'. Ademas de estos puntos singulares
y los vértices a, b, ¢, d, todos los demas puntos de la frontera de 7" son puntos regulares
y se encuentran en cuatro tridangulos esféricos delimitados, cada uno de ellos, por tres
de estos arcos circulares. Cada uno de estos cuatro triangulos esféricos S(a), S(b), S(c)
y S(d) esté contenido en S(a), S(b), S(c) y S(d), respectivamente.

al

Figura 1.3

Sea H el plano que pasa por la cara abc del tetraedro. Entonces HNT' es un tridangulo
de Reuleaux. Denotemos por (bc) C H N S(a) el arco circular de radio 1 entre by
¢ con centro en a, que forma parte de la frontera del tridngulo de Reuleaux H N T.
Similarmente, podemos definir los otros doce arcos circulares, con los otros tres planos
a través de las caras correspondientes del tetraedro abed. Denotemos por 3 (be) la regién
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de la frontera de T entre el arco circular (bc), y el arco circular (bc),, observemos que be
se encuentra precisamente en medio de esta region. Las otras seis regiones se definen de
manera analoga. Nuestro siguiente propésito es describir las cuerdas normales en cada
punto de la frontera de 7'y determinar cuales de ellas son binormales. Comenzamos
considerando un vértice de T', digamos a, y observamos que las normales de 7" en a son
precisamente las lineas a través de a y cualquier punto de la cara bed. Para ver esto,
consideremos los planos a través de a ortogonales a ab, ac y ad, y los tres subespacios
determinados por ellos que contienen a 7. La intersecciéon de estos subespacios es un
cono tangente de T' con el vértice a y las lineas normales en a son precisamente las
lineas a través de a y cualquier punto de la cara bed. Observemos el comportamiento de
un punto regular r de 7T'. Este punto 7 se encuentra en uno de estos tridngulos esféricos.
Supongamos, por ejemplo, r € S, =9 (a) N'T, la superficie limitada por be, cd y db.

En consecuencia, la cuerda normal de T en r es la unica cuerda J,, = ra. Si ademas
la cuerda J,, pasa por un punto de la cara bed del tetraedro, esta cuerda se convierte
en binormal. En contraste, si J,, no corta la cara bed, entonces la cuerda J,, es normal
en r, pero no en a, y por lo tanto no es binormal. De hecho, la correspondiente cuerda
diametral de 7', teniendo un extremo en el punto regular r, tiene el otro extremo en uno
de los arcos de circulo de puntos singulares que llegan a a. Finalmente, si asumimos que
p es un punto del arco circular, digamos cd, a diferencia de ¢ y d, una cuerda normal
de T en p es cualquier linea que pasa por p y algin punto x € ab. Por lo tanto, hay
tantas lineas normales como puntos x en ab.

Ahora, notemos que excepto en el caso de la cuerda que pasa por el punto me-
dio del arco cd y el punto medio del arco ab las normales correspondientes no son

binormales. Si L es la recta que pasa por “T“’ y C+d , entonces L NT" es una binormal

de longitud (\/3 — g), que es aproximadamente 1.02 > 1. Entonces tenemos tres de

estos binormales, cada uno de longitud (\/3 — ?)

Si llamamos anormal a un punto ¢ en la frontera de T' cuando la cuerda normal en
¢ no es binormal de longitud 1, de la discusién previa podemos concluir que todo punto
en el interior de las superficies (ab), X(ac), o(ad), 3 (bc), 2(bd), y X(cd) es anormal,
ver los parches rojos en la Figura 1.4, la cual fue tomada del libro [Martini et al., 2019].
Sabemos que los didmetros y las cuerdas de espesor de un cuerpo convexo son binor-
males. Asi, nuestra discusion previa prueba que el didmetro de T' es (\/_ — —) y el
grosor es 1. No es muy dificil calcular el area superficial de T'. De hecho, Weisstein
[Weisstein, 2000] utiliz6 la féormula de Gauss-Bonnet [Hlinény, 2021] para obtener los
valores:

S(T) = 8m — 18cos ' (1/3) = 2.975471...,

y para el volumen:

1 (3v2 — 497 + 162tan "' (v2)) .

VIT) =33
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H/

Figura 1.4

1.5 Relaciéon entre los poliedros de Reuleaux y las
graficas autoduales

Teorema 1.4. Sea ® C R?® un poliedro de Reuleauz. Entonces, Go es una grdfica
autodual, donde el automorfismo T estd dado por: T(x) = S(x) NP, para todo x € X.
Ademds, T es una involucion, es decir, un vértice x pertenece a la celda T(y) si y solo
si el vértice y pertenece a la celda T(x).

Demostracion. Sea & = N,cx B(x) y supongamos que X es el conjunto de puntos
O-singulares de ®. Tomemos x,y € X, las caras duales correspondientes son 7(z) =
S(xz)N®y 7(y) = S(y) N . Supongamos primero que las caras 7(x) y 7(y) se cortan
en el borde ab de Gg, donde a,b € X' y ab es el arco mas corto que une a r con y
en el circulo S(z) N S(y). Esto implica que d(z,a) = d(z,b) = d(y,a) = d(y,b) = 1y,
por lo tanto, que z e y son dos vértices de la cara dual 7(a) N 7(b). Dado que ® es un
poliedro esférico estandar, entonces x, y es una arista de G¢. La demostracién del caso
contrario es completamente andloga. Ademas, si el vértice x pertenece a la cara dual

7(y) = S(y) N ®, entonces d(z,y) = 1y, por lo tanto, el vértice y pertenece a la cara
dual 7(x) = S(z) N . [

Algo que debemos tener presente sobre el encaje de la grifica Gy en R? es que para
todo par de puntos z,y € X, d(x,y) < 1y d(z,y) = 1siy solo si x estd en la cara
dual de y.

Una grafica plana 3-conexa G que admite un automorfismo 7 que es una involucién
(x ¢ 7(z) y x € 7(y) siy sélosiy € 7(x)) se llama grifica autodual involutiva. Un
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encaje métrico de una grafica G autodual involutiva en R? es un encaje de los vértices
X de G en R?, es una grafica geométrica de tal manera que cumple que para todo par
de puntos x,y € X, d(z,y) < 1y d(x,y) =1 siy sblo si x estd en la cara dual de y.
Algunos ejemplos de encajes métricos de graficas autoduales son K4 con los vértices
del tetraedro equilatero y los siguientes dos ejemplos concretos en la Figura 1.5.

=@ @
oo 08

Figura 1.5

Caracterizar cuando una grafica autodual involutiva admite un encaje métrico es un
problema interesante, por ejemplo. El poliedro construido por Lovész en [Lovéasz, 1983],
en relacion con el problema de la distancia, tiene la siguiente propiedad.

Teorema 1.5. Sea X C R? los vértices de un encaje métrico de la grdfica autodual
involutiva G. Entonces Nyex B(x) es un poliedro de Reuleauz. Ademds, la estructura
poliédrica de las caras de Nyex B(x) es isomorfa a la estructura poliédrica (puntos,
aristas, caras) de la grdfica plana G.

Demostracion. Sea ® = N,cx B(x). Serd suficiente demostrar que los vértices de la
frontera de ® coinciden con X. En este caso, ambas son isomorfas porque, para cada
punto en X, la cara dual (como conjunto de puntos) de la estructura de caras de la
frontera de ® y la cara dual del politopo abstracto determinado por la grafica plana G
coinciden.

Con ese propésito, primero demostraremos que el conjunto X C R? admite 2n — 2
didmetros, donde |V| = n. Comenzamos demostrando que para cada x € X, deg(z, G) =
deg(xz, D(X)), donde D(X) es la grafica cuyo conjunto de vértices es el conjunto X y
cuyas aristas son pares z,y C X tales que el segmento xy es un diametro de X. En
efecto, el grado de z es igual al nimero de caras de G que contienen a = y, dado que
G es una gréafica autodual involutiva, este niimero es igual al nimero de vértices de la
cara dual de z, que es el grado de z en D(V'). Esto demuestra que el nimero de aristas
de G y D(V) coinciden y, dado que G es una gréfica autodual con 2n — 2 aristas, la
férmula de Euler establece que D(V') tiene 2n — 2 aristas.
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Por el Teorema de Griinbaum-Heppes—Straszewicz ver [Kupitz et al., 2010], dado
que cada vértice de X tiene grado mayor que dos, los vértices de la frontera de ®
coinciden con X. [ |

Mas adelante, construiremos varias familias infinitas de politopos de Reuleaux en
R3.



Capitulo 2

Cuerpos de Meissner

El primer cuerpo tridimensional no esférico de ancho constante se puede generar girando
el tridngulo de Reuleaux alrededor de uno de sus ejes de simetria Figura 2.1.

Figura 2.1: Rotacién del triangulo de Reuleaux.

En 1911, este cuerpo de revolucion aparecié por primera vez en un catalogo de
modelos mateméaticos elaborado por Martin Schilling [Schilling, 1911]. También mostrd
el primer cuerpo no rotacional de ancho constante definido por Ernst Meissner.

Al igual que en el caso del tridangulo de Reuleaux, el tetraedro de Reuleaux es la
interseccién de cuatro bolas centradas en los vértices de un tetraedro regular. Sin em-
bargo, en esta ocasion, el cuerpo convexo obtenido no tiene un ancho constante. Meiss-
ner y Schilling [Meissner and Schilling, 1912] mostraron cémo modificar el tetraedro de
Reuleaux para obtener un cuerpo convexo de ancho constante. Reemplazaron tres de
sus arcos de borde por parches curvos formados como la superficie de rotacion de un
arco circular, como se puede apreciar en la Figura 2.2.

Los dos sélidos clasicos de Meissner se pueden construir realizando modificaciones
en una de las aristas de cada par de aristas duales del tetraedro de Reuleaux. Este
procedimiento fue descrito en el libro de [Yaglom and Boltyanskii, 1961]. El propésito
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Figura 2.2: Modelo de yeso de Schilling de un sélido de Meissner (Biblioteca de la
Universidad de Toronto).

de este capitulo es generalizar este procedimiento para cualquier poliedro de Reuleaux
en R3.

Sea Gg C bd ® el encaje métrico de la grafica autodual involutiva G que tiene los
puntos singulares del poliedro de Reuleaux ® = (,cx B(z), donde X es el conjunto de
vértices V(Go).

Centremos nuestra atencién en una arista zy € E(Gg). Entonces, hay una arista
dual ab € E(Gg) con las siguientes propiedades:

m d(z,a) =d(z,b) = d(y,a) = d(y,b) = 1.

m La arista 2y estd contenida en S(a) N.S(b), es decir, xy es el arco del circulo con
centro en “T“’, entre x y ¥y, v esta contenido en el plano ortogonal al segmento ab.
s De manera similar, la arista ab estd contenida en S(z) N S(y), es decir, ab es el
arco del circulo con centro en ¥ entre a y b contenido en el plano ortogonal al

2
segmento TY.
Denotemos por 7(x) la cara dual del vértice x € ®, es decir,

7(z) = S(x) N .

De acuerdo al Lema 1.1 (2) en [Bezdek and Naszddi, 2006], 7(z) es un subconjunto
cerrado esférico convexo de la esfera S(z). Como es un subconjunto de la frontera
de @, la cara 7(z) del poliedro esférico ® estd limitada por una cantidad finita de
arcos de circulos, cada uno de los cuales es una arista de Gg. Una de estas aristas es
ab. Ahora seguimos de cerca el procedimiento mencionado, en el que realizamos una
serie de cambios en uno de los bordes del tetraedro de Reuleaux. Para ello, primero
introducimos algunos resultados necesarios.
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2.1 El teorema de Meissner y Pal

Decimos que un conjunto compacto en R? es completo (o diametralmente completo)
si, anadiéndole cualquier punto, aumenta su didmetro. Si tomamos el conjunto par-
cialmente ordenado €2 de todos los conjuntos compactos de didmetro 1 en un espacio
euclidiano de d dimensiones ordenados por inclusion, los cuerpos completos son preci-
samente los elementos maximos de §2. Es decir, un conjunto compacto A en 2 es un
elemento maximo de §2, o un cuerpo completo, si A es igual a B siempre que A esté
contenido en B, para B en ().

Sean p y q dos puntos en el espacio euclidiano R?, separados por no més de 2. El
intervalo determinado por este par de puntos es la interseccién de todas las bolas de
radio 1 que contienen a p y ¢q. Decimos que un conjunto ¢, con diametro menor o igual
a 2, es spindle convexo si, dados dos puntos p y ¢ en ¢, el intervalo que determinan
también esta en ¢. Los dos resultados principales de este capitulo son que los cuerpos
completos son precisamente cuerpos de ancho constante 1, y que todo elemento de €2
esta contenido en un cuerpo maximo; es decir, que se pueda completar hasta un cuerpo
de ancho constante. Estos resultados se conocen como los teoremas de Meissner y Pal,
respectivamente. El siguiente lema establece que todo cuerpo de ancho constante 1 es
un cuerpo completo lo que implica todo lo necesario para nuestro trabajo.

Lema 2.1. Sea ® un cuerpo de ancho constante 1 y supongamos que ® estd contenido
en un conjunto compacto ¢ con diametro 1. Entonces ® es igual a ¢.

Demostracion. Sea p cualquier punto de ¢ \ ®. Dado que el didmetro de ¢ es 1, la bola
B(p) con centro en p y radio 1 contiene ¢ y, por lo tanto, también ®. Consideremos el
hiperplano H a través de p que no interseca a ®, junto con el hiperplano H' tangente
a B(p) y paralelo a H. Es claro que ® estd contenida adecuadamente en la franja entre
H y H’, lo cual es una contradiccién porque la distancia entre H y H' es precisamente
1. [ |

Demostraremos que si ¢ es un conjunto compacto de diametro 1 que no es de ancho
constante, entonces ¢ esta adecuadamente contenido en un cuerpo ® de ancho constante
1, demostrando asi que todo cuerpo completo es un cuerpo de ancho constante.

Teorema 2.2 (Teorema de Meissner). Los cuerpos mazimos de ), o cuerpos completos,
son precisamente los cuerpos de ancho constante 1.

Demostracion. Dado que cada conjunto de ancho constante 1 es un cuerpo completo,
basta con demostrar que cada conjunto compacto ¢ de didmetro 1 que no tiene ancho
constante esta adecuadamente contenido en un conjunto compacto de diametro 1.

Si ¢ no es spindle convexo, entonces, segun el Lema 6.1.3 de [Martini et al., 2019], ¢
estd adecuadamente contenido en su envolvente spindle convexa, que tiene un didmetro
de 1. Supongamos ahora que ¢ es un cuerpo spindle convexo. Dado que ¢ no tiene ancho
constante 1, existen hiperplanos de soporte paralelos de ¢, H y H', con la propiedad de
que la distancia entre ellos es menor que 1. Segiin el Lema 6.1.1 de [Martini et al., 2019],
existe una esfera de soporte 1 de ¢ tangente a H, cuyo centro ¢ estd estrictamente
separado de ¢ por H'. La envolvente spindle convexa ® del conjunto compacto formado
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por la uniéon del punto ¢ y el conjunto ¢ es un cuerpo spindle convexo que contiene
adecuadamente a ¢ y cuyo didmetro, segin el Lema 6.1.3 de [Martini et al., 2019], es
1, dado que la distancia entre ¢ y cada punto de ¢ es menor o igual a 1. [ |

El Teorema de Pal, al igual que el Teorema de Meissner, es considerado como un
teorema clésico.

Teorema 2.3 (Teorema de Pél). Si ® es un cuerpo de didmetro 1, entonces existe un
cuerpo de ancho constante 1 que contiene a P.

Demostracion. En la demostracion del Teorema de Meissner, mostramos que si ¢ es
un cuerpo de didmetro 1 y v es cualquier vector unitario en S™!, entonces existe
un cuerpo ¢ de didmetro 1 que contiene a ¢ y tiene la propiedad de que el ancho
de ¢’ en la direccién v es 1. Sean v;,i = 1,...,00, una coleccién densa de vectores
unitarios en S™!. Por lo tanto, existe una secuencia anidada de cuerpos convexos
d=0¢ygC ¢ C -+ C ¢ C--- de didmetro 1, con la propiedad de que el ancho de ¢i
en la direccion v; es h. Sea ® la clausura de | ¢;; es decir, ® es |J ¢; mas sus puntos
de frontera. Es facil ver que el didmetro de ® es 1, ya que el didmetro de | ¢; también
es 1. Ademas, como ¢; esta contenido en @, el ancho de ® en la direccién v; es 1 para
cada i. Dado que la coleccién de vectores unitarios v; es densa en ™! y la funcién de
ancho es continua, el ancho de ¢ en todas las direcciones es 1. |

2.2 Modificacion del tetraedro de Reuleaux

Como hemos mencionado, 7" no es un cuerpo de ancho constante. Por lo tanto, proce-
deremos a realizar una serie de recortes en 1" para eliminar los puntos anormales.

Denotaremos por W (b, ¢) a la cuna a lo largo del segmento be, es decir, la superficie
de revolucion con eje en be entre el arco circular Béa y el arco circular B&d. Asi, la cuna
W (b, c) es la unién de todos los arcos circulares de radio 1 entre b y ¢, con centros en
los puntos e del arco circular ad (ver la Figura 2.3, tomada de [Martini et al., 2019]).

Modificaremos la frontera de T, reemplazando X(bc) por la cuna W (b, c) la envol-
vente convexa de la superficie obtenida por este cambio se denota por Ty.. En conse-
cuencia, decimos que obtenemos Tj. por operar a T" a lo largo de (bc). Note que Ty,
es un cuerpo convexo contenido en 7. Analicemos Tj. bajo los siguientes aspectos:

1) Detectar los puntos singulares de la frontera de T..
2) Describir para todo punto p de la frontera de Tj. sus cuerdas normales.

3) Caracterizar la region en la que encuentran los puntos anormales de la frontera
de Tbc'

Para realizar el punto 1). Siendo parte de una superficie de revolucion, los puntos
en el interior de W (b, c) son puntos regulares de Tj.. Ademds la cuna W (b, c) encaja
tan bien con bdT"\ [ 3(bc) que los puntos de los arcos circulares bc, y beg son puntos
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Figura 2.3

regulares de Tj.. Por lo tanto, la frontera de Tj. tiene solo cuatro puntos a, b, c,d en la
frontera, y cinco arcos circulares de puntos singulares.

Para el punto 2). Si e es un punto del arco circular ad, entonces las cuerdas normales
de Tj,. son binormales de longitud 1 porque los segundos puntos extremos de estas
binormales describen el arco circular de radio 1 entre b y ¢ con centro en e. Por lo
tanto e ya no es un punto anormal de Tj.. Al mismo tiempo, si p es un punto de la
cuna W (b, ¢), entonces la cuerda normal de T}, en p es una binormal pe de longitud 1,
donde e es un punto en el arco circular ad. Entonces, de nuevo, en este caso p no es
un punto anormal de Tp.. Ahora, estudiaremos las cuerdas normales en los puntos de
vértices de T;.. Las cuerdas normales de T;. en a son las intersecciones con Tj. de una
linea que pasa por a y cualquier punto de la cara bed. La situacion andloga la tenemos
con las cuerdas normales de Tj. en d. Sin embargo la situacién no es la misma en los
puntos de los vértices ¢ y b. Consideremos un punto e € da y el plano H ortogonal a be
en b. Como H es un plano de apoyo del cuerpo de revolucion del arco circular be, a lo
largo del eje be, entonces H es también un plano de apoyo de Ty, en b. Esto implica que
la cuerda bx es una cuerda normal de T en b si y solo si x se encuentra en la region
triangular esférica de S, delimitada por los arcos circulares da, acy, y cdy. Por lo tanto,
los puntos regulares de Tj. contenida en la region triangular esférica de Sy, delimitada
por los arcos circulares da, acy,, y cdp no son puntos anormales de Tj..

Para el 3). Como vimos antes, los puntos anormales de Tj. en el interior de la
siguiente region: X (ab) UX(bd) UX(dc) UX(ca). La siguiente Figura 2.4 del libro clésico
“Convex Figures” de Yaglom y Boltyanski (ver [Yaglom and Boltyanski, 1951]) muestra
el procedimiento.

2.3 Modificacion de los poliedros de Reuleaux

En [Montejano and Roldédn-Pensado, 2017] se construyen ejemplos concretos de cuer-
pos de ancho constante en la dimension tres. Estos cuerpos se construyen a partir de
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Figura 2.4

algunas incrustaciones especiales de gréaficas autoduales, introducidas en este articulo.
También se proporciona un procedimiento finito para construir un cuerpo tridimen-
sional de ancho constante a partir de un poligono de Reuleaux en dimensién 2. A
continuacion, mostramos algunos de sus resultados.

Teorema 2.4. Sea ® C R® un poliedro de Reuleauz. La superficie X(®) obtenida a
partir de la frontera de ® al realizar modificaciones (como las realizadas en el tetraedro
de Reuleaux en la seccion anterior) en una arista de cada par de aristas duales de la
graifica autodual Gg es la frontera de un cuerpo de ancho constante.

Demostracion. La demostracion consiste en dos pasos. En el primer paso, demostramos
que para cada punto p en la superficie £(P), hay un punto ¢ en la superficie ¥(P) tal
que |p — ¢q| = 1. En el segundo paso, demostramos que el didmetro de la superficie
Y(P) es igual a 1. Si esto es asi, entonces por el Teorema de P4l 2.1, hay un cuerpo de
ancho constante que contiene la superficie ¥(P) que, por supuesto, tiene ¥(P) como
su frontera. Para la primera parte de la prueba, observe que un punto p en la superficie
Y(P) pertenece a una cara 7(x), para algiun vértice x de Gp, o pertenece a una cuna
W (z,y) para algun borde xy de Gp. En el primer caso, |[p — x| = 1, y en el segundo
caso, |p — ¢q| = 1 para algin punto ¢ en la doble arista ab de xy. Para la segunda
parte de la demostracién, supongamos que pq es un didmetro de 3(P). Entonces, los
planos ortogonales a pg en p o en ¢ son planos de apoyo de (P). Ademads, como la
superficie X(P) estd contenida en P, por la estricta convexidad de P, todos los puntos
estrictamente entre p y ¢ son puntos interiores de P.
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En este punto, necesitamos una clasificacion de los puntos de ¥ (P). Primero, te-
nemos los puntos de vértice y segundo, tenemos los puntos de X(P) que estdn en el
interior relativo de alguna arista ab € E(G p). Todos los demés puntos de X(P) son
puntos regulares. De esta clase tenemos las que estan en el interior de alguna cara 7(x)
de P y por tanto pertenecen a S(x,1) para algin vértice x de P, las que estan en el
interior de una cuna W(x,y), y finalmente aquellos puntos regulares de P que estan
en la interseccién de una cuna W (z,y) y una cara 7(a).

Supongamos primero que p es un punto regular de X(P). Si p pertenece a una cara
de P, entonces la cuerda pg es una cuerda normal de P en p y por tanto hay un vértice
z de P entre py q. Como z € bd P y como todo punto estrictamente entre p y ¢q es
un punto interior de P, entonces z = ¢, y por tanto la longitud de pq es 1. De manera
similar, si p es un punto de la cuna W (x,y), entonces la cuerda pq es normal a W (zx,y)
en p, y por tanto hay un punto z en la arista ab € E(Gp) dual a xy € E(Gp) que esta
entre p y ¢q. Como antes, dado que z € bd P, entonces z = ¢, y por lo tanto la longitud
de pg es 1.

Supongamos ahora que ni p ni ¢ son puntos regulares de 3(P). Si tanto p como
q son vértices de P, entonces la longitud de pg es menor o igual que 1; por lo que
podemos suponer que p esta en el interior de la arista ab. Si esto es asi, dado que pq
es normal a la superficie ¥(P) en p, entonces también es normal a P en p. Como ¢ es
un vértice de P o estd en alguna arista de P, tenemos que pq es una cuerda de P; de
hecho, es una cuerda normal P. Por lo tanto, g es un vértice y luego la longitud de pq
es 1, o ¢ pertenece a X(zy), lo cual es imposible por construcciéon. Esto completa la
prueba. |

Definimos un poliedro de Meissner como cualquier cuerpo de ancho constante que
se puede obtener a partir de un poliedro de Reuleaux en R? realizando modificaciones
en una arista de cada par de aristas duales de la grafica auto-dual G¢ (ver Figura 2.5).

Figura 2.5

En [Sallee, 1970], Sallee demostré que cada cuerpo convexo suave tridimensional de
ancho constante 1 puede aproximarse mediante un poliedro de Reuleaux (con aristas
arbitrariamente pequenas). Por lo tanto, cada cuerpo tridimensional de ancho constante
se puede aproximar por un poliedro de Meissner.

Un cuerpo ¥ C R3 de ancho constante se llama sélido de Meissner si tiene la propie-
dad de que las componentes suaves de su frontera tienen su curvatura principal menor
constante . Por “suave” nos referimos a que es dos veces continuamente diferenciable.
Es evidente que todo poliedro de Meissner es un solido de Meissner.



Capitulo 3

Construccién de cuerpos de ancho
constante a partir de poligonos de
Reuleaux

Este capitulo describe la construcciéon de ejemplos concretos de cuerpos de ancho cons-
tante en tres dimensiones a partir de encajes especiales de gréaficas autoduales. Este
método ha sido introducido en el articulo [Montejano and Roldan-Pensado, 2017], el
cual proporciona un procedimiento finito para la construccién de cuerpos tridimensio-
nales de ancho constante a partir de poligonos de Reuleaux en dos dimensiones. Esta
técnica permite obtener una amplia variedad de cuerpos de ancho constante, ofreciendo
un enfoque practico y concreto para la creacién de estas estructuras geométricas.

El objetivo principal de este capitulo es presentar las bases tedricas y los pasos
necesarios para llevar a cabo la construccion de estos cuerpos de ancho constante. Se
exploraran las propiedades y caracteristicas fundamentales de estas estructuras.

Sea P un poligono de Reuleaux de ancho 1 con vértices py,ps,...,pn, cOMO se
muestra en la Figura 3.1. Suponemos que P C R? x {0} C R3. Por supuesto, n es un
numero impar y P = N, B(p;, 1)N{z = 0}. Consideremos el diagrama de Voronoi del
punto mds lejano de P, lo cual se puede consultar en [Brown, 1979]. En otras palabras,
para cada vértice p; de P, consideramos el conjunto de todos los puntos x € P con la
propiedad de que

d(x,p;) > méx{d(z,p;)|1 <j < n},

Esto da una descomposicion de las celdas de P en n celdas convexas, cada una de
las cuales contiene el correspondiente arco de circulo S(p, 1) N P. La frontera entre dos
de estas celdas convexas es una arista recta, y la coleccion de estas aristas da lugar al
encaje de un arbol con aristas rectas y vértices denotados por V(P), como se muestra
en la Figura 3.2a.

La triangulacion de Delaunay del punto mds lejano de P es el dual plano del dia-
grama de Voronoi del punto més lejano de P (ver [Eppstein, 1992]). Esto da lugar
a una familia F' de subconjuntos de {pi,...,p,} cuyas envolventes convexas dividen
a conv{py, ..., pn}, como se muestra en la Figura 3.2b. Resulta que T € F si y sélo
si |T| = 3 y hay un disco Dy que contiene P cuya frontera corta a P exactamente
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Figura 3.1: Poligono de Reuleaux P con cinco vértices.

5

Figura 3.2: Diagrama de Voronoi y triangulacién de Delaunay de la Figura 3.1.

en T. Ademas, si cr es el centro de Dy y r7 es el radio de Dy, entonces la coleccion
{er|T € F} es precisamente V(P)\ {p1, ..., pn }. Ahora consideremos el poliedro esférico
tridimensional

P = 63(]92)

Ahora, definamos V(P) como el conjunto de puntos 0-singulares de la frontera de P.
No es dificil verificar que

V(P) = {(cr,£\/1 —12)|T € F}

y que la proyeccién ortogonal de la descomposicién de celdas de la frontera de P
coincide precisamente con la descomposicion de celdas del diagrama de Voronoi para
el punto mas lejano discutido anteriormente. Se define

Pt =Pn{z=>0}.

y para todo 1 < i < n, sea g; = S(p;) N PT la cara esférica de la frontera de P+,



Lema 3.1. El cuerpo convexo P tiene las siguientes propiedades:
m el didmetro de Pt es 1,

» para todo punto z € bd PTN{z > 0}, hay un punto y en la frontera del poligono
de Reuleaux P tal que d(z,y) = 1.

Demostracion. El segundo enunciado es obvio. Para la demostracion del primer enun-
ciado, sea xy un didmetro de P*. Entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad
que x pertenece a la frontera del poligono Py y € bd PT N {z > 0}. Si y es un punto
regular de la frontera de P*, entonces d(x,y) = 1. Si y es un punto singular de P*,
dado que z estd en la frontera de P, entonces x es un vértice de P y, por lo tanto,
d(z,y) = 1. [ |

Pero segtn el teorema de Pal, hay un tinico cuerpo ¥ de ancho constante igual a 1
que contiene a P*. Ademds, como se mencioné anteriormente, bd P N {z > 0} estd
contenido en la frontera de ¥, pero ¥ N {z > 0} = P*.

Ahora queremos describir la parte inferior de ¥, es decir, ¥ N {z < 0}. Resulta
que la parte inferior de ¥ esta determinada por las cuerdas binormales en los puntos
singulares del limite de P*. Es decir, para cada punto x € bd N{z < 0}, existe un punto
singular y € bd™ N{z > 0} tal que d(x,y) = 1. Recordemos que F es el conjunto de
puntos mas lejanos en la triangulacion de Delaunay de P, y sea T € F'. El conjunto de

rectas normales a P* en el vértice vr = ( ¢r, /1 — r2 ) es igual al cono Az con vértice

en el punto vy, pero excluyendo conv 7. Por lo tanto, o = Apr N S(vp, 1) C bd ¥ es
una cara de casquete esférico de W.

Supongamos que v,v’ € V(P) son vértices adyacentes en el arbol definido por el
diagrama de Voronoi del punto més lejano de P. Sea z un punto en la arista vv'.
Deseamos determinar el conjunto de rectas normales a Pt en x. Hay dos posibilidades.

Siv=cryuv=d para algin T,T" € F, entonces T'y T’ comparten un lado de
la forma p;p;. Por lo tanto, el conjunto de lineas normales de P en x es igual al cono
con vértice x a través del segmento p;p;. Esto implica que, en la frontera de ¥, la cara
T esté conectada con la cara T” a través de una superficie de revolucién cuyo eje es la
linea que pasa por el segmento p;p;. Si v = ¢ para algin 7' € F' y v’ = p; para algin
7, podemos razonar de manera similar para concluir que, en la frontera de W, la cara
or esta conectada con la cara o; a través de una superficie de revolucién cuyo eje es la
linea que pasa por el segmento p;pi, donde p;py es opuesto a p;. Estas superficies de
revolucién se ilustran en la Figura 3.3.

Entonces, la frontera de ¥ consiste en los casquetes esféricos o1,...,0, v or con
T € F, y superficies de revolucion en la parte inferior de ¥. Una imagen de dicho
cuerpo se muestra en la Figura 3.4.

Es facil ver, a partir de la discusién anterior, que el conjunto de vértices de ¥ es

V ={pill <i<n}U{ulT € F}.
Entonces,

® = () B(v,1)

veV



Figura 3.3: ¥ desde el fondo.

Figura 3.4: Un cuerpo de ancho constante obtenido de un pentadgono de Reuleaux.

es un poliedro de Reuleaux y, por lo tanto, induce una grafica autodual G¢ (ver Figura
3.5). De hecho, V' C R? es un encaje métrico de G'g y, por supuesto, ¥ es un poliedro de
Meissner, ya que se puede obtener del poliedro de Reuleaux ¢ realizando modificaciones
en una arista de cada par de aristas duales de ®, como se mostrd anteriormente.
Como segundo ejemplo, mostramos en la Figura 3.6 el diagrama de Voronoi y
la triangulacion de Delaunay de un poligono de Reuleaux con 7 vértices. También
podemos interpretar estas dos figuras como la vista superior e inferior del sélido de
Meissner correspondiente. En resumen, todo lo anterior demuestra lo siguiente.

Teorema 3.2. Dado un poligono de Reuleaux P C R?, existe un procedimiento finito

(utilizando el Diagrama de Voronoi y la triangulaciéon de Delaunay) para construir un
poliedro de Meissner P C R3 tal que P NR? = P.

Este ultimo teorema nos permite construir una cantidad infinita de poliedros de
Reuleaux, y lo aprovecharemos en el siguiente capitulo para encontrar todas las familias
de poliedros de ancho constante con hasta 9 vértices.



Figura 3.5: encaje métrico de la gréfica autodual Gg.

Figura 3.6: Diagrama de Voronoi y triangulacién de Delaunay de un heptagono de
Reuleaux y del cuerpo de ancho constante obtenido a partir de él.



Capitulo 4

Construccion de los grafos
asociados a los poliedros de
Reuleaux

En el articulo [Montejano et al., 2020], se investigan los grafos que surgen a partir de
los poliedros de Reuleaux. Estos grafos deben cumplir ciertas condiciones, como ser
planos, 3-conexos y fuertemente autoduales. Se estudia cudndo estas condiciones son
suficientes. Si G es una de estas gréaficas, cada vértice tiene una cara opuesta con un
isomorfismo 7 : G — G*, donde G* es la grafica dual tinica. Una aplicacion métrica
es una funcién n : V(G) — R3 tal que el didmetro de n(G) es igual a 1 y para cada
par de vértices (u,v), donde u € 7(v), se cumple dist(n(u),n(v)) = 1. Si n es inyectiva,
entonces se trata de un encaje métrico.

En primer lugar, demuestran que cualquier grafica plana, 3-conexa y fuertemente
autodual tiene una aplicaciéon métrica a los vértices de un tetraedro. Luego, se desarro-
llan algoritmos que permiten obtener estas graficas con hasta 14 vértices, y construyen
encajes métricos para ellos numéricamente. A partir de estos resultados, se formula
la conjetura de que cada grafo de este tipo puede ser realizado como un poliedro de
Reuleaux en R3. Como se ha demostrado en los capitulos anteriores, es posible construir
un cuerpo de ancho constante a partir de un poliedro de Reuleaux. Por lo tanto, en
esencia, se generan (numéricamente, pero con alta precision) cientos de nuevos ejemplos
de cuerpos de ancho constante.

La contribucién de este capitulo radica en proporcionar ejemplos concretos de cuer-
pos de ancho constante encontrados mediante métodos numéricos, tal como se describe
en el articulo [Montejano et al., 2020], y los construimos utilizando la técnica descrita
en [Montejano and Roldan-Pensado, 2017] que parte de un cuerpo de ancho constante
en R2.

Ademas, se abordaran posibles extensiones y aplicaciones futuras de esta técnica, asi
como los desafios y limitaciones que pueden surgir durante el proceso de construccion.
En ultima instancia, se pretende que este capitulo sea una guia préactica y valiosa para
aquellos interesados en la creacién de cuerpos de ancho constante en tres dimensiones,
con el proposito de estimular nuevas investigaciones y desarrollos en esta area.

Sea G = (V,FE) una gréfica autodual plana 3-conexa, entonces tiene una tunica
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# de vértices |4 |5 |6 | 7891011 12| 13 | 14
#degraficas |1 [0 |1 |1 |24 |11 |24 |72|212|674

Cuadro 4.1: Numeros de graficas planas 3-conexas autoduales y fuertemente involutivas.

grafica dual G* cuyos vértices son las caras de G [Whitney, 1933]. Diremos que el
isomorfismo de autodualidad 7 : G — G* es fuertemente involutivo, si cumple las dos
condiciones siguientes:

m Para cada par de vértices u, v, tenemos que u € 7(v) <= v € 7(u).
» Para todo vértice u, u ¢ 7(u).

Existen muchos ejemplos de grafos fuertemente involutivos autoduales, como las
ruedas con un nimero impar de lados (es decir, un ciclo més un vértice adicional
conectado a cada otro vértice).

En [Montejano et al., 2020] se encontraron todas las graficas autoduales fuertemen-
te involutivas de hasta 14 vértices. Ademads, se encontré numéricamente un politopo
de Reuleaux para cada una de ellas. Se muestra una tabla con el nimero de graficas
para cada cantidad de vértices, que va desde 4 hasta 14 (ver Cuadro 4.1). Ademas, se
plantea la siguiente conjetura:

Conjetura 1. Para cada grafica fuertemente autodual e involutiva G, plana y 3-conexa,
existe un poliedro de Reuleaux ® tal que Gg es isomorfo a G.

Nosotros las graficas con a lo mas 9 vértices obtenidas en [Montejano et al., 2020]
y vemos cuales de ellas se pueden obtener a partir de un poligono de Reuleaux como
se describe en [Montejano and Roldédn-Pensado, 2017]. Haremos esto por casos depen-
diendo del nimero de vértices.

4 vértices

La grafica plana, autodual y 3-conexa con 4 vértices se puede representar como el
tetraedro de Reuleaux, con un vértice en el centro unido a cada uno de los vértices del
tetraedro, como se muestra en la siguiente figura que incluye su diagrama de Voronoi
y su triangulacién de Delaunay. De esta manera, el poliedro de Meissner se obtiene al
suavizar las aristas apropiadas del tetraedro de Reuleaux, tal como se ilustra en las
figuras a continuacion.
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5 vértices

No es posible construir graficas planas autoduales 3-conexas con 5 vértices, como se ve
en el Cuadro 4.1.

6 vértices

Con 6 vértices, comenzamos con el pentadgono regular, marcamos sus mediatrices y
obtenemos el diagrama de Voronoi y la triangulacion de Delaunay del pentagono.




También obtenemos la gréafica de aristas y su respectivo poliedro de Reuleaux, asi
como el poliedro de ancho constante los cuales mostramos en las siguientes imagenes
respectivamente.

ol T

7 vértices

Con 7 vértices, obtenemos una unica grafica a partir de un pentagono irregular de
ancho constante. Este pentagono tiene un eje de simetria que pasa por el vértice 5 y el
punto medio entre los vértices 2 y 3. Los vértices de este poligono de ancho constante
se determinaron siguiendo las propiedades conocidas y utilizando cierta intuicion.

Debido a la irregularidad del pentdgono, las mediatrices se intersectan en mas de un
punto. La simetria inherente del pentdgono resulta en que, al realizar el diagrama de
Voronoi, algunas mediatrices se intersectan exactamente en dos puntos. Esto da como
resultado la presencia de dos vértices distintos, A y B, en el diagrama de Voronoi. A
su vez, en la triangulacion de Delaunay mostrada en la siguiente imagen de la derecha,
se obtienen dos caras.

Las coordenadas de los puntos {1, 2,3,4,5} se utilizan para encontrar los otros dos
puntos en R?® mediante la interseccion de esferas de radio 1 con centros en los vértices
1,5y 3, para obtener el punto B. Del mismo modo, se intersectan esferas con centros en
los vértices 2,3 y 1 para obtener el punto A. Con las coordenadas de todos los puntos,
fue sencillo encontrar el poliedro de Reuleaux. Ademas, se obtuvo el poliedro de ancho
constante asociado a este poligono.
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8 vértices

Obtenemos una grafica de 8 vértices mediante un pentagono irregular que genera tres
vértices interiores en su diagrama de Voronoi. Al igual que en el caso de la grafica con
7 vértices, esta también exhibe cierta simetria en la mediatriz de los vértices 3 y 4.
Sin embargo, las regiones mas alejadas son menos evidentes debido a que el pentagono
presenta una mayor apertura entre los vértices 3 y 4.

De manera similar a la de 6 vértices, se obtiene una segunda gréafica con 8 vértices
compuesta por un heptagono regular de ancho constante y un vértice adicional ubicado
a la misma distancia de cada vértice del heptagono.



Hay 4 gréaficas de 9 vértices. Nuestro objetivo es encontrar representaciones de estas
graficas como poligonos de Reuleaux, y por ende, sus correspondientes cuerpos de
ancho constante. Nuestra contribucion es demostrar que 2 de ellas no poseen una
representacion como poligonos de Reuleaux obtenidos mediante el método descrito en
[Montejano and Roldédn-Pensado, 2017]. Esto demuestra que no todos los poliedros de
Reuleaux pueden ser realizados de esta manera.

9 vértices

9-0

La primera grafica se puede representar como un heptagono de ancho constante, con
dos puntos interiores resultantes del diagrama de Voronoi.
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También logramos encontrar el poligono de Reuleaux que genera la segunda grafica que
encontraron. [lustramos esta grafica a continuaciéon con su diagrama de Voronoi, su
triangulacién de Delaunay, su grafica de aristas, su politopo de Reuleaux y, finalmente,
el cuerpo de ancho constante que generan.

9-2

En la Figura 4.1 mostramos la tercera grafica de 9 vértices hecha por la computado-
ra. Mostramos por que no es posible realizar esta grafica a partir de un poligono de
Reuleaux y por consiguiente este poliedro de ancho constante no es realizable mediante
este procedimiento.
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Figura 4.1: Grafica G hecha por computadora.

Demostracion. Supongamos que si es posible, entonces al quitar los vértices interiores
deberiamos obtener un ciclo de tamano impar. Si en total tenemos 9 vértices, debe-
riamos tener un ciclo de tamano 3, 5 6 7. No es posible que sea un ciclo de tamano
3 0 5 pues la triangulacién de Delauney tendria maximo 3 caras y cada cara deberia
corresponder a uno de los puntos internos pero tenemos mas puntos internos que esto.
Por lo tanto el ciclo deberia tener 7 vértices.

Al quitar los dos vértices 2, 3 de la grafica G obtenemos un 7-ciclo con una cuerda.
Note que no hay otro par de vértices en G que podrian ser vértices internos.

Los vértices 0, 4, 7, 3 forman una cara dual al vértice 5 por lo tanto 0,4 estan en una
circunferencia B(5) de radio 1 y centro 5. Los vértices 0,4 estan en una circunferencia
B(8) de radio 1 y centro en 8 ya que los vértices del ciclo forman un poligono de
Reuleaux. Pero esto contradice que el ciclo esta en posicion convexa. |

9-3

Ahora mostramos la cuarta grafica de 9 vértices generada por la computadora en la
Figura 4.2 y explicamos por qué no es posible realizar esta a partir de un poligono de
Reuleaux.

Demostracion. Al igual que antes, si H es construible con esta técnica, deben existir
dos vértices conectados por una arista que al quitarlos quede un ciclo de tamano 7. En
particular, la suma de los grados de estos vértices es 9, y al eliminarlos nos queda un
ciclo mas una arista. Sin embargo, la suma de los grados de cualquier par de vértices
es como maximo 8. Por lo tanto el cuerpo de ancho constante asociado a H no es
realizable con este método. |
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Figura 4.2: Grafica H generada por la computadora.
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