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Resumen

En los sistemas cristalinos se tienen estados extendidos y energias que se agrupan
en forma de bandas. Los sistemas cristalinos (sistemas ordenados) son una idealiza-
cion y no existen en la naturaleza; por esta razon, es necesario estudiar los sistemas
desordenados. El fenomeno conocido como localizacion de Anderson ocurre en algu-
nos sistemas desordenados; la localizaciéon se manifiesta a través de un decaimiento
exponencial de la funcién de onda a partir del centro de localizacién. De acuerdo a
la teoria del tnico pardametro de escala (propuesta por Abrahams, Anderson y Rama-
krishnan) los estados electronicos siempre se localizan en muestras aleatorias en una
y dos dimensiones, sin importar la intensidad del desorden; mientras que en modelos
en tres dimensiones, cuando la intensidad del desorden se aproxima a un valor critico,
lo estados localizados y extendidos pueden coexistir (ver [16]), estos ocupan regiones
distintas del espectro de energias, separadas por bordes de mobilidad. En modelos 1D,
todos los estados electronicos se localizan; sin embargo, cuando el desorden presenta
correlaciones de largo alcance, se pueden producir bordes de mobilidad efectivos [23].
En esta tesis, analizamos las propiedades de transmision de una barrera aleatoria en
2D, formada por una sucesion de N barreras circulares separadas por pozos en los que
el potencial es nulo. El desorden se introduce en el modelo dando valores aleatorios a
las alturas de las barreras. Usamos el método de matrices de transferencia para ob-
tener una expresion formal para el coeficiente de transmision y discutimos como este
resultado puede usarse para un andlisis numérico de las propiedades del modelo.

Palabras clave
Sistemas desordenados, localizaciéon de Anderson, matriz de transferencia.
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Abstract

In crystal systems the electronic eigenstates are extended and the eigenergies gather
into bands. Crystal systems (ordered systems) are an idealisation and do not existe in
nature; for this reason it is necessary to study disordered systems. The phenomenom
known as Anderson localisation takes place in some disordered systems; the localisa-
tion manifests itself through the exponential decay of the wavefunction away from a
localisation centre. The dimensionality of the disordered models plays a relevant role in
the Anderson localisation. According to the single parameter scaling theory (proposed
by Abrahams, Anderson and Ramakrishnan), electronic states are always localised in
one- and two-dimensional random samples, regardless of the strength of disorder, while
in three-dimensional models, when the disorder strength lies below the threshold value,
both localised and extended states exist (see [16]); they occupy different regions of the
energy spectrum, separated by mobility edges. In 1D models all the electronic states
are localised; however, when disorder presents specific long-range correlations, effective
mobility edges can be produced [23|. In this thesis we analyse the transmission pro-
perties of a 2D random barrier, formed by a sequence of N circular barrier separated
by zero-potential wells. Disorder is introduced in the model via the random heights of
the barriers. We use the transfer matrix approach to obtain a formal expression for
the transmission coefficient and discuss how this result can be used for a numerical
analysis of the properties of the model.

Keywords
Disordered systems, Anderson localization, transfer matrix.
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Introduccion

En 1958, Anderson llegd6 a la conclusion de que, si en una muestra aleatoria la
intensidad del desorden es suficientemente fuerte, los estados se localizan [8]. Se ha
demostrado rigurosamente, por medio del método de matrices de transferencia, que
en los sistemas unidimensionales los estados siempre se localizan, no importa que tan
pequena sea la intensidad del desorden [12].

Abrahams, Anderson, Licciardello y Ramakrishnan formularon la teoria del tnico pa-
rametro de escala; la cual predice que en muestras aleatorias en una y dos dimensiones
siempre se manifestara el fenémeno de localizacion por muy pequena que sea la inten-
sidad del desorden, mientras que en muestras en tres dimensiones hay una transicién
de localizacion-delocalizacion [16].

A pesar de que la teoria del tinico parametro de escala predice que en una dimension los
estados se localizan en presencia de desorden, se ha demostrado que se pueden obtener
bordes de mobilidad efectivos cuando el desorden presenta correlaciones [23].

El descubrimiento de que es posible producir bordes de mobilidad efectivos en mo-
delos unidimensionales ha reavivado el interés por esta clase de sistemas y ha llevado
a los investigadores que trabajan en esta area a preguntarse si efectos analogos se
pueden producir en modelos bidimensionales. En esta tesis, después de analizar las
propiedades ya conocidas de los modelos 1D, presentamos un modelo bidimensional
cuyo estudio podria ayudar a comprender mejor las propiedades de los modelos 2D. El
modelo esté constituido por una sucecién de barreras circulares, separadas por pozos
de potenical nulo. Se intoduce desorden en el modelo considerando barreras de altura
aleatoria. Debido a la simetria circular del modelo, éste se puede reducir a un modelo
de dimension efectiva igual a uno. Por esta razon se espera que, si el desorden pre-
senta especificas correlaciones de largo alcance, el modelo presente una transiciéon de
localizacion-delocalizacion. Esto deberia reflejarse en las propiedades de transmision de
la barrera. En esta tesis se ha empezado el analisis del modelo; més especificamente,
hemos derivado una expresion analitica para el coeficiente de transmision a través de
la barrera. La expresion obtenida tiene un caracter formal, pero puede usarse para el
estudio numérico de las propiedades de transporte, que representa el préximo paso en
el estudio del modelo y que todavia no se ha llevado a cabo.

Esta tesis se divide en cinco capitulos. En el primer capitulo estudiamos las propieda-
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des de los sistemas cristalinos; en el segundo los sistemas desordenados y exponemos
algunos modelos; en el tercero nos enfocamos en el modelo de Anderson en una dimen-
sion; en el cuarto exponemos el modelo propuesto y la deducciéon de la formula clave
para el calculo del coeficiente de transmision y en el dltimo las conclusiones.




Capitulo

Sistemas cristalinos

Se dice que un sistema es cristalino si sus unidades repiten patrones regulares
en todo el espacio. Las unidades que componen al cristal pueden ser dtomos, iones,
moléculas, un grupo de dtomos, etc. En este capitulo s6lo daremos una descripcion de
los cristales desde el punto de vista geométrico.

1.1. Red de Bravais

Una red de Bravais es un arreglo infinito discreto de puntos con forma y orientacion
que aparece exactamente igual, desde cualquier punto en el que se mire. Una red de
Bravais también se puede definir como el conjunto de todos los puntos con vectores
posiciéon R de la forma

R = nia; + Ngdo + N3as (11)

donde a;, as y az son tres vectores no coplanares; ny, ny y ng son numeros enteros.
Los vectores a; se llaman vectores primitivos o vectores fundamentales de traslacion y
se dice que generan a la red. De la definicion de red de Bravais, podemos notar que
la eleccion de vectores primitivos no es tnica; esto significa que podemos describir la
misma red de Bravais con diferentes (un namero infinito de) conjuntos de vectores
primitivos (Ver Fig. 1.1).

Al paralelepipedo formado por los vectores a;, a; y az usualmente se le llama celda
primitiva y su volumen es ) = a; - (az X az). Un volumen es una celda primitiva si al
trasladarse a lo largo de todos los vectores en una red de Bravais, llena todo el espacio
sin dejar huecos y sin traslaparse. Debido a que no hay un tnico conjunto de vectores
primitivos, tampoco hay una forma tnica de escoger una celda primitiva para una red
de Bravais dada, ver Fig. 1.2. Esto puede verse si en vez de los vectores primitivos ay,
a, vy az consideramos la terna de vectores a;, as y ag generada por la transformacion

a; = myia; + M2 + My3as
Ay = Mo1a; + Mo2ay + Mo3az (1.2)

ag = Mmgi1a; + Mgz2as + M33ag
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Figura 1.1: Ejemplo de red Bravais bidimensional: posibles conjuntos de vectores pri-
mitivos. Figura tomada de Ref. [2].

Figura 1.2: Posibles celdas primitivas para un ejemplo de red bidimensional. Figura
tomada de Ref. [2].

donde m;; (con i,j = 1, 2, 3) son numeros enteros y elementos de la matriz de
transformacion M con determinante 1. Si la matriz M tiene elementos enteros y su
determinante es 1, entonces los elementos de su matriz inversa M ~! también son ente-
ros. Al calcular la matriz inversa, lo que hacemos es construir la matriz de cofactores,
hallar la matriz transpuesta de esta ultima y, finalmente, dividir por el determinante
de la matriz M; al construir la matriz de cofactores y calcular su transpuesta solo
multiplicamos y sumamos enteros y por tanto el resultado que tenemos es un entero y
al dividir por el determinante de M, éste no es afectado puesto que det M = 1: asi, la
inversion de la transformacion (1.1) muestra que el conjunto de puntos generado por
a;, ay y ag coincide con el conjunto de puntos {a, } generado por a;, as y as. Ademas,
los voltimenes Q) = a, - (ag x a3) v 2 = a; - (ag X ag) son iguales, ésto debido a que

2
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det M = 1; por lo tanto, el volumen de una celda primitiva no depende de la eleccion
de los vectores primitivos.

El nimero de distintas redes de Bravais estd determinado por las simetrias. En dos
dimensiones las diferentes redes de Bravais son cinco: oblicua, rectangular (primitiva
y centrada), cuadrada y hexagonal. En tres dimensiones, las posibles simetrias dan
origen a catorce redes de Bravais agrupadas en siete sistemas cristalinos: triclinico,
monociclico, ortorrémbico (primitivo, centrado en el cuerpo, centrado en las caras),
romboédrico, tetragonal (primitivo o centrado en las bases), hexagonal, ctbico (pri-
mitivo, centrado en el cuerpo, centrado en las caras); esta clasificacion se basa en la
igualdad o desigualdad de las aristas a, b y ¢ del paralelepipedo y los angulos «a, 8
y v formado por cada par de aristas, asi como los puntos adicionales de la red en el
centro de las caras o en el centro de la celda. En la Fig. 1.3 se muestran las 14 redes
de Bravais.
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Figura 1.3: Clasificaciéon de las catorce redes de Bravais dentro de los siete sistemas
cristalinos. Figura modificada de [1].
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1.2. Estructuras cristalinas

Para describir un cristal, se necesita especificar tanto los vectores primitivos de
la red de Bravais subyacente como la ubicacion de los atomos (unidades) en la celda
primitiva. Dentro de la celda unitaria podemos localizar sus unidades por medio de una
base de vectores apropiada dq, ds,...,d,, es decir, esta base individuara las posiciones
de equilibrio de los nucleos de todos los 4&tomos, iones, etc. en la celda primitiva:

Estructura aj, as, ag vectores primitivos
cristalina d,,d,,...d, base para atomos, iones,etc.

Cuando en un cristal su celda primitiva tiene un so6lo 4tomo, basta con la red de
Bravais para describirlo; en este caso la base contiene s6lo un vector y puede tomarse
como cero con una elecciéon apropiada del origen, se dice que es un cristal simple. En
el caso de que la celda tenga componentes de diferente tipo, se dice que es un cristal
compuesto.

En un cristal simple, las posiciones de equilibrio de sus componentes R,, coinciden con
los vectores primitivos a,, de modo que

R = nja; + ngas + ngas

En un cristal compuesto, las posiciones de equilibrio de sus componentes estan en
los puntos

Rn(l) = d1 + ni1a; + Nods + N3as
Rn(2) = dy + nja; + neas + ngag
................................................. (1.3)

Rn(y) = d,, + nija; + neas + nzas

1.3. Ejemplos de estructuras cristalinas

Las estructuras cristalinas de los gases nobles y metales alcalinos son ejemplos de

redes de Bravais ciibica centrada en las caras y ctbica centrada en el cuerpo respecti-
vamente.
Veamos al grupo de los gases nobles: Neon, Argon, Cripton y Xenon [1]. Estas estruc-
turas se obtienen repitiendo periédicamente en el espacio un cubo centrado en las caras
(fce), es decir, una celda cubica convencional de arista a con dtomos en las esquinas y
en el centro de las caras. Los vectores primitivos de la red de Bravais son:

a a a
ax 2 ( ) ) ag 9 2

El volumen de esta celda primitiva es a®/4. Las constantes de red a son a = 4.43A
para el Neon; a = 5.26A para el Argon; a = 5.72A para el Kripton; y a = 6.20A para

(1,0,1) aj (1,1,0)
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el Xenon. Hay muchos elementos monodtomicos con estructura ctibica centrada en las
caras, algunos de ellos son: Plata, Aluminio, Oro, Cobre, Paladio, Platino y otros [1].
La estructura cristalina de los metales alcalinos se obtiene repitiendo peri6dicamente
un cubo centrado en el cuerpo, es decir, una celda ciibica convencional con atomos en
las esquinas y en los centros de un cubo de arista a. Los vectores primitivos de la red
de Bravais son

_CL _CL
2 2

El volumen de esta celda primitiva es a®/2. Las constantes de red para los metales
alcalinos son: a = 3.49A para el Litio; a = 4.23A para el Sodio; a = 5.23A para el
Potasio; 5.59A para el Rubidio; a = 6.05A para el Cesio. Algunos otros elementos que
cristalizan en estructura monoatémica ciibica centrada en el cuerpo son el Cromo con
a = 2.88A, Molibdeno con a = 3.15A, Wolframio con a = 3.16A, Hierro con a = 2.87A
y Bario con a = 5.03A.

a (_17171> a2 (17_171> Az = %(1717_1>

Como ejemplo de cristales compuestos tenemos el cloruro de sodio. Su estructura cris-
talina se puede describir por medio de una red fcc desplazada por (a/2)(1,1,1) a lo
largo de la diagonal de la celda ctibica convencional; una de las dos subredes fcc esté
compuestas por cationes Na™ (vector posicion 0) y la otra por aniones Cl~ (vector

posicion (a/2)(1,1,1)), con a = 5.63A, ver Fig. 1.4. Los vectores primitivos y vectores
de la base del NaCl son

alzg(o,l,l) a223(1,0,1) as = = (1,1,0).

N

d =0 dy= 3(1, 1,1) (1.4)

En la estructura del cloruro de sodio, cada anién en una subred dada tiene seis cationes

Figura 1.4: Estructura del NaCl [2].
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vecinos (pertenecientes a otras subredes) a una distancia de a/2 y doce aniones a una
distancia de a/v/2) etc. Otros cristales compuestos con el mismo arreglo que el NaCl
son: fluoruro de litio con a = 4.02A, a = 5.77A para el bromuro de plata; teluro de
bario con a = 6.99A; seleniuro de estafio con a = 6.02A vy el nitruro de zirconio con
a = 4.61A [2].

1.4. Red reciproca

Consideremos un conjunto de puntos R que constituyen una red de Bravais y una
onda plana e*7*. Para un vector k general, la onda plana e no tendra la misma
periodicidad de la red de Bravais; sin embargo, lo tendra para ciertos vectores de onda
especificos. Al conjunto de todos esos vectores de onda K que dan origen a ondas
planas con la misma periodicidad que la de la red de Bravais se conoce como su red
reciproca. La condicion para que un vector K pertenezca a la red reciproca de una red
de Bravais con puntos R es que

HK-(r4+R) _ iKr

para todo r y para todos los puntos R de la red. Factorizando €7 y dividiendo,

podemos redefinir a la red reciproca como el conjunto de todos los vectores K que
satisfacen
eER =1 (1.5)

para todo R de la red de Bravais. Es importante mencionar que no porque un con-
junto de vectores satisfaga (1.5) ya sera una red reciproca, la red reciproca proviene
forzosamente de una red de Bravais.

La red reciproca de una red de Bravais es, a su vez, también una red de Bravais. Si
dos vectores K; y K satisfacen (1.5) entonces K; + Ky también satisface (1.5) y por
tanto su diferencia también la satisface. Sean a;, as y az vectores primitivos de la red
de Bravais directa, entonces los vectores primitivos de la red reciproca estan dados por

b1 = 271_—3-2 X a3
a; - (ay X a3)
az X aj
by =2r—F——— 1.6
2 a; - (ay X a3) (1.6)
X
b3 =27 al a2

aj - (a2 X ag).

Podemos verificar que (1.6) son vectores primitivos de la red reciproca y de una red de
Bravais si notamos que b; -a; = 27d;;, donde ¢;; es la delta de Kronecker. Todo vector
k se puede escribir como combinacion lineal de los vectores b;

k = k1by + kabg + ksbs.

7
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Sea R cualquier punto de la red directa con vector de posicién
R = n1a1 + ngas + nsas, (17)
donde n; son nimeros enteros. Usando b; - a; = 27¢;; tenemos que

k-R= 27r(k1n1 + kznz + kgng).
Para que e’*R sea uno para todo R, k - R debe ser 27 veces un niimero entero, es
decir, el producto kin; + kens 4+ k3nz debe ser un entero; esto implica que kq, ko y k3
deben ser enteros para que K sea red reciproca. Dado que k; son enteros, los puntos
con vector posicion

k = kiby + koby + ksbs. (1.8)

constituyen una red de Bravais tomando a by, by ¥y bs como vectores primitivos.
Por ejemplo, consideremos la red ctbica simple con arista a, sus vectores primitivos
son

alzafc agzay 33:(1,2

y los vectores primitivos de la red reciproca son

y
X X 2
by = 2 = (Z)y 1.9
R ) (a>y (1.9)
a’X Xy 2m
b:2 = —_— V
e~ ()

esta red cuibica tiene como red reciproca una red ciibica simple, cuya celda ciibica
primitiva tiene arista 27 /a.
Si hacemos lo mismo para la red cubica centrada en el cuerpo tomando como celda
primitiva convencional un cubo de arista a, su red reciproca sera una red cubica centrada
en las caras y su celda primitiva convencional es también un cubo pero de arista 47 /a.
Para una red de Bravais ctubica centrada en las caras con un cubo de arista a como
celda primitiva convencional, su red reciproca es una red cubica centrada en el cuerpo
con un cubo de arista 47 /a como celda primitiva convencional.

1.5. Potencial cristalino

Para entender por qué algunos materiales son buenos conductores y otros son ais-
lantes debemos tomar el cuenta el efecto de la red sobre los niveles de energia de
los electrones. Si nos enfocamos en un sélo electron, éste “verd” un potencial efecti-
vo U(r); en éste esta incluida tanto la interaccion del electréon con todos los dtomos
del solido como su interaccién con los otros electrones. Descompongamos el potencial
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U en dos partes: U(r) = U.(r) + U;(r), donde U,(r) estda asociado a la interaccion
electron-electron y U;(r) representa la interaccion con los iones fijos de la red. Estudiar
a fondo el potencial U, (r) es muy complicado porque no es peridédico y para calcularlo
necesitamos conocer los estados de los demas electrones, pero esto es lo que queremos
determinar; afortunadamente estas interacciones son débiles y se pueden despreciar
[3]. Por otro lado, podemos escribir el potencial i6nico como

Ui(r) =) ui(r — Ry),
J
donde u;(r — R;) representa el potencial asociado a un i6n localizado en el punto de la
red con vector posicion R; y la suma es sobre todos los iones, por tanto el potencial
U;(r) hereda la periodicidad de la red.

1.6. Operador de traslacion y las condiciones de fron-
tera de Born-von Karman

Consideremos un cristal en una dimensioén con espaciamiento de red a, imaginemos
que podemos recorrer la red dando N pasos de longitud a, es decir, supongamos que
la red esté constituida por N puntos; suponiendo que esto no afectara sus propiedades
intensivas, podemos imponer condiciones de frontera sobre las funciones de onda ) de
la forma

() =¢(xr + Na) (1.10)
Extendamos esta condicion a una red de Bravais con vectores primitivos a; (i = 1,2, 3),
donde las aristas pueden cubrirse con N; pasos en la direcciéon a;, Ny en la direcciéon
ay y N3 en la direccion ag (o sea, en total hay N = N;NoNj celdas). Entonces (1.10)
puede generalizarse como

U(r + Nay) =1(r)
Y(r + Naaz) = Y(r) (1.11)
(r + Nzaz) = ¢(r)
a estas ecuaciones se les conoce como condiciones de frontera de Born-von Karman o
condiciones de frontera periddicas.

Para todo vector R de una red de Bravais, definimos el operador de traslacion Tg como
aquel que cuando opera sobre una funcion f(r) produce sobre ésta una traslacion

Trf(r) = f(r +R).

Veamos las propiedades del operador Tr. Si aplicamos dos traslaciones sucesivas TR y
Tgr sobre una funcién propia o autofuncion de Tr: f(r), tenemos que

TrTw f(r) = Tr (Tr f(r)) = Tr (f(r + R)) = f(r+R+R') = Tryr/ f(r) = TR'+?f(P))-
1.12
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Sea Ar un valor propio de Tg y Ar el de Tr/; queremos hallar el valor propio del
operador T, g/, aplicando éste a f(r) vemos que

Triw f(r) =Tk (Tr f(r)) = Tr (Ar/ f(1)) = Mg/ (Trf(r)) = ArAr f(r)  (1.13)

De la propiedad (1.13) es facil ver que para un ntimero natural n, T,r f(r) = A" f(r)

Ahora calculemos los valores propios o autovalores A\, del operador de traslacion T,
en una dimension. Sea a el espaciamiento de red y N el ntimero de celdas, si aplicamos
Tnq sobre una funcion (propia de T;,) de onda () se obtiene

Tva(x) = (e + Na) = AV (a).

De las condiciones de Born-von Karman tenemos que ¥ (z + Na) = 9(z), entonces
A = 1. Los valores propios del operador 7, son

A . ei27rm/N
am —

donde m =0, 1, 2,..., N — 1; asi, el operador de traslaciéon tiene N valores propios.
Podemos extender este resultado a nuestra red de Bravais con vectores primitivos a;
(i = 1,2,3) generada por N; pasos en la direccion a;, No en la direccion as y N3 en la
direccion az. De (1.12) y (1.13) tenemos que, para R = nja; + nqas + nsag,

Tn1a1+n2a2+nsasw<r> = )\alnl Aaan)‘a:snSl/}(r)
— 6i27rn1m1/N1 6i27rn2m2/N2ei27rn3m3/N31/)(r>
— ei(27r’n1m1/N1+27rn2m2/N2+27rn3m3/N3)¢(r)' (114)

Multiplicando y dividiendo el exponente por a; tenemos que el exponente de e es

mq ma 3
2 2 . 1.15
CllNl + Tiads NQCZQ + Tiads N3a3) ( )

1 (27rn1a1

Asi, Ag siempre se podré escribir de la forma
Ap = &R (1.16)

donde k = (my/Ny)by + (ma/N3)ba + (m3/N3)bs y los vectores {b;} (j=1,2,3) satis-
facen a; - b; = 2md;;. Al vector k se le conoce como vector de onda de Bloch y como
podemos notar, es real. En este caso para un vector de onda de Bloch, se tendra el
mismo namero de funciones propias que el de celdas (N;NoN3).

1.7. Teorema de Bloch

Teorema de Bloch. Consideremos el hamiltoniano que describe a un electréon en
un cristal H = —%VZ—FU(I‘), donde U(r) = U(r + R); entonces, las funciones propias
W(r) de H se pueden expresar de la forma

Unge(r) = €Tt 1o (r) (1.17)

10



CAPITULO 1. SISTEMAS CRISTALINOS

donde u, x(r) es una funcion con la misma periodicidad de la red (u,x(r) = u,x(r+R))
y k es un vector de onda de Bloch. Al nimero n se le conoce como indice de banda y
su funcién es especificar la funciéon propia debido a que, dado un vector de onda de
Bloch k, a éste le corresponden varias funciones propias. Hay otro modo de enunciar el
teorema de Bloch: Las funciones propias de H se pueden escoger de modo que a cada
funcion propia 1, k(r) le corresponda un vector de onda k tal que

Uit + R) = " Fep i (r) (1.18)

para todo R perteneciente a la red de Bravais.

Demostracion. Primero, observemos que el hamiltoniano H hereda la periodicidad
de lared H(r) = H(r + R). Una de las propiedades del operador Tg es que conmuta
con el hamiltoniano H(r); si ¢ es una funcion propia de H, entonces Tr H(r)y(r) =
H(r+R)Y(r+R)=H(r)Y(r+ R) = H(r)Tr(r), esto significa que podemos elegir
una base en la que 1 es una funcion propia de Tr entonces también lo es de H [4]. De
(1.16) tenemos que

TRk (1) = Ypi(r + R) = Arni(r) = e® B, 1 (1), (1.19)

esto demuestra el teorema de Bloch.
No es dificil ver que (1.17) implica (1.18) y viceversa. Hagamos el argumento de 1, x
igual a r + R, luego

¢n,k(r + R) — 6z‘k~r+ik-Run7k(r + R) — 6z‘k-Reikrumk@ + R)
—ikr—ik-R

Para demostrar que (1.18) implica (1.17) multipliquemos (1.18) por e , asi
efik-r—ik-an,k(r + R) — 67ik'(r+R)¢n7k<I‘ + R) _ 67ik-r¢n7k<r). (120>
La periodicidad de esta expresion nos garantiza que podemos escribir

wn,k(r) — eik-r [efik-rwn’k(r)] — eik-rumk(r)

si hacemos e~y 1 (r) igual a u,, x(r). La informacion que podemos extraer del teore-
ma de Bloch en la forma (1.17) es la siguiente: Se puede construir un sistema completo
de funciones propias de H dado por ondas planas de amplitud modulada con periodi-
cidad de la red.

La funcion propia del hamiltoniano cristalino en la forma ), x(r) = e*®u,, \(r) posee
las siguientes propiedades:

= Tiene la forma de una onda plana, lo cual implica que el electréon se propaga en
el cristal como si fuera una particula libre y el efecto de la funcion wu,x(r) es
modular esta onda de modo que su amplitud oscile periddicamente de celda en
celda; por lo tanto, podemos decir que los estados son extendidos. Dado que el
electron interactta con con la red de Bravais, no es libre: esta interaccion queda
determinada por la funcion w,, k(r).

» Los niveles energéticos del electron se agrupan en bandas |[3].

11
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1.8. Modelo de Kronig-Penney

Para obtener una idea del mecanismo que lleva a la formaciéon de bandas permitidas
y bandas prohibidas es muy util analizar el modelo de Kronig-Penney [5]. El modelo
de Kronig-Penney consiste en una sucesion de barreras rectangulares de anchura b
separadas por una distancia w como se muestra en la Fig. 1.5. La region —w < x < 0
(o sea el pozo) estd representada por el ntmero romano I, la region 0 < = < b (la
barrera) por II y la constante de red a por a = b + w. La ecuacion de Schrodinger

bv
Vo
)] (1)
o W 0 b  biw =
=f—

Figura 1.5: Modelo de Kronig-Penney: Potencial formado por una sucesion de barreras
rectangulares idénticas y equiespaciadas. Figura tomada de Ref. [1].

estacionaria en una dimension es
2 d?
———(z) + V(z)¥(x) = EY(x). (1.21)

2m da?

La solucién general de la ecuacion de Scrodinger para 0 < E < Vj en la region |
tiene la forma

Yr(z) = Ae'™ + Be " con q(E) = \/2mE/h?

mientras que en la region II

Yr(z) = CeP* + De P con B(E) = +/2m(Vy — E)/h2

donde 8 y ¢ son los vectores de propagacion de onda del electron en la barrera y el
pozo respectivamente. Las constantes A, B, C'y D quedaran determinadas por las
condiciones de frontera:

o)y =)y (52 | - (%) ‘ (122)

y
Vrr(b) = e (—w) (dw”> _ ika <%)

- (1.23)

r=b r=—w

12
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El par de ecuaciones (1.22) viene de las condiciones de continuidad para la funciéon
de onda y su derivada. El par de ecuaciones (1.23) tiene su origen del teorema de Bloch
aunado a la condicion de continuidad de la derivada de la funcién de onda siendo k el
vector de onda de Bloch (unidimensional). Imponiendo estas condiciones de frontera
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

A+B=C+D
1qA —igB = Cp — Dg
CePl + De P = etFa fe~1aw  ika Boiqw
C’ﬁeﬁb — Dﬁe_ﬂb = e'f? Aje 1 — ke Bjetaw

Se trata de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de cuatro incognitas. Para
que el sistema tenga soluciéon el determinante asociado a éste debe ser nulo

1 1 —1 —1
iq —iq —p B
_pika—iqw  _ ikatiqw  Bb o Bb =0.

_igetha—iqw jgeikatiqw  geBb  _ 3o—pb
El célculo de este determinante nos conduce a la siguiente expresion
B -
20q

Con el fin de estudiar como se forman las bandas, hagamos b — 0y V[ — o0
manteniendo el producto Vb constante; la sucesion de barreras se reduce a un caso
particular: una sucesion de barreras deltiformes equiespaciadas. Asi, la ecuacion (1.24)
se simplifica considerablemente a

sinh (b sin qw + cosh b cos quw = cos ka. (1.24)

P 4 cos qa = cos ka (1.25)

qa
donde P = mVpba/h? es un parametro adimensional. Analicemos el significado de
esta ecuacion; sea F'(ga) = Psinga/(qa) + cosqa, para un valor de k, tendremos

intersecciones de la curva F'(g) con una recta horizontal y = cos ka = constante: cada
punto de interseccion determina un valor de ga y, como ¢ = v2mEh?, obtenemos
un valor permitido para E. En algunos intervalos Psinqa/(qa) + cosqga > 1y por
tanto no habra intersecciones con y = coska, a estos intervalos se les conoce como
bandas prohibidas. Por otro lado, de los valores propios del operador de traslacion,
sabemos que k toma N valores distintos, esto da origen a N rectas horizontales y a
varias intersecciones en intervalos en donde |coska| < 1, es decir, ga toma valores
dentro de cada uno de estos intervalos o bien, la energia sélo puede tomar valores
correspondientes a estos intervalos: se dice que las energias permitidas se agrupan en
bandas.
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Capitulo

Sistemas desordenados: localizacion

Como vimos en el capitulo anterior, los sistemas cristalinos repiten patrones regula-
res en el espacio donde se definen y, debido a la simetria traslacional, un electréon que se
mueve en un cristal queda descrito por una funcion de onda de Bloch, sus estados son
extendidos y sus energias se agrupan en bandas; sin embargo, todos estos resultados
vienen de una idealizacién porque no existen cristales puros en la vida real (esto debido
a le presencia de impurezas en algunos sitios, huecos y otros defectos de la estructura
cristalina).

En este trabajo, cuando hablemos de sistemas ordenados, nos referiremos a sistemas
cristalinos; asi, definimos a un sistema desordenado como aquel que no es un sistema
cristalino. En esta capitulo veremos algunos ejemplos de desorden, introduciremos los
conceptos de localizacion y longitud de localizacion y expondremos algunos ejemplos
de modelos con desorden.

2.1. Tipos de desorden

Existen dos tipos de desorden: compositivo y estructural. Veamos en qué consiste
cada uno.

» Desorden compositivo. Este aparece en modelos dotados de una estructura geo-
métrica subyacente, pero carentes de un orden en su composicion, por ejemplo,
se puede tratar de una aleaciéon con atomos de dos o mas tipos que ocupen los
sitios de la red de Bravais aleatoriamente. Este tipo puede describirse por medio
del hamiltoniano H = p*/2m + ZZJL Vi(r—R;); donde los vectores R; correspon-
den a los sitios de una red de Bravais, mientras que V; representa un potencial
de tipo 2ésimo. Para definir completamente el modelo se necesita especificar la
probabilidad de cada potencial. En la Figura 2.1 tenemos un ejemplo de modelo
unidimensional con desorden compositivo.

= Desorden estructural. El modelo con este tipo de desorden ya no posee una es-

15
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Figura 2.1: Este modelo esta formado por barreras rectangulares de la misma anchura
y equiespaciadas pero con potenciales aleatorios V;, la aleatoriedad de los V; es la que
da origen al desorden compositivo. Figura tomada de [10]

tructura geométrica pero tiene el mismo tipo de dtomos. En la Figura 2.2 se
muestra un ejemplo de modelo unidimensional con este tipo de desorden.

Figura 2.2: Este modelo estd formado por barreras rectangulares idénticas (misma
anchura y altura) pero separadas por distancias aleatorias. Figura tomada de [10]

Estos modelos pueden describirse por medio de hamiltonianos de la forma H =
p?/2m 4+ SN, V(r — R;) donde V(r — R;) describe la interaccion del electron
con el 7-ésimo atomo situado en la posisicion R,;. Las posiciones R; son variables
aleatorias; sin embargo, para definir un modelo, no es suficiente el hamiltoniano,
se requiere de las caracteristicas estadisticas del modelo.

Si partimos de un cristal ideal, podemos construir varios modelos desordenados.
Por ejemplo, modelos con desorden estrucural como vidrios y semiconductores amorfos
pueden obtenerse rompiendo la simetria del cristal, o bien, un modelo simple de aleacién
(desorden compositivo) puede generarse sustituyendo dos o mas tipos de dtomos en
una red, distribuyéndolos aleatoriamente, ver Figura 2.3.

Es importante senalar que, para definir completamente un modelo, se necesitan dar
las propiedades estadisticas de los pardmetros aleatorios, es decir, dar una distribucién
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Figura 2.3: (A) Sistema inicial: un cristal perfecto. (B) Ahora se ha roto la simetria del
sistema incial: &tomos del mismo tipo ocupan posiciones al azar (desorden estructural).
(C) Cuando en cada posicion el nimero de atomos vecinos es el mismo, se dice que
el sistema esta desordenado topoldgicamente. (D) Se han colocado dos tipos &dtomos
aleatoriamente en los puntos de la red de Bravais inicial. (E) Ahora tenemos un arreglo
de espines con orientacion al azar en cada punto de la red inicial. (F) Se tiene una red de
atomos idénticos en posiciones regulares, pero las amplitudes de salto de los electrones
de un atomo a otro son variables aleatorias; esto corresponde a desorden fuera de la
diagonal. Figura tomada de Ref. [6]

de probabilidad; como observé Philip Warren Anderson en su ponencia de Premio
Nobel: “But there is a very important fundamental truth about random systems we
must always keep in mind: no real atom is an average atom, nor is an experiment
ever done on an ensemble of samples. What we really need to know is the probability
distribution of ImY, not its average, because it’s only each specific instance we are
interested in. I would like to emphasize that this is the important, and deeply new,
step taken here: the willingness to deal with distributions, not averages” [8|.

Un ejemplo de modelos con desorden estructural es el que modela a metales amorfos,
vidrios metalicos o semiconductores altamente dopados, aqui el hamiltoniano H es

2 N
p
H:%—i—;v}(r—Rj) (2.1)

donde p es el operador de momento, m es la masa efectiva de la particula y V; es
la energia potencial de un dtomo en la posicion R;. En este caso nuestro parametro
es la posicion R;. Si suponemos que las posiciones R; son variables independientes e
idénticamente distribuidas y €2 es el volumen, la disribucién de probabilidad esta dada
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por

PURY) = oy

Ahora, presentamos otro ejemplo de sistema desordenado: el modelo de enlace fuerte.
Este modelo se utiliza para estudiar las funciones propias para electrones en las capas
mas internas de los atomos de la red (en esa region ya no funciona la aproximacion de
electrones casi libres).

H=> Ina)ena(mal+ Y |n,a) Viams (m, B (2.2)

n,a n,a,m,3
donde
= oy [ son los niimeros cuanticos orbitales electronicos.
= 1y m son los indices de sitio.
" €, son las energias de sitio.

» V,.a.m,p son las amplitudes de salto correspondientes a la amplitud de probabili-
dad de que el electron pase de un estado |m, 8) a un estado |n, a).
Los pardmetros aleatorios son las energias de sitio €, o y las amplitudes de tran-
sicion Vi, o.m.g

2.2. Modelos unidimensionales

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos de modelos unidimensionales, cada
uno con su hamiltoniano y funcién de distribucion de sus parametros aleatorios.

Ecuacion dindmica para una cadena armonica con desorden isotopico

d*q
mn# = kqni1 — 2kq, + kqn_1, (n=1,2,..,N)
donde k es la constante elastica, ¢, y m, son el desplazamiento de la posicion de
equilibrio y la masa efectiva del n-ésimo atomo respectivamente. Se pueden escoger
condiciones de frontera de tipo diverso: tipicamente se eligen condiciones de frontera
fijas o libres; otra opciéon es imponer condiciones de frontera periddicas.

Modelo de Anderson en una dimension

Es un caso especial del modelo de enlace fuerte. En una dimensién, suponiendo que la
amplitud de salto V,, =V, (2.2) se reduce a

H=> |n)e,(n|+V > [In+1)(n|+n) (n+1]].

18



CAPITULO 2. SISTEMAS DESORDENADOS: LOCALIZACION

En la representacion de los sitios, tenemos que el modelo de Anderson esta dado por
la ecuacion de Schrodinger

V(¢n+1 + ,lvbn—l) + €n¢n = Ewn (23)

Las energias de sitio son variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das con distribucién uniforme

L osieg e [-% Y
p(en)—{o sien €[5, 5]

Modelo de Lloyd unidimensional
Este modelo esta representado por la ecuacion de Schrodinger

day,
i%:enan—i—anﬂ—i—an_l, (n=1,2,..,N),

donde a,, es la amplitud de probabilidad y ¢, la energia del electréon en el n-ésimo sitio.
En este modelo la distribuciéon de probabilidad de las energias de sitio €, es

P({en}) HP €n)

con

1 46
T €2 + 02
La distribucion de probabilidad de las €, es la distribucion de Cauchy [9]

Pic?(en) =

Aleacion aleatoria unidimensional
Esta representado por la ecuacién de Schrodinger

&y

el +ZV5$—nl)¢() Ey,  (0<z< NI

donde ¥ (x) es la funcién de onda de un electréon, V,, es la intensidad del n-ésimo
potencial deltiforme y [ es la distancia que separa los potenciales. Los potenciales V,
son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas; a cada valor V,,
le corresponde una probabilidad F;, las variables aleatorias V,, toman valores acotados
inferior y superiormente por un parrietro finito V:

V<V, <V

En este modelo también se pueden imponer condiciones periodicas 1(0) = (NI) = 0.

Aleacion aleatoria con distribucion de Cauchy de los potenciales V,
La ecuaciéon de Schrédinger es la misma:
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Py

03 +ZV5w—nl)¢( )= By, (0<z<NI),

pero la distribucion de probablhdad de los potenciales V,,, como su nombre lo dice, es
de Cauchy

1 )
PVH&(VH):;(VH—FLP—{—&. —o<V,<oo (n=1,2,...,N)

Liquido unidimensional
Esta representado por la ecuacion

2 . -
—F—I-V( )Q/)— Y, 0=z, <z <zxN
en donde el potencial V' (x) esta definido como
0 sitpg <z <gx,—d
V<x>_{v(:c—xn+d) siz, —d<z<z,

siendo v(x) el potencial atémico comun. La forma del potencial se representa en la Fig.
2.4.

T
J{ Xﬂ-‘ Xn d Xﬂ Xn+1

I O

Figura 2.4: Potencial desordenado del liquido unidimensional, figura tomada de Ref.
[12] .

2.3. Localizacion

Sea 1 (r) una funciéon de onda de una particula cuéntica en un medio desordenado.
Se dice que la funcion de onda esta localizada si su envolvente decae exponencialmente
desde algtin punto en el espacio, es decir,

()| ~ e

donde ¢ es la longitud de localizacion, ver Fig. 2.5. En esta secciéon daremos algunos
criterios en términos de propiedades de transporte para definir estados localizados.

Comportamiento asintdtico de las funciones de onda
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Figura 2.5: Ejemplos de funciones de onda tipicas de (a) estado extendido y (b) estado
localizado con longitud de localizacion &.

El comportamiento asintotico de un estado localizado usualmente se describe por medio
de la longitud de decaimiento de su envolvente: longitud de localizacion, es decir

Y(r) = f(r)e "/t

donde f(r) es una funciéon aleatoria centrada en el origen. Si un estado es extendido,
& = o0.

Niumero de participacion inverso
Para saber si un estado esté localizado, es suficiente considerar el segundo momento
de la densidad de probabilidad

=)t =1

Si P diverge, entonces el estado es extendido. Cuando P converge a un ntmero finio
el estado esta localizado.

Ausencia de difusion

Se puede evaluar la conductividad por medio de la formula de Kubo; si los estados son
localizados la conductividad se vuelve nula cuando la temperatura del sistema tiende
a cero. La formula de Kubo esta dada por

o(T,w) —éggom%QZZI alp|B)

a [#a
X [f(Ea) = f(Ep)| 6(Ea — E — hw).

Donde f(E,) es la funciéon de Fermi, E, s son las energias propias correspondientes a
los estados propios |«) v |5), T y w son las temperatura y la frecuencia del campo eléc-
trico respectivamente. p es la proyeccion del operador de momento sobre la direccion
del campo eléctrico.

Si los estados son localizados, la conductividad se vuelve nula cuando la temperatura
del sistema tiende a cero.
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Transmision a través de potenciales aleatorios
Consideremos la funciéon de Green, asociada a un sistema con hamiltoniano H, definida
de la siguiente forma [13]

r'> .

Resulta que el cuadrado del modulo de la funcién de Green definida de esta forma es
la probabilidad de que un electréon pase de un sitio r a otro r’,

1

G /'Ei:
(r, 5 B7) <r E+in—H

tr,v; E) = <’<r |G(E™)] r’>|2> :

Si t decae exponencialmente para distancias grandes, entonces la distancia de difu-
sion media es finita. Ahora, la longitud de localizacion £ se puede definir usando el
decaimiento exponencial ¢ como

2 , Int(r,r'; £)
- =— lim —
f [r—r/|—00 |I' — I',|

2.4. Dimensionalidad espacial y localizaciéon

La dimension de la muestra desordenada desempena un papel importante en los
fenémenos de localizacion. Si se usa la técnica de las matrices de transferencia (que
introduciremos en la siguiente seccion), es posible mostrar que en modelos desordena-
dos unidimensionales todos los estados electronicos se localizan, independientemente
de la intensidad del desorden. Es posible mostrar que lo mismo ocurre en muestras
bidimensionales. En tres dimensiones, como veremos més adelante, se tiene una tran-
sicion delocalizacion-localizaciéon cuando se introduce desorden.

Abrahams, Anderson, Licciardello y Ramakrishnan formularon la teoria del winico
pardmetro de escala [16]. La idea es que la conductancia de un hipercubo de tamano
(2L)? dependa de un solo parametro: la conductancia de un hipercubo de tamafio L¢
(es decir, g(2L) = f[g(L)]). Propusieron que la derivada logaritmica

_dng _Ldg
T dlnL  gdL

B(g)

es una funciéon que depende solo de la conductividad. Aqui g = G/(e?/h) es la con-
ductancia adimensional y G es la conductancia. Analicemos la funcion 5(g) para cada
régimen.
En el régimen metalico, la conductancia estd dada por la ley de Ohm; asi, para un
hipercubo d-dimensional

g(L) = oL* 2.
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Para el caso de desorden fuerte todos los estados seréan localizados, por lo tanto, se
espera que
g(L) e te
Asi,
d — 2 para valores grandes de g (estados extendidos)
f o] Ing  pequenos valores de g (estados localizados)
0 para puntos criticos g = ¢,

Vemos que la derivada logaritmica es positiva para estados extendidos en 3D pero
negativa para estados localizados. Un punto fijo en el que S(g.) = 0 corresponde a
transicion metal-aislante y esto sélo ocurre para d = 3, ver Fig. 2.6

B(g) 1

Figura 2.6: Esta figura ha sido construida de acuerdo al comportamiento asintético
de B(g) en 1D, 2D y 3D asumiendo continuidad de ésta. Podemos ver que para los
casos 1D y 2D, B < 0; para el caso 3D, la curva intersecta § = 0. Las flechas indican
el sentido de la variaciéon conforme aumenta el tamano de la muestra: si 8 < 0, la
flecha apuntara hacia valores mas pequenos de g, pero si > 0, la flecha apuntara
hacia valores grandes de g. Asi, vemos que para 1D y 2D, ¢ decrece con el aumento del
tamano de la muestra, y por tanto, en estos casos el sistema es aislante. Para el caso
3D, si la conductancia es grande inicialmente, entonces 8 > 0 y las flechas apuntaran a
los valores méas grandes de g; esto significa que la conductancia crece con el aumento de
la muestra. Por otro lado, en el caso 3D, si la intensidad del desorden es suficientemente
grande de modo que 8 < 0 inicialmente, g decrecera conforme se aumente el tamano
de la muestra: el punto de separacion en donde S = 0 entre estos comportamientos es
la transicion metal-aislante.

De acuerdo con esta teoria, en una y dos dimensiones, no importa que tan débil sea
la intensidad del desorden: los sistemas se localizaran. Para tres dimensiones, predice
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la posibilidad de coexistencia de estados extendidos y localizados, donde los estados
extendidos pueden existir en una o varias energias y los estados localizados en las
demés, teniendo asi, una transicion de delocalizacion-localizacion. A la energia E. que
separa los estados localizados de los no localizados se le conoce como borde de mobilidad
[17].

2.5. Matrices de transferencia

Un método para estudiar la propagacion de ondas en sistemas unidimensionales
es el de matrices de transferencia |1, 4, 10]. El método de matrices de transferencia
ha sido de gran importancia para el estudio de fenémenos de transporte en sistemas
desordenados unidimensionales [6, 12]. El efecto del desorden queda descrito por las
matrices de transferencia (de hecho, éstas se vuelven aleatorias).

Matriz de transferecia para una barrera rectangular
Consideremos el potencial

| W osta<a<b
V(x)—{ 0 otro caso

Denotemos por I a la region izquierda de la barrera, II a la barrera y III a la region
derecha de la barrera. La solucion de la ecuacion de Schrodinger para las regiones I, I1
y I (caso 0 < E < ;) son

¢I($) — Aleikac + Ble—ikx
Y (x) = C1e%" + Dye™ 5"
V() = Age™™ 4 Bye~ ke (2.4)

donde k = \/2mE/R2 y B = \/2m(Vy — E)/h2. En la region 1 y II tenemos como
solucién una superposicion de ondas planas: e**® representa una onda plana que se
propaga hacia la derecha y e~ una que se propaga hacia la izquierda, ver Fig. 2.7.
Las constantes Ay, By, Ci, Dy, Ay y By estan relacionadas por las condiciones de
continuidad de ¥ (x) y di)(z)/dx; estas condiciones de frontera nos permiten expresar
C1y Dy en términos de Ay y By y a Ay y Bs en términos de Cy y D;. Por lo tanto, las
constantes Ay y By se pueden expresar en términos de A; y By: definimos la matriz de
transferencia M por medio de la relaciéon

Ay | _ Ay
3wl
La matriz M conecta los coeficientes de la funcion de onda de la region I con los de la

region II1. Esta no es la tnica forma de matriz de transferencia, la forma de ésta puede
cambiar segtin el modelo o lo que se necesite estudiar.
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Viz)
E-—--F-——-—-—--- -

Aerits Agets

- I Vi
B] ks + .

B B}e—xi'x

1 111
T

Figura 2.7: Barrera rectangular. En la parte izquierda y derecha de la barrera la funcion
de onda es una suma de ondas planas: una que se propaga hacia la derecha (e*#*) y
otra hacia la izquierda (e~%*2).

Matriz de transferencia para el modelo de Anderson 1D
Supongamos que conocemos la funciéon de onda en los sitios (n — 1)-ésimo y n-ésimo
para

wn—l-l + 7vbn—l + 5n¢n = E%

Podemos construir una soluciéon para el modelo de Anderson 1D en el sitio (n + 1)-
ésimo. Para este caso es 1til definir a la matriz de transferencia T,, por medio de la

siguiente identidad
7vbn-i-l _ wn

E—¢, -1
=[P

donde
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Capitulo

Modelo de Anderson unidimensional

Hasta 1958, se creia que los estados localizados correspondian a estados ligados de
un electron en impurezas [11]. En marzo de 1958, Philip Warren Anderson publico
su articulo Absence of Diffusion in Certain Random Lattices. Anderson consideré un
modelo de enlace fuerte para electrones en un cristal, modelo que ahora se conoce como
modelo de Anderson. En este modelo se introduce el desorden a través de las energias
de sitio, que son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribuciéon uniforme. A partir del estudio de este modelo en tres dimensiones, Ander-
son llego a la conclusion de que si el desorden es suficientemente fuerte, los estados del
sistema se vuelven localizados [8].

En el caso unidimensional, el modelo de Anderson se define por la ecuacion (2.3), una
vez que se haya puesto V' = 1, toma la forma

wn-i-l + "l}n—l + 5n1/)n = E% (31)

El desorden, como mencionamos antes, se introduce en el modelo a través de las energias
de sitio €,, que son variables aleatorias independientes con distribuciéon uniforme.

3.1. Modelo de Anderson “sin desorden”

Sin desorden, tenemos que (3.1) se reduce a

Unt1 + Y1 = Ep. (32)
Para este caso, esperamos que la solucion sea de la forma
P, = AeTHn (3.3)
con p € R. Sustituyendo (3.3) en (3.2)
AeEinnt1) | goFin=1) _ go¥iun [eiw _i_eq:iu} — F Aptiun
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y dividiendo por e*#n

los electrones es

, encontramos que la relacién de dispersion para la energia de

E =2cospu

La energia estd restringida al intervalo (—2,2), a este intervalo se le conoce como
banda de energia o simplemente: la banda; y es que solo para este intervalo se tienen
soluciones fisicamente aceptables. Veamos qué pasa con los estados para valores de
energia fuera del intervalo (—2,2). En (3.3) supusimos que p era real pero es posible
que sea complejo, en tal caso la solucion de (3.2) son estados v, de la forma

wn = Beiun
sustituyendo en (3.2) tenemos

Be:t,u(nJrl) + Be:l:,u(nfl) _ EBe:I:;m

+un - obtenemos la relacion de dispersion

dividiendo por e
E=¢e"+e ™ =2coshun

Para valores de energia fuera del intervalo (—2,2), se tienen funciones de onda que
crecen exponencialmente, y por tanto, no son fisicamente aceptables.

Estos resultados pueden obtenerse con el método de matrices de transferencia. Pa-
ra el caso sin desorden £ = 0 y la matriz de transferencia de (3.6) se reduce a

E —1
T, [ o } |
Los autovalores de esta matriz son

_ E+VE? 4

[ 5

Para energias |E| > 2, los autoestados correspondientes a ¢4 son

E

Yny = BeFm con pt = cosh™! (§>,

mientras que para energias |F| < 2 los autoestados son

, E
Uy = AeFHn con [ = cos " (E)
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3.2. Matrices de transferencia y localizacion : Teore-
mas de Furstenberg y Oseledec

Cuando se introduce desorden en el sistema, las matrices de transferencia asocia-
das a éste se vuelven aleatorias. Si queremos construir una solucion ¥y de (3.1) en el
N-ésimo sitio a partir de dos soluciones conocidas en el 0-ésimo y en el primer sitio,
necesitamos realizar un producto de N matrices de transferencia aleatorias. Estamos
interesados en las propiedades asintoéticas del producto de un niimero grande de ma-
trices aleatorias, estas propiedades quedan descritas por los exponenes de Lyapunov
relacionados con los autovalores de dicho producto [18]. En esta seccion presentare-
mos los teoremas de de Furstenberg y Oseledec para después aplicarlos al modelo de
Anderson. El teorema de Furstenberg proporciona informaciéon sobre el producto de
matrices aleaorias Py = T Ts ... Tx en el limite N — oo.

Sean SL(m,R) el grupo de transformaciones lineales unimodulares de R™ a R™ y
i una medida definida sobre el espacio. Sea G el subgrupo cerrado mas pequeno de
SL(m,R) que contiene soporte de p. Consideremos la sucesion de matrices aleatorias
{X,} de G independientes e idénticamente distribuidas.

Sean u € R™ un vector y Py un producto de matrices aleatorias de modo que
Pyu=Xy Xy_1: X3 Xju.

Teorema de Furstenberg [14]. Si G es un subgrupo de SL(m,R) tal que
(a) G no es compacto
(b) G contiene subgrupos de indice finito irreducibles

entonces, con probabilidad de 1, resulta
1
]\}lir(l)oﬁlnHXN'XN_l...Xg 'X1U|| =7 > 0 (34)

para cualquier vector u # 0.

El teorema de Furstenberg no toma en cuenta las tasas de crecimiento exponenciales
inferiores asociadas a los autovalores de la matriz Py P ~, el teorema de Oseledec si
considera este aspecto:

Teorema multiplicativo ergddico de Oseledec [15|. Supongamos que In || Xy|| <
00, donde || - || es una norma genérica. Entonces

1
lim [PyPy]'* =V (3.5)
N—oo

La matriz V tiene m autovalores reales y positivos e repetidos segtin su multiplici-

dad. Los exponentes \; > Ay > ...\, representan los exponentes de Lyapunov carac-

teristicos. Si la sucesion {X,,} es ergodica, el expectro de exponentes de Lyapunov es
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independiente de la realizacion de {X,,}.

Si m = 2, G satisface las condiciones para que se cumpla el teorema de Fursten-
berg s6lo si contiene al menos dos elementos de SL(2,R) sin autovalores en comun
[12].

Aplicacion del teorema de Furstenberg al modelo de Anderson
El grupo G formado por las matrices

E—¢, -1
=[P

y por sus productos contiene dos matrices sin autovalores en comin si €, # 0. Del
teorema previo, vemos que este grupo satisface el teorema de Furstenberg. Por lo
tanto, con probabilidad 1, resulta

1 1
]\}l_l;nooﬁln HTN . TNfl...TQ : T1UO| |2 = ]\}gnooﬁln [|¢N+1‘2 + ’wN|2] = 2’}/(E) >0

donde

uy = Yne | Ty -Ty_1--- Ty Tiug (3.6)
(N

y Up es un vector cuyas entradas (a saber, 1y y 1) son condiciones iniciales.Esto im-

plica un crecimiento exponencial de las soluciones ¥ [20].

Crecimiento exponencial y la conjetura de Borland

Para casi cualquier solucion inicial, ¢y en vez de decrecer, crece exponencialmente para
N muy grandes a una razoéon correspondiente al exponente de Lyapunov A; del producto
Py. No es suficiente que 1y satisfaga la ecuacion de Schrodinger (3.1) para todo N
(lo cual queda garantizado gracias a las matrices de ransferencia). Un autoestado debe
satisfacer ciertas condiciones de frontera para que sea fisicamente aceptable y este no
es generalmente el caso. Construyamos dos soluciones ¥i,quierda ¥ Wderecha CON la misma
realizacion de desorden e impongamos condiciones iniciales en los bordes izquierdo o
derecho. Sucede que:

i) Si comenzamos desde el extremo izquierdo y aumentamos N, la envolvente de
W gerecha Crecerd exponencialmente de acuerdo al teorema de Furstenberg.

ii) Si comenzamos desde el extremo derecho, la envolvente de Wi quierda Crecera ex-
ponencialmente por el teorema de Furstenberg.

Esto se debe a que, en general, E' no es un autovalor de la ecuaciéon de Schrédinger,
pues hemos tomado a E como parametro libre sin tomar en cuenta que las condiciones
de frontera implican que los niveles de energia dependen de ¢, por tanto, la soluciéon ¥
obtenida por medio de matrices de transferencia no es un autoestado del sistema. Para
ciertos valores de energia E que correspondan a a los autovalores del hamiltoniano,

30



CAPITULO 3. MODELO DE ANDERSON UNIDIMENSIONAL

podremos embonar las soluciones Wyerecha ¥ Wizquierda-

Conjetura de Borland. El exponente de Lyapunov evaluado en un valor arbitra-
rio de energia E es igual al inverso de localizacion de los autoestados del sistema con
energia £ [19].

3.3. Relacion de Herbert-Jones-Thouless

Una propiedad especial de los autoestados unidimensionales es que pueden dife-
renciarse unos de otros por el nimero de nodos en cada autoestado y el ntimero de
estados con energias menores a I queda determinado por el niimero de nodos. Una
consecuencia de esta propiedad es que existe una relacion entre la tasa de decaimiento
exponencial de la funcién de onda con la densidad de estados. Para su demostracion
se utilizan las propiedades de las funciones de Green [21]. En esta seccion derivare-
mos la expresion de Thouless para un caso particular: el modelo de Anderson en una
dimension.

Sea ug = (¢, Y1), de la ecuacion (3.1) tenemos que para cualquier energia E la funcion
de onda ¥y, en el sitio N + 1 es un polinomio de grado N en FE, asi

Unn(B) = C ][ (B, - B) (37)

donde FE,, son los ceros de ¢y (E) y C es una constante de normalizacion. Las energias
{E,} son autovalores de una cadena de longitud N con condiciones ¥ny; = ¥y = 0.
Cada factor E,, — E tendra el signo segiin E sea mayor o menor a FE,,; escribamos cada
factor en forma polar

(E, — E)=|E, — E|e"" con ¢, =mnsgn(E — E,). (3.8)
Sustituyendo (3.8) en (3.7) y tomando el logaritmo de los dos miembros obtenemos

1

nc.
N+ 1 nc

R T
Iy (E) = N—H;m\E — B+ N—H;sgn(E —E)+ v
(3.9)
Esta cantidad debe promediarse sobre todas las realizaciones y, en el caso limite, la
suma sobre todos los estados puede reemplazarse por una integral sobre la densidad
de estados (a menos que dos estados tengan un espaciamiento exponencial pequeno en

N). Denotando la densidad de estados promedio por p(E), tenemos
1

A(E) = lim — (In¢y(E))
00 E
= / dE'p(E")In|E — E'| + im / dE"p(E').

(3.10)
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El término real no es més que el inverso de la longitud de localizacion

£ = / dE'p(E")In|E — E'| = Re{A(E)} (3.11)
y la ecuaciéon (3.11) se conoce como la formula de Herbert-Jones-Thouless mientras
que el integrando de la parte compleja de (3.3) es la densidad de estados.

3.4. Modelo de Anderson con desorden débil y fuerte

Calculemos el inverso de longitud de localizaciéon A usando la relacion de Herbert-
Jones-Thouless para el caso de desorden fuerte. Recordemos que el modelo de Anderson
1D, con V =1, esta definido por

%—1 + @Z)n-‘rl + Enwn = E¢n

con distribuciéon de probabilidad para las energias de sitio
L osie, €2,
_ ) w 2

plen) —{ 0 sic, ¢ [ 0]

En el caso del desorden fuerte ¢ > 1. De (3.1) vemos que los autovalores E,

coinciden con las energias de sitio, es decir, E, = &,. Para aplicar la relacion de

Herbert-Jones-Thouless, necesitamos hallar la densidad de estados p(E’); dado que

para el caso de desorden fuerte los autovalores de la energia coinciden con las energias

de sitio en primera aproximacion y la distribucién de las energias de sitio es uniforme,
tenemos que

SIS

1 : wow
n_J) w Slé& € -5 5]
P(E) { 0 sic, ¢ [-5 %]
sustituyendo esta expresion en (3.11), obtenemos

00 w/2 1
&= / dE'p(E'YIn|E — E'| = / —In|E — E'|dE'
_ w

00 —w/2

si hacemos el cambio de variable x = E— E’ y usamos [ Inzdx = x In 2 — 2+ constante,

tendremos que
E—w 1
¢&l= —/ —In|z|dz =
w

Jm(z-8) - (-3)]
2 2
w w w
mGre) - (Ee3)
(B+3)m(z+ 3
_ 1t R A
—zln(w 4E)+wlnw_2E
En el interior de la banda |E| < w la expresion se reduce a

w
Ax~Iln— —1.
"9

32



CAPITULO 3. MODELO DE ANDERSON UNIDIMENSIONAL

3.5. Desorden débil con correlaciéon: método del mapa
hamiltoniano

Consideremos el modelo de Anderson en una dimension (con V' = 1)

¢n+1 + 77Z)TL—1 + 5n¢n = Ewn (312)

Supongamos que las energias de sitio &, son variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas con promedio () y que el desorden es débil, es decir,

o? = <€n2> <1

El modelo de Anderson (3.1) se puede estudiar por medio del método del mapa ha-
miltoniano [22]. La funciéon de Hamilton del oscilador paramétrico estd dada por la

ecuacion

2 o0
_p 1 55
H = o + Smeq 1+ g & 0(t—nT) |, (3.13)

n=—oo

donde p y ¢ son el momento y la posiciéon respectivamente. Se trata de un oscilador
clasico cuya frecuencia esta perturbada por una sucesion de “patadas’con intensidades
aleatorias ¢, a tiempos regulares 7.

w(t) =we, |1+ io: £0(t —nT).

n=—0oo

Ahora bien, en el n-ésimo instante, ¢t = ¢,, = nT. Queremos ver como se comportan
p v q antes y después de la n-ésima patada. Sean t¢,~ el valor de ¢t inmediatamente
antes del n-ésimo instante y ¢,,1~ el valor de ¢t inmediatemente antes de ¢,,;. Para
determinar como estan relacionados p(t,+17) ¥ ¢(t,+17) con p(t,~) y q(t,~) usaremos
el método de matrices de transferencia introducido en la secciéon 2.5. Tomemos la forma
de la matriz de transferencia definida por

{ P(tns1”) ] _p [ p(ta”) ]
Q<tn+17> Q(tni)

Sin embargo, no es inmediato ver la forma de la matriz P. La idea es construir P
por medio de otras dos matrices de transferencia, para ello, consideremos el intervalo

[tn, tni1] v dividamos éste en otros dos, [t,”, t, "]y [tn™, tne1]. Si definimos Q y R de
tal forma que

R R YRt B el B R

tenemos que P = QR.
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Empecemos con la matriz R, del hamiltoniano vemos que

. OH ) =
Y OH
q:(?_p:p/m (3.15)

En el intervalo [t,, ™, t,"] las ecuaciones se pueden reducir a
prmwiegd(t—t) y  G=p/m,
integrando llegamos a
p(tn™) = plta”) = —mw’éaq(t") v alta”) = a(ta™),

o, en forma matricial

de donde vemos que

Por otro lado, en el intervalo [¢,", t,+17], las ecuaciones (2) y (3) toman la forma
del oscilador arménico simple

p=—mw’q y  G=p/m,
resolviendo, con t,.1~ —t,7 =T, tenemos

Pt ) = —mwq(t,™) sinwT tp(trf) coswT
q(tns1”) = q(t, ) coswT + % sinwT '

Esto en forma matricial nos da

o) = [ e [

por lo que
Q-|

Usando estas matrices de transferencia y tomando en cuenta que P = QR, se obtiene

coswT’ —mw sin w1’
sinwT'/mw coswT

p_ coswT' —mw sinwT’ coswT —mw?€, coswT — mw sinwT
| sinwT/mw coswT sin wT' /mw —wé&, sinwT + coswT ’
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por lo tanto

pltns1”) | coswT —mw?€, cos wT — mw sinwT p(tn™)
q(tns1”) | | sinwT/mw —w&p sinwT + coswT '

Haciendo p(tn417) = Pnt1, q(tni1™) = @uyr, P(ta7) = P ¥ ¢(tn™) = ¢n llegamos al
siguiente sistema

{ Pra1 = (coswT) p, — (Mw?€, coswT + mwsinwT) ¢, (3.16)

Gni1 = (sinwT/mw) p, + (coswT — w&, sinwT) ¢,

que se conoce como mapa hamiltoniano. Al eliminar p, encontramos la relaciéon recur-
siva
Gni1 cOSWT — gp = ppy1 sinwT /mw

de modo que
Gn cosWT — ¢p_1 = ppsinwT /mw.

Sustituyendo esta relaciéon en la segunda expresiéon del mapa hamiltoniano obtenemos
la siguiente identidad

Gns1 + Gno1 + wésinwTq, = 2coswTqy,, (3.17)
Si comparamos la ecuacion (3.17) y (3.12) se obtiene la correspondencia

1+ wEsinwT = 2coswT
dn+1 + qn—1 + 5 An R , 4n
Yni1  Yno1 En ¥n E ¥n

Los parametros de los modelos (3.17) y (3.12) deben obedecer a las relaciones

en = wé, sinwT
E =2coswT

Es conveniente expresar el mapa hamiltoniano en términos de las variables de accién

Pn = \/ 2m.J, cos b,

[2dn .
qn = \/ — sinb, (3.18)
mw

teniendo asi .

cos b1 = — [cos (0, + wT) — w&, coswT sin b,,] (3.19)
Y 1

sinf, 1 = o [sin (0, + wT') — w&, sinwT'sinb,], (3.20)
donde 7

D,? = ZH =1 — 2w&, cos b, sin b,, + w?€?sin?4,,. (3.21)
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Gracias a la analogia entre el modelo de Anderson 1D y el sistema (3.13) podemos
encontrar el exponente de Lyapunov, asi

1 A PV q
Y - n+1 _ - n+1
F Ty e[S iy Zl
N .
1 Jng1sin b, g
= lim — Y 1 cndl > Tl
Nooo N ; 1V 77, sing,
1 & J, sin 0
_ . n+1 - n+1
-y Zn_l log |\ 77| T AL & Z o8 | = 5n o, (322)

Para valores de energia lejanos de los bordes de la banda [23], el segundo término se
reduce a

N :
sin Qn“ sin 0
lim — ) 1 = lim — ) 1 =
Nl—rgoNZ o8 sm«9 NI—I>I<1>oN ; © sin 6, 0
por lo que
N J N
b Jnt1 _ ntl 2
=iy Zlo B\ 7| T A 2 gy ey = i ) gt D

o bien

£ \2

1 1 1
g <— log Dn2> =5 <[1 — 2wé,, sin 6, cos 0, + w?E,> sinen]2> .
Usando el desarrollo de log(1+a) = a —a?/2 + ...

1 1 1
: — <§ log Dn2> =5 (—2wé&, sin b, cos b, + w2€,%sin B, — 2w3€,%sin’ 6, cos? 6, + )
y empleando sin?§ = (1 — cos 26)/2 y cos? 6 = (1 + cos 20)/2 se obtiene

1w, w2,

E -3 <fn > - <fn sin 26,,) <£n cos 20,, > <§n cos 49n> + ... (3.23)

El término (&, sin#,) es nulo cuando el desorden no tiene correlaciones. Para calcular
los promedios <§n2 cos 20n> y <§n2 cos 49n> se necesita conocer la distribucion p() para
el mapeo angular. Un camino es asumir una funcién de distribucién constante

1

p(0) = 5~

o (3.24)
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Con esta distribucion obtenemos

1w <€>2
£ 8 (&) = 8(1— E2/4) (3.25)

Sin embargo, las predicciones de esta expresion para el centro de la banda difieren de
resultados obtenidos numéricamente. La suposicion (3.24) es correcta cuando w1’ es un
multiplo irracional de 7 pero falla cuando es racional (ver |[23|). Para wT = 7/s con
s entero, el mapa angular tiene 6rbitas periddicas de periodo 2s sin desorden; si intro-
ducimos desorden, las 6rbitas dejaran de ser estrictamente periodicas: la distribucion
de la variable angular en vez de ser uniforme tendré una modulaciéon. Esta modulacion
es el origen de la falla de la féormula de Thoules para wT = 0 o wT = +7 y en el
centro de la banda (son los tinicos valores en donde se ven anomalias). De algiin modo,
respecto a estas anomalias en la longitud de localizaciéon, podemos decir que se tratan
de efectos de resonancia. A pesar de que hay mas valores resonantes de la energia, estos
no contribuyen al exponente de Lyapunov.

Queremos estudiar el efecto de las correlaciones para valores no resonantes de energfa.

Definamos el correlador
20

dr = <§n6n—k :

Estamos interesados en la parte imaginaria de qx. De (3.19) y (3.20) podemos escribir

sin (0, + wT) — w&, sinwT sin b,
cos (0, + wT) — w&, coswT sinb,,”

tanf,. 1 = (3.26)

Esta ecuacion puede reescribirse como

tan (0, + wT') — w&, sinwT sin,,/ cos (0, + wT)
1 — wé&, coswT sin b,/ cos (0,, + wT')

Usando el hecho de que el desorden es débil, al desarrollar en serie de Taylor nos queda

tan 6,1 = [tan (0, + wT) —

w&, sinwT sin 0, w&, coswT sin b,
cos (0, + wT) cos (0, + wT)

w&p coswT sin b, sin (0, + wT)  w&,sinwT sinb,
cos? (0, + wT) cos (0, + wT)

= tan (0, +wT) +

wé, sin b,

= T
tan (6, +w )+cosz 6+ wT)

[coswT sin (6, + wT') — sinwT sin 6, cos (0, + wT')]+...

wé&, sin 6,
cos? (6, + wT)

= tan (0,, + wT) + [sin (0, + wT — wT)| + ...

w&,, sin? 6,
cos? (0, + wT)

= tan (0, +wT) +
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o bien
wé, sin’4,,

cos? (6, + wT)

0n+1 = arctan |tan (6, + wT') +

Si desarrollamos arctan 6,, en serie de Taylor alrededor del punto tan (6,, + wT') obte-
nemos

1 wé, sin? 6,
Opi1 =0, +wT + .
i 1+ tan (6, +wT)?> cos? (0, +wT)
=0, +wT + w&,sin?6, + ... (3.27)

Sustituyendo esta tultima expresion en q; = <§nei29"—k> para k — 1, se obtiene

Q1 = <€nei29n+1,k> _ <£nei2[9n_k+wT+w§n_k sin2 en_k+...]>

_ < £, 020n -1 20T i2WEn . i Oy >

_ 2T <§n€izen_k <ez‘2wfn_ksin2 9n—k>> . (3.28)

Desarrollando el término (eim"ﬁn—ksn12 9"—k> y despreciando los términos de segundo y

mayor orden
Qr_1 = 2T <§nei29”*k (1 + i2wEp_ i sin% 0, _p, + )>

= 2T (g, 0k} 4 Diuoe? T (€6, et sin?6, ) . (3.29)

Como el desorden es débil, podemos hacer uso de la aproximacion
(En&ren=rsin® 0, 1) = (&&nr) (e'n*sin 0,4 . (3.30)

Sustituyendo (3.30) en (3.29) se llega a la identidad

Qi1 = Ty, + 2iwe®™ T (&,6, k) (€?"*sin® 0,y ) (3.31)

El factor <e"29"*’c sin? Qn_k> nos da
) 2 ) 1
(0¥ sin 6, ) = / e sin’ 0df = -7 (3.32)
0

Sea

X(n) = M 0 bien <€n5n+k> = <5n2> X(k) (333)

(&)
A partir de (3.32) y (3.33), (3.31) se puede escribir como

. MW o
Qo1 = eszqu _ 76JQMT <§n2> X(k,)
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Al multipicar los dos miembros por ¢2«T*=i2vT" v symar sobre k, llegamos a
20T k—i20T 2iwTk o i2wTk 2 20Tk
E qx—1€ = E e qre - 7<fn > E x(k)e .

k=1 k=1 k=1

Esto nos da como resultado
w 2 S i2wTk

Con este resultado, podemos calcular (£, sin 26,,). La parte imaginaria de qq es

(& 8in20,,) = Imqo = —% <§n2> Z x(k) cos (2wTk) (3.34)

Sustituyendo (3.34) en la ecuacion (3.36), para valores de energias no resonantes, ob-
tenemos

% - %2 (&) = 5 (6asin26,)
_ %ﬁ 1423 (k) cos (278) | (3.35)
La expresion o
% _ %ﬁﬁ 1+ 22 (k) cos (2Tk) (3.36)

es la formula de Izrailev-Krokhin [25|. La longitud de localizacion es el producto de
dos factores:

= El primero es la expresion de Thouless
w? (&)
8

= Kl segundo
1+2)  x(k)cos (2wTk) | ,
k=1

el cual técnicamente se conoce como la densidad espectral

En el capitulo 3 vimos que cuando en una dimensiéon se tiene desorden, todos los
estados se localizan. Sin embargo, es posible que el segundo factor de (3.36) se anule
para ciertos intervalos de frecuencias; si esto ocurre, la expresion para el exponente de
Lyapunov sera cero y, por tanto, la longitud de localizacion divergera. Si la longitud de
localizacion diverge en un intervalo continuo de valores de la energia, significa que se
tiene una transicion localizacién-delocalizacion; es decir, se tienen bordes de mobilidad
en un modelo unidimensional.

39



CAPITULO 3. MODELO DE ANDERSON UNIDIMENSIONAL

40



Capitulo

Modelo bidimensional

En este capitulo se considera la localizaciéon de Anderson en un modelo aleatorio
bidimensional. Se analiza la transmisién de ondas a través de una barrera aleatoria con
simetria circular, constituida por una sucesion de N barreras de potencial con perfil
rectangular en la direccion radial. Se introduce desorden en el modelo considerando
barreras rectangulares de anchura fija y altura aleatoria. Se analizan las propiedades
de transporte del modelo en términos del coeficiente de transmision a través de la
barrera; éste se determina por medio de la técnica de las matrices de transferencia.
En ausencia de desorden se espera que las energias permitidas se agrupen en forma
de bandas. Si introducimos desorden, las matrices de transferencia se volveran alea-
torias y tenemos que estudiar productos de matrices aleatorias. Si el desorden tiene
correlaciones, es posible que aparezcan bordes de mobilidad, es decir, tendremos una
transicion localizacion-delocalizacion.

4.1. Matriz de transferencia para el modelo bidimen-
sional

Consideremos una barrera aleatoria bidimensional con simetria circular, constituida
por una sucesion de N barreras de potencial concéntricas (centro en el origen) con perfil
rectangular en la direccion radial (Fig. 4.1). Una antena emite una onda circular desde
el centro de las barreras hacia afuera de éstas. La n-ésima barrera tiene altura V,, y
anchura b; las barreras estan equiespaciadas una distancia a (ver Fig. 4.2). Este modelo
esta descrito por

Vi(p) = Vo, para (n—1)(a+0b) +npa < p < (n—1)(a+b)+npa+0b (41)
"PPZ1 0 en otro caso '

donde p es la coordenada radial, n = 1,2,2..., N. La primer barrera esta a una distan-
cia p; = nga del centro; la n-ésima barrera esta a una distancia p,, = (n—1)(a+b)+nga.
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Y

a)

Figura 4.1: a) N barreras con simetria circular, concéntricas y centradas en el origen.
b)Desde el centro una antena emite ondas que se propagan radialmente desde el centro
hacia afuera de las barreras.

El método que vamos a usar para estudiar este modelo sera el de matrices de transfe-
rencia. Llamemos al n-ésimo pozo region I, region II a su inmediata barrera posterior
y region III al (n + 1)-ésimo pozo.

Antes de poder hablar de matrices de transferencia necesitamos resolver la ecuaciéon
de Schrodinger en las regiones I, IT y III. Consideraremos el caso 0 < E < V,, para este
modelo.

La ecuaciéon de Schrodinger en la region I es

B,
—5 Vi = B (4.2)

usando el operador V? en coordenadas polares, se obtiene

h? R (0% 10y 10
——V%u:——( v, 1o, w).
2m 2m

dp " pOp | p?0¢?
Expresemos la funciéon de onda como un producto de funciones de cada una de las
variables

(4.3)

¥ = R(p)®(). (4.4)

Sustituyendo (4.4) en (4.3)
h? d’R 1dR R d*®
2m \  dp? pdp  p*dg?
Si proponemos d?®/d¢? = —v?® con v entero, tenemos que

d’R 1dR V2
et (B -Z ) R=0 45
i ( p2> ’ (45)

) = ROL.
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Figura 4.2: Seccién transversal de N barreras con alturas Vi, Vs,..., Vy equiespaciadas
una distancia a y con grosor b.

donde k = /2mE/h?. Sea z = kp, de la regla de la cadena se tiene que (fi_? = %Z—Z =

k4B (4.5) se convierte en

d*R 1dR v
- 1—- — =0. 4.
dz2+zdz+( z2>R 0 (4.6)

Se trata de la ecuacion de Bessel. Proponemos como solucién en la region I las funciones
de Hankel
Ri(z) = A,H,Y (2) + B,H,? (),

donde H,™ (z) es la funcion de Hankel de primer especie y juega el papel de la onda
plana e™** que se propaga hacia la derecha y H,® (2) es la funcion de Hankel de segun-
da especie y juega el papel de la onda plana e~** en el analogo caso unidimensional
(ver Fig. 4.3).

Del mismo modo, la solucion en el siguiente pozo (region III) sera
Rumi(z) = Api H,W (2) + B H,? (2)

Queremos expresar los coeficientes A, .1 y B,41 en funcion de A, y B,. Definimos la
matriz de transferencia M(n) por medio de la expresion

[ 22: } — M(n) [ 332 ] (4.7)
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vt HlY (kp)

Byt B (kp)

Figura 4.3: H,V (z) representa una onda circular que va desde el centro hacia afuera
radialmente (en azul) y H,® () representa una onda circular que va desde afuera
hacia el centro (en rojo). La solucion de la ecuacion de Schrodinger en los pozos es una

superposicion de dos ondas de este tipo.

Al igual que en la matriz del mapa hamiltoniano, es necesario definir otra matriz para
conectar a las regiones I y III: esa matriz dependera de la solucion R(p) en la region
II. Sea My (n) la matriz de transferencia que conecta las regiones Iy II, y My r(n)

la matriz que conecta II y III.
En la region II (n-ésima barrera) la ecuacion de Schrodinger es

h2
—— V2 + Voy = By
2m

sustituyendo V2 en coordendas polares, obtenemos

R (o) 10w 1 0%

(3 0 o) Vo= B

(4.8)

y usando el método de separacion de variables una vez mas, con ¢ = R(p)®(¢), la

ecuacion de Schrédinger adquiere la forma

h? d*R 1_dR 1 _d°®

(P S SR ' RO = ERD.
2m< 75 dp+p2Rd¢2>+VR R
h2

Dividiendo por —5—-®

(dQR 1dR 1 1d2<1>) 2m (E — V,,)

L T - R =0.
dpz+pdp+p2 P dg? h?
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d?o

Si proponemos Pl —12® tenemos que

PR 1dR <V2 2m(E—Vn)>R:0’

+ = —=+
dp* ~ pdp p? h?

con B3, = /2m(V,, — E)/h? la ecuacién nos da

>R 1dR 5 V2
- -8, ——=)R=0. 4.9
dp2+pdp+(ﬁ p2) (49)
Sea w = iﬁnp (donde > = —1), entonces fl_z; = if,. Usando la regla de la cadena

=if3,9 (4.9) se convierte en

d’R  1dR V2
— + —— 1-— | R=0. 4.1
dw? * w dw * ( ) (4.10)

La solucion de (4.10) es de la forma:
Ry = CoH,Y(w) + D, H,® (w) (4.11)

Definimos la matrices My 1(n) y Mirmi(n) por medio de la relaciones

e[ ]y [ ] M [ 6]

Las componentes de estas matrices estaran determinadas por las condiciones de con-
tinuidad de R y 9. Empecemos con la deduccién de las componentes de la matriz
Mi11(n). Las cond1c1ones de continuidad son:

dp

_ dRyg

R[‘p:pnib = Rll(iﬁnp)} dp

- (4.12)

p=pn—b p=pn—b

Teniendo asi

AnH,Y (kpn = kb)+ BoH,®) (kpy, — kb) = CoH, D (i8,p—i8,b) + D H, ) (iB,p—8,D)
(4.13)

kA H, Y (kp, — kb) + kB H, " (kp, — kb) =
Zﬁn H ' (Zﬁnp - Zﬂn ) + /L/BHD H (Zﬁnp - Zﬁn ) (414)
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Multiplicando (4.13) por i8,CH, Y (iB,p — i,b) y (4.14) por CH, "V (iB,p — i5,b)
y restandolas, encontramos que

D, = 0 O g, (i, i, (ki — )
B H, Y (iBp — iBub) H, L (kpn — kb) } A,

+ WT_Z)) EH, Y (ifup — i8,)H, @ (kpy — k)

B H, Y (iBnp — iBub) H,® (kpn — kb) ] B, (4.15)

donde hemos usado la identidad HW (2)H®(z)— HW'(2)H?)(2) = —4i/(r2). Si ahora
multiplicamos (4.13) por i, H, ®"(iB.p — iB.b) y (4.14) por H, P (if,p — iB,b), las
restamos, hallamos

~ |l

G = T O 1,218, — iB.0) L (ks — k)

— kH,® (iBpn — i8,0) H, D' (kpy — kb) } A,
+ W([)”T_b)l [z’ﬁnHV@)/(wnp —iB,b)H,® (kp, — kb)
— kH,P(iB,p — iB,b)H, P’ (kp, — kb) } B, (4.16)

Asi, las componentes de la matriz My y1(n) son:

[MI,II(n)]ll - M [ZﬁnHV(Q),(ZBnp - Zﬂnb)HV(l) (kpn - kb)

— kH, P (iBp — 18,0,V (kp, — kb) | (4.17)

Myl = 2 i 1, @68, — 8,00, (kpy — k)

— BH, P (iBup — iBb) S (kpo — kb) | (4.18)

My ()] = "= EH, D (ip — 6,0 H, Y (Fpy — k)

4
— i H, V' (Bup — iB,0) Y (py — kb) | (4.19)

Man(n)l = N [k, 08, i8,0) B, (hp, — k)
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Ahora, encontremos las componentes de la matriz Myy 1r1(n). Aplicando las condiciones
de continuidad para la R;; y Ry

dRr

o dRIII
P=Pn Y dp

=0

)
P=Pn

Ri1(iBnp) }p:pn = Ry(kp) |

P=Pn

tenemos el sistema de ecuaciones

iBnCr Hy Y (1B p) + 1B D H, @ (i8,p) = kApii H, Y (kpn) + kB  H,?" (kpy)
(4.22)

Multiplicando (4.21) por kH, V" (kp,), (4.22) por H,V (kp,) y restando, obtenemos
las siguientes expresiones para A, 1y Bpi1

An+1 = Winl |:k3HV(1)(Zﬁnpn)HV@),(kpn) - Zﬁn (kpn) (Zﬁnpn)]

T Pn 1y . /
Buir = T8 (18, HO ko) HOV (i50pn) = KO 060p0) HO (k)| o

4 TPt [zﬁn (kpn)H(z)’(iﬁnpn)—k;H(2)(zﬂnpn)H(1)’(kpn)]Dn (4.24)

de donde vemos que las componentes de la matriz My rir(n) son

[MILIII(n)]H Win [ kH (1)(25 pn)H, ),(kfﬂn) _iﬂnHV(Q)(kpn)H(l)/(iﬁnpn)]

[MILIII(n)]lQ ﬂ-in [kH (2)<Zﬁ pn) v ),<kpn) _Z/BTLHV(2)(kpn)Hl/@),(Zﬁnpn)]

(Mg ()]s = "2 [, Uopu) Y (1Bup) = BHLD (5o HL ()|

(Maan(n)], = "2 [18, O (pu) B2 ) — KHL (1B Y (k)|
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Ahora que tenemos las matrices Myr(n) v Mmim(n), podemos encontrar la matriz
M(n) realizando el producto My mrr(n)- My (n); expresion que conecta los coeficientes
de los pozos colindantes de la n-ésima barrera. Cada barrera queda especificada por su

2m(V,,—E)
EQ

potencial V,, y a su vez, por (3, = . De ahora en adelante, escribiremos M,,

en vez de M(n). Las entradas de la matriz M,, seran

2 _
[Mn]ll = _%gb){ [kHV(l)(Zﬂnpn)Hu(Z)/(kpn)

—Mﬂ®@&m,4@wﬂﬂw@%—kmy+@HowwmeWmm
= i H, 2 () Hy ) (i6upn) | [ H Y (16w — 18,5 " (ki — k)

<4@m@ﬁ@m—m@mm@%—%ﬂ}(m@

2 —
i = == o, (38,1, )

— i H, O (kp) B,V 1Bupn) | 180 H P (8p — 18,5 H, (kpo — kb)
— KH, (i8upn — iB20)H, @ (kpy = k0) | + |KH, (i80p) B, (kp)
= i, (kpn) Hy 2 (i8p0) | [HL D (i6up — i5,0) H 2 (kpy — kD)

4@mﬂﬁm%—m@m®@%—%ﬂ}(u®

16
= BH, O (iBupn ) D ()| [180H D 0B — 18,6V (py — kD)
= R, (18, = i6,0) " (kpn — kD) |
+ (80,0 pn) H, P i8,p0)
= T, D (iBpn) BV )| [KHL O iBup — iBu0) H, D (Fipn — )

-4mmwmm%—m@m@w%—Mﬁ}(mn

2 _
[Mn]Ql - _M{ [iﬂnHu(l)(kjpn>Hv(l)/(iﬁnPn>
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[Mn]22 - _%g_b){ [ZﬂnHIJ(l)(kpn>Hl/(1)/(Z6npn>

— 6, D (iBpn ) V" )| 16, H, P (80 — 16,6 L (kpy — kb)
— bH, O (iupn = iBu0) H (kpn — kD)
+ (80,0 pn) H, 2 i80)
= B, (iBpa) BV (ipu) | [EHL O (iupa — i820) L (kpw — kD)

— B H, Y (3B pn — iBb) H, P (kpy — k:b)] } (4.28)

Con la condicion inicial

y las matrices de trasferencia, podemos encontrar (As, Bs) = vo = Myvy; (As, Bs) =
vy = Myvy = MM, vy, v asi sucesivamente. De modo que

VN = MNflMN,Q ce M3M2M1V1.
Por lo tanto, vi y v estan relacionados por medio de la matriz de transferencia

M = MN_lMN_Q e M3M2M1.

4.2. Coeficiente de transmisiéon para el modelo
La solucion en el primer pozo del modelo definido en la secciéon anterior es
Ri(p) = A HY (kp) + B H, (kp)
mientras que en el ltimo pozo (N-ésimo) la funcién de onda es
Rn(p) = AvH, " (kp) .

El efecto de todas las barreras puede obtenerse por medio de una barrera efectiva (ver
Fig. 4.4) Queremos estudiar la transmision parcial de la onda incidente. La densidad
de probabilidad (o flujo) para una funciéon de onda ¥(r) esta dada por

y_in

=35 (U(r)VE*(r) — U (r)V¥(r)).
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ANHV(I) (kp)

Figura 4.4: En esta figura se muestra la barrera efectiva, ésta tiene el efecto de la
interaccion de la onda A H, (kp) con todas las barreras. Al final, se obtiene la onda
AnH,W (kp).

El coeficiente de transmisiéon se se define como la razén de la densidad de corriente
transmitida |Jyansmitida| @ la densidad de corriente incidente |Jipcigente|, €s decir

7 — Pransmitiaa| (4.29)

B |Jincidente| '
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En nuestro caso, la onda incidente es ¢; = A, H,™V (kp); como 1; sélo depende de p ,
la densidad de corriente incidente es

.0 .
Jincidente - (¢z % ¢z 8_p'¢)z) P

ih 0 * * 0 .
=5 (AlH )(/fp)a—p[AlHu(l) (’fﬂ)] - [AlHu(l) (/fp)} 8—pA1Hu(1) (kP)>P
ih 0 * * 0 R
=%(A1A1*H (ko) g (L) (k)] = A s [, (hp) | 1, <kp>)p
h 0 0 .
- (AlAl*H (ko) g [H (ho)] = At Ay [H2 (ko)) 5o, <kp>) p
= ;h (k;A A H,W (kp) H,® (kp) — kA AL H,® (kp) H,,(l)’(kp)> p
m
= A 1,00 (k) 1,2 (k) — B, (ko) B, (0))
m
o Zﬁk|A1|2 (1) (2) ~
= W (5, (ko) H, P (k) b (4:30)

onae P 1% €S €1 WIronskiano de L)y 1% el mis-
ddw( (k)H(Q)(k)> 1 ki dH(l)(k) H,? (kp) Del

mo modo, para la onda transmitida o, = AyH," (kp), la intensidad de corriente
transmitida es

Jtransmitida = (¢t ¢t - ¢t _wt)

Rkl A2
= P gy (5,0 (k) 1,2 (k) . (431)

2m
Por lo tanto Ay
T =28 4.32
La matriz de transferencia M nos permite expresar Ay en términos de A;. De la secciéon
anterior, sabemos que
Ay My, Mo Ay
= 4.33
{ 0 ] { Moy Moy By ( )
de donde vemos que
det M
Ay = A 4.34
N My (4.34)
Sustituyendo (4.34) en (4.35), se obtiene
Ay |detM P 1
T = | N|2 —|& Ay 5
| A4 Moy | Ay
| det M |?
= 4.35
|M22|2 ( )
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Hemos encontrado una expresion exacta para 1T suponiendo que conocemos la ma-
triz de transferencia total M; sin embargo, se requiere de un trabajo ulterior para
volverla explicita. Este resultado se puede utilizar para calcular numéricamente el co-
eficiente de transmision.

4.3. Ecuacion de Helmholtz

Existe un paralelismo entre la ecuacion de Schrédinger para el modelo bidimensional
y la ecuacién de Helmholtz; veamos por qué. Las ondas electromagnéticas satisfacen

la ecuacién de onda )
10

V2F(r,t) = E@F(r,t) (4.36)

donde F es la funciéon de onda y v es la rapidez a la que se propaga la onda. Aqui,
| F|? no representa una densidad de probabilidad; F' puede representar el campo eléctico
E o el campo magnético B. Cuando las ondas electromagnéticas son monocrométicas
(la dependencia es de la forma F = f(r)e™!), la ecuaciéon de onda se reduce a la
ecuacion de Helmholtz

Vif+Ef=0

donde v = w/k.
Si ahora escribimos la ecuaciéon de Schrodinger para el n-ésimo pozo del modelo bidi-
mensional, vemos que

h2

—— VW =F 4.
V= By (437)
puede reescrbirse como
2mE
V2 + ( = )w =0. (4.38)

que no es més que la ecuacién de Helmholtz.

Hasta ahora, hemos interpretado al modelo bidimencional como un problema de trans-
mision de electrones en dispositivos de estado s6lido; sin embargo, el paralelismo entre
las ecuaciones de Schrédinger y Helmholtz nos permite también interpretarlo como un
problema de transmision de ondas electromagnéticas.

4.4. Conclusiones

En este trabajo se presenta un modelo bidimensional para el cual, debido a su si-
metria, la ecuacion de Schrodinger se reduce a una ecuacion diferencial unidimensional
cuya solucion es una superposicion de funciones de Hankel de primer y segunda es-
pecie, es decir, ondas circulares salientes y entrantes que se propagan a través de las
barreras. Se mostré como se puede determinar el coeficiente de transmisiéon por medio
de la técnica de matrices de transferencia. Las férmulas analiticas obtenidas permiten
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CAPITULO 4. MODELO BIDIMENSIONAL

plantear el estudio de las propiedades de transmisiéon con métodos numéricos. En el
caso en el que no haya desorden (todas las alturas de las barreras sean iguales) se
espera que aparezca una estructura de bandas. En el modelo con desorden, los estados
se localizaran, pero, si el desorden tiene correlaciones, podemos obtener una transicién
localizacion-delocalizacion, formandose bordes de mobilidad efectivos.
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Capitulo

Conclusiones

Los modelos unidimensionales nos ayudan a comprender las propiedades de siste-
mas fisicos reales, por ejemplo el modelo de Kronig Penney a entender cémo es que se
presenta la estructura de banda en los sistemas cristalinos, el modelo de Anderson 1D
c6mo la intensidad del desorden hace que los estados se localicen.

Proponemos un modelo bidimensional que consiste en una barrera formada por una
superposicion de N barreras circulares, y, debido a su simetria, se reduce a un modelo
unidimensional. Sabemos que en los sistemas unidimensionales, por muy pequena que
sea la intensidad del desorden, los estados electronicos se localizaran. Para estudiar
las propiedades de transporte, calculamos una férmula analitica para el coeficiente de
transmision, y, a pesar de que es exacta, no es suficiente para hacer un estudio més
profundo pero nos sirve para plantear el estudio con métodos numeéricos. Este estudio
queda todavia por hacer.

En ausencia de desorden, es de esperar que se den intervalos de energia para los cuales
el coeficiente de transmision es distinto de cero e intervalos en los que es nulo, recupe-
rando una estructura de bandas.

Dado que nuestro modelo se puede reducir a uno unidimensional, se espera que apa-
rezcan bordes de mobilidad si introducimos desorden con correlaciéon de largo alcance.
El modelo bidimensional queda descrito por la ecuaciéon de Schrédinger; sin embargo,
ésta se reduce a la ecuacion de Helmholtz, esto significa que el modelo puede inter-
pretarse como el estudio de propagacion de ondas electromagnéticas. Se trata de una
ecuacion que describe dos procesos distintos: transmision de electrones en dispositivos
de estado solido y transmision de ondas electromagnéticas.

La posibilidad de aplicar los resultados teéricos tanto a la propagacion de electrones
en dispositivos de estado solidos cuanto a la propagacion de ondas electromagnéticas
en gufas de onda es importante, porque abre la posibilidad de verificar las predicciones
tedricas en experimentos con microondas, como ya se ha hecho en el caso de modelos
estrictamente unidimensionales [10].
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