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RESUMEN

El estudio de guias de ondas de cristales foténicos (PCWs) y fonénicos (PnCWs)
es de interés actual desde el punto de vista tedrico y aplicado. Estas estructuras han
mostrado caracteristicas importantes que nos permiten abordar problemas que van
desde tratamientos médicos hasta la obtencién de energfas limpias. En esta tesis se es-
tudian numéricamente PCWs y PnCWs. En algunas PCWs se considera la presencia de
capas de metamaterial (LHM). En estos sistemas se estudia numéricamente la presencia
de modos de superfice, mientras que en otras se analiza si, bajo ciertas circuntancias,
aparece el fenémeno de caos electromagnético. El modelo para estas PCWs supone su-
perficies perfectamente conductoras. Para las PnCWs se desea calcular sus estructuras
de bandas e intensidad del campo en la celda unitaria. La periodicidad requerida para
tener un cristal foténico o fonénico en las guias de ondas es obtenida de varias formas;
por ejemplo, para PCWs se consideraron superficies conductoras de forma sinusoidal o
superficies planas que envuelven un arreglo periédico de cilindros. Mientras que para
una PnCW se trataron superficies acisticas planas que envuelven arreglos de inclusiones
esféricas y/o cibicas. La mayoria de los cdlculos numéricos que presentamos fueron rea-
lizados para simular guias de ondas de una longitud supuesta infinita (perfectamente
periddica). Sin embargo, para PCWs el caso de un modelo de longitud finita (periodici-
dad truncada) también es tratado para célculos de reflectancia, transmitancia y campo
esparcido. Los métodos numéricos utilizados son métodos basados en ecuaciones inte-
grales. Los resultados obtenidos para cristales foténicos permiten concluir que para los
sistemas con metamaterial se tiene la presencia de modos de superficie, al menos para
un estado de polarizacién. También fue posible obtener el fenémeno de caos electromag-
nético, el cual se caracteriza por patrones del campo desordenados. En el sistema finito
se calcul6 la respuesta 6ptica del sistema; asi como también la intensidad del campo
esparcido en un rango de frecuencias, obteniendo una excelente concordancia para la
conservacion de la energia y las condiciones de frontera consideradas. Finalmente para
los sistemas actsticos fue posible calcular estructuras de bandas y en algunos casos, las
intensidades del campo asociadas a modos del sistema, mostrando un comportamiento
acorde a las condiciones de frontera. Los resultados encontrados muestran que para
sistemas 3D es necesario implementar técnicas de paralelizacién para mejorar el tiempo
de cémputo y con ello obtener cédlculos para inclusiones de mayor tamano. En general,
podemos concluir que los métodos numéricos implementados nos pemitieron realizar el
andlisis deseado en cada sistema considerado.

Palabras clave: Modo de superficie, caos electromagnético, campo esparcido,
estructura de bandas, inclusiones.
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ABSTRACT

The study of photonic (PCWs) and phononic (PnCWs) crystal waveguides is of
current interest from the theoretical and applied point of view. These structures have
shown important characteristics that allow us to address problems ranging from med-
ical treatments to obtaining clean energy. In this thesis, PCWs and PnCWs are studied
numerically. In some PCWs the presence of metamaterial layers (LHM) is considered.
In these systems the presence of surface modes is studied numerically, while in others it
is analyzed if, under certain circumstances, the phenomenon of electromagnetic chaos
appears. The model for these PCWs assumes perfectly conductive surfaces. For the
PnCWs it is desired to calculate their band structures and field intensity in the unit
cell. The periodicity required to have a photonic or phononic crystal in the waveguides
is obtained in several ways; for example, for PCWs, sinusoidal conductive or flat sur-
faces that surround a periodic arrangement of conductive cylinders were considered.
While for a PnCW flat acoustic surfaces that surround arrangements of spherical and
or cubic inclusions are considered. Most of the numerical calculations we present were
performed to simulate waveguides of assumed infinite length (perfectly periodic). How-
ever, for PCWs the case of a finite length model (truncated periodicity) is also treated
for reflectance, transmittance and scattered field calculations. The numerical meth-
ods used are methods based on integral equations. The results obtained for photonic
crystals allow us to conclude that for systems with metamaterial there is the presence
of surface modes, at least for a state of polarization. It was also possible to obtain
the phenomenon of electromagnetic chaos, which is characterized by disordered field
patterns. In the finite system, the optical response of the system was calculated, as
well as the intensity of the scattered field in a range of frequencies, obtaining an excel-
lent agreement for the conservation of energy and the boundary conditions considered.
Finally, for acoustic systems, it was possible to calculate band structures and in some
cases, field intensities associated with system modes, showing a behavior according to
the boundary conditions. The results found show that for 3D systems it is necessary to
implement parallelization techniques to improve computation time and thus obtain cal-
culations for larger inclusions. In general, we can conclude that the numerical methods
implemented allowed us to perform the desired analysis in each system considered.



Capitulo 1

INTRODUCCION

La interacciéon de ondas con la materia ofrecen un panorama lleno de fenémenos cuyo
estudio permite entender la naturaleza que los provoca. Este panorama presenta pro-
blemadticas actuales que se vuelven cada vez mds dificiles de abordar, englobando con
ello, una gran cantidad de fenémenos electromagnéticos, épticos, actsticos, cudnticos,
etc. En los ltimos anos un gran nimero de investigadores han apostado por la fabri-
cacion de nuevos materiales para hacerle frente a los problemas tecnolégicos que enfrenta
la humanidad (Collantes-Pablo et al., 2017; Ibiza, 2013a; Porras-Gonzélez et al., 2015).
Entre los objetivos més notables se encuentra el desarrollo de dispositivos cada vez mas
eficientes (Yong et al., 2017; Yang et al., 2017; Kyung-Koo et al., 2017).

Otro objetivo que puede ser mencionado es el de poder abordar el problema de
abastecimiento de energia eléctrica, y a su vez utilizar energias cada vez mas limpias,
como pueden ser: la energia undimotriz, la cual se refiere en exclusiva al aprovechamiento
energético a partir del movimiento de las olas, o la energifa mareomotriz, la cual
aprovecha el movimiento de las mareas. En medicina también se han encontrado li-
mitaciones tecnolégicas para el diagnéstico y tratamiento de algunas enfermedades como

el cdncer.



Es bien sabido que desde hace 60 anos el niimero de dispositivos electrénicos en
un chip se ha duplicado cada dieciocho meses, este hecho fue predicho por la conocida
ley de Moore (Bravo-Abad, 2006). Actualmente se tienen transistores del orden de un
nanémetro (Desai et al., 2016). Sin embargo, en el desarrollo de la tecnologia se han
presentado problemas con el paso del tiempo que sugieren buscar otras alternativas a
lo usualmente considerado.

Entre los materiales que aparecen como serios candidatos para resolver algo de estas
probleméticas se encuentran los Cristales Foténicos (PCs') y los Cristales Fonénicos
(PnCs?). Estos materiales pueden ser de una, dos o tres dimensiones, como se muestra

en la Fig. 1.
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Figura 1. Ejemplos de PCs en a) 1 dimensién, b) 2 dimensiones y c) 3 dimensiones.

Los PCs y los PnCs comparten caracteristicas semejantes pero también diferencias
importantes, las cuales serdn abordadas en los siguientes capitulos. Para el andlisis de
estos materiales son necesarios modelos mateméticos que en muchas ocasiones, y debido
a la falta de soluciones analiticas disponibles, suelen ser abordados desde un punto de

vista numérico.

!Por sus siglas en inglés, Photonic Crystals.

2Por sus siglas en inglés, Phononic Crystals.



Dentro de la literatura pueden encontrarse una amplia variedad de métodos de cal-
culo tedrico-numérico para poder modelar sistemas como los PCs o los PnCs. Entre
ellos podemos mencionar: el método de diferencias finitas en el dominio del tiempo
(FDTD?), el cual es aplicable a estructuras arbitrarias de tamano finito (Miyashita,
2005) y el método de expansién de ondas planas (PWE?), el cual es vélido para estruc-
turas periédicas de tamano infinito. Otros métodos que han sido considerados son: la
teorfa de dispersién miiltiple (MST?), el método de la matriz de transferencia (TMM?),
y el método de elemento finito (FEM') (Vuylsteke, 2014).

Cada método numérico presenta ventajas y desventajas que son apreciadas al consi-
derar sistemas con geometrias particulares. Esto ofrece una amplia gama de posi-
bilidades numéricas para abordar algin sistema fisico en particular y con ella una
incertidumbre sobre la mejor seleccién del método teérico-numérico considerado. Fi-
nalmente, nuestra selecciéon del modelo puede depender de las propiedades que deseamos
conocer en el sistema a analizar.

Particularmente para los sistemas abordados en este trabajo serdn utilizadas dos téc-
nicas numéricas conocidas como: el Método Integral de Superficie Numérica (NSIM®)
(Na, 1980) y el Método de la Funcién de Green Periédica (PGFM?) (Guillén-Gallegos
et al., 2019). La convergencia y propiedades de unicidad pueden ser consultados en la
Ref. Keller (1968) . Estos métodos hacen uso de la segunda identidad de Green para
pasar de un sistema de ecuaciones integrales a un sistema de ecuaciones algebraico.

Es importante recalcar que estas técnicas ya han sido utilizadas en el estudio de PCs

3Por sus siglas en inglés, Finite-Diference Time-Domain.
4Por sus siglas en inglés, Plane-Wave Expansion.

Por sus siglas en inglés, Multiple Scattering Theory.

6Por sus siglas en inglés, Transfer Matrix Method.

"Por sus siglas en inglés, Finite Element Method.

8Por sus siglas en inglés, Numerical Surface Integral Method.

9Por sus siglas en inglés, Periodic Green’s Function Method.



y PnCs en 1D, 2D y 3D, dando resultados favorables para el célculo de estructuras
de bandas, reflectancia, transmitancia (Mendoza-Sudrez et al., 2007, 2011; Mendoza-
Sudrez and Pérez-Aguilar, 2015, 2016), calculo de modos de superficie (Pérez-Aguilar
and Mendoza-Sudrez, 2016; Alva Medrano and Mendoza-Suérez, 2016) e incluso para
el estudio de dispersién acustica de sistemas complejos en 3D con superficies rugosas
(Guel-Tapia et al., 2016; Pérez-Aguilar and Mendoza-Sudrez, 2016). De modo que el
andalisis numérico de este tipo de sistemas no sélo requiere un dominio de la naturaleza
que lo forma, sino que también constituyen un reto desde el punto de vista computa-
cional.

En esta tesis se estudian numéricamente gufas de ondas de cristal foténico (PCWs!?)
y gufas de ondas de cristal fonénico (PnCW!!). En algunas PCWs se considera la
presencia de capas de metamaterial. Es bien sabido que en sistemas que incluyen
metamaterial aparecen modos de superfice (Ruppin, 2004). En otros sistemas se analiza
si, bajo ciertas circuntancias, aparece el fenémeno de caos electromagnético, el cual estd
caracterizado por patrones de intensidad de campo desordenados. Para las PnCWs se
desea calcular sus estructuras de bandas e intensidad del campo en la celda unitaria. La
periodicidad requerida para tener un cristal foténico o fonénico en las gufas de ondas
se obtiene de varias formas; por ejemplo, para PCWs se consideraron superficies de
conductor perfecto (PEC'?) de forma sinusoidal o superficies planas que envuelven un
arreglo periédico de cilindros. Mientras que para las PnCWs se consideran superficies
actsticas planas que envuelven arreglos de inclusiones esféricas y/o cibicas. Una PCWs
para un modelo de longitud finita (periodicidad truncada) también es tratado para

célculos de reflectancia, transmitancia, y campo esparcido.

0Por sus siglas en inglés, Photonic Crystal Waveguides.
"Por sus siglas en inglés, Phononic Crystal Waveguides.

2Por sus siglas en inglés, Perfect Electric Conductor.



Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis se desarrolla de la siguiente manera:

En el capitulo II y IIT introduciremos con més detalle a los Cristales Foténicos y
Fonoénicos, respectivamente. Esto permitird introducir la terminologia y los conceptos
bésicos, asi como posibles aplicaciones. En el capitulo IV se introducen los métodos
numéricos empleados para realizar los cédlculos en los sistemas considerados. Como ya
se habfa mencionado, los métodos utilizados son el NSIM y el PGFM. En el capitulo IV
se presentan los resultados numéricos obtenidos y su interpretacion fisica. Finalmente,
en el capitulo V se presentan las conclusiones mas sobresalientes de este trabajo de

tesis.



Capitulo 11

CRISTALES FOTONICOS

Es bien sabido que la tecnologia actual, basada en el silicio, presenta una serie de
problemas, entre los que destacan el hecho de que las interconexiones metédlicas que
transportan informacién digital dentro de los chips disminuyen su capacidad a medida
que los sistemas disminuyen de tamano (Cadien et al., 2005). Esta limitacién ha per-
mitido el planteamiento de bisqueda de nuevas tecnologias para desarrollar electrénica
que pueda cubrir las necesidades actuales.

La tecnologia de la nanofoténica se ha planteado como una seria candidata para
resolver la problemética derivada de la tecnologia actual. La nanofoténica centra su
atencion en poder controlar la propagacion de ondas electromagnéticas a través de
materiales sintetizados con la intencién de poder confinar la luz en una cierta regién
del espacio (Mengens et al., 1999). En este sentido se tiene que los PCs son materiales
propuestos para el desarrollo de la nanofoténica, presentando significativas ventajas
frente a los dispositivos electronicos. Una de las principales ventajas se debe al hecho
de que en los PCs los portadores son los fotones. Esto se ve reflejado en la velocidad
de operaciéon comparada con los portadores de los dispositivos electrénicos, que son los

electrones.



Un PC es un material estructurado de forma que su funcién dieléctrica varia pe-
riédicamente en el espacio; es decir, son materiales que poseen una periodicidad supuesta
perfecta en su estructura (Kittel, 1996). Al comienzo de su desarrollo los PCs eran
construidos, generalmente, de materiales dieléctricos; sin embargo, en la actualidad se
pueden encontrar PCs metdlicos o metal-dieléctricos. Incorporar este tipo de materiales
ha permitido encontrar propiedades interesantes (Miguez et al., 2002). En la Fig. 2 se

muestran algunos ejemplos de PCs reales en una, dos y tres dimensiones (Neshev et al.,

2007).

Figura 2. Ejemplos reales de PCs en una, dos y tres dimensiones.

Aunque los PCs son materiales relativamente novedosos, propuestos principalmente
para producir localizacién de la luz, lo cierto es que existen manifestaciones de estos
materiales en la naturaleza. Podemos encontrar la presencia de este tipo de materiales
en opalos, en las plumas de algunas aves, en las alas de algunas mariposas y en el
caparazén de algunos insectos, y son estas estructuras las que las proveen de ciertas
coloraciones, como se muestra en la Fig. 3.

Ademas, en sistemas donde sea posible obtener una estructura de bandas asociada a
la propagacién de ondas en un rango de frecuencias también podria ser posible encontrar

un rango de frecuencias que no logran transmitirse por el cristal. Al conjunto de todas



Figura 3. Existen estructuras naturales andlogas a los PCs que dotan de cierta coloracién a
la fauna que las porta.

las frecuencias incapaces de transmitirse se les denomina bandas prohibidas (bandgaps).
Los bandgaps representan una solucién viable para la fabricacién de filtros a frecuen-
cias contenidas en ellos. Los PCs presentan otras propiedades interesantes, estre ellas
podemos destacar los modos de superficie (Mendoza-Suédrez and Pérez-Aguilar, 2015) y
el caos electromagnético (Pérez-Aguilar et al., 2013b). En este trabajo de investigacién

nos concentraremos precisamente en estas dos propiedades.

II.1. Modos de superficie en sistemas que incluyen
metamateriales

Se han encontrado aplicaciones 6pticas interesantes en los PCs (Miguez et al., 2002)
y si bien es cierto que las principales aplicaciones sugeridas sobre los PCs estdn rela-

cionadas con el desarrollo de tecnologias. Este mismo desarrollo provee de herramientas



importantes a otras ramas de la ciencias como lo es la medicina (Ebbesen et al., 1998;
Atwater, 2007; Lukyanova-Hleb et al., 2016). En medicina los PCs han sido utilizados
en detectores quimicos y biosensores (Gonzdlez Porras et al., 2015); asi como también
se han encontrado aplicaciones en telecomunicaciones (Sergey et al., 2006).

Otra herramienta importante son las fibras 6pticas basadas en PCs, las cuales son
estructuras periédicas fabricadas con periodos del orden desde décimas de micra hasta
micras. Las fibras 6pticas también tienen grandes aplicaciones en medicina, gracias a
éstas ha sido posible, ademds de la endoscopia, la cirugfa laparoscépica caracterizada
por realizar a los pacientes incisiones extremadamente pequenas en comparacién con
la cirugfa tradicional. En la Fig. 4 podemos apreciar un corte transversal de una fibra
6ptica basada en un PC (Ghirghi, 2013). Las fibras 6pticas, naturalmente, pueden
ser utilizadas para guiar luz a través de un cristal foténico. Para ello basta crear un
“defecto”, que sirve precisamente de camino para confinar la luz que no puede penetrar
en el resto del cristal. En este caso, el cristal foténico juega el papel del recubrimiento,

mientras que el defecto constituye el micleo.

Figura 4. Micrografias SEM de una fibra de cristal foténico.

Dentro de los cristales foténicos encontramos los llamados materiales izquierdos
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(LHMs') o metamateriales (Veselago, 1968). A diferencia de algunos PCs, los LHMSs no
se encuentran en la naturaleza, de modo que son fabricados artificialmente. Su nombre
lo deben al hecho de que los vectores de luz E, H y k forman una triada que cumple la
regla de la mano izquierda para una onda que se propaga a través de estos materiales,
como se muestra en la Fig. 5. Los LHMs son arreglos periédicos de estructuras, cuyo
tamano de la celda unitaria es mucho menor que la longitud de onda de la luz que inte-
ractia con el cristal (Podolsky et al., 2003). Ademds, se caracterizan por tener algunas
propiedades macroscépicas distintas a las de sus materiales constituyentes bésicos, las

cuales dependen de su estructura, normalmente ordenada, y no de su composicién.

Figura 5. Representacion de los vectores E, H y k en un metamaterial.

Entre las propiedades destacadas de los matamateriales podemos mencionar que
tienen simultdneamente una permitividad eléctrica (), una permeabilidad magnética
(1) y un indice de refraccién (n) negativos. Estas propiedades les dan capacidades
extraordinarias para curvar la trayectoria de las ondas electromagnéticas de manera
distinta a lo que ocurre en materiales naturales, lo que origina que algunos fenémenos
Opticos conocidos presenten variaciones que pueden ser utilizadas para el desarrollo de

nuevas tecnologifas.

IPor sus siglas en inglés, Left-Handed Materials.
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Debido a estas propiedades se han comenzado a estudiar una gran variedad de
sistemas que incluyen LHMs. Entre los estudios realizados para estos sistemas se
pueden mencionar: la refraccién negativa (Yuntuan et al., 2006), la investigacién sobre
propiedades de esparcimiento en sistemas cilindricos largos hechos a partir de medios
con LHM (Ruppin, 2004; Kuzmiak and Maradudin, 2002) y la transmisién extraordi-
naria de la luz (Ebbesen et al., 1998), lo que ha dado lugar a un buen niimero de aplica-
ciones entre las que destacan el desarrollo de sensores y dispositivos opto-electrénicos.
En la Fig. 6 puede apreciarse el efecto de la refraccién negativa obtenida para una
lamina de LHM (Represa Fernandez et al., 2013). En ella puede observarse que el
haz refractado se dirige del mismo lado del haz incidente, tomando como referencia la
normal a la superficie. Esto es contrario al caso ordinario de la refraccién tipica con

materiales no artificiales.

Wi 3
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Figura 6. Refraccién negativa en una ldmina de metamaterial. Debido al indice de refraccién
negativo, el haz refractado se dirige hacia mismo lado del haz incidente.

\l
7

Al comienzo del desarrollo de los LHMs los experimentos fueron realizados en el
rango de microondas en el espectro electromagnético; sin embargo recientemente se
ha logrado realizar investigaciones en el espectro del visible e infrarrojo (Garcia-Meca

et al., 2007; Shalaev, 2005). Por otro lado, existen evidencias tedricas (Ruppin, 2004)
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y numéricas (Mendoza-Sudrez et al., 2008; Pérez-Aguilar et al., 2013a) suficientes para
determinar que en sistemas que incluyen metamateriales aparecen modos de superfi-
cie. Este tipo de fenémenos ya es utilizado en tratamientos médicos. Por ejemplo, se
han sintetizado nanoparticulas que localizan y destruyen células cancerigenas (Atwater,
2007; Lukyanova-Hleb et al., 2016). Para ello se introducen en el torrente sanguineo
nanoparticulas que se adhieren a las células de cdncer. Posteriormente mediante ra-
diacién electromagnética se produce calentamiento en las nanoparticulas que origina la
destruccion de las células malignas. Este proceso resulta poco danino para el tejido
continuo a las células de cancer, y aunque este tratamiento ain no ha sido probado en
seres humanos se espera que un futuro cercano se pueda utilizar con éxito en pacientes
con esta enfermedad. Precisamente el proceso para la aniquilacién de las células malig-
nas se realiza mediante modos de superficie excitados en las nanoparticulas (Ebbesen
et al., 1998).

El estudio de estos modos de superficie los hace la plasménica (Podolsky et al.,
2003; Blaber et al., 2009; Evlyukhin et al., 2008), la cual constituye una rama de
la nanofoténica. La nanofoténica surgié en los tltimos anos como un nuevo campo
de investigacién como consecuencia del avance de la tecnologia para la fabricacién de
nanoestructuras (Salas Montiel and Blaize, 2015).

Por su parte, la plasmoénica tiene precisamente como estudio principal el confi-
namiento de los campos electromagnéticos en volimenes pequenos comparados con la
longitud de onda utilizada en el experimento. Este fenémeno surge como resultado de
la interaccién entre los electrones de conduccién de las interfaces metal-dieléctrico o
en nanoestructuras metélicas (Cruz et al., 2015), debido a que los metales, ademds de
reflejar la luz, tienen una propiedad éptica menos conocida: bajo ciertas condiciones la

luz puede propagarse sobre las superficies metélicas sin alejarse de ellas. Esta es una
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propiedad muy peculiar, ya que en condiciones normales la luz viaja en el espacio y los
medios materiales y no se le confina con facilidad.

Esta onda de superficie involucra una transferencia de energia entre la luz y los
electrones libres presentes en los metales. A este tipo de ondas se les llama “ondas
plasménicas”. Més atn, cuando los campos se confinan para propagarse a través de la
interfaz son llamados polaritones de plasmones de superficie (SPPs?) para polarizacién
TM. Debido a que en este trabajo se han considerado ambos estados se polarizaciéon
llamaremos a este fenémeno de forma general modo de superficie. Los modos de su-
perficie fueron descubiertos por Rufus Ritichie en los anos cincuenta del pasado siglo
(Ritchie, 1957).

La luz es indispensable para nuestra vision, a través de ella conocemos en gran
medida el mundo que nos rodea; desde observar un arcoiris en un dfa lluvioso, hasta
una constelacién a miles de anos luz de la nuestra. El hombre ha sabido sacar partido
de las propiedades de la luz, hoy en dia se guian datos y senales con la ayuda de fibras
Opticas a grandes distancias con pocas perdidas. Sin embargo, los electrones al moverse
por un medio disipan energia en forma de calor. Este hecho ha limitado la aplicacién
de los modos de superficie en dispositivos épticos que envien o procesen informacion.

Lo cierto es que, tras haber recorrido un modo de superficie sélo una décima de
milimetro, més del 50% de la intensidad de luz que lleva se ha disipado ya en forma
de calor. Este efecto muestra que estos modos pueden no ser muy adecuados para
transportar energfa a distancias mayores que las décimas de milimetro. Sin embargo,
utilizar estos modos de superficie para transportar energia a distancias mds pequenas
a las de una décima de milimetro podria no ser una mala idea. Esto se debe a que

la continua miniaturizacién de los componentes electrénicos ha creado la necesidad de

2Por sus siglas en inglés, Surface Plasmon Polaritons.
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transportar informacién a escalas de una pocas micras (Weeber et al., 2001; Lezec et al.,
2002; Garcia-Vidal and Martin-Moreno, 2008).

Precisamente esta necesidad de trasportar energia a escalas de pocas micras ha
llevado a considerar que los dispositivos foténicos podrian llegar algtin dia a reemplazar a
los circuitos electrénicos de los microprocesadores y de otros componentes informéticos,
para ello se debe poder manipular la luz visible y otras ondas electromagnéticas. Esto
explica porque investigadores y cientificos en todo el mundo trabajan en la generacién
de estos modos de superficie (Moreno et al., 2008). Poder controlar el paso de luz a
través de superficies a nuestra voluntad, aiin en pequenas dimensiones espaciales, podria
abrir las puertas a nuevas tecnologias que permitan transportar informacién a grandes
distancias de manera més eficiente.

En este trabajo de investigacién se han considerado tres sistemas para el andlisis
de modos de superficie. Dos de ellos son considerados idealmente infinitos y son bési-
camente guias de ondas de cristal foténico que contienen metamaterial. El primero se
caracteriza por tener paredes sinusoidales de PEC recubiertas por una capa de LHM
como se muestra en la Fig. 7(a). En la Fig. 7(b) se muestra el segundo, el cual es una
PCW con superficies planas de PEC y con un arreglo periédico de inclusiones cilindricas
suaves formadas por una capa de LHM, cuyo interior puede ser PEC, dieléctrico o sim-
plemente vacio. En estos dos sistemas se calcularan los modos propios y sus respectivas
intensidades del campo electromagnético dentro de las gufas de ondas.

El tercer sistema corresponde a una PCW finita formada por dos placas paralelas
de PEC y un arreglo de inclusiones cilindricas de LHM. La descripcién gréafica del
sistema se muestra en la Fig. 8. Puede notarse la similitud entre este sistema y el
mostrado en la Fig. 7(b). En efecto, ambos sistemas comparten caracteristicas en

su forma. Sin embargo, también difieren en caracteristicas que los hacen fisicamente
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Figura 7. (a) Guia de onda de PEC con paredes sinusoidales recubiertas de metamaterial.
(b) Guia de onda de PEC con inclusién de PEC recubierto por una capa de metamaterial.

diferentes. Como veremos en la seccién de los métodos niimericos; por un lado, el
sistema infinito puede ser considerado como un problema de eigenvalores, cuyos valores
son modos electromagnéticos en el sistema. Mientras que en el sistema finito se calcula
la respuesta 6ptica mediante la reflectancia, transmitancia y el campo esparcido a una
frecuencia dada. El objetivo del andlisis de este sistema es averiguar si bajo ciertas

condiciones, el sistema finito hereda propiedades del infinito.
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Figura 8. Guia de onda finita con inclusiones cilindricas de LHM.
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I1.2. Caos electromagnético

El estudio de las propiedades de transporte en canales de billar cldsicos y cudnticos ha
resultado ser de gran interés debido a las aplicaciones que surgen de ellas. Algunas
de estas propiedades pueden ser aplicadas en superconductores (Diggins et al., 1994),
nano-fisica (Park et al., 2000), cristales foténicos (Mendoza-Suérez et al., 2011) o fi-
bras 6pticas (Doya et al., 2002). Algunos de los canales de billar més citados en la
literatura son: el billar de Hadamard (Sanjuén, 2006) y el billar de Sinai (Sinai, 1963),
considerados como algunos de los precursores de la teorfa de caos en billares.

De forma general, un canal de billar es un espacio cerrado o abierto en el que
transitan una o varias particulas con movimiento rectilineo. En estos sistemas pueden
considerarse interacciones entre las particulas o no. La interaccién con la frontera (o
contorno) del canal es mediante choques y reflexiones, en donde el éngulo de entrada es
igual al de salida respecto al plano normal a la superficie de la frontera. Las propiedades
dindmicas de un canal de billar se determinan generalmente por la geometria de la
frontera.

Como ejemplo de canales de billar cerrados podemos tomar el juego de billar, que es
una mesa con forma rectangular, en la que se puede predecir la trayectoria de un bola
y llevarla hasta la buchaca. En particular, cuando la mesa no es rectangular y tiene
formas geométricas diversas se puede presentar el fenémeno de caos, en cuyo caso ya
no es posible predecir la trayectoria de la bola. Las formas del canal podrifan ser por
ejemplo: eliptica, ondulada o circular. En las Figs. 9 y 10 se muestran dos ejemplos de
canales de billar.

El sistema mostrado en la Fig. 9 es un canal de billar abierto, formado por dos
superficies onduladas. Por otro lado el sistema mostrado en la Fig. 10 es un canal

de billar cerrado que puede imaginarse como una mesa de billar sin buchacas, donde
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Figura 10. Comportamiento cadtico en una partida idealizada de billar (Porter and Liboff,
2003).

se considera una quinta banda de forma circular. En la literatura se puede ver que
ambos sistemas cldsicos han sido objeto de estudio, y en ambos casos se tiene que,
bajo ciertas condiciones, los sistemas presentan el fenémeno de caos (Herrera-Gonzélez
et al., 2012b; Sinai, 1963). Estos dos sistemas inspiraron esta parte del presente trabajo.
Para entender con mayor facilidad lo que se quiere transmitir, consideremos los sistemas

mostrados en las Figs. 11 y 12.
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Figura 11. Guia de ondas compuesta por dos superficies onduladas perfectamente conduc-
toras.
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Figura 12. PCW compuesta por dos superficies planas de PEC y una serie periddica de
inclusiones cilindricas circulares.

El sistema mostrado en la Fig. 11 es una PCW formada por dos superficies ondu-
ladas de PEC, mientras que el de la Fig. 12 es una PCW compuesta por dos superficies
planas de PEC y una serie periédica de inclusiones cilindricas circulares. Como se puede
notar en las geometrias de los sistemas de las Figs. 11 y 12, estos sistemas pueden rep-
resentar una contraparte electromagnética u 6ptica de los sistemas mostrados en las
Figs. 9 y 10, respectivamente. En esta parte del trabajo estamos intesados en conocer,
si bajo ciertas circunstancias, en los sistemas mostrados en las Figs. 11 y 12 aparece el
fenémeno de caos, el cual tiene como caracteristica un patrén de intensidad de campo,
I(r), irregular, desordenado o con cierta granularidad.

Esta parte del trabajo completa el estudio de los sistemas introducidos en las Refs.
(Pérez-Aguilar and Mendoza-Sudrez, 2016; Pérez-Aguilar et al., 2013a,b), donde se ob-

tienen modos de superficie para los sistemas considerados en las Figs. 11 y 12.



19

Capitulo I1I

CRISTALES FONONICOS

Otro concepto que aparece después del cristal foténico es el de cristal fonénico o PnC, el
cual es el andlogo al de cristal foténico pero para ondas acusticas. En este caso el fonén
es la vibracion eldstica primaria de la materia; asi como el fotén es la particula elemental
de la luz (Ibiza, 2013b). Los PnCs son estructuras artificiales diseniadas para el control
de la propagacién de ondas actsticas, y al igual que los PCs pueden ser de una, dos o tres
dimensiones. Los PnCs permiten cubrir gran parte del espectro sénico continuo, desde
los infrasonidos (hercios) hasta las ondas térmicas (terahercios), pasando por los sonidos
audibles (kilohercios), los ultrasonidos (megahercios) y los hipersonidos (gigahercios)

(Maldovan, 2013). En la Fig. 13 se muestra el espectro actstico para las ondas sénicas.

z 1 kHz 1 MHz 1 GHz 1 THz

1 Hz
Frequency — T T T T T T T T T T T T T T
(Hz) 1 10t 102 10®  10f 105 10f 107 102 10° 10 10" 10%2 10 10M™
niasoudl  SOWGEEN &~ Utesound U HypersouiGll  Heat
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Figura 13. Rango de frecuencias del espectro sénico.
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Un ejemplo de cristal fonénico es la escultura minimalista de Eusebio Sempere (1923-
1985) localizada en un parque de la capital espanola, en Madrid, y la cual es mostrada
en la Fig. 14. Eusebio Sempere construyd, aparentemente sin intencién, este cristal
fonénico cuyo nombre es Organo. Esta estructura estd realizada con tubos de 3 cm de
didmetro dispuestos en una estructura periddica con una distancia de 10 cm entre los

centros de los tubos, formando un circulo en una plataforma de 4 m de didmetro.
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Figura 14. Escultura hecha por Eusebio Sempere, la cual resulta ser un cristal fonénico.

Este cristal fonénico tiene una banda prohibida alrededor de la frecuencia (audible)
de 1.6 kHz, por lo que ciertas frecuencias cercanas a 1.6 kHz no logran transmitirse
a través de él. Los bangaps en PnCs resultan particularmente interesantes debido a
sus posibles aplicaciones como filtros de ondas electromagnéticas y actsticas. En la
Fig. 14 se muestra una estructura de bandas obtenida a partir de una red cuadrada de
cilindros rigidos de radio » = 0.07 m, un pardmetro de red a = 0.15 m y una fraccién
de llenado del 68.4% (Ibiza, 2013a). En ella se puede apreciar que aparece una banda
prohibida para frecuencias entre 1000 y 1800 Hz. En este rango ninguna frecuencia
puede propagarse en el sistema.

Las dimensiones que intervienen en los cristales fonénicos van desde unos pocos
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Figura 15. Estructura de bandas de una red cuadrada de cilindros rigidos de radio r = 0.07
m, un parametro de red a = 0.15 m y una fraccién de llenado del 68.4%.

metros hasta un centenar de nanémetros. A esta escala, la materia aparece como con-
tinua, por lo que las leyes de la mecdnica clédsica son aplicables. La idea detréds de
los cristales fondnicos es fabricar un material artificial periédicamente estructurado,
uniendo al menos dos materiales diferentes. Cuanto mds contraste exista entre las
propiedades acusticas que participan, més probable serd observar fenémenos relaciona-
dos con la interferencia de ondas (Ibiza, 2013b).

Como se habia mencionado, entre las principales propuestas para las aplicaciones de
los PnCs se tiene al aislamiento actstico. Esta idea estd fundamentada en la analogia
que se tiene entre los PnCs con los PCs: es bien sabido que bajo ciertas circunstancias
en un PC pueden aparecer bandgaps en donde las ondas no pueden propagarse. Para
una frecuencia contenida en un bandgap completo, un PnC se comportaria como un
filtro acistico al reflejar toda la onda incidente asociada a esa frecuencia. Este principio
podria ser aplicado para controlar la propagacién de las ondas acisticas, disminuyendo
con ello la contaminacion acustica que sufren algunas de las ciudades méds concurridas
en el planeta. También podria ser posible la fabricacién de barreras insonorizadas para
autopistas. En estos ejemplos deben considerarse periodicidades que van desde los 17.15

m hasta los 0.01715 m, aproximadamente. Esto debido a que el oido humano es sensible
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a las frecuencias entre 20 y 20,000 Hz, tipicamente.

Otra aplicacién puede ser la de considerar PnCs para que actiien como rompeolas.
Esto debido a que las olas cuando golpean un obstéculo, son parcialmente dispersadas
en todas direcciones. Esto podria reducir de forma importante la amplitud de las olas
que alcanzan la orilla. Y ya con este tipo de propuestas en mente, no puede faltar
la idea de usar estas estructuras para focalizar las olas hacia una planta con el fin de
convertir la energia mecédnica en energia eléctrica (Ibiza, 2013b). Este tipo de procesos
podria ayudar a la obtencién de energia eléctrica de forma limpia.

De forma anéloga a las PCWs surge el concepto de las PnCWs, con ellas y los PnCs
se busca controlar la dispersién de ondas en aplicaciones tecnolégicas diversas (Romero,
2012). Algunos ejemplos de lo anterior son:

a) Dispositivos optoacusticos. En el desarrollo de prototipos, se acoplan fonones
y fotones. De ahi que, una cavidad 6ptica también puede ser considerada acustica,
siendo que un modo 6ptico localizado de forma espacial se puede acoplar a uno acustico,
también localizado. Usando un material con una estructura periédica con un espaciado
de 150 nm, ello permite localizar fotones de 500 THz y fonones de 20 GHz (Maldovan,
2013).

b) Diodos sénicos. Se ha fabricado un PnC unidimensional de 1 mm de espesor, que
se comporta como un diodo para ultrasonidos (megahercios) (Yeh, 2013).

c) Capas de camuflaje (o “invisibilidad”) acusticas. Existen, tanto disenos bidimen-
sionales para ultrasonidos, como tridimensionales para frecuencias audibles (aunque
s6lo para objetos de tamano milimétrico) (Berkowitz, 2018; Porter et al., 2015; Casadei
and Bertoldil, 2014; Gupta, 2014; Miyashita, 2005).

También es posible fabricar PnCs con periodicidades de micras donde aparecen

bangaps para frecuencias de 6rdenes que van de algunos cientos de MHz hasta algunos
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GHz. Este hecho es importante porque este rango de frecuencias es precisamente donde
se desarrolla el campo de las comunicaciones inaldmbricas. Los investigadores en el
tema tienen grandes espectativas sobre los PnCs para guiar ondas actsticas de forma
altamente eficiente, minimizando la pérdida de energfa. Para ello se han considerado
canales que van a lo largo de la direccién de propagacion.

En la literatura es posible encontrar una vasta diversidad de estudios enfocados en
sistemas formados por cristales fonénicos bidimensionales (2DPnC') y que consideran
planos transversales y arreglos periédicos de cilindros, cuya longitud es considerada
infinita (Gupta, 2014; Ibiza, 2013a; Yeh, 2013; Lucklum, 2014; Cicek, 2014; Romero,
2012; Bringuier, 2011; Sz-Chin, 2011; Miyashita, 2005; Sliwa, 2005; Pennec, 2004; Khelif,
2003a,b). Por otro lado, para sistemas de cristales fonénicos tridimensionales (3DPnC?),
se han encontrado caracteristicas importantes que pueden ser utilizadas en evaluacién
no destructiva de sélidos, imagen médica ultrasénica y quirirgica, estructura de reso-
nancia por vibraciones, la refracciéon negativa, aislamiento del sonido, barreras sénicas,
dispositivos de sonar bajo el agua, capas de proteccién contra golpes, por mencionar
algunos. Estos resutados han inspirado un gran nimero de estudios préacticos en 3D
(Berkowitz, 2018; Cui et al., 2018; Fitzgerald, 2018; Guel-Tapia et al., 2016; Lee, 2015;
Porter et al., 2015; Vuylsteke, 2014; Turley, 2006; Yang, 2004; Kress, 2006; Liu, 2000;
Partridge, 1993).

En este trabajo de investigacién se han considerado dos sistemas acusticos, ambos
son bdsicamente gufas de ondas de cristal fonénico en tres dimensiones (3DPnCW?).
El primero de ellos estd formado por cuatro placas acusticas y planas que envuelven

un arreglo periédico unidimensional de inclusiones esféricas, como se muestra en la Fig.

'Por sus siglas en inglés, Two-Dimensional Phononic Crystal.
2Por sus siglas en inglés, Three-Dimensional Phononic Crystal.

3Por sus siglas en inglés, 3D Phononic Crystal Waveguides.
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16. En este sistema estamos interesados en el cdlculo de estructuras de bandas y las

intensidades del campo dentro de la gufa para modos del sistema.
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Figura 16. Descripcion grafica de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que
envuelven un arreglo periédico de inclusiones esféricas.

El segundo sistema es una 3DPnCW formada por dos placas actisticas y planas que
envuelven un arreglo periédico bidimensional de inclusiones ciibicas como puede obser-
varse en la Fig. 17. Para este sistema estamos interesados en el célculo de estructuras

de bandas.

Figura 17. Descripcion grafica de una 3DPnCW formada por dos superficies acusticas planas
y paralelas que envuelven un arreglo periédico de inclusiones clibicas.

En ambos sistemas se considera que todas las superficies involucradas son superficies
acusticas y el medio entre los planos es aire. Ademds, en ambos sistemas se consideraron

superficies acusticas suaves y rigidas (o condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann).
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Esta parte del presente trabajo de investigacién surge debido a lo poco extensas que
resultan algunas referencias sobre la propagacién acusica a través de gufas de ondas para
sistemas 3D. Nuestro objetivo principal es aportar en el andlisis y modelado numérico
de la respuesta acistica de estructuras cristalinas, como son las PnCWs. Ma4ds atn,
es bien sabido que para la respuesta acustica de estructuras cristalinas como son las
PnCWs, es posible establecer una correspondencia biunivoca que podria relacionar las
regiones de bandgaps que aparecen en dichas estructuras periédicas con los valores de
la reflectancia del sistema finito; permitiendo sentar las bases para un comparativo en

un trabajo futuro, entre los casos infinito y finito, respectivamente.
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Capitulo IV

METODOS NUMERICOS INTEGRALES

En este capitulo se presentan el NSIM y PGFM, métodos numéricos rigurosos que han
permitido el andlisis de los sistemas electromagnéticos y acusticos que sentaron las
bases para este trabajo de investigaciéon. El NSIM sera presentado y aplicado para los
sistemas electromagnéticos, mientras que el PGFM serd presentado y utilizado para
sistemas acusticos. Para los casos electromagnéticos, el NSIM nos permitira realizar
el cédlculo de las estructuras de bandas para las guias de onda de cristal foténico en
el caso infinito, y la reflectancia y transmitancia para el caso finito. En ambos casos
nos permitird calcular las intensidades del campo dentro de las guias de ondas. En el
caso de sistemas actsticos, el PGFM calcular la estructura de bandas de los sistemas
acusticos considerados, asi como también el cdlculo de la intensidad del campo actistico

asociados a algunos modos.
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IV.1. Descripcion de los métodos numéricos inte-
grales

Para todos los sistemas considerados en este trabajo, los métodos integrales utilizados
se basan en resolver numéricamente la ecuaciéon de Helmholtz a partir de ecuaciones
integrales (Mendoza-Suérez et al., 2006). Sin importar si los sistemas son electromag-
néticos o acusticos, los métodos parten del segundo teorema integral de Green, de donde
se obtienen ecuaciones integrales acopladas que involucran como incégnitas: al médulo
del campo y su derivada normal, evaluadas en las fronteras de los perfiles generados
por interfaces en la celda unitaria para el caso infinito, y el propio sistema para el caso
finito. La discretizacion de las ecuaciones permite pasar de un sistema de ecuaciones
integrales a un sistema de ecuaciones algebraico. El hecho de que los métodos sélo in-
volucren un conjunto discreto de puntos a lo largo de las interfaces del sistema permite
resolver problemas de interaccion del campo electromagnético con recursos computa-
cionales viables. Una vez calculadas las fuentes es posible calcular la estructura de
bandas, la intensidad del campo cercano, la reflectancia, la transmitancia o el campo

esparcido, segtin sea el caso.

IV.2. Meétodo Integral de Superficie Numeérica para
sistemas electromagnéticos

IV.2.1. Observaciones preliminares

En este trabajo de tesis consideramos cinco sistemas electromégneticos. El primer

sistema considerado para presentar el NSIM se compone de una gufa de ondas formada
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por dos superficies onduladas de PEC [ver Fig. 11]. En la literatura se pueden encontrar
resultados sobre este sistema (Mendoza-Sudrez et al., 2011; Mendoza-Sudrez and Pérez-
Aguilar, 2013, 2015); sin embargo, este sistema senté las bases para una parte de este
trabajo de investigacién, razén por la que ha sido considerado. El segundo sistema
se compone de una guia de ondas formada por dos superficies de PEC, con perfiles
ondulados y periédicos en una sola direccién [ver Fig. 12]. Cada uno de los perfiles
contiene una capa de LHM y el medio existente entre ambas superficies es vacio. Como
veremos mds adelante, este sistema puede ser considerado como una generalizacién
del sistema anterior, ya que sélo se consideran capas de LHM adicionales al sistema
anterior, con vacio en su interior.

El tercer sistema estd formado por una gufa de ondas compuesta por dos superficies
planas y paralelas de PEC que envuelven un arreglo periédico de inclusiones cilindricas
huecas de LHM, cuyo interior puede contener, PEC o vacifo. El cuarto sistema es una
gufa formada por dos superficies planas y paralelas de PEC con un arreglo periédico
de inclusiones cilindricas también de conductor perfecto. Este iltimo sistema es un
sistema mas simple del que lo precede, donde se considera LHM en el sistema.

Aunque los cuatro sistemas ya mencionados podrian relacionarse por la similitud de
sus geometrias, en realidad en cada uno se busca obtener resultados distintos. En
algunos casos, como el segundo y tercer sistema estamos interesados en completar
cédlculos que se habfan realizado como parte de un trabajo de investigacién anterior
(Alva Medrano and Mendoza-Sudrez, 2016), relacionado con modos de superficie. Para
el caso del primer sistema nos parecié importante presentarlo en el método numérico
para que éste pueda ser entendido con mayor facilidad. Finalmente en el cuarto sis-
tema estamos interesados en saber si bajo ciertas condiciones podemos obtener caos

electromagnético.
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Todos los sistemas anteriores tienen algo en comin, todos ellos son sistemas consid-
erados idealmente infinitos. Sin embargo, los sistemas fisicos reales son finitos. Por esto,
el quinto sistema considerado es una guia de ondas de cristal foténico finita, formado
por dos placas paralelas de PEC y un arreglo periédico de inclusiones cilindricas de
LHM. En este sistema estamos interesados en la reflectancia y transmitancia, de donde

obtendremos también cdlculos para el campo esparcido dentro de la gufa.

IV.2.2. Ecuaciéon de Helmholtz para el caso electromagnético

Antes de comenzar con la descripcién del método integral vamos a obtener la ecuacién
de onda con medios sin cargas ni corrientes p = 0 y J = 0, cuyas propiedades de material
dadas por la permitividad eléctrica e(w) y permeabilidad magnética p(w) dependeran
de la frecuencia w, ya que estamos considerando el vacio. Entonces las ecuaciones de

Maxwell correspondientes son:

v -B=0, (1)
v D=0, (2)
vx B= )5, (3)
v x H=e() o0 @)

Aplicando el operador rotacional sobre la Ec. (3) se tiene que,
OH
VX(VXE)_VX(_MOE)v (5)

0
V(V-E) = VE= -5 (v x H). (6)
Luego, sustituyendo las expresiones dadas por las Ecs. (2) y (4) en la Ec. (6) obtenemos

la ecuacién de onda asociada al campo eléctrico,

TE-cw)2E =0 )
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Anéglogamente, para el campo H se obtiene:

0*H

V' H—¢(w)p(w)

tal que e(w)u(w) = 1/(v(w))?, donde v(w) corresponde a la velocidad de onda en el
medio que depende de la frecuencia w. Por otro lado, si consideramos que los cam-
pos electromagnéticos poseen una dependencia armoénica con el tiempo, entonces los
podemos expresar como

E(r,t) =E(r)e ™, 9)
H(r,t) =H(r)e ™", (10)

donde w es la frecuencia de la onda electromagnética y r = xi+yj el vector de posicién
del punto de observacién que es independiente de z. De modo que las ecuaciones de

onda resultantes se pueden expresar en la forma de la ecuacién de Helmholtz:
V2V (1) + K2V (r) = 0, (11)

donde se ha definido k = \/e(w)p(w)w como la magnitud del vector de onda y V¥ (r)
representa el campo eléctrico F, o el campo magnético H,, para polarizacion TE y TM,

respectivamente.

IV.2.3. Funcién de Green para la ecuacion de Helmholtz
Para estudiar los sistemas propuestos, la ecuaciéon de Helmholtz se puede escribir como:
VAU, (r) + k70, (r) = 0, (12)

donde j indica el j-ésimo medio, de nuevo r = xi+yj representa el vector de posicién
del punto de observacién, el indice de refraccién en el j—ésimo medio estd dado por
nj(w) = %4 /ej(w)p;(w), donde p;(w) es la permeabilidad magnética y €;(w) la permi-

tividad eléctrica. La velocidad de la luz en el vacio es denotada por c. El signo en el
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indice de refraccién serd negativo cuando consideremos LHM y positivo para materi-
ales dieléctricos o el vacio. La magnitud del vector de onda en ese medio puede ser
expresada como k; = n;(w) (£).

Para resolver la Ec. (12) consideremos una funcién de Green G;(r,r’) que sea

solucion a la ecuacién
V2Gj(r, r') + kZGj(r, r') = 47 (r, '), (13)

donde G| (r,r’) fisicamente representa un propagador del campo debido a una fuente de
luz puntual que emite a la frecuencia w en la posicion 1’ y d(r,r’) es la delta de Dirac.

Una solucion de la Ec. (13) estd representada por la siguiente funcién de Green,
G, (xx') = imH{Y (ke ). (14)

donde Hél) (€) es la funcién de Hankel de primera clase y de orden cero y r’ representa

el vector de integracion.

IV.2.4. Representacién integral

Para encontrar la solucién de la Ec. (12) aplicamos el Teorema de Green (Marsden
and Tromba, 2004) para las funciones ¥; (r) y G; (r,r') en el jésimo medio. Para ello
multipliquemos la Ec. (12) por G; (r,r’) y la Ec. (13) por —¥ (r). Posteriormente
sumando las ecuaciones restantes e integrando sobre una superficie cerrada S; que a su

vez, estd limitada por el contorno I';, es posible obtener

1

4t

(G (r,x) v ¥ (r) = ¥ (r) v G (r,r')] - nds = f‘I’j (r)d(r—r')da.  (15)

Ly S

En este caso ds’ representa la longitud de arco, da representa el diferencial de drea y

n es un vector normal al contorno I';. Dado que la derivada normal estd definida como

9Y; (r)

L = U, (r) (16)



32

J0G; (r,r’)

o = vG, (r,r) - n, (17)

entonces la Ec. (15) se puede expresar como:

1 » OF; (1) 0G; (r,r)
E,FW”>0 v, () 26T

" . ds' =T, (r')0(r). (18)

Notemos que en la Ec (18) la integral de superficie se ha representado mediante el
producto del campo por la funcién 6 (r), definida como 6 (r') = 1 si r’ estd dentro de la
celda unitaria S y 0 (r') = 0, en el caso contrario.

Si consideramos la convencién de que r representa la posicién del observador, que
es donde se mide el campo, podemos entonces intercambiar las variables r y r’ en la

Ec. (18), resultando

o T e @) D a v @ow. o)
L
donde ahora r’ se desplaza sobre los contornos.
Resumiendo, la representacién integral de la ecuacion de Helmholtz para el campo
U, (r) estd expresado por la Ec. (19), siendo la funcién de la Ec. (14) una funcién
de Green en medios homogéneos en la Ec. (19). I'; es el contorno cerrado que limita

a la superficie S;, de este modo la normal involucrada en las derivadas normales que

aparecen en la Ec. (18), va hacia afuera del contorno cerrado I';.

IV.2.5. Discretizaciéon de las ecuaciones integrales

Con el objetivo de discretizar la Ec. (19), y asi poder obtener los célculos numéricos es

necesario considerar concretamente los sistemas que debemos analizar.
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Guia de ondas de cristal foténico con paredes sinusoidales

Con el objetivo de mostrar con mayor facilidad la discretizacién de la Ec. (19) comen-
zaremos con un sistema simple que ilustra el método numérico. Dicho sistema es una
PCW formada por dos superficies onduladas y periédicas de PEC que se muestra en la
Fig. 18. Consideremos que se tiene un periodo P en los perfiles ondulados, un ancho
medio de la gufa dado por b y que los perfiles pueden ser representados por la funciones
armonicas y;(x) = b+ Acos(2rz/P) (perfil superior) y ya(x) = Acos(2mz/P — A¢)
(perfil inferior); ademds A representa la amplitud y A¢ la diferencia de fase entre los

perfiles.

.
iR .
. .
1 N ‘
. R4
e
- -
-~ .
o* - . A
. A * -
. 2 o -
. -
- PEC - - .
| o E—— |

Figura 18. Guia de ondas compuesta por dos superficies onduladas perfectamente conduc-
toras.

La geometria de la celda unitaria de la Fig. 18 puede ser descrita por la repre-
sentacién de puntos a lo largo del contorno I' = I'y 4+ I'y + I's + 'y con coordernadas
z(s) y y(s) como funciones paramétricas de la longitud de arco s y sus respectivas
derivadas hasta el segundo orden, 2’ (s'), /' (s'), 2" (s') y y” (). Para cada contorno T';
corresponde un vector normal n; que apunta hacia afuera de la celda unitaria, y en la

Ec. (19) sean

, 1 ov; (r')
j _ ) / J /

I (r) = yym %G] (r,r') o ds (20)

L
y

» 1 0Gj (r,r')

J _ (! Jj\ts /

I (r) = j[ U, () =g s (21)

r;
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Para resolver las Ecs. (20) y (21) se realiza una discretizacién en el contorno I';,
dividiendo el contorno I'; en IN; pequenos segmentos de longitud As. Sean = Ni+ Ny +
N3 + N4 en niimero total de puntos en la celda unitaria. De este modo, las ecuaciones

anteriores pueden expresarse como:

5n+As/2
1 N OV, (1)
()= ]f G; (r,r') 5]0( Lag (22)
Sn—As/Q
sn+As/2
y 1 N O0G; (v, 1)
L= ¢ ue) =5 (23)
Sn—As/2

Si As es suficientemente pequetio, entonces podemos considerar que el campo ¥ (r')
y su derivada normal 0¥; (r’) /On’ son aproximadamente constantes entre dos puntos
consecutivos de la discretizacién y con ello podriamos sacarlos de las integrales. Con

esta hipdtesis podemos representar las tltimas dos integrales como:

Sn+As/2
A 1 A
I (r) = - Z o7 ]{ G;(r,x')ds, (24)
" Sn—As/2
sn+As/28 ( ,)
; 1 ; Gj(r,r
J ~ J ) /
R~y w ¢ Fhtay (25)
" Sn—As/2
donde
- 0w (1)
Q= L, 26
= )y (26)
y
\I}"ZL = \I}j (I‘/) |r/:r/n . (27)
Podemos definir la integrales involucradas en las Ecs. (24) y (25) como sigue:
1 Sl+As/2
Ly =— G (v, 1)) dS, (28)
47T Sl—As/2
1 [522 OG (v, 1))
N, = — s 29
T 4r on’ o (29)

Sil—As/2
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donde r,, indica el punto de observacién y r] el punto de integracion.
Finalmente los elementos de matriz estén dados por (Mendoza-Sudrez and Pérez-

Aguilar, 2015):

L As (W As w As
L = i~ H{ (CRmn (L= Gyun) + i H' (626)5%, (30)
LD (R 7 (0 )+ (5 R R, (31)
donde
Ron = /(X = Xa)? 4 (Y — Vo), (32)
N, Ron = =Y (5,) (X — Xn) 4+ X (5,) (Vi — Yy), (33)
i, t, = X (5,)Y" (s0) =Y (50) X" (0) . (34)

Haciendo uso de las Ecs. (28) y (29) podemos reescribir las Ecs. (24) y (25) como:

7L+Aa/2 00
I __
G 47T Z(I)] f I' rl)d - Z Lmnq)Z’w (35)
Sn—As/2 n=Tee
anrAs/2a ( /) 00
4 1 . Gi(r,r
B~y w ¢ Thtar - 3 N, (36)
" Sn—As/2 =T

Ahora aplicando la discretizacién en las Ecs. (35) y (36) para el sistema se obtiene

el siguiente sistema de ecuaciones:

No
Z Lmn 1,1) n(l 1) Z Nmn 1 1)\II (1,1) + Z Lmn(l 2)*¥n(1,2) — Z Nmn(l,Q)LIIn(l,Q)
+ Z Linn(1,3)Pn1,3) — Z Non(1,3)Yn(1,3) + Z Linn(1,4)Pn(1,4) Z Non(1,4)¥Wn(1,4) = 0,
n=1 n=1

n=1

(37)
donde m = 1,2, ..., Ny + N5 + N3 + N4. El primer indice entre paréntesis se refiere a

la regién que en este caso sélo es una y el segundo subindice hace referencia al perfil.
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Recordemos que en este caso consideramos que I' =I'; + 'y +I'3 4+ I'y como se muestra
en la Fig. 18.

Notemos sin embargo que las incégnitas son ¥,, y ®,,, de manera que en el sistema
se tienen 2m = 2(N; + Ny + N3 + N,) incoégnitas y m ecuaciones; es decir la matriz
asociada al sistema no es una matriz cuadrada. Sin embargo ain no consideramos
las condiciones de frontera. Ya que hemos supuesto que las paredes de la gufa son de
conductor perfecto, entonces para los perfiles I'; y I's se tiene que:
para polarizacién TE

Vo) = Yy =0 (38)

y para polarizacién TM
D11 = Pri2) = 0. (39)
Es decir el campo o su derivada normal son cero en la superficie de un conductor perfecto
para polarizacion TE o TM, respectivamente. De manera que el sistema resultante
ahora tiene Ny + Ny + 2(N3 4+ Ny) incégnitas.
Por otro lado, debido a la periodicidad del sistema, la cual se obtiene al considerar
el sistema infinito, es posible hacer uso del teorema de Bloch, el cual establece que los
autoestados ¥ de un electrén vienen dados por el producto de una onda plana y una

funcién periédica u(r) en R, donde R es un vector de traslacién en la red:
(r) = e rur), (40)

donde k es el vector de Bloch. Esta tltima ecuacién nos permitird relacionar las fuentes

de los perfiles I's y I'y de donde obtenemos las siguientes dos ecuaciones:

o) =€ 5P, 5 (41)

(I)n(l,4) = _e—ikP¢n(173)‘ (42)
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De manera que finalmente obtenemos un sistema de m ecuaciones y m incégnitas
Sustituyendo las Ecs. (38), (39), (41) y (42) en la Ec. (37) obtenemos;

para polarizacién TE

Ny No 3
Z Lnn1,1)®nn) + Z Lin(1,2)®Pn1,2) + Z [Lmn(l,?,) - eﬂkPLmn(lA)} D,y (1,3)

- Z [Nmn(1,3) + eiikPNmn(lA)] \Ijn(l,3) =0 (43)

y para polarizacion TM

- Z Nmn(l 1) n(l 1) Z Nmn 1 2)\11 (1,2) + Z mn(1,3) — € z‘kPLmn(lA)] (I)n(l,?))

- Z mn(1,3) Z'kPJan(lA)} \Ijn(l,S) =0, (44)

conm =1,2,..., N7 + Ny + N3 + Ny. El sistema puede ser expresado en términos de un

sistema de ecuaciones algebraico y homogéneo de la siguiente forma:
M(w,k)F(w, k) =0, (45)

donde M depende tanto de la frecuencia w como del vector de Bloch k y F' representa las
fuentes. Una solucién no trivial del sistema puede ser obtenida cuando el determinante
del sistema es cero y para determinar las frecuencias que generan soluciones no triviales
definimos la funcién:

D (K,w) = In (|det (M))). (46)

Numeéricamente la funcién D (k,w) proporciona la relacién de dispersién numérica
buscada w = w(k) con la cual podemos calcular los modos del sistema y la intensidad

del campo electromagnético.
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Guia de ondas de cristal foténico con paredes sinusoidales que contienen una

capa de metamaterial

Con un anélisis andlogo al mostrado en el apartado anterior se pueden otener las ecua-
ciones para el sistema mostrado en la Fig. 19, el cual estd formado por una PCW
con paredes sinusoidales que contienen una capa de LHM. Es importante notar que en
este caso se tienen tres regiones en la celda unitaria. Como consecuencia de lo anterior
surgen dos nuevas interfaces: una entre la regién superior y la regiéon de en medio y la
segunda entre la regién de en medio y la regién inferior. Para este sistema, las regiones
encerradas por las curvas I';,,, con | = {1,2,3} y m = {1,2,3,4} pueden ser consider-
adas como una celda unitaria del sistema. El subindice [ se refiere al [-ésimo medio y el
subindice m hace referencia al m-ésimo perfil en el [-ésimo medio. Asi que se tendran
ecuaciones adicionales que surgen de las condiciones de frontera entre las interfaces en

el sistema de capas.

Figura 19. Guia de ondas con paredes sinusoidales de PEC recubiertas de metamaterial.

A continuacion se presentan las ecuaciones adicionales:

—1

\I]n(l,2) = \PTL(2,1) y Qn(Q,l) = f_(bn(1,2)7 (47)
12
—1

‘I’n(3,1) = ‘I’n(2,2) y <I>n(3,1) = E‘I’n(z,z), (48)
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donde fi, = w/ty, 0 fin = €/em para polarizacion TE o TM, respectivamente.
Ademds, ¢, es la permitividad eléctrica y p,, la permeabilidad magnética del medio
m-ésimo.

Consideremos en la Fig. 19 que la regién 1 es la superior, la regién 2 es la de en
medio y la regién 3 es la de abajo. También hacemos una correspondencia de puntos
entre I'y o y I'a1, ¥y I'g2 ¥ I's1, asf como Nigo = Noy = Nyo = N33 = Nz. Sumado
a estas consideraciones, se tienen condiciones de frontera en las superficies supuestas
perfectamente conductoras, por lo tanto la Ec. (19) puede ser representada numérica-
mente en términos de un sistema homogéneo de ecuaciones algebraicas acopladas como
se muestra a continuacién.

En la regién 1,

Nx Nx
(Z Lmn(1,1)‘1)n(1,1)) (1 —ds2) — (Z Nmn(1,1)‘1’n(1,1)> (1—0p)+
n=1

n=1

Nx Nx
Z Lnn1,2)Pna2) — Z Nin(1,2)Wn(1,2)+
n=1 n=1

Ni3 4 Nyi,3 4
Z [Lmn(l,S) — €7ZkPLmn(1,4)] Dy (1,3) — Z [Nmn(l,?)) + €7ZkPNmn(1,4)} U,1,3 =0, (49)
n=1 n=1

conm=1,2,...,2Nz + 2N, 3.

En la regién 2,

Nx I @1 Nx Nx Nx
Z m; —~ P (1,2) — Z Non2,1)Yn(1,2) + Z Linn2,2)Pn2,2) — Z Noan2,2)Wn(2,2)+
n=1 12 n=1 n=1 n=1

N2,3 ‘ Na3 ‘
Z [Lmn(gjg) - €_ZkPLmn(274)} c1)71(2,3) - Z [Nmn(273) + e_ZkPNmn(zA)} ‘Ijn(273) = 0, (50)
n=1 n=1

con m=2Nx + 2N13 + ]_, ,4NI + 2N13 + 2N273.
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En la regién 3,
DI TR S
Nz Nz
(Z Lmn(3,2)(1)n(3,2)> (1 —d42) — (Z Nin3,2)Vn(s, 2)) (1 —dg2)+
n=1

n=1
N33 A N3 3 A
Z [Linz) — € ™ Linz.a)] Pozs) — Z [Non@a) + € Nozay] Un@a) =0, (51)
n=1 n=1

con m = 4Nx + 2N13 + 2N2,3 + ]_, ,6N.CE + 2N13 + 2N273 + 2N373. 57jj es la delta de

Kronecker, ademds, ¢ = 1 para polarizacién TE y t = 2 para polarizacion TM.

Guia de ondas de cristal foténico con inclusién de conductor perfecto y

metamaterial

En la Fig. 20 se muestra el siguiente sistema a analizar, el cual es una PCW con
inclusién de PEC rodeada por una capa de LHM. En éste distinguimos dos regiones
considerando como la regién 1 a la regién que estd entre las placas de PEC y la capa

de LHM y la regién 2 como la capa de metamaterial.

Figura 20. Guia de onda de cristal foténico con inclusién de PEC recubierto por una capa
de metamaterial.

Con un analisis andlogo al previamente mostrado llegamos al siguiente sistema de
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ecuaciones:
Nz Nz
<Z Linn1,1)®nq,1) + Z Lmn(l,Z)(I)n(l,Q)) (1 —0p2)
n=1 n=1
Nz Nz
— <Z Non1,1)¥n(1,1) + Z Nmn(1,2)‘1’n(1,2)) (1—46n)
n=1 n=1
Ny Ny
+ Z [Lin(iz) — € ™ Lin1.4)] Puiz) — Z [Nan(i3) + € Non1.0)] U1 3)
n=1 n=1
N3 N3
+ Z Lyn(1,5)®Pr(1,5) — Z Nin(1,5)¥n(1,5 = 0, (52)
n=1 n=1
N175 L N1,5
mn(2,1
- Z —()(I)n(l,5) - Z Non2,1)Wn(,5)
n=1 f12 n=1
NQ’Q N2,2
+ Z Linn2,2)Pr(2,2)(1 — 6r2) — Z Nipn2,2)¥n(2,2) (1 = 041) = 0, (53)
n=1 n=1

con m = 1,2, '-->Nl,1 + NLQ + N173 + N1,4 + N175 en la EC. (52) ym = N171 + N172 +
N173 + N174 + N175 + 1, ---7N1,1 -+ NLQ -+ NI,S -+ N1’4 + 2N1,5 -+ N272 en la Ec. (53) t=1

para polarizacién TE y t = 2 para polarizacion TM.

Guia de ondas de cristal foténico con inclusién de conductor perfecto

El cuarto sistema electromagnético considerado se muestra en la Fig. 21. Este sistema
es una PCW con inclusiéon de PEC. En este sistema sélo se tiene una regién, la cual
estd entre las placas de conductor perfecto y la inclusién.

Con un analisis andlogo al previamente mostrado llegamos al siguiente sistema de
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PEC acuum
® O K A

—
P

Figura 21. PCW compuesta por dos superficies planas de PEC y una serie periddica de
inclusiones cilindricas circulares.

ecuaciones:
Nx Nx
<Z Lmn(l,l)q)n(Ll) + Z Lmn(l,Q)(I)n(l,Q)) (1 - (512)
n=1 n=1
<2Nmn(11 n(1,1) +2Nmn12 ) (1—(511)
Ny
=+ Z [Lmn(l,?)) - €7lkPLmn(1,4)] Dy (1,3) — Z [Nmn(1,3) + €7lkPNmn(1,4)} V1,3)
n=1

Ni
+(2Lmn<1,5>@n(1,5>> (1= 612) — (ZNm(15 >) (1—-0n)=0, (54)
n=1

con m = 1,2, ...,N171 + N1,2 —+ N173 -+ N1’4 + N1’5 en la Ec. (54), ademas [ = 1 para

polarizacién TE y | = 2 para polarizacién TM.

IV.2.6. Guia de ondas finita

Los métodos creados hasta el momento no sélo nos permiten el cdlculo de estructuras
de bandas, sino que ademads con ellos podemos calcular la intensidad del campo corre-
spondiente a modos electromagnéticos dentro de la celda unitaria. Sin embargo en la
realidad los sistemas tienen longitud finita, razén por la que es de suma importancia
poder tratar los problemas fisicos reales. Como parte de este trabajo se implementé
un método numérico capaz de calcular la respuesta éptica mediante la reflectancia, la
transmitancia y el campo esparcido por una guia de onda finita que contiene inclusiones

de LHM. El sistema estd formado por dos placas paralelas y un arreglo de inclusiones
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cilindricas que se considera como un sistema de M cuerpos como se ve en la Fig. 22.

Y
region 0
vacuum 0
region 1 ]
95( I !
— 0000000000 |/
e A
0 r2
region 2 /
incident beam
d ld

Figura 22. Guia de onda finita con inclusiones cilindricas de LHM.

La region 0 se caracteriza por un indice de refraccién ng(w) = \/m y las regiones
desde 1 a M estdn definidas por las curvas I'; y se caracterizan por los correspondien-
tes fndices de refraccién n;(w) = +4/¢;(w)u;(w) que involucran las propiedades de
los materiales que se dan en términos de la permeabilidad magnética p,(w) y de la
permitividad eléctrica ¢;(w).

Aplicando las Ecs. (12), (13), (19) y G; (r,1') = i?TH(()l) (k; |r — r'|) podemos expre-
sar el campo en la regién 0 como:

VO = v (r) + ﬁ Z/F {Gj (r,1') a%n(r) — T, (r) W ds.  (55)

En esta expresion, \ngzz(r) representa el campo incidente y la suma de las integrales

representa el campo esparcido.
Siguiendo los mismos pasos, para la j-ésima regién, el campo ¥ (r) puede expre-
sarse como:

\I/(j)(r)ﬁj(r) = i [Gj (r,r") 8\Ign<r) — U, (r) W ds, (56)
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donde O(r) = 1 si r estd dentro del medio j-ésimo o #(r) = 0 en otro caso. Las Ecs.
(55) y (56) forman un sistema de ecuaciones con las que se puede obtener el campo
total en cualquier parte.

Para encontrar el campo esparcido usando el segundo término del lado derecho de
la Ec. (55), es necesario encontrar una forma de obtener las funciones fuente a partir de
las ecuaciones integrales. Para esto, se hace una aproximacién del punto de observacién
en la regién 0 a la superficie de la j-ésima regién. Por tanto, se obtienen las siguientes

ecuaciones:

Ty = o)+ =Y /F | [Gj ) 2% gy W] is  (57)

0G; (r,1)

W9 (x)0,(x) = -

1 { 1 oV, (r) ¥, (r)

ijGj (I‘, I‘/) on :| 5ijd8. (58)

A
Ly
En este caso 0;; es la delta de Kronecker, fo; = 119/1tj 0 fim = €1/em para polarizacién
TE o TM, respectivamente, i = 1,2, ..., M. Nuevamente se hace una discretizacién
sobre la geometria del sistema. En nuestro caso la paredes de la gufa son consideradas
de conductor perfecto, de manera que las Ecs. (57) y (58) logran simplicarse de manera

andloga al caso infinito dependiendo la polarizacién que se desee analizar.

El campo incidente

En campo incidente se expresa en términos de su espectro angular

1 frot/o) »
Uy, ) = / A(q, k) expliqz — ao(q)y]da, (59)

27 no(w/c)

donde ag(q) = [(no(w/c))* — ¢?]"/2, ademas

A(q, k) = Wov/mexp[—g*(q — k)*/4 + iao(q)d], (60)
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siendo ¥, una constante con unidades apropiadas. Para calcular la potencia incidente
total a través del plano L, L., se emplea el vector de Poynting S, el cual proporciona la

direcciéon y magnitud del flujo y energia por unidad de tiempo, dado por

C
S=_—ExH" 61
g B X (61)

La parte real de S proporciona una medida de la irradiancia. Para polarizaciéon TE

la componente del vector de Poynting a lo largo del eje Y es

c c oF,
= —Re{H,E.} = —R 2
S, = g Re{E) = o Re{ -iB S} (62
Mientras que para polarizacién TM se tiene que
c? OH,
Sy =-——"—Req —iH,— . 63
Y 8rwe(w) ¢ { "oy } (63)

De modo que la potencia incidente total es

Pacll) = Ly [Fo00la) == 0o = Loy [Fooalar =S (0

donde se ha considerado que w/c > 1.

El campo esparcido

El campo esparcido es representado por el segundo término de la Ec. (55). Para obtener
una expresion para los campos reflejado y transmitido se usa una expansién en términos

de ondas planas para la funcién de Green (Maradudin et al., 1990) dada por

Glr.v) = [ GEZ expiale =) + ioola) by — o), (65)

que nos permite encontrar el campo esparcido de la forma

i - [ [ v

x exp{ig(x — ') + ico(g) [y — ¥/ (5)] }ds, (66)
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donde Q = (g, £ap(q)). Considerando la geometria de la Fig. 22 y la Ec. (66), para

x > d se tiene que el campo reflejado es

W0 ) = [ 5LSHa ) x explign + inola)sh (67)
donde
570 1) =g 2 [ [lm Q) + P expl-ilar’ - aa(ay (s, (69

y para el caso x < 0, el campo transmitido tiene la forma

VO~ (2, y) = /_OO 9964, ) x expligz — ioo(ay), (69)

oo 2T
con

5@ W) =5 [ Jiin- Qwo(s) + 22O expf—ifgar’—anla)y/ (s))}ds. (70)
20(q) 4 T on

Por tanto el campo total para la regién x < 0 es

v )= [ 5L B+ 50 b] x elior —io(ay} ()

y para la region x > d es de la forma

* d ) .
VO (2, y) = / 986+ (4, k) x explige — iao(q)y), (72)

oo 2T

donde S*(q, k) es el espectro angular del campo esparcido.

Para el caso de transmisién, S~(q, k) v ¢ < no(w/c), las componentes del vector
de onda son ¢ = ng(w/c)sin 0, y ap(q) = no(w/c)cos 6. Para el caso de reflexién
ST(q, k) vy ¢ < no(w/c), las componentes del vector de onda son ¢ = ng(w/c)sin 0, y
ao(q) = no(w/c)cos 0,.

De las Ecs. (62), (63), (67) y (69) se obtiene la potencia esparcida, la cual esta dada
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en términos del espectro angular,

no(w/c) d no(w/c) dd'
PE(k) = £Ly— /dwl Re/ q Lot (q, k)
871'&)6 no w/c —no(w/c) 2m
x exp{i(q — g/)z1 £ i(ao(q) — ao( )z}
c? /o) dq 2
= +lp——— — S*(q, k)|”. 73
@) oy 200055 ) (73)

De las Ecs. (64) y (73) podemos calcular el coeficiente de reflexién diferencial

OR P:l:(k) 1 no(w/c) dq ,
) T Pl o S*(q, k 74
(5%) = o =% |, @ 5% B (1)
donde
T
F(k) =/ 5900(k) Yol (75)
Finalmente se obtiene la Reflectancia R y la Transmitancia 7', como:
"= 5 =5 | |5 B (76)
g : ’
Pznc<k) F(k) —no(w/c) 27
T(k?) = Ps_c(k) _ 1 /no(w/c) @Oé ) |A((] k;) + S_(q ]{3)‘2 (77)
P7;n0(k) F(k) —no(w/c) 2 0 ) 5 .

En la Ec. (77) aparece en campo incidente debido a que el campo en la regién 0 es

el resultado de la interferencia de los campos incidente y esparcido.

IV.3. Meétodo de la Funciéon de Green Periédica para

sistemas acusticos

IV.3.1. Observaciones preliminares

Los métodos creados hasta el momento nos permiten el cdlculo de estructuras de bandas;
ademads con ellos podemos calcular el campo esparcido correspondiente a la propagacién

de los modos. Sin embargo, los sistemas considerados hasta ahora son bidimensionales.
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En la realidad los sistemas tienen tres dimensiones, razén por la que es de suma impor-
tancia poder resolver problemas fisicos tridimensionales. En esta seccién se introducird
un metodo numérico capaz de calcular la estructura de bandas de algunas 3DPnCWs,
formada por placas acusticas y planas que envuelven arreglos periédicos unidimen-
sionales o bidimensionales de inclusiones ciibicas o esféricas. Se consideran superficies
actsticas suaves o rigidas, lo que mateméticamente puede describirse como condiciones
de frontera de Dirichlet o Neumann, respectivamente. A continuacién presentaremos
el desarrollo matemético y fisico que nos llevard a la Ecuacién de Helmholtz para el

campo de presiones acusticas de forma general.

IV.3.2. Ecuacion general de Helmholtz para el caso actistico

Al igual que con las Ecuaciones de Maxwell para el caso electromagnético, para los
sistemas acusticos partiremos de expresiones bdsicas de la mecédnica de fluidos y la
termodindmica para llegar a la ecuacién de onda.

Consideremos a continuacién las Ecs. (128), (132) y (137) de los apendices A, B y
C, las cuales son: la ecuacién de estado, la ecuaciéon de continuidad y la ecuacién de

fuerza no viscosa,

p = Bs, (78)
0s
E +v-u=0, (79)
— 7 plrt) = podu/L, (30)

respectivamente. Comencemos aplicando la divergencia a la Ec. (80), de donde se

obtiene

Ou
VQP(ryt) = =PV '57 (81)

siendo /2 es el operador Laplaciano tridimensional.
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Por otro lado, si consideramos la derivada temporal de la Ec. (79) y utilizamos que

J(7 - u)/0t =<7 -(0u)/0t, llegamos a

0%s ou
— ¢ —_—— . 2
o TV g =0 (82)
Ahora combinando las Ecs. (80) y (82) obtenemos
0%s
Vip(rit) = Pogz: (83)

Es el momento de utilizar la Ec. (78), que para ello sustituyamos s en términos de

p en la Ec. (83), de este modo se llega a

1 &p(r,t)
2 ot?

vip(rit) = (84)

siendo ¢, la velocidad longitudinal de la onda en el m-ésimo medio acistico dada por
cm =/ B/ py, (85)

B es el médulo adiabédtico de volumen y p, es la densidad de equilibrio constante. La
Ec. (84) es la denominada ecuacién de onda sonora homogénea de presiones. Para una
onda de presién acustica lineal en una celda unitaria p (r,t), para el caso arménico con

el tiempo con frecuencia w (p (r,t) = P (r) e ™), se cumple que
V2P(r) + k*P(r) = 0, (86)

donde k2 = (w/cy,)? es la magnitud del vector de onda.

IV.3.3. 3DPnCW formada por cuatro placas actisticas y planas
que envuelve un arreglo periédico unidimensional de

inclusiones esféricas

El sistema considerado en esta seccién se muestra en la Fig. 23. En este sistema se
consideraron superficies actsticas suaves y rigidas, y el medio entre las superficies es

aire. La celda unitaria del sistema se muestra en la Fig. 24.
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Figura 23. Descripcién gréfica de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que
envuelven un arreglo periédico de inclusiones esféricas.

Figura 24. Celda unitaria de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que
envuelven una inclusién esférica.

Ecuacion de Helmholtz

Sabemos del desarrollo de la ecuacién general de Helmholtz que la presién acistica

Pm (1, 1), para el caso arménico con el tiempo con frecuencia w (p,, (r,t) = P, (r) e7**),
satisface la ecuaciéon de Helmholtz dada por
2
2 w

siendo m € Z, ¢, la velocidad longitudinal de la onda acustica en el medio actustico y
r= a:i—i—yj—l—zf{ el punto de observacién. En este caso el indice m representa la posicién
de una celda unitaria como se muestra en la Fig. 23. Nuestro problema es calcular
los modos de un sistema periédico. Para ello proponemos utilizar un método integral
numérico que puede ser formulado a partir del PGFM para resolver la ecuacién de

Helmholtz.
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Funcién de Green para la ecuacién de Helmholtz

Para calcular la estructura de bandas es necesario obtener la relacién de dispersién
w = w(k,). Para ello consideremos la funcién de Green tridimensional dada por:

=
c

!
el [r—r|

G(r,r) (88)

v 1|’
donde r es un punto de integracién y r” un punto de observacién. La funcién de Green

es una solucion de

V) + (9) Gler) = —ansr - ). (89)

Representacién integral

Considerando la geometria del sistema y aplicando la segunda identidad de Green tridi-
mensional a la onda de presién P, y a la funcién de Green G(r, ') en la regién de aire,

se obtiene la expresion

> 5= [ ot - e @) as —0@ @, @0

= n’ on
con
1 sir € V,
0(r) = (91)
0 siré¢ V.

dS" es un elemento diferencial de drea, fi es un vector normal hacia afuera de la regién de
integracion, Vj es el volumen de la celda unitaria con m = 0, y el punto de integracién r’
estd infinitesimalmente separado de la superficie S,,. En este punto se puede observar
una diferencia significativa entre el NSIM y PGFM. En el primero no es necesario
tomar la sumatoria sobre m como en la Ec. (90), de modo que la solucién del sistema
queda determinada por una celda unitaria, mientras que en el segundo se considera
tedricamente la superficie total. Como veremos mas adelante, la sumatoria sobre m

deberd ser acotada para poder tener una representacién numérica.
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Debido a que se tiene periodicidad en la direccién X podemos hacer uso del teorema

de Bloch, de donde se obtienen las siguientes relaciones:

Pm (ZL’ + ma,y, Z) - elkrmaP (I Y,z ) ) (92)
0Py (x+ma,y,2)  ipmaO0F0 (2,9, 2)
T )

y donde k = (k,,0,0) es el vector de Bloch unidimensional.

Discretizacién de las ecuaciones integrales

Consideremos una versién numérica para la parte izquierda de la Ec. (90), tomando
un muestreo de pequenas superficies denotadas por AS),, sobre la superficie S,,, con

n =1,2...N, tal que

> In / { n(,rl> - aag;,,mpm(r/)} as’

m]\jfoo
S0l 5L e
Y JOG(r
_an < Z 47r /Asn i(kgema) a( )dsl> (94)
n=1 m=—00

siendo P, y @, valores numéricos de la presion, Py(r’), y su derivada normal 0 Py(r")/on’,
evaluados en el i-ésimo punto central, denotado por R;, de la pequena superficie ele-

mental AS™?

", respectivamente. En la tltima expresion las relaciones de periodicidad

dadas por las Ecs. (92) y (93) son utilizadas. Es conveniente seleccionar N puntos de
observacién R;+en (R;) , siendo € una cantidad infinitesimal. Con esto nos aseguramos
de que r —r” nunca sea cero. Finalmente la Ec. (90) puede escribirse como un sistema

lineal homogéneo de ecuaciones:

N N

DLy (kw) Q= Y Ny (k,w) Py =0, (95)

j=1 j=1
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para i = 1,2, ..., N, donde los elementos de matriz £;; (k,w) y N;; (k,w), que dependen

del vector de Bloch k y la frecuencia w, estdn dados por:

Li; (k,w) Z e!kemal [ (w) (96)
y
Nr
Ny (kw)= Y eFmINm (w), (97)
m=—Np,

siendo Ny el maximo valor de m, considerado numéricamente. FEste ntimero entero
positivo representa una forma simple de truncar la serie. Para Nj lo suficientemente
grande se deberfan obtener resultados muy precisos. En las dos tltimas expresiones los

elementos L7} (w) y N} (w) estén definidos por los lfmites (Guel-Tapia et al., 2016)

“lr—r'|
L =— 1 as’ 98
i (@) 47T ot /AS] =4 r=R;+eni(R;) (%)
y
1 0 (ot 1 1 ~
N7 (w) = — lim etelr—rl (—3 — ig—2> (r—r')-n(r) ds’,
AT em0t Jagi Ir —r/| Clr—r| r=R,+hi(R;)
(99)

donde tanto la funcién de Green (Ec. (88)) como su derivada normal han sido utilizadas.
Para superficies actisticas suaves se tiene que la presién actstica es cero en todas
las superficies (condiciones de frontera de Dirichlet). Esto lleva a que P; = 0 para toda

j=1,2,...,N, en la Ec. (95), obteniendo un sistema de ecuaciones reducido,
N
Zﬁij (k,w)Q; =0, i=1,2,...,N. (100)

Para superficies actsticas rigidas, la derivada normal de la presién actstica es cero en
las superficies (condiciones de frontera de Neumman). En este caso ); = 0 para toda

j=1,2,..., N, enla Ec. (95), obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

N
> N (k,w) P =0, i=12,.. N (101)
j=1
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El sistema lineal de ecuaciones obtenido tiene una matriz asociada M (k,w) =
Lon (k,w) 0 Ny (k,w), que depende del vector de Bloch k y la frecuencia w. Ya
que el sistema de ecuaciones es homogéneo, una solucién distinta de la trivial puede
ser obtenida si el determinante de la matriz es cero. Para determinar la estructura de

bandas, definimos la funcién
D (k,w) = In (|det (M (k,w))]), (102)

que numéricamente representa puntos de minimos locales que nos dan la relacién de
dispersion w = w(k). Encontrada la relacién de dispersion es posible calcular las fuentes

y, a su vez, las estructuras de bandas y el campo en un punto dado de la celda unitaria.

IV.3.4. 3DPnCW formada por dos placas acisticas y planas
que envuelve un arreglo periédico bidimensional de

inclusiones ctibicas

En esta seccién introduciremos un método numérico para calcular la estructura de
bandas de una 3DPnCW formada por dos superficies planas que envuelven un arreglo
bidimensional periédico de inclusiones ciibicas como se muestra en la Fig. 25. Se
considera que todas las superficies involucradas son superficies actsticas y el medio
entre los planos es aire. La celda unitaria del sistema es mostrada en la Fig. 26.
Como puede observarse, en este caso se tienen dos direcciones de periodicidad, de
modo que para identificar una celda en el sistema serdan necesarios dos indices [ y m,

cada uno asociado a una de estas direcciones.
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Figura 25. Descripcion grafica de una 3DPnCW formada por dos superficies acisticas planas
y paralelas que envuelven un arreglo periédico de inclusiones clbicas.

- i z
Superficies acusticas

Figura 26. Celda unitaria de una 3DPnCW formada por dos superficies planas y paralelas
que envuelven una inclusién cubica.

Ecuacion de Helmholtz

Sabemos que una onda de presion acustica lineal P, (r,t) para el caso arménico con
el tiempo con frecuencia w (P, (r,t) = P, (r) e ') cumple la ecuacién de Helmholtz

dada por:

V2B, (r) + (2)2 P (r) = 0, (103)

m

siendo [,m € Z, donde ¢,, es la velocidad longitudinal de la onda acistica en el medio
acistico y r = xi-l—yj-l—zf( es el punto de observacién. En este caso los indices [ y

m representan una ubicaciéon de una celda unitaria en el espacio, debido a la doble
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periodicidad del sistema se necesitan dos indices. De nuevo, estamos interesados en
calcular la estructura de bandas de un sistema periédico. Como es de esperarse, se hard

uso del PGFM para resolver la ecuacién de Helmholtz.

Funcién de Green para la ecuacién de Helmholtz

Para calcular la estructura de bandas es necesario obtener la relaciéon de dispersién
w = w(k). Como en el sistema anterior, la funcién de Green tridimensional considerada

es:
ete

[r—r'|

G(r,r’)

(104)

r—r'|’
donde r es un punto de integraciéon y r” un punto de observacién. La funcién de Green

es una soluciéon de

VG (r, 1) + (£>2 G(r,r') = —47wd(r — 1'). (105)

C

Representacion integral

Considerando la geometria del sistema y aplicando la segunda identidad de Green tridi-
mensional a la onda de presiéon P, y a la funcién de Green G en la regién de aire, se

obtiene la expresién

S JOPLY) G T
Z—Z:oo mz—:oo E s, |:G(I'7 r ) on' - on’ Pl,m(r ) ds’' =10 (r) P070(r)’ (106)
con
1 sir € Vg,
0 sirég V.

dS" es un elemento diferencial de édrea, fi es un vector normal hacia afuera de la regién

de integracion, Vj es el volumen de la celda unitaria con [ = m = 0, y el punto de
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integracién r’ estd infinitesimalmente separado de la superficie S;,,,. En la Ec. (106)
se puede notar la complejidad matematica del sistema al ser necesarias dos sumatorias,
comparadas con el sistema de la seccién anterior.

Debido a que se tiene periodicidad en la direccién X y Y podemos hacer uso del

teorema de Bloch, de donde se obtienen las siguientes relaciones:
P (x4 la,y, 2) = e Py, (2,9, 2), (108)

-Pl,m ([L’, Yy + ZCL, Z) = 6ikyla-Pl,O (l’, Y, Z) ) (109)

8le(x—|—la,y,z) ikol aPOm(x7yaz)
) — ikzla ) 11
on ¢ on ’ (110)

OB (z,y + la, 2) ioyia OP00 (2, Y, 2)
; = ethyla ZZ O\ T 7)) 111
on on ’ (1)

donde k= (k,, k) es el vector de Bloch bidimensional. Podemos notar que este sistema

representa una generalizacion de la 3DPnCW considerada en la seccién anterior.

Discretizacién de las ecuaciones integrales

Consideremos una versiéon numeérica para la parte izquierda de la Ec. (106), tomando
un muestreo de pequenas superficies denotadas por AS]’, ., sobre la superficie 5; ,,,, con

n=1,2...N tal que

[e.9] o0

1 8le OG(r,r’ ,
Z Z 4r Slm[G 8n’( 2- (;n )le( )} a5

l=—00 m=—00

[e.9] o0

~Yo(ry 3 f

l=—00 m=—00 Asn

_an ( Z Z 47T/ i(kzla+kyma) %ds/) (112)

l=—00 m=—00 AS”

i(k:gcla—l—k:y’rna,)G«(r7 r/)dS/>
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siendo P, y ), valores numeéricos de la presion, P o(r’), y su derivada normal 0P o(r") /On/,
evaluados en el i-ésimo punto central, denotado por R;, de la pequena superficie ele-

mental AS]" . respectivamente. En la iltima expresién las relaciones de periodicidad

l,m>»
dadas por las Ecs. (108)-(111) son utilizadas. Es conveniente seleccionar N puntos de
observacién R;+¢n (R;) , siendo € una cantidad infinitesimal. Con esto nos aseguramos

de que r —r” nunca sea cero. Finalmente la Ec. (106) puede escribirse como un sistema

lineal homogéneo de ecuaciones:

N N
Z Eij (k,CL)) Qj — ZMJ (k, w) Pj = 0, (113)
j=1 j=1

parai=1,2,..., N, donde los elementos de matriz £;; (k,w) y N;; (k,w), que dependen

del vector de Bloch k y la frecuencia w, estdn dados por:

Np,
Zj k w Z Z ez(kzlaJrkyma le( ) (114)

—Np m=—N

mn k w ZL Z krla—&—kyma)Nlm ( )’ (115)

NL m=—N

siendo Ny el méaximo valor de [, con81derad0 numéricamente. Este nimero entero
positivo representa una forma simple de truncar la serie, para Ny lo suficientemente
grande se deberfan obtener resultados muy precisos. En las dos tltimas expresiones los

elementos L} (w) y N} (w) estdn definidos por los limites (Guel-Tapia et al., 2016)

Zlr—r’|
6 c
L (w) = — lim ds’ (116)
4m e—0t AS] r —r'| r=R;+cn(R;)
y
1 1 w 1
NI™(w) = — lim e’crr< —i— ) r—r)-n( as’,
i () AT =0+ N Ir — r’|3 ¢lr— r’!Q ( )-mlr) r=R; +eii(R;)
(117)

donde tanto la funcién de Green (Ec. (88)) como su derivada normal han sido utilizadas.
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Para superficies actisticas suaves se tiene que la presién actstica es cero en todas
las superficies (condiciones de frontera de Dirichlet). Esto lleva a que P; = 0 para toda

i=1,2,....,N, en la Ec. (95), obteniendo un sistema de ecuaciones reducido,

N
d Li(kw)@Q=0,i=12 N (118)

j=1
Al igual que en el sistema anterior se tiene que para superficies acisticas rigidas, la
derivada normal de la presién actistica es cero en las superficies (condiciones de frontera
de Neumman). En este caso ); = 0 paratodai = 1,2,..., N, enla Ec. (95) , obteniendo

el siguiente sistema de ecuaciones:
N
> N (kw)Pj=0,i=12,.,N. (119)
j=1
El sistema lineal de ecuaciones obtenido tiene una matriz asociada M (k,w) =
Lon (k,w) 0 Ny (k,w), que depende del vector de Bloch k y la frecuencia w. Ya
que el sistema de ecuaciones es homogéneo, una soluciéon distinta de la trivial puede

ser obtenida si el determinante de la matriz es cero. Para determinar la estructura de

bandas, definimos la funcién
D (k,w) = In (|det (M (k,w))]) , (120

que numéricamente representa puntos de minimos locales que nos dan la relacién de
dispersién w = w(k). De este modo la estructura de bandas de la 3DPnCW puede ser

calculada.
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Capitulo V

RESULTADOS Y DISCUSIONES

En esta seccién mostraremos algunos de los resultados numéricos més sobresalientes
obtenidos para cada sistema considerado. En estos calculos es comin introducir canti-
dades adimensionales, por lo que nuestros resultados serdn expresados en términos de
una frecuencia reducida dada por w, = (P/2rc)w y un vector de Bloch reducido dado
por k, = (P/2m) k. Para periodicidad unidimensional se tiene que el vector de Bloch &

estd dentro de la primera zona de Brillouin dada por —7/P < k < «w/P.

V.1. Modos de superficie

Los primeros cdlculos mostrados son para la gufa de ondas de cristal foténico con paredes
sinusoidales que contienen una capa de metamaterial, posteriormente se muestran los
resultados para la gufa de ondas de cristal foténico con inclusién de PEC y LHM. Para
ello se tiene que las propiedades 6pticas del metamaterial son las siguientes (Pendry

et al., 1998):

w2

f(wr) = 1- %, (121)
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0.56w?
2 2°
Wi — Wo

plwr) =1 - (122)

Estas funciones son mostradas en la Fig. 27 con los pardmetros w, = 10/27 y
wo = 4/2m. La regién donde el metamaterial tiene un indice de refraccién negativo estd
dada por 0.6366 < w, < 0.9597, pardmetros donde el material tiene indice de refraccién

negativo para el rango de frecuencias normalizadas analizado.
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Figura 27. Funcién dieléctrica y permeabilidad magnética de un metamaterial como una
funcién de la frecuencia.

Los resultados mostrados a continuacién son un complemento a algunos encontrados
en la literatura (Alva Medrano and Mendoza-Sudrez, 2016), cuyo tema principal son
los modos superficiales. En este trabajo se consideraron ambos estados de polarizacién
para los dos sistemas mencionados, a diferencia de lo que se encuentra en la literatura,
donde sélo se considera polarizacién TM para el primer sistema y polarizacién TE para

el segundo.
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V.2. (Guia de ondas de cristal foténico con paredes

sinusoidales que contienen una capa de meta-
material

Comenzaremos mostrando los resultados obtenidos en el sistema de la Fig. 28, el
cual estd formado por una PCW con dos superficies sinusoidales con amplitud A que
contienen una capa de metamaterial de grosor 7. El ancho medio de la guia es b,
el periodo es P y el desfase entre perfiles es denotado por A¢. Para los resultados

obtenidos ambas polarizaciones fueron consideradas.

Figura 28. Guia de ondas con paredes sinusoidales recubiertas de metamaterial.

V.2.1. Polarizacion TE

Para polarizacion TE primero se muestran los resultados obtenidos considerando los
siguientes pardmetros: b = 1.5, A = 0.1b, P =27, A¢ = «, T = 0.25b. En la Fig.
29(a) se muestra la funcién determinante D(k = 0,w,.), claramente puede observarse un
minimo a la frecuencia w, = 0.7505. En la Fig. 29(b) se muestra la intensidad del campo

electromangético, I(r) = |¥(r)|*, obtenido para esta frecuencia. En la Fig. 29(b) se
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Figura 29. (a) Funcién determinante D(k = 0,w,,). (b) Campo obtenido con w,, = 0.7505
y T = 0.25b.

puede observar que la intensidad del campo para la tnica frecuencia que aparece como
un minimo en la Fig. 29(a) corresponde precisamente a un modo de superficie. Lo
interesante de este resultado es que la frecuencia w, = 0.7502 se encuentra reportada
en la literatura como una frecuencia asociada a un modo superficial (Ruppin, 2004)
en sistemas con inclusiones cilindricas formadas del metamaterial considerado en este
trabajo.

Consideremos ahora los siguientes pardametros: b = 1.5, A = 0.0, P = 27w, A¢p =
0, T = 0.25b. En la Fig. 30(a) se muestra la funcién determinante D(k = 0,w,),
nuevamentede se observa un tnico minimo en la curva que corresponde a la frecuencia
w, = 0.7505. En la Fig. 30(b) se muestra la intesidad del campo electromagnético,
I(r) = |¥(r)|*, obtenido para esta frecuencia.

De la la Fig. 30(b) se puede observar que el campo asociado corresponde, de nuevo,
a un modo de superficie. Lo interesante de este cdlculo es que con la amplitud de
A = 0.0 también es posible obtener este mismo modo de superficie. Este resultado
muestra que no es necesario tener superficies onduladas para que el modo de superficie
aparezca en el sistema, basta tener paredes rectas recubiertas de una capa de LHM para

obtener un campo superficial entre la interfaz de LHM y el vacio. Ademds, con A =
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Figura 30. (a) Funcién determinante D(k = 0,w,,). (b) Campo obtenido con w,, = 0.7505.

0.0 nuevamente se corrobora el cdlculo del modo superficial reportado en la literatura
(Ruppin, 2004), lo cual permite mostrar la validez del método numérico. Ademads, como
se habfa mencionado, el valor reportado en la literatura para la frecuencia normalizada
asociada a un modo de superficie para el LHM considerado es w, = 0.7502 (Ruppin,
2004), de donde se obtiene un error relativo del 0.039% respecto del valor mimerico
calculado en este trabajo. El hecho de que con A = 0.0 aparezcan modos de superficie
puede verse reflejado directamente en el tamano del sistema y por tanto en un menor
costo de fabricacién. Un sistema con perfiles ondulados necesitard una mayor cantidad

de recubrimiento de LHM que uno con perfiles rectos, ambos con longitudes P.

V.2.2. Polarizacion TM

Para polarizacion TM se consideraron los siguientes parametros: b = 1.5, A = 0.1b,
P =2m, A¢p =7, T = 0.25b. En la Fig. 31(a) se muestra la estructura de bandas para
0.6366 < w, < 0.9597, intervalo de nuestro interés, ya que es donde tanto £ como j son
simultdneamente negativos, lo que permite tener LHM en el sistema. En la Fig. 31(b)
se muestra la funcién determinante D(k = 0, w, ), de donde encontramos varios valores

para w, que parecen interesantes, debido a que son minimos locales y por tanto modos
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del sistema. Uno de ellos estd en la posicién dada por w, = 0.6457. En la Fig. 31(d) se
muestra la intensidad del campo I(r) correspondiente para esta frecuencia y en la Fig
31(c) tenemos la celda unitaria del sistema. Este sistema es de suma importancia, ya
que fue posible encontrar una frecuencia donde la intensidad del campo es mayor entre
el conductor y el metamaterial como un modo electromagnético de superficie. Ademas
en la Fig. 31(a) no podemos dejar pasar el hecho de que se tienen dos bandas prohibidas
que aparecen aproximadamente para rangos de frecuencias donde 0.6500 < w, < 0.75
y 0.6500 < w, < 0.75. Este hecho es importante desde el punto de vista de aplicaciones

relacionadas con filtros 6pticos.
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Figura 31. (a) Celda unitaria con capas. (b) Funcién determinante D(k = 0,w,). (c)
Estructura de bandas. (d) Campo obtenido con w,, = 0.6407.

En resumen, para el sistema mostrado en la Fig. 28 fue posible calcular modos de
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superficie para ambas polarizaciones. En el caso de polarizacién TE fue posible calcular
un modo superficial encontrado en la literatura (Ruppin, 2004). Ambos resultados son
importantes, ya que muestran el potencial que puede tener el sistema para poducir

modos de superficie en ambos estados de polarizacién.

V.3. (Guia de ondas de cristal foténico con inclusion
de conductor perfecto y metamaterial

Ahora consideremos el sistema mostrado en la Fig. 32. Este sistema estd formado por
una PCW con inclusién de conductor perfecto y /o LHM. El ancho de la guia es denotado
por b, el periodo es P y los radios internos y externos son ry y 79, respectivamente .

Algunos de los resultados obtenidos se presentan a continuacioén.

o|O

Figura 32. Guia de onda de cristal foténico con inclusién de conductor perfecto recubierto
por una capa de metamaterial.

V.3.1. Polarizacion TE

En la Fig. 33 se muestra la funcién determinante D(k = 0,w,), la cual es obtenida con
los pardmetros: b = 4w, P = 2w, ry = 0.1b, ro = 0.05b y polarizacién TE, podemos
observar que el valor de w, = 0.7487 aparece como un minimo local de la curva y por

tanto representa un modo del sistema.
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Figura 33. Funcién determinante D(k = 0,w,,).

En la Fig. 34(a) se muestra la celda unitaria del sistema, en la Fig. 34(b) se muestra
la intesidad del campo electromagnético, I(r) = |¥(r)|?, obtenida para este sistema y
finalmente en la Fig. 34(c) se muestra la intensidad I(r) obtenida para esta frecuencia
cuando el conductor es removido de la parte interna de la inclusién, de tal forma que
s6lo se tiene un anillo de metamaterial hueco. Es importante hacer énfasis en este
resultado, ya que muestra que no es necesaria la presencia del conductor en el interior
de la inclusién para poder calcular el modo de superficie.

(a)
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Figura 34. (a) Celda unitaria con capas. (b) Campo obtenido con w, = 0.7487 y PEC
dentro de la inclusién. (c) Campo obtenido con w,, = 0.7487 y vacio dentro de la inclusién.

Finalmente se considera una capa més delgada de LHM. En la Fig. 35(a) se muestra
la funcién determinante D(k = 0,w,) obtenida con los pardmetros: b = 47, P = 27,
ry = 0.1, ro = 0.07b y polarizacién TE. De nuevo aparece w, = 0.7487 como un modo

del sistema y en la Fig. 35(b) se muestra la intesidad del campo I(r) obtenido para
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esta frecuencia. La importancia de este resultado es que la frecuencia w, = 0.7487
sigue apareciendo como un modo del sistema alin considerando capas relativamente
delgadas de LHM. Al igual que en el sistema anterior, esta frecuencia ha sido reportada
tedricamente en la literatura como un modo de superficie (Ruppin, 2004). En este caso
se tiene un error relativo del 0.19% respecto del valor teérico reportado en la literatura
que es de w, = 0.7502 (Ruppin, 2004), lo que muestra confiabilidad en el método

numeérico implementado.
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Figura 35. (a) Funcién determinante D(k = 0,w,,). (b) Campo obtenido con w,, = 0.7487
y PEC dentro de la inclusién.

Resultados con condiciones parecidas han sido reportadas en la literatura (Mendoza-
Sudrez and Pérez-Aguilar, 2016; Pérez-Aguilar and Mendoza-Sudrez, 2014); sin em-
bargo, en estos casos se consideran inclusiones sin huecos de metamaterial. En cambio
para nuestro caso se ha mostrado que con cantidades mucho menores de metamaterial es
posible reproducir tal efecto. De nuevo, este resultado tiene implicaciones importantes
en la fabricacién de este tipo de sistemas, ya que los sistemas como los considerados en
esta seccién requieren una cantidad mucho menor de metamaterial, comparada con la

reportada en la literatura.
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V.3.2. Polarizacion TM

La principal razén para considerar sistemas con capas de LHM proviene de que en la
literatura se encuentran resultados sobre modos de superficie en los sistemas consider-
ados en este trabajo. Para el sistema de la Fig. 20 no se encontraron evidencias en la
literatura sobre modos de superficie bajo polarizacién TM que pudieramos reproducir.
Para polarizaciéon TM se consideraron inclusiones cilindricas formadas sélo de LHM; es
decir sin la presencia de conductor perfecto.

En la Fig. 36(a) se muestra la celda unitaria obtenida con b = 4w, P = 27y
r1 = 0.1b. En la Fig. 36(b) se muestra la funcién determinante D(k = 0,w,), de
donde se observan varios valores para w, que podrian dar como resultado un modo de
superficie. Ninguno de los valores obtenidos generé un modo de superficie. En la Fig.
36(d) se muestra la intensidad del campo I(r) obtenido para w, = 0.6491 y es evidente
que no se trata de un campo superficial. Finalmente en la Fig. 36(c) se muestra la
estructura de bandas obtenida con los pardmetros mencionados.

En conclusién, para el sistema mostrado en la Fig. 32 se pudo calcular un modo de
superficie reportado en la literatura bajo polarizacién TE. Es importante mencionar que
dicho modo de superficie puede ser calculado con inclusiones de LHM (Pérez-Aguilar
and Mendoza-Suérez, 2016), con inclusiones de PEC y una capa de LHM o simplemente
con un anillo hueco de LHM. Por otro lado no fue posible calcular modos de superficie
para este sistema bajo polarizacion TM. En la literatura no se encontré ningin valor

de frecuencia reportado para polarizacién TM asociado a un modo de superficie.

V.3.3. Guia de ondas finita

En la Fig. 34 observamos que los célculos realizados con el método numérico estéan de

acuerdo con el modo superficial reportado en la literatura; sin embargo el sistema de la
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Figura 36. (a) Celda unitaria. (b) Funcién determinante D(k = 0,w,). (c) Estructura de
bandas. (d) Campo obtenido con w,, = 0.6491.

Fig. 34 es un sistema considerado idealmente infinito. Por tal motivo consideramos im-
portante el andlisis de un sistema finito que compartiera caracteristicas con el infinito.
Finalmente, estamos interesados en conocer si aquellas frecuencias que aparecen como
modos en el sistema infinito también son frecuencias que se transmiten en el sistema
finito mostrado en la Fig. 37; es decir, esperamos que entre las propiedades que pueden
ser heredadas del sistema infinito puedan encontrarse la frecuencia cuyo campo espar-

cido asociado se encuentre localizado en la vecindad de la superficie de las inclusiones.

Para la gufa finita de la Fig. 37 centramos nuestra atencién en el cédlculo de la
reflectancia, transmitancia y el campo esparcido. Los cédlculos para la reflectancia y

transmitancia fueron realizados considerando distintos dngulos de incidencia para una
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Figura 37. Guia de onda finita con inclusiones cilindricas de LHM.

onda plana incidente con polarizacién TE. También se consideraron variaciones en las
longitudes de la gufa.

Primero considerando una gufa con d = 147, b = 4w, [ = 9 y un radio en las inclu-
siones de 0.1b. Calculamos la reflectancia y la transmitancia para ¢y = {0°,10°,25°}.
El perfil de la guia se muestra en la Fig. 38(a).

En las Figs. 38(b), (c) y (d) se muestran los célculos para la reflectancia y la
transmitancia para 6y = 0°, 6y = 10° y 6y = 25°, respectivamente. En la Fig. 38 se
puede observar que la conservacién de la energia se cumple de manera satisfactoria para
todos los casos considerados. Este hecho es de suma importancia porque muestra la
fiabilidad del método numérico.

Con la intencién de conocer la influencia que podria tener la longitud de la guia
en los célculos, consideramos ahora una gufa con d = 40w. Nuevamente calculamos la
reflectancia, transmitancia y el campo esparcido para 6y = {0°,10°,25°}. En la Fig.
39(a) se observa la superficie considerada, mientras que en las Figs. 39(b), (c¢) y (d)

se muestran las reflectancias y transmitancias para 6, = 0°, 65 = 10° y 6y = 25°,
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Figura 38. (a) Perfil de la guia de ondas. Reflectancia y transmitancia para una guia de
ondas con d = 147 y cuyo haz tiene un dngulo de incidencia de (b) 6y = 0°,(c) 6y = 10° y
(d) 6y = 25°.
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Figura 39. (a) Perfil de la guia de ondas. Reflectancia y transmitancia para una guia de
ondas con d = 407 y cuyo haz tiene un dngulo de incidencia de (b) 6y = 0°,(c) 6y = 10° y
(d) O = 25°.
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Al igual que en la Fig. 38, en la Fig. 39 se observa un excelente comportamiento
para la conservacién de la energia, mostrando con ello que el método es confiable al
variar la longitud de la gufa. Comparando las Figs. 38 y 39 podemos observar un
comportamiento similar en la reflectancia y transmitancia para ambas gufas. Podemos
apreciar que a medida que el dngulo de incidencia aumenta, también se incrementa
el nimero de frecuencias que se propagan en el sistema, haciéndose méas estrechos o
desapareciendo los intervalos de frecuencias donde la reflectancia es 1.

Sabemos que para el sistema infinito se tiene un modo de superficie asociado a la
frecuencia w = 0.7487, valor muy cercano a uno encontrado en la literatura donde se
reporta un modo de superficie (Ruppin, 2004). En el caso finito tenemos que sélo para
Oy = 25° vy d = 147 aparece w = (.7487 con transmitancia distinta a cero, aunque
con un valor casi nulo. En la Fig. 40 se muestra la intensidad del campo esparcido,
I(r) = ]\II(r)|2, dentro de la guia para 6y = 25°, d = 147 y w = 0.7487, que como se
puede observar el campo penetra la gufa; sin embargo no se encuentra localizado en las

superficies de las inclusiones de LHM.
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Figura 40. Campo obtenido con 6y = 25°, d = 147 y w = 0.7487.

Para mostrar el efecto que tiene la variaciéon del dngulo incidente en el campo es-
parcido consideremos: d = 147, b = 47, [ = 9 un radio en las inclusiones de 0.10 y para
la frecuencia w, = 0.9501. En la Fig. 41 se muestra el campo esparcido dentro de la
gufa para (a) 6o = 0°, (b) 6y = 10° y (c) Oy = 25°, respectivamente.

Finalmente consideremos los pardmetros: d = 407, b = 47, [ = 9 un radio en
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Figura 41. Campo obtenido con d = 147 y w = 0.9501 para (a) 6y = 0°,(b) 0y = 10° y (c)
By = 25°.
las inclusiones de 0.1b y para la frecuencia w, = 0.7002. En la Fig. 42 se muestran
las intensidades de los campos, I(r), obtenidos para (a) 6y = 0°, (b) 0y = 10° y (c)
0, = 25°.
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Figura 42. Campo obtenido con d = 407 y w = 0.7002 para (a) 6y = 0°,(b) 6y = 10° y (c)
0y = 25°.

Podemos observar el mismo comportamiento que en la Fig. 41 en la repuesta 6ptica
de la gufa al variar el angulo de incidencia considerado. En las Figs. 41 y 42 podemos
observar comportamientos similares en la respuesta 6ptica de la guia al variar el dngulo
de incidencia; es decir, para los dngulos considerados, a medida que el dngulo de inci-
dencia aumenta el campo incidente logra penetrar de forma mas eficiente en la gufa,
tal y como lo predicen las curvas de transmitancia y reflectancia mostradas en las Figs.
38 v 39.

Para los tres dngulos considerados tenemos que un haz de luz con polarizacién TE
tiene una mayor cantidad de frecuencias que se transmiten por la gufa a 6, = 25°.
Sélo a este dngulo y con d = 147 aparece como frecuencia transmitida w, = 0.7487; sin

embargo la distribucion del campo esparcido no se encuentra localizado en las superficies
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de las inclusiones de LHM.

Hasta el momemto en los cdlculos anteriores se mantuvo fija la longitud y se variaba
el &ngulo de incidencia del haz, ahora consideraremos ambas variaciones. En la Fig. 43
podemos observar la respuesta 6ptica de la gufa de ondas considerando d = 7, d = 6,
d=10r y 1 =9, para 0y = 0°, 65 = 10° y 6y = 25°. En todos los casos se tiene que el
radio en las inclusiones es de 0.10 . De nuevo, podemos notar que la mayor transmitancia
para las tres longitudes consideradas se obtiene con 6y = 25°, comportamiento que ya

habia sido observado en los cdlculos anteriores.

0=0°

065 07 075 08 085 09 095 1
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—— Transmitancia con d=10mw
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Figura 43. Reflectancia y transmitancia para guias de ondas con d = 27, d = 67 y d = 10,
y cuyo haz tiene un dngulo de incidencia de (a) 0y = 0°,(b) 0y = 10° y (c) Oy = 25°.

Finalmente en la Fig. 44 se muestran lan intensidades de los campos, I(r), obtenidos
para w, = 0.8697 y 0§y = 0°, con (a) d =, (b) d =671y (c) d = 10m.

En los tres casos de la Fig. 44 puede observarse que el haz incidente atraviesa
las gufas como lo muestran los cédlculos de la Fig. 44. Con todo lo obtenido se tiene
que, siguiendo como pista los resultados obtenidos para el sistema finito no fue posible

calcular modos de superficie en la gufa de ondas finita. Mostramos que la respuesta
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Figura 44. Campo obtenido con w = 0.8697 para (a) d = 2w, (b) d = 67 y (c) d = 107.

6ptica del sistema finito no hereda caracteristicas tales como los modos de la guia
infinita, lo cual se podia observar de los cédlculos de la reflectancia y transmitancia.
Este resultado no es contradictorio, ya que el sistema infinito y el finito representan al
final dos sistemas distintos. El sistema finito puede ser considerado como un problema,
de eigenvalores, cuyos valores son modos electromagnéticos en el sistema. Mientras que
en el sistema finito se calcula la reflectancia, transmitancia y el campo esparcido a una
frecuencia dada.

Por otro lado, en colaboracién con el grupo de investigacién de Cristales Foténicos
y Fonénicos de la Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo se han obtenido
resultados favorables para el cédlculo del modo superficial para el caso finito, al considerar
una PCW como la de la Fig. 37 pero formada s6lo por LHM. En la Fig. 45(a) se muestra
la reflectancia R bajo polarizacion TE para una PCW, correspondiente a un dngulo de
incidencia de 6y = 25° y distintas fracciones de llenado f. En la Fig. 45(b) se muestran
las fases del campo esparcido correspondientes a las reflectancias de la Fig. 45(a). En
estos célculos se ha considerado b = 7, d = 127 y [ = 9. En esta Fig. 45 se observa una
gran correspondencia a la frecuencia correspondiente al caso infinito, la cual se da a la
frecuencia w, = 0.7505 (Ruppin, 2004).

Este resultado es importante ya que muestra que, bajo ciertos pardmetros, es posible
calcular una frecuencia que se transmite en el sistema y que estd asociada a un modo

de superficie en el caso infinito, al considerar toda la PCW de LHM. Este resultado
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Figura 45. Reflectancia bajo polarizacién TE para una PCW, correspondiente (a) a un
angulo de incidencia de 0y = 25° y distintas fracciones de llenado f. (b) Fases del campo
esparcido correspondientes a las reflectancias de (a).

también permite mostrar que el cédlculo de modos de superficie para el caso finito no
es algo sencillo de obtener, debido a la cantidad de pardmetros que intevienen en el
célculo como la longitud de la guia o los propios materiales que la forman. Como
trabajo futuro se espera realizar cdlculos del campo esparcido en la PCW para poder

completar el trabajo presentado en esta tesis.

V.4. Caos electromagnético

En esta seccién mostraremos los resultados del fenémeno de caos electromagnético
obtenidos para la gufa de ondas de cristal foténico con paredes sinusoidales y un arreglo

de inclusiones de conductor perfecto.

V.4.1. Guia de ondas de cristal foténico con paredes sinu-

soidales

En esta secciéon mostraremos los resultados obtenidos para el sistema de la Fig. 46.

Como ya se habia mencionado, este sistema fue considerado para introducir de forma
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mds simple la discretizacion de las ecuaciones integrales. Por otro lado, este sistema pre-
senta cualidades interesantes que van desde modos de superficie (Mendoza-Suérez and
Pérez-Aguilar, 2013, 2015) hasta caos electromagnético (Pérez-Aguilar et al., 2013a,b;
Herrera-Gonzalez et al., 2012b). En la Ref. Herrera Gonzilez et al. (2011) puede en-
contrarse su contraparte desde un punto de vista de la mecdnica clédsica. Este tipo de
estudios es importante porque nos permite entender los posibles resultados a obtener
en un sistema como el nuestro. Resulta que al considerar frecuencias lo suficientemente
grandes en sistemas electromagnéticos se llega al limite de la 6ptica geométrica. En este
caso un sistema electromagnético como el nuestro deberfa presentar un comportamiento
andlogo a un sistema clédsico correspondiente. Este hecho serd utilizado también en la

siguiente seccion.
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Figura 46. Guia de ondas compuesta por dos superficies onduladas perfectamente conduc-
toras.

Para mostrar que nuestro método numérico puede reproducir resultados que estéan
acorde con lo encontrado en la literatura se calcularon intensidades de campo dentro
de la guia. En la Fig. 47 se muestran las intensidades del campo, I(r), obtenidas con
b=1.5, P=2m,y A=0.4b, para Ap = 0.57 con (a) w, = 2.7287 y (b) w, = 119.0526,
y para A¢ = 7 con (¢) w, = 2.7890 y (d) w, = 119.1170. En todos los casos se considerd
polarizaciéon TE.

En la Fig. 47 se puede observar que las figuras del lado izquiedo corresponden a

campos calculados a frecuencias bajas; mientras que las Figs. 47(b) y (d) corresponden
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Figura 47. Intensidades de campo en una PCW con b = 1.5, P = 27, y A = 0.4b, para
A¢ = 0.57 con (a) w, = 2.7287 y (b) w, = 119.0526, y para A¢ = 7 con (c) w, = 2.7890
y (d) w, = 119.1170.

a intensidades del campo para frecuencias altas. Primero notemos que las condiciones
de frontera se cumplen, ya que la intensidad de los campos en las superficies de PEC
son nulas. Por otro lado, si comparamos las Figs. 47(a) y (b) podemos observar que
a frecuencias altas aparece una intensidad del campo méds desordenada. Lo mismo
ocurre al comparar las Figs. 47(c) y (d). La simetria de las Figs. 47(c) y (d) no
contradice el desorden del campo y no existe ninguna razén para obtener una intensidad
del campo asimétrica en estas figuras debido a los pardmetros considerados. Finalmente
el desorden de la intensidad del campo puede cuantificarse con herramientas estadisticas
como la funcién de autocorrelacién y la longitud de correlacién. Debido a la seguridad
que se tiene sobre el fendmeno de caos en este sistema (Herrera Gonzélez et al., 2011;

Herrera-Gonzalez et al., 2012a) no se consideraron dichas herramientas; sin embargo,
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ambas definiciones serdn presentadas y utilizadas en el siguiente apartado.

V.4.2. Guia de ondas de cristal foténico con inclusiéon de con-

ductor perfecto

En esta secciéon se muestra el cdlculo de modos electromagnéticos en una PCW com-
puesta por dos superficies planas de PEC y una serie periédica de inclusiones cilindri-
cas circulares, el cual se muestra en la Fig. 48. Estamos especialmente interesados en
averiguar si bajo ciertas condiciones es posible obtener patrones del campo desordena-
dos para ciertos modos propios del sistema, lo que podria dar indicios de la presencia
del fenémeno de caos en el sistema. Los célculos se realizaron para polarizaciéon TE y

TM.

PEC acuum E
® O @ | @
2

—_—
P

Figura 48. PCW compuesta por dos superficies planas de PEC y una serie periddica de
inclusiones cilindricas circulares.

Para realizar cédlculos confiables en el caso de altas frecuencias, es necesario utilizar
intervalos de discretizaciéon pequenos. Debido a las aproximaciones numeéricas involu-
cradas, se utilizé As = (P/w;max)/20. Este valor produjo una buena resolucién en
nuestros cdlculos, que luego se verific6 comparando los resultados numéricos con los
resultados analiticos correspondientes para la gufa de onda plana (Alva Medrano and

Mendoza-Sudrez, 2016).
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V.4.3. Polarizacion TE

Para polarizacion TE, primero se consideré una PCW formada por dos superficies
planas de PEC (sin inclusiones), con b = 7, P = 27 y r = 0. Obtuvimos la intensidad
de campo, I(r), para la frecuencia reducida baja w, = 2.2400 [Fig. 49(a)] y para
la frecuencia reducida alta w, = 70.0122 [Fig. 49(b)]. Ademds, consideramos los
pardametros: b =m, P =27 y r = 0.3b. En este caso, calculamos el campo normalizado
para las frecuencias reducidas w, = 1.2101 [Fig. 49(c)] y w, = 70.0224 [Fig. 49(d)].

Para todos los casos utilizamos el vector Bloch de k, = 0.

(a)

%

Figura 49. Intensidades del campo en una PCW para polarizacion TEcon b= 1.5y P = 27,
para = 0 con (a) w, = 2.2400 y (b) w, = 70.0122, y para r = 0.3b con (c) w, = 1.2101
y w, = 70.0224.

En la Fig. 49(d) se puede observar que aparece una intensidad de campo desorde-

nada al considerar frecuencias altas e inclusion cilindrica en el sistema. Este resultado
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no es suficiente para asegurar la presencia del fenémeno de caos; sin embargo, usaremos

herramentas matemadticas para la interpretacién de estos resultados.

Funciones de autocorrelacién para polarizacion TE

Una herramienta matemética importante para la interpretaciéon de caos en sistemas
electromagnéticos es la funcién de autocorrelacién (Doya et al., 2002; Luna-Acosta et al.,
1996). La funcién de aucorrelacién para un patrén de intensidad electromagnética, I(r),

en la celda unitaria se define como:

Np

Facy) = 30 1) = Uy) = /N, .

: o2 ’
=1

donde p = % I(r;)/N, es el valor medio de [ y 0 = %(I(rz) — 1)?/N, es la varianza;
=1 =1

Np = 245 es el nimero de puntos de muestreo con coordenadas (zi,y(xi)), siendo
para este caso y(x) = 2.75, con 0 < = < P. De esta manera, la autocorrelacién se
calculé utilizando puntos localizados en la seccién superior de la celda unitaria. Las
autocorrelaciones de los patrones de intensidad que mostraremos en este trabajo resul-
tan de las correlaciones entre las entradas de la propia intensidad I(r). Una cantidad
que podria ser ain mds importante es la longitud de correlacién ., la cual se define
como la desviacion estdndar de la autocorrelacién espacial. Para sistemas donde se
presenta el fenémeno de caos la longitud de correlacién tiende a cero (Alva Medrano
and Mendoza-Sudrez, 2016).

Se calcularon las correspondientes funciones de autocorrelacién. En las Figs. 50(a)-
(d) muestran las funciones de autocorrelacién calculadas a partir de las Figs. 49(a)-

(d), respectivamente. Para las frecuencias bajas, las longitudes de correlacién fueron

l. = 0.4239 [Fig. 3(a)] y l. = 0.4288 [Fig. 50(c)], y para las frecuencias altas fueron
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l. = 0.4129 [Fig. 50(b)] y I, = 0.0809 [Fig. 50(d)].
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Figura 50. Funciones de autocorrelacién calculadas a partir de las Figs. 49(a)-(d), respec-
tivamente.

Antes de discutir estos resultados consideremos los obtenidos para polarizacion TM.

V.4.4. Polarizacién TM

Para polarizacién TM se procedié de manera semejante. Primero se consideré una
PCW formada por dos superficies planas de PEC (sin inclusiones), con b = 7, P = 27
y r = 0. Obtuvimos la intensidad de campo normalizada para las frecuencias reducidas
baja w, = 1.4200 [Fig. 51(a)] y alta w, = 70.0081 [Fig. 51(b)]. Al igual que para
polarizacién TE, en este caso también se consideraron los pardmetros: b =, P =21y

r = 0.3b, de donde se calcularon los campos normalizados para las frecuencias reducidas
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w, = 0.8600 [Fig. 51(c)] y w, = 70.0346 [Fig. 51 (d)]. Para todos los casos se consideré

k, =0.

Figura 51. Intensidades del campo en una PCW para polarizacion TM con b = 1.5 y
P = 2w, parar = 0 con (a) w, = 1.4200 y (b) w, = 70.0081, y para r = 0.3b con (c)
w, = 0.8600 y (d) w, = 70.0746.

Funciones de autocorrelacién para polarizacién TM

Finalmente, en las Figs. 52(a)-(d) muestran las funciones de autocorrelacién calculadas
a partir de las Figs. 51(a)-(d), respectivamente. Para las frecuencias bajas, las longi-
tudes de correlacién fueron /. = 0.5490 [Fig. 52(a)] y . = 0.3461 [Fig. 52(c)|, y para
las frecuencias altas fueron /. = 0.4160 [Fig. 52(b)] y I. = 0.0744 [Fig. 52(d)].

Al comparar las intensidades de campo normalizadas obtenidas para ambas polar-
izaciones, de las Figs. 49(d) y 51(d) se tiene una distribucién del campo con mayor

desorden. De la misma manera, con las longitudes de correlacién obtenidas, los ca-
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Funciones de autocorrelacion calculadas a partir de las Figs. 51(a)-(d), respec-

sos antes mencionados tiene un valor pequeno para el pardmetro [, en comparacién

con los otros casos. Para sistemas cadticos la longitud de correlacion [, tiende a cero,

por ello creemos que ésta es una manifestacién del caos de ondas electromagnéticas,

ya que los cdlculos mostrados nos llevan a pensar que la intensidad del modo propio

es una variable aleatoria no correlacionada en funcién de un punto (z,y) en la celda

unitaria. La intensidad de campo que se muestra en las Figs. 49(d) y 51(d) no son

suficientes para garantizar la presencia del caos en el sistema; sin embargo, algunos

sistemas cldsicos con geometria similar, como los billares de Sinai (Sinai, 1970), presen-

tan un comportamiento caético, y éste es nuestro principal argumento para interpretar

nuestros resultados como una manifestacién de caos electromagnético.
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V.5. 3DPnCW formada por cuatro placas acusti-
cas y planas que envuelve un arreglo periédico
unidimensional de inclusiones esféricas

Ahora consideremos el sistema mostrado en la Fig. 53. Este sistema es una 3DPnCW
que contiene cuatro placas actisticas y planas que envuelve un arreglo periédico unidi-
mensional de inclusiones esféricas. La periodicidad en este sistema se da en la direccién
X y la inclusiones son también de material acistico. La gufa presenta un perfodo P,
una altura a, un ancho b y el radio de la inclusién es denotado por r. Cabe destacar
que al considerar un radio de r = 0 se tienen soluciones analiticas para este sistema; sin
embargo, nosotros presentaremos los siguientes resultados similares a los que nuestro
grupo ya calculé. Tanto las soluciones analiticas como los resultados del grupo pueden
ser consultados en la Ref. de Guillén-Gallegos et al. (2019). Para este sistema se han
calculado estructuras de bandas e intensidades del campo actistico a partir del PGFM,

los cuales se muestran a continuacion.
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Figura 53. Descripcion grafica de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que
envuelven un arreglo periddico de inclusiones esféricas.

En la Figura 54(a) se muestra la celda unitaria del sistema obtenida con P = 27,
a=>b=21yr=0.1679. Al igual que para sistemas electromagnéticos, los resultados

seran mostrados en términos de dos cantidades adimensionales; una frecuencia reducida



87

dada por w, = (P/2rc)w y un vector de Bloch reducido dado por k. = (P/27) k. Para
periodicidad unidimensional se tiene que el médulo del vector de Bloch k estd dentro
de la primera zona de Brillouin dada por —7/P < k < 7/P. En las Figs. 54(b) y (c) se
muestran las estructuras de bandas obtenidas para superficies acisticas suaves y duras,

respectivamente. Para estos cdlculos Nj = 45.

Figura 54. (a) Celda unitaria de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que en-
vuelven una inclusién cubica. Estructuras de bandas obtenidas bajo condiciones de frontera
de (b) Dirichlet y (c) Neumann.

En la estructura de bandas mostrada en la Fig. 54(b) se observan todas las bandas
completas. Esto nos indica que para los pardmetros utilizados y con condiciones de
frontera de Dirichlet, el pardmetro N, = 45 es un valor suficiente para obtener buenos
resultados en este sistema. Es importante mencionar la presencia de bandas prohibidas
para frecuencias bajas en esta estructura de bandas. Lo anterior indica de que la guia
de onda de cristal fonénico actida como un filtro unimodal. Este tipo de propiedades
representan un interés notable desde un punto de vista tecnolégico. En la Fig. 54(c)
se tiene que algunas de las bandas en la estructura no aparecen completas. Sabemos
por la experiencia del grupo en dicho sistema que esto se soluciona aumentando N, al
orden de 300; sin embargo, por el tiempo de poder de computé requerido nos parecié
suficiente obtener este tipo de estructuras para poder pasar al sistema con periodicidad

bidimensiuonal. Los resultados mostrados en la Fig. 54 estdn de acuerdo con los
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obtenidos anteriormente por nuestro grupo. También es importante mencionar que
al menos con inclusiones ciibicas se obtienen las mismas estructuras de bandas que
al considerar inclusiones esféricas, siempre y cuando se conserve la misma fracciéon de
llenado, la cual estd dada por el volumen de la inclusién entre el volumen de la celda
unitaria. Para mostrar este resultado se consideraron inclusiones cibicas, la celda

unitaria del sistema se muestra en la Fig. 55.

Figura 55. Celda unitaria de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que
envuelven una inclusién cubica.

En la Fig. 56(a) se muestra la celda unitaria del sistema obtenida con P = 2,
=b=21yc=0.2707, donde c es el lado de la inclusién ciibica. ¢ es calculado para
que la fraccién de llenado coincida con la considerada en la Fig. 54. En la Fig. 56(b)

se muestra la estructura de bandas obtenida N, = 45.

(a)

Figura 56. (a) Celda unitaria de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que
envuelven una inclusién esférica. (b) Estructuras de bandas obtenidas bajo condiciones de
frontera de Dirichlet.

Comparando las Figs. 54(a) y 56(b) se puede observar la concordancia entre ambas
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estructuras. Mostrando que la estructura de bandas no se ve afectada al considerar
inclusiones esféricas o cubicas. A partir de este punto consideraremos sélo inclusiones

esféricas para este sistema.

V.5.1. Intensidades del campo acistico

Con el objetivo de complementar los cdlculos mostrados en la seccién anterior se calcu-
laron los patrones del campo para ciertos modos del sistema. Los cdlculos se realizaron
para condiciones de frontera de Dirichlet.

En todos los patrones del campo mostrados en este trabajo los pardmetros utilizados
fueron: b = 27y P = 27; ademds consideramos tres radios para las inclusiones esféricas,
los cuales son: 0.17, 0.27 y 0.57. En la Fig. 57 se muestran las celdas unitarias de
los sistemas para los tres radios considerados, respectivamente. En todos los resultados

mostrados en esta seccién se consideré Ny, = 50 y k, = 0.

Figura 57. Descripcion grafica de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que
envuelven un arreglo periddico de inclusiones esféricas de distintos tamafios.

En la Fig. 58 se muestran algunas de las intensidades del campo acisticos calculadas
al considerar r = 0.17 [Fig. 57(a)]. En las Figs. 58(a) y (d) se muestra la intensidad
del campo, I(r) = |P(r)|*, para w, = 2.2964, considerando un plano perpendicular

(plano YZ) y uno paralelo (plano X7) a la direccién de periodicidad, respectivamente.
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Anslogamente en las Figs. 58(b) y (e) se muestra el campo para w, = 4.1680 y en las

Figs. 58(c) y (f) para w, = 4.7394.

Plano perpendicular a la direccion de periodicidad
(b) x16"

Figura 58. Distribuciones de intensidad de campo acustico dentro de la celda unitaria con
una inclusién esférica en un plano (a), (b) y (c) perpendicular a la direccién de periodicidad
(plano YZ), y (d), (e) y (f) paralelos a la direccién de periodicidad (plano ZX). Los valores
de las frecuencias son: (a) y (c) w, = 2.2964, (b) y (d) w, = 4.1680, y (c) y (f) para
w, = 4.7394.

En la Fig. 59 se muestran las intensidades del campo acustico I(r) obtenidas au-
mentando el valor del radio a r = 0.27 [Fig. 57(b)]. En las Figs 59(a) y (d) se muestra
la intensidad del campo para w, = 0.8126, considerando un plano perpendicular (plano
YZ) y uno paralelo (plano XZ7) a la direccién de periodicidad, respectivamente. En
las Figs. 59(b) y (e) se muestra el campo para w, = 1.1454 y finalmente en las Figs.
58(c) y (f) para w, = 4.7394. Algunas de estas figuras pueden verse en la Ref. de
Guillén-Gallegos et al. (2019).

Por 1ltimo, en la Fig. 60 se muestran las intensidades del campo actustico obtenidas

con r = 0.57 [Fig. 57(c)]. En las Figs 60(a) y (d) se pueden observar la intensidad

del campo acustico I(r) para w, = 1.2663, considerando un plano perpendicular (plano
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Figura 59. Distribuciones de intensidad de campo acustico dentro de la celda unitaria con
una inclusién esférica en un plano (a), (b) y (c) perpendicular a la direccién de periodicidad
(plano YZ), y (d), (e) y (f) paralelos a la direccién de periodicidad (plano ZX). Los valores
de las frecuencias son: (a) y (c) w, = 0.8126, (b) y (d) w, = 1.1454, y (c) y (f) para
w, = 4.7394.

YZ) y uno paralelo (plano XZ) a la direccién de periodicidad, respectivamente. En las
Figs. 60(b) y (e) se muestra el campo para w, = 1.7688 y en las Figs. 60(c) y (f) se
muestra la intensidad del campo acistico para w, = 4.4621.

En las Figs. 58, 59 y 60 se puede observar que la intensidad del campo es cero en
todas las superficies del sistema, lo cual estd de acuerdo con las condiciones de frontera
consideradas (condiciones de Dirichlet). A diferencia de algunos patrones del campos
mostrados en la PCW mostrada en la Fig. 48, los campos mostrados no presentan un
compontamiento cadtico, los cuales estan caracterizados por patrones irregulares. Al
restringir el cédlculo del campo a planos paralelos y perpendiculares a la direccion de
periodicidad obtenemos un campo cuyo comportamiento se espera que esté de acuerdo

con toda la teorfa desarrollada sobre el sistema. Al considerar frecuencias lo suficien-
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Figura 60. Distribuciones de intensidad de campo acustico dentro de la celda unitaria con
una inclusién esférica en un plano (a), (b) y (c) perpendicular a la direccién de periodicidad
(plano YZ), y (d), (e) y (f) paralelos a la direccién de periodicidad (plano ZX). Los valores
de las frecuencias son: (a) y (c) w, = 1.2663, (b) y (d) w, = 1.7688, y (c) y (f) para
w, = 4.4621.

temente grandes se llega al limite de los sistemas cldsicos. Un ejemplo muy claro es
el sistema 6ptico mostrado en la Fig. 48. Al considerar frecuencias lo suficientemente
grandes en el sistema de la Fig. 48 se llega a la 6ptica geométrica, en donde el com-
portamiento del sistema éptico es similar a un sistema clasico con geometrias andlogas
donde se lanzan particulas en una gufa cldsica. Como se habfa mencionado en secciones
anteriores, estos sistemas son conocidos como billares de Sinai (Sinai, 1970).

Entre las similitudes que se espera encontrar entre sistemas épticos o actisticos y
clésicos, podriamos mencionar el fenémeno de caos. Segin nuestros estudios, como los
célculos mostrados para el sistema de la Fig. 48, con frecuencias normalizadas del or-
den de 70 es posible observar el fenémeno de caos en ese sistema. Tenemos la hipdtesis
de que frecuencias de orden similar en el sistema actistico tratado en esta parte de la

investigacion serdn suficientes para observar el fenémeno de caos; sin embargo no hemos
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podido hacer cédlculos a frecuencias de ese orden. El intervalo de las frecuencias donde
se han obtenido calculos es de (0, 7); no obstante, también por el poder computacional
requerido s6lo nos has sido posible obtener célculos para la intensidad del campo acus-
tico en frecuencias normalizadas no més grandes a 5. Los tiempos para la obtencién de
los resultados mostrados en esta seccién van de 24 a 120 horas. Como trabajo futuro se
podria intentar mejorar el tiempo de cémputo y como poder hacer célculos a frecuencias
reducidas del orden de 70. Atn con todo anteriormente dicho estos resultados podrian

ser utilizados, por ejemplo, en criptografia.

V.6. 3DPnCW formada por dos placas actsticas y
planas que envuelve un arreglo periédico bidi-
mensional de inclusiones ciibicas

En este apartado mostraremos los resultados obtenidos para el sistema mostrado en la
Fig. 61. Este sistema es una 3DPnCW que contiene dos placas acusticas y planas que
envuelve un arreglo periédico bidimensional de inclusiones cibicas. Como podemos
observar, este sistema representa una generalizacién para el sistema mostrado en la
seccién anterior. A diferencia de la periodicidad unidireccional del sistema anterior,
este sistema presenta periodicidad en dos direcciones. Para este sistema mostraremos
las estructuras de bandas obtenidas.

Los primeros resultados numéricos obtenidos para este sistema fueron calculados
considerando una 3DPnCW formada por dos placas planas y paralelas de superficies
actsticas (sin inclusiones). Este sistema tiene una estructura de bandas que puede ser

calculada de forma analitica para ambas condiciones de frontera (Dirichlet y Neumann).
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Figura 61. Descripcion grafica de una 3DPnCW formada por dos superficies acisticas planas
y paralelas que el envuelven un arreglo periédico de inclusiones ctibicas.

Una gufa 3DPnCW formada por dos placas planas (sin inclusiones) y paralelas con
una distancia entre placas de b = 2w, asi como periodicidad en ambos ejes, X y Y,
de a = 27, donde ademds se cumplen las condiciones de frontera de Dirichlet tiene la

relacion de dispersién

w(k = (ko ky)) = 5\/@ - 2%1)2 + (ky - %%)2 + (%q)2, (124)

conl,m=0,£1,£2,+3,...;¢ = 1,2,3,.... Cuando en la gufa se tengan condiciones

de frontera de Neumann, la tinica diferencia en la relacién de dispersién analitica es que
g puede tomar el valor de cero; es decir ¢ = 0,1,2,3,.... Andlogamente al sistema con
periodicidad unidimensional, los resultados para este sistema serdn expresados en tér-
minos de una frecuencia reducida dada por w, = P/27w y un vector de Bloch reducido
dado por k, = (P/2m)k. En la Fig. 62(a) se muestra la celda unitaria del sistema. En
la Fig. 62(b) se muestra la comparacion entre la estructura de bandas obtenidas analiti-
camente y numéricamente para superficies actsticas suaves (condiciones de frontera de
Dirichlet). En las Fig. 62(c) se muestra la misma comparacién pero para superficies

acusticas duras (condiciones de frontera de Neumann). Para las estructuras obtenidas
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numeéricamente se utilizé Nj = 45.
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Figura 62. (a) Celda unitaria de una 3DPnCW formada por dos superficies actsticas planas.
Comparacion de estructuras de bandas obtenidas analitica y numéricamente para superficies
acusticas (b) suaves y (c) rigidas.

En la Fig. 62(b) se aprecia que la estructura de bandas obtenida numéricamente no
genera todas las bandas predichas por el resultado analitico. De la experiencia obtenida
en el método numérico para la 3DPnCW con periodicidad unidimensional se sabe que
para obtener resultados mas precisos se requiere de valores de Ny hasta del orden de
300, a eso hay que sumarle una buena discretizacién de la superficie. El problema
con este sistema es que los tiempos de computo crecen en forma exponencial a medida
que se aumenta el valor del pardmetro Ny. En la Fig. 62(c) se puede observar una
excelente concordancia entre las estructuras calculadas numérica y analiticamente para
superficies rigidas. Este hecho permite deducir que valores de N; = 45 son suficientes
para obtener buenos resultados en las estructuras de bandas. Con la buena concordan-
cia mostrada para superficies rigidas se calculan estructuras de bandas considerando
inclusiones dentro de la gufa.

En la Fig. 63 se muestran las celdas unitarias obtenidas para a = b = 27, con-
siderando (a) ¢ = 0.17 y (b) ¢ = 0.5m. En las Figs. 63(c) y (d) se muestran sus
respectivas estructuras de bandas obtenidas para cada configuracién considerando su-
perficies acisticas rigidas.

Es importante recalcar que en el andlisis de este sistema nos encontramos con varios
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@) (b)

Figura 63. Celda unitaria para una 3DPnCW que envuelve una inclusién cubica obtenida
cona =b=2m, para(a) c=0.11y (b) c=0.57. En (c) y (d) se muestran sus respectivas
estructuras de banda obtenidas al considerar superficies aclsticas rigidas.

problemas; por ejemplo en la Ecs. (96) y (97) se puede observar la doble sumatoria que
va de —Ny a Ny en ambos casos. Esto hace que el poder de cémputo requerido sea
considerablemente mayor al necesario para calcular estructuras de bandas en el sistema
mostrado en la Fig. 53. El tiempo nesesario para calcular una estructura de bandas
en nuestro sistema de interés es del orden de N veces comparado con el sistema con
periodicidad unidimensional. Por otro lado, dado que se trunca una serie infinita hasta
el valor de Ny es de esperar que se obtengan mejores resultados para valores cada vez
mds grandes de Np.

Se ha considerado, como un trabajo futuro, implementar el paradigma de la paraleli-
zacion para los métodos numéricos mostrados en este avance de tesis, con lo que se
esperarfa reducir el tiempo de computo que ha llegado a rondar el orden de 80,000 min-
utos considerando valores no mayores a 50 para Ny. Para superficies suaves se obtienen

parte de las estructuras de bandas predichas por la teorfa y suponemos que los resul-



97

tados se pueden mejorar aumentando el valor del parametro N; que debido a nuestra
limitacién computacional s6lo pudimos hacer cdlculos para N = 50. Para superficies
rigidas se obtuvo una excelente concordancia para las estructuras de bandas obtenidas
numéricamente y la obtenida de forma analitica. Ademés se calcularon estructuras de

bandas para la 3DPnCW considerando inclusiones ctibicas pequenas.
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Capitulo VI

CONCLUSIONES

En este capitulo enunciaremos las conclusiones més sobresalientes obtenidas después de
hacer un andlisis tedrico-numérico en sistemas electromagnéticos y acisticos formados
por cristales foténicos y fonénicos en gufas de ondas.

ePara la PCW con paredes sinusoidales que contienen una capa de metamaterial
fue posible calcular modos de superficie para ambas polarizaciones. En el caso de
polarizaciéon TE se calcul6 un modo superficial reportado en la literatura (Ruppin,
2004) con un error relativo del 0.039%, respecto del valor teérico. Para polarizacién TM
aparecen bandgaps en la estructura de bandas, lo que permite pensar en aplicaciones
como filtros 6pticos. Ademads, para polarizacién TM no se encontraron en la literatura
frecuencias asociadas a modos de superficie para este sistema, lo cual da relevancia a
nuestros resultados. Parte de estos resultados fueron publicados (Alva-Medrano et al.,
2019).

ePara la PCW con inclusién de conductor perfecto recubierta de metamaterial y
polarizacién TE fue posible calcular un modo de superficie reportado en la literatura
(Ruppin, 2004) con un error relativo respecto del valor tedrico es de 0.19%. El modo

superficial también puede ser calculado con capas delgadas de metamaterial y sin la
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presencia del conductor dentro de la inclusién, mostrando que es secundaria la can-
tidad de metamaterial incluida en la formacién de estos modos de superficie. Bajo
polarizaciéon TM no se encontraron modos de superficie con las configuraciones con-
sideradas; sin embargo, existen modos cuya intensidad del campo se concentra en las
inclusiones, aunque no de forma superficial. Parte de estos resultados también fueron
publicados (Alva-Medrano et al., 2019).

ePara la PCW finita se calculé la respuesta éptica mediante la reflectancia, la trans-
mitancia y el campo esparcido considerando inclusiones de LHM y placas de PEC, y
bajo polarizacion TE. Se obtuvo un excelente comportamiento para la conservacién
de la energfa y para ciertos pardametros aparece una frecuencia que se transmite en el
sistema y que estd asociada a un modo de superficie en el caso infinito, aunque para
este sistema su correspondiente patrén del campo no es superficial. Concluimos que,
para los pardmetros considerados, la respuesta 6ptica del sistema finito no hereda car-
acterfsticas tales como los modos superficiales de la gufa infinita. Finalmente el sistema
infinito y el finito representan dos sistemas distintos.

Por otro lado, al considerar una PCW finita formada sélo por LHM se tiene que,
bajo ciertos parametros, es posible calcular una frecuencia que se transmite en el sis-
tema y que estd asociada a un modo de superficie en el caso infinito. Como trabajo
futuro se espera realizar calculos del campo esparcido para estas condiciones para poder
completar el trabajo presentado en esta tesis.

eUna PCW con paredes sinusoidales de PEC fue considerada. A partir de ello
fue posible calcular patrones del campo desordenados para frecuencias normalizadas
del orden de 70. Estos patrones del campo estdn de acuerdo con lo repotado en la
literatura (Pérez-Aguilar et al., 2013a,b; Herrera-Gonzélez et al., 2012b). Concluimos

que este sistema presenta el fenémeno de caos, que también estd presente en sistemas
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que pueden ser descritos mediante la mecdnica clésica (Herrera Gonzdlez et al., 2011).

oKl quinto sistema electromagnético considerado fue una PCW formada por dos
superficies planas y una serie periddica de inclusiones cilindricas circulares de PEC.
Para ambas polarizaciones se encontraron modos que muestran una distribucién del
campo desordenada para frecuencias del orden de 70. Ademds, con los valores obtenidos
para [. y los sistemas cldsicos con geometrias similares que presentan el fenémeno de
caos, como los billares de Sinai (Sinai, 1970), interpretamos nuestros resultados como
una manifestacién de caos electromagnético.

eConsideramos una 3DPnCW formada por cuatro placas acisticas y planas que en-
vuelve un arreglo periédico unidimensional de inclusiones esféricas. Para condiciones de
Dirichlet fue posible calcular estructuras de bandas y algunas cuentan con la presencia
de bandas prohibidas, lo que le puede permitir al sistema actuar como un filtro acus-
tico. También se calcularon patrones del campo para algunos modos del sistema cuya
intensidad estd de acuerdo con las condiciones de frontera. Ademads, con inclusiones
cibicas y esféricas se obtienen las mismas estructuras de bandas, siempre y cuando
se conserve la misma fraccién de llenado. Para condiciones de frontera de Neumann
se requieren valores mayores de N para obtener bandas completas en la estructura
de bandas; sin embargo, los cédlculos se vuelven poco préacticos debido a los tiempos
de computo requeridos. Algunos de los resultados mostrados para este sistema fueron
publicados (Guillén-Gallegos et al., 2019).

okl tiltimo sistema considerado en este trabajo fue una 3DPnCW formada por dos
placas acusticas y planas que envuelve un arreglo periédico bidimensional de inclusiones
cubicas. Para condiciones de frontera de Dirichlet se requieren valores de N mayores
a los considerados para generar completamente las bandas predichas por el resultado

analitico; sin embargo, los tiempos de cémputo hacen poco précticos estos cédlculos.
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Para condiciones de frontera de Neumann se obtuvo una excelente concordancia
entre las estructuras numérica y analitica. Finalmente fue posible obtener estructuras
de bandas considerando inclusiones ctibicas. Como trabajo futuro se espera trabajar
en la reduccién del tiempo de cémputo. Parte de estos resultados fueron publicados
(Alva Medrano et al., 2019).

Concluimos de forma general que los métodos numéricos desarrollados en este tra-
bajo de tesis permitieron el andlisis de sistemas 6pticos y actisticos. Todos estos sis-
temas han mostrado caracteristicas importantes que pueden sentar las bases para abor-
dar problemas que pueden ir desde resolver parte de la problemdtica derivada de la

tecnologia actual, tratamientos médicos, hasta la obtencién de energfas limpias.
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Apéndice A

ECUACION DE ESTADO

En este apéndice obtendremos la ecuacién de estado para un fluido. Esta ecuacién
relaciona las fuerzas restauradoras internas con las deformaciones correspondientes.

Usando la ley de los gases perfectos, se obtiene la ecuacién de estado adiabdtica:

)

donde p es la densidad del medio, p, es la densidad de equilibrio constante. Ademds,
8 representa la presién instantdnea en cualquier punto, f§y es la presién de equilibrio
constante en el fluido y v = ¢,/¢, es la razén de los calores especificos a presién y
volumen constante, conocido como coeficiente adiabdtico.

Consideremos una expansién en serie de Taylor para la Ec. (125), alrededor de

pP= /007
ofs 1 (0°8
B =B+ (8_> (P—Po)+§ <W (p— po)* + ...y (126)
P Po P Po
al considerar valores pequenios para (p — p,) la Ec. (126) puede escribirse como:
(PP
5o do=p ("), (127)
Po

donde B = p, (%) es llamado el médulo adiabético del volumen.
Po

Finalmente la Ec. (127) puede escribirse como:
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p = Bs, (128)

donde p =f§—f$y es la presion acistica en cuaquier punto y s = % es la condensacién
en cualquier punto, la cual por hipétesis cumple que |s| < 1. La Ec. (128) es conocida

como la ecuacion de estado.
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Apéndice B

ECUACION DE CONTINUIDAD

En este apartado obtendremos la ecuacién de continuidad, la cual relaciona el movimiento
de un fluido respecto a su dilatacién o compresién; es decir, establece una relacién entre
la velocidad de la particula u y la densidad instantdnea p.

Observando la Fig. 64 podemos deducir que la rapidez neta (9p/dt) dV con la que
la masa pu fluye por el volumen dV', debe ser igual a la rapidez con que aumenta la

masa dentro del volumen; es decir, d(pu)/dV.

@
!
|
Ol y ee— i — l e pux-ha‘;"”ldx
X
ds I
P S ——
//
-~
k1 L y dx

Figura 64. Flujo de masa en la direcciéon X por un elemento de volumen dV fijo.

De este modo el flujo neto de masa asociado a la direccién X, es

Py — |PUsy + Md&: dydz = —Mdv (129)
Ox Ox
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con un razonamiento andlogo en las direcciones Y y Z obteneos ue el flujo total es

Opu,) ) | Opu)] - _
o + ay + Ep dV = — <7 -(pu)dV. (130)

Dado que la rapidez con que la masa aumenta es (Jp/dt)dV, de la Ec. (130) se
obtiene que:
dp

S (pw) =0 (131)

La Ec. (131) se denomina ecuacion de continuidad. Puede observarse que debido
a que el segundo término en la Ec. (131) contiene el producto de p con u no se tiene
una relacion lineal. Para obtener una ecuacién linealizada expresemos la densidad
instantdnea como p = py(1 + s), suponiendo de nuevo que |s| < 1 y sabiendo que p, es

una constante respecto del tiempo, se llega a que:

0s
cu=0. 132
at+vu 0 (132)

La Ec. (132) es denominada como la ecuacion de continuidad linealizada.
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Apéndice C

ECUACION DE FUERZA

En este apéndice obtendremos la ecuacién de Euler del movimiento en un fluido, la cual
permite representar el caso més realista de un fluido con viscosidad sujeto a un campo
de fuerzas externas f.

En la Fig. 65 se muestra un volumen de gas situado en un medio homogéneo
encerrado en una caja ctibica con paredes flexibles e ingrdvidas. La presién sonora

aumenta de izquierda a derecha con la velocidad espacial en la forma del t/p.

T /—Area =AYAz

! | —a"
-~

[—A4Ax —»

x

Figura 65. Pequefio cubo de aire, parte de un medio gaseoso en el que la presién sonora
aumenta en la direccién X. El tamaio de los puntos indica el aumento de la magnitud de

.
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Supongamos que las inicas fuerzas que actian son las debidas a la presién ejercida
sobre las paredes de la caja; es decir es despreciable todo arrastre viscoso entre las
particulas de gas dentro de la caja y las de afuera. De este modo, la diferencia entre las
fuerzas que actiian sobre dos caras opuestas de la caja cibica es igual a la velocidad de
variacién de la fuerza con la distancia, multiplicada por la distancia incremental entre
las dos caras.

De este andlisis se obtiene que la fuerza que actia acelerando la caja en direccién

positiva es
i[(0p/0z) A x) Ay Az —][(0p/0y) Ayl Ax Az —K[(0p/0z) Azl Ax Ny (133)

Notemos que al dividir la Ec. (133) por V = Az Ay A z, obtenemos la fuerza por

unidad de volumen que acelera la caja,
-vp=[/V (134)
Por la segunda ley de Newton, obtenemos que:
—Vp=[/V=MDu/Dt)/V = p(Du/Dt), (135)

donde u representa la velocidad vectorial media del gas en la caja, p es la densidad
media en la cajay M es la masa total del gas en la caja. Es importante mencionar que
Du/Dt es:

Du/Dt = 0u/0t + u,0u/0zr + u,0u/dy + u,0u/oz, (136)

donde u,, u, y u, son las componentes de lal velocidad u. Notemos que si la velocidad
u en la Ec. (136) es lo suficientemente pequena, entonces la velocidad de variacién
de la cantidad de movimiento puede tomarse como la velocidad de la variacién de la

cantidad de movimiento en un punto fijo; es decir, Du/Dt = du/0t.
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Finalmente, si consideramos a p como la densidad media p, llegamos a

— <V p = pyOu/ot. (137)

La Ec. (137) es denominada como la ecuacion de fuerza no viscosa, la cual es vélida

para procesos acusticos de pequena amplitud.
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