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Resumen

En este trabajo se describe el método de Lattice-Boltzmann y del modelo de Shan-Chen
para estudiar la formacién de burbujas en sistemas bifasicos. Se desarrolla la base matematica
y los principios fisicos detras del método. Un algoritmo en 3D es descrito, el cual es sometido
a distintas pruebas que describen la evolucion de sistemas bifasicos. Ademés, se construye
una configuracion 3D que involucra un medio poroso jugando el papel de una interfaz que
divide las dos fases. Finalmente, se realiza el estudio de algunos de los parametros que afectan
la formacion de las burbujas, como la temperatura, el angulo de contacto, el gradiente de
presion y la geometria de la interfaz.

Palabras clave: Fluidos bifésicos, formacion de burbujas con medios porosos, Método
de Lattice-Boltzmann, estudio de parametros.
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Abstract

This thesis describes the Lattice-Boltzmann and the Shan-Chen model to study bubble
generation on two-phase systems. The mathematical basis and the physical principles behind
the methods are developed. An algorithm on 3D is described, which is submitted to several
test that described the evolution of two-phase systems. Also, a 3D configuration that involves
a porous medium as an interface that divides the two phases is developed. Finally, a study of
some parameters that affect the bubble generation such as the temperature, contact angle,
pressure gradient and the geometry of the interface is performed.

Key words: Two-phase fluids, bubble generation with porous medium, Lattice-Boltzmann
Method, parameters study.

III



Indice general

1. Introduccién

2. Hidrodinamica y Teoria Cinética

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

El estudio de un fluido considerando distintas escalas . . . . . . . . .. ...
Ecuacién de continuidad . . . . . . . ... o o
La ecuacion de Euler . . . . . . . . . .
Las ecuaciones de Navier-Stokes . . . . . . . . . . . . ... ... ...
Ecuaciéon de Estado . . . . . . . ...
Teoria Cinética . . . . . . . . . . . e e
Analisis de Chapman-Enskog . . . . . .. ... ... ... ... ... ..
2.7.1. Ecuacion de continuidad . . . . . .. ... oL
2.7.2. Ecuaciones de Navier-Stokes . . . . . . . . . . . ... ... ... ...

3. Método de Lattice-Boltzmann

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.

3.5.
3.6.

4.1.

4.2.

Discretizacion en el espacio de velocidades . . . . . . ... ... ... ....
Discretizacion del espacio y del tiempo . . . . . . . ... ...
De unidades fisicas a unidades de codigo . . . . . . ... ... ... ...
3.3.1. Escalas de unidades y factores de conversion . . . . .. ... ... ..
Condiciones de Frontera . . . . . . .. .. ... ... 000
3.4.1. Condiciones de frontera peridédicas . . . . . . . .. ... . ... ....
3.4.2. Condiciones de frontera de rebote . . . . . . ... ... ... ... ..
3.4.3. Condiciones de frontera abiertas . . . . . . ... ... ... ......
Implementacion del Método de Lattice-Boltzmann . . . . . . . ... ... ..
Pruebas basicas . . . . . . .. .
3.6.1. Flujode Couette 2D . . . . . . . ... .
3.6.2. Flujo de Poiseuille 2D . . . . . .. ..o oo
3.6.3. Flujo de Taylor-Green . . . .. .. .. ... ... ... .......
3.6.4. Cavidad con una tapa deslizandose . . . . . .. ... ... ... ...

Modelo de Shan-Chen

Fundamentos del modelo Shan-Chen . . . . . . . . ... ... .. ......
4.1.1. Incorporacion del término de fuerza . . . . . . . . .. ... L.
4.1.2. Consistencia Termodindmica . . . . . . . . . . . . ... ... .....
4.1.3. Ecuaciones de Estado . . . . . . . . ... oo
4.1.4. Tension superficial . . . . . ... oL L
Pruebas . . . . . e

v

14
14
19
21
21
24
25
27
30
32
33
33
35
36
37



4.2.1. Angulo de Contacto . . . . . .. .. ... 46

4.2.2. Choque de gotas y burbujas . . . . ... .. ... ... 0L 48

4.3. Medios pOTOSOS . . . . . ... 49
4.3.1. Configuracion del sistema . . . . . . . . ... ... L. 50

4.3.2. Caso 1: Geometria del medio poroso . . . . . .. ... ... ... .. 51

4.3.3. Caso 2: Fuerza aplicada . . . . . . . . ... . ... ... ....... 51

4.3.4. Caso 3: Angulos de contacto . . . . . . .. .. ... ... 52

4.3.5. Caso 4: Temperaturas . . . . . . . .. ... Lo 53

5. Conclusiones 64
Bibliografia 65



Capitulo 1

Introduccion

Durante las ultimas décadas, el cambio climético que se presenta debido al calentamiento
global provocado en su gran mayoria por grandes emisiones de gases de efecto invernadero
a la atmosfera, se ha convertido en un problema alarmante. Estos gases se deben principal-
mente a las actividades humanas- quema de combustibles de fosiles, la deforestacion, entre
otras, y el principal de ellos es el Dioxido de Carbono (C'Os). Es por esta razon que se han
buscado opciones tecnologicas para reducir las emisiones de C'Os, y una de ellas es contenerlo
en tierra mediante procesos quimicos y fisicos [1].

Una forma de retener el COy es mediante la formacion de burbujas de CO; en forma-
ciones geologicas [2]. Existen experimentos realizados en laboratorios donde se ha logrado
la formacion de burbujas de COs en agua [3]. Por otra parte, algunos de estos procesos de
formacion de burbujas de CO; se han podido simular numéricamente [4]. La simulacion, a la
vez que la experimentacion del proceso, juega un papel relevante pues es posible determinar
los parametros y las condiciones mediante las cuales el proceso de formacién puede lograrse
de un modo eficiente, mediante la realizaciéon de experimentos numéricos que se pueden eje-
cutar en masa, y descartar los posibles experimentos que aportaran poco

En el ambito numérico, simular la formaciéon y evolucion de burbujas de un gas en un
liquido, como el C'Oy en agua, define un problema de fluidos con dos componentes en dos
fases agua y vapor. Se trata de un problema que no es elemental, y requiere de la solucién
de la dindmica de fluidos gobernada por las ecuaciones de Navier-Stokes para dos fluidos
viscosos e incompresibles.

De entre los métodos numéricos existentes para resolver este sistema de ecuaciones, exis-
ten los macoscopicos, que resuelven directamente las ecuaciones del fluido y extraen la evo-
lucion de las cantidades macroscopicas, a saber, la evolucion de la densidad de los fluidos y
su campo de velocidades. A la par, existe una clase de métodos que han adquirido la ma-
durez necesaria para resolver este tipo de problemas. Se trata de métodos numéricos cuyo
objetivo consiste en resolver la ecuacion de Boltzmann para los fluidos en una escala mesos-
copica. Se trata de los métodos de Lattice-Boltzmann, descritos en detalle en por ejemplo [5].

Dentro de este esquema es posible definir la interaccion entre dos fluidos o entre dos fases,
liquida y gaseosa, y ademés existen diversos métodos que permiten hacerlo [5, 6|. Entre los



mas usados se encuentran: el método de gradiente de color |7], el modelo de Shan-Chen |8,
9], el modelo de energia libre [10], y algunos atn en fase de experimentacion como el método

simplificado SMLBM [11].

Sin perder el objetivo de lograr la simulaciéon de la fomraciéon de burbujas de CO; en
agua, esta Tesis representa un paso fundamental hacia lograr simular dicho proceso. Aqui se
trata el problema de la formacion de burbujas pero restringida al caso de un solo fluido con
las dos fases. La estrategia consiste en que inicialmente se tienen separadas las dos fases con
un medio poroso, cuya morfologia es mas bien irregular. Entonces, mediante la compresion
de la fase gaseosa, se hace pasar el gas a través del medio poroso, el cual, debido a que
presenta muchos obstaculos, fomenta la formacion de burbujas que evolucionan y se insertan
en la region donde solamente habia liquido. Este proceso, estara restringido por el tipo de
fluido del que se trate, de su viscosidad, la temperatura, de la razén de densidades entre la
de la fase liquida y la gaseosa y finalmente por la estructura del medio poroso.

Finalmente, para estudiar el proceso de formacion, de entre los varios métodos mencio-
nado antes, se us6 el de Shan-Chen [12], para el cual se presentan pruebas y elementos de
diagnostico a lo largo de este trabajo.

Este trabajo se dividi6 en 5 partes organizadas de la siguiente manera: en el capitulo
2 se hace una descripcion de la dinamica que rige el comportamiento de los fluidos a un
nivel macroscopico en donde las ecuaciones de Navier-Stokes son validas, también se hace
una descripciéon del comportamiento de las particulas que forman el fluido, usando para ello
la Teoria Cinética donde la ecuaciéon de Boltzmann es necesaria. Al final de este capitulo
se establece la conexion entre la teoria cinética y las ecuaciones de Navier-Stokes a través
del analisis de Chapman-Enskog. En el capitulo 3 se estudian las herramientas necesarias
para establecer el método de Lattice-Boltzmann, es decir, se realiza la discretizacion de las
ecuacion de Boltzmann en el espacio fisico y en el espacio de velocidades, se establecen
distintas condiciones de frontera, asi como la implementaciéon numérica del método. En el
capitulo 4 se presenta el modelo de Shan-Chen en donde las fuerzas intermoleculares juegan
un papel muy importante en la dinamica de fluidos multi-fase, utilizado para la simulacién
de formacién de burbujas de gas en medio del liquido, empleando para ello una interfaz
porosa, en este capitulo se presentan los resultados obtenidos para la formaciéon de dichas
burbujas. En el capitulo 5 se presentan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2
HidrodinAmica y Teoria Cinética

La Hidrodinamica es la ciencia que estudia el movimiento y las propiedades fisicas de un
fluido usando para esto ecuaciones matemaéticas.
En este capitulo se estudian los conceptos fundamentales de la Hidrodindmica y de la Teoria
cinética que permitiran establecer una conexiéon entre las variables macroscopicas de un
fluido, como lo son la densidad p, la velocidad u, etc., y las funciones de distribuciéon a través
del anélisis Chapman-Enskog.

2.1. El estudio de un fluido considerando distintas escalas

El estudio de la dindmica de un fluido se puede realizar empleando distintas perspectivas,

es decir, se puede pensar al fluido como un medio continuo con cantidades observables y que
se pueden medir directamente en una escala macroscopica; también se puede considerar como
un sistema formado por N moléculas en una escala microscopica o como distribuciones en
una escala mesoscopica.
Para cada una de las descripciones anteriores se emplean distintos modelos matematicos,
en la escala macroscopica la dinamica y propiedades del fluido quedaran determinadas por
las ecuaciones de Navier-Stokes y en la escala microscopica la dindmica sera descrita por
las ecuaciones de Newton en un régimen de N cuerpos. Por otro lado, la descripciéon de un
fluido en la escala mesoscopica, la cual sera la mas relevante para los fines de este trabajo,
se basa en la Teoria Cinética.

2.2. Ecuacion de continuidad

Consideremos un elemento de un fluido, el cual se considera pequeno en comparaciéon con
el espacio que ocupa el dominio donde esté el fluido pero es mucho més grande que el tamano
de las moléculas y la distancia que las separa, dicho elemento tiene una densidad p y ocupa
un volumen V{ y por lo tanto su masa es fVo pdV . Ahora, consideremos una variaciéon en la
masa en cada unidad de tiempo. El cambio de la masa con respecto al tiempo es proporcional
al flujo de masa que atraviesa una superficie d/Y, cuya direcciéon normal apunta hacia afuera
de Vp, a una velocidad , lo cual se expresa como:

2/ pdV = —7{ pii - dA, (2.1)
8t Vo oV



donde la integral cerrada es tomada sobre la frontera de 1} y el signo negativo indica que el
flujo esta saliendo del volumen. Usando el Teorema de la Divergencia sobre la parte derecha
de la ecuacion (2.1),

7{ pii-dA= [ V- (pi)dv, (2.2)
A% Vo

sustituyendo la ecuacion (2.2) en (2.1) tenemos que,

/VO {% +V- (pﬁ)} dv =0, (2.3)

la inica forma en que la ecuacion se satisfaga es que el integrando sea igual a cero,

dp o
o TV (o) =0, (2.4)

esta ecuacion recibe el nombre de ecuacién de continuidad y es importante porque indica
la conservacion de la masa.

2.3. La ecuacion de Euler

La ecuaciéon de Euler indica como cambia el momento dentro y fuera de un elemento de
volumen de un fluido y ademaés expresa la conservacion de dicho momento. Esta ecuacién
es valida para fluidos ideales, es decir, las transferencias de momento entre los elementos
de volumen vecinos son reversibles. Para obtener la expresion consideramos el cambio de
momento neto con respecto al tiempo de un elemento de fluido que ocupa un volumen

arbitrario V{, tiene densidad p y se mueve con velocidad , 7 fVo pudV . Para un fluido ideal

simple este cambio en el momento se debe a tres razones:
1. El flujo de momento que entra o sale del elemento del fluido a través de su frontera.
2. Diferencias en la presion p.

3. Intervencion de fuerzas externas F que actuan sobre el elemento del fluido, por ejemplo
la gravedad.

Dichas contribuciones se traducen en los términos contenidos en el lado derecho de la ecuacion
de balance de momento:

d - - —
— | pudV = — ]{ put - dA — j{ pdA + / Fav, (2.5)
dt Vo IV MV Vo

donde @%@ es un tensor cuyas componentes son w;u;. Usando nuevamente el Teorema de la
Divergencia sobre las integrales de superficie de la Ecuacion (2.5), éstas toman la siguiente
forma,

jfpaﬁ-dﬁz V - (paa)dV, (2.6)
(9V0 VO



f{ pdA = [ Vpdv, (2.7)
PA%) Vo

sustituyendo las ecuaciones (2.6) y (2.7) en (2.5) se tiene:

/ {agt“ YV (pd) + Vp — ﬁ] 4V =0, (2.8)

nuevamente para que la ecuacion se cumpla el integrando debe ser igual a cero y por lo tanto
se obtiene la ecuacion de Euler:

dpu

5tV (i i)+ Vp—F =0. (2.9)

Es posible escribir la Ecuacion (2.9) de manera mas general introduciendo el tensor de
densidad de flujo de momento, II, el cual se define como,

IL;; = pujuj + pdyj, (2.10)
sustituyendo esta expresion en la Ecuacion (2.10) tenemos:

dpu

= TV I=F, (2.11)

y se conoce como ecuacion de momento de Cauchy.

2.4. Las ecuaciones de Navier-Stokes

Cuando se pasa del estudio de un fluido ideal al estudio de un fluido real se tiene que
considerar la disipacion de la energia debido a la viscosidad y a la friccion generada por el
contacto de un elemento del fluido con sus vecinos, lo cual se traduce en una transferencia de
momento irreversible. Para obtener las ecuaciones que describan correctamente la evolucion
del fluido se requiere hacer modificaciones a la ecuacion de Euler para que incluya ambas
transferencias de momento, reversible e irreversible.

Para obtener dichas ecuaciones considerando la viscosidad (friccion interna) y la conduccion
térmica del fluido se agrega un término —o7; en la Ecuacion (2.10) [13] de la siguiente manera:

Il = puju; + pdij — oy, (2.12)

donde ¢!. es llamado tensor de esfuerzo viscoso v es un tensor de rango dos cuya forma
ij
general esta dada por la siguiente expresion:

Ou;  Ou

L= : ! 5 2.13
g {auj 8@] COi ( )
donde 7 se conoce como coeficiente de viscosidad cortante y se define a ( = ng — 2—3“ (C es
llamado segundo coeficiente de viscosidad y representa las tensiones normales de un elemento
de fluido); ambos coeficientes son considerados positivos, isotropicos e independientes de la



velocidad.
Sustituyendo ¢ en la Ec. (2.13) y reagrupando, o}; se separa de la siguiente manera,

ou; Ou; 2. Ouy ouy,
I = ! L 2 — Py
iy =1 ou; + or; 3 “0xy s T 0xy

(2.14)

Finalmente, el tensor de esfuerzos total esta dado como la suma de la contribucién de la
presion y de la viscosidad y se puede escribir como

Sustituyendo la Ec. (2.14) en la ecuacion de Cauchy (Ec. (2.11)) se obtiene la siguiente
expresion:

A(pu;) — O(puiuy) o 9 du; O 2\ due
T e = T Y SR OB
o o, o, " am |"\aw, tam ) T\ Fu, 0| + o (2.16)

a esta expresion se le conoce como ecuaciéon de Navier-Stokes. Una forma de simplificar
esta ecuacion es considerando un fluido incompresible, es decir V -« = 0, esto implica que el
ultimo término dentro del paréntesis se cancela y asi se tiene la ecuaciéon de Navier-Stokes
incompresible 5],

p<%+ﬁ'v>ﬁ:—Vp+nAﬁ+ﬁ, (2.17)

82
8:cj8xj ’

donde A =

2.5. FEcuacion de Estado

Para conocer el comportamiento de un fluido se necesita resolver el sistema de cuatro
ecuaciones que cumplan con los principios de conservacion de masa (ecuacion de continuidad)
y de momento (ecuaciéon de Cauchy o la ecuacién de Navier-Stokes, a cada componente
espacial corresponde una ecuacion), sin embargo, se tienen 5 variables desconocidas (p, p,
Uy, Uy, Usy), POr consecuencia el sistema de ecuaciones no tiene una solucién tunica, por esta
razon se requiere considerar una quinta ecuacion al sistema.

La ecuacioén de estado del sistema relaciona cualquier variable de estado como la densidad,
la presion, la temperatura, etc., con otras dos de estas variables.

Para incorporar dicha ecuacion se utiliza el principio de estado de equilibrio termodinamico,
el cual permite relacionar variables de estado del sistema a través de la ecuacién de estado.
Cada sistema termodinamico tiene asociado una ecuacion de estado, sin embargo, la ecuacion
de estado para un gas ideal es muy comun.

Si consideramos que el fluido se encuentra a una temperatura constante 7j, se tiene que la
ecuacion de estado isotérmica tiene la forma:

p = pRTy, (2.18)

donde R es la constante especifica del gas. La relacion

op
e 2.1
c; ( p)s, ( 9)



considerando un proceso isentropico (s = cte) se define la velocidad del sonido como:

¢s = /RT, (2.20)

por lo tanto, la ecuacion de estado que relaciona la densidad y la presion es:

p=cip. (2.21)

Finalmente, la Ecuacion (2.21) y las Ecuaciones (2.11) y (2.17) forman un sistema de ecua-
ciones bien determinado que permitird conocer la evolucién de un fluido en cualquier punto
del dominio.

2.6. Teoria Cinética

En la época actual, cada dia surgen nuevos problemas y retos tecnologicos que involucran
fluidos, por lo que, describir un fluido estudiando tnicamente la dindmica no es suficiente,
ya que observables como la viscosidad y la conduccion del calor (coeficientes de transporte)
se convierten en cantidades dificiles de calcular debido a que el estado interno del fluido se
vuelve mas complicado. Es por ello que, se requiere de otra herramienta para poder describir
con mayor exactitud el fluido en cuestion.

Asi que el siguiente paso es estudiar a los liquidos y gases como conjuntos finitos de dtomos
distribuidos de manera regular (moléculas) los cuales se encuentran en distintos estados de
movimiento y para ello se emplea la Teoria Cinética.

La Teoria Cinética es la rama de la fisica estadistica que estudia la dindmica de los procesos
que se encuentran en estado de no equilibrio y el tiempo que tardan en alcanzar el equilibrio
[14], a través de la funcion de distribucion.

La funcion de distribucion, f(&,7,t), representa la densidad de probabilidad de encontrar
una particula que viaja con velocidad 17 alrededor de un punto Z al tiempo ¢. La funcion f

tiene unidades
_ kgs®

[f]

Al considerar que la funciéon f depende de la posicion y de la velocidad de la particula y que
estas variables se pueden medir en cualquier instante de tiempo, entonces la particula puede
ser representada por un punto (&, 1) en el espacio fase, se muestra un esquema considerando
una coordenada espacial en la figura 2.1.

En principio la Teoria cinética es capaz de describir cualquier fluido, sin embargo, es
més comun su uso en la descripcion de gases diluidos, es decir, se considera que la colision
simultanea de tres particulas no puede ocurrir. El estudio de la teoria cinética establece
las relaciones necesarias para calcular las variables hidrodinamicas (p, v, etc.) a través de
integrales de f pesadas con alguna funcién que depende de 17 sobre todo el espacio de velo-
cidades, estas integrales se conocen como momentos [5].

Asi las las variables macroscopicas quedan establecidas de la siguiente manera:

mb

» DENSIDAD DE MASA (momento cero):

p(Z,t) = / F(Z, € 3¢, (2.22)



x A

(x,v,)
.

Figura 2.1: Estado en el espacio fase de una particula que se mueve en una dimension.
» DENSIDAD DE MOMENTO (primer momento):
p(@ V)T, 1) = / @ E nde. (2.23)
» DENSIDAD DE ENERGIA TOTAL (segundo momento):
pa 0B =5 [ 18 E i (2.21)

La ecuacién que permite conocer la forma como evoluciona la funcién de distribucion
en cada instante de tiempo fue establecida en 1872 por Ludwig Boltzmann. Esta ecuacion
describe la redistribucion local de f debido a las colisiones ocasionadas por fuerzas externas
que afectan la velocidad de las particulas 5 haciendo que las particulas colisionen entre si,

of . of  Fgof _

donde el operador 2 se conoce como operador de colision. En general, la forma de €2 considera
todas las posibles colisiones entre dos particulas considerando fuerzas inter-moleculares y
ademas debe satisfacer la conservacion de la masa, del momento y de la energia total del
sistema, es decir, se deben satisfacer las siguientes ecuaciones:

/Q(f)d€ =0, (2.26)

/ E0(f)de = 0, (2.27)

/IEIZQ(f)dﬁ = 0. (2.28)

Asi, se tiene que €2 ademés de garantizar la conservacion de las variables macroscopicas del
sistema, asegura que f llegara a su estado de equilibrio durante la evoluciéon del sistema. El
operador de colision més simple que cumple con estas caracteristicas y que en el méas usado



es el método de Lattice-Botzmann fue propuesto por Bhatnagar, Gross and Krook in 1954.
Este operador se conoce como operador BGK,

O(f) = —L(f - fo0), (2.29)

T

donde 7 se conoce como tiempo de relajacion y determina la rapidez con la que la funcién
de distribucion llega al equilibrio (7 es importante en este estudio porque a partir de él
se calcula la viscosidad del fluido). Por otro lado, f°¢ es la funciéon de distribucion de las
particulas cuando llegan al equilibrio termodinamico y es de la forma,

1\ e
P 0.0 = () e, (2.30)

esta distribucién se conoce como distribucion de Maxwell-Botzmann y satisface las ecuaciones
(2.22), (2.23) y (2.24).

El equilibrio termodinédmico de la funcion de distribucion se logra de manera local en es-
calas de tiempo pequenas, mientras que, para lograr un estado de equilibrio termodinamico
global del sistema se requiere considerar una escala mucho mas grande de tiempo y de longi-
tud, por lo que se busca encontrar conexiones que permitan relacionar las diferentes escalas.
Por un lado se encuentran las escalas de longitud, existen diferentes escalas empezando de
lo més grande a lo mas pequeno (una ilustracion de esto se muestra en la Figura 2.2):

Figura 2.2: Se muestra un esquema de las diferentes escalas de longitud, [, y [ representa el
tamario del sistema completo (escala macroscopica y es aqui donde gobiernan las ecuaciones
de Navier-Stokes, l;,,; describe el espacio que ocupan las distribuciones de moléculas (escala
mesoscopica) y es donde la Teoria Cinética es valida y finalmente [, representa el tamano de
una molécula y valen las leyes de Newton.

» El tamano del sistema, lg.

= La escala donde se calculan los gradientes de algunas propiedades macroscopicas, [.

= La distancia de interaccion, es decir, cunado dos particulas colisionan cada una de ellas
viaja una distancia antes de colisionar nuevamente con otra particula, l;,;.



= El tamano de los atomos o moléculas, [,.
También se puede hacer un analisis del tiempo donde ocurren diferentes eventos.

= Escalas de tiempo hidrodinamico: Aqui existen flujos de elementos de volumen que se
mueven de una region a otra y dependiendo de si el fluido se estudia en un régimen
inercial (donde es valida la primera ley de Newton) o un régimen viscoso (existen
fuerzas actuando en el sistema y la primera ley de Newton ya no es valida) se tienen
dos escalas de tiempo: (i) tipe ~ [/u 'y (ii) tys ~ [2/v, donde ti,. < t,s. La razém
entre estas dos escalas de tiempo definen un ntmero sin dimensiones conocido como
nimero de Reynolds:

Re=-" = — =2 (2.31)

» Escala de tiempo actstica: determina qué tan rapido las ondas de compresion se pro-
pagan en el fluido, tsmige ~ [/cs donde ¢, es la velocidad del sonido en el fluido. Un
factor importante en el estudio de fluidos es la capacidad que tiene de ser comprimido.
La razon entre la velocidad de las ondas en un fluido y la velocidad macroscopica del
fluido determina el coeficiente de compresibilidad (o incompresibilidad) de dicho fluido
y se conoce como nimero de Mach:

Ma=". (2.32)

Cs

= Tiempo promedio de vuelo entre dos colisiones sucesivas: en esta escala de tiempo el
sistema alcanza el equilibrio termodinamico localmente debido a las colisiones, t;,; =
lint/vr donde vy = (kgT/m)'/? es la velocidad térmica de las moléculas.

= El tiempo de colision: es el tiempo que dura una colision entre dos particulas y se define
como t, ~ l,/vr.

2.7. Analisis de Chapman-Enskog

Para establecer la conexion entre la teorfa cinética y las ecuaciones de Navier-Stokes
se utiliza una herramienta conocida como andlisis de Chapman-Enskog el cual utiliza un
parametro importante, este pardmetro es conocido como niimero de Knudsen y se define
como la razon entre la escala donde se desarrolla la teoria cinética (la distancia de interaccion,
lint) v la escala macroscopica (el tamano del sistema fisico, 1):

Kn = l’;”, (2.33)
si Kn < 1 las ecuaciones de Navier-Stokes son validas, por otro lado, si Kkn > 10 Kn ~ 1
entonces la ecuacion de Boltzmann es vélida. La expansion hecha en el anélisis de Chapman-
Enskog se realiza alrededor de este parametro.
Este anélisis fue desarrollado en 1917 de manera independiente por Sydney Chapman y
David Enskog. Cada uno desarroll6 métodos para calcular las ecuaciones macroscopicas del
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fluido partiendo de la ecuacién de Boltzmann con el operador de colision original. Final-
mente, tiempo después Chapman desarrollo el anélisis de Chapman-Enskog haciendo una
combinacién de las dos aproximaciones.

El anélisis parte de hacer una expansiéon de perturbacion de la funcion de distribucion f;
alrededor de la distribucion de equilibrio f{? cuyo parametro de expansion es Kn:

fi= 10+ eV + 1P 4 (2.34)

donde €" representa los términos de orden Kn"; se consideran sélo los dos ordenes mas bajos,
debido a que a segundo orden se recuperan las ecuaciones de Navier-Stokes. Por otra parte es
necesario hacer una expansion de las derivadas temporal y espacial en términos que abarcan
algunos ordenes de Kn, a estas expansiones se les conocen como expansiones multi-escala:

Oufi = OV fi+ 0P fi4 - (2.35)
Oafi = OV fi, (2.36)

no se debe considerar a los términos de la expansion hecha en la Ec. (2.35) como derivadas
temporales sino como términos a diferentes ordenes en Kn que al ser sumados deben dar
como resultado la derivada temporal. La ecuaciéon de Boltzmann discretizada en el espacio
fisico, en el tiempo y en el espacio de velocidades se escribe como:
To,t) — [{(wa,t
[i(@a + cia At T+ At) = fi(@a,t) — Atf< art) = Ji'(%a, >, (2.37)

T

donde haciendo una expansion en serie de Taylor de f;(z, + ¢ At, t + At) como sigue:

2
fi(xa + CiaAt, t+ At) = fi(.flfa, t) + At(@t -+ cmaa)fi + A%(at + cmaa)2fi + O(Atg), (238)

igualando las Ecs. (2.37) y (2.38),

(O + ciado) fi + %(at et = T ) = fiT @ t) (2.39)

T

sustituyendo las Ecs. (2.34), (2.35) y (2.36) y teniendo en cuenta que s6lo los dos ordenes
mas bajos son importantes en el analisis tenemos:

eafl)fi(o) + 628152)]2(0) + 62813(1)]%(1) + Cméa((yl)fi(o) + Cia€2aé1)fi(1)
At 1

2 —
+ 5 (AR 4 ewedD 1) = U eV 4@ fP = 1), (240)

agrupando los términos se tiene que:

= O(e%):
;0= (241)

= O(c): 1
(8151) + Ciaa(ggl))f‘(()) - ‘(1)7 <242)

7 T K3
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= O(é%):

At
o flO 4 (1 _ E) (O™ + ;00 I f@) (2.43)

Por otra parte, se deben satisfacer las siguientes relaciones, debido a que se cumple la con-
servacion de masa, de momento y de energia:

S 1Y =0, (2.44)

Y ciaf” = pa, (2.45)

ST =00 > 1, (2.46)

Z Ciaf™ =0,Yn > 1, (2.47)

H((loﬁ = Z f CiaCip = pczéaﬁ + puqug, (2.48)
- Z f i CiaCipCiy = PCs (Ualpy + Ugday + Uy0ap), (2.49)
) = Zcmcmf (2.50)

2.7.1. Ecuacion de continuidad

Para recuperar la ecuacion de continuidad se toma la suma de cada elemento de la
Ecuacion (2.42) y se usan las Ecs. (2.44), (2.45) y (2.46),

P PUp 0

reescribiendo se obtiene la ecuacion:
M o+ 0D (pug) = 0. (2.51)

Por otra parte, sustituyendo la Ec. (2.42) en la Ec. (2.43), tomando la suma sobre i y usando
las Ecuaciones (2.44)-(2.48) se tiene:

@) ’ ALY 1)) e P
o] ;ff”— (7—7) R ;//i“’@ o ag”W
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por lo que la ecuacién resultante es de la forma:

At
ap - (T - 7) (a§”a§1>p + 20900 (puy) + ag>ag>n<;g) — 0. (2.52)
Multiplicando Ec. (2.51) por € y la Ec. (2.52) por €? y sumandolas se tiene la expresion:
At
Op + Oulpuy) — € (T - 7) (at oM p 42000 (pu) + 0TI B) =0, (2.53)

si se toma la Ec. (2.42), se multiplica por ¢;3 y se toma la suma sobre i, se tiene que:

O (pua) = —OVTL;

5 (2.54)
sustituyendo esta ecuacion y la Ec. (2.51) en la Ec. (2.53) el tercer término se elimina y
finalmente se tiene:

Otp + Oa(pue) =0 (2.55)

que es la ecuacion de continuidad del sistema con un error de segundo orden O(€?).

2.7.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Para recuperar las ecuaciones de Navier-Stokes el primer paso es multiplicar la Ec. (2.42)
POT Ciq ¥ CiaCig Y sSumar sobre ¢, respectivamente, de donde se obtiene el siguiente conjunto
de ecuaciones:

1 1)17(0
o )(,oua) +a< >n;g = 0. (2.56)
» __Llho
Por otra parte, se multiplica la Ec. (2.45) por ¢;, y se suma sobre ¢, de donde se obtiene la
siguiente expresion,

At
2 1 1)
0% (pue) + 95 ( - )wa = (2.58)
multiplicando (2.57) por € y (2.58) por €2, y sumando ambas expresiones se tiene,
At
1 2 1
(eat( ) 4 €20 )) (pua) + 68 6) 528é ) (1 - ;) Haﬁ), (2.59)
— \v/

Bt 6/3

donde todos los términos son conocidos excepto H ). Para calcular este término partimos de
la Ecuacion (2.57). Haciendo el calculo para cada termlno de forma separada se tiene que:

o )H&OB = 8(1 (puquguy) —c (uaaé Yo+ ugdM p) — 260507 (pu,,), (2.60)
OIS = (05 pua + O pug) + €250 (pus), (2.61)

sustituyendo estas dos ecuaciones en (2.57) se encuentra que,
HSﬂ) = T&(/l)(puaulguv) — Tpc; (8 Uo + M ug) (2.62)

sustituyendo esta ecuacion y la expresion para Haﬁ dada en (2.48); despreciando el término
error O(u?) y realizando el dlgebra correspondiente, finalmente se tiene la ecuacién de Navier-
Stokes:

Oy (pua) + 9s(puaus) = —0ap + 95 N(Jpua + Oaug)] (2.63)

donde p = cZpy n = pci(r — 3.
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Capitulo 3

Método de Lattice-Boltzmann

Historicamente, el Método de Lattice Boltzmann (LBM) fue propuesto en 1988 por
McNamara y Zanetti, quienes propusieron el LBM como un método numérico capaz de
realizar simulaciones que describian la hidrodinamica de un fluido.

El método de Lattice Boltzmann, al igual que los modelos de malla, considera una ecuaciéon
cinética para describir el comportamiento de las funciones de distribucion de las particulas,
esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Lattice-Boltzmann y es de la forma:

fi(Z 4+ At t+ At) = fi(Z,t) + Qi (2, 1). (3.1)

Esta ecuacion describe la forma en la que un conjunto de particulas descritas por f;(Z,t) se
mueve con una velocidad ¢ hacia un punto vecino ¥ + ¢;At en el lapso de tiempo ¢t + At.
Por otra parte, en el mismo instante de tiempo, las colisiones entre particulas son descritas
por el operador de colision, §2;, el cual redistribuye las particulas entre las poblaciones de f;
en cada sitio de la malla.

La conservacion de ciertos momentos de f(Z, E, t) debido al operador de colisién tiene como
consecuencia importante que los momentos de f¢ y los momentos de f coincidan, esto es:

/ F(7.E e = / fe1(p. i, 0,6)d%€ = p(i, 1), (3.2)
/ F(&, € 1)Ed = / Feu(p, i1, 0,E)EdE = p(, 1)(7, 1), (3.3)
/ f<f,5t>@d3s = [ a,ef)ﬁd% — (@ DE(E 1), (3.4

2
. LlE 72
[reen S e [0 8 e pwneen. 69

donde §# = RT/V?2. La Ecuacién (3.1) se obtiene al discretizar la ecuacién de Boltzmann
(2.25) en el espacio fisico, en el espacio de velocidades y en el tiempo.

3.1. Discretizacién en el espacio de velocidades

El primer paso en la discretizacion de la ecuaciéon de Boltzmann es discretizar el espacio
de velocidades. Esto es necesario debido a que la funcién de distribucion f(%,&,t) depende
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de siete parametros z, y, z, &, §, {; y t. La discretizacion del espacio de velocidades permite
pasar del espacio de velocidades 3D continuo a un conjunto pequeno de velocidades discretas
en el cual las ecuaciones macroscopicas siguen siendo validas [5].

La expansion en la base de los polinomios de Hermite es una poderosa herramienta mate-
mética que proporciona las bases para realizar la discretizacion del espacio de velocidades.
La idea basica es usar la expansion en la base de los polinomios de Hermite para pasar del
espacio continuo donde las integrales (3.2)- (3.5) estan definidas a un espacio discreto donde
las integrales son equivalentes a sumas discretas evaluadas en puntos especificos del espacio
de velocidades.

Considere cualquier funcion f(Z) continua y bien comportada en R. Esta funcion puede ser
escrita como una serie de polinomios de Hermite en el espacio d-dimensional como sigue:

F(#) = (@ Y —al  HO) (3.

donde a™ es un tensor de rango n y se expresa como:
a — / F(@H™ (),

y H™ es de la forma:

1 67“2/2
(@) (2m)i2

Aplicando la Ecuacion (3.6) a la funciéon de equilibrio f¢? en el espacio de velocidades
hasta orden N, se tiene que:

HO(F) = (—1)"——VMw(@), w(@) = (3.7)

N
Fp, @,60,8) = w(&) Y a™(p,@,0) - HM(E), (3.8)
0
a® (o, .0) = [ F1(p. .0, HO @' 3.9
La funcion de distribucion en el equilibrio se escribe en términos de la funcion de peso w(¢)
tomando la forma: -
e — A P 5_ u
f q(pvuaea ) - WW ( \/5 ) ) (310)

sustituyendo la Ec. (3.10) en la Ec. (3.9) se tiene la siguiente expresion para a(™-ed:

7

Vo
Los primeros tres coeficientes en la serie de Hermite estdn conectados a la densidad, p, al
momento, pi, y a la energia, F. De aqui se llega a que para que las ecuaciones macroscopicas

se recuperen y las leyes de conservacion sigan siendo validas es suficiente considerar sélo
los primeros tres coeficientes de la expansion. Por lo tanto, la expresion de la funcién de

£

a"i(p,,0) = /)/“(Z)H(”)(\/@5+ iz, 7= (3.11)
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distribucion en el equilibrio haciendo la expansion de la serie de Hermite hasta orden N = 2
es:

ﬂ 1
[ p,u,0,§) = w()p 1+ua€a+§(ua?w+

-

— 1)0ag)(§als — 0ap)

7

-~
,0

Q(1,0,8)
= w(&) pQ(i,0,¢), (3.12)

donde Q(, (9,5’) es un polinomio multidimensional. Para llevar a cabo la discretizacion de
¢ se emplea la regla de cuadratura de Gauss-Hermite.

La regla de cuadratura de Gauss-Hermite consiste en lo siguiente: al multiplicar la integral
de cualquier funcion definida en el espacio d-dimensional f(Z) por una funcion de peso w(Z),
dicha integral se puede aproximar por una serie finita de funciones evaluadas en puntos
especificos Z; (se conocen como absisas) de la siguiente manera:

> 7) f(7) n!
/_Oow 7) f(Z)dz ~ Zwkf Tk), wg = (W D (2) )2 (3.13)
si se cumple que H™ () =0, k = 1,...,d y ¢ = n, se tiene que cualquier polinomio P™(Z)

de orden N = 2n — 1 cumple la siguiente igualdad:

/ h w(EF) PN (F)d's = w PN (F), (3.14)
k=1

—00

comparando la Ec. (3.11) con la Ec. (3.14) se tiene que:

a®r = p [w(@QEH" ' Zka (), (315)

de donde se tiene un conjunto de N funciones de distribucién en el equilibrio asociadas a
cada &
l:q<f7 t) = prQ<g>97€k>a (316)

por lo tanto, la Ec. (3.12) toma la forma:

. 1
[0 = wip |1 + varbor + §(Uo¢kzuﬁk + (0 — 1)008) (Earépr — Oap)| - (3.17)

Por otra parte, de acuerdo con la regla de cuadratura de Gauss-Hermite se tiene que para que
las leyes de conservacion no sean violadas es necesario considerar los polinomios de Hermite
hasta orden n = 3, es decir, H® (x,k) = 0. Por lo tanto los conjuntos de velocidades para dos
y tres dimensiones, D2Q9 y D3Q19 son usados en este trabajo, que se muestran en la Tabla
(3.1) contienen una factor de V3, 1o que lleva a introducir un nuevo conjunto de velocidades
para las particulas:

(3.18)
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y si ademas consideramos que el sistema se encuentra en un proceso isotérmico, 6 = 1, la
Ec. (3.17) se reduce a la siguiente expresion:

Cokla  UaUp(CarCar — C20ap)

n=wip |1+ 2 22 , (3.19)
donde cz =1/ V3 es la velocidad del sonido en el caso isotérmico.
Notacién abscisas xy Pesos w;
D2Q9 EONETE i
(£V3, £V3) 1/36
D3QLY Ei?f())o 0), (0,%£+/3,0), (0,0, £v/3) 1??8

(£V3,4£3,0), (£v3,0,£V3), (0,+£v3,+V3) | 1/36

Tabla 3.1: Se muestran las absisas y los pesos para dos conjuntos de velocidades: D2Q9 y

D3Q19.

La discretizacion de la funcion de distribucion f(Z,t) se hace siguiendo un procedimiento
analogo al que se realiz6 para ¢!, debido a que el conjunto de velocidades ¢, se eligié de tal
manera que los momentos se conserven. Usando la regla de la cuadratura de Gauss-Hermite
se tiene que:

a(z,t) = / f(Z, & tHHM(@)de

q
= > (@ HH™M(E), (3.20)
k=1
de donde se tienen ¢ funciones fi(7,t) de la forma:
- Wy > =
t) = t 21
fk(xv ) w(é»k)f<x)ck7 )7 (3 )

cada velocidad ¢ tiene asociada una funcién de distribucion f(Z,t). Con esta discretizacion
la ecuacion de Boltzmann sin considerar fuerzas en el espacio de velocidades discreto se
escribe como:

Ifk Of

ot +Caka_.7)a :Q(fk), k= 1,...,q. (322)

y los momentos macroscopicos se calculan como:

p = ka:Zf]fq
pi = kack—Z £ G (3.23)
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Existen diferentes formas de discretizar el espacio de velocidades, donde se tienen en
cuenta dos cosas: la primera, se busca encontrar el conjunto con el menor nimero de velo-
cidades que permita recuperar las propiedades fisicas deseadas; la segunda, se requiere que
todos los momentos de peso wy, hasta quinto orden sean isotrépicos, para que esto se cumpla
las siguientes relaciones se deben satisfacer:

Zwk = 1,
A
Z WrCar = 0,

k
Zwkcakcﬂk = C§5aﬁ,
k
ZwkCQkCﬁkGyk = 0, (324)
k
> wkCarCorCiCur = Ca(asdy + Sardg + Saudsn).
k
Zwkcakcﬁkc'ykc,ukcyk = 0,

k

con wy, positivos. Ademas todas las velocidades ¢, conectan sitios de la malla. En la Figura
3.1 se muestra un esquematizaciéon de los conjuntos de velocidades D2Q9 y D3Q19; mientras
que, en las Tablas 3.2 y 3.3 se muestran los valores de ¢, con sus pesos correspondientes.

2 16

6 5 -
8 f 1
9. /
8] / 5 14
1 | ¥ —— —1»3
3 13 i / 7
/ 10
y Y B 7
15 ,
7 4 8
y
X X

Figura 3.1: Conjunto de velocidades D2Q9 y D3Q19. La lineas que forman el cuadrado y el
cubo representan lineas que definen la malla del dominio espacial en 2D y 3D respectiva-
mente.

i [0 [1 [2 [3 [4 |5 6 RE
w; | 479 1/9[1/9 [1/9 [ 1/9 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
ok |0 | +1 [0 | =110 |+1 | =1 |[—=1 [+1
e |0 [0 | +L |0 | =1 [+1 |+ |[-1 | -1

Tabla 3.2: D2Q9 escrito de forma explicita.
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i |01 |2 (3 |4 (5|6 |7 |8 ]9 |10]11 12|13 |14|15|16| 17|18
PR I S S [ U W [ U A U U U W S U I S E e
Wil3 |38 |78 | 18 | 18 | 18 | 18 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
Ce| 0 | 1 =110 O |O |O | 41| =141 =1/0 |[O | +1| =1|+1] —=1]0 |O
/0 O |0 | +1| =10 O | +1|-1]0 |O | +1] -1} =1 +1]0 |0 | +1]—1
k0 0 (0 (O O |+1 —-1)0 |O | +1| -1} +1| -1/0 | O | —1]+1| —1| +1

Tabla 3.3: D3Q19 escrito de forma explicita.

3.2. Discretizacion del espacio y del tiempo

La funcién de distribucion depende ademés de la posicion & y del tiempo t y se define en
el dominio discreto [Tmin, Tmaz) X [Ymins Ymaz] X [Zmins Zmaz) X [ti, 5], discretizado como:

Ty = Tmin + 1A, 1=0,...,N,,

Yy = ymzn+jAy7 j:07"‘7Ny7

2 = Zmin + kAZ, k=0,...,]N,, (3.25)
t, = t; +nAt, n=20,...,Nt,

donde N,, N,, N, y N; representan el nimero de puntos que tendré el dominio espacial
y temporal, mientras que los indices 7, j, k, n son enteros que etiquetan los puntos donde
estard definida la ecuacion de Boltzmann en el dominio discreto.

Al definir de estd manera el dominio se define una malla uniformemente espaciada con las
siguientes resoluciones espaciales:

X — Tmi
A _ max min
o Nz ’
Ymaxz — Ymin
Ay = Jmer— Jmin 3.26
y Ny (3.26)
V4 — Zmi
A _ max min
: Nz ’

mientras que, la resoluciéon temporal se define como:

ty—t;
At = —. 3.27
7 (3.27)
Ahora que ya se conoce la discretizacion del dominio espacio-tiempo, el siguiente paso es
discretizar la ecuacion de Boltzmann:
Ofi(Z,1) Iy Ofr(Z,1) (@) — 42 t)

ot * r, T ' (3.28)

Una manera de resolver esta ecuaciéon consiste en asumir que la solucién es de la forma

—

fr = fe(x(0),t(C)) = fx(C), donde ( representa una parametrizacion de una trayectoria en
el espacio [5|. Tomando la derivada total de f; con respecto a ( se tiene que:

df _ Ofedt | Ofidve __filQ) = f;"()

¢~ ot d¢ ' dx, dC ; ) (3.29)
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comparando las Ecs. (3.29) y (3.28) resulta que:

dt dz,,

7= 5 = Cak, (330)
dg dg

son dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden cuyas respectivas soluciones son:

t= C—F t(), f - Ekc + fo, (331)

donde ty =t(¢ = 0) y &y = Z(¢ = 0) son constantes arbitrarias.
Por otra parte, reescribiendo la Ec. (3.29) y multiplicando por e¢/7 se tiene que:

ec/Tacli_JZs . ec/Tfk _ 647/7 @ (3.32)
d(e/ )
dg
se integran ambos lados de la ecuacion sobre un paso de tiempo de tamano At:
Co+At d ( /e , Cot+At e /T g 1ot
/CO o fr)d¢" = /CO — fitdc’ (3.33)

La solucion para la integral del lado izquierdo se calcula de la siguiente manera:

Co+al d ¢ /T / ¢ /T 7 Co + At
) d_C'(e fi)d¢" = e T fi(C) ]
0

— eC//Tfk(f0+5k§,7tO+gl) gg—i-At

i

(3:31)
= AV F (o + Gl(Co + AL), to + Go + Al)
/7 fi(Zo + (Co) to + o),

si se elige (o = 0 y se omite el indice 0 de las constantes &y y to entones el resultado de la
integral es:

At
d "r T = b =
/O d—CI(eC/ fo)d¢' = e (T + & At t + At) — fi(Z,1). (3.34)
La parte derecha de (3.33) se discretiza usando una aproximacion de forward Euler [5], la
cual es una aproximacion de primer orden, si se considera que f;? es una funciéon suave
localmente. Haciendo una cambio de variable la integral toma la forma:

t+ At
[ e - o = 1@ A (3:35)
t

Finalmente, sustituyendo los resultados de (3.34) y (3.35) en (3.33) el resultado que se obtiene

es:
eAt/T

fol@+ G ALt + At) = e 2T f(Z ) + - (7, 1) At, (3.36)
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haciendo una expansion en serie de Taylor de la funcion exponencial (ya que At es pequeno)
se tiene que:

fo(Z+ G ALt + At) = (1 - % + O(AtQ)) fe(Z,1) + (1 - % + O(Aﬁ)) @ At
= ful@t) — %fk(f, t) + w At + O(A#?)
= A0 - 2@ - ) o),
por lo tanto,
fo@+E AL + Al) = fio(#, 1) — g(fk(f, t) — frUF,1)). (3.37)

Esta es la ecuacion de Lattice-Boltzmann para el operador de colision BGK.

Ahora que ya se ha discretizado la ecuacion de Boltzmann en el tiempo, en el espacio
fisico y en el espacio de velocidades es importante que las variables utilizadas en el codigo
no tengan dimensiones, por lo que en la siguiente seccion se mostrara una forma de pasar de
unidades fisicas a unidades de codigo.

3.3. De unidades fisicas a unidades de cédigo

En el método de Lattice-Boltzmann se busca estudiar la dinamica y las propiedades
fisicas de los fluidos que se encuentran en el mundo real por lo cual un punto crucial en
las simulaciones es obtener los parametros numéricos adecuados que correspondan a las
cantidades fisicas de cada sistema. En la siguiente seccién se desarrollara una forma de pasar
de cantidades con dimensiones a sus equivalentes en cantidades sin dimensiones.

3.3.1. Escalas de unidades y factores de conversion

Al implementar de forma apropiada combinaciones de unidades longitud [, de tiempo ¢ y
de masa m, se puede obtener la unidad de cualquier cantidad mecénica ¢q. En la mayoria de
los trabajos se emplea el sistema internacional de unidades SI;, donde la longitud se mide en
metros (m), el tiempo en segundos (s) y la masa en (Kg); por lo tanto, las unidades para g,
lq], son:

[q] = [ [t [m] (3.38)

donde ¢;, ¢; v ¢ son numeros que se determinan para cada cantidad ¢. En la Tabla 3.4
se muestran diferentes cantidades fisicas con el fin de ilustrar el funcionamiento de la Ec.
(3.38).

Para obtener las cantidades en unidades de c6digo, que son usadas en LBM es suficiente
con dividir la cantidad con dimensiones entre un factor de conversiéon apropiado que tenga
la misma dimension. En lo siguiente, se usara C' para denotar los factores de conversion y el
apostrofe ' para las cantidades sin dimensiones.

Las cantidades que aparecen de forma natural en LBM son la densidad, la velocidad (la
longitud) y el tiempo, es por ello que se busca determinar los factores de conversion para
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Cantidad ¢ | Sfmbolo | Unidad | ¢; | ¢ | ¢m
Longitud [ m 1 0 0
Tiempo t 5 0 1 0
Masa m Kg 0 1
Velocidad | u m/s 1 | —-11]0
Densidad | p Kg/m?> | =310 |1

Tabla 3.4: Se muestran los ntmeros q;, ¢; y ¢, para distintas cantidades fisicas.

estas cantidades.

Para obtener el factor de conversion de cualquier otra cantidad se emplea la Ley de se-
mejanza: si dos sistemas que describen flujos en un régimen incompresible tienen el mismo
numero de Reynolds y la misma geometria se dice que son dindmicamente semejantes.

., Qué significa que dos flujos tengan la misma geometria y el mismo niimero de Reynolds?
Se dice que cuerpos que tienen la misma forma son geométricamente semejantes si se pue-
den construir a partir de otro cambiando tinicamente sus dimensiones lineales en la misma
proporcion.

Por otra parte, cualquier flujo puede ser determinado si se conocen tres pardmetros: la visco-
sidad cinemaética del fluido, v (conocida), la velocidad i (se obtiene al resolver las ecuaciones
de Navier-Stokes) y las propiedades geométricas de la region por la que atraviesa el flujo,
las cuales son determinadas por una longitud lineal que se denota como [. Por lo que, so6-
lo una cantidad sin dimensiones se puede construir a partir de los tres parametros antes
mencionados y corresponde al ntimero de Reynolds:

Re = —,
v

asi, cualquier otro parametro sin dimensiones puede ser escrito en funcién del ntamero de
Reynolds.

Lo anterior proporciona una herramienta poderosa a la hora de realizar simulaciones numé-
ricas, ya que permite realizar simulaciones que corresponden a sistemas fisicos, ya que los
nimeros de Reynolds en ambos sistemas (sistema con dimensiones, u, v y [, y sistemas sin
dimensiones, u’, v’ y I') son iguales debido a ley de semejanza:

lu Uy

— =0 (3.39)
o de forma equivalente,
C,C,
=1 3.40
Cy ? ( )

vaquel' =1/Ci,u' =u/C,yV =v/c,.

La ley de semejanza para el nimero de Reynolds solo define la relacion de los factores de
conversion de la viscosidad, la longitud y la velocidad y a partir de esto se encuentra que la
expresion para cualquier otro factor de conversion es una combinacion de estos tres factores
y ademas es tnica.
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Selecciéon de parametros en el LBM

El primer paso es relacionar los parametros fisicos con los pardmetros numéricos. Los
pardametros que son de interés son:

= La distancia entre un sitio de la malla al vecino méas préximo, Az, cuya unidad fisica
es [Az] =m.

= El tamano del paso de tiempo, At, y el tiempo de relajacion, 7, la unidad fisica que
los describe es ([At] = [1] = s).

» La densidad del fluido, [p] = Kg/m?.

» La velocidad u se requiere conocer cuando se emplean ciertas condiciones de frontera,
[u] =m/s.

Usualmente, se fijan Az’ = At' = p, = 1, de tal manera que los factores de conversion sean
iguales a los valores fisicos:

Az
Cl - A.I'/ x,
At
Cy A L,
c,=L =) (3.41)
P
C
C,=— = Ax/At.
C /

(3.42)

Por otra parte, como el tiempo de relajacion tiene unidades de tiempo, se puede relacionar
con su correspondiente parametro sin dimensiones 7" mediante el factor de conversiéon para
At de la siguiente manera:

T=1Cy =71 At. (3.43)
La viscosidad también es un pardmetro importante que se debe tener en cuenta cuando
se realizan las simulaciones numéricas. Esta estd relacionada con el tiempo de relajacion
mediante la siguiente expresion:

r 2 / 1

v = (7’ — 5) , (3.44)

donde ¢, = 1/4/3 ~ 0.577 es la velocidad del sonido en la malla. Si se consideran las unidades
fisicas de v, [v] = m?/s, se tiene que el factor de conversion que le corresponde es C, = C?/C,
y por consiguiente, la viscosidad cinematica se relaciona con los pardmetros de la simulacion
mediante la siguiente expresion:

1\ Ax?

/2 /

— — )= A4
v CS(T 2) ; (3.45)

Adicionalmente, en el método de LB se pueden encontrar otras cantidades tales como: la
presion p, esfuerzos o y fuerza F'. La presion se relaciona con las variables en el sistema sin
unidades mediante la siguiente relacion:

p=po+p"Cp, (3.46)
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con poy una presion fisica de referencia que se elige arbitrariamente, C, = C,C?/C? y p* =
12 %/ : . */ __ /

cp*, donde p* son las fluctuaciones de la densidad p* = p’ — p}.

El tensor de esfuerzo tiene las mismas unidades fisicas que la presién, C, = C,, por lo tanto

la relacion que se tiene para el tensor de esfuerzos pasar de un sistema a otro es o = o’C,.

Ademas, el factor de conversion para cualquier fuerza es: Cr = C,C}t/C?.

3.4. Condiciones de Frontera

Imponer condiciones de frontera es uno de los pasos més importantes durante el estudio
de problemas que incluyan flujos, ya que afectan su comportamiento.
En el marco de LBM, las condiciones de frontera se aplican en los sitios de la malla que
por lo menos conectan un nodo definido como sélido con un nodo definido como fluido &,
una esquematizacion de lo anterior se encuentra en la Figura 3.2. Al resolver la ecuaciones

] Nodo de la pared sélida

Nodo de la frontera

@ Nodo del fluido

flujo

pared sélida

z=1

Figura 3.2: Se muestra un plano del dominio 3D. Aqui se presentan tres clases de nodos que
se consideran cuando se habla de condiciones de frontera. En un nodo que se encuentra en
la pared solida no es posible resolver la ecuacion de Lattice-Boltzmann, mientras que, en un
nodo que pertenece al fluido es posible resolver dicha ecuaciéon. Por otra parte, un nodo en
la frontera es aquel que sirve como conexién entre los nodos que pertenecen al fluido y los
que se encuentran en el objeto solido y se rigen por reglas especiales [5]

de Navier-Stokes se requiere imponer las condiciones de frontera sobre las variables ma-
croscopicas tales como la densidad y la velocidad, sin embargo, al resolver la ecuacion de
Lattice-Boltzmann las condiciones de frontera se imponen sobre las funciones de distribucion
fi definidas en 7}, donde las condiciones de frontera macroscopicas surgen implicitamente.
Existen diferentes tipos de condiciones de frontera:

= Condiciones de frontera periddicas.
» Condiciones de frontera de rebote (bounce back o non-slip por sus siglas en inglés).

» Condiciones de frontera abiertas (inflow/outflow).
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3.4.1. Condiciones de frontera peridédicas

Las condiciones de frontera periddicas surgen a partir de que se busca aislar un patron
de flujo repetitivo dentro de un sistema de flujo que tiene simetrias.
En la escala mesoscopica, que es donde es valida la ecuaciéon de Lattice-Boltzmann, las
condiciones periodicas se aplican a las funciones de distribuciéon que se encuentran en los
nodos situados en las fronteras del dominio. La informacién que entra por una frontera del
dominio se determina por la informacién que esta saliendo del dominio en el lado opuesto:

fz(fa t) = fz(f—'— I_:7 t)a

para problemas donde se estudian fluidos en dos y tres dimensiones las condiciones de frontera
periddicas son:

= Condiciones de frontera 2D:

fo fs
(Xmin»Ymax) (Xmax:Yrmax)
"’ ’l’l o ‘l

f, A f
fe < fs f, f, fg fe v, 2 fs
\* "‘.
f, 4 fa ii &

fe v A A" oyl

f5 hS fy
(XminYrmin) ‘/I\‘ (Xmax:Ymin)
o f

Figura 3.3: Se muestran las funciones de distribucion en las fronteras del dominio.

e En el eje x:

fl(xmina Y, t) = fl(ajmaxa Y, t)a
f5<mmina Y, t) = f5(mmaxa Y, t); (347)
f8(xmin7y7t> = f8<xmaxa y7t>7

f3<xmax7y7 ) fS(xminay7t)7
fG(fEmaaz»ya ) fﬁ(xmin7y7t)7 (348)
f1(Tmaz, ¥, t) = fr(Tmin, y, 1),

e En el eje y:

(ZL’ ymzmt) f2(xaymam7t)a
(.CL' ymmat) f5($7ymazat)a (349)
f6<x>ymimt) - f6($7ymaxat)7
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f4(l’, Ymaz t) - f4($, Ymin, t)u
)

f7(x7ymamat) = f7(x7ymin>t ) (350)
f8<w>ymaxat) = f8<w>ymmat)7
= Condiciones de frontera en 3D usando el modelo D3Q19:
e Componentes en el plano y — z:
fl(wminay>zat) = fl(xma:cayazat)a
f7<xmin7y7zat) = f7(xmax7y7 Z7t)7
f9<xmimyazat) = f9(xmam>ya Zat)a
f13(xmin7yazat) - fl?)(xmaaraya Z,t),
f15(xmin7yazvt) - f15(xmarvy7 Z7t)7
(3.51)
f2($maxayyz7t) = f2(1'mm>ya zat)a
f8<xmazay7z)t) = f8('rmin7y7 Z7t)7
f10($maxay7 Zat) = flO(xminaya Z>t)7
f14(xmaccaya Zat) = f14(xmin7ya Z,t),
flﬁ(xmamvya Z7t) = flﬁ(‘rminvya Z7t)7
(3.52)
e Componentes en el plano = — z:
f3(xaymimzat) - f3(x7ymama Zat>7
f7(x7yminazat) = f7(x7yma:137 Z,t),
fll(wvyminvzat) = fll(xyymaxa Zat)7
f14(aj7/ymin7z7t) - f14(x7ymax; 27t>7
f17<x>ymin7 Z>t) = fl?(xaymaa:a Z,t),
(3.53)
f4(x7ymam7z)t) = f4('r7yminaz7t>)
fB(xaymamaz7t) = fS(xaymimZat)?
le(xaymazazat) = fl?(xayminazat)7
f13(x7ymaﬂc7 Z7t) - f13($7ymin7 Z,t),
flS(x:ymaxa Zat) = f18($7ymin7 Z,t),
(3.54)
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e Componentes en el plano z — y

I5(2, Y, Zmins t) = f5(2, Y, Zmaa, 1),
fo(@, Y Zmins t) = fo(2, Y, Zmaa, 1),
f11(@, Y, Zmin, ) = f11(2, Y, Zmaz, 1),
f16(2, Y, 2mins 1) = f16(2, Y, 2imaa, 1),
) ( )

f18($;3/72mm7t f18 xayuzmazvt )

(3.55)
f6(x> Y, Zmaz t) = f6($a Y Zmin, t)a
J10(2, Y, Zmaa> t) = f10(2, Y, Zmin, 1),
f12(2, Y, Zmaz, t) = f12(2, Y5 Zmin, 1),
f15(2, Y, 2maxs 1) = f15(2, Y, Zmin, t),
J17(2, Y, Zmazs t) = f17(2,Y, Zmin, 1)
(3.56)

3.4.2. Condiciones de frontera de rebote

Al estudiar los flujos de algunos fluidos es comun realizar simulaciones donde el fluido
esta rodeado por un paredes paredes solidas o al fluido rodeando algin obstaculo, es ahi
donde se requiere estudiar como se comportan las particulas cuando interacttian con dichas
paredes u obstaculos, para lo cual se emplean condiciones de frontera de rebote.

La esencia de estas condiciones de frontera consiste en suponer que las particulas que viajan
a un velocidad determinada pueden chocar con las paredes solidas mientras se propagan por
el dominio espacial, al chocar dichas particulas seran reflejadas con la misma velocidad de la
cual originalmente venian pero en sentido opuesto, esta idea es presentada en la Figura 3.4.
En la Fig. 3.4 se considera que la velocidad de la particula tiene componentes tangencial y
transversal, sin embargo al considerar que las particulas son reflejadas en direcciéon opuesta,
se tiene que el fluido no se desliza sobre la pared, es decir, no hay movimiento transversal
relativo entre la pared y el fluido. Por otra parte, al considerar que las particulas se reflejan
al golpear la pared so6lida inmediatamente se tiene que no puede haber flujo a través de las
fronteras y por lo tanto se dice que la pared es impermeable.

Existen distintas estrategias para implementar estas condiciones, en este trabajo se emplea
la que es conocida como halfway bounce-back donde se considera que las particulas viajan la
mitad de la distancia que une un nodo de fluido y un nodo del objeto solido antes de que la
inversion de la velocidad de particula ocurra durante el proceso de propagacion. Una obser-
vacion importante es que la frontera no se considera sobre los nodos sélidos de la malla sino
que se define en justo a la mitad de la distancia que une los nodos en la frontera del dominio
y los nodos que se encuentran a la mitad del objeto s6lido. Sin embargo, la implementacion
de las fronteras siguiendo esta estrategia se logra sin recurrir a nodos dentro de la frontera
definida como solida.

Las distribuciones de particulas que salen del nodo 7, al tiempo t llegan a la pared
(frontera) al tiempo ¢ + At/2 donde son reflejadas de vuelta con una velocidad ¢; = —¢;,
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(a)

it} =il & e

(b)

Propagacion

Figura 3.4: (a) Se ilustra de manera general una particula de masa m que se mueve con una
velocidad v(t). La particula choca con una pared rigida durante su propagacion; después de
que choca la particula ahora tiene velocidad v(t + At) = —u(t). Este proceso ocurre en un
paso de tiempo At. (b) La evolucion en el tiempo del proceso que se lleva a cabo al usar la
condicién de rebote en la pared inferior del dominio es presentada. Las flechas representan
las direcciones de la distribucion f;*(Z, t).

llegando al mismo nodo 7, de donde originalmente habia salido al tiempo ¢+ At, para ilustrar
lo que se ha dicho se muestra la Fig. 3.4. Asi, se tiene la siguiente relacion:

donde f; es la distribucion de las particulas después del paso de propagacion. Las condiciones
de frontera de rebote para problemas en dos y tres dimensiones se presentan en la siguiente
tabla:

= Caso 2D usando el modelo D2Q9:
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e A los largo del eje

€.

fQ(xa Ymin, t+ At)
f5(£C, Ymin, i+ At)
fﬁ(ﬂf, Ymin, t + At)

f4($7 Ymazx, t+ At)
f7($7 Ymazx, t+ At)
fS(xv Ymazx, t+ At)

e A lo largo del eje y

fl(xmina Y, t+ At)
fS(xmin; Y, i+ At)
f8(xmina Y, t+ At)

f3(‘7;7 Ymazx, t+ At)
f6<xmaxa Y, t + At)

fz<x7ymin7t>u
f;(xa Ymin, t)a
f;(% Ymin, t)a

[5(2, Ymaz, t),
f;(x7 ymaxa t)?
f6*<a77 ymaxa t)?

f;(xmmu Y, t)u
f’;(xmzna Y, t)?
fg(wmina Y, t)a

ff(xmaza Y, t)a
fg(xmacm Y, t)a

J1(@maz, ¥, t + At) = X (Tmaz, Y, 1),

= Caso 3D usando el modelo D3Q19:

e En el plano z — y:

f5(%, Y, Zmin, t + At) = f5(
fo(@, Y, zmin, t + AL) = fio(
J11(2, Y, 2min, t + At) = f15(
J16(2, Y, Zmin, t + At) = fi5(
J18(2, Y, Zimin, t + At) = fi7(

fo(2,Y, Zmaz, t + AL) = f5(
J10(2, Y, Zmae, t + AL) = f3(
J12(7, Y, Zmae, t + AL) = f1i(
J15(2, Y, Zmae, t + AL) = flg(
J17(2, Y, Zmae, t + AL) = fig(

29

Ty Y,y Zmins b)s
T, Y, Zmins 1),
T, Y, Zmins t)s
Ty Y,y Zmins L)

)

z,Yy, Zminat )

Ty Y, Zmazs L)
T, Y, Zmazs 1),
T, Y, Zmazs t)s
T, Y, Zmazs 1),

)

.’L‘, y? Zma:mt ?

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)



e En el plano z — z:

I3(x, Ymin, 2, t + At) = f1(T, Ymin, 2, 1),
[y Ymin, 2, t + At) = f3(2, Ymin, 2, 1),
f11(2, Ymin, 2, t + AL) = f15(2, Ymin, 2, 1),
J14(Z, Ymin, 2,1+ A) = [15(2, Ymin, 2, 1),
J17(2, Ymin, 2, T+ At) = f1*8<x Ymins 25 t),

(3.64)
1, Ymaz, 2,6 + A) = f3(2, Ymazs 2, 1),
fs(Z, Ymaz, 2, t + A) = f2(, Ymaz, 2, 1),
f12(%, Ymaz, 2, t + AL) = f11(2, Ymaz, 2, 1),
f13(x7ymawazvt+At) f1*4(£(7 ymamz7t)a
f18(%, Ymaz, 2, T+ AL) = f172(T, Yimaa, 2, 1),
(3.65)
e En el plano y — z:
Fi(@min, Y, 2,6 + At) = f3(Tmin, Y, 2, 1),
fr(@min, y, 2, t + At) = f3(Tmin, v, 2, 1),
Jo(Tmin, Y, 2, t + At) = flo(Tmin, Y, 2, 1),
J13(Tmin, Y5 2, + At) = f14(Tmin, Y, 2, 1),
fi5(Tmin, y, 2, t + At) = fi6(Tmin, Y, 2, 1),
(3.66)
fo(Tmaz: Y, 2, + A) = [{(Tmaz, Ys 2, 1),
fs(Tmaz: Y, 2t + At) = [7(Tmaz, Ys 2, 1),
fro(@maz, Y, 2, t + At) = fo (Tmaz, Y 2, 1),
f1a(Tmaz, Y5 2,6+ At) = fi3(Tmaz, Y, 2, 1),
f16(Tmaz, ¥, 2,6 + At) = fi5(Tmaz, Y, 2, 1),
(3.67)

3.4.3. Condiciones de frontera abiertas

Las fronteras abiertas consisten de paredes de entrada y salida de flujo donde se imponen
perfiles de velocidad o presion. Durante el estudio de la dinamica de fluidos surgen muchos
problemas que requieren esta clase de fronteras. De acuerdo al problema que se desea estudiar
se impone un perfil de presion 6 un perfil de velocidad.

Usando el modelo de D2Q9 se revisara a detalle la condiciéon de frontera para la frontera
inferior (y = Ymin). Como se vio en el Capitulo 2 se debe de cumplir la conservacion de la
masa y la conservacion del momento:

ps=Jot i+ ot fa+ fat [s+ fo+ fr+ [s (3.68)
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psts = f1+ fs+ fs — f3— foe — [r, (3.69)
psVs = fo+ fs+ fo — fa— fs — [7, (3.70)

donde us = uy (T, Ymin) ¥ Vs = Uy(T, Ymin); suponiendo que se conocen las velocidades u, y
vs v de acuerdo a la Fig. 3.3 las incognitas son ps, fa, f5 v fs. La condicion de equilibrio
normal a la frontera sigue siendo valida, es decir:

fo— [0 = fo— 19, (3.71)

donde:

e 9 3
2( ? = WapPs |:1 + SUS + 5“? - i(ug + U?):| )

. 9 3
fi D = wyp, [1 — 3us + 51}? - 5“? + v?)} ) (3.72)
sustituyendo estas expresiones en (3.71) y haciendo un poco de algebra se obtiene la primera
de las incognitas:

2
f2 = f4 + gpsvs' (373)

Por otra parte, sustituyendo (3.68) en la Ec. (3.70) se tiene el valor de la densidad en la

frontera:
1

:1—1)3

Ps o+ fi+ fs+2(fa+ frx fs)], (3.74)

Finalmente, para las dos incognitas restantes se toman las Ecs. (3.69) y (3.70) y realizando
el algebra necesaria se tienen las siguientes ecuaciones:

1 1 1
f5 = f7 - §(f1 - f3) + Epsvs + EPSUS, (375)

1 1 1
fo=Jfs+ §(f1 — f3) + GPsUs = 5PsUs: (3.76)
El procedimiento para determinar las funciones de distribuciéon en las fronteras restantes
es analogo, por ello s6lo se mostraran los resultados que corresponden a cada una de ellas.

Frontera superior (Y = Ymaz):

Pn [fo+ fi+ f3+2(fa+ f5 % f6)], (3.77)

- 1+,

las funciones de distribuciéon desconocidas en esta frontera estén determinadas por las si-
guientes expresiones:

2
f4 f2 3pnvn7
1 1 1
f7 = f5 + §(f1 - f3) - apnvn - épnuna (378)
fo = ot 2= fi) = 2puv + 5
8 6 2 1 3 6pnvn 2pnun7
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Frontera Oeste (z = z,;,,):

1

:1—u0

Po o+ fi+ fa+2(fat fs* fo)] s (3.79)

las funciones de distribuciéon desconocidas en esta frontera estan determinadas por las si-
guientes expresiones:

2
fl = f3 + 5 Pollos

3
1 1 1
fs = fr = 5(fa = fa) + gpotto + S povo, (3.80)
1 1 1
f8 - fﬁ + §<f2 - f4) + gpouo - épovoa

Frontera Este (x = 42):

1

Pe =170 [fo+ it fs+2(f2+ fs* fo)], (3.81)
las funciones de distribucién son:
2
f3 = fl - g elUe,
1 1 1
fr=1F+ §(f2 — fa) — gPetle = 5Peve; (3.82)

1 1 1
f6 - f8 - §<f2 — f4) - gpeue + §peve;

En este trabajo tinicamente se utilizaron estas condiciones para el caso 2D, sin embargo
el procedimiento para determinar estas condiciones en 3D es analogo.

3.5. Implementacion del Método de Lattice-Boltzmann

Ahora que ya se conocen a detalle los elementos necesarios para la implementacion del
método, en resumen se tiene lo siguiente:

= Conservaciéon de masa y momento:

p(f, t) = ka(f,t),
k
pu(Z,t) = ngfk(fa t).
k

= Discretizacion del tiempo, el espacio fisico y el espacio de velocidades para obtener la
ecuacion de Lattice-Boltzmann:

fr = (& + GAL t+ At) = fi.(Z,t) + Q(2, 1),

donde €, es el operador de colision BGK.
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= Durante cada paso de tiempo la ecuacion anterior se descompone en dos partes:

1. El paso de colision:

fi(@0) = RiED) — 2 - 10 @). (3.59)
N —~ .
2. El paso de propagacion:
fi(@+ At t + At) = fr(Z,t). (3.84)

» Pasar las variables involucradas a unidades de cédigo.

s Condiciones de frontera.

El primer paso para la implementacién del método es la inicializacion de las funciones
de distribuciéon. Al inicio de la simulacion se fijan las funciones de distribucion a f,ge‘”(f, t=

0) = £ (p(&,t = 0), @(Z,t = 0)); ademés se da una densidad inicial p(Z,t = 0) = p;, y un
perfil de velocidad (%, t = 0) = ;.
El algoritmo en un paso de tiempo es el siguiente:

1.

2.

Se calculan las variables macroscopicas p(Z,t) y @(Z,t).

Se obtienen las funciones de distribucion en el equilibrio f,ie(n.
Se implementa el paso de colision, Ec. (3.83).

Se implementa el paso de propagacion, Ec. (3.84).

Se aplican condiciones de frontera.

Se incrementa el paso de tiempo, t — t + At y se repite de nuevo desde el paso 1 hasta
que se alcanza el dltimo paso de tiempo.

Una visualizacion del algoritmo se muestra en la Figura 3.5.
En la siguiente seccion se presentan algunas pruebas basicas, con el fin de verificar la
validez del c6digo implementado.

3.6.

Pruebas basicas

3.6.1. Flujo de Couette 2D

El problema de flujo de Couette consiste en un fluido que se encuentra entre dos placas
paralelas como se muestra en la Figura 3.6. La placa inferior se encuentra fija de tal manera
que @ = 0, mientras que, la placa superior se mueve con velocidad @ = u#. Ademés no hay
ninguna fuerza externa afectando el sistema.

El fluido obedece las ecuaciones de Navier-Stokes:
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4 Paso 1. b 4 Paso 2. b

Calcular variables —> Calcular funciones de
macroscépicas distribucion en equilibrio
y Paso 6. . Paso 3.

Incremento del
paso de tiempo

T i

A S_—
y Paso 5. { Paso 4.

Condiciones de frontera <+— Propagacion

Colisién

Figura 3.5: Se presenta una perspectiva general de un ciclo del algoritmo implementado. Es
un ciclo cerrado que se detiene cuando se llega al ultimo paso de tiempo.

s Para la direccion

0 0 0 ) 0 )
<~ —~
uy=cte N ., p=cte uy=cte
uy=cte

= Para la direccion y

0 0 0 0 0
Oy ol ouf) o 0 oy
p%%—p ugc%nguy};yﬂ( —ﬁg—kn %xQZJr = | (3.86)

Uy =0 Uy =0

De la Ec. (3.25) se tiene que:

Usando las condiciones de frontera u,(0) = 0 y u,(d) = u, se tiene que Cy =0y C; = u/d.
Por lo tanto, la solucion analitica del flujo de Couette es de la siguiente forma:

u

U (y) = 7Y (3.88)

que es la ecuacion de una recta con pendiente m = u/d.
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(@)

Figura 3.6: (a) Representa un esquema del sistema que describe el flujo de Couette en dos
dimensiones, no hay ninguna fuerza actuando sobre el sistema. La placa superior situada
en y = d se mueve hacia la derecha con una velocidad @ = (u,0). (b) Muestra la solucion
numérica. Conforme evoluciona en el tiempo se aprecia que la soluciéon numérica se aproxima
a la solucién analitica.

3.6.2. Flujo de Poiseuille 2D

Consiste en poner un fluido que se mueve en la direccion x entre dos placas paralelas
separadas una distancia d como se muestra en el inciso (b) de la Fig. 3.7. El flujo se considera
estacionario e incompresible. En esta prueba, el flujo de Poiseuille se consigue poniendo un
gradiente de presion constante Vp = (dp/dx,0).

Las ecuaciones de Navier-Stokes son de la siguiente forma:

s Para la direccion x

0
uy Ouy | Op Pyi | u,
Péﬂi u%%Jr%'%“y =~ " 2tz | (3.89)

= Para la direccion y

0 0 0 0 0
D oyl ouf\ o 2y 2y
p%—l—p uz%—k uyzy! —ﬁg—Fn Zg—i- 2| (3.90)

Por lo que el sistema que se debe resolver se reduce a la siguiente expresion:

Ou, 1ldp

= —— 3.91

Resolviendo la ecuacion diferencial el perfil de la velocidad, u,, que se obtiene es el siguiente:

Uy = —n—y2 + Chy + Co, (3.92)
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donde C; y C5 son constantes a determinar. Usando las condiciones de frontera u,(0) = 0
d
y uz(y = d) = 0, se tiene que Cy = —%d—pd y Cy = 0; sustituyendo en la Ec. (3.92) se
x
determina el perfil de velocidad correspondiente al flujo de Poiseuille:

Uy (y) = = ——y(y — d) (3.93)

y=d

y=0

Figura 3.7: Muestra un esquema de la solucién analitica del flujo de Poiseuille.

3.6.3. Flujo de Taylor-Green

Se eligi6 esta prueba debido a que, al igual que el Flujo de Couette y Poiseuille, tiene
solucion analitica conocida. El flujo de Taylor- Green es inestable y completamente peridédico
en un dominio de tamano Nz x Ny. El perfil de velocidad para el problema en 2D es de la

forma: .
dEt) = u (\/ky/k:x cos (k,x) sin (kyy)) —y
’ ’ ks /kysin (kyx) cos (kyy) ’

donde tq = 1/v (k2 + k) y kay = 27 /N, son las componentes del vector de onda k. Ademés
se encuentra que la presion esta dada por la siguiente expresion:

(3.94)

21k ks
p(Z,t) = po — p% [k_y cos (2k,x) + T sin (Qkyy)] e~ 2/t (3.95)
x y

La prueba se hizo en un dominio [0, 1] x [0,1] con un nimero de Reynolds Re = 10, las
condiciones iniciales se definen como (%, 0) y p(Z,0), donde ug = 0.1 y py = 0.

La Figura 3.8 muestra la estructura de un flujo de Taylor-Green con k, = k, = 27 que
corresponde con el resultado presentado en [5]. Por otra parte, en la Ec. (3.95) se tiene
que el perfil de velocidad decae exponencialmente con el tiempo manteniendo la misma
estructura, lo anterior se ve en la figura.
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Figura 3.8: Estructura del flujo de Green-Taylor con k, = k, = 27 en un dominio [0, 1] x [0, 1].
Durante la evolucién, la magnitud del campo vectorial disminuye pero se mantiene la misma
estructura.

3.6.4. Cavidad con una tapa deslizandose

El problema de la cavidad con tapa deslizandose se encuentra en un régimen de flujo
complejo debido a los vortices que se forman en las esquinas inferiores del dominio donde
esta definida la cavidad. Este problema consiste en una cavidad cuadrada donde hay un
flujo que no es estacionario. Para realizar la simulacion se define un dominio de [0, 1] x [0, 1]
el cual se llena con un fluido de densidad p = 5. Se imponen condiciones de frontera de
rebote en las tapas laterales y en la tapa inferior, mientras que en la tapa superior se fija con
una velocidad constante de @ = (0.1,0), condiciones de frontera abiertas. La simulacion fue
hecha para un ntimero de Reynolds Re = 10. El campo de velocidades asi como la norma
de la velocidad, ||, se muestra en la Figura 3.9; se aprecia que los resultados obtenidos son
consistentes con los presentados en [15]. Por otra parte, de acuerdo con [16], se aprecian los
vortices en las esquinas inferiores del dominio, tal como lo muestra la Fig. 3.10.
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Figura 3.9: En la columna de la izquierda se muestra la norma de la velocidad, ||, mientras
que del lado derecho se muestra su correspondiente campo de velocidades a distintos instantes
de tiempo. En la primera linea se muestra la configuracion inicial del sistema. Durante la
evolucién se aprecia la formaciéon de vortices.
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Figura 3.10: Muestra un acercamiento a cada una de las esquinas inferiores del dominio,

donde se puede apreciar la existencia de vortices. El acercamiento corresponde al tltimo
campo de velocidades presentado en la Fig. 3.9.

39



Capitulo 4

Modelo de Shan-Chen

Un fluido multi-fase de una componente es aquel que esta formado por una sola sustancia
en donde las fases liquida y gaseosa se encuentran coexistiendo y ademés pueden transfor-
marse una en la otra. Por otra parte, un fluido multi-componente es aquel que esta formado
por dos o més sustancias diferentes que no pueden transformarse en las otras, en su lugar se
estudia la forma en que se mezclan las componentes.

Al estudiar fluidos multi-fase y multi-componente es importante distinguir cada una de las
fases o componentes del sistema por lo que se introduce un elemento conocido como pard-
metro de orden. Para fluidos multi-fase el parametro de orden es la densidad.

Cuando se estudian fluidos multi-fase a través de simulaciones numéricas generalmente sur-
gen dificultades, por ejemplo el estudio de una mezcla de agua y vapor, o de agua y aceite
no es una tarea trivial, ya que no poseen las mismas propiedades fisicas. Existen diversos
métodos numéricos macroscopicos que se han desarrollado para el estudio de la dinamica
de fluidos multi-fase y multi-componentes, sin embargo, en los tultimos anos, el Método de
Lattice- Boltzmann ha ido cobrando més popularidad debido que es robusto numéricamente
y a la eficiencia técnica para simular fluidos multi-fase y multi-componentes. A diferencia
de los métodos convencionales para flujos multi-fase, la forma de las interfaces se mantiene
automaticamente con LBM, ademés de que no se requiere tratar la interfaz de manera ex-
plicita. En este trabajo se estudiaran los fluidos multi-fase.

Se han desarrollado distintos modelos de LBM para tratar flujos multi-fase, entre los mas
usados estéan:

Gradiente de color, Gunstensen (1991).

Pseudopotencial, Shan y Chen (1994).

Energia libre, Swift (1995).

He-Chen-Zhang, He (1999).

Sin embargo, el modelo propuesto por Shan y Chen es capaz de simular flujos que tienen
transiciones de fase termodindmicas y no genera propiedades inter-faciales no fisicas [8] [14].
El modelo de Shan-Chen es el objeto de estudio de este capitulo, en el cual se estudiara su
fundamento fisico y se realizaran pruebas que ayuden a validar el modelo.
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4.1. Fundamentos del modelo Shan-Chen

La base del modelo Shan-Chen (SC') es la incorporacion de una fuerza de atracciéon o
repulsion entre el fluido en el nodo computacional y el fluido en sus vecinos mas cercanos.
Al incorporar el término de fuerza en la correspondiente Ecuacion de Lattice-Boltzmann, la
ecuacion de estado del gas ideal que caracteriza a fluidos de una sola fase es reemplazada
por un ecuacién de estado que no es ideal ni monoatémica. Ademés la tension superficial
aparece de forma natural en el modelo.

4.1.1. Incorporaciéon del término de fuerza

Para modelar las interacciones que existen entre distintas fases y simular la dindmica del
sistema en necesario incluir un término adicional a la Ec. (3.37) de la siguiente manera:
— — — At — eq/ = SC /=
fl@+ G At t + At) = fil@, ) — —(fu(@ 1) = fi'(@ 1) + (2, 1), (4.1)
donde FP¢ = FepAt representa la interaccion mesoscopica entre las dos fases y ademés
la fuerza neta experimentada por un elemento de volumen en cada sitio de la malla, 7, es
la suma de los intercambios de momento entre un elemento de volumen de una fase con
elementos de volumen que formen parte de otra fase en el vecindario @ = ¥ + ¢:

V(@) =) V(ZT+a) (4.2)

—

con V(Z, 7 + ¢) expresado de la siguiente manera:
V(Z,7) = U(D)G(Z, 7))V (T), (4.3)

donde ¥ # ¥, U(Z¥) = ¥[p(¥)] es una especie de energia libre efectiva del sistema [14],
llamada Pseudopotencial, y G(Z, ") es la funcion de Green, que guarda informacion acerca
de la dependencia espacial de la fuerza. Existen diferentes formas de discretizar G(Z, 27), sin
embargo la mas comun es aquella que involucra interacciones entre sitios de la malla que
estan conectados por uno de los vectores ¢, At [5]:

C oy o o
G(ff’):{ka si? =12+ ¢, (4.4)

0 otro caso ,

El pardmetro G representa la magnitud de la interaccion y juega el papel de la temperatura
efectiva del sistema, pues controla automaticamente la identificacion de la densidad de cada
fase [14].

Asi, la fuerza asociada a este pseudo-potencial es:

FSO(3) = —GU(D) Y " wpU(F + G At)G. (4.5)

En Shan-Chen V¥ se define como:

U(p) = poll — e */), (4.6)

41



donde py es una densidad de referencia que en la simulaciones numeéricas se define igual a la
unidad. U esta acotada entre 0 y py para cualquier valor de la densidad p.

Por otra parte, esta fuerza agrega un término extra al tensor de la presion. Realizando una
expansion en serie de Taylor de la Ec. (4.5) como se describe en [17] y usando las relaciones
dadas en (3.24) se obtiene la siguiente ecuacion:

Fa = -GV Z wk\I/(f—l— EkaAt>Cka
k

£0

0
= -GV W(@Wntm@g\lf(f)w (4.7)
1., } 01, , ) #0
+ At 3537‘1’(:6)W+ Gt 35373&(1:)W

+ O(AtY)]
1
= —GU[26,5At 05V + (0050 + Sar s, + 5(1#55V)6At3aﬂ878#\1/] + O(AtY),

Finalmente, se tiene que:
G G
F, ~ —EAtcgaa\Iﬂ — Em%‘;qf(aav?xp), (4.8)

donde « indica las coordenadas espaciales. La fuerza entre las particulas se traduce en un
exceso de presion si lo comparamos con la presion correspondiente al gas ideal de la siguiente
manera:

— Oapap + 05(cip) = Fp, (4.9)

resolviendo esta ecuacion, se tiene que el tensor de presion total es de la siguiente forma:
2 N 2 1 2 L4
Pap = |Cip + QGCS\I/ + iGcs(\IfV U+ §|V\I/] )| ap — §G088Q\If(95\1/. (4.10)

Si se hace la expansion de F,, hasta orden O(At) y se sustituye en la Ec. (4.9) se tiene que:

G 2
P:C§P+%‘I’2, (4.11)

que es la ecuacion de estado utilizada para simular flujos multi-fase de una sola componente.

Velocidad y el término de fuerza

Incorporar el término de fuerza de forma correcta es crucial. Existen modelos, como los
propuestos en [18| y [7], donde no se involucran los términos de fuerza de forma explicita. Sin
embargo, el modelo SC si involucra términos de fuerza de forma explicita. Existen distintas
formas de incorporar estos términos en el modelo, en este trabajo se utiliza la forma propuesta
en [8].

Segun el diagrama de flujo mostrado en el Capitulo 3, después del paso de colision se calcula
el momento como:

PUe = Z fkckom (412)
k
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sin embargo, si se supone que hay una fuerza actuando en el sistema, ya sean fuerzas internas
o externas, habra una contribucién adicional al momento dado por Fr. Asi, después de un
tiempo, At = 7, el momento de las particulas del fluido buscara un nuevo estado de equilibrio,
pud, dado por:

Fy
ull = u, + T (4.13)
p
Sin embargo, la velocidad macroscopica del sistema 4 esta dada por [19]:
F, At
Y=g — 4.14
= (414)

4.1.2. Consistencia Termodinamica

Si se recuperan correctamente las ecuaciones de Navier-Stokes partiendo de la Ecuacion
de Lattice-Boltzmann que contiene el tensor de presion, el cual incluye una ecuacion de
estado para un gas no ideal que define su curva de coexistencia analiticamente se dice que el
modelo presenta consistencia termodindamica. El tensor de presion relacionado con la energia
libre, es de la forma:

1
Pap = |P = &pV"p = 5R(Vp) | dag + 10apDsp, (4.15)

donde p = pdW¥/dp — V. Comparando las Ecs. (4.15) y (4.11) con la Ec. (4.10) se tiene que

para que exista una coexistencia termodinadmica entre ambas ecuaciones se debe cumplir

que:

G ct
5
Por otra parte, es importante conocer el valor critico de G, G¢, ya que, como se menciond

antes, es el andlogo a la temperatura critica para que haya transicion de fases. Otro parametro

importante a tener en cuenta es la densidad critica, pc. Ambos parametros se obtienen
suponiendo que las primeras dos derivadas de p respecto a p son igual a cero:

K =

U~ p. (4.16)

c2p + 5L 0%(p)

8p == 8p Ge,pe
Po
— 2+ GA2()E —o, (4.17)
donde se asume que ¥(p) = Wye /P, Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior se
encuentran los valores criticos:
Po

G. = ——=—F—

[W(pe)]?
Pc = Po- (418)

4.1.3. Ecuaciones de Estado

En el estudio de gases reales existen distintas ecuaciones de estado que se utilizan para
describir sus propiedades, en esta secciéon se presentan algunas de las mas populares en el
contexto del modelo de Shan-Chen:
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= La ecuacion de van der Waals: esta ecuacion es la més simple y la mas famosa. Fue
presentada en 1983 y es valida para describir el comportamiento de una gran variedad
de gases reales al mismo tiempo que mantiene su simplicidad conceptual. La expresion
matematica de esta ecuacion es la siguiente:

2
P= VRT ;—a (Vi) : (4.19)

donde V,,, = V/n es el volumen ocupado por un mol de sustancia a una temperatura y
presion dadas, y se conoce como volumen molar, a es un parametro que caracteriza la
atraccion de las moléculas del gas, b es un volumen molar minimo de tal manera que
cuando V,, = b el gas ya no pueda ser comprimido y la presiéon aumente rapidamente.
La Ec. (4.19) puede verse graficamente en la Fig. 4.1. Cuando el fluido alcanza la

Po

Vi Ving Vi

Figura 4.1: La grafica P-V,, de la ecuaciéon de van der Waals para una temperatura T'. La
transicion de fase ocurre cuando al fijar P las areas sombreadas son iguales; las lineas V/,,;
y Vin.g Tepresentan la coexistencia de los estados liquido y gaseoso.

temperatura critica 7., las dos primeras derivadas de la presioén con respecto al volumen
molar cumplen

oP RT,
¥ VA S —
oV, |(ver) ave (V, — b)? '
0?P 2RT,
— =6aV ' — ——— =0 4.20
avﬂ% (‘/c,Tc) a c (‘/C _ b)3 Y ( )

con V, es el volumen molar en la temperatura critica. Resolviendo el sistema de Ecua-
ciones (4.20) se encuentran los valores de a y b:

9V.RT.
a = ,
8
v
b = = 4.21
7 (4.21)

a 'y b son diferentes para cada sistema liquido-vapor no ideal. De la Figura 4.1 se puede
ver que existe un amplio rango de presiones para el cual hay una coexistencia de fases,
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por lo que se requiere contar con una forma de conocer el valor exacto de la presion
que el sistema debe tomar, asi como los valores del volumen molar que se deben elegir.
Para ello existe la regla de construccion de drea de Mazwell.

La construccion de Maxwell se expresa de la siguiente manera:

Vim,g
/ PdV - P()(meg - Vm,l): (422)
Vm,l

esta ecuacion postula que para una temperatura dada 7T, la coexistencia entre liquido
y gas ocurre a una presion Py de tal manera que las dos areas sombreadas en la Fig.
4.1 sean idénticas.

= En 1949 se propuso otra ecuacion de estado:

P pRT ap®
1—bp  VT(1+bp)

(4.23)

0.42748R?T2-5 . . . . .,
conag=-—p——yb= %, estos pardmetros tienen la misma interpretacion

que para la ecuacion de estado de van der Waals. Esta ecuacion recibe el nombre de
ecuacion de estado de Redilich-Kwonyg.

= Para obtener ecuaciones de estado més precisas Carnahan y Starling modificaron la
ecuacion de van der Waals. La ecuacion de Carnahan-Starling esta dada por:

1—bp/4+ (bp/4)% — (bp/4)®
(1= bp/4)? - 2

con a = 0.4963R*T?/P.y b = 0.18727RT,/P.. Con esta ecuacion se obtienen mejores
resultados con un rango més amplio de temperaturas.

P = pRT

4.1.4. Tensioén superficial

La tension superficial se define como el trabajo reversible por unidad de superficie que se
necesita para incrementar el area A de superficie ¥ una cantidad AA:

AW = ¢AA. (4.25)

Para ilustrarlo, si se considera una gota liquida esférica de radio R a una presiéon P, inmersa
en un gas que se encuentra a una presion P, > P, el trabajo que se requiere hacer sobre
el sistema liquido-vapor para que el radio de la gota aumente de R a R + AR se calcula
mediante la siguiente expresion:

AW = (P, — P)AV, (4.26)

donde AV = 47 R2AR es el cambio de volumen de la gota. Esto es la energia del exterior
suministrada que se requiere para ganar la acciéon de la tension superficial, cuya tarea es
resistir el aumento de la superficie liquida,

oAA = (P,— P)AV = o(87RAR) = (P, — P,)(4rR*AR), (4.27)
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realizando el algebra necesaria, la expresion se reduce a lo siguiente:

20
AP = —, 4.28
- (4.25)
esta ecuacion recibe el nombre de Relacion de Laplace. La tension superficial rige una ecua-
cion de estado no ideal describiendo el fenémeno de transicion de fase. En el contexto de
LBM, o es un parametro dado. En los fluidos multi-fase la tension superficial surge en la
interfaz donde ambas fases se encuentran e contacto.

4.2. Pruebas

Para las simulaciones se emplea la ecuacion de Carnahan-Starling donde se definen los
parametros de la siguiente manera: a = 1, b = 4 y R = 1. En todas las simulaciones se
define 7 = 1 por lo que la viscosidad cinematica a través de (3.45) es de 1/6. Ademaés las
viscosidades para cada fase se definen como v; = v, = v. En todos los resultados se muestran
cortes, ya sea en el plano x — z situado en y = Ny/2 o en el plano z —y situado en z = Nz /2,
del dominio en 3D.

4.2.1. Angulo de Contacto

En muchas de las simulaciones que se realizan con flujos multi-componente y/o multi-fase
los flujos requieren estar confinados por superficies (paredes) solidas, un ejemplo de ellos son
las interfases porosas. Cada fluido que compone el sistema de estudio se comporta de manera
diferente al estar en contacto con las paredes que los confinan. La afinidad que cada fluido
presenta con las paredes es cuantificada por una propiedad material que recibe el nombre de
dangulo de contacto, 6.

Suponga una gota de un liquido rodeada por un gas, el &ngulo de contacto entre los fluidos
y la superficie se calcula mediante la siguiente expresion:

cos = M, (4.29)
012
donde o4 v 04 es la tension superficial entre el solido y cada uno de los fluidos, mientras
que, 015 es la tension superficial entre los fluidos, un esquema del angulo de contacto se
muestra en la Fig. 4.2.

Cuando 6 < 90° en (4.29) la fase liquida humedece la pared, esta propiedad se conoce como
hidrofilica. Por otra parte, cuando 6 > 90° la fase gaseosa interactiia més favorablemente con
la pared, es decir, la pared es hidrofdbica. Estas propiedades afectan de manera significativa
un flujo cuando se encuentra cerca de las fronteras solidas [5]. En las simulaciones, el déngulo
de contacto es un parametro que puede ser controlado y ajustado para cada problema. De
acuerdo con [17] el d4ngulo de contacto deseado también puede ser obtenido al cambiar la
densidad del fluido en la superficie solida, p,,.

Para problemas multi-fase, la fuerza de adhesion entre las fases gas-liquido y la superficie
solida esta dada por:

Foas(,t) = =GU(p(Z,1)) Y wp¥(po)s(T + GAL )G, (4.30)
k
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Fluido 2

Figura 4.2: Se presenta una ilustracion del concepto de angulo de contacto.

donde s(Z + ¢,At,t) solo puede tomar dos valores 1 o 0, 1 representa un nodo solido, y
0 representa un nodo de fluido. Cualquier nodo de la malla puede ser sélido o liquido; sin
embargo, para nodos solidos condiciones de frontera de rebote son implementadas antes del
paso de propagacion en lugar del paso de colision [6].

En las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se muestran los estados finales de las tres pruebas realizadas
estudiar el comportamiento de distintos fluidos debido a las propiedades de las paredes. Las
tres pruebas fueron disenadas en un dominio [0, N,] x [0, N,] x [0, N,] con N, = N, = 50
y N, = 40, las tapas inferior y superior se fijan como paredes solidas, mientras que en las
demés fronteras se usan condiciones periddicas.

Las pruebas consisten en situar una gota en la pared inferior del dominio.

La forma inicial de la fase liquida en cada prueba, p; = 0.265, p;, = 0.279 y p; = 0.30, se
define como medio circulo de radio R = 15 que se encuentra pegada a la pared inferior del
dominio numérico (N, /2, N,/,0), mientras que el resto del dominio contiene gas, p, = 0.038,
pg = 0.032 y p, = 0.02. Una vez que se ha fijado la configuracion inicial del sistema se deja
evolucionar hasta que se estabiliza, en ese momento la gota define un angulo de contacto,
que depende de la densidad en la frontera p,, = 0.001, p,, = 0.08, p, = 0.1y p,, = 0.18.

En las Figuras presentadas para cada prueba, Figs. 4.3, 4.4 y 4.5, se determina que para los
valores de p,, cercanos a la densidad de la fase gaseosa p, las gotas se separan de la pared,
es decir, los fluidos son hidrofébicos y el angulo de contacto es # > 90°; por otro lado, para
pw aproximandose a p;, las tres gotas presentan un comportamiento hidrofilico, por lo que
0 < 90°. Sin embargo, en este modelo no ha sido propuesta una férmula para predecir un
angulo de contacto en funcion de la densidad p,,.

Un cuarta prueba fue hecha con el objetivo de verificar el efecto que tienen las propiedades
de las paredes solidas en el comportamiento del fluido.

Se construy¢ la siguiente configuracion: utilizando un dominio [0, N,] x [0, N,] x [0, N,] con
N, = N, = 50 y N, = 50 se define la configuracion inicial que consiste en una gota de
densidad p; = 0.265 pegada a la frontera inferior, (N,/2, N,/2,0), mientras que el resto del
dominio contiene la fase gaseosa del mismo fluido con una densidad p, = 0.038. En la mitad
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Figura 4.3: Se muestran diferentes angulos de contacto para un fluido con una temperatura
T /Ty = 0.875. Al aumentar la densidad en la pared, el fluido que representa la fase liquida se
adhiere con mayor facilidad a la pared. Debido a la fuerza que se ejerce cuando la densidad
de la pared es pequena la gota sufre una deformacion.

0 10 20

del dominio se define una interfaz de grosor de 5 con un orificio circular en el centro de radio
R = 13.2, mientras que las tapas superior e inferior también se definen como sélidas; tanto la
placa como las paredes s6lidas se configuran para ser hidrofébicas, es decir, p,, = 0.0001. En
las caras restantes se imponen condiciones periddicas. La evolucién del sistema se muestra
en la Figura 4.6, de donde se aprecia que después del tiempo ¢t = 900 el sistema se estabiliza
quedando la gota suspendida cerca del orificio de la placa, por lo que la fuerza ejercida por
la interfaz y las paredes sobre la gota es una fuerza de repulsion.

4.2.2. Choque de gotas y burbujas
Dos gotas

La configuracion inicial del sistema se define en un dominio [0, Nz| x [0, Ny] x [0, Nz]
donde N, = N, = 50 y N, = 40, en el cual se definen dos gotas que tienen el mismo
diametro R = 15 con centro en (Nz/2,Ny/2,Nz/4) y (Nz/2,Ny/2,3Nz/4), cada gota
tiene densidad p; = 0.265, mientras que el resto del dominio contiene la fase gaseosa de este
fluido p, = 0.038. Las gotas chocan con una velocidad u; Las condiciones de frontera en cada
cara del dominio son periddicas. La velocidad relativa de las gotas es de u = 0.14, es decir,
durante la evolucion del sistema una gota se mueve con velocidad u/2 y la otra se mueve
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Figura 4.4: Estas graficas corresponden a un fluido en su fase liquida con densidad p; = 0.279
rodeado por una fase gaseosa, p, = 0.032. Las gréficas se tomaron cuando el sistema se ha
estabilizado. La deformacion de la gota para p, = 0.0001 es menor que la que presenta la
gota en la Fig. 4.3.

con velocidad —u/2 en la direcciéon z. Los resultados se muestran en la Figura 4.7, de donde
se aprecia que después de un tiempo las gotas chocan y forman una sola gota.

Dos burbujas

La configuracion del sistema es analoga a la que se utilizo para el choque de dos gotas.
La fase gaseosa se define como dos burbujas de densidad p, = 0.038 cuyo radio se define
como R = 15 centradas en los puntos (N,/2,N,/2,N,/4) y (N,/2,N,/2,3N,/4), mientras
que el resto del dominio se llena con una fase liquida de densidad p; = 0.265. Las gotas se
mueven en la direcciéon z con velocidades 0.3 y —0.3. En la Figura 4.8 se puede ver que las
burbujas de un tiempo colisionan, comienzan a oscilar para después estabilizarse formando
una sola burbuja.

4.3. Medios porosos

Los sistemas en donde se simulan fluidos multi-fase en donde se encuentra presente algin
medio poroso se encuentran de forma rutinaria en la naturaleza y son muy importantes en
muchos campos cientificos y de ingenieria, tales como geofisica, hidraulica, quimica e inge-
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Figura 4.5: Las densidades para este sistema son p; = 0.30 y p, = 0.02. El estado final del
sistema es presentado en las siguientes graficas.
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nierfas relacionadas con el petroleo [20].

Los modelos de Lattice-Boltzmann permiten simular medios porosos con diferentes geome-
trias, en contraste con modelos donde la forma del medio poroso es idealizado como una red.
Sin embargo, en la naturaleza los medios porosos pueden llegar a ser complejos, lo que le
da al método de Lattice-Boltzmann una ventaja respecto a otros modelos ya que se pueden
definir distintas geometrias para los medios porosos [12].

Una aplicaciéon importante es la generacion de burbujas en un liquido. Sin embargo, las con-
diciones para una generacion eficiente de burbujas no ha sido ampliamente investigada.

En este trabajo se investigaron distintas geometrias del medio poroso, asi como la influencia
de una fuerza aplicada, el angulo de contacto y la condicién de temperatura del sistema en
la formacion de las burbujas.

4.3.1. Configuraciéon del sistema

Las simulaciones de las pruebas siguientes se hicieron siguiendo la siguiente configura-
cion. Se eligi6 el dominio [0, NV,] x [0, N,] x [0, N,] con N, = 40, N, = 40 y N, = 110; las
condiciones de frontera utilizadas son condiciones peridédicas en todas las fronteras excepto
para la tapa superior z = N, la cual se define como una pared sélida. El medio poroso (color
negro) se coloca en medio del dominio separandolo en dos camaras, la primera de ellas se
llena con la fase gaseosa (color azul) mientras que la segunda se llena con una fase liquida
(color amarillo). Para estas simulaciones se aplica una fuerza en la direcciéon de z, F,, con el
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objetivo de que el gas pase a través del medio poroso. Al igual que en las pruebas anteriores
se define 7 = 1 por lo que la viscosidad es v = 1/6.

4.3.2. Caso 1: Geometria del medio poroso

Las primeras pruebas corresponden a la geometria del medio poroso. De acuerdo con
pruebas realizas durante la realizacion de este proyecto se encontré que la forma de la interfaz
juega un papel crucial en la formacién de burbujas, geometrias como una interfaz con un
orificio circular en el centro o una interfaz con un canal no propician la formacién de burbujas.
De acuerdo con [4] una geometria que es efectiva en la formacion de dichas burbujas se
presenta en la Figura 4.9, donde la interfaz esta definida por un arreglo de cinco esferas, las
cuatro esferas situadas en el plano z = Nz/2 tienen el mismo radio R = 21 mientras que
la esfera situada por debajo de dicho plano tiene un radio menor. Al disminuir el radio de
las esferas grandes durante las simulaciones se encontré que el gas pasaba a través del poro
pero se dispersaba en el dominio, lo cual estaba lejos de formar una burbuja. Las pruebas
siguientes fueron variar el radio de la esfera pequena. La configuraciéon inicial para estas
pruebas asi como los resultados obtenidos se describen a continuacion.

La temperatura se fijo en T'/Ty, = 0.875 y sus correspondientes densidades son p; = 0.265
para la fase liquida y p, = 0.038 para la fase gaseosa. Se aplica una fuerza de F, = 0.0007 y el
medio poroso se determina a ser hidrofilico, es decir, p,, = 0.18, en la Tabla 4.1 se muestran
los pardametros utilizados en cada prueba. En la Figura 4.10 se muestra una secciéon en el
plano z — z en el momento donde el gas esta pasando por la interfaz. De aqui se ve que la
formacion de la burbuja si depende del tamano de la esfera que se encuentra justo debajo
del plano z = N, /2. Cuando el radio aumenta la fase gaseosa se mantiene unida a la esfera y

evita que la burbuja se forme. La formacion de la burbuja se aprecia de mejor manera entre
8§ < R < 10.

T/Ty | m Pg P | F R | Burbuja
0.875 [ 0.265 | 0.038 | 0.18 | 7x 107* | 7 | Si
0.875 [ 0.265 | 0.038 | 0.18 | 7x 107 | 8 | Si
0.875 [ 0.265 | 0.038 | 0.18 | 7 x 10~* | 10 | Si
0.875 | 0.265 | 0.038 [ 0.18 | 7x 107* | 11 | No

Tabla 4.1: Los parametros correspondiente a las pruebas realizadas en esta seccion, donde el
parametro que varia es el radio de la esfera més pequena.

4.3.3. Caso 2: Fuerza aplicada

Una vez que se determiné la geometria de la interfaz porosa se estudio la fuerza que
se debe aplicar al sistema para la formacion de las burbujas. En esta segunda prueba se
consideraron distintas magnitudes de la fuerza que se aplico al sistema, con el fin de ver
la influencia que ésta ejerce sobre la formacion de la burbuja. La configuraciéon inicial del
sistema es la siguiente: la geometria del medio poroso es la misma que en la prueba anterior,
basandose en los resultados anteriores el radio de la esfera pequena se fija igual a R = 9,
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mientras que el radio de las demas esferas es de R = 21. La densidad en las paredes del
medio poroso se fija igual a p, = 0.18, es muy hidrofilica, por otra parte las densidades
del liquido y del gas son las mismas que en la prueba anterior (p; = 0.265 y p, = 0.038),
es decir, el sistema se encuentra a una temperatura 7'/Ty = 0.875. Las pruebas se hicieron
aplicando distintas magnitudes de la fuerza en la direcciéon de z, F, = 0.0001, F, = 0.0003,
F, = 0.0005 y F, = 0.0007, en la Tabla 4.2 se muestran los pardmetros usados en estas
pruebas. Los resultados se muestran en la Figura 4.11 de donde se ve que para fuerzas
pequenas la burbuja esta lejos de formarse, mientras que, al aplicar una fuerza mas grande
la burbuja se forma completamente.

T/To | p Py Pw | F. R | Burbuja
0.875 | 0.265 | 0.038 [ 0.18 | 1 x 10=* | 9 | No
0.875 | 0.265 | 0.038 [ 0.18 [ 3x107* [ 9 | No
0.875 | 0.265 | 0.038 [ 0.18 | 5x 107* [ 9 | No
0.875 | 0.265 [ 0.038 | 0.18 | 7x 107* | 9 | Si

Tabla 4.2: Los parametros correspondiente a distintas magnitudes de la fuerza son presen-
tados.

4.3.4. Caso 3: Angulos de contacto

De acuerdo con las pruebas presentadas en las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5, las propiedades de
las paredes de la interfaz pueden propiciar o no la formacién de las burbujas. Por lo que
determinar el valor de p,, que genere un mejor resultado es importante. La condicién inicial
de este sistema es un medio poroso situado en la mitad del dominio que posee la geometria
de la Figura 4.9 con el radio de la esfera que se encuentra debajo de las otras cuatro igual
a R = 9. Las densidades del fluido empleado son p; = 0.265 y p, = 0.038 que corresponden
a una temperatura de T/T = 0.875; se aplica una fuerza de F, = 7 x 107*, los parametros
correspondientes a este caso se presentan en la Tabla 4.3. De la Figura 4.12 se ve que para
densidades iguales o menores a p,, = 0.08 las paredes de la interfaz porosa son hidrofébicas y,
por lo tanto, el gas interacttia con mayor facilidad con dicha interfaz impidiendo la formaciéon
de la burbuja.

Por otra parte, para densidades p,, = 0.12 o mayores las paredes de la interfaz son hidrofilicas
por lo que el gas interacttia con mayor dificultad con las paredes, lo que propicia la formaciéon
de las burbujas.

T/To | m Py P | F. R | Burbuja
0.875 | 0.265 | 0.038 | 0.08 | 7x 107* |9 | No
0.875 1 0.265 [ 0.038 | 0.12 | 7x 107 [ 9 | No
0.875 | 0.265 | 0.038 | 0.18 | 7x 107 | 9 | Si

Tabla 4.3: Los parametros correspondiente a diferentes d&ngulos de contacto.
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4.3.5. Caso 4: Temperaturas

Los casos anteriores se hicieron para la temperatura igual 7'/T, = 0.875 de donde se
encontré que los pardmetros que influyen en la formaciéon de una burbuja son: p,, = 0.18,
F, =7x107% R =9, en la Figura 4.13 se muestra la evolucion de la formacién de una
burbuja correspondiente a dicha temperatura empleando los pardmetros antes mencionados.
Utilizando los mismos parametros, se hicieron dos pruebas més para verificar como afecta
la temperatura en la formacion de las burbujas. La Figura 4.14 representa la evolucion del
sistema para una temperatura de T'/T, = 0.85, para esta temperatura las densidades co-
rrespondientes son p; = 0.279 y p, = 0.032. Por otra parte, en la Figura 4.15 se muestra la
evolucion del sistema con una temperatura T'/Ty = 0.775, para este sistema la densidad de
la fase liquida es p; = 0.30 y la densidad de la fase gaseosa es p, = 0.02. Los parametros que
corresponden a esta simulaciéon se muestran en la Tabla 4.4
En ambas Figuras se aprecia que la formacién de burbujas no ocurre, por esta razon la tem-
peratura es una parametro que influye de manera significativa en la formacion de burbujas.
Al comparar las tres Figuras 4.13, 4.14 y 4.15 se ve un liguera variacion en la temperatura
afecta significativamente al sistema.

T/To | m Py P | F. R | Burbuja
0.875 | 0.265 [ 0.038 | 0.18 | 7x 107* | 9 | Si
0.85 |0.279 [ 0.032 | 0.18 | 7x107* |9 | No
0.775 1 0.30 [0.02 |0.18 | 7x10* |9 | No

Tabla 4.4: Los parametros correspondiente a la temperatura.
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Figura 4.6: Se presenta la evolucion de una gota que al inicio de la simulacién se encontraba
pegada en la frontera inferior. Durante la evolucion la gota se despega de la pared inferior
y pasa a través del orificio de la placa; al llegar a la pared superior es repelida nuevamente
hasta quedar suspendida en el orificio de la placa.
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Figura 4.7: La evolucién de dos gotas que se mueven en la direcciéon de z. Durante la evolucion
las gotas colisionan formando una sola gota que se estabiliza después de algunas oscilaciones.
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burbujas.
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Figura 4.8: Este esquema corresponde al choque de dos burbujas. La inicializacion del sistema
es analogo al de dos gotas, tinicamente se invirtieron las densidades formandose asi las
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Figura 4.9: Se muestra la geometria del medio poroso empleada en las simulaciones. El poro
se forma debido a 4 esferas de radio R = 21 cada una centrada en (0,0, N,/2), (0, N,, N,/2),
(Nz,0,N,/2) y (N, Ny, N,/2) y una esfera adicional centrada en (N,/2, N,/2,(N./4+38))
de menor radio. En la figura de la izquierda se muestra un corte en el plano x — y localizado
en z = N, /2y en la figura de la derecha se muestra un corte en el plano x — z localizado en
y = Ny/2.
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Figura 4.10: Caso 1. Muestra un corte en el plano x—z de la formacién de la burbuja pasando
a través de la interfaz porosa. Los radios de la esfera centrada en (N,/2, N, /2, (N,/4+ 8))
se hacen variar. Las simulaciones corresponden a R = 7,8,10, 11.
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Figura 4.11: Caso 2. Se presentan los resultados obtenidos cuando la fuerza que se aplica al
sistema varia, F, = 1 x 107%,3 x 107*,5 x 107*,7 x 10~*. La burbuja se forma cuando se
aplica una fuerza de 7 x 1074
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Figura 4.12: Caso 3. Se muestran los resultados para distintas densidades en la paredes
solidas de la interfaz, p,, = 0.08,0.12,0.18. Para densidades pequenas la burbuja no esta cerca
de formarse, mientras que para densidades mayores la burbuja se forma completamente.
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Figura 4.13: Se presenta la evolucion de la formacién de una burbuja, en donde los parametros
utilizados son p, = 0.18, F, =7 x 1074, R = 9. Esta Figura corresponde a T'/T = 0.875.
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Figura 4.14: La evolucion del sistema que se encuentra a una temperatura T/Ty = 0.85 es
presentada. Aunque la temperatura es menor a la empleada en la prueba anterior soélo por
0.025 la formacion de la burbuja no ocurre.
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Figura 4.15: Para esta prueba se emplea una temperatura de 7'/Ty = 0.775. Al igual que en
la prueba anterior la formacién de la burbuja no es posible.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se utilizo el método de Lattice-Boltzmann para explorar las condiciones
bajo las cuales se forma una burbuja de gas dentro de la fase liquida de un mismo fluido,
para lo cual se ha usado una interfaz porosa que fragmenta la fase gaseosa.

Gran parte del trabajo ha incluido una descripciéon completa de los métodos numéricos
usados para la simulacién de un sistema bifasico, asi como sus fundamentos téoricos. Tam-
bién se ha presentado un conjunto de pruebas que pasa el codigo que se ha usado, asociadas
a la evolucion de fluidos bifésicos bajo distintas circunstancias de prueba.

En un escenario menos de prueba y mas de investigacion, se estudioé el comportamiento
del fluidos en la presencia de obstaculos.

Finalmente, se construye una configuracion en tres dimensiones para simular la formacion
de burbujas en una fase liquida mediante una interfaz porosa.

Se estudio la influencia de algunos parametros de la combinacion fluido bifasico y medio
poroso, para determinar los parametros que permiten la formaciéon de burbujas. Los factores
més importantes son la distribucién de los osbtaculos que conforman el medio poroso, la
hidrofilia del medio poroso, el gradiente de presion aplicado a la fase gaseosa para empujar
de la zona de gas a la liquida y la temperatura del sistema. Los parametros que més influyen
el la formacion de las burbujas son el angulo de contacto de las paredes de la interfaz, el
gradiente de presion aplicado y la temperatura a la que se encuentre el sistema.

Se cuenta con un codigo capaz de evolucionar el sistema bifasico en un medio poroso,
que pasa las pruebas béasicas y ha mostrado ser capaz de permitir el estudio de formaciéon
de burbujas. Por ello, se esta en condiciones de ampliar el rango de pardmetros que afectan
el fenémeno. También se estd en condiciones de generalizar el codigo para evolucionar un
fluido de dos componentes, una en fase gaseosa y otro en la liquida para poder simular la
formacion de burbujas de C'O; en agua.
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