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Resumen.

Sobre una curva general C' de género g > 8 construimos una compo-
nente irreducible regular de la variedad de Brill-Noether B(2, K¢, 4)
que parametriza haces estables de rango dos con determinante ca-
nonico y al menos cuatro secciones globales linealmente indepen-
dientes. Esta componente tiene la dimension esperada p = 3g — 13
y satisface que su elemento general [F] puede ser expresado como
una extension de la forma 0 — O¢(D) - E — Ko(—D) — 0,

donde D es un divisor general efectivo de grado 3 sobre C.

Palabras clave: Teoria de Brill-Noether; Haces vectoriales sobre

curvas; Superficies regladas.

Abstract.

Over the general curve C' of genus g > 8 we construct a regular
irreducible component of the Brill-Noether locus B(2, K¢, 4) which
parametrizes stable rank two vector bundles with canonical deter-
minant and at least four linearly independent global sections. Such
component has the expected dimension p = 3¢9 — 13 and satis-
fies that its general element [E] fits in an extension of the form
0= Oc(D) - E — Ko(—D) — 0, where D is a general effective

divisor of degree 3 over C.

Keywords: Brill-Noether theory; Vector bundles on curves; Ruled

surfaces.






Introduccion

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar las variedades de Brill-
Noether B(2, K¢, 7). Como introduccién y motivacién mencionamos algunas
de las conjeturas sobre el comportamiento geométrico esperado de estas varie-
dades. Asi mismo, enunciamos los principales resultados de existencia, descrip-
cion de sus espacios tangentes y las construcciones de componentes irreducibles
que existen en la literatura.

En particular, enunciamos los resultados dados en [7], donde los autores
encuentran componentes regulares de B(2, K¢,r) con r < 3. Estas construc-
ciones dadas por C. Ciliberto y F. Flamini fueron la principal motivacién para
el tema de esta tesis. De hecho, siguiendo algunas de sus ideas y construccio-
nes encontramos una componente regular de B(2, K¢, 4), el resultado principal

aqui expuesto es en cierto modo una generalizacion para el caso r = 4.

La geometria de B(2, K¢, ).

Sea C' una curva compleja suave proyectiva irreducible de género g y U(n, d)
el espacio moduli de haces estables de rango n y grado d sobre C. Podemos

considerar el morfismo determinante
A" : U(n,d) — Pic?(C)
E— N"F,
la fibra de este morfismo en un punto L € Pic?(C), denotada U (n, L), consiste
en todos los haces estables de rango n que tienen determinante L.
Sea K¢ el haz canénico sobre C'y O¢ su haz trivial. Consideremos el espacio

moduli
U(Qv KC) - U(Qv 2g - 2)7

IIT
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de haces con determinante canénico. U(2, K¢) es suave, irreducible y de di-
mension 3g — 3 (ver [12]), ademds existe una estratificacién dada por las sub-

variedades de Brill-Noether, definidas como
B(2,Kg,r) :={E € U(2,Kc)|h°(E) > r}.

Estas variedades parametrizan haces con al menos r secciones globales lineal-
mente independientes.

Las variedades B(2, K¢, r) han sido estudiadas por diversos autores, desde
su mencién en 1992 por S. Mukai en [17] (ver por ejemplo [5], [7], [12], [21],
[18], [19] y [22]). Sin embargo, muchas preguntas sobre la geometria de estos
objetos siguen teniendo sélo respuestas parciales.

Preguntas tan basicas como la no vacuidad, irreducibilidad, lugar singular
y dimensién de B(2, K¢, r), permanecen abiertas en general y las pocas des-
cripciones completas que se conocen de estas variedades son sobre una curva
con moduli general de género g < 12 (ver [3], [5], [16], [7]). En el caso de curvas
especiales o curvas hiperelipticas se sabe muy poco de estos objetos.

Las conjeturas dadas por S. Mukai en [17] sobre el comportamiento geométri-

co de estas variedades de Brill-Noether son las siguientes:

1. Dimensién. La dimension (pura) esperada de B(2, K¢, r) es el nimero de

Brill-Noether |
p=39—3— (T—g )

en el siguiente sentido: se espera que B(2, K¢,r) sea no vacio y de di-

mension p cuando p > 0 (y vacio cuando p < 0).
2. Lugar singular. El lugar singular esperado de B(2, K¢, 7) es
Sing(B(2,K¢,r)) = B(2, Ko, r + 1).
3. Secciones. Se espera que existan componentes irreducibles de B(2, K¢, 1)

cuyo elemento general tiene exactamente r secciones globales linealmente

independientes.

Los pocos ejemplos conocidos motivan a pensar que al menos sobre una
curva general existe una componente irreducible que satisface estas tres pro-

piedades .
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Una componente irreducible B C B(2, K¢, r) serd llamada regular si sa-

tisface lo siguiente:

i) dim(B) = p;

ii) Sing(B) = BN B(2, K¢, r + 1);

iii) el elemento general E € B es tal que h°(E) = r.

Entonces la primer pregunta natural que surge es: sobre una curva general,

;cudndo existen componentes regulares de B(2, K¢, r)?

Las variedades de Brill-Noether en la literatura.

El primer problema que aparece al estudiar las variedades de Brill-Noether
B(2, K¢, ) es la no vacuidad. Esto fue resuelto en el afio 2004, cuando M.
Teixidor i Bigas demostré que sobre una curva con moduli general B(2, K¢, 1)
es no vacio y posee una componente de la dimensién esperada p ([21]). Este re-
sultado fue probado utilizando herramientas tales como deformaciones y series
lineales limite sobre curvas reducibles (ver [23]) y si bien prueba la existencia
de una componente irreducible de la dimensién esperada, su construcciéon no
dice mucho sobre el elemento general £ en dicha componente.

En [12], las autoras dan estructura de variedad a B(2, K¢, r) y prueban que
su espacio tangente en un punto [E] se identifica naturalmente con el espacio

ortogonal a la aplicacién simétrica de Petri
pg : SPHY(E) — H(S?E).

En [22], se prueba que sobre una curva general ug es inyectivo, por lo que
el espacio tangente a B(2, K¢,7) en un punto [E| tal que h°(E) = r tiene
dimensién p, lo que nos da una cota superior para la dimensién de B(2, K¢, 7).

Otra construccién interesante es la dada en [13], donde los autores de-
muestran que sobre una curva general existe una componente irreducible de
B(2, K¢, 3) que contiene a todos los haces globalmente generados. Esta cons-
truccién es muy importante ya que motiva a pensar que los haces en una

misma componente de B(2, K¢, r) comparten propiedades geométricas (como
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la generacién global). Serfa muy interesante ver qué otro tipo de propiedades
pueden compartir o preguntarse si siempre existe una componente conteniendo
a los haces globalmente generados. De ser asi, deberiamos de intentar describir
explicitamente sus elementos. Estas son algunas de las preguntas que resolve-
mos en este trabajo de tesis para el caso de haces con tres secciones y también
ilustramos el trabajo en proceso para responder estas preguntas para haces con

cuatro secciones.

La motivacion para esta tesis.

En [7], C. Ciliberto y F. Flamini construyen sobre una curva con moduli
general C' de género g, componentes de B(2, K¢, r) de la dimensién esperada
para 1 < r < 3 este resultado es interesante porque aporta una “buena”
descripcion del elemento general E en tal componente irreducible.

Sean L, N € Pic(C) y sea Ext'(L, N) el espacio que parametriza extensio-
nes de la forma

u:0—>N—-FE—L— 0

la construccién en [7] proviene de estudiar la estratificacién de Ext!*(L, N) en

las variedades W; definidas como:
W, .= {u € Ext'(L, N)|cork(d,) > t},

donde 9, : H°(L) — H°(N) denota el morfismo cofrontera y cork(d,) la di-
mension de su Cokernel.

El resultado que obtienen es el siguiente:

Sobre una curva con moduli general C de género g, parar =1,2,3
existe una componente irreducible de B(2, K¢, r) que satisface que
su elemento general puede ser expresado como una extension de la
forma

ug:0— Oc(D) - E — Keo(—D) — 0,

donde D es un divisor general efectivo de grado deg(D) =1 — 1.

Si bien todo elemento E € B(2, K¢, r) puede ser expresado como una ex-

tension ug para algin divisor D efectivo, el resultado anterior motiva a pensar
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que al menos para r < ¢ existe una componente irreducible donde el divisor
que define la extensién ug es general y de grado fijo deg(D) = r — 1; esta fue
la pregunta que motivé el tema de este trabajo de tesis y el principal resultado

aqui expuesto es el caso de cuatro secciones.

Resultados principales de este trabajo de tesis.
El resultado principal de este trabajo es el siguiente:

Teorema. Sea C' una curva con moduli general de género g > 8.
Entonces B(2, K¢, 4) es no vacio. Més atn, existe una componente
irreducible regular B cuyo elemento general [E] € B proviene de

una sucesion
u:0— Oc(D) - E— Ko(—D) = 0;

donde D es un divisor general efectivo de grado 3 sobre C' y la
extension u es tal que u € W3 C Ext!(Ko(—D), Oc(D)) es general
en una componente irreducible A de Wj.

La idea de la prueba es estudiar la variedad W3 C Fxt'(Ko(—D),Oc(D)) y
construir una componente irreducible de W3 caracterizada por la propiedad de
que el Cokernel de su morfismo cofrontera es general en la variedad Grassman-
niana G(3, HY(K¢(—D))). Una vez hecho esto, estudiamos el morfismo global
al moduli de haces ug — E y demostramos que su imagen da una componente
regular de B(2, K¢, 4).

Otro resultado de este trabajo es el siguiente: demostramos que la compo-
nente de la variedad B(2, K¢, 3) construida en [I3] que contiene a todos los
haces globalmente generados es precisamente la construida en [7] mediante ex-
tensiones. Esto describe explicitamente los haces globalmente generados con
tres secciones.

Por ltimo, ilustramos el trabajo en proceso de cémo generalizar esta cons-
truccién para los haces con cuatro secciones: conjeturamos que la componente
de B(2,K¢,4) construida en esta tesis satisface que su elemento general es

generado por sus secciones globales y conjeturamos ademas que, de manera
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analoga al resultado para haces con tres secciones, esta componente es birra-

cional a las cuadricas de rango seis que contienen a la curva candnica.



ESTRUCTURA DE LA TESIS

Capitulo 1: Preliminares.

En este capitulo estudiamos los resultados de [7], sobre extensiones de haces
lineales y las variedades W; que estratifican a Ezt' (L, N). Estudiamos también

el morfismo global al moduli de haces vectoriales ug — E cuando L y N varian
en Pic(C).

Capitulo 2: La geometria de B(2, K¢, 7).

Sea
WE - S2H0(E) — HO(S2E)

la aplicacién simétrica de Petri del haz F, la cual es inducida por el producto
“cup” de secciones y la proyeccién p: H'(E ® E) — HY(S?E).

En la seccién 2.1, estudiamos la identificacion
TpB(2,Ko,r) = Im(up)*

dada en [12] y la construccién dada en [5] para calcular la dimensién esperada p
de cualquier componente irreducible de B(2, K¢, r) donde el elemento general
acepta una secciéon nunca nula.

En la seccién 2.2, siguiendo las ideas en [7], construimos componentes regu-
lares de B(2, K, r) para r < 3 y estudiamos la componente B%(2, K¢, 3) dada
en [I3], que contiene a todos los haces globalmente generados. También estudia-

mos el morfismo dado en [6], que asigna a cada haz E € B(2, K¢,4) generado

IX



por un subespacio de secciones V € G(4, H°(E)), una cuadrica Qg C PY~! que

contiene a la curva canonica.

Capitulo 3: Construccién y comparaciéon de componentes.

En este capitulo demostramos los resultados principales de este trabajo de
tesis.

En la seccion 3.1, construimos sobre una curva general una componente
irreducible regular de la variedad B(2, K¢,4) cuyo punto general E estd en

una extension de la forma
ug:0— Oc(D) = E — Ko(—D) — 0,

donde D es un divisor general efectivo de grado 3.

En la seccién 3.2, comparamos las dos componentes irreducibles de la va-
riedad B(2, K¢, 3) construidas en 2.2 y probamos que son la misma.

En la seccién 3.3, siguiendo las mismas ideas de la secciéon anterior con-
jeturamos que la identificacién de las componentes de B(2, K¢, 3) puede ser
generalizada al caso de cuatro secciones, en el siguiente sentido: ilustramos el
trabajo en proceso para probar que la componente de B(2, K¢,4) construida
en esta tesis es birracional al espacio I5(C') de cuddricas de rango seis que

contienen a la curva canodnica.

Capitulo 4: Apéndice.

Incluimos algunos de los resultados clasicos utilizados a lo largo de este
trabajo de tesis, como superficies regladas y algunos resultados de teoria de

deformaciones.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo estableceremos gran parte de la notacion utilizada a lo
largo de este trabajo de tesis, estudiaremos los principales resultados sobre
extensiones de haces lineales dados en [7] y definiremos las variedades W;.

A una curva compleja suave proyectiva irreducible no hipereliptica de género
g, le llamaremos simplemente curva. Si £ es un haz vectorial sobre una curva
C, denotaremos por rank(E) el rango de E, por det(E) := AN"**F) [ su haz
determinate y por deg(E) := deg(det(E)) el grado de E.

Sea X una variedad proyectiva, decimos que una propiedad P se cumple
para el elemento general de X si existe un abierto (de Zariski) U # ()
tal que los elementos x € U satisfacen la propiedad P. Un elemento z € X
es muy general (o genérico) si existe una coleccion numerable {X;}ien de

subvariedades cerradas propias tales que = ¢ U; Xj.

1.1. Extensiones de haces lineales

En esta seccion enunciaremos algunos de los resultados clasicos sobre haces
lineales y sus extensiones, dados en [7] y [15].
Si L, N € Pic(C) son dos haces lineales sobre una curva C'y D es un divisor

en C, denotaremos por —L := L* el haz dual a L y denotaremos

L—N:=L®N",L(D):=L®0Oc(D),L(—D) :=L®Oc(D)".
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NOTACION 1.1.1 Sea C' una curva de género g > 3 y LN € Pic(C).

Consideremos el espacio Ext'(L, N) que parametriza extensiones de la forma
u:0->N—>FE,—L—0.

Denotemos: deg(N) = d — 0,deg(E,) = d,deg(L) = 6,h°(N) = n,h%(L) =
[,h'(N) = k,h*(L) = j. Dado que Ext*(L,N) =2 H'(N — L), denotaremos
m = dim(Bat' (L, N)) = h'(N — L) y P := P(H'(N — L)).

Utilizaremos la notacién anterior a lo largo de todo este trabajo de tesis.

DEFINICION 1.1.2 Un haz vectorial E — C se dice semiestable si para
todo subhaz F C E se satisface

deg(F) _ deg(E)
rank(F) — rank(E)’

E se dice estable si la desigualdad anterior es estricta.

Los siguientes resultados dan un criterio para determinar la estabilidad de

un elemento en Fxt!(L, N):

OBSERVACION 1.1.3

Sideg(L—N) = 25—d > 2, entonces dim(P) > g > 3 y el haz lineal Ko+ L—N
es globalmente generado, por lo que el sistema lineal |Ko + L — N| define un
morfismo ¢ : C' — P. Sea X := I'm(¢). Para todo entero positivo h denotamos
Sec,(X) la h-ésima variedad secante de X (ver [I4]), que se define como la
cerradura de la unién de todos los subespacios lineales (¢p(D)) C P, donde D

es un divisor general efectivo de grado h (ver [4]). Se tiene que
dim(Sec,(X)) = min{dim(P),2h — 1}.

Si E es un haz estable, entonces F ® M es un haz estable para todo M €

Pic(C) (ver apéndice, seccién 4.1), por lo que un haz £, de la forma:
u:0—-N—FE,—L—0,
es estable si y so6lo el haz E, ® N* en la extension ¢ :=u ® N*
e:0>0c—FE,N*"—-L®N"—0,

es estable.
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PROPOSICION 1.1.4 (Ver [15].) Sea 26 —d > 2 y o un entero tal que
o0=25—d(mod 2) yd+d—206 <o <2§—d, entonces

S(Ey @ N*) > 0 < e ¢ Seciigs_qro—2)(X)
donde s(E, ® N*) denota el invariante de Segre de E, @ N*.

LEMA 1.1.5 (Ver [7], seccién 4.1) Sean L,N como en y tales que
hO(N — L) = 0. Sean u,u’ € Ext' (L, N) extensiones que satisfacen las siguien-

tes propiedades:
i) E,, E, son haces estables;

i) eziste un isomorfismo ¢ : Ey — E, tal que siiy: N < Ey yis: N — E,
son las secciones que determinan las extensiones u' y u respectivamente,

se tiene ¢ o iy = Aig para algun A € C.

Entonces E, = E,/, es decir, las extensiones u,u’ son vectores proporcionales

en Ext'(L, N).

1.2. Las variedades W;

Sea u € Fzt'(L, N) una extensién y denotemos 8, : H'(L) — H'(N) el
morfismo cofrontera y cork(d,) el corango de 0, (es decir, la dimensién del

Cokernel de 0,). Para un entero ¢t > 0 consideremos el lugar geométrico
Wy :={u € Ext'(L, N)|cork(d,) > t}, (1.2.1)

que puede ser dotado con una estructura de variedad determinantal (ver [I],

capitulo 2) de codimensién esperada
c(l,k,t) =t(l —k+1);
de hecho, si W; # () entonces cada componente irreducible A C W; es tal que
dim(A) > min{m,m — c(l, k, t)}.

Notemos que si u € Ext!'(L, N) entonces h'(FE,) = j + cork(d,), por lo que
siu € Wy y det(E,) = K¢, entonces h°(E,) > j + cork(d,).
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El morfismo cofrontera 0, puede ser interpretado en términos del morfismo
multiplicaciéon de secciones globales, de la siguiente manera:
supongamos que k >ty [ > max{1l,k —t} y consideremos el morfismo que

asigna a cada extensiéon v € Ext'(L, N) su morfismo cofrontera,
O: Ext'(L,N)=H'(N — L) = H(L)*® H'(N) = Hom(H°(L), H'(N))
u > Oy;

donde
Oy : HO(L) — HI(N)

S sUu;

y U denota el morfismo “cup” de secciones U : H*(L) ® H'(N — L) — H*(N).
Por dualidad de Serre, es equivalente considerar el morfismo multiplicacién

de secciones
p:H(L)® H'(Kg — N) — H°(Kg — N + L);

Si V C HY(K¢c — N) es un subespacio vectorial, podemos definir el morfismo

restriccién
py  HY(L)®V — H°(Ke — N + L), (1.2.2)

y tenemos un diagrama conmutativo

H(L)oV Y H(Ko+ L —N)

| /

H°(L)® H° (K¢ — N)

dondei : H'(L)®V — HY(L)@HY(Kc—N) es la inclusién natural. Dualizando

obtenemos el diagrama

i /

H°(L)* @ H'(N)

HY(N — L)

donde el morfismo i* es la proyecciéon a H(L)* @ V*. Si {u = 0} € H°(K¢ +
L — N) denota el hiperplano definido por

w€ H' (N - L)=H(K¢+L—N)*
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y V C HY(K¢ — D) es tal que Im(uy) C {u = 0} entonces 9, € H*(L)* @ V*

por lo que
dim(Im(0,)) < dim(V*) =k —dim(V) y cork(0d,) > dim(V).

Por la discusién anterior, si u € Ext!(L, N) es una extension, tal que existe
un V. C H°(K¢ — N) de dimensién v := dim(V) con Im(uy) C {u = 0}
entonces

cork(0y) > v.

Por otro lado, si u € Ext'(L, N) es tal que cork(d,) > t entonces
V = cork(d,)* C H(Kgc — N),
satisface Im(uy) C {u = 0}. Por lo tanto, podemos definir W, como:

W, = {u € Ext'(L,N)|3V, ¢ H* (K¢ — N) t. q. dim(V) >t

(1.2.3)
y Im(py) € {u=0}}

DEFINICION 1.2.1 Supongamos | > k > t > 1. Una componente irre-
ducible Ay de Wy se dice buena componente si satisface las siguientes dos

propiedades:
i) A; tiene la dimension esperada, es decir dim(Ay) =m —t(l — k +1t);
ii) el elemento general uw € Ay satisface cork(0,) = t.

PROPOSICION 1.2.2 Sea C una curva de género g >3 y L, N € Pic(C).
Sik>1,1>madr{l,k—1}, m >1+1, entonces:

D el k1) =1 —k+1>0;
ii) Wy es irreducible de la dimension esperada dim(Wy) = m — c(l,k,1) > k.
Demostracion.

i) Claramente ¢(l,k,1) =1 — k + 1 es no negativo ya que [ > k — 1.
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ii) Como [,k > 1 entonces L, Ko — N son efectivos y existe una seccién nunca
nula en K¢ — N, que induce un morfismo inyectivo de la forma 0 —

Oc — Ko — N, que al hacer producto tensorial por L se convierte en
0—-L—Kc+L—N.

Por otro lado, si V € G(1, H'(K¢c — N)) entonces el morfismo py como
en (1.2.2) es inyectivo. Como m > [ + 1 entonces

dim(Im(py)) =1<m—1,

por lo que Im(uy) estd contenida en algin hiperplano {u = 0} de
H(K¢ + L — N).

Sea G := G(I, H'(L) ® H°(K¢c — N)) y consideremos
Yo={o=HL)®V € G|V € G(1,H*(Kc — N))},

es claro ver que ¥ = G(1, H(K¢c — N)) = P(H°(K¢ — N)), por lo que

es irreducible y dim (%) = k — 1. Definamos la variedad de incidencia
J = {(o,u) € B xP| Im(uls) € {u=0}},
donde P := P(H'(N — L)) denota el conjunto de hiperplanos de la forma
{u=0}c H (K¢ + L — N)

donde v € HY(N — L). Sean p; : J — X y py : J — P las proyecciones
al primer y segundo factor respectivamente. Como p; es sobreyectiva, en
particular J # () y para cada ¢ € ¥ tenemos que la fibra de p; es

pr (o) = {u € PlIm(ul,) € {u=0}},

es decir, la fibra es isomorfa a los hiperplanos de H°(K¢ + L — N) que

contienen a I'm(pul,), por lo que es irreducible de dimensién
dim(py () =m —1—1>0.
Por lo tanto, J es irreducible y

dim(J)=m—-1—-Il+k—1=m—c(l,k,1)—1<m—1.
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Debido a la definicién alternativa de W; como en (1.2.3), Im(pz) C P(WW;)
y po o J — P(W;) es sobreyectiva, de donde se concluye que P(W;) es

irreducible. Mas atn, esto implica que
dim(P(W1)) =m —c(l, k,1) — 1,
por lo que W; es irreducible de dimensién dim(W;) = m — ¢(l, k, 1).

O

El siguiente resultado muestra la existencia de buenas componentes de ;.

COROLARIO 1.2.3 Con las hipétesis como en la proposicion[1.2.9, sil > k
entonces la inclusion de Wy C Ext'(L,N) es estricta. Mds ain, el elemento

general uw € Wy satisface cork(9,) = 1.

Demostracién. Como [ > k entonces m — c(l, k, 1) < m y dim(W;) < m, por
lo que la inclusién es estricta. Por otro lado ps : J — P(WW7) es sobreyectiva y
dim(J) = dim(P(W})) por lo que la fibra genérica de py es cero-dimensional.
Para todo u € P(W;) es claro ver que

P(cork(9,)) = G(1,cork(d,)) C py*(u),

por lo tanto, si para el u general cork(d,) > 2, entonces dim(py'(u)) >

cork(0,) —1 > 1 contradiciendo que py es genéricamente inyectivo. O

1.3. El espacio global de extensiones

Para més detalle sobre la construccién dada en esta seccién ver [I] y [7].
Sea C' una curva de género g > 3 con moduli general y sean L, N € Pic(C),

consideremos las extensiones de la forma
u:0—-N—-FE—L—0,

en Ext'(L,N).
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Supongamos j > 0,¢ > 0,n > 0 y denotemos por p(L), p(N) los nimeros
de Brill-Noether de L, N respectivamente. Definimos

_ WE(C) sip(L) >0
e { (L} sip(L)=0

Wy e Wi HC) sip(N)>0
{N} sip(N)=0
Por la teorfa de Brill-Noether para haces lineales (ver [1], capitulo 4), las

variedades W y Wy son irreducibles y genéricamente suaves de dimensién
p(L) y p(N) respectivamente. Consideremos

£0 — C X PZCd(C) y N() — (' x Picd_6(0>,

los haces lineales de Poincaré (ver [1]) y denotemos por £, N sus restricciones
a W y Wy respectivamente.

Definimos los objetos
Yy = Pic™°(C) x Wy, Z:=Wyx W, CYs,
ambos son irreducible y tienen dimension
dim(Ys) = g+ p(L),  dim(Z) = p(N) + p(L).
Consideremos las proyecciones

WIQICX}%—)OXPiCdits(O),
7T132CXY:;%CXWL7
’/T2320><Y;;—)Y;5.

Definimos el siguiente haz sobre Yj:
€ = & 1= R (m3).(17,(N) @ mi5(L7)).

Cuando 20 —d > 1, £ es un haz vectorial de rango m = 20 —d+ g — 1 (ver
[1]). Cuando d = 20, £ es un haz vectorial de rango g — 1 sobre Y5 — Ag, donde

Agz{(M,M)IMGWL}gWL.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

Sea
. Y; si26—d>1
Tl V5= Qs sid=26

Consideremos el morfismo proyectivo 7 : P(£) — U, cuya fibra en cada par
y=(N,L) es
v (y) = P(Ext' (L, N)) = P.

Entonces
dim(P(€)) =g+ p(L) + m — 1,

dim(P(€)[z) = p(N) + p(L) +m — 1.
Ya que la semiestabilidad es una condicién abierta, con las condiciones

impuestas en g,d y ¢ existe un abierto denso P(€)° C P(£) y un morfismo
Td,s - ]P)(g)() — Uc(d)

Sea V37 = Im(mas) y v = dim(V}?). Para un y = (N, L) € Z general

donde L, N son haces especiales, denotamos
P(y) := 7' (y) = PExt' (L, N).

Si N es efectivo, d > § + g — k. Por otro lado, la desigualdad p(N) > 0
implica d <+ g — 1+ { — k, entonces

g—c€

g—l—j—l—kﬁdgmin{g, +k—t—1},
J

gHo—k<d<itg-1+7—k
20 —d > max{2,g — t[{ — k+t] — €},

donde € € {0,1} es tal que d+g—t[{—k+t] = e(md6d 2). Con estas condiciones

numéricas para toda “buena componente” (en el sentido de [7]) de la forma
PAi(y) € PWi(y) C P(y)

existe ) # PW/" C P(E), donde un punto en PW " se corresponde con los
datos de un par y = (N, L) y u € PW,(y).
Cualquier componente irreducible de PW° tiene dimensién al menos

m—14 p(N)+ p(L).
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De la generalidad de y, para cualquier buena componente PA;(y), existe

una componente irreducible
PAT C PWI" € P(E)
tal que:
i) PAT°" domina Z;
i) dim(PAT°Y) = dim(P(E)) — t[l — n +t];
iii) Si (y,u) € PAT" es general, cork(9,) = t;
iv) Si As := 7[parer, para y general entonces 2y Hy) = PAT

DEFINICION 1.3.1 Una componente PAT que satisface las propiedades i)-

i) anteriores serd llamada buena componente total de PW/ .



Capitulo

La geometria de B(2, K¢, 1)

En este capitulo estudiamos los resultados clasicos de la teoria de Brill-
Noether para haces de rango dos con determinante canonico. Empezamos por
la relacién entre el espacio tangente a B(2, K¢, r) y la aplicacién simétrica de
Petri. En la primer seccién calculamos la dimensién esperada de B(2, K¢, 1) y
en la segunda seccion estudiamos la construccion de las componentes regulares
dadas en [13], [7] vy [6].

Dada una curva C' de género g, denotamos K¢ su haz canénico y O¢ su
haz trivial; Denotaremos por U(n, d) el espacio moduli que parametriza haces
estables de rango n y grado d sobre C'; dado L € Pic(C) denotaremos por
U(n, L) el moduli de haces estables de rango n con determinante L sobre C.

El espacio moduli U(2, K¢) C U(2,2g—2) que consiste de haces estables de
rango 2 con determinante candnico, se define como la fibra en K¢ del morfismo

determinante:

A:U(2,2g9 —2) = Pic*%(C)
E — N’E;
U(2, K¢) es una variedad irreducible, suave y de dimensién 3g—3 (ver [12]).

Definimos las variedades de Brill-Noether como
B(2,K¢,r) ={E € U(2, K¢)|°(E) > r},

estas variedades parametrizan haces en U(2, K¢) con al menos r secciones

linealmente independientes y pueden ser dotadas de manera natural con una

11
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estructura de esquema.

Consideremos la aplicacion natural de Petri
Pp:H(E)® H(E) - H'(E® E).
Como A’E = K¢ y E* @ K¢ = Hom(FE, K¢) existe un morfismo
o F— FE ® Ko
e 6(e)
que asigna a un elemento e el morfismo ¢(e), donde
o(e) : E— K¢
v eAv.

el morfismo ¢ da una identificacién F = Ko ® E*.
Sea Trl(E) la gavilla de endomorfismos de traza cero de F. Existe una
descomposicion natural de F ® E* en suma directa, dada por
EQFE — Oc®Trl(E)

donde T'r(¢) denota la traza del morfismo ¢, Id denota el morfismo identidad
y el morfismo inverso esta dado por las dos inclusiones naturales. Entonces

podemos identificar
EQE=ZKoc@FQFE =2 Ke® (OC D TTZ(E)) = Ke® (KC (%9 TTZ(E)),

ademds S?F = Ko ®Trl(E). Por otro lado, existe una descomposicién natural
de H°(E) ® H°(F) en suma directa

H°(E)® H°(E) 2 N°H°(E) ® S*H°(E)

Consideremos la composicion de la aplicacion de Petri con la proyeccién al
sumando directo H°(S?E)

HY(E)® H'(E) » H'(E ® E) — H°(S?E).

La restriccién de esta composicién a S? H°(E) es llamada la aplicacién simétri-
ca de Petri de F y denotada

g SPHY(E) — HY(SE).



CAPITULO 2. LA GEOMETRIA DE B(2, K¢, R) 13

PROPOSICION 2.0.2 El espacio tangente a B(2, K¢, ) en un punto E se
identifica con el espacio ortogonal a la imagen de la aplicacion simétrica de

Petri ug.

Demostracion. El espacio tangente a U(2,2g — 2) en un punto E se identifica
con H'(E ® E*) (ver [12]), por lo que primero debemos identificar el espacio
tangente a U(2, K) como subespacio de H'(E ® E*), es decir, estudiar las
deformaciones & del haz E que preservan el determinante (ver [20]). Sea ¢;;
un representante de un elemento en H'(E ® E*) y sea ej,e; una base local
para la fibra de E en el abierto U;. Entonces e; A ey es una base para A2E en

U;. Notemos que e; A ez se pega en U; con

(e1+€dij(e1)) A(e2+€gij(e2)) = er Aea+e(dij(er) Aea+e1 Adyj(e2)); (2.0.1)
considerando ¢;; como una matriz (de 2 X 2) en terminos de la base ey, e;
Pij = (aij)a
podemos calcular explicitamente el ultimo sumando de [2.0.1}

¢ij<€1) A ey + €1 A ¢ij (62) = (a11€1 + CL12€2) A ey + € A (CL21€1 + a22€2)
a1 -+ agg)(el A\ 62)

= (
= Tr(¢i;)(e1 A ea).

Por lo anterior, el pegado (e; + €g;j(e1)) A (e2 + €pij(e2)) preserva el deter-
minante si y sélo si la traza es cero, es decir las deformaciones que preservan
el determinante son aquellas de traza cero y el espacio tangente TrU (2, K¢)
como subespacio de TgU (2,29 —2) = H'(E® E) se identifica con el subespacio

TpU (2, Ke) = HY(Trl(E)),

mediante £ ® E* = Oc @ Trl(E).

Hemos calculado el espacio tangente a U(2, K¢ ), ahora necesitamos estudiar
TgB(2, K¢, 1) como subespacio de TrU (2, K¢). Por [12] las deformaciones que
preservan cierto nimero de secciones se identifican con el ortogonal a la imagen

de la aplicacion de Petri Pg, por lo que debemos calcular la interseccion de este
ortogonal con TpU (2, K¢) = HY(Trl(FE)).
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Por el teorema de Riemann-Roch y las identificaciones anteriores tenemos
HY(Trl(E)) = H*(K @ Trl(E))* = H°(S°E)
y debido a que Pp(A*HY(E)) C H(K¢), podemos concluir
Im(Pg)" N HY(Trl(E)) = Im(Pgls2gomy)™ N HY(Trl(E)) = Im(ugp)*;

por lo que el espacio tangente a B(2, K¢, ) se identifica con el espacio ortogonal

a la imagen de la aplicacién simétrica de Petri
TEB(Z, Kc, 7’) = Im(uE)L
(]

El siguiente teorema fue conjeturado por S. Mukai en [I7], por A. Bertram

y B. Feinberg en [5] y probado por M. Teixidor en [22]:

TEOREMA 2.0.3 Sea C una curva general y E € B(2, K¢,r). Entonces la
aplicacion simétrica de Petri g : S2H°(E) — H°(S?E) es inyectiva.

2.1. Construccién Bertram-Feinberg-Mukai

La siguiente construccién fue dada en [5] y calcula la dimensién esperada
de cualquier componente de B(2, K¢, r) cuyo elemento general posee una sec-
cién nunca nula. Ver [I§] para una manera diferente de obtener la dimensién

esperada (por medio de stacks).

PROPOSICION 2.1.1 Sea C una curva de género g > 3. Si B C B(2, K¢, )
es una componente irreducible tal que el elemento general E € B acepta una

seccton nunca nula entonces la dimension esperada de B es el numero de Brill-

1
p:=3g—3—<T; )

Noether p definido como

es decir, dim(B) > p.
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Demostracién. Sea P(Ext' (Ko, Oc)) = PH?(2K¢)* el espacio proyectivo que

parametriza extensiones de la forma
0> 00— F— Ks— 0.

Para cada elemento EF € B que acepta una seccién nunca nula existe una
inclusién de la forma
OC — F R

por lo que existe una sucesion £ € Ext!'(K¢o, O¢) tal que
00— F— Ke— 0.
Por otro lado, consideremos el morfismo racional de extensiones
¢ P(Ext' (Ko, Og)) -+ O,

donde © = {E € U(2,2g — 2)|h°(E) > 0} (ver []). Si ¢ € Ext'(Ke,Oc) y E
es un haz estable, entonces tiene una seccién nunca nula (la que se corresponde
con Oc — E)y E € 0.

La sucesion exacta £ : 0 = O¢ — F — K¢ — 0, da lugar a una sucesion

exacta en la cohomologia de la forma:
0—-C— H'(E)— H'(K¢) = H(O¢) = HY(E) — C — 0.

Denotemos dg el morfismo cofrontera 0 : H*(K¢) — H'(O¢). Notemos
que por dualidad de Serre H°(K¢)* = H'(O¢) y ademds tenemos que

Hom(H°(K¢), HY(O¢)) = H'(K¢o)* @ HY(K¢)*.
Entonces el morfismo
0 : Ext'(Kg, O¢) — Hom(H(K¢), HY(O¢)) = H'(K¢o)* @ HY(Oc),

que asigna a cada extension £ : 0 — O — F — Ko — 0 su morfismo

cofrontera Jg, es exactamente el morfismo

H°2K¢o)* — HY(Keo)* @ HY(Ke)*,
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que es dual al morfismo multiplicacién
H°(K¢) ® HY(K¢) — H°(2K¢).

Por otro lado, como C' no es hipereliptica por el teorema de Noether ([,
capitulo 3.2) el morfismo multiplicacién S? H(K¢) — H°(2K() es sobreyecti-

vo, por lo que su dual
H°(2Kc)* — S*H(Kc)*,
es inyectivo, es decir,
P(Ext' (Ko, Oc) 2 PHY(2Ko)* — P(S?HY(K¢)*) C P(HY(Ko)* ® H(K¢)*)

y Op es simétrico para todas las clases de extensiones £ € P(Ext! (K¢, O¢)).

De la sucesion en la cohomologia tenemos
R (E) =1+ Ker(0g),

por lo que h°(E) > r si y sélo si dim(Ker(dg)) > r — 1. Denotemos D,
el lugar geométrico de elementos en P(S?H°(K)*) cuyo Kernel del morfismo
cofrontera tiene dimensién al menos r—1. Como P(S?H°(K¢)*) es isomorfo a la
proyectivizacién del espacio vectorial de matrices simétricas de g X g, D, es el
subespacio de matrices simétricas con Kernel de dimension al menos r—1, por lo
que de la teoria de variedades determinantales tenemos que codim(D,_1) = (;)
Entonces los elementos en P(Ext! (K¢, Oc))ND,_; que definen haces mediante
¢, estan en una componente de B(2, K¢, r) y se corresponden con haces con
una seccién nunca nula.

Si E € © es un haz estable con una secciéon nunca nula su fibra en
P(Exzt' (K, Oc),

mediante ¢ tiene dimensién menor o igual que r —1 (ver [4], lema 4.1). De todo

lo anterior, la restriccion del morfismo racional ¢ a
P(El'tl(Kc, Oc) N D7~—17
se factoriza mediante

¢ P(Ext' (Ko, Oc)) N Dy_y ——> B(2, K¢, 1),
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y su imagen tiene dimension:

dim(Ime) > dim(P(Ext' (Ko, Oc) N Dyp_y) — (r — 1)
> dim(P(Ext'(Ke, O¢)) + dim(D,_1) — dim(P(S*H°(K¢)*)) — (r — 1)
=39 —4 —codim(D,_) — (r — 1)

r+1
=39g—3— .
-3-("3)

DEFINICION 2.1.2 Una componente irreducible B de B(2,Ke,r) se dice

regular si satisface las siguientes condiciones:
i) dim(B) = p (tiene la dimension esperada);

ii) BN Sing(B(2,Kc,r)) = BN B(2,Ke,r+ 1) (tiene el lugar singular espe-
rado);

iii) el elemento general E € B satisface h°(E) = r (el elemento general tiene

las secciones esperadas).

Por2.0.3] si E € B(2, K¢, 7) es un haz que satisface h’(E) = r entonces iz
es inyectivo. Por el teorema de Riemann-Roch tenemos h’(F @ E*) — h'(E ®
E*) = 4—4g; como FE es estable entonces h’(E ® E*) = 1 y de la identificacién
Kec ® E* = E tenemos h°(F ® E) = hW(E ® E*) = 4g — 3; debido a la
descomposicién en suma directa F ® E = K¢ @& S?E obtenemos h°(S*FE) =
39 =3y

dim(TgB(2, K¢, 1)) = dim(Im(pg)™)
= dim(H°(S*E)) — dim(S*H°(E))

=3g—3—<r2—<g)>
:39_3_<r—51)

=

por lo anterior el lugar singular Sing(B(2, K¢, r)) esperado de B(2, K¢, r) es
B(2,K¢,r + 1) y tenemos la siguiente:
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OBSERVACION 2.1.3

Notemos que la proposicion 2.1.1 implica que si B C B(2,K¢,r) es una
componente irreducible donde el elemento general acepta una seccién nunca
nula y donde existe un elemento E € B que satisface h°(E) = r entonces
dim(B) = p y B es una componente regular. Por otro lado, también implica
que si B C B(2, K¢, r) es una componente donde el elemento general E € B

satisface h°(E) = r y acepta una seccién nunca nula entonces B es regular.

2.2. Existencia de componentes regulares

El siguiente teorema, demostrado en [21], muestra que sobre una curva gene-

ral C, la variedad B(2, K¢, r) tiene una componente de la dimensién esperada:

TEOREMA 2.2.1 Sea C una curva general de género g. Si r = 2k, es par,

entonces B(2, K¢, 1) es no vacio cuando

g>k? siky > 2
g>5 stk =2;
g>3sik =1

Mas aiun, bajo estas condiciones tiene una componente de la dimension es-
perada p. Sir = 2ky + 1 es impar, entonces B(2, Ko, r) es no vacio cuando
g > (k1)? + ky + 1. Mds atin, bajo estas condiciones tiene una componente de

la dimension esperada.

2.2.1. Haces globalmente generados en B(2, K¢, 3)

A continuacién estudiaremos la construccién dada en [13], donde los autores
utilizando variedades Grassmannianas encuentran una componente regular de
B(2, K¢, 3) que contiene a todos los haces globalmente generados.

Sea E un haz de rango 2 generado por sus secciones globales tal que h°(E) =
3y A’ E = K¢ (no necesariamente estable), entonces el morfismo evaluacién

de secciones

ep: H(E)® Oc — E — 0,
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es sobreyectivo y tenemos una sucesion exacta corta de la forma
0= K5 — HYE)®Oc — E — 0;
dualizando obtenemos
0— E* = H(E)*® Oc — Ko — 0;

que induce un morfismo en la cohomologia m : H°(E)* — H°(K¢) denote-
mos Wg := Im(w). El espacio A2H°(E) tiene dimensién 3. Consideremos el

morfismo natural,
a: AN°HY(E) — H°(A’E) = HY(K¢)

LEMA 2.2.2 Sea C una curva general de género g > 4 y E un haz sobre C,
de rango 2 globalmente generado y con determinante candnico, tal que h°(E) =

3. Entonces, en la notacion anterior:

i) 7 es inyectivo y entonces dim(Wg) = 3;

ii) a es inyectivo y Im(a) = Wg;

iii) para todo subhaz lineal L C E, h°(L) < 1;
iv) E es estable.

Demostracion.

i) Es suficiente probar que H°(E*) = 0. Supongamos que existe una secciéon
no cero s € H°(E*), sea L la subgavilla de E* generada por s, entonces
h(L) > 1 por lo que deg(L) > 0y deg(L @ K¢) > 2g — 2, y concluimos
que h’(L ® K¢) > g — 1. Por otro lado L ® K¢ es una subgavilla de
E* @ K¢ = E por lo que h°(E) > g — 1. Si g > 4, esto contradice
hO(E) = 3. Si g = 4, esto contradice la generacién global de E.

ii) Sea p € C' un punto general, como E es globalmente generado el morfismo
evaluacion en la fibra (H°(E) ® O¢), — E, es sobreyectivo, denotemos
por s, una base del Kernel de este morfismo. Sea V, C H°(E)* el espacio

dual a (s,), entonces su imagen bajo 7 es el espacio de dimensién 2,

m(Vp) = {w € Wg|w(p) = 0}.
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iii)

El morfismo que asigna p — m(V},) es la composicién del encaje candnico

¢Kc C = Pg_l
p = {t € H'(Kc)|t(p) = 0},

seguido de la proyeccion a Wg. Como la curva candénica genera al sistema
candnico, entonces ({s,| p € C}) = H°(E). Si p,q € C son dos puntos
generales a(s, A\ s,) # 0, de otro modo «(s,As,) = 0 para todo p, g por lo
que sus iméagenes son linealmente dependientes y generan linealmente una
subgavilla de rango 1 de E, pero ({s,| p € C}) = H°(E) contradiciendo
que E es globalmente generado. Sean p, ¢ € C' puntos generales, entonces

dim(V, NV,) = 1, denotemos por w,, una base de

m(V,NVy) = {w € Wglw(p) = w(q) = 0}.

A continuacién demostraremos que
Wy = Sy A Sy),
de aqui se seguird que Wg C Im(«) y por lo tanto
3 = dim(Wg) < dim(Im(a)) < dim(A*H°(E)) = 3,

por lo que todas son igualdades y Wg = Im(«), que ademds implica que «
es inyectivo. Sea r € C' un zero de wy,, entonces w,, € 7(V;) y podemos
considerar w,, € V, NV, NV, por lo que {s,,s,, s} son linealmente
dependientes, por hipétesis {s,, s,} son linealmente independientes por lo
que s, = as, + bs, para ciertos a,b € C, de este modo 0 = s,(1) A s,.(r) =
bs, A sq(r) v s, A s, se anula en r, en particular la forma diferencial
a(s, A s,) es cero en r. Esto prueba que todo cero de w,, es también
un cero de (s, A s,) y debido a la posicién general de p y ¢ podemos

concluir que las diferenciales son la misma.

Si L C E es un subhaz lineal con h°(L) > 2, entonces existen secciones

linealmente independientes s,t € H°(L); mediante el morfismo
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podemos considerar s,t € HY(E). Como s,t € H°(L) entonces para todo
punto p € C, las evaluaciones s(p) y t(p) son linealmente dependientes
en la fibra £,. Entonces

sAt#0y a(sAt) =0,
contradiciendo la inyectividad de a.

iv) Lainclinacién de E es u(E) = deg(F)/2 = g—1. Supongamos que L C E
es un subhaz lineal de grado maximal y supongamos deg(L) > g — 1.
Entonces, por el teorema de Riemann-Roch h°(L) > h%(Ko — L). La
sucesion exacta

0—-L—F—Kcsc—L—0,

muestra que 3 = h°(E) < h°(L) + h°(Ke — L) < 2h°(L) por lo que
h°(L) > 2, lo que contradice el inciso anterior.

O

Ahora veremos como se relacionan los haces globalmente generados en
B(2, K¢, 3) con la variedad Grassmanniana G(3, H°(K¢)): utilizaremos el si-
guiente resultado.

LEMA 2.2.3 (Ver [9].) Sea V € G(3, H*(K¢)) general. Entonces el morfis-

mo evaluacion ey : V @ Oc — K¢ es sobreyectivo.

Por el lema anterior, el Kernel del morfismo evaluaciéon e, para un V €
G(3, H°(K¢)) general es un haz de rango 2 y existe una sucesién exacta de la
forma:

0—=>F - V®&0s— Ko —0;

dualizando esta sucesiéon y denotando By := Fy;
0= Ki =V "®0c — Ey — 0

que induce un morfismo inyectivo en la cohomologia V* — HY(E) por lo que

Ey es generado por secciones globales. Denotemos por

p:G(3, H'(Kg)) = P(NH(K¢)),
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el encaje de Pliicker (ver [10], seccién 1.5). Si V € G(3, H*(K¢)), denotemos
por uy : V@ H(K¢) — H°(2K¢) el morfismo multiplicacién de secciones.
Para el elemento general V € G(3, H°(K¢)) el morfismo uy es sobreyectivo
(ver [9]). Denotemos por Do C G(3, H*(K()) el lugar geométrico que consiste
de elementos V' tales que py no es sobreyectivo.

Sea B%(2, K¢,3) C B(2,Kc¢,3) el lugar geométrico que consiste de haces
E globalmente generados con h(E) = 3.

PROPOSICION 2.2.4 El morfismo

S:B%(2,Kg,3) = G(3,H(K¢)) — De
E— WE;

es un isomorfismo. Su inversa es el morfismo

B:G(3,H(K¢)) — Do — BY%(3, K¢, 3)
V = Ey;

Demostracién. Notemos que Im(S) C G(3, H°(K¢)). De la sucesién exacta
0= Ki—=V'®0c— Ey =0,

y el hecho de que h°(E) = 3 induce en la cohomologfa el morfismo inyectivo
HY(K}) — V*® HY(O¢), entonces el dual a este morfismo, que es la multipli-
cacién de secciones py es sobreyectivo. Por la discusion anterior, S estd bien
definido. Para ver que 3 esta bien definido es suficiente ver que tales Ey son

estables y h°(Ey) = 3: de la sucesién
0=LEy =2 V®0s— Ko — 0
al hacer producto tensorial por K¢ y calcular la cohomologia obtenemos:
0— HY(E; @ Ko) = V@ H'(K¢) — HY(2K¢):

por lo que Ker(uy) = HY(E}, ® K¢). Por otro lado, como el determinante de
Ey es canonico, existe un isomorfismo natural £, ® K¢ = Ey y como py es
sobreyectivo, entonces h’(FEy) = 3. Del lema se sigue que Ey es estable

y [ esta bien definido. Es claro que S y 3 son inversos uno del otro. O
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Del resultado anterior podemos concluir que el lugar geométrico
BY := B99(3, K¢,3) C B(2,Kc¢,3),

es un cerrado irreducible de dimensién 3g — 9 y por el teorema su lugar

singular satisface

Sing(B%) C B(2,K¢,4).

Se sigue que existe una componente irreducible BY C B(2, K¢, 3) que contiene

a todos los haces estables globalmente generados.

2.2.2. Haces globalmente generados en B(2, K¢, 4)

En esta seccién estudiamos la construccién dada en [6], del morfismo @
definido como (E,V) — Qg que asigna a cada par de la forma (F, V) donde
E € B(2,Kc,4) y V € G(4, H'(E)), una cuddrica Qg que contiene a la curva
candnica.

Consideremos los pares (E,V) donde £ — C' es un haz estable de rango
dos con determinante canénico y al menos cuatro secciones globales linealmen-
te independientes. Sea V € G(4, H°(F)) tal que el morfismo evaluacién de

secciones de V'

6\/2V®Oc—>E,

es sobreyectivo. Diremos que dos pares (E1, V1) v (Es, V3) son equivalentes (o
isomorfos) si existe un isomorfismo ¢ : £y — Es tal que Vo = ¢(1).

Si (E,V) es un par, entonces existe una sucesion exacta de la forma
0— E*" = V*"®Oc — Coker(e},) — 0,

donde Coker(e},) es un haz de rango dos con determinante candnico y V* C
H°(Coker(e};)) se identifica con un subespacio de secciones que generan a

E' .= Coker(e},), es decir, esto define otro par
(E', V") = (Coker(e3,), V*).

DEFINICION 2.2.5 (E', V') es el par dual a (E,V).
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Notemos que (F,V) = ((£'),(V")’). Consideremos el morfismo natural
a: A?(E) — H°(K) y denotemos ay := alpey : A2V — HO(K).
Sea G(V) := G(2,V*), notemos que dim(G) = 4 y mediante el encaje de
Pliicker
dary s G(V) = P(N°V*) 2 P,

podemos considerar G(V') como los elementos indescomponibles en P(A2V*) 2
P, mds ain, ¢g(vy(G(V)) C P® es una hipersuperficie cuddrica suave (ver [10],
seccién 1.5).

Como ey es sobreyectivo, entonces existe una sucesion
0— Ker(ey) = V®0Oc— E—0,
y el morfismo dual e}, induce un morfismo racional definido en los puntos z € C
donde V ® O, — E, es sobreyectivo:
gy : C = G((V)
x— Im(e,),
o bien, considerando ¢g)(G(V)) C P(A*V) y denotando V' = Im(e}) la
composicion Gy := ¢gv) © gv es
Gy : C — P(A*V)
x = APV
Sea dy la projectivizacién del morfismo dual o} : HO(Kg)* — A*V*,
Sy : PH(Kg)* — P A2 V™,
Sea ¢ : C < PHY(K¢)* = P97! el encaje candnico, entonces el siguiente

diagrama es conmutativo

-1 5
IEDQ T IP)
‘m( ‘¢G(V)

Si p es una ecuacién para la cuddrica G(V) C P5 y q(E, V) es el polinomio
definido en H°(K¢)* mediante ¢(FE,V) := (ai,)*p, entonces 6 (Gy(C)) (si es

no vacio) define una cuddrica en PY~! que contiene a la curva candnica, es decir

ox(C) C oy (Gv(C));
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denotaremos Qg := 63, (Gy(C)).

LEMA 2.2.6 (Ver [6].) Con la notacién anterior, sea K := Ker(ai,) y I ==
Im(af,) entonces la cuddrica Qg puede ser considerada como un cono con eje
PK sobre la cuddrica PING (V). En particular, PK C Sing(Qg) y se satisfacen

las siguientes propiedades:
i) PK = Sing(Qg) si y solo si PI es transversal a G(V);
ii) Si la cuddrica q(E, V') tiene rango al menos 5 entonces PK = Sing(Qg).

Sea (E,V) un par y sean Uy el subhaz universal de G(V) y Qy el haz

cociente de G(V'), entonces de la definicién de gy existen isomorfismos
gy = Im(e},) = Im(ey)" vy g1, Qv = Ker(e},) = Ker(ey)™.
Mas atn, la sucesion
0 — gy — E — Coker(ey) — 0,
es exacta. En particular, los isomorfismos
= gylUy y B' = gy, Qv
se satisfacen si y solo si V' genera a E y en este caso la sucesion
0— E* - V*"®Oc — Coker(ey,) — 0,
es el “pull-back” mediante gy de la sucesion universal, es decir, es precisamente
0= gylly — gvV* @ Oy — gy Qv — 0.

LEMA 2.2.7 Sea (Ey,V1),(Ey,Vs) dos pares que satisfacen las siguientes
propiedades

i) Q(Elv ‘/1> = Q(EZa ‘/2)7
ii) Ker(a’{/l) = Ker(a*vz);

entonces los pares (Eq,Va) y (Ey, V1) son isomorfos o duales.
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Demostracion. Es suficiente probar que existe una sucesion exacta de la forma
0= E,—-Vi®0c— Ey — 0,

que satisface que si m; : Vi* — H°(E») es el morfismo inducido en la cohomo-
logia de su sucesién dual, entonces I'm(my) = Vs.

Sea i = 1,2 y consideremos el morfismo gy, : C' — G(V;). Como V; genera
a I entonces Ef = gyUy,. Ya que Ker(ay,) = Ker(ay,), existe un tnico

isomorfismo ¢ : Im(ay, ) — Im(ay,) tal que
ay, = ¢ oay,;

sea v € A*V/* un vector indescomponible y v = «f, (h) donde h € H°(K¢)*,
entonces el polinomio ¢(E1, Vi) = q(F», V,) se anula en h por lo tanto ay,(h) =
¢(v) es irreducible. Por lo anterior ¢ preserva vectores indescomponibles y
existe un isomorfismo f : G(V;) — G(V4) tal que

vy = fong‘

Por las propiedades del haz cociente y del subhaz universal sobre la Grass-
manniana G(2,4) (ver [10], seccién 1.5), debe pasar uno de los siguientes dos

Casos:

~J

caso 1) f*Uy, = Uy,: como gy, = gy, o f* entonces existen isomorfismos Uy, =

fUy, y Ei = gy Uy, para i = 1,2, por lo tanto
Ey = gy Uy, = gy, [T Uy, = gy,Uy, = B,
y los pares (E1, V1) y (Es, V) deben ser isomorfismos.
caso 2) f*Uy, = Qy.: aplicando f* a la sucesién universal de G(V2)
0= Uy, = V5 ® Oy = Qv — 0,
e identificando f*Qy, = Uy, , obtenemos la sucesion
0— ffUy, = Vi" @ Ogyy- — Uy, — 0.
Aplicando gy, a esta sucesién e identificando E; = gy, Uy, obtenemos

0— gy, 0 ffUy, > V1®0Oc — Ey — 0,
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y por la igualdad gy, = gy, o f* obtenemos la sucesion
0= FE —-Vi®wOs— E —0,
por lo que (Es, V) = (B4, V{), lo cual termina la prueba.
O

Denotemos por I(C') el conjunto de cuddricas de rango menor o igual a 6

en P91 que contienen a la curva canénica.

LEMA 2.2.8 Si Z € I(C) tal que Sing(Z) N C = 0 entonces existe un par
(E,V) tal que Z = Qg. Mds ain, sirango(Z) > 5 y dos pares (E1, V), (Ea, Va)
satisfacen Qp, = Qr, = Z entonces son equivalentes o duales.

Demostracion. Sea Z € I5(C') y denotemos r := rango(Z). Existen coordena-

das de P97 tales que Z = Z(a? + ... + 22); en estas coordenadas
Sing(Z) = Z(2xy, ..., 2x,) = Z(x1, ..., x,),
por lo que podemos definir la proyeccién de Z a las coordenadas 1, ..., z,,
7 : 7 — Sing(Z) — P C P,

esta es la proyecciéon de Z con centro Sing(Z). Ademas m(Z — Sing(Z)) es la
cuadrica en P"~! definida por la ecuacién x3 + ... + z2. Como C' N Sing(Z) =0
podemos considerar 7|c : C — P° y sea U el haz universal de la Grassmanianna

G(2,4) C P donde la inclusién estd dada por el encaje de Pliicker, entonces
E = r|pU”,

es un haz de rango dos con determinante A\’E = Og(1) = Koy V =
7|& H°(U*) es un subespacio cuatro-dimensional de secciones que genera al haz
E (ver [10]), es decir (E,V) es un par. Del siguiente diagrama conmutativo

podemos concluir que (Qp = Z para este par,

Pg—l IP)5

™
‘¢K ‘¢Guq

C— G(2,4)

gv
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Supongamos que r > 5. Entonces PKer(aj,) = Sing(Z) y como Sing(Z)N
C = 0 las secciones en V generan a E. Notemos que estas propiedades se
satisfacen para todos los pares (E,V) tales que Qp = Z. Supongamos que
(E1, V1), (B2, Vs) satisfacen Qp, = Qg, = Z entonces por el lema anterior estos

pares deben ser isomorfos o duales. O

Por lo anterior existe un morfismo (con fibra finita) de la forma.

Q : {(E,V)|ey es sobreyectivo } — I(C')

LEMA 2.2.9 Sea E un haz de rango 2 con determinante candnico y al menos
cuatro secciones y V. C G(4, H(E)) un subespacio de secciones de E. Sea
ey : V®Oc — E la restriccion del morfismo evaluacion a las secciones en V.
Entonces ey es genéricamente sobreyectivo si y solo si ay : A2V — H°(K) no

es el morfismo cero.

Demostracion. Sea x € (' un punto general, si e, es genéricamente sobreyec-
tivo entoces existen dos secciones s,t € V tales que (s(z),t(x)) = E, entonces
s(x) Nt(z) # 0y ay(s At) # 0. Por otro lado, supongamos que ay no es el
morfismo cero, sea {v1, Vs, v3,v4} una base de V| entonces existe una seccién no
cero f € HY(K) (en la imagen de ay) y escalares {a;; }1<i<j<4 no todos cero,

tales que para todo z € C

flx) =Y ayuile) Av(@);

1<i<j<4

sea p € C tal que f(p) # 0 entonces para al menos un subindice ij se satis-
face v;(p) A vj(p) # 0, es decir, los vectores v;(p), vj(p) € E, son linealmente
independientes por lo que (v;(p),v;(p)) = E, y se sigue el resultado.

O

Por el lema anterior, el morfismo (E,V) — Qg puede extenderse a los
pares (E, V') donde ey es genéricamente sobreyectivo tales que 07, (Gy (C)) es
no vacio.

Notemos que si B C B(2, K¢,4) es una componente irreducible regular

donde el elemento general E es generado por sus secciones globales entonces
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(E, H°(E)) define un par y existe un morfismo de la forma

Ew (E,H(E)) — Qg.

2.2.3. Haces con pocas secciones y extensiones de haces

lineales

En esta seccién recordamos la construcciéon dada en [7] para obtener compo-
nentes de B(2, K¢, 1), B(2, K¢, 2), B(2, K¢, 3) mediante extensiones de haces

lineales en

Ext'(Ko(—D), Oc(D)),

donde D es un divisor general efectivo.

PROPOSICION 2.2.10 Sea C una curva con moduli general de género g >
5. Entonces B(2, K¢, 1) # (). Mds ain, existe una componente irreducible B

de B(2, K¢, 1) que satisface las siguientes condiciones:

i) el elemento general [E] en la componente B satisface h°(E) = 1 y Sing(B) C
B(2, Kc, 2),

ii) dim(B) = 3¢9 — 4;

iii) el elemento general [E| en la componente B puede expresarse como una

extension de la forma u € Ext'(Kq, O¢), es decir,

u:0—=>0c—FE— Kc— 0.

Demostracién. Sea {u: 0 — O¢ — E, — K¢ — 0} € Ext' (K¢, O¢) general,

con notacién como en [LL1.1]
l=k=gm=39g—3>1+1;

entonces utilizando los resultados y [1.2.3, W es irreducible y propio en
Ext' (K¢, O¢), por lo que
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Sea € € {0, 1} tal que g—e = 0(mdéd 2) y denotemos o := g—e > 0. Entonces
o satisface las condiciones de la proposicion por lo tanto s(E,) >0 >0
siy s6lo si u ¢ Sec,(C) donde

1 1
h:§(2g—4+0):§(3g—4—e).

Para esta h la dimensién de Sec,(C') es

dim(Secy(C)) = min{dim(P,2h — 1)}
=min{3g — 4,39 — 5 — €}
=39g—5—€e<3g9g—4.

Como dim(P(Ext'(Kg,O¢))) = 3g — 4 entonces el elemento general u €
Ezt' (K¢, O¢) no estd contenido en Secy,(C), por lo que E, es un haz esta-
ble y B(2, Ko, 1) # 0.

Consideremos el morfismo
7 P(Ext' (Ko, O¢)) — B(2,Ke, 1)

que asigna a cada clase de la forma u el haz vectorial F,, su imagen es irredu-
cible y esté contenida en una componente irreducible B de B(2, K¢, 1).
Sea F € Im(w) general, entonces la fibra 7'(F) es cero-dimensional, ya

que una extensién en la fibra 77(E) es de la forma
u:0—=>0c—>F— Ko— 0,

y estd tinicamente determinada por la inclusion @ — E. Como h°(E,) = 1,
sélo existe una de estas inclusiones (salvo multiplicacién por escalar).
Entonces dim(w(Ext!' (Ko, O¢))) = 3g — 4. Por otro lado, el elemento ge-
neral £ en w(Ext!'(Kq,Oc)) tiene exactamente una seccién y por su
aplicacion simétrica de Petri es inyectiva, entonces E es un punto suave de
B(2, K¢, 1) y su imagen estd contenida en una componente regular B, es decir,

dim(B) = 3g — 4, por lo que

W(Extl(Kc, Oc)) = B,

y podemos concluir el resultado. O
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PROPOSICION 2.2.11 Sea C una curva con moduli general de género g >
3. Entonces B(2,K¢,2) # 0 y es irreducible. Mds ain, su unica componente
irreducible es reqular y su punto general [E] puede ser expresado como una

extension de la forma
u:0—0c(D) - E— Ke(—D) — 0;

donde D es un divisor general efectivo de grado 1 en C' y la extension u €
Wy C Ext'(Ko(=D),0c(D)) es general.

Demostracién. Sea D un divisor general efectivo de grado 1. La irreducibilidad

se sigue de [I§](teorema 1.3) y tenemos
l=k=g—1,m=3g—5>1+1;

por lo que de los resultados y podemos concluir que Wy p := W; C
Ext*(Kc(—D),Oc(D)), es irreducible de dimensién dim(Wy p) = 3g — 6 y el
elemento general u € Wi p es tal que cork(d,) = 1.
Sea {u: 0 = O¢(D) —» E, — Kco(—D) — 0} € Wi p general, € € {0,1}
tal que
g—1—€=0(mdd 2),

y denotemos 0 = g —1—e. Entonces 0 = 0(méd 2) y o satisface las condiciones
de la proposicién |1.1.4] Por lo tanto s(E,) > o > 0 si y sélo si u ¢ Sec,(C)
donde

1 1
h:§(2g—6+0):§(i’)g—7—6).

Para esta h la dimension de la variedad secante es
dim(Secy(C)) = min{dim(P,2h — 1)} = min{3g — 6,39 —8 — €} =39 —8 —e.

Como dim(P(Wyp)) = 3¢g — 7 entonces el elemento general v € Wjp no
estd contenido en Sec,(C), asi que s(E,) > 0y E, es estable.

Por otro lado, sea
D : ]P(WI,D) — B(2, Kc, 2)

el morfismo que a cada extension u le asigna el haz vectorial F,, entonces

Im(mp) esta contenida en una componente irreducible B de B(2, K¢,2) y el
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elemento general en Im(7p) satisface h°(E,) = 2, entonces por el resultado
su aplicacion simétrica de Petri es inyectiva por lo que es un punto suave
de B y la componente B es regular.

Sea 7, : H'(E,) — H°(Kc(—D)) el morfismo inducido en la cohomologia

de la extensiéon u € W; p. Entonces
Im(y,) = Ker(9,) = Coker(0,),

y de la construccién de J dada en la prueba de la proposicién pode-
mos concluir que para el elemento general u € Wj p la imagen Im(y,) €
G(1,H°(Kc(—D))) = P92 define un punto general en el sistema libre de pun-
tos base |K¢o(—D)].

Supongamos que h’(E,(—D)) > 1 para el u € Wi p general, entonces

W (E.(-D)) =2,

por lo que para todo elemento v € I'm(~,) debe satisfacerse v(D) = 0, contra-
diciendo el argumento anterior, entonces h’(E,(—D)) = 1.
Sean u,u’ € Wjp y supongamos que satisfacen E, = 7wp(u) = wp(u')

entonces las inclusiones definidas por u, ', de la forma
iv:0—=0Oc(D) = Ey, iy:0— Oc(D)— E,
se corresponden con inclusiones
Ju:0—0Oc = E,(=D), iy :0— Oc — E,(—D)

que a la vez definen dos secciones no nulas en H°(E,(—D)). Como h°(E,(—D)) =
1 estas secciones son linealmente dependientes, por lo que u y «' difieren en
un escalar no cero, es decir existe A € C tal que u = \u'. Esto prueba que el

morfismo 7p es genéricamente finito y
dim(ﬂ'D(P(WLD))) = 39 —17.

Haciendo variar el divisor D € C (1), obtenemos diferentes variedades W, p C
Ezt'(Kc(—D),Oc(D)). Entonces mediante un cdlculo de pardmetros y utili-

zando los resultados de la secciéon 1.3 podemos concluir que las imégenes de
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estas Wi p “llenan” la componente B, es decir, el elemento general £ € B

estd en una extension
u € Extl(KC(—D), Oc(D)),

para algin D € CV general, con u € W p y se sigue el resultado. O

LEMA 2.2.12 Sea C una curva con moduli general de género g > 3 y D
un divisor general efectivo de grado 2. Si'V € G(2, H*(Kc(—D))) es un punto

general, entonces el morfismo multiplicacion de secciones
py V@ HY(Keo(—-D)) — H°(2K¢ — 2D);

satisface dim(Ker(uy)) = 1.

Demostracién. Sea V € G(2, H'(Kc(—D))) general. Como H°(Kg(—D)) es
libre de puntos base, entonces V' es un pincel libre de puntos base (ya que si
p € C es un punto base de V entonces V C H°(K¢(—D —p)), contradiciendo la
generalidad de V). Entoces por el “Base point free pencil trick” (ver apéndice
y [1] pag. 126) aplicado a V, Ker(Im(uy)) = H°(O¢) por lo que es
1-dimensional.

(I

PROPOSICION 2.2.13 Sea C una curva con moduli general de género g >
5. Entonces B(2, K¢, 3) # (0. Mds ain, existe una componente irreducible regu-
lar B con la propiedad de que su elemento general [E] € B puede ser expresado

como una extension de la forma
u:0— Oc(D) - E— K(—D) — 0;

donde D es un divisor general efectivo de grado 2 y u € Wy es general en una

componente irreducible Ap C Wy de dimension 3g — 10.

Demostracion. Sea D un divisor general efectivo de grado dos y denotemos
G = G(2,H°(Kc(—D))). Por el lema anterior existe un abierto de Zariski
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¥ C G donde para todo V' € X se tiene dim(Ker(uy)) = 1. Entonces para
todo V' € X tenemos que

dim(Im(uy)) = dim(VoH(Ko(—D)))—dim(Ker(uy)) = 2g—4—1 = 295,

por lo que siempre existe un hiperplano {u = 0} C H°(2K¢—2D) que contiene

a Im(uy).
Definamos la variedad de incidencia

Jo={(V,u) € ¥ x P|Im(uy) C {u=0}},

donde P := P((H°(2K¢ — 2D))*) = P(Ext'(Kc(—D), Oc(D))) denota el con-
junto de hiperplanos de H°(2K¢ — 2D).

Sean py : Jg = Xy po : Jo — P las proyecciones. Para el elemento general
en la imagen de p; su fibra es isomorfa al sistema lineal de hiperplanos de
H°(2Ko — 2D) que contienen a I'm(uy), es decir, la fibra general de p; es

irreducible de dimension
3g—8—(29g—5)=g—3.

Entonces por el resultado existe una unica componente irreducible J C Js,

que domina > mediante p;, mas ain,
dim(J)=g—2+dim(X)=9g—3+29g—8=3g—11.
Por otro lado, pa(J) C P(W,) y pe(J) domina una componente irreducible
Ap C P(Wy),

entonces dim(Ap) < 3¢g — 11.
Denotemos p := pa|; : J — P(WW3), notemos que la fibra general de p en un

punto u es isomorfa a G(2, Coker(d,)), por lo que
dim(Ap) = 39 — 11 — dim(G(2, Coker(0,))).

Supongamos que para el elemento general u € Ap se satisface cork(9,) > 3,
entonces

39 — 11 — dim(G(2,Coker(0,))) < 3g — 13,
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lo que contradice que la codimensién esperada de Ap es 4y dim(Ap) > 3g—12.
Por lo anterior, el elemento general u € Ap satisface cork(d,) = 2, entoces p
es genéricamente inyectivo y dim(Ap) = 3g — 11.

Seau:0— Oc(D) — E, — Ko(—D) — 0 € Ap general, y sea

d=29—2,0=29g—4,n=11l=9g—2k=g—2,7=1,t=2.

Sea € € {0,1} tal que g — 3 — e = 0(m6d 2). Denotemos ¢ := g —3 —¢ > 0
entonces o = 0(méd 2) y satisface las condiciones de la proposicion [1.1.4] de
este modo s(F,) > o > 0siy solo si u ¢ Sec,(C) donde

1 1
h:§(2g—8+0):§(3g—11—6).

Para esta h la dimension de la variedad secante es
dim(Sec,(C)) = min{dim(P,2h—1)} = min{3g—8,3g—12—¢} =3g—12—e¢.

Como dim(Ap) = 3g — 11, entonces el elemento general u € Ap no esté conte-
nido en la variedad secante, por lo que E, es estable y B(2, K¢, 3) # 0.

Sea p : P(Ap) — B(2, K, 3) el morfismo al moduli de haces definido como
7p(u) = E,. El elemento general E en la imagen I'm(rwp) satisface h°(E) = 3,
entonces por el teorema Im(7p) estd contenida en una componente B C
B(2, K¢, 3) de dimensién a lo mas 3g — 9. Mediante un célculo de pardmetros,
utilizando los resultados en el hecho 7.6 y la proposicién 7.13 de [7], se concluye
que la componente B debe ser regular.

O






Capitulo

Construccion y comparacion de

componentes

Este capitulo contiene los resultados originales de este trabajo de tesis,
en la primer seccién encontramos una componente regular de B(2, K¢, 4). En
la segunda seccién comparamos las componentes de B(2, K¢, 3) construidas
en las secciones 2.2.1 y 2.2.3 . Por ultimo, mostramos algunas de las ideas
del trabajo en proceso para relacionar la componente regular de B(2, K¢, 4)

aqui construida, con las cuddricas que contienen a la curva canodnica.

3.1. Haces con cuatros secciones

En esta seccién seguimos las ideas de [7], para construir sobre una curva
general de género g (tal que p > 0), una componente regular B C B(2, K¢, 4),
con la propiedad de que el elemento general [E] € B es una extensién de haces

lineales.

LEMA 3.1.1 Sea C una curva de género g > 8 y D un divisor general efec-
tivo de grado 3, entonces existe un haz E de rango dos, con las siguientes

propiedades:
i) °(E) = 3;
ii) E es generado por sus secciones globales;

37
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iii) det(F) = Kc(—D);

iv) h°(E*) = 0.

Demostracion. Sea Dy = p; + ... +py_5 € C(9=5) un divisor general efectivo
de grado g — 5 sobre C'y consideremos el haz lineal A := K¢ (—D;) que define
un sistema lineal gg 43 libre de puntos base. Sea D un divisor general efectivo
de grado 3, podemos asumir que la intersecciéon de los soportes supp(D;) N
supp(D) = 0. El haz M, := O¢(D,) es tal que h°(M;) = 1y todas las secciones
en H°(M,) se anulan tinicamente en los puntos de supp(D;). Consideremos el
haz M, := A(—D), que define un g; libre de puntos base. Ahora utilizaremos

un argumento similar al de Lazarsfeld utilizado por Gieseker en [9] (pag. 235).

Consideremos el morfismo
e: BExt'(My, My) — Hom(H°(Ms), H' (M,));

que envia una extension u : 0 — M; — E — M, — 0 a su morfismo cofrontera
Oy : H°(My) — H'(M;). Sea F el Kernel de e. Entonces toda extensién no
trivial u € F satisface h'(E) = h°(M;) + h°(Ms) = 3 y det(E) = My @ My =

Kc(—D). Ademas, e es dual al morfismo multiplicacién de secciones
m: H°(My) ® H°(A) — H°(My + A) = H°(2A — D).

por el “Base point free pencil trick” (ver apéndice y [, pag. 126 )
Ker(m) = H°(O¢(D)), ya que h°(Oc(D)) = 1 entonces el Cokernel de m

es de dimension
dim(Coker(m)) = h°(2A — D) — h°(M)h°(A) +1=g+4—2(5) +1 =g — 5,
y dim(F) = g — 5. Ahora probaremos que el lugar geométrico

{u € F|F, no es globalmente generado },

tiene codimension al menos 1 en F', de esto se seguird que existe al menos
una extension v € F' tal que E es globalmente generado, concluyendo asi el
resultado.

Notemos que si ¢ € C — supp(D;), h°(Mi(—q)) = 0 y h°(My(—p)) =
h°(Kc — Dy — D — p) = 1 por lo que h°(E(—q)) < 1. Por el teorema de
Riemann-Roch, ya que h°(E) — k' (E) = =3 y h°(Kc ® E*) = 6, entonces

h(E(—q)) = i (Ke @ B*(p)) +29 —T—29+2>6-5=1,
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por lo que h’(E(—q)) = 1 y la fibra E, es generada por la evaluacién de las
secciones de H°(E) en ¢. Supongamos que existe un punto z € supp(D;) donde
la fibra E, no es generada por la evaluacion de las secciones, entonces existe

una subgavilla E; C E' y una sucesién exacta
ug : 0 = My(—x) —» Ey — My — 0;
pero estas sucesiones exactas son elementos en el Kernel del morfismo
Ext'(My, My(—2)) — Hom(H" (M), H' (My(—=x))),

que envia us a su morfismo cofrontera d,,. Este morfismo es dual al morfismo

multiplicacién de secciones
mg : H'(My) @ H*(O¢(A(x)) — H°(My + A(z)) = H°(2A(x) — D),

de nuevo, usando el “Base point free pencil trick” para el haz My, Ker(m,) =
H°(Oc(D(z))). Ya que x € supp(D;) y x & supp(D), se tiene

cork(mg) = h°(2A(x) — D) — h*(M)h"(A(x)) + 1 = (9+5) —2(6) + 1 = g — 6,

entonces las extensiones en F' que no son globalmente generadas tienen codi-
mension al menos 1 en F.

Supongamos que h°(E*) > 0 entonces existe una seccién s € H°(E*) no
nula, sea L C E* la subgavilla generada por s, entonces h°(L) > 0 por lo
que deg(L) > 0. Entonces deg(L @ Ko(—D)) > 29 — 5 y por el teorema
de Riemann-Roch h°(L @ Ko(—D)) > g — 4. Por otro lado, del isomorfismo
E* @ Ko(—D) = E obtenemos HY(L @ Ko(—D)) — HY(E) y h°(E) > g — 4,
como h'(E) = 3, entonces esto da una contradiccién para g > 8. Esto prueba
que h°(E*) =0 0

PROPOSICION 3.1.2 Sea C una curva de género g > 8 con moduli general
y D un divisor general efectivo de grado 3 en C'. Entonces el elemento general

V € G(3, H°(K¢ — D)) satisface que el morfismo multiplicacién de secciones
py V@ HY(Ke — D) — H°(2K¢ — 2D),

tiene Kernel 3-dimensional, mds ain, Ker(uy) = A*V.
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Demostracién. Notemos que A?V C Ker(uy) por lo que dim(Ker(uy)) > 3.
Por otro lado, la funcién

a:G3,H (K — D)) > Z
V = dim(Ker(uy));

es semicontinua por arriba (ver [11], pdg. 287) por lo que el conjunto
{V € G(3, H'(K — D))|dim(Ker(uy)) = 3}

es un abierto de Zariski en G(3, H'(K — D)) (posiblemente vacio) y es suficiente
probar que existe un elemento V € G(3, H°(K¢— D)) tal que dim(Ker(uy)) =
3.

Por el lema anterior podemos suponer que existe un haz E de rango 2
globalmente generado tal que h°(E) = 3 y A2E = K¢(—D), entonces tenemos

una sucesion exacta
0— K5(D) = HYE)® Oc — E — 0;

y dualizando obtenemos

0— E*— H°(E)*® Oc — Ko(—D) — 0. (3.1.1)
Esta sucesion induce en la cohomologia
0— H(E*) — H°(E)* — H(K¢c — D);

yva que h’(E*) = 0 entonces la transformacién lineal i : H*(E)* — H°(K¢— D)
es inyectiva.

Al hacer producto tensorial en la sucesién [3.1.1] por K¢ (—D) obtenemos
0= F*® Ko(—D)® — H(E)* @ Ko(—D) — 2Ko(—2D) — 0;

ya que det(E) = Ko(—D) entonces E* @ Ko(—D) = E, por lo que existe una

sucesion en la cohomologia de la forma
0— H(E) —» H(E)* ® H(K¢c — D) — H°(2K¢ — 2D)

donde p1 : HY(E)*®@H°(Kc—D) — H°(2Kc—2D) es el morfismo multiplicacién
de secciones mediante la identificacion H°(E)* = i(H°(E)*) € HY(K¢ — D).
Por lo tanto V := Im(i) C G(3, H*(K¢c — D)) satisface dim(Ker(uy)) = 3. O
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El teorema principal de este trabajo de tesis es el siguiente:

TEOREMA 3.1.3 Sea C una curva con moduli general de género g > 8.
Entonces B(2, K¢,4) es no vacio. Mds ain, existe una componente irreducible
reqular B C B(2, K¢, 4), cuyo elemento general [E| € B puede ser expresado

como una SUC@SiO/n
u:0— Oc(D) - E— Ke(—D) — 0

donde D es un diwvisor general efectivo de grado 3 sobre C' y la extension u
es tal que u € W3 C Ext'(Ko(—D),0c(D)) es general en una componente
wrreducible Ap de Ws.

Demostracion.

Paso 1: Existencia de la componente irreducible Ap C Wj.
Por la proposicién anterior existe un abierto de Zariski ¥ C G(3, H*(K¢ — D))
donde dim(Ker(uy)) = 3 o bien dim(Im(uy)) = 3g — 12, para todo V € X.
Sea
P = P(Eat' (Ko(—D),0c(D)))

de las identificaciones PH' (K% (2D)) = PH°(2K¢ — 2D)* podemos considerar
que P parametriza hiperplanos de H°(2K¢ — 2D). Ya que h°(2K¢ — 2D) =
3g — 9, entonces para todo V € ¥ existe un hiperplano {u = 0} que contiene

a I'm(py) por lo que podemos definir la variedad de incidencia
Jy :={(V,u) € ¥ x P|Im(py) C u}.

Denotemos por p; : Js — 2 v ps @ Jy, — P las proyecciones.

La fibra de p; de un elemento general V' € ¥ es isomorfa al sistema lineal de
hiperplanos de H°(K¢ — D) que contienen a Im(uy ), por lo que es irreducible
y de dimension

(3g—9)—(3g—12) —1=2.
Por otro lado p; es sobreyectivo y por el lema existe una componente
irreducible J que domina > mediante p;.

Por la definicién de W, como en ([1.2.3)), Im(p2) C W3, entonces la imagen
de p := po|; : J — W3 domina una componente irreducible Ap C W3 y
dim(Ap) = 3g — 15 donde el elemento general v € Ap satisface cork(d,) = 3.
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Paso 2: El elemento general en Ap es estable.
Sea Ui € P(Ext!(Ko(—D),0c(D))), tenemos d = 29 — 2,6 =29 —5,n= 1,1 =
g—3,r=9g—3,7=1,t=3.Seae € {0,1} tal que

e = g(mdéd 2),

denotemos 0 := g — 6 — ¢ > 0, por lo tanto ¢ = 0(méd 2) y o satisface
las condiciones de la proposicién [1.1.4] Entonces s(F,) > o > 0 si y sélo si
u ¢ Secy(C') donde
1 1
h = 5(29— 10+0) = 5(39— 16 — ¢),
para esta h la dimension de la variedad secante es

dim(Sec,(C)) = min{dim(P,2h — 1)}
= min{3g — 10,39 — 16 — ¢ — 1}
—3g— 17—
<3g—17.

Como dim(P(Ap)) = 3g — 16 entonces el elemento general u € Ap no esta con-
tenido en Secy,(C') por lo que E, es estable. Esto prueba que B(2, K¢,4) # ()
y describe algunos de sus elementos.
Sea 7p : P(Ap) — B(2, K, 4) el morfismo al moduli de haces definido como
mp(u) = E,. En los pasos 3 y 4 probaremos que 7p es genéricamente finito:
Paso 3: Unisecantes no-obstruidas.

Sea u € Ap un elemento general en la fibra del haz [E] € Im(7p), es decir
u:0—Oc(D) - E — Ke(—D) — 0.

Recordemos que el cociente £ — K¢ (D) — 0 se corresponde con una seccién I’
de la superficie reglada S := P(F) (la seccién correspondiente es la inducida por
la inclusién O¢(D) < E, ver apéndice, observacion [£.2.2)). Debemos calcular
la dimensién de la familia en la que varian las secciones I', es decir, debemos
ver si las deformaciones del par (I', S) son no-obstruidas (o equivalentemente
que H*(S,Ts < T >) = 0, ver apéndice, proposicién .

Sea p : S — C el morfismo estructural de S y denotemos por f una fibra

general de p y por ¢ la clase de Og(1) en Pic(S), entonces

c-f=1, f2=0, ¢ =deg(E) =29 — 2.
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Por otro lado, recordemos que existe una sucesion exacta de la forma

0— TS|C — T — p*TC — 0, (312)

donde T, Tz denotan los haces tangentes a Sy C, respectivamente y Tgjc
es la gavilla tangente relativa (ver [20]) Tsjc = wg . Ya que wgjc = Os(—2¢) ®
p*(det(E)) entonces

Tsic = Os(2¢) @ p*(Ko),
y tenemos las intersecciones Ts/c - f = deg(Tsic)|f = deg(Op)(2) = 2y
p*(Tc) - f = 0. Luego Tsic y p*(T¢) tienen grado no negativo sobre las fibras
depy
W (S, Tsic) = h*(S,p*(Tc)) = h*(S, Ts) = 0.

Por otro lado, si g > 1 entonces h%(S, Tsic) = h°(S,Ts) = h°(S,p*(Tc)) = 0
y h'(S,p*(T¢)) = 3g — 3. Calculando la cohomologia de la sucesién y
utilizando las igualdades anteriores y la igualdad x(Tsic) = 3 — 39 = h' (Tsc),

obtenemos

h'(S,Ts) = h'(S,Tsic) + h'(S,p*Tc) = 69 — 6.

Por otro lado, la gavilla normal Nrjs = Ko(—2D) por lo que deg(Nrjs) =
[''I' = deg(Kc—2D) = 2g—8, utilizando el teorema de Riemann-Roch tenemos
ho(T, Nris) = h°(C, Ko(—2D)) = g — 6 y h*(T', Nrjs) = 1. Consideremos la

sucesion exacta (ver apéndice, seccién 4.4)
0—=>Ts(-I')—=>Ts <I >=Tr — 0. (3.1.3)
Al hacer producto tensorial en la sucesién por Og(—TI") obtenemos
0= Ts/c(—T) = Tg(=T) = p"Te ® Og(-T") — 0. (3.1.4)

Denotaremos por ~ equivalencia lineal y por = equivalencia numérica de divi-

sores en Div(S). Notemos que I' ~ Og(1) — fp. Como
ws = —2c+ (4g — 4) f,

(ver [2]) entonces ws(I')) = —c + aof para algin entero ag. Ya que Ty =
Os(2¢) ® p*Te, entonces

ws(I) @ T50 = =3¢+ af,
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para algin numero entero a € Z. wg(I') ® T4c es numéricamente equivalente
a un divisor no efectivo por lo que no puede tener secciones globales y por

dualidad de Serre tenemos
W (Tsic(—T)) = h(ws(T) @ (Tsic0)*) = 0.

Similarmente, wg(I") ® (p*T¢)* = —c+ bf para algin entero b y este divisor no

es efectivo, por lo que
W (p*Te ® Os(-T)) = h(ws(T) ® (p*Te)") = 0.

Entonces por las igualdades anteriores, calculando la cohomologia de la sucesion
podemos concluir que h%(Ts(—T")) = 0 y calculando la cohomologia de
la sucesién exacta tenemos h?(Ts < T' >) = 0. Utilizando la proposicién
podemos concluir que las deformaciones del par (T, S) son no-obstruidas
(ver [20] y apéndice, seccién 4.4). En particular, las deformaciones de la seccién
I' son no-obstruidas si S es una superficie reglada fija y I' varia en una familia
de dimensién h°(Npjs) = g — 6.
Paso 4: Secciones linealmente aisladas.

Sea E un elemento general en la imagen I'm(7p). Sea
u:0—O0c(D) - E— Ko(—D) — 0,

un elemento en la fibra 7' (E). La extensién u define una seccién especial T’
de la superficie reglada S := P(F) asi como un cociente de la forma E —
Ko(—D) — 0. En este paso probaremos que I' es linealmente aislada (ver
apéndice, seccién 4.3) en la familia de secciones asociadas a las extensiones en
la fibra 7! (E).

Veamos que h’(E(—D)) = 1 para el elemento general E € I'm(np) o equi-
valentemente que dim(|Og(I")|) = 0 (ver apéndice, seccién 4.3).

Consideremos la sucesién larga en la cohomologia de la extension wu,
[0 8u
0 —— H%(Oc(D)) — H(E) — H(Kc(=D)) = H'(Oc(D)).

Como el morfismo cofrontera 9, es simétrico, su Kernel y Cokernel deben

ser isomorfos, es decir

Im(a) = Ker(0,) = Coker(0),
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en particular, por el paso 1, Ker(d,) es un elemento general en la Grassman-
niana

G(3,H(Kc(=D))).

Supongamos que h°(E(—D)) > 1, entonces existe una seccién no cero s €
H°(E) que se anula en los puntos del divisor D y s ¢ H°(Oc(D)). La seccién

a(s) € Ker(0,) es no cero y se anula en los puntos de D, es decir
a(s) € Ker(a) N HY(Ko(—2D)),

por lo tanto, dim(Ker(a) N H*(Ko(—2D))) > 1y Ker(a) esta en el lugar

geométrico
¢:={V € G(3,H(Kc(—D)))|V N H(Ko(—2D)) > 1}.

Notemos que ¢ define un ciclo de Schubert (ver [10], seccién 1.5) y en este caso
como las dimensiones dim (V') = 3y h°(Kc(—2D)) = g—6 son complementarias
en h’(Kq(—D)) = g—3, tenemos que ¢ es un cerrado de G(3, H*(Ko(—D))), lo
que contradice la generalidad de Ker(d,). Esto prueba que h’(E(—D)) =1 (en
particular las secciones generales I' en la fibra general 7' (E) son linealmente
aisladas).
Paso 5: El morfismo 7 es genéricamente finito.

Sean u,u’ € Ap y supongamos que satisfacen E, = mp(u) = mp(v') donde E,

es general en Im(wp). Las inclusiones definidas por u, u/, de la forma
iy : 0= Oc(D) = Ey, iy : 0= Oc(D) = E,
se corresponden con inclusiones
Ju:0—0c = E,(—D),iy :0— Oc — E,(—D)

que a la vez definen dos secciones no nulas en H(E,(—D)).

Por el paso anterior, h°(E,(—D)) = 1 y utilizando el lema estas sec-
ciones son linealmente dependientes, por lo que u y u’ difieren en un escalar
no cero, es decir, existe A € C tal que v = \u/. Entonces 7p es genéricamente
finito y

dim(mp(P(Ap))) = 3g — 16.
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Paso 6: Secciones especialmente aisladas.

Sea W) (C) la variedad de Brill-Noether de haces lineales de grado d con al
menos r secciones linealmente independientes.

Sea E € Im(mp) ahora debemos ver que las secciones definidas por di-
ferentes extensiones en la fibra m;'(FE) son de hecho especialmente aisladas.
Por el paso 4, la seccién I, = T' se corresponde con un cociente de la forma
E =E, — Kc(—D). Estos cocientes varfan en una familia de dimensién g — 6.
Para ver que I' es especialmente aislada, debemos probar que dicha familia de
cocientes no intersecta en dimension positiva a la familia 3-dimensional de ha-
ces lineales especiales, que por construccién es isomorfa a Wzggi45(C) ~ WC).

Utilizaremos la notacién dada en la seccién 4.3 del apéndice. Sea N :=
Oc¢ (D), por construccién N es general en W3 (C), como h°(E(—D)) = 1 en-

tonces la fibra del morfismo
T3 @ Qs(E) — Wg(E),

en el punto [N] es s6lo un punto, al hacer producto tensorial por N* = O¢(—D)
en la sucesion
0— Oc¢(D) = E — Ko(—D) — 0,

y calcular su cohomologia, obtenemos el morfismo inyectivo
d: H(Ko(—2D)) — H'Y(O¢),

que puede ser identificado con la diferencial del morfismo 73 (ver [I], pag. 160),

es decir
O(H(Kc(—2D))) = Tiny(Qs(E)) = Tin(Ws(E)) € H' (O).

Denotemos V; := H°(Kqo(—2D)), entonces para demostrar que las secciones

son especialmente aisladas es suficiente ver que
Tin(Ws(E)) N T (W5'(€)) = (0).

Recordemos que TinjW3(C) = (Im(un))* (ver [1], seccién 4.4) donde puy es la

aplicacién de Petri (el morfismo multiplicacién de secciones)

py i HY(N)® H*(Ke — N) — HY(K¢).
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Denotemos 2N := O¢(2D) y consideremos la aplicacién de Petri
pon : H°(2N) — H° (Ko — 2N) — H°(K¢).
Entonces V) = Im(uan) C HY(Ko(—D)) = Im(un) y (Im(py))* C Vi-. Sea
O(w) € Ty (Wa(E)) N T (W(C)) = D(VA) N (Im(ux))* € D(A) NV,

entonces < d(w),v >= 0 para todo v € V; por lo que d(w) € Ker(p : Vi — V|*)
donde
B(x) := B,
es la funcién definida como f,(v) =< z,v >, en particular, por dualidad de
espacios vectoriales 3 es un isomorfismo y d(w) = 0, como 9 es inyectiva w = 0
y Tin)(Ws(E))NTin (WS (C)) = (0), por lo tanto las secciones son especialmente
aisladas.
Paso 7: El morfismo global al moduli de haces.

En este paso estudiaremos que sucede al hacer variar el divisor D. Por la obser-
vacion la imagen I'm(mp) estd contenida en una componente irreducible
regular B C B(2,K¢,4). Dado el haz lineal especial L € Pic(C) (en nues-
tro caso L = K¢(—D)), ya que estamos considerando haces con determinante

canonico, el haz N, definido como el Kernel del cociente
E—L—0,

debe ser isomorfo a Ko ® L* = Og(D), por lo que N estd completamente
determinado por L (y también completamente determinado por el divisor D).
La familia de los haces L que estamos considerando al hacer variar el divisor

D (que es general y efectivo de grado 3) depende de

p(L) :=plg,g—4,29—5) =3

parametros. Siguendo la construccién dada en la seccién 1.3, existe una com-
ponente irreducible
P(A) C P(E)

de dimensién 3g — 16 + 3 = 3g — 13, donde un punto en P(A) se corresponde

con un par (y,u) tal que

y = (Oc(D), Ko(—D)),
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D es un divisor general efectivo de grado 3 y u € Ap es una extension. Existe

también un morfismo global al moduli de haces vectoriales
7729—2,29—5|IP(A) : P(A) — B(Q, KC,4).

Finalmente, ya que hemos probado que las deformaciones de la seccion
definida por el cociente son no-obstruidas y por el paso anterior las secciones

son especialmente aisladas, podemos concluir que el morfismo

7729—2,29—5’1?(/\)

es genéricamente finito. Su imagen es una subvariedad irreducible de B(2, K¢, 4)
(de dimensién 3g — 13). Como el elemento general en esta imagen tiene exacta-
mente 4 secciones linealmente independientes, utilizando el teorema po-
demos concluir que “llena” una componente irreducible B C B(2, K¢, 4) de di-
mension p = 3g— 13, en el sentido de que la imagen del morfismo W29,2729,5\p( A)
es densa en una componente irreducible de B(2, K¢,4) y se sigue el resultado.

O

3.2. Comparacién de componentes irreducibles

En esta seccién probaremos que las componentes de B(2, K¢, 3) construidas

en el capitulo 2 de este trabajo de tesis (ver [13] , [7]) son de hecho la misma.

3.2.1. Haces con tres secciones

Sea C' una curva de género g > 3 con moduli general. Sea D un divisor
general efectivo de grado d y E un haz de rango dos tal que A2E = K¢ con
h%(E) = r > 2. Supongamos que E puede ser expresado como una extensién

de la forma
uw:0— Oc(D) - E— Ko(—D) — 0.

Denotaremos por h : H*(E) — H°(Kc(—D)) el morfismo inducido en la coho-
mologia de u y por s € H°(E) la seccién que satisface (s) = H°(O¢(D)).
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OBSERVACION 3.2.1
SeanPh : PH°(E) — PH°(Kc(—D)), Ps: PHY(E) — PH(K¢(—D)) los mor-
fismos que se obtienen de proyectivizar h y As : H*(E) — H°(Kc(—D)), t —

s A't, respectivamente. Entonces
Ph = Ps.
Consideraremos s € H(E) como la tinica seccién global que satisface
h(t) = s At € H'(Ko(—D)).

LEMA 3.2.2 Para el elemento general V € G(3, H*(K¢)) existe un divisor
general efectivo de grado dos D tal que dim(V N H*(Kc(—D))) = 2.

Demostracién. Como V es general dim(V N H°(K¢(—D))) < 2 para todo D

efectivo de grado dos. Consideremos el encaje candénico
S C = P = P(HY(Kc)')
y los espacios ortogonales
Vi c HY(Ke)* HY(Kq(—-D))*t ¢ HY(Ke)*.

Si D = p+ q notemos que P(H°(Ko(—D))*) es la linea Ip C P(H°(K¢)*) que
pasa por los puntos p, q. Si [pNPV+ # () entonces dim(span{lp,PV+}) < g—3
y dim(V N H°(K¢(—D))) > 2, por lo que es suficiente probar que para el
elemento general V € G(3, H°(K()) existe un divisor D tal que

Ip NPV+ £ 0.

La variedad secante Secy(C') C P9~! parametriza lineas en P9~! que contienen
dos puntos p,q € C' (ver [14]), entonces dim(Secy(C)) = 3 y para el elemento
general V € G(3, H°(K()) se satisface

dim(Secy(C) NPVE) £ 0,
por lo que existe D tal que [p NPV # (), lo que termina la prueba. O

Denotemos por B; la componente de B(2, K¢, 3) construida por Izadi y
Van Geemen en [I3] y por Bs la construida por Ciliberto y Flamini en [7].

Tenemos la siguiente
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PROPOSICION 3.2.3 B; = B,.

Demostracion. Sea E € B; general, entonces
Ve = Im(a) € G(3, H'(K¢)),
es general, donde « es el morfismo natural
a: NHY(BEy) — H°(K¢).

Por el lema anterior existe un divisor general efectivo de grado dos D € C'® tal
que dim(Vg NH°(Kc(—D))) = 2. Como E € B; es general entonces h°(E) = 3
y E es generado por sus secciones globales, por lo que existe una sucesién

exacta de la forma
0 K5 — HY(E)®Oc — E — 0,

donde HY(E)®0O — E — 0 es el morfismo evaluacién. Dualizando esta sucesién

y al hacer producto tensorial por Ko (—D) obtenemos

0— E*® (Kc(—D)) = HY(E)* ® (Ko(—D)) = 2Ko(—D) — 0,
como K¢ ® E* = E| calculando la cohomologia

0 — H(E(-D)) —» H*(E)* @ H'(Kc(—D)) — H°(2K¢(—D))

donde H°(E)* = Vg y el tltimo morfismo es la restricciéon up p del morfismo

multiplicaciéon de secciones
pE Ve ® H(Keo) — HY(2K)
al subespacio Vg ® H*(K¢(—D)), es decir,
pe,p = piplvgemo(ke(-n) : Ve © H'(Ko(=D)) — H'(2Kco(-D)).

De la sucesién en la cohomologfa podemos identificar Ker(ug p) = H(E(—D)).
De nuevo, como E € By es general entonces pp es sobreyectivo y Ker(ug) =

A2V, por lo que

H°(E(-D)) = Ker(up,p) = N*(Ve N H'(Kc(=D))),
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y h’(E(=D)) = 1, es decir, el haz E(—D) admite una seccién no nula. En-
tonces existe un morfismo inyectivo 0 — Og(D) — E' y una extension ug €
Exzt'(Kco(—D),Oc(D)) de la forma

ug:0— Oc(D) - E — Ko(—D) — 0.

Como h°(E) = 3, el morfismo cofrontera dg : H*(Kc(—D)) — H'(Oc(D)) sa-
tisface cork(0g) = 2. Calculando la cohomologia de la extension ug obtenemos

el morfismo
¢: H(E) = H'(Ko(=D)) y Im(¢) = Ker(9g) = Coker(9g)*.

Denotemos por s € H°(E) la seccién tal que (s) = H°(O¢(D)), entonces
o(t) = a(s At) para todo t € H(E) y Im(¢) C Vg N H*(Kc(—D)), ya que el
morfismo « es inyectivo I'm(¢) = Vg N H*(Kc(—D)) por lo que Coker(9g) €
G(2, H'(Kc(—D))) es general. De lo anterior, se sigue que E € By y By es una

componente irreducible que contiene a By, por lo que B; = By . O

La proposicién anterior nos dice que todos los haces globalmente generados

en B(2, K¢, 3) provienen de extensiones de la forma
0— Oc¢(D) = E— Ko(—D) — 0,

para un divisor D efectivo de grado 2. De hecho, provienen de componentes
“no buenas” de Wj en el sentido de [7]. El caso se vuelve interesante ya que im-
plica que incluso en las componentes “no buenas” hay informacién geométrica
importante (como la generacion global).

El lema prueba que todos los elementos en £ € B(2, Ko, r) (r > 1)

provienen de una extension de la forma
0 — Oc(Dg) — E — Ko(—Dg) — 0,

donde Dy es un divisor efectivo. Si B C B(2, K¢, ) es una componente irredu-
cible, otra pregunta que resulta interesante es: ;Como pueden ser los divisores
Dpg para todos los E € B? La construccion previa implica que para el caso de
tres secciones existe una componente donde estos divisores Dy son generales

y efectivos de grado 2. ;Serd que existen componentes donde los divisores Dg
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que aparecen son especiales? jDe qué grados son los divisores Dg que pueden
aparecer en una componente fija de B(2, K¢, 7)?

En el caso de tres secciones, la proposicion anterior dice algo muy intere-
sante: existe una componente regular de B(2, K¢, 3) que contiene a todos los
haces globalmente generados y en esa componente aparecen como divisores Dg
todos los divisores generales efectivos de grado 2.

Otras preguntas naturales son: en el caso de 4 secciones, jexistird una com-
ponente regular de B(2, K¢, 4) donde el elemento general es globalmente ge-
nerado? Si es que existe tal componente, ;los divisores Dg que aparecen son
todos los generales efectivos de grado 37 ;Sera unica la componente?

Creemos que las respuestas a estas tltimas preguntas son afirmativas y que
de hecho esa componente de B(2, K¢,4) es justamente la construida al inicio
de este capitulo. En la siguiente seccion hablaremos un poco més sobre estas

conjeturas y el trabajo en proceso en esta direccion.

3.2.2. Haces con cuatro secciones

En esta seccién exponemos algo del trabajo (ain en proceso) derivado de
la construccién de la componente de B(2, K¢,4). Conjeturamos cémo utili-
zar los resultados de la seccién 2.2.2 para hacer una construccién analoga a
la de la seccién anterior donde se comparan las componentes de B(2, K¢, 3).

Utilizaremos la notacién y resultados de la seccién 2.2.2 .

NOTACION 3.2.4 Si E es un haz de rango dos con determinante candnico
que satisface h°(E) = 4 y que es generado por sus secciones globales. Entonces
(E,H°(E)) define un par, denotaremos

qe = q(E,H*(E)),Gp = G(H°(E)),
ap = CKHO(E),(SE = 5H0(E)-
Supondremos ademds que ag = agog) es inyectivo.

Si E satisface la notacion anterior, entonces 630 (Gro(r)(C)) es una cuddri-

ca de rango a lo mas 6 que contiene a la curva candnica. Sea

Is(C) = {Q C PY"!|Q cuddrica de rango < 6 conteniendo la curva canénica },
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entonces Qg = 005y (Gro) (C)) € 16(C).
Denotemos por B%(2, K, 4) el lugar geométrico dentro de B(2, K,4) que
consiste de haces globalmente generados con exactamente 4 secciones lineal-

mente independientes. Por los resultados de la seccién 2.2.2 existe un morfismo

7 BY(2,K,4) — I5(C)
E— Qp,

que se puede definir incluso en los haces genéricamente generados. Denotemos

por B C B(2, K,4) la componente irreducible construida en la seccién 3.1 .

CONJETURA 3.2.5 El elemento general E € B es globalmente generado.

De la expresion del elemento general £ € B como una extensién en
Ext'(Ko(—D), O¢(D)),

es facil ver que el morfismo evaluacién de secciones H*(E) ® O, — E, es
sobreyectivo para cualquier punto x € C tal que x ¢ D, por lo que sélo
falta probar la sobreyectividad del morfismo evaluacién de secciones en los tres
puntos del divisor D =p+ g+ r.

Si la conjetura anterior es cierta, podemos restringir el morfismo ¢ a un

morfismo (racional) sobre B:
¢B = ¢’B :B— Iﬁ(C)
CONJETURA 3.2.6 B y I4(C) son birracionales mediante el morfismo ¢p.

De manera andloga al caso de la comparacién de componentes de B(2, K¢, 3),
definimos los siguientes objetos: si D € C® es un divisor general efectivo, sea
Ap la componente irreducible de Wy C Ext'(K — D, O(D)) construida en la
seccion anterior y sea

mp: Ap — B(Z,K,4>,
el morfismo al moduli de haces. Definamos
WD = {E S B|E € WD(AD)}.

Entonces B = LUpWp.

Por lo anterior, es suficiente demostrar la siguiente:
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CONJETURA 3.2.7 Sea D = p+ q+ 1 un divisor general efectivo sobre C.
Denotemos por Pp el plano dentro de P91 que contiene a los puntos p,q,r.
Consideremos

Sp :={Q € Is(C)|Pp C Q}.

Entonces 14(C) = UpSp. Mds ain, Wp y Sp son birracionales (mediante

oBlwy)-



Capitulo I

Apéndice

En esta seccién incluimos los resultados clésicos de geometria que utilizamos

en este trabajo de tesis.

4.1. Algunos resultados geométricos

LEMA 4.1.1 Sea ¢ : X — Y un morfismo de variedades dominante, tal que
Y es irreducible y la fibra general de ¢ es irreducible. Entonces existe una unica

componente irreducible J C X que domina Y mediante ¢.

Demostracién. Sean X1, ..., X,, las componentes irreducibles de X, luego Y =
(X)) = d(X1)U---U¢(X,) como Y es irreducible entonces Y = ¢(X},) para
algin 1 < k < n.

Supongamos Y = $(X;) = - - - = ¢(X}) para algiin 2 < k:gnyWXj)CY

es propio para k < 7 < n. Consideremos el abierto

U=X-{Jx;nX;},
1#£]

entonces ¢(U) es tal que ¢~ (¢p(U)) = X y Y = ¢(U), asi que para un elemento

general p € Y podemos asumir p € ¢(U) y tenemos que su fibra es

k k

') =Jo ) nXi) = Jo ' p) N X,

i=1 i=1

95
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como p € U, todos estos cerrados son propios, lo que contradice la irreducibi-

lidad de ¢~!(p). Esto prueba la unicidad de la componente dominante. O

DEFINICION 4.1.2 Sea C una curva y E un haz de rango 2 y grado d sobre
C'. El invariante de Segre de E denotado s(E) se define como

s(E) :=d —2(madx{deg(N)|N C E subhaz lineal}.
Notemos que E es estable (semiestable) cuando s(E) >0 (s(E) > 0).

LEMA 4.1.3 Sea E un haz semiestable de rango 2 especial (es decir, con
h*(E) > 0) sobre una curva general C' de género g, tal que d := deg(E) >
2g — 2. Entonces existen haces lineales L, N € Pic(C) tales que L es efectivo

y especial, ademas de una extension
u:0—-N—FE,—L—0;

tal que E = E, (son S-equivalentes).

Demostracién. Por dualidad de Serre, como h'(E) > 0 entonces h'(E) =
h'(Kc ® E*) > 0 y existe un morfismo no zero o : E — K. El haz lineal
L :=Im(o) C K¢ es especial. Sea 0 := deg(L) como F es semiestable de grado
d > 2g — 2 entonces § > g > g—1 asi que h°(L) — h'(L) > 0y como es especial
esto implica h°(L) > 0y L es efectivo. O

PROPOSICION 4.1.4 Base point free pencil trick. (Ver [1], pdg. 126)
Sea C' una curva suave y L, N haces lineales sobre C. Sean si,So secciones
linealmente independientes en H°(L) y V := (s1,52) el espacio que generan.

Entonces el Kernel del morfismo multiplicacion
V ® H°(N) — H°(L ® N),

es isomorfo a H°(N — L(B)) donde B denota los puntos base del sistema lineal
1-dimensional (o bien, pincel) generado por si, sy. En particular si el pincel es

libre de puntos base el Kernel es isomorfo a H*(N — L).
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4.2. Superficies geométricamente regladas

En esta seccion recordamos algunos resultados sobre secciones en superficies

regladas. Para més detalle recomendamos al lector ver [2].

DEFINICION 4.2.1 Sea C una curva suave. Una superficie geométricamen-
te reglada S sobre C' es una superficie junto con un morfismo suave p: S — C

cuyas fibras son isomorfas a P, que es llamado el morfismo estructural de S.

Sea ' — C un haz de rango dos sobre una curva C' de género g tal que
h(E) > 0. Consideremos el haz proyectivo asociado a F, S := P(F), S fibra
sobre C'y su fibra en cada punto x € C' es la proyectivizacion de la fibra E,, es
decir, su fibra es isomorfa a P, por lo que S es una superficie geométricamente
reglada. Sea S :=P(E) y p: S — C su morfismo estructural, el haz vectorial
p*(E) — S tiene un subhaz lineal N definido de la siguiente manera: sea s € S,
s se corresponde con una linea [ C E, ) y definimos N, := [. Entonces existe

una sucesion exacta de la forma
0— N —p(E)— Og(1) — 0;

el haz Og(1) es llamado el haz tautolégico de S. Para todo x € C' denotare-
mos por f, := p~!(z) la fibra del morfismo p en el punto z y denotaremos por
f una fibra general de p.

Sea S := P(F), T una variedad y f : 7' — C un morfismo de variedades.

Un morfismo g : T'— S se dice C-morfismo si el diagrama conmuta:

T2 .58

N
C.

A cada C-morfismo g : T — S podemos asociarle el haz lineal L :=
g*(Os(1)) sobre Ty el morfismo sobreyectivo g*u : f*(E) — L, donde u denota
el cociente que define al haz tautolégico u : p*(E) — Og(1) — 0. Conversa-
mente, dado un haz lineal L — Ty un morfismo sobreyectivo v : f*(E) — L
podemos definir un C-morfismo g : T — S mediante asociar a cada punto
t € T la linea Ker(v,) C Ey). Estas dos construcciones son inversas una de la

otra. En particular, tenemos la siguiente:
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OBSERVACION 4.2.2
Existe una correspondencia 1 — 1 entre secciones s : C' — S y cocientes de la
forma E — L — 0.

PROPOSICION 4.2.3 Sea C una curva suave de género g y E — C un haz
de rango dos. Sea S :=P(E) la superficie geométricamente reglada asociada a
E yp:S— C sumorfismo estructural. Sea H la clase de Og(1) en Pic(S),

entonces:
i) Pic(S) =p*C ®ZH;

ii) Pic(S) =ZH ®7Zf, donde f es la clase de una fibra general y se satisface
H'levaIO;

iii) H?:=H - H = deg(E).

Sea D € Pic(C), denotaremos fp : p*(D). Sea I" un divisor en una super-
ficie geométricamente reglada S := E y sea deg(I") := H - " su grado. Por la
proposicién anterior, todo elemento en Pic(S) se corresponde con un divisor
de la forma nH + fg con n € Z y B € Pic(C), o bien mediante equivalencia
numérica se corresponde con nH + bf donde b := deg(B).

Sean € Ny D € Div(C). El sistema lineal [nH + fp| (si no es vacio) se dice
que es n-secante al morfismo estructural p : S — C, ya que el elemento
general de este sistema intersecta a f en n puntos. Un elemento I' € |H + fp)|
es llamado curva unisecante a S (o al morfismo estructural p). Las curvas
unisecantes a S que son irreducibles (son ademds suaves e isomorfas a C') son
llamadas secciones de S.

Denotemos por Divg el esquema que parametriza divisores efectivos en 5,
para n € N definimos el subesquema Div¢ C Divg que consiste de divisores I'
tales que

O5(T) = Os(n) & p*(N*),

donde N € Pic(C) esta tinicamente determinado, por lo que tenemos un mor-

fismo natural de la forma:

®,, : Divg — Pic(C)
' — N.
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Notemos que I' € Div¢ siy sélo si I' ~ nH — fp para algin D € Div(C) y
deg(T) = ndeg(E)—deg(D), por lo que Div} consiste de las curvas unisecantes.

Denotaremos por ~ equivalencia lineal y por = equivalencia numérica de
divisores en Div(S). Sea I' una seccién de S, por [£.2.2] T se corresponde con

un cociente £ — L — 0 y existe una sucesién exacta
0—-N—-FE—L—D0,
donde N € Pic(C). La gavilla normal Np|s satisface
Nrs=0r(l) =N*"® L,

en particular deg(I") = deg(L) — deg(N). Sea I' € Div(S), definimos Or(1) :=
Os(1) ® Or.

4.3. El esquema de Hilbert de unisecantes

Con la notacién de la seccién anterior, sea E un haz de rango dos sobre
una curva C'y S := P(F) la superficie reglada asociada a E. Sea § € N, el
esquema de Hilbert de unisecantes de grado § (con respecto a H) se

define como:
Divg’ == {T' € Div}|deg(T) = 6}.

Los elementos en Divklg"s se corresponden con cocientes de F, por lo que
puede ser dotado con una estructura natural de esquema cociente (ver [20]).

Sea I' = 'y + fa una unisecante, donde I'y es una seccién en Divg que
satisface Og(I') = Og(n) @ p*(N*) y A € Div(C) es un divisor efectivo de
grado deg(A) = a. Como en la seccién anterior, la seccién I'y se corresponde

con un haz cociente de E, por lo que existe una sucesion exacta de la forma
0> N(-A) > E—>Lad0O,—0.

Cuando A = 0, I' = I’y es una seccién que se corresponde con un cociente de

E de la forma EF — L — 0 y existe una sucesion exacta

0O—-N—-FE—L—D0,
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entonces [ = deg(L) — deg(N) = 26 — d. Consideremos la restriccién
Uy 5= \111|Divg’5 : Divé’(s — Pic?(C),

que induce el isomorfismo (ver [7], seccién 2.2)

D5 Dz’v;’é — Quot%HQ,gH
' {FE— L& 004}
El isomorfismo anterior nos permite identificar (ver [20])
HO(T', Npjs) = Tipy(Divg’) = Hom(N ®@ Og(—A), L ® O,),

H' (T, Nrjs) = Eat' (N @ Oc(—A), L& Oy).

d—g+1
2

Para todo entero t < n :=| | podemos considerar el conjunto

Q:(E) :={N C E|N es una subgavilla invertible con deg(N) = t},

que tiene un estructura natural como esquema cociente. Sea I" una curva uni-

secante en S de grado t que se corresponde con la sucesién
0>N—-E—-L®0O4—0,

donde § = deg(L) + deg(A) y t = deg(N) = d — §, entonces existes un isomor-

fismo
ds1 - Divg® — Qu(E),
' — [N].

Consideremos el morfismo natural 7, : Q;(E) — Pic'(C) definido como 7w(N) :=
[N] y denotemos su imagen por Wi(E) := Im(m;). Sea N € W,(FE), entonces
7, Y(N) =PH°(E ® N*) (ver [§], pag. 199).

Sea Q) el cociente universal (ver [20]). Por la estructura como esquema
cociente de Dz’v}g"; existe un morfismo cociente universal Q; 5 — D@'v}g’é, que a

su vez induce un morfismo
. .15
7 Proj(Qy5) — Divg”.

. 1,6 . : .
Definimos el esquema Sg° que parametriza unisecantes especiales de grado ¢
sobre S como:

8¢’ ={T € Divg’|R'7.(Og, ,(1))r # 0}.

La especialidad de una seccién I' se define como i(T) := h!(T', Op(1)) vy

una seccién I' se dice especial si i(I') > 0.
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DEFINICION 4.3.1 Sea T’ € Divg® una unisecante, decimos que:
i) es linealmente aislada si dim(|Og(T")|) = 0;

ii) es algebraicamente aislada si dz‘m(Div}g’&) =0;

iii) si ' es especial y F C D@'vé’é es un subesquema tal que I' € F:

1) T se dice especialmente unica en F si I' es la unica unisecante

especial de F;

2) T se dice especialmente aislada en F si dimp(F NSg°) = 0.

OBSERVACION 4.3.2
SiT ~ H — fp es una seccién especialmente aislada |Og(T)| = P(H(E(—D)))

v I' es linealmente aislada.

4.4. Deformaciones

En esta seccién recordamos algunas definiciones y resultados clasicos de la
teoria de deformaciones que utilizamos a lo largo de este trabajo de tesis. Para
las demostraciones de los resultados citados de esta seccion ver la secciéon 3.4.4
de [20].

Sea Y una variedad suave y j : X <— Y una inclusién (cerrada) de un
divisor de Cartier. Sea

Ix C Oy,

la gavilla de ideales de X. Existe una inclusién de espacios tangentes Tx C
Ty |x, donde Ty|x denota al espacio tangente relativo, que es el dual a la gavilla

wx|y- Sea t : Ty — Ty x el morfismo restriccién.
Ty < X >=t"Tx C Ty,

es llamada la gavilla de gérmenes de vectores tangentes a Y que son tangentes a
X, esta es una gavilla coherente sobre Y de rango dim(Y"). Existe una inclusién

de la forma
IxTy CcTy < X >,
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tal que Tx = Ty < X > [IxTy. Sea Nx)y la gavilla normal de X en Y y
denotemos N vy la gavilla normal equisingular de X en Y’ (ver [20], proposicién

1.1.9). Si X es suave Nxy = ./\f)’qy. Existe una sucesién exacta de la forma
0—=Ty <X >=Ty = Nyy =0,

y el morfismo restriccién r : Ty < X >— Tx da lugar a una sucesién exacta
de la forma
0=>Tyv(—X) =Ty <X >=Tx — 0,

donde Ty (—X) denota el haz de vectores tangentes a Y que se anulan en X.
Denotemos
HY(r): HY(Y, Ty < X >) = HY(X, Tx),

el morfismo inducido en la cohomologia de la sucesion anterior.

TEOREMA 4.4.1 (Ver [20].) Las deformaciones localmente triviales del par
(Y, X) (o bien de la inclusion j : X — YY) estdn “controladas” por la gavilla
Ty < X >, en el siguiente sentido:

i) sus obstrucciones estdn en H*(Y, Ty < X >);

ii) las deformaciones localmente triviales de primer orden estin parametriza-
das por HY(Y, Ty < X >);

iii) el morfismo H'(r) asocia a cada deformacidn localmente trivial de primer

orden del par (Y, X), la correspondiente deformacion de primer orden de
X.

PROPOSICION 4.4.2 (Ver [20], seccidn 3.2.2) Si las deformaciones del par
(Y, X) inducido por la inclusion j : X < Y son no-obstruidas (es decir, en
particular st H*(Y, Ty < X >) = 0), entonces las deformaciones de X consi-

derando Y fijo varian en una familia de dimension h°(Nx)y).
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