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Índice general

Resumen I

Introducción III

ESTRUCTURA DE LA TESIS IX

1. Preliminares 1

1.1. Extensiones de haces lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Las variedades Wt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3. El espacio global de extensiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Resumen.

Sobre una curva general C de género g ≥ 8 construimos una compo-

nente irreducible regular de la variedad de Brill-Noether B(2, KC , 4)

que parametriza haces estables de rango dos con determinante ca-

nónico y al menos cuatro secciones globales linealmente indepen-

dientes. Esta componente tiene la dimensión esperada ρ = 3g − 13

y satisface que su elemento general [E] puede ser expresado como

una extensión de la forma 0 → OC(D) → E → KC(−D) → 0,

donde D es un divisor general efectivo de grado 3 sobre C.

Palabras clave: Teoŕıa de Brill-Noether; Haces vectoriales sobre

curvas; Superficies regladas.

Abstract.

Over the general curve C of genus g ≥ 8 we construct a regular

irreducible component of the Brill-Noether locus B(2, KC , 4) which

parametrizes stable rank two vector bundles with canonical deter-

minant and at least four linearly independent global sections. Such

component has the expected dimension ρ = 3g − 13 and satis-

fies that its general element [E] fits in an extension of the form

0 → OC(D) → E → KC(−D) → 0, where D is a general effective

divisor of degree 3 over C.

Keywords: Brill-Noether theory; Vector bundles on curves; Ruled

surfaces.
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Introducción

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar las variedades de Brill-

Noether B(2, KC , r). Como introducción y motivación mencionamos algunas

de las conjeturas sobre el comportamiento geométrico esperado de estas varie-

dades. Aśı mismo, enunciamos los principales resultados de existencia, descrip-

ción de sus espacios tangentes y las construcciones de componentes irreducibles

que existen en la literatura.

En particular, enunciamos los resultados dados en [7], donde los autores

encuentran componentes regulares de B(2, KC , r) con r ≤ 3. Estas construc-

ciones dadas por C. Ciliberto y F. Flamini fueron la principal motivación para

el tema de esta tesis. De hecho, siguiendo algunas de sus ideas y construccio-

nes encontramos una componente regular de B(2, KC , 4), el resultado principal

aqúı expuesto es en cierto modo una generalización para el caso r = 4.

La geometŕıa de B(2, KC , r).

Sea C una curva compleja suave proyectiva irreducible de género g y U(n, d)

el espacio moduli de haces estables de rango n y grado d sobre C. Podemos

considerar el morfismo determinante

∧n : U(n, d)→ Picd(C)

E 7→ ∧nE;

la fibra de este morfismo en un punto L ∈ Picd(C), denotada U(n, L), consiste

en todos los haces estables de rango n que tienen determinante L.

Sea KC el haz canónico sobre C yOC su haz trivial. Consideremos el espacio

moduli

U(2, KC) ⊂ U(2, 2g − 2),

iii
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de haces con determinante canónico. U(2, KC) es suave, irreducible y de di-

mensión 3g − 3 (ver [12]), además existe una estratificación dada por las sub-

variedades de Brill-Noether, definidas como

B(2, KC , r) := {E ∈ U(2, KC)|h0(E) ≥ r}.

Estas variedades parametrizan haces con al menos r secciones globales lineal-

mente independientes.

Las variedades B(2, KC , r) han sido estudiadas por diversos autores, desde

su mención en 1992 por S. Mukai en [17] (ver por ejemplo [5], [7], [12], [21],

[18], [19] y [22]). Sin embargo, muchas preguntas sobre la geometŕıa de estos

objetos siguen teniendo sólo respuestas parciales.

Preguntas tan básicas como la no vacuidad, irreducibilidad, lugar singular

y dimensión de B(2, KC , r), permanecen abiertas en general y las pocas des-

cripciones completas que se conocen de estas variedades son sobre una curva

con moduli general de género g ≤ 12 (ver [3], [5], [16], [7]). En el caso de curvas

especiales o curvas hipereĺıpticas se sabe muy poco de estos objetos.

Las conjeturas dadas por S. Mukai en [17] sobre el comportamiento geométri-

co de estas variedades de Brill-Noether son las siguientes:

1. Dimensión. La dimensión (pura) esperada de B(2, KC , r) es el número de

Brill-Noether

ρ = 3g − 3−
(
r + 1

2

)
,

en el siguiente sentido: se espera que B(2, KC , r) sea no vaćıo y de di-

mensión ρ cuando ρ ≥ 0 (y vaćıo cuando ρ < 0).

2. Lugar singular. El lugar singular esperado de B(2, KC , r) es

Sing(B(2, KC , r)) = B(2, KC , r + 1).

3. Secciones. Se espera que existan componentes irreducibles de B(2, KC , r)

cuyo elemento general tiene exactamente r secciones globales linealmente

independientes.

Los pocos ejemplos conocidos motivan a pensar que al menos sobre una

curva general existe una componente irreducible que satisface estas tres pro-

piedades .
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Una componente irreducible B ⊂ B(2, KC , r) será llamada regular si sa-

tisface lo siguiente:

i) dim(B) = ρ;

ii) Sing(B) = B ∩B(2, KC , r + 1);

iii) el elemento general E ∈ B es tal que h0(E) = r.

Entonces la primer pregunta natural que surge es: sobre una curva general,

¿cuándo existen componentes regulares de B(2, KC , r)?

Las variedades de Brill-Noether en la literatura.

El primer problema que aparece al estudiar las variedades de Brill-Noether

B(2, KC , r) es la no vacuidad. Esto fue resuelto en el año 2004, cuando M.

Teixidor i Bigas demostró que sobre una curva con moduli general B(2, KC , r)

es no vaćıo y posee una componente de la dimensión esperada ρ ([21]). Este re-

sultado fue probado utilizando herramientas tales como deformaciones y series

lineales ĺımite sobre curvas reducibles (ver [23]) y si bien prueba la existencia

de una componente irreducible de la dimensión esperada, su construcción no

dice mucho sobre el elemento general E en dicha componente.

En [12], las autoras dan estructura de variedad a B(2, KC , r) y prueban que

su espacio tangente en un punto [E] se identifica naturalmente con el espacio

ortogonal a la aplicación simétrica de Petri

µE : S2H0(E)→ H0(S2E).

En [22], se prueba que sobre una curva general µE es inyectivo, por lo que

el espacio tangente a B(2, KC , r) en un punto [E] tal que h0(E) = r tiene

dimensión ρ, lo que nos da una cota superior para la dimensión de B(2, KC , r).

Otra construcción interesante es la dada en [13], donde los autores de-

muestran que sobre una curva general existe una componente irreducible de

B(2, KC , 3) que contiene a todos los haces globalmente generados. Esta cons-

trucción es muy importante ya que motiva a pensar que los haces en una

misma componente de B(2, KC , r) comparten propiedades geométricas (como
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la generación global). Seŕıa muy interesante ver qué otro tipo de propiedades

pueden compartir o preguntarse si siempre existe una componente conteniendo

a los haces globalmente generados. De ser aśı, debeŕıamos de intentar describir

expĺıcitamente sus elementos. Estas son algunas de las preguntas que resolve-

mos en este trabajo de tesis para el caso de haces con tres secciones y también

ilustramos el trabajo en proceso para responder estas preguntas para haces con

cuatro secciones.

La motivación para esta tesis.

En [7], C. Ciliberto y F. Flamini construyen sobre una curva con moduli

general C de género g, componentes de B(2, KC , r) de la dimensión esperada

para 1 ≤ r ≤ 3 este resultado es interesante porque aporta una “buena”

descripción del elemento general E en tal componente irreducible.

Sean L,N ∈ Pic(C) y sea Ext1(L,N) el espacio que parametriza extensio-

nes de la forma

u : 0→ N → E → L→ 0;

la construcción en [7] proviene de estudiar la estratificación de Ext1(L,N) en

las variedades Wt definidas como:

Wt := {u ∈ Ext1(L,N)|cork(∂u) ≥ t},

donde ∂u : H0(L) → H0(N) denota el morfismo cofrontera y cork(∂u) la di-

mensión de su Cokernel.

El resultado que obtienen es el siguiente:

Sobre una curva con moduli general C de género g, para r = 1, 2, 3

existe una componente irreducible de B(2, KC , r) que satisface que

su elemento general puede ser expresado como una extensión de la

forma

uE : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0,

donde D es un divisor general efectivo de grado deg(D) = r − 1.

Si bien todo elemento E ∈ B(2, KC , r) puede ser expresado como una ex-

tensión uE para algún divisor D efectivo, el resultado anterior motiva a pensar
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que al menos para r < g existe una componente irreducible donde el divisor

que define la extensión uE es general y de grado fijo deg(D) = r − 1; esta fue

la pregunta que motivó el tema de este trabajo de tesis y el principal resultado

aqúı expuesto es el caso de cuatro secciones.

Resultados principales de este trabajo de tesis.

El resultado principal de este trabajo es el siguiente:

Teorema. Sea C una curva con moduli general de género g ≥ 8.

Entonces B(2, KC , 4) es no vaćıo. Más aún, existe una componente

irreducible regular B cuyo elemento general [E] ∈ B proviene de

una sucesión

u : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0;

donde D es un divisor general efectivo de grado 3 sobre C y la

extensión u es tal que u ∈ W3 ⊂ Ext1(KC(−D),OC(D)) es general

en una componente irreducible Λ de W3.

La idea de la prueba es estudiar la variedad W3 ⊂ Ext1(KC(−D),OC(D)) y

construir una componente irreducible de W3 caracterizada por la propiedad de

que el Cokernel de su morfismo cofrontera es general en la variedad Grassman-

niana G(3, H0(KC(−D))). Una vez hecho esto, estudiamos el morfismo global

al moduli de haces uE 7→ E y demostramos que su imagen da una componente

regular de B(2, KC , 4).

Otro resultado de este trabajo es el siguiente: demostramos que la compo-

nente de la variedad B(2, KC , 3) construida en [13] que contiene a todos los

haces globalmente generados es precisamente la construida en [7] mediante ex-

tensiones. Esto describe expĺıcitamente los haces globalmente generados con

tres secciones.

Por último, ilustramos el trabajo en proceso de cómo generalizar esta cons-

trucción para los haces con cuatro secciones: conjeturamos que la componente

de B(2, KC , 4) construida en esta tesis satisface que su elemento general es

generado por sus secciones globales y conjeturamos además que, de manera
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análoga al resultado para haces con tres secciones, esta componente es birra-

cional a las cuádricas de rango seis que contienen a la curva canónica.



ESTRUCTURA DE LA TESIS

Caṕıtulo 1: Preliminares.

En este caṕıtulo estudiamos los resultados de [7], sobre extensiones de haces

lineales y las variedades Wt que estratifican a Ext1(L,N). Estudiamos también

el morfismo global al moduli de haces vectoriales uE 7→ E cuando L y N vaŕıan

en Pic(C).

Caṕıtulo 2: La geometŕıa de B(2, KC , r).

Sea

µE : S2H0(E)→ H0(S2E)

la aplicación simétrica de Petri del haz E, la cual es inducida por el producto

“cup” de secciones y la proyección p : H0(E ⊗ E)→ H0(S2E).

En la sección 2.1, estudiamos la identificación

TEB(2, KC , r) ∼= Im(µE)⊥

dada en [12] y la construcción dada en [5] para calcular la dimensión esperada ρ

de cualquier componente irreducible de B(2, KC , r) donde el elemento general

acepta una sección nunca nula.

En la sección 2.2, siguiendo las ideas en [7], construimos componentes regu-

lares de B(2, K, r) para r ≤ 3 y estudiamos la componente Bgg(2, KC , 3) dada

en [13], que contiene a todos los haces globalmente generados. También estudia-

mos el morfismo dado en [6], que asigna a cada haz E ∈ B(2, KC , 4) generado

ix
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por un subespacio de secciones V ∈ G(4, H0(E)), una cuádrica QE ⊂ Pg−1 que

contiene a la curva canónica.

Caṕıtulo 3: Construcción y comparación de componentes.

En este caṕıtulo demostramos los resultados principales de este trabajo de

tesis.

En la sección 3.1, construimos sobre una curva general una componente

irreducible regular de la variedad B(2, KC , 4) cuyo punto general E está en

una extensión de la forma

uE : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0,

donde D es un divisor general efectivo de grado 3.

En la sección 3.2, comparamos las dos componentes irreducibles de la va-

riedad B(2, KC , 3) construidas en 2.2 y probamos que son la misma.

En la sección 3.3, siguiendo las mismas ideas de la sección anterior con-

jeturamos que la identificación de las componentes de B(2, KC , 3) puede ser

generalizada al caso de cuatro secciones, en el siguiente sentido: ilustramos el

trabajo en proceso para probar que la componente de B(2, KC , 4) construida

en esta tesis es birracional al espacio I6(C) de cuádricas de rango seis que

contienen a la curva canónica.

Caṕıtulo 4: Apéndice.

Incluimos algunos de los resultados clásicos utilizados a lo largo de este

trabajo de tesis, como superficies regladas y algunos resultados de teoŕıa de

deformaciones.



Capı́tulo 1
Preliminares

En este caṕıtulo estableceremos gran parte de la notación utilizada a lo

largo de este trabajo de tesis, estudiaremos los principales resultados sobre

extensiones de haces lineales dados en [7] y definiremos las variedades Wt.

A una curva compleja suave proyectiva irreducible no hipereĺıptica de género

g, le llamaremos simplemente curva. Si E es un haz vectorial sobre una curva

C, denotaremos por rank(E) el rango de E, por det(E) := ∧rank(E)E su haz

determinate y por deg(E) := deg(det(E)) el grado de E.

Sea X una variedad proyectiva, decimos que una propiedad P se cumple

para el elemento general de X si existe un abierto (de Zariski) U 6= ∅
tal que los elementos x ∈ U satisfacen la propiedad P . Un elemento x ∈ X

es muy general (o genérico) si existe una colección numerable {Xi}i∈N de

subvariedades cerradas propias tales que x /∈ ∪iXi.

1.1. Extensiones de haces lineales

En esta sección enunciaremos algunos de los resultados clásicos sobre haces

lineales y sus extensiones, dados en [7] y [15].

Si L,N ∈ Pic(C) son dos haces lineales sobre una curva C y D es un divisor

en C, denotaremos por −L := L∗ el haz dual a L y denotaremos

L−N := L⊗N∗, L(D) := L⊗OC(D), L(−D) := L⊗OC(D)∗.

1



2 1.1. EXTENSIONES DE HACES LINEALES

Notación 1.1.1 Sea C una curva de género g ≥ 3 y L,N ∈ Pic(C).

Consideremos el espacio Ext1(L,N) que parametriza extensiones de la forma

u : 0→ N → Eu → L→ 0.

Denotemos: deg(N) = d − δ, deg(Eu) = d, deg(L) = δ, h0(N) = n, h0(L) =

l, h1(N) = k, h1(L) = j. Dado que Ext1(L,N) ∼= H1(N − L), denotaremos

m := dim(Ext1(L,N)) = h1(N − L) y P := P(H1(N − L)).

Utilizaremos la notación anterior a lo largo de todo este trabajo de tesis.

Definición 1.1.2 Un haz vectorial E → C se dice semiestable si para

todo subhaz F ⊂ E se satisface

deg(F )

rank(F )
≤ deg(E)

rank(E)
,

E se dice estable si la desigualdad anterior es estricta.

Los siguientes resultados dan un criterio para determinar la estabilidad de

un elemento en Ext1(L,N):

Observación 1.1.3
Si deg(L−N) = 2δ−d ≥ 2, entonces dim(P) ≥ g ≥ 3 y el haz lineal KC+L−N
es globalmente generado, por lo que el sistema lineal |KC + L − N | define un

morfismo φ : C → P. Sea X := Im(φ). Para todo entero positivo h denotamos

Sech(X) la h-ésima variedad secante de X (ver [14]), que se define como la

cerradura de la unión de todos los subespacios lineales 〈φ(D)〉 ⊂ P, donde D

es un divisor general efectivo de grado h (ver [4]). Se tiene que

dim(Sech(X)) = mı́n{dim(P), 2h− 1}.

Si E es un haz estable, entonces E ⊗M es un haz estable para todo M ∈
Pic(C) (ver apéndice, sección 4.1), por lo que un haz Eu de la forma:

u : 0→ N → Eu → L→ 0,

es estable si y sólo el haz Eu ⊗N∗ en la extensión e := u⊗N∗

e : 0→ OC → Eu ⊗N∗ → L⊗N∗ → 0,

es estable.
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Proposición 1.1.4 (Ver [15].) Sea 2δ − d ≥ 2 y σ un entero tal que

σ ≡ 2δ − d(mod 2) y 4 + d− 2δ ≤ σ ≤ 2δ − d, entonces

s(Eu ⊗N∗) ≥ σ ⇔ e /∈ Sec 1
2

(2δ−d+σ−2)(X)

donde s(Eu ⊗N∗) denota el invariante de Segre de Eu ⊗N∗.

Lema 1.1.5 (Ver [7], sección 4.1) Sean L,N como en 1.1.1 y tales que

h0(N −L) = 0. Sean u, u′ ∈ Ext1(L,N) extensiones que satisfacen las siguien-

tes propiedades:

i) Eu, Eu′ son haces estables;

ii) existe un isomorfismo φ : Eu′ → Eu tal que si i1 : N ↪→ Eu′ y i2 : N ↪→ Eu

son las secciones que determinan las extensiones u′ y u respectivamente,

se tiene φ ◦ i1 = λi2 para algún λ ∈ C.

Entonces Eu = Eu′, es decir, las extensiones u, u′ son vectores proporcionales

en Ext1(L,N).

1.2. Las variedades Wt

Sea u ∈ Ext1(L,N) una extensión y denotemos ∂u : H0(L) → H1(N) el

morfismo cofrontera y cork(∂u) el corango de ∂u (es decir, la dimensión del

Cokernel de ∂u). Para un entero t > 0 consideremos el lugar geométrico

Wt := {u ∈ Ext1(L,N)|cork(∂u) ≥ t}, (1.2.1)

que puede ser dotado con una estructura de variedad determinantal (ver [1],

caṕıtulo 2) de codimensión esperada

c(l, k, t) := t(l − k + t);

de hecho, si Wt 6= ∅ entonces cada componente irreducible Λ ⊂ Wt es tal que

dim(Λ) ≥ mı́n{m,m− c(l, k, t)}.

Notemos que si u ∈ Ext1(L,N) entonces h1(Eu) = j+ cork(∂u), por lo que

si u ∈ Wt y det(Eu) = KC , entonces h0(Eu) ≥ j + cork(∂u).
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El morfismo cofrontera ∂u puede ser interpretado en términos del morfismo

multiplicación de secciones globales, de la siguiente manera:

supongamos que k ≥ t y l ≥ máx{1, k− t} y consideremos el morfismo que

asigna a cada extensión u ∈ Ext1(L,N) su morfismo cofrontera,

∂ : Ext1(L,N) = H1(N − L)→ H0(L)∗ ⊗H1(N) = Hom(H0(L), H1(N))

u 7→ ∂u;

donde
∂u : H0(L)→ H1(N)

s 7→ s ∪ u;

y ∪ denota el morfismo “cup” de secciones ∪ : H0(L)⊗H1(N −L)→ H1(N).

Por dualidad de Serre, es equivalente considerar el morfismo multiplicación

de secciones

µ : H0(L)⊗H0(KC −N)→ H0(KC −N + L);

Si V ⊂ H0(KC − N) es un subespacio vectorial, podemos definir el morfismo

restricción

µV : H0(L)⊗ V → H0(KC −N + L), (1.2.2)

y tenemos un diagrama conmutativo

H0(L)⊗ V µV - H0(KC + L−N)

H0(L)⊗H0(KC −N)

i
? µ

-

donde i : H0(L)⊗V ↪→ H0(L)⊗H0(KC−N) es la inclusión natural. Dualizando

obtenemos el diagrama

H0(L)∗ ⊗ V ∗ � H1(N − L)

H0(L)∗ ⊗H1(N)

i∗
6 ∂

�

donde el morfismo i∗ es la proyección a H0(L)∗ ⊗ V ∗. Si {u = 0} ⊂ H0(KC +

L−N) denota el hiperplano definido por

u ∈ H1(N − L) = H0(KC + L−N)∗
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y V ⊂ H0(KC −D) es tal que Im(µV ) ⊂ {u = 0} entonces ∂u ∈ H0(L)∗ ⊗ V ∗

por lo que

dim(Im(∂u)) ≤ dim(V ∗) = k − dim(V ) y cork(∂u) ≥ dim(V ).

Por la discusión anterior, si u ∈ Ext1(L,N) es una extensión, tal que existe

un V ⊂ H0(KC − N) de dimensión v := dim(V ) con Im(µV ) ⊂ {u = 0}
entonces

cork(∂u) ≥ v.

Por otro lado, si u ∈ Ext1(L,N) es tal que cork(∂u) ≥ t entonces

V = cork(∂u)
∗ ⊂ H0(KC −N),

satisface Im(µV ) ⊂ {u = 0}. Por lo tanto, podemos definir Wt como:

Wt = {u ∈ Ext1(L,N)|∃Vt ⊂ H0(KC −N) t. q. dim(V ) ≥ t

y Im(µV ) ⊂ {u = 0}}
(1.2.3)

Definición 1.2.1 Supongamos l ≥ k ≥ t ≥ 1. Una componente irre-

ducible Λt de Wt se dice buena componente si satisface las siguientes dos

propiedades:

i) Λt tiene la dimensión esperada, es decir dim(Λt) = m− t(l − k + t);

ii) el elemento general u ∈ Λt satisface cork(∂u) = t.

Proposición 1.2.2 Sea C una curva de género g ≥ 3 y L,N ∈ Pic(C).

Si k ≥ 1, l ≥ máx{1, k − 1}, m ≥ l + 1, entonces:

i) c(l, k, 1) = l − k + 1 ≥ 0;

ii) W1 es irreducible de la dimensión esperada dim(W1) = m− c(l, k, 1) ≥ k.

Demostración.

i) Claramente c(l, k, 1) = l − k + 1 es no negativo ya que l ≥ k − 1.
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ii) Como l, k ≥ 1 entonces L,KC −N son efectivos y existe una sección nunca

nula en KC − N , que induce un morfismo inyectivo de la forma 0 →
OC → KC −N , que al hacer producto tensorial por L se convierte en

0→ L→ KC + L−N.

Por otro lado, si V ∈ G(1, H0(KC −N)) entonces el morfismo µV como

en (1.2.2) es inyectivo. Como m ≥ l + 1 entonces

dim(Im(µV )) = l ≤ m− 1,

por lo que Im(µV ) está contenida en algún hiperplano {u = 0} de

H0(KC + L−N).

Sea G := G(l, H0(L)⊗H0(KC −N)) y consideremos

Σ := {σ = H0(L)⊗ V ∈ G|V ∈ G(1, H0(KC −N))},

es claro ver que Σ ∼= G(1, H0(KC − N)) ∼= P(H0(KC − N)), por lo que

es irreducible y dim(Σ) = k − 1. Definamos la variedad de incidencia

J := {(σ, u) ∈ Σ× P| Im(µ|σ) ⊂ {u = 0}},

donde P := P(H1(N −L)) denota el conjunto de hiperplanos de la forma

{u = 0} ⊂ H0(KC + L−N)

donde u ∈ H1(N − L). Sean p1 : J → Σ y p2 : J → P las proyecciones

al primer y segundo factor respectivamente. Como p1 es sobreyectiva, en

particular J 6= ∅ y para cada σ ∈ Σ tenemos que la fibra de p1 es

p−1
1 (σ) = {u ∈ P|Im(µ|σ) ⊂ {u = 0}},

es decir, la fibra es isomorfa a los hiperplanos de H0(KC + L − N) que

contienen a Im(µ|σ), por lo que es irreducible de dimensión

dim(p−1
1 (σ)) = m− 1− l ≥ 0.

Por lo tanto, J es irreducible y

dim(J) = m− 1− l + k − 1 = m− c(l, k, 1)− 1 ≤ m− 1.
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Debido a la definición alternativa de Wt como en (1.2.3), Im(p2) ⊂ P(W1)

y p2 : J → P(W1) es sobreyectiva, de donde se concluye que P(W1) es

irreducible. Más aún, esto implica que

dim(P(W1)) = m− c(l, k, 1)− 1,

por lo que W1 es irreducible de dimensión dim(W1) = m− c(l, k, 1).

2

El siguiente resultado muestra la existencia de buenas componentes de W1.

Corolario 1.2.3 Con las hipótesis como en la proposición 1.2.2, si l ≥ k

entonces la inclusión de W1 ⊂ Ext1(L,N) es estricta. Más aún, el elemento

general u ∈ W1 satisface cork(∂u) = 1.

Demostración. Como l ≥ k entonces m− c(l, k, 1) ≤ m y dim(W1) < m, por

lo que la inclusión es estricta. Por otro lado p2 : J → P(W1) es sobreyectiva y

dim(J) = dim(P(W1)) por lo que la fibra genérica de p2 es cero-dimensional.

Para todo u ∈ P(W1) es claro ver que

P(cork(∂u)) = G(1, cork(∂u)) ⊂ p−1
2 (u),

por lo tanto, si para el u general cork(∂u) ≥ 2, entonces dim(p−1
2 (u)) ≥

cork(∂u)− 1 ≥ 1 contradiciendo que p2 es genéricamente inyectivo. 2

1.3. El espacio global de extensiones

Para más detalle sobre la construcción dada en esta sección ver [1] y [7].

Sea C una curva de género g ≥ 3 con moduli general y sean L,N ∈ Pic(C),

consideremos las extensiones de la forma

u : 0→ N → E → L→ 0,

en Ext1(L,N).
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Supongamos j > 0, ` > 0, n > 0 y denotemos por ρ(L), ρ(N) los números

de Brill-Noether de L,N respectivamente. Definimos

WL :=

{
W l−1
δ (C) si ρ(L) > 0

{L} si ρ(L) = 0

WN :=

{
W n−1
d−δ (C) si ρ(N) > 0

{N} si ρ(N) = 0

Por la teoŕıa de Brill-Noether para haces lineales (ver [1], caṕıtulo 4), las

variedades WL y WN son irreducibles y genéricamente suaves de dimensión

ρ(L) y ρ(N) respectivamente. Consideremos

L0 → C × Picd(C) y N0 → C × Picd−δ(C),

los haces lineales de Poincaré (ver [1]) y denotemos por L,N sus restricciones

a WL y WN respectivamente.

Definimos los objetos

Yδ := Picd−δ(C)×WL, Z := WN ×WL ⊂ Yδ,

ambos son irreducible y tienen dimensión

dim(Yδ) = g + ρ(L), dim(Z) = ρ(N) + ρ(L).

Consideremos las proyecciones

π12 : C × Yδ → C × Picd−δ(C),

π13 : C × Yδ → C ×WL,

π23 : C × Yδ → Yδ.

Definimos el siguiente haz sobre Yδ:

E = Eδ := R1(π23)∗(π
∗
12(N )⊗ π∗13(L∗)).

Cuando 2δ− d ≥ 1, E es un haz vectorial de rango m = 2δ− d+ g− 1 (ver

[1]). Cuando d = 2δ, E es un haz vectorial de rango g− 1 sobre Yδ−4δ, donde

4δ = {(M,M) : M ∈ WL} ∼= WL.
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Sea

U :=

{
Yδ si 2δ − d ≥ 1

Yδ −4δ si d = 2δ

Consideremos el morfismo proyectivo γ : P(E)→ U , cuya fibra en cada par

y = (N,L) es

γ−1(y) = P(Ext1(L,N)) =: P.

Entonces
dim(P(E)) = g + ρ(L) +m− 1,

dim(P(E)|Z) = ρ(N) + ρ(L) +m− 1.

Ya que la semiestabilidad es una condición abierta, con las condiciones

impuestas en g, d y δ existe un abierto denso P(E)0 ⊂ P(E) y un morfismo

πd,δ : P(E)0 → UC(d).

Sea Vδ,jd := Im(πd,δ) y vδ,jd = dim(Vδ,jd ). Para un y = (N,L) ∈ Z general

donde L,N son haces especiales, denotamos

P(y) := γ−1(y) ∼= PExt1(L,N).

Si N es efectivo, d ≥ δ + g − k. Por otro lado, la desigualdad ρ(N) ≥ 0

implica d ≤ δ + g − 1 + g
k
− k, entonces

g − 1− j + k ≤ δ ≤ mı́n{g
j
,
g − ε
t

+ k − t− 1},

g + δ − k ≤ d ≤ δ + g − 1 +
g

k
− k,

2δ − d ≥ máx{2, g − t[`− k + t]− ε},

donde ε ∈ {0, 1} es tal que d+g−t[`−k+t] ≡ ε(mód 2). Con estas condiciones

numéricas para toda “buena componente” (en el sentido de [7]) de la forma

PΛt(y) ⊆ PWt(y) ⊂ P(y)

existe ∅ 6= PW Tot
t ⊂ P(E), donde un punto en PW Tot

t se corresponde con los

datos de un par y = (N,L) y u ∈ PWt(y).

Cualquier componente irreducible de PW Tot
t tiene dimensión al menos

m− 1 + ρ(N) + ρ(L).
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De la generalidad de y, para cualquier buena componente PΛt(y), existe

una componente irreducible

PΛTot
t ⊆ PW Tot

t ⊂ P(E)

tal que:

i) PΛTot
t domina Z;

ii) dim(PΛTot
t ) = dim(P(E))− t[l − n+ t];

iii) Si (y, u) ∈ PΛTot
t es general, cork(∂u) = t;

iv) Si λδ := γ|PΛTott
, para y general entonces λ−1

δ (y) = PΛTot
t

Definición 1.3.1 Una componente PΛTot
t que satisface las propiedades i)-

iv) anteriores será llamada buena componente total de PWTot
t .



Capı́tulo 2
La geometŕıa de B(2, KC, r)

En este caṕıtulo estudiamos los resultados clásicos de la teoŕıa de Brill-

Noether para haces de rango dos con determinante canónico. Empezamos por

la relación entre el espacio tangente a B(2, KC , r) y la aplicación simétrica de

Petri. En la primer sección calculamos la dimensión esperada de B(2, KC , r) y

en la segunda sección estudiamos la construcción de las componentes regulares

dadas en [13], [7] y [6].

Dada una curva C de género g, denotamos KC su haz canónico y OC su

haz trivial; Denotaremos por U(n, d) el espacio moduli que parametriza haces

estables de rango n y grado d sobre C; dado L ∈ Pic(C) denotaremos por

U(n, L) el moduli de haces estables de rango n con determinante L sobre C.

El espacio moduli U(2, KC) ⊂ U(2, 2g−2) que consiste de haces estables de

rango 2 con determinante canónico, se define como la fibra en KC del morfismo

determinante:

∆ : U(2, 2g − 2)→ Pic2g−2(C)

E 7→ ∧2E;

U(2, KC) es una variedad irreducible, suave y de dimensión 3g−3 (ver [12]).

Definimos las variedades de Brill-Noether como

B(2, KC , r) = {E ∈ U(2, KC)|h0(E) ≥ r},

estas variedades parametrizan haces en U(2, KC) con al menos r secciones

linealmente independientes y pueden ser dotadas de manera natural con una

11
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estructura de esquema.

Consideremos la aplicación natural de Petri

PE : H0(E)⊗H0(E)→ H0(E ⊗ E).

Como ∧2E = KC y E∗ ⊗KC
∼= Hom(E,KC) existe un morfismo

φ : E → E∗ ⊗KC

e 7→ φ(e)

que asigna a un elemento e el morfismo φ(e), donde

φ(e) : E → KC

v 7→ e ∧ v.

el morfismo φ da una identificación E ∼= KC ⊗ E∗.
Sea Trl(E) la gavilla de endomorfismos de traza cero de E. Existe una

descomposición natural de E ⊗ E∗ en suma directa, dada por

E ⊗ E∗ → OC ⊕ Trl(E)

φ 7→ (
Tr(φ)

2
Id, φ− Tr(φ)

2
Id),

donde Tr(φ) denota la traza del morfismo φ, Id denota el morfismo identidad

y el morfismo inverso está dado por las dos inclusiones naturales. Entonces

podemos identificar

E ⊗ E ∼= KC ⊗ E ⊗ E∗ ∼= KC ⊗ (OC ⊕ Trl(E)) ∼= KC ⊕ (KC ⊗ Trl(E)),

además S2E = KC⊗Trl(E). Por otro lado, existe una descomposición natural

de H0(E)⊗H0(E) en suma directa

H0(E)⊗H0(E) ∼= ∧2H0(E)⊕ S2H0(E)

Consideremos la composición de la aplicación de Petri con la proyección al

sumando directo H0(S2E)

H0(E)⊗H0(E)→ H0(E ⊗ E)→ H0(S2E).

La restricción de esta composición a S2H0(E) es llamada la aplicación simétri-

ca de Petri de E y denotada

µE : S2H0(E)→ H0(S2E).
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Proposición 2.0.2 El espacio tangente a B(2, KC , r) en un punto E se

identifica con el espacio ortogonal a la imagen de la aplicación simétrica de

Petri µE.

Demostración. El espacio tangente a U(2, 2g− 2) en un punto E se identifica

con H1(E ⊗ E∗) (ver [12]), por lo que primero debemos identificar el espacio

tangente a U(2, K) como subespacio de H1(E ⊗ E∗), es decir, estudiar las

deformaciones Eε del haz E que preservan el determinante (ver [20]). Sea φij

un representante de un elemento en H1(E ⊗ E∗) y sea e1, e2 una base local

para la fibra de E en el abierto Ui. Entonces e1 ∧ e2 es una base para ∧2E en

Ui. Notemos que e1 ∧ e2 se pega en Uj con

(e1 + εφij(e1))∧ (e2 + εφij(e2)) = e1∧ e2 + ε(φij(e1)∧ e2 + e1∧φij(e2)); (2.0.1)

considerando φij como una matriz (de 2× 2) en terminos de la base e1, e2

φij = (aij),

podemos calcular expĺıcitamente el último sumando de 2.0.1:

φij(e1) ∧ e2 + e1 ∧ φij(e2) = (a11e1 + a12e2) ∧ e2 + e1 ∧ (a21e1 + a22e2)

= (a11 + a22)(e1 ∧ e2)

= Tr(φij)(e1 ∧ e2).

Por lo anterior, el pegado (e1 + εφij(e1)) ∧ (e2 + εφij(e2)) preserva el deter-

minante si y sólo si la traza es cero, es decir las deformaciones que preservan

el determinante son aquellas de traza cero y el espacio tangente TEU(2, KC)

como subespacio de TEU(2, 2g−2) ∼= H1(E⊗E) se identifica con el subespacio

TEU(2, KC) ∼= H1(Trl(E)),

mediante E ⊗ E∗ ∼= OC ⊕ Trl(E).

Hemos calculado el espacio tangente a U(2, KC), ahora necesitamos estudiar

TEB(2, KC , r) como subespacio de TEU(2, KC). Por [12] las deformaciones que

preservan cierto número de secciones se identifican con el ortogonal a la imagen

de la aplicación de Petri PE, por lo que debemos calcular la intersección de este

ortogonal con TEU(2, KC) ∼= H1(Trl(E)).
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Por el teorema de Riemann-Roch y las identificaciones anteriores tenemos

H1(Trl(E)) = H0(K ⊗ Trl(E))∗ = H0(S2E)

y debido a que PE(∧2H0(E)) ⊂ H0(KC), podemos concluir

Im(PE)⊥ ∩H1(Trl(E)) = Im(PE|S2H0(E))
⊥ ∩H1(Trl(E)) = Im(µE)⊥;

por lo que el espacio tangente a B(2, KC , r) se identifica con el espacio ortogonal

a la imagen de la aplicación simétrica de Petri

TEB(2, KC , r) ∼= Im(µE)⊥.

2

El siguiente teorema fue conjeturado por S. Mukai en [17], por A. Bertram

y B. Feinberg en [5] y probado por M. Teixidor en [22]:

Teorema 2.0.3 Sea C una curva general y E ∈ B(2, KC , r). Entonces la

aplicación simétrica de Petri µE : S2H0(E)→ H0(S2E) es inyectiva.

2.1. Construcción Bertram-Feinberg-Mukai

La siguiente construcción fue dada en [5] y calcula la dimensión esperada

de cualquier componente de B(2, KC , r) cuyo elemento general posee una sec-

ción nunca nula. Ver [18] para una manera diferente de obtener la dimensión

esperada (por medio de stacks).

Proposición 2.1.1 Sea C una curva de género g ≥ 3. Si B ⊂ B(2, KC , r)

es una componente irreducible tal que el elemento general E ∈ B acepta una

sección nunca nula entonces la dimensión esperada de B es el número de Brill-

Noether ρ definido como

ρ := 3g − 3−
(
r + 1

2

)
,

es decir, dim(B) ≥ ρ.
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Demostración. Sea P(Ext1(KC ,OC)) = PH0(2KC)∗ el espacio proyectivo que

parametriza extensiones de la forma

0→ OC → E → KC → 0.

Para cada elemento E ∈ B que acepta una sección nunca nula existe una

inclusión de la forma

OC ↪→ E,

por lo que existe una sucesión ξ ∈ Ext1(KC ,OC) tal que

ξ : 0→ OC → E → KC → 0.

Por otro lado, consideremos el morfismo racional de extensiones

φ : P(Ext1(KC ,OC)) 99K Θ,

donde Θ = {E ∈ U(2, 2g − 2)|h0(E) > 0} (ver [4]). Si ξ ∈ Ext1(KC ,OC) y E

es un haz estable, entonces tiene una sección nunca nula (la que se corresponde

con OC ↪→ E) y E ∈ Θ.

La sucesión exacta ξ : 0 → OC → E → KC → 0, da lugar a una sucesión

exacta en la cohomoloǵıa de la forma:

0→ C→ H0(E)→ H0(KC)→ H1(OC)→ H1(E)→ C→ 0.

Denotemos ∂E el morfismo cofrontera ∂E : H0(KC) → H1(OC). Notemos

que por dualidad de Serre H0(KC)∗ = H1(OC) y además tenemos que

Hom(H0(KC), H1(OC)) = H0(KC)∗ ⊗H0(KC)∗.

Entonces el morfismo

∂ : Ext1(KC ,OC)→ Hom(H0(KC), H1(OC)) = H0(KC)∗ ⊗H1(OC),

que asigna a cada extensión ξ : 0 → OC → E → KC → 0 su morfismo

cofrontera ∂E, es exactamente el morfismo

H0(2KC)∗ → H0(KC)∗ ⊗H0(KC)∗,
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que es dual al morfismo multiplicación

H0(KC)⊗H0(KC)→ H0(2KC).

Por otro lado, como C no es hipereĺıptica por el teorema de Noether ([1],

caṕıtulo 3.2) el morfismo multiplicación S2H0(KC)→ H0(2KC) es sobreyecti-

vo, por lo que su dual

H0(2KC)∗ → S2H0(KC)∗,

es inyectivo, es decir,

P(Ext1(KC ,OC) ∼= PH0(2KC)∗ ↪→ P(S2H0(KC)∗) ⊂ P(H0(KC)∗ ⊗H0(KC)∗)

y ∂E es simétrico para todas las clases de extensiones ξ ∈ P(Ext1(KC ,OC)).

De la sucesión en la cohomoloǵıa tenemos

h0(E) = 1 +Ker(∂E),

por lo que h0(E) ≥ r si y sólo si dim(Ker(∂E)) ≥ r − 1. Denotemos Dr−1

el lugar geométrico de elementos en P(S2H0(KC)∗) cuyo Kernel del morfismo

cofrontera tiene dimensión al menos r−1. Como P(S2H0(KC)∗) es isomorfo a la

proyectivización del espacio vectorial de matrices simétricas de g×g, Dr−1 es el

subespacio de matrices simétricas con Kernel de dimensión al menos r−1, por lo

que de la teoŕıa de variedades determinantales tenemos que codim(Dr−1) =
(
r
2

)
.

Entonces los elementos en P(Ext1(KC ,OC))∩Dr−1 que definen haces mediante

φ, están en una componente de B(2, KC , r) y se corresponden con haces con

una sección nunca nula.

Si E ∈ Θ es un haz estable con una sección nunca nula su fibra en

P(Ext1(K,OC),

mediante φ tiene dimensión menor o igual que r−1 (ver [4], lema 4.1). De todo

lo anterior, la restricción del morfismo racional φ a

P(Ext1(KC ,OC) ∩Dr−1,

se factoriza mediante

φ̂ : P(Ext1(KC ,OC)) ∩Dr−1 99K B(2, KC , r),
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y su imagen tiene dimensión:

dim(Imφ̂) ≥ dim(P(Ext1(KC ,OC) ∩Dr−1)− (r − 1)

≥ dim(P(Ext1(KC ,OC)) + dim(Dr−1)− dim(P(S2H0(KC)∗))− (r − 1)

= 3g − 4− codim(Dr−1)− (r − 1)

= 3g − 3−
(
r + 1

2

)
.

2

Definición 2.1.2 Una componente irreducible B de B(2, KC , r) se dice

regular si satisface las siguientes condiciones:

i) dim(B) = ρ (tiene la dimensión esperada);

ii) B ∩ Sing(B(2, KC , r)) = B ∩B(2, KC , r + 1) (tiene el lugar singular espe-

rado);

iii) el elemento general E ∈ B satisface h0(E) = r (el elemento general tiene

las secciones esperadas).

Por 2.0.3, si E ∈ B(2, KC , r) es un haz que satisface h0(E) = r entonces µE

es inyectivo. Por el teorema de Riemann-Roch tenemos h0(E ⊗ E∗)− h1(E ⊗
E∗) = 4−4g; como E es estable entonces h0(E⊗E∗) = 1 y de la identificación

KC ⊗ E∗ = E tenemos h0(E ⊗ E) = h1(E ⊗ E∗) = 4g − 3; debido a la

descomposición en suma directa E ⊗ E = KC ⊕ S2E obtenemos h0(S2E) =

3g − 3 y

dim(TEB(2, KC , r)) = dim(Im(µE)⊥)

= dim(H0(S2E))− dim(S2H0(E))

= 3g − 3− (r2 −
(
r

2

)
)

= 3g − 3−
(
r + 1

2

)
= ρ

por lo anterior el lugar singular Sing(B(2, KC , r)) esperado de B(2, KC , r) es

B(2, KC , r + 1) y tenemos la siguiente:
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Observación 2.1.3
Notemos que la proposición 2.1.1 implica que si B ⊂ B(2, KC , r) es una

componente irreducible donde el elemento general acepta una sección nunca

nula y donde existe un elemento E ∈ B que satisface h0(E) = r entonces

dim(B) = ρ y B es una componente regular. Por otro lado, también implica

que si B ⊂ B(2, KC , r) es una componente donde el elemento general E ∈ B
satisface h0(E) = r y acepta una sección nunca nula entonces B es regular.

2.2. Existencia de componentes regulares

El siguiente teorema, demostrado en [21], muestra que sobre una curva gene-

ral C, la variedad B(2, KC , r) tiene una componente de la dimensión esperada:

Teorema 2.2.1 Sea C una curva general de género g. Si r = 2k1 es par,

entonces B(2, KC , r) es no vaćıo cuando

g ≥ k2
1 si k1 > 2;

g ≥ 5 si k1 = 2;

g ≥ 3 si k1 = 1.

Más aún, bajo estas condiciones tiene una componente de la dimensión es-

perada ρ. Si r = 2k1 + 1 es impar, entonces B(2, KC , r) es no vaćıo cuando

g ≥ (k1)2 + k1 + 1. Más aún, bajo estas condiciones tiene una componente de

la dimensión esperada.

2.2.1. Haces globalmente generados en B(2, KC , 3)

A continuación estudiaremos la construcción dada en [13], donde los autores

utilizando variedades Grassmannianas encuentran una componente regular de

B(2, KC , 3) que contiene a todos los haces globalmente generados.

Sea E un haz de rango 2 generado por sus secciones globales tal que h0(E) =

3 y ∧2E = KC (no necesariamente estable), entonces el morfismo evaluación

de secciones

eE : H0(E)⊗OC → E → 0,
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es sobreyectivo y tenemos una sucesión exacta corta de la forma

0→ K∗C → H0(E)⊗OC → E → 0;

dualizando obtenemos

0→ E∗ → H0(E)∗ ⊗OC → KC → 0;

que induce un morfismo en la cohomoloǵıa π : H0(E)∗ → H0(KC) denote-

mos WE := Im(π). El espacio ∧2H0(E) tiene dimensión 3. Consideremos el

morfismo natural,

α : ∧2H0(E)→ H0(∧2E) = H0(KC)

Lema 2.2.2 Sea C una curva general de género g ≥ 4 y E un haz sobre C,

de rango 2 globalmente generado y con determinante canónico, tal que h0(E) =

3. Entonces, en la notación anterior:

i) π es inyectivo y entonces dim(WE) = 3;

ii) α es inyectivo y Im(α) = WE;

iii) para todo subhaz lineal L ⊂ E, h0(L) ≤ 1;

iv) E es estable.

Demostración.

i) Es suficiente probar que H0(E∗) = 0. Supongamos que existe una sección

no cero s ∈ H0(E∗), sea L la subgavilla de E∗ generada por s, entonces

h0(L) ≥ 1 por lo que deg(L) ≥ 0 y deg(L⊗KC) ≥ 2g − 2, y concluimos

que h0(L ⊗ KC) ≥ g − 1. Por otro lado L ⊗ KC es una subgavilla de

E∗ ⊗ KC = E por lo que h0(E) ≥ g − 1. Si g > 4, esto contradice

h0(E) = 3. Si g = 4, esto contradice la generación global de E.

ii) Sea p ∈ C un punto general, como E es globalmente generado el morfismo

evaluación en la fibra (H0(E) ⊗ OC)p → Ep es sobreyectivo, denotemos

por sp una base del Kernel de este morfismo. Sea Vp ⊂ H0(E)∗ el espacio

dual a 〈sp〉, entonces su imagen bajo π es el espacio de dimensión 2,

π(Vp) = {w ∈ WE|w(p) = 0}.
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El morfismo que asigna p 7→ π(Vp) es la composición del encaje canónico

φKC : C → Pg−1

p 7→ {t ∈ H0(KC)|t(p) = 0},

seguido de la proyección a WE. Como la curva canónica genera al sistema

canónico, entonces 〈{sp| p ∈ C}〉 = H0(E). Si p, q ∈ C son dos puntos

generales α(sp∧sq) 6= 0, de otro modo α(sp∧sq) = 0 para todo p, q por lo

que sus imágenes son linealmente dependientes y generan linealmente una

subgavilla de rango 1 de E, pero 〈{sp| p ∈ C}〉 = H0(E) contradiciendo

que E es globalmente generado. Sean p, q ∈ C puntos generales, entonces

dim(Vp ∩ Vq) = 1, denotemos por wpq una base de

π(Vp ∩ Vq) = {w ∈ WE|w(p) = w(q) = 0}.

A continuación demostraremos que

wpq = α(sp ∧ sq),

de aqúı se seguirá que WE ⊂ Im(α) y por lo tanto

3 = dim(WE) ≤ dim(Im(α)) ≤ dim(∧2H0(E)) = 3,

por lo que todas son igualdades yWE = Im(α), que además implica que α

es inyectivo. Sea r ∈ C un zero de wpq, entonces wpq ∈ π(Vr) y podemos

considerar wpq ∈ Vp ∩ Vq ∩ Vr por lo que {sp, sq, sr} son linealmente

dependientes, por hipótesis {sp, sq} son linealmente independientes por lo

que sr = asp + bsq para ciertos a, b ∈ C, de este modo 0 = sp(r)∧ sr(r) =

bsp ∧ sq(r) y sp ∧ sq se anula en r, en particular la forma diferencial

α(sp ∧ sq) es cero en r. Esto prueba que todo cero de wpq es también

un cero de α(sp ∧ sq) y debido a la posición general de p y q podemos

concluir que las diferenciales son la misma.

iii) Si L ⊂ E es un subhaz lineal con h0(L) ≥ 2, entonces existen secciones

linealmente independientes s, t ∈ H0(L); mediante el morfismo

H0(L) ↪→ H0(E),
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podemos considerar s, t ∈ H0(E). Como s, t ∈ H0(L) entonces para todo

punto p ∈ C, las evaluaciones s(p) y t(p) son linealmente dependientes

en la fibra Ep. Entonces

s ∧ t 6= 0 y α(s ∧ t) = 0,

contradiciendo la inyectividad de α.

iv) La inclinación de E es µ(E) = deg(E)/2 = g−1. Supongamos que L ⊂ E

es un subhaz lineal de grado maximal y supongamos deg(L) ≥ g − 1.

Entonces, por el teorema de Riemann-Roch h0(L) ≥ h0(KC − L). La

sucesión exacta

0→ L→ E → KC − L→ 0,

muestra que 3 = h0(E) ≤ h0(L) + h0(KC − L) ≤ 2h0(L) por lo que

h0(L) ≥ 2, lo que contradice el inciso anterior.

2

Ahora veremos cómo se relacionan los haces globalmente generados en

B(2, KC , 3) con la variedad Grassmanniana G(3, H0(KC)): utilizaremos el si-

guiente resultado.

Lema 2.2.3 (Ver [9].) Sea V ∈ G(3, H0(KC)) general. Entonces el morfis-

mo evaluación eV : V ⊗OC → KC es sobreyectivo.

Por el lema anterior, el Kernel del morfismo evaluación eV para un V ∈
G(3, H0(KC)) general es un haz de rango 2 y existe una sucesión exacta de la

forma:

0→ FV → V ⊗OC → KC → 0;

dualizando esta sucesión y denotando EV := F ∗V

0→ K∗C → V ∗ ⊗OC → EV → 0;

que induce un morfismo inyectivo en la cohomoloǵıa V ∗ → H0(E) por lo que

EV es generado por secciones globales. Denotemos por

p : G(3, H0(KC))→ P(∧3H0(KC)),



22 2.2. EXISTENCIA DE COMPONENTES REGULARES

el encaje de Plücker (ver [10], sección 1.5). Si V ∈ G(3, H0(KC)), denotemos

por µV : V ⊗ H0(KC) → H0(2KC) el morfismo multiplicación de secciones.

Para el elemento general V ∈ G(3, H0(KC)) el morfismo µV es sobreyectivo

(ver [9]). Denotemos por DC ⊂ G(3, H0(KC)) el lugar geométrico que consiste

de elementos V tales que µV no es sobreyectivo.

Sea Bgg(2, KC , 3) ⊂ B(2, KC , 3) el lugar geométrico que consiste de haces

E globalmente generados con h0(E) = 3.

Proposición 2.2.4 El morfismo

S : Bgg(2, KC , 3)→ G(3, H0(KC))−DC

E 7→ WE;

es un isomorfismo. Su inversa es el morfismo

β : G(3, H0(KC))−DC → Bgg(3, KC , 3)

V 7→ EV ;

Demostración. Notemos que Im(S) ⊂ G(3, H0(KC)). De la sucesión exacta

0→ K∗C → V ∗ ⊗OC → EV → 0,

y el hecho de que h0(E) = 3 induce en la cohomoloǵıa el morfismo inyectivo

H1(K∗C)→ V ∗⊗H1(OC), entonces el dual a este morfismo, que es la multipli-

cación de secciones µV es sobreyectivo. Por la discusión anterior, S está bien

definido. Para ver que β está bien definido es suficiente ver que tales EV son

estables y h0(EV ) = 3: de la sucesión

0→ E∗V → V ⊗OC → KC → 0;

al hacer producto tensorial por KC y calcular la cohomoloǵıa obtenemos:

0→ H0(E∗V ⊗KC)→ V ⊗H0(KC)→ H0(2KC);

por lo que Ker(µV ) = H0(E∗V ⊗KC). Por otro lado, como el determinante de

EV es canónico, existe un isomorfismo natural E∗V ⊗KC = EV y como µV es

sobreyectivo, entonces h0(EV ) = 3. Del lema 2.2.2 se sigue que EV es estable

y β está bien definido. Es claro que S y β son inversos uno del otro. 2



CAPÍTULO 2. LA GEOMETRÍA DE B(2, KC , R) 23

Del resultado anterior podemos concluir que el lugar geométrico

Bgg := Bgg(3, KC , 3) ⊂ B(2, KC , 3),

es un cerrado irreducible de dimensión 3g − 9 y por el teorema 2.0.3 su lugar

singular satisface

Sing(Bgg) ⊂ B(2, KC , 4).

Se sigue que existe una componente irreducible Bgg ⊂ B(2, KC , 3) que contiene

a todos los haces estables globalmente generados.

2.2.2. Haces globalmente generados en B(2, KC , 4)

En esta sección estudiamos la construcción dada en [6], del morfismo Q

definido como (E, V ) 7→ QE que asigna a cada par de la forma (E, V ) donde

E ∈ B(2, KC , 4) y V ∈ G(4, H0(E)), una cuádrica QE que contiene a la curva

canónica.

Consideremos los pares (E, V ) donde E → C es un haz estable de rango

dos con determinante canónico y al menos cuatro secciones globales linealmen-

te independientes. Sea V ∈ G(4, H0(E)) tal que el morfismo evaluación de

secciones de V

eV : V ⊗OC → E,

es sobreyectivo. Diremos que dos pares (E1, V1) y (E2, V2) son equivalentes (o

isomorfos) si existe un isomorfismo φ : E1 → E2 tal que V2 = φ(V1).

Si (E, V ) es un par, entonces existe una sucesión exacta de la forma

0→ E∗ → V ∗ ⊗OC → Coker(e∗V )→ 0,

donde Coker(e∗V ) es un haz de rango dos con determinante canónico y V ∗ ⊂
H0(Coker(e∗V )) se identifica con un subespacio de secciones que generan a

E ′ := Coker(e∗V ), es decir, esto define otro par

(E ′, V ′) = (Coker(e∗V ), V ∗).

Definición 2.2.5 (E ′, V ′) es el par dual a (E, V ).
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Notemos que (E, V ) = ((E ′)′, (V ′)′). Consideremos el morfismo natural

α : ∧2(E)→ H0(K) y denotemos αV := α|∧2V : ∧2V → H0(K).

Sea G(V ) := G(2, V ∗), notemos que dim(G) = 4 y mediante el encaje de

Plücker

φG(V ) : G(V ) ↪→ P(∧2V ∗) ∼= P5,

podemos considerar G(V ) como los elementos indescomponibles en P(∧2V ∗) ∼=
P5, más aún, φG(V )(G(V )) ⊂ P5 es una hipersuperficie cuádrica suave (ver [10],

sección 1.5).

Como eV es sobreyectivo, entonces existe una sucesión

0→ Ker(eV )→ V ⊗OC → E → 0,

y el morfismo dual e∗V induce un morfismo racional definido en los puntos x ∈ C
donde V ⊗Ox → Ex es sobreyectivo:

gV : C → G(V )

x 7→ Im(e∗V ),

o bien, considerando φG(V )(G(V )) ⊂ P(∧2V ) y denotando V ∗x = Im(e∗V ) la

composición GV := φG(V ) ◦ gV es

GV : C → P(∧2V )

x 7→ ∧2V ∗x .

Sea δV la projectivización del morfismo dual α∗V : H0(KC)∗ → ∧2V ∗,

δV : PH0(KC)∗ → P ∧2 V ∗.

Sea φK : C ↪→ PH0(KC)∗ ∼= Pg−1 el encaje canónico, entonces el siguiente

diagrama es conmutativo

Pg−1

δV

- P5

C

φK

6

gV

- G(V )

φG(V )

6

Si p es una ecuación para la cuádrica G(V ) ⊂ P5 y q(E, V ) es el polinomio

definido en H0(KC)∗ mediante q(E, V ) := (α∗V )∗p, entonces δ∗V (GV (C)) (si es

no vaćıo) define una cuádrica en Pg−1 que contiene a la curva canónica, es decir

φK(C) ⊂ δ∗V (GV (C));
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denotaremos QE := δ∗V (GV (C)).

Lema 2.2.6 (Ver [6].) Con la notación anterior, sea K := Ker(α∗V ) y I :=

Im(α∗V ) entonces la cuádrica QE puede ser considerada como un cono con eje

PK sobre la cuádrica PI∩G(V ). En particular, PK ⊂ Sing(QE) y se satisfacen

las siguientes propiedades:

i) PK = Sing(QE) si y sólo si PI es transversal a G(V );

ii) Si la cuádrica q(E, V ) tiene rango al menos 5 entonces PK = Sing(QE).

Sea (E, V ) un par y sean UV el subhaz universal de G(V ) y QV el haz

cociente de G(V ), entonces de la definición de gV existen isomorfismos

g∗V UV ∼= Im(e∗V ) ∼= Im(eV )∗ y g∗VQV ∼= Ker(e∗V ) ∼= Ker(eV )∗.

Más aún, la sucesión

0→ g∗V U∗V → E → Coker(eV )→ 0,

es exacta. En particular, los isomorfismos

E ∼= g∗V U∗V y E ′ ∼= g∗VQV ,

se satisfacen si y sólo si V genera a E y en este caso la sucesión

0→ E∗ → V ∗ ⊗OC → Coker(e∗V )→ 0,

es el “pull-back” mediante gV de la sucesión universal, es decir, es precisamente

0→ g∗V UV → g∗V V
∗ ⊗OG(V ) → g∗VQV → 0.

Lema 2.2.7 Sea (E1, V1), (E2, V2) dos pares que satisfacen las siguientes

propiedades

i) q(E1, V1) = q(E2, V2);

ii) Ker(α∗V1) = Ker(α∗V2);

entonces los pares (E2, V2) y (E1, V1) son isomorfos o duales.
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Demostración. Es suficiente probar que existe una sucesión exacta de la forma

0→ E∗2 → V1 ⊗OC → E1 → 0,

que satisface que si π1 : V ∗1 → H0(E2) es el morfismo inducido en la cohomo-

loǵıa de su sucesión dual, entonces Im(π1) = V2.

Sea i = 1, 2 y consideremos el morfismo gVi : C → G(Vi). Como Vi genera

a Ei entonces E∗i = g∗ViUVi . Ya que Ker(α∗V1) = Ker(α∗V2), existe un único

isomorfismo φ : Im(α∗V1)→ Im(α∗V2) tal que

α∗V2 = φ ◦ α∗V1 ;

sea v ∈ ∧2V ∗1 un vector indescomponible y v = α∗V1(h) donde h ∈ H0(KC)∗,

entonces el polinomio q(E1, V1) = q(E2, V2) se anula en h por lo tanto αV2(h) =

φ(v) es irreducible. Por lo anterior φ preserva vectores indescomponibles y

existe un isomorfismo f : G(V1)→ G(V2) tal que

gV2 = f ◦ gV1 .

Por las propiedades del haz cociente y del subhaz universal sobre la Grass-

manniana G(2, 4) (ver [10], sección 1.5), debe pasar uno de los siguientes dos

casos:

caso 1) f ∗UV2 ∼= UV1: como g∗V2 = g∗V1 ◦f
∗ entonces existen isomorfismos U∗V1 ∼=

f ∗U∗V2 y Ei ∼= g∗ViU
∗
Vi

para i = 1, 2, por lo tanto

E1
∼= g∗V1U

∗
V1
∼= g∗V1f

∗U∗V2 ∼= g∗V2U
∗
V2
∼= E2,

y los pares (E1, V1) y (E2, V2) deben ser isomorfismos.

caso 2) f ∗UV2 ∼= Q∗V1: aplicando f ∗ a la sucesión universal de G(V2)

0→ UV2 → V ∗2 ⊗OG(V2)∗ → QV2 → 0,

e identificando f ∗QV2 = U∗V1 , obtenemos la sucesión

0→ f ∗UV2 → V ∗1 ⊗OG(V1)∗ → U∗V1 → 0.

Aplicando g∗V1 a esta sucesión e identificando E1 = g∗V1UV1 obtenemos

0→ g∗V1 ◦ f
∗UV2 → V1 ⊗OC → E1 → 0,
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y por la igualdad g∗V2 = g∗V1 ◦ f
∗ obtenemos la sucesión

0→ E∗2 → V1 ⊗OC → E1 → 0,

por lo que (E2, V2) = (E ′1, V
′

1), lo cual termina la prueba.

2

Denotemos por I6(C) el conjunto de cuádricas de rango menor o igual a 6

en Pg−1 que contienen a la curva canónica.

Lema 2.2.8 Si Z ∈ I6(C) tal que Sing(Z) ∩ C = ∅ entonces existe un par

(E, V ) tal que Z = QE. Más aún, si rango(Z) ≥ 5 y dos pares (E1, V1), (E2, V2)

satisfacen QE1 = QE2 = Z entonces son equivalentes o duales.

Demostración. Sea Z ∈ I6(C) y denotemos r := rango(Z). Existen coordena-

das de Pg−1 tales que Z = Z(x2
1 + ...+ x2

r); en estas coordenadas

Sing(Z) = Z(2x1, ..., 2xr) = Z(x1, ..., xr),

por lo que podemos definir la proyección de Z a las coordenadas x1, ..., xr,

π : Z − Sing(Z)→ Pr−1 ⊂ P5,

esta es la proyección de Z con centro Sing(Z). Además π(Z − Sing(Z)) es la

cuádrica en Pr−1 definida por la ecuación x2
1 + ...+ x2

r. Como C ∩Sing(Z) = ∅
podemos considerar π|C : C → P5 y sea U el haz universal de la Grassmanianna

G(2, 4) ⊂ P5 donde la inclusión está dada por el encaje de Plücker, entonces

E := π|∗CU∗,

es un haz de rango dos con determinante ∧2E = OC(1) = KC y V :=

π|∗CH0(U∗) es un subespacio cuatro-dimensional de secciones que genera al haz

E (ver [10]), es decir (E, V ) es un par. Del siguiente diagrama conmutativo

podemos concluir que QE = Z para este par,

Pg−1

π
- P5

C

φK

6

gV

- G(2, 4)

φG(V )

6
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Supongamos que r ≥ 5. Entonces PKer(α∗V ) = Sing(Z) y como Sing(Z)∩
C = ∅ las secciones en V generan a E. Notemos que estas propiedades se

satisfacen para todos los pares (E, V ) tales que QE = Z. Supongamos que

(E1, V1), (E2, V2) satisfacen QE1 = QE2 = Z entonces por el lema anterior estos

pares deben ser isomorfos o duales. 2

Por lo anterior existe un morfismo (con fibra finita) de la forma.

Q : {(E, V )|eV es sobreyectivo } → I6(C)

(E, V ) 7→ QE.

Lema 2.2.9 Sea E un haz de rango 2 con determinante canónico y al menos

cuatro secciones y V ⊂ G(4, H0(E)) un subespacio de secciones de E. Sea

eV : V ⊗OC → E la restricción del morfismo evaluación a las secciones en V .

Entonces eV es genéricamente sobreyectivo si y sólo si αV : ∧2V → H0(K) no

es el morfismo cero.

Demostración. Sea x ∈ C un punto general, si ev es genéricamente sobreyec-

tivo entoces existen dos secciones s, t ∈ V tales que 〈s(x), t(x)〉 = Ex entonces

s(x) ∧ t(x) 6= 0 y αV (s ∧ t) 6= 0. Por otro lado, supongamos que αV no es el

morfismo cero, sea {v1, v2, v3, v4} una base de V , entonces existe una sección no

cero f ∈ H0(K) (en la imagen de αV ) y escalares {aij}1≤i<j≤4 no todos cero,

tales que para todo x ∈ C

f(x) =
∑

1≤i<j≤4

aijvi(x) ∧ vj(x);

sea p ∈ C tal que f(p) 6= 0 entonces para al menos un sub́ındice ij se satis-

face vi(p) ∧ vj(p) 6= 0, es decir, los vectores vi(p), vj(p) ∈ Ep son linealmente

independientes por lo que 〈vi(p), vj(p)〉 = Ep y se sigue el resultado.

2

Por el lema anterior, el morfismo (E, V ) 7→ QE puede extenderse a los

pares (E, V ) donde eV es genéricamente sobreyectivo tales que δ∗V (GV (C)) es

no vaćıo.

Notemos que si B ⊂ B(2, KC , 4) es una componente irreducible regular

donde el elemento general E es generado por sus secciones globales entonces
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(E,H0(E)) define un par y existe un morfismo de la forma

E 7→ (E,H0(E)) 7→ QE.

2.2.3. Haces con pocas secciones y extensiones de haces

lineales

En esta sección recordamos la construcción dada en [7] para obtener compo-

nentes de B(2, KC , 1), B(2, KC , 2), B(2, KC , 3) mediante extensiones de haces

lineales en

Ext1(KC(−D),OC(D)),

donde D es un divisor general efectivo.

Proposición 2.2.10 Sea C una curva con moduli general de género g ≥
5. Entonces B(2, KC , 1) 6= ∅. Más aún, existe una componente irreducible B

de B(2, KC , 1) que satisface las siguientes condiciones:

i) el elemento general [E] en la componente B satisface h0(E) = 1 y Sing(B) ⊂
B(2, KC , 2);

ii) dim(B) = 3g − 4;

iii) el elemento general [E] en la componente B puede expresarse como una

extensión de la forma u ∈ Ext1(KC ,OC), es decir,

u : 0→ OC → E → KC → 0.

Demostración. Sea {u : 0→ OC → Eu → KC → 0} ∈ Ext1(KC ,OC) general,

con notación como en 1.1.1

l = k = g,m = 3g − 3 ≥ l + 1;

entonces utilizando los resultados 1.2.2 y 1.2.3, W1 es irreducible y propio en

Ext1(KC ,OC), por lo que

h0(Eu) = h1(Eu) = 1.
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Sea ε ∈ {0, 1} tal que g−ε = 0(mód 2) y denotemos σ := g−ε > 0. Entonces

σ satisface las condiciones de la proposición 1.1.4 por lo tanto s(Eu) ≥ σ > 0

si y sólo si u /∈ Sech(C) donde

h =
1

2
(2g − 4 + σ) =

1

2
(3g − 4− ε).

Para esta h la dimensión de Sech(C) es

dim(Sech(C)) = mı́n{dim(P, 2h− 1)}
= mı́n{3g − 4, 3g − 5− ε}
= 3g − 5− ε < 3g − 4.

Como dim(P(Ext1(KC ,OC))) = 3g − 4 entonces el elemento general u ∈
Ext1(KC ,OC) no está contenido en Sech(C), por lo que Eu es un haz esta-

ble y B(2, KC , 1) 6= ∅.
Consideremos el morfismo

π : P(Ext1(KC ,OC))→ B(2, KC , 1)

que asigna a cada clase de la forma ū el haz vectorial Eu, su imagen es irredu-

cible y está contenida en una componente irreducible B de B(2, KC , 1).

Sea E ∈ Im(π) general, entonces la fibra π−1(E) es cero-dimensional, ya

que una extensión en la fibra π−1(E) es de la forma

u : 0→ OC → E → KC → 0,

y está únicamente determinada por la inclusión O ↪→ E. Como h0(Eu) = 1,

sólo existe una de estas inclusiones (salvo multiplicación por escalar).

Entonces dim(π(Ext1(KC ,OC))) = 3g − 4. Por otro lado, el elemento ge-

neral E en π(Ext1(KC ,OC)) tiene exactamente una sección y por 2.0.3 su

aplicación simétrica de Petri es inyectiva, entonces E es un punto suave de

B(2, KC , 1) y su imagen está contenida en una componente regular B, es decir,

dim(B) = 3g − 4, por lo que

π(Ext1(KC ,OC)) = B,

y podemos concluir el resultado. 2
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Proposición 2.2.11 Sea C una curva con moduli general de género g ≥
3. Entonces B(2, KC , 2) 6= ∅ y es irreducible. Más aún, su única componente

irreducible es regular y su punto general [E] puede ser expresado como una

extensión de la forma

u : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0;

donde D es un divisor general efectivo de grado 1 en C y la extensión u ∈
W1 ⊂ Ext1(KC(−D),OC(D)) es general.

Demostración. Sea D un divisor general efectivo de grado 1. La irreducibilidad

se sigue de [18](teorema 1.3) y tenemos

l = k = g − 1,m = 3g − 5 ≥ l + 1;

por lo que de los resultados 1.2.2 y 1.2.3 podemos concluir que W1,D := W1 ⊂
Ext1(KC(−D),OC(D)), es irreducible de dimensión dim(W1,D) = 3g − 6 y el

elemento general u ∈ W1,D es tal que cork(∂u) = 1.

Sea {u : 0 → OC(D) → Eu → KC(−D) → 0} ∈ W1,D general, ε ∈ {0, 1}
tal que

g − 1− ε = 0(mód 2),

y denotemos σ = g−1−ε. Entonces σ ≡ 0(mód 2) y σ satisface las condiciones

de la proposición 1.1.4. Por lo tanto s(Eu) ≥ σ > 0 si y sólo si u /∈ Sech(C)

donde

h =
1

2
(2g − 6 + σ) =

1

2
(3g − 7− ε).

Para esta h la dimensión de la variedad secante es

dim(Sech(C)) = mı́n{dim(P, 2h− 1)} = mı́n{3g − 6, 3g − 8− ε} = 3g − 8− ε.

Como dim(P(W1,D)) = 3g − 7 entonces el elemento general u ∈ W1,D no

está contenido en Sech(C), aśı que s(Eu) > 0 y Eu es estable.

Por otro lado, sea

πD : P(W1,D)→ B(2, KC , 2)

el morfismo que a cada extensión u le asigna el haz vectorial Eu, entonces

Im(πD) esta contenida en una componente irreducible B de B(2, KC , 2) y el
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elemento general en Im(πD) satisface h0(Eu) = 2, entonces por el resultado

2.0.3 su aplicación simétrica de Petri es inyectiva por lo que es un punto suave

de B y la componente B es regular.

Sea γu : H0(Eu) → H0(KC(−D)) el morfismo inducido en la cohomoloǵıa

de la extensión u ∈ W1,D. Entonces

Im(γu) = Ker(∂u) ∼= Coker(∂u),

y de la construcción de J dada en la prueba de la proposición 1.2.2 pode-

mos concluir que para el elemento general u ∈ W1,D la imagen Im(γu) ∈
G(1, H0(KC(−D))) ∼= Pg−2 define un punto general en el sistema libre de pun-

tos base |KC(−D)|.
Supongamos que h0(Eu(−D)) > 1 para el u ∈ W1,D general, entonces

h0(Eu(−D)) = 2,

por lo que para todo elemento v ∈ Im(γu) debe satisfacerse v(D) = 0, contra-

diciendo el argumento anterior, entonces h0(Eu(−D)) = 1.

Sean u, u′ ∈ W1,D y supongamos que satisfacen Eu = πD(u) = πD(u′)

entonces las inclusiones definidas por u, u′, de la forma

iu : 0→ OC(D)→ Eu, iu′ : 0→ OC(D)→ Eu

se corresponden con inclusiones

ju : 0→ OC → Eu(−D), iu′ : 0→ OC → Eu(−D)

que a la vez definen dos secciones no nulas enH0(Eu(−D)). Como h0(Eu(−D)) =

1 estas secciones son linealmente dependientes, por lo que u y u′ difieren en

un escalar no cero, es decir existe λ ∈ C tal que u = λu′. Esto prueba que el

morfismo πD es genéricamente finito y

dim(πD(P(W1,D))) = 3g − 7.

Haciendo variar el divisorD ∈ C(1), obtenemos diferentes variedadesW1,D ⊂
Ext1(KC(−D),OC(D)). Entonces mediante un cálculo de parámetros y utili-

zando los resultados de la sección 1.3 podemos concluir que las imágenes de
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estas W1,D “llenan” la componente B, es decir, el elemento general E ∈ B

está en una extensión

u ∈ Ext1(KC(−D),OC(D)),

para algún D ∈ C(1) general, con u ∈ W1,D y se sigue el resultado. 2

Lema 2.2.12 Sea C una curva con moduli general de género g ≥ 3 y D

un divisor general efectivo de grado 2. Si V ∈ G(2, H0(KC(−D))) es un punto

general, entonces el morfismo multiplicación de secciones

µV : V ⊗H0(KC(−D))→ H0(2KC − 2D);

satisface dim(Ker(µV )) = 1.

Demostración. Sea V ∈ G(2, H0(KC(−D))) general. Como H0(KC(−D)) es

libre de puntos base, entonces V es un pincel libre de puntos base (ya que si

p ∈ C es un punto base de V entonces V ⊂ H0(KC(−D−p)), contradiciendo la

generalidad de V ). Entoces por el “Base point free pencil trick” (ver apéndice

4.1.4 y [1] pág. 126) aplicado a V , Ker(Im(µV )) = H0(OC) por lo que es

1-dimensional.

2

Proposición 2.2.13 Sea C una curva con moduli general de género g ≥
5. Entonces B(2, KC , 3) 6= ∅. Más aún, existe una componente irreducible regu-

lar B con la propiedad de que su elemento general [E] ∈ B puede ser expresado

como una extensión de la forma

u : 0→ OC(D)→ E → K(−D)→ 0;

donde D es un divisor general efectivo de grado 2 y u ∈ W2 es general en una

componente irreducible ΛD ⊂ W2 de dimensión 3g − 10.

Demostración. Sea D un divisor general efectivo de grado dos y denotemos

G = G(2, H0(KC(−D))). Por el lema anterior existe un abierto de Zariski
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Σ ⊂ G donde para todo V ∈ Σ se tiene dim(Ker(µV )) = 1. Entonces para

todo V ∈ Σ tenemos que

dim(Im(µV )) = dim(V ⊗H0(KC(−D)))−dim(Ker(µV )) = 2g−4−1 = 2g−5,

por lo que siempre existe un hiperplano {u = 0} ⊂ H0(2KC−2D) que contiene

a Im(µV ).

Definamos la variedad de incidencia

JG = {(V, u) ∈ Σ× P|Im(µV ) ⊂ {u = 0}},

donde P := P((H0(2KC − 2D))∗) = P(Ext1(KC(−D),OC(D))) denota el con-

junto de hiperplanos de H0(2KC − 2D).

Sean p1 : JG → Σ y p2 : JG → P las proyecciones. Para el elemento general

en la imagen de p1 su fibra es isomorfa al sistema lineal de hiperplanos de

H0(2KC − 2D) que contienen a Im(µV ), es decir, la fibra general de p1 es

irreducible de dimensión

3g − 8− (2g − 5) = g − 3.

Entonces por el resultado 4.1.1 existe una única componente irreducible J ⊂ JΣ

que domina Σ mediante p1, más aún,

dim(J) = g − 2 + dim(Σ) = g − 3 + 2g − 8 = 3g − 11.

Por otro lado, p2(J) ⊂ P(W2) y p2(J) domina una componente irreducible

ΛD ⊂ P(W2),

entonces dim(ΛD) ≤ 3g − 11.

Denotemos p := p2|J : J → P(W2), notemos que la fibra general de p en un

punto u es isomorfa a G(2, Coker(∂u)), por lo que

dim(ΛD) = 3g − 11− dim(G(2, Coker(∂u))).

Supongamos que para el elemento general u ∈ ΛD se satisface cork(∂u) ≥ 3,

entonces

3g − 11− dim(G(2, Coker(∂u))) ≤ 3g − 13,
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lo que contradice que la codimensión esperada de ΛD es 4 y dim(ΛD) ≥ 3g−12.

Por lo anterior, el elemento general u ∈ ΛD satisface cork(∂u) = 2, entoces p

es genéricamente inyectivo y dim(ΛD) = 3g − 11.

Sea u : 0→ OC(D)→ Eu → KC(−D)→ 0 ∈ ΛD general, y sea

d = 2g − 2, δ = 2g − 4, n = 1, l = g − 2, k = g − 2, j = 1, t = 2.

Sea ε ∈ {0, 1} tal que g − 3 − ε = 0(mód 2). Denotemos σ := g − 3 − ε > 0

entonces σ ≡ 0(mód 2) y satisface las condiciones de la proposición 1.1.4, de

este modo s(Eu) ≥ σ > 0 si y sólo si u /∈ Sech(C) donde

h =
1

2
(2g − 8 + σ) =

1

2
(3g − 11− ε).

Para esta h la dimensión de la variedad secante es

dim(Sech(C)) = mı́n{dim(P, 2h−1)} = mı́n{3g−8, 3g−12− ε} = 3g−12− ε.

Como dim(ΛD) = 3g− 11, entonces el elemento general u ∈ ΛD no está conte-

nido en la variedad secante, por lo que Eu es estable y B(2, KC , 3) 6= ∅.
Sea πD : P(ΛD)→ B(2, K, 3) el morfismo al moduli de haces definido como

πD(u) = Eu. El elemento general E en la imagen Im(πD) satisface h0(E) = 3,

entonces por el teorema 2.0.3 Im(πD) está contenida en una componente B ⊂
B(2, KC , 3) de dimensión a lo más 3g− 9. Mediante un cálculo de parámetros,

utilizando los resultados en el hecho 7.6 y la proposición 7.13 de [7], se concluye

que la componente B debe ser regular.

2





Capı́tulo 3
Construcción y comparación de

componentes

Este caṕıtulo contiene los resultados originales de este trabajo de tesis,

en la primer sección encontramos una componente regular de B(2, KC , 4). En

la segunda sección comparamos las componentes de B(2, KC , 3) construidas

en las secciones 2.2.1 y 2.2.3 . Por último, mostramos algunas de las ideas

del trabajo en proceso para relacionar la componente regular de B(2, KC , 4)

aqúı construida, con las cuádricas que contienen a la curva canónica.

3.1. Haces con cuatros secciones

En esta sección seguimos las ideas de [7], para construir sobre una curva

general de género g (tal que ρ ≥ 0), una componente regular B ⊂ B(2, KC , 4),

con la propiedad de que el elemento general [E] ∈ B es una extensión de haces

lineales.

Lema 3.1.1 Sea C una curva de género g ≥ 8 y D un divisor general efec-

tivo de grado 3, entonces existe un haz E de rango dos, con las siguientes

propiedades:

i) h0(E) = 3;

ii) E es generado por sus secciones globales;

37
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iii) det(E) = KC(−D);

iv) h0(E∗) = 0.

Demostración. Sea D1 = p1 + ... + pg−5 ∈ C(g−5) un divisor general efectivo

de grado g− 5 sobre C y consideremos el haz lineal A := KC(−D1) que define

un sistema lineal g4
g+3 libre de puntos base. Sea D un divisor general efectivo

de grado 3, podemos asumir que la intersección de los soportes supp(D1) ∩
supp(D) = ∅. El haz M1 := OC(D1) es tal que h0(M1) = 1 y todas las secciones

en H0(M1) se anulan únicamente en los puntos de supp(D1). Consideremos el

haz M2 := A(−D), que define un g1
g libre de puntos base. Ahora utilizaremos

un argumento similar al de Lazarsfeld utilizado por Gieseker en [9] (pág. 235).

Consideremos el morfismo

e : Ext1(M2,M1)→ Hom(H0(M2), H1(M1));

que env́ıa una extensión u : 0→M1 → E →M2 → 0 a su morfismo cofrontera

∂u : H0(M2) → H1(M1). Sea F el Kernel de e. Entonces toda extensión no

trivial u ∈ F satisface h0(E) = h0(M1) + h0(M2) = 3 y det(E) = M1 ⊗M2 =

KC(−D). Además, e es dual al morfismo multiplicación de secciones

m : H0(M2)⊗H0(A)→ H0(M2 + A) = H0(2A−D).

por el “Base point free pencil trick” (ver apéndice 4.1.4 y [1], pág. 126 )

Ker(m) = H0(OC(D)), ya que h0(OC(D)) = 1 entonces el Cokernel de m

es de dimensión

dim(Coker(m)) = h0(2A−D)− h0(M2)h0(A) + 1 = g + 4− 2(5) + 1 = g − 5,

y dim(F ) = g − 5. Ahora probaremos que el lugar geométrico

{u ∈ F |Fu no es globalmente generado },

tiene codimensión al menos 1 en F , de esto se seguirá que existe al menos

una extensión u ∈ F tal que E es globalmente generado, concluyendo aśı el

resultado.

Notemos que si q ∈ C − supp(D1), h0(M1(−q)) = 0 y h0(M2(−p)) =

h0(KC − D1 − D − p) = 1 por lo que h0(E(−q)) ≤ 1. Por el teorema de

Riemann-Roch, ya que h0(E)− h1(E) = −3 y h0(KC ⊗ E∗) = 6, entonces

h0(E(−q)) = h0(KC ⊗ E∗(p)) + 2g − 7− 2g + 2 ≥ 6− 5 = 1,
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por lo que h0(E(−q)) = 1 y la fibra Eq es generada por la evaluación de las

secciones de H0(E) en q. Supongamos que existe un punto x ∈ supp(D1) donde

la fibra Ex no es generada por la evaluación de las secciones, entonces existe

una subgavilla E1 ⊂ E y una sucesión exacta

u2 : 0→M1(−x)→ E1 →M2 → 0;

pero estas sucesiones exactas son elementos en el Kernel del morfismo

Ext1(M2,M1(−x))→ Hom(H0(M2), H1(M1(−x))),

que env́ıa u2 a su morfismo cofrontera ∂u2 . Este morfismo es dual al morfismo

multiplicación de secciones

mx : H0(M2)⊗H0(OC(A(x))→ H0(M2 + A(x)) = H0(2A(x)−D),

de nuevo, usando el “Base point free pencil trick” para el haz M2, Ker(mx) =

H0(OC(D(x))). Ya que x ∈ supp(D1) y x /∈ supp(D), se tiene

cork(mx) = h0(2A(x)−D)−h0(M2)h0(A(x)) + 1 = (g+ 5)− 2(6) + 1 = g− 6,

entonces las extensiones en F que no son globalmente generadas tienen codi-

mensión al menos 1 en F .

Supongamos que h0(E∗) > 0 entonces existe una sección s ∈ H0(E∗) no

nula, sea L ⊂ E∗ la subgavilla generada por s, entonces h0(L) > 0 por lo

que deg(L) ≥ 0. Entonces deg(L ⊗ KC(−D)) ≥ 2g − 5 y por el teorema

de Riemann-Roch h0(L ⊗ KC(−D)) ≥ g − 4. Por otro lado, del isomorfismo

E∗ ⊗KC(−D) ∼= E obtenemos H0(L⊗KC(−D)) ↪→ H0(E) y h0(E) ≥ g − 4,

como h0(E) = 3, entonces esto da una contradicción para g ≥ 8. Esto prueba

que h0(E∗) = 0 2

Proposición 3.1.2 Sea C una curva de género g ≥ 8 con moduli general

y D un divisor general efectivo de grado 3 en C. Entonces el elemento general

V ∈ G(3, H0(KC −D)) satisface que el morfismo multiplicación de secciones

µV : V ⊗H0(KC −D)→ H0(2KC − 2D),

tiene Kernel 3-dimensional, más aún, Ker(µV ) = ∧2V .
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Demostración. Notemos que ∧2V ⊂ Ker(µV ) por lo que dim(Ker(µV )) ≥ 3.

Por otro lado, la función

α : G(3, H0(K −D))→ Z

V 7→ dim(Ker(µV ));

es semicontinua por arriba (ver [11], pág. 287) por lo que el conjunto

{V ∈ G(3, H0(K −D))|dim(Ker(µV )) = 3}

es un abierto de Zariski en G(3, H0(K−D)) (posiblemente vaćıo) y es suficiente

probar que existe un elemento V ∈ G(3, H0(KC−D)) tal que dim(Ker(µV )) =

3.

Por el lema anterior podemos suponer que existe un haz E de rango 2

globalmente generado tal que h0(E) = 3 y ∧2E = KC(−D), entonces tenemos

una sucesión exacta

0→ K∗C(D)→ H0(E)⊗OC → E → 0;

y dualizando obtenemos

0→ E∗ → H0(E)∗ ⊗OC → KC(−D)→ 0. (3.1.1)

Esta sucesión induce en la cohomoloǵıa

0→ H0(E∗)→ H0(E)∗ → H0(KC −D);

ya que h0(E∗) = 0 entonces la transformación lineal i : H0(E)∗ → H0(KC−D)

es inyectiva.

Al hacer producto tensorial en la sucesión 3.1.1 por KC(−D) obtenemos

0→ E∗ ⊗KC(−D)⊗ → H0(E)∗ ⊗KC(−D)→ 2KC(−2D)→ 0;

ya que det(E) = KC(−D) entonces E∗ ⊗KC(−D) ∼= E, por lo que existe una

sucesión en la cohomoloǵıa de la forma

0→ H0(E)→ H0(E)∗ ⊗H0(KC −D)→ H0(2KC − 2D)

donde µ : H0(E)∗⊗H0(KC−D)→ H0(2KC−2D) es el morfismo multiplicación

de secciones mediante la identificación H0(E)∗ ∼= i(H0(E)∗) ⊂ H0(KC − D).

Por lo tanto V := Im(i) ⊂ G(3, H0(KC −D)) satisface dim(Ker(µV )) = 3. 2
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El teorema principal de este trabajo de tesis es el siguiente:

Teorema 3.1.3 Sea C una curva con moduli general de género g ≥ 8.

Entonces B(2, KC , 4) es no vaćıo. Más aún, existe una componente irreducible

regular B ⊂ B(2, KC , 4), cuyo elemento general [E] ∈ B puede ser expresado

como una sucesión

u : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0;

donde D es un divisor general efectivo de grado 3 sobre C y la extensión u

es tal que u ∈ W3 ⊂ Ext1(KC(−D),OC(D)) es general en una componente

irreducible ΛD de W3.

Demostración.

Paso 1: Existencia de la componente irreducible ΛD ⊂ W3.

Por la proposición anterior existe un abierto de Zariski Σ ⊂ G(3, H0(KC−D))

donde dim(Ker(µV )) = 3 o bien dim(Im(µV )) = 3g − 12, para todo V ∈ Σ.

Sea

P := P(Ext1(KC(−D),OC(D)))

de las identificaciones PH1(K∗C(2D)) = PH0(2KC − 2D)∗ podemos considerar

que P parametriza hiperplanos de H0(2KC − 2D). Ya que h0(2KC − 2D) =

3g − 9, entonces para todo V ∈ Σ existe un hiperplano {u = 0} que contiene

a Im(µV ) por lo que podemos definir la variedad de incidencia

JΣ := {(V, u) ∈ Σ× P|Im(µV ) ⊂ u}.

Denotemos por p1 : JΣ → Σ y p2 : JΣ → P las proyecciones.

La fibra de p1 de un elemento general V ∈ Σ es isomorfa al sistema lineal de

hiperplanos de H0(KC −D) que contienen a Im(µV ), por lo que es irreducible

y de dimensión

(3g − 9)− (3g − 12)− 1 = 2.

Por otro lado p1 es sobreyectivo y por el lema 4.1.1 existe una componente

irreducible J que domina Σ mediante p1.

Por la definición de Wt como en (1.2.3), Im(p2) ⊂ W3, entonces la imagen

de p := p2|J : J → W3 domina una componente irreducible ΛD ⊂ W3 y

dim(ΛD) = 3g − 15 donde el elemento general u ∈ ΛD satisface cork(∂u) = 3.



42 3.1. HACES CON CUATROS SECCIONES

Paso 2: El elemento general en ΛD es estable.

Sea ū ∈ P(Ext1(KC(−D),OC(D))), tenemos d = 2g− 2, δ = 2g− 5, n = 1, l =

g − 3, r = g − 3, j = 1, t = 3. Sea ε ∈ {0, 1} tal que

ε = g(mód 2),

denotemos σ := g − 6 − ε > 0, por lo tanto σ ≡ 0(mód 2) y σ satisface

las condiciones de la proposición 1.1.4. Entonces s(Fu) ≥ σ > 0 si y sólo si

u /∈ Sech(C) donde

h =
1

2
(2g − 10 + σ) =

1

2
(3g − 16− ε),

para esta h la dimensión de la variedad secante es

dim(Sech(C)) = mı́n{dim(P, 2h− 1)}
= mı́n{3g − 10, 3g − 16− ε− 1}
= 3g − 17− ε
≤ 3g − 17.

Como dim(P(ΛD)) = 3g−16 entonces el elemento general u ∈ ΛD no está con-

tenido en Sech(C) por lo que Eu es estable. Esto prueba que B(2, KC , 4) 6= ∅
y describe algunos de sus elementos.

Sea πD : P(ΛD)→ B(2, K, 4) el morfismo al moduli de haces definido como

πD(u) = Eu. En los pasos 3 y 4 probaremos que πD es genéricamente finito:

Paso 3: Unisecantes no-obstruidas.

Sea u ∈ ΛD un elemento general en la fibra del haz [E] ∈ Im(πD), es decir

u : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0.

Recordemos que el cociente E → KC(D)→ 0 se corresponde con una sección Γ

de la superficie reglada S := P(E) (la sección correspondiente es la inducida por

la inclusión OC(D) ↪→ E, ver apéndice, observación 4.2.2). Debemos calcular

la dimensión de la familia en la que vaŕıan las secciones Γ, es decir, debemos

ver si las deformaciones del par (Γ, S) son no-obstruidas (o equivalentemente

que H2(S, TS < Γ >) = 0, ver apéndice, proposición 4.4.2).

Sea p : S → C el morfismo estructural de S y denotemos por f una fibra

general de p y por c la clase de OS(1) en Pic(S), entonces

c · f = 1, f 2 = 0, c2 = deg(E) = 2g − 2.
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Por otro lado, recordemos que existe una sucesión exacta de la forma

0→ TS|C → TS → p∗TC → 0, (3.1.2)

donde TS, TC denotan los haces tangentes a S y C, respectivamente y TS|C

es la gavilla tangente relativa (ver [20]) TS|C = ω∗S|C . Ya que ωS|C = OS(−2c)⊗
p∗(det(E)) entonces

TS|C = OS(2c)⊗ p∗(KC),

y tenemos las intersecciones TS/C · f = deg(TS|C)|f = deg(OP1)(2) = 2 y

p∗(TC) · f = 0. Luego TS|C y p∗(TC) tienen grado no negativo sobre las fibras

de p y

h2(S, TS|C) = h2(S, p∗(TC)) = h2(S, TS) = 0.

Por otro lado, si g > 1 entonces h0(S, TS|C) = h0(S, TS) = h0(S, p∗(TC)) = 0

y h1(S, p∗(TC)) = 3g − 3. Calculando la cohomoloǵıa de la sucesión (3.1.2) y

utilizando las igualdades anteriores y la igualdad χ(TS|C) = 3− 3g = h1(TS|C),

obtenemos

h1(S, TS) = h1(S, TS|C) + h1(S, p∗TC) = 6g − 6.

Por otro lado, la gavilla normal NΓ|S ∼= KC(−2D) por lo que deg(NΓ|S) =

Γ·Γ = deg(KC−2D) = 2g−8, utilizando el teorema de Riemann-Roch tenemos

h0(Γ,NΓ|S) = h0(C,KC(−2D)) = g − 6 y h1(Γ,NΓ|S) = 1. Consideremos la

sucesión exacta (ver apéndice, sección 4.4)

0→ TS(−Γ)→ TS < Γ >→ TΓ → 0. (3.1.3)

Al hacer producto tensorial en la sucesión 3.1.2 por OS(−Γ) obtenemos

0→ TS/C(−Γ)→ TS(−Γ)→ p∗TC ⊗OS(−Γ)→ 0. (3.1.4)

Denotaremos por ∼ equivalencia lineal y por ≡ equivalencia numérica de divi-

sores en Div(S). Notemos que Γ ∼ OS(1)− fD. Como

ωS ≡ −2c+ (4g − 4)f,

(ver [2]) entonces ωS(Γ) ≡ −c + a0f para algún entero a0. Ya que TS|C ∼=
OS(2c)⊗ p∗TC , entonces

ωS(Γ)⊗ T ∗S|C ≡ −3c+ af,
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para algún número entero a ∈ Z. ωS(Γ) ⊗ T ∗S|C es numéricamente equivalente

a un divisor no efectivo por lo que no puede tener secciones globales y por

dualidad de Serre tenemos

h2(TS|C(−Γ)) = h0(ωS(Γ)⊗ (TS|C)∗) = 0.

Similarmente, ωS(Γ)⊗ (p∗TC)∗ ≡ −c+ bf para algún entero b y este divisor no

es efectivo, por lo que

h2(p∗TC ⊗OS(−Γ)) = h0(ωS(Γ)⊗ (p∗TC)∗) = 0.

Entonces por las igualdades anteriores, calculando la cohomoloǵıa de la sucesión

(3.1.4) podemos concluir que h2(TS(−Γ)) = 0 y calculando la cohomoloǵıa de

la sucesión exacta (3.1.3) tenemos h2(TS < Γ >) = 0. Utilizando la proposición

4.4.2 podemos concluir que las deformaciones del par (Γ, S) son no-obstruidas

(ver [20] y apéndice, sección 4.4). En particular, las deformaciones de la sección

Γ son no-obstruidas si S es una superficie reglada fija y Γ vaŕıa en una familia

de dimensión h0(NΓ|S) = g − 6.

Paso 4: Secciones linealmente aisladas.

Sea E un elemento general en la imagen Im(πD). Sea

u : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0,

un elemento en la fibra π−1
D (E). La extensión u define una sección especial Γ

de la superficie reglada S := P(E) aśı como un cociente de la forma E →
KC(−D) → 0. En este paso probaremos que Γ es linealmente aislada (ver

apéndice, sección 4.3) en la familia de secciones asociadas a las extensiones en

la fibra π−1
D (E).

Veamos que h0(E(−D)) = 1 para el elemento general E ∈ Im(πD) o equi-

valentemente que dim(|OS(Γ)|) = 0 (ver apéndice, sección 4.3).

Consideremos la sucesión larga en la cohomoloǵıa de la extensión u,

0 - H0(OC(D)) - H0(E)
α- H0(KC(−D))

∂u- H1(OC(D)).

Como el morfismo cofrontera ∂u es simétrico, su Kernel y Cokernel deben

ser isomorfos, es decir

Im(α) = Ker(∂u) ∼= Coker(∂),
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en particular, por el paso 1, Ker(∂u) es un elemento general en la Grassman-

niana

G(3, H0(KC(−D))).

Supongamos que h0(E(−D)) > 1, entonces existe una sección no cero s ∈
H0(E) que se anula en los puntos del divisor D y s /∈ H0(OC(D)). La sección

α(s) ∈ Ker(∂u) es no cero y se anula en los puntos de D, es decir

α(s) ∈ Ker(α) ∩H0(KC(−2D)),

por lo tanto, dim(Ker(α) ∩ H0(KC(−2D))) ≥ 1 y Ker(α) está en el lugar

geométrico

φ := {V ∈ G(3, H0(KC(−D)))|V ∩H0(KC(−2D)) ≥ 1}.

Notemos que φ define un ciclo de Schubert (ver [10], sección 1.5) y en este caso

como las dimensiones dim(V ) = 3 y h0(KC(−2D)) = g−6 son complementarias

en h0(KC(−D)) = g−3, tenemos que φ es un cerrado de G(3, H0(KC(−D))), lo

que contradice la generalidad de Ker(∂u). Esto prueba que h0(E(−D)) = 1 (en

particular las secciones generales Γ en la fibra general π−1
D (E) son linealmente

aisladas).

Paso 5: El morfismo πD es genéricamente finito.

Sean u, u′ ∈ ΛD y supongamos que satisfacen Eu = πD(u) = πD(u′) donde Eu

es general en Im(πD). Las inclusiones definidas por u, u′, de la forma

iu : 0→ OC(D)→ Eu, iu′ : 0→ OC(D)→ Eu

se corresponden con inclusiones

ju : 0→ OC → Eu(−D), iu′ : 0→ OC → Eu(−D)

que a la vez definen dos secciones no nulas en H0(Eu(−D)).

Por el paso anterior, h0(Eu(−D)) = 1 y utilizando el lema 1.1.5 estas sec-

ciones son linealmente dependientes, por lo que u y u′ difieren en un escalar

no cero, es decir, existe λ ∈ C tal que u = λu′. Entonces πD es genéricamente

finito y

dim(πD(P(ΛD))) = 3g − 16.



46 3.1. HACES CON CUATROS SECCIONES

Paso 6: Secciones especialmente aisladas.

Sea W r−1
d (C) la variedad de Brill-Noether de haces lineales de grado d con al

menos r secciones linealmente independientes.

Sea E ∈ Im(πD) ahora debemos ver que las secciones definidas por di-

ferentes extensiones en la fibra π−1
D (E) son de hecho especialmente aisladas.

Por el paso 4, la sección Γu = Γ se corresponde con un cociente de la forma

E = Eu → KC(−D). Estos cocientes vaŕıan en una familia de dimensión g−6.

Para ver que Γ es especialmente aislada, debemos probar que dicha familia de

cocientes no intersecta en dimension positiva a la familia 3-dimensional de ha-

ces lineales especiales, que por construcción es isomorfa a W g−4
2g−5(C) ∼= W 0

3 (C).

Utilizaremos la notación dada en la sección 4.3 del apéndice. Sea N :=

OC(D), por construcción N es general en W 0
3 (C), como h0(E(−D)) = 1 en-

tonces la fibra del morfismo

π3 : Q3(E)→ W3(E),

en el punto [N ] es sólo un punto, al hacer producto tensorial por N∗ = OC(−D)

en la sucesión

0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0,

y calcular su cohomoloǵıa, obtenemos el morfismo inyectivo

∂ : H0(KC(−2D))→ H1(OC),

que puede ser identificado con la diferencial del morfismo π3 (ver [1], pág. 160),

es decir

∂(H0(KC(−2D))) = T[N ](Q3(E)) ∼= T[N ](W3(E)) ⊂ H1(OC).

Denotemos V1 := H0(KC(−2D)), entonces para demostrar que las secciones

son especialmente aisladas es suficiente ver que

T[N ](W3(E)) ∩ T[N ](W
0
3 (C)) = (0).

Recordemos que T[N ]W
0
3 (C) ∼= (Im(µN))⊥ (ver [1], sección 4.4) donde µN es la

aplicación de Petri (el morfismo multiplicación de secciones)

µN : H0(N)⊗H0(KC −N)→ H0(KC).
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COMPONENTES 47

Denotemos 2N := OC(2D) y consideremos la aplicación de Petri

µ2N : H0(2N)→ H0(KC − 2N)→ H0(KC).

Entonces V1 = Im(µ2N) ⊂ H0(KC(−D)) = Im(µN) y (Im(µN))⊥ ⊂ V ⊥1 . Sea

∂(w) ∈ T[N ](W3(E)) ∩ T[N ](W
0
3 (C)) = ∂(V1) ∩ (Im(µN))⊥ ⊂ ∂(V1) ∩ V ⊥1 ,

entonces < ∂(w), v >= 0 para todo v ∈ V1 por lo que ∂(w) ∈ Ker(β : V1 → V ∗1 )

donde

β(x) := βx,

es la función definida como βx(v) =< x, v >, en particular, por dualidad de

espacios vectoriales β es un isomorfismo y ∂(w) = 0, como ∂ es inyectiva w = 0

y T[N ](W3(E))∩T[N ](W
0
3 (C)) = (0), por lo tanto las secciones son especialmente

aisladas.

Paso 7: El morfismo global al moduli de haces.

En este paso estudiaremos que sucede al hacer variar el divisor D. Por la obser-

vación 2.1.3 la imagen Im(πD) está contenida en una componente irreducible

regular B ⊂ B(2, KC , 4). Dado el haz lineal especial L ∈ Pic(C) (en nues-

tro caso L = KC(−D)), ya que estamos considerando haces con determinante

canónico, el haz N , definido como el Kernel del cociente

E → L→ 0,

debe ser isomorfo a KC ⊗ L∗ = OC(D), por lo que N está completamente

determinado por L (y también completamente determinado por el divisor D).

La familia de los haces L que estamos considerando al hacer variar el divisor

D (que es general y efectivo de grado 3) depende de

ρ(L) := ρ(g, g − 4, 2g − 5) = 3

parámetros. Siguendo la construcción dada en la sección 1.3, existe una com-

ponente irreducible

P(Λ) ⊂ P(E)

de dimensión 3g − 16 + 3 = 3g − 13, donde un punto en P(Λ) se corresponde

con un par (y, u) tal que

y = (OC(D), KC(−D)),
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D es un divisor general efectivo de grado 3 y u ∈ ΛD es una extensión. Existe

también un morfismo global al moduli de haces vectoriales

π2g−2,2g−5|P(Λ) : P(Λ)→ B(2, KC , 4).

Finalmente, ya que hemos probado que las deformaciones de la sección

definida por el cociente son no-obstruidas y por el paso anterior las secciones

son especialmente aisladas, podemos concluir que el morfismo

π2g−2,2g−5|P(Λ)

es genéricamente finito. Su imagen es una subvariedad irreducible deB(2, KC , 4)

(de dimensión 3g−13). Como el elemento general en esta imagen tiene exacta-

mente 4 secciones linealmente independientes, utilizando el teorema 2.0.3 po-

demos concluir que “llena” una componente irreducible B ⊂ B(2, KC , 4) de di-

mensión ρ = 3g−13, en el sentido de que la imagen del morfismo π2g−2,2g−5|P(Λ)

es densa en una componente irreducible de B(2, KC , 4) y se sigue el resultado.

2

3.2. Comparación de componentes irreducibles

En esta sección probaremos que las componentes de B(2, KC , 3) construidas

en el caṕıtulo 2 de este trabajo de tesis (ver [13] , [7]) son de hecho la misma.

3.2.1. Haces con tres secciones

Sea C una curva de género g ≥ 3 con moduli general. Sea D un divisor

general efectivo de grado d y E un haz de rango dos tal que ∧2E = KC con

h0(E) = r ≥ 2. Supongamos que E puede ser expresado como una extensión

de la forma

u : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0.

Denotaremos por h : H0(E)→ H0(KC(−D)) el morfismo inducido en la coho-

moloǵıa de u y por s ∈ H0(E) la sección que satisface 〈s〉 = H0(OC(D)).
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Observación 3.2.1
Sean Ph : PH0(E)→ PH0(KC(−D)), Ps : PH0(E)→ PH0(KC(−D)) los mor-

fismos que se obtienen de proyectivizar h y ∧s : H0(E)→ H0(KC(−D)), t 7→
s ∧ t, respectivamente. Entonces

Ph = Ps.

Consideraremos s ∈ H0(E) como la única sección global que satisface

h(t) = s ∧ t ∈ H0(KC(−D)).

Lema 3.2.2 Para el elemento general V ∈ G(3, H0(KC)) existe un divisor

general efectivo de grado dos D tal que dim(V ∩H0(KC(−D))) = 2.

Demostración. Como V es general dim(V ∩H0(KC(−D))) ≤ 2 para todo D

efectivo de grado dos. Consideremos el encaje canónico

φ|K| : C ↪→ Pg−1 ∼= P(H0(KC)∗)

y los espacios ortogonales

V ⊥ ⊂ H0(KC)∗ H0(KC(−D))⊥ ⊂ H0(KC)∗.

Si D = p+ q notemos que P(H0(KC(−D))⊥) es la ĺınea lD ⊂ P(H0(KC)∗) que

pasa por los puntos p, q. Si lD∩PV ⊥ 6= ∅ entonces dim(span{lD,PV ⊥}) ≤ g−3

y dim(V ∩ H0(KC(−D))) ≥ 2, por lo que es suficiente probar que para el

elemento general V ∈ G(3, H0(KC)) existe un divisor D tal que

lD ∩ PV ⊥ 6= ∅.

La variedad secante Sec2(C) ⊂ Pg−1 parametriza ĺıneas en Pg−1 que contienen

dos puntos p, q ∈ C (ver [14]), entonces dim(Sec2(C)) = 3 y para el elemento

general V ∈ G(3, H0(KC)) se satisface

dim(Sec2(C) ∩ PV ⊥) 6= ∅,

por lo que existe D tal que lD ∩ PV ⊥ 6= ∅, lo que termina la prueba. 2

Denotemos por B1 la componente de B(2, KC , 3) construida por Izadi y

Van Geemen en [13] y por B2 la construida por Ciliberto y Flamini en [7].

Tenemos la siguiente
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Proposición 3.2.3 B1 = B2.

Demostración. Sea E ∈ B1 general, entonces

VE := Im(α) ∈ G(3, H0(KC)),

es general, donde α es el morfismo natural

α : ∧2H0(EV )→ H0(KC).

Por el lema anterior existe un divisor general efectivo de grado dos D ∈ C(2) tal

que dim(VE∩H0(KC(−D))) = 2. Como E ∈ B1 es general entonces h0(E) = 3

y E es generado por sus secciones globales, por lo que existe una sucesión

exacta de la forma

0→ K∗C → H0(E)⊗OC → E → 0,

dondeH0(E)⊗O → E → 0 es el morfismo evaluación. Dualizando esta sucesión

y al hacer producto tensorial por KC(−D) obtenemos

0→ E∗ ⊗ (KC(−D))→ H0(E)∗ ⊗ (KC(−D))→ 2KC(−D)→ 0,

como KC ⊗ E∗ ∼= E, calculando la cohomoloǵıa

0→ H0(E(−D))→ H0(E)∗ ⊗H0(KC(−D))→ H0(2KC(−D))

donde H0(E)∗ = VE y el último morfismo es la restricción µE,D del morfismo

multiplicación de secciones

µE : VE ⊗H0(KC)→ H0(2KC)

al subespacio VE ⊗H0(KC(−D)), es decir,

µE,D := µE|VE⊗H0(KC(−D)) : VE ⊗H0(KC(−D))→ H0(2KC(−D)).

De la sucesión en la cohomoloǵıa podemos identificarKer(µE,D) ∼= H0(E(−D)).

De nuevo, como E ∈ B1 es general entonces µE es sobreyectivo y Ker(µE) =

∧2VE, por lo que

H0(E(−D)) ∼= Ker(µE,D) = ∧2(VE ∩H0(KC(−D))),
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y h0(E(−D)) = 1, es decir, el haz E(−D) admite una sección no nula. En-

tonces existe un morfismo inyectivo 0 → OC(D) → E y una extensión uE ∈
Ext1(KC(−D),OC(D)) de la forma

uE : 0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0.

Como h0(E) = 3, el morfismo cofrontera ∂E : H0(KC(−D))→ H1(OC(D)) sa-

tisface cork(∂E) = 2. Calculando la cohomoloǵıa de la extensión uE obtenemos

el morfismo

φ : H0(E)→ H0(KC(−D)) y Im(φ) = Ker(∂E) = Coker(∂E)∗.

Denotemos por s ∈ H0(E) la sección tal que 〈s〉 = H0(OC(D)), entonces

φ(t) = α(s ∧ t) para todo t ∈ H0(E) y Im(φ) ⊂ VE ∩H0(KC(−D)), ya que el

morfismo α es inyectivo Im(φ) = VE ∩H0(KC(−D)) por lo que Coker(∂E) ∈
G(2, H0(KC(−D))) es general. De lo anterior, se sigue que E ∈ B2 y B2 es una

componente irreducible que contiene a B1, por lo que B1 = B2 . 2

La proposición anterior nos dice que todos los haces globalmente generados

en B(2, KC , 3) provienen de extensiones de la forma

0→ OC(D)→ E → KC(−D)→ 0,

para un divisor D efectivo de grado 2. De hecho, provienen de componentes

“no buenas” de W2 en el sentido de [7]. El caso se vuelve interesante ya que im-

plica que incluso en las componentes “no buenas” hay información geométrica

importante (como la generación global).

El lema 4.1.3 prueba que todos los elementos en E ∈ B(2, KC , r) (r ≥ 1)

provienen de una extensión de la forma

0→ OC(DE)→ E → KC(−DE)→ 0,

donde DE es un divisor efectivo. Si B ⊂ B(2, KC , r) es una componente irredu-

cible, otra pregunta que resulta interesante es: ¿Cómo pueden ser los divisores

DE para todos los E ∈ B? La construcción previa implica que para el caso de

tres secciones existe una componente donde estos divisores DE son generales

y efectivos de grado 2. ¿Será que existen componentes donde los divisores DE
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que aparecen son especiales? ¿De qué grados son los divisores DE que pueden

aparecer en una componente fija de B(2, KC , r)?

En el caso de tres secciones, la proposición anterior dice algo muy intere-

sante: existe una componente regular de B(2, KC , 3) que contiene a todos los

haces globalmente generados y en esa componente aparecen como divisores DE

todos los divisores generales efectivos de grado 2.

Otras preguntas naturales son: en el caso de 4 secciones, ¿existirá una com-

ponente regular de B(2, KC , 4) donde el elemento general es globalmente ge-

nerado? Si es que existe tal componente, ¿los divisores DE que aparecen son

todos los generales efectivos de grado 3? ¿Será única la componente?

Creemos que las respuestas a estas últimas preguntas son afirmativas y que

de hecho esa componente de B(2, KC , 4) es justamente la construida al inicio

de este caṕıtulo. En la siguiente sección hablaremos un poco más sobre estas

conjeturas y el trabajo en proceso en esta dirección.

3.2.2. Haces con cuatro secciones

En esta sección exponemos algo del trabajo (aún en proceso) derivado de

la construcción de la componente de B(2, KC , 4). Conjeturamos cómo utili-

zar los resultados de la sección 2.2.2 para hacer una construcción análoga a

la de la sección anterior donde se comparan las componentes de B(2, KC , 3).

Utilizaremos la notación y resultados de la sección 2.2.2 .

Notación 3.2.4 Si E es un haz de rango dos con determinante canónico

que satisface h0(E) = 4 y que es generado por sus secciones globales. Entonces

(E,H0(E)) define un par, denotaremos

qE := q(E,H0(E)),GE := G(H0(E)),

αE := αH0(E),δE := δH0(E).

Supondremos además que αE := αH0(E) es inyectivo.

Si E satisface la notación anterior, entonces δ∗H0(E)(GH0(E)(C)) es una cuádri-

ca de rango a lo más 6 que contiene a la curva canónica. Sea

I6(C) = {Q ⊂ Pg−1|Q cuádrica de rango ≤ 6 conteniendo la curva canónica },
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entonces QE := δ∗H0(E)(GH0(E)(C)) ∈ I6(C).

Denotemos por Bgg(2, K, 4) el lugar geométrico dentro de B(2, K, 4) que

consiste de haces globalmente generados con exactamente 4 secciones lineal-

mente independientes. Por los resultados de la sección 2.2.2 existe un morfismo

π : Bgg(2, K, 4)→ I6(C)

E 7→ QE,

que se puede definir incluso en los haces genéricamente generados. Denotemos

por B ⊂ B(2, K, 4) la componente irreducible construida en la sección 3.1 .

Conjetura 3.2.5 El elemento general E ∈ B es globalmente generado.

De la expresión del elemento general E ∈ B como una extensión en

Ext1(KC(−D),OC(D)),

es fácil ver que el morfismo evaluación de secciones H0(E) ⊗ Ox → Ex es

sobreyectivo para cualquier punto x ∈ C tal que x /∈ D, por lo que sólo

falta probar la sobreyectividad del morfismo evaluación de secciones en los tres

puntos del divisor D = p+ q + r.

Si la conjetura anterior es cierta, podemos restringir el morfismo φ a un

morfismo (racional) sobre B:

φB := φ|B : B → I6(C).

Conjetura 3.2.6 B y I6(C) son birracionales mediante el morfismo φB.

De manera análoga al caso de la comparación de componentes deB(2, KC , 3),

definimos los siguientes objetos: si D ∈ C(3) es un divisor general efectivo, sea

ΛD la componente irreducible de W3 ⊂ Ext1(K − D,O(D)) construida en la

sección anterior y sea

πD : ΛD → B(2, K, 4),

el morfismo al moduli de haces. Definamos

WD := {E ∈ B|E ∈ πD(ΛD)}.

Entonces B = tDWD.

Por lo anterior, es suficiente demostrar la siguiente:
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Conjetura 3.2.7 Sea D = p+ q + r un divisor general efectivo sobre C.

Denotemos por PD el plano dentro de Pg−1 que contiene a los puntos p, q, r.

Consideremos

SD := {Q ∈ I6(C)|PD ⊂ Q}.

Entonces I6(C) = tDSD. Más aún, WD y SD son birracionales (mediante

φB|WD
).



Capı́tulo 4
Apéndice

En esta sección incluimos los resultados clásicos de geometŕıa que utilizamos

en este trabajo de tesis.

4.1. Algunos resultados geométricos

Lema 4.1.1 Sea φ : X → Y un morfismo de variedades dominante, tal que

Y es irreducible y la fibra general de φ es irreducible. Entonces existe una única

componente irreducible J ⊂ X que domina Y mediante φ.

Demostración. Sean X1, ..., Xn las componentes irreducibles de X, luego Y =

φ(X) = φ(X1) ∪ · · · ∪ φ(Xn) como Y es irreducible entonces Y = φ(Xk) para

algún 1 ≤ k ≤ n.

Supongamos Y = φ(X1) = · · · = φ(Xk) para algún 2 ≤ k ≤ n y φ(Xj) ⊂ Y

es propio para k ≤ j ≤ n. Consideremos el abierto

U := X − {
⋃
i 6=j

Xi ∩Xj},

entonces φ(U) es tal que φ−1(φ(U)) = X y Y = φ(U), aśı que para un elemento

general p ∈ Y podemos asumir p ∈ φ(U) y tenemos que su fibra es

φ−1(p) =
k⋃
i=1

(φ−1(p) ∩Xi) =
k⋃
i=1

φ−1(p) ∩Xi,

55
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como p ∈ U , todos estos cerrados son propios, lo que contradice la irreducibi-

lidad de φ−1(p). Esto prueba la unicidad de la componente dominante. 2

Definición 4.1.2 Sea C una curva y E un haz de rango 2 y grado d sobre

C. El invariante de Segre de E denotado s(E) se define como

s(E) := d− 2(máx{deg(N)|N ⊂ E subhaz lineal}.

Notemos que E es estable (semiestable) cuando s(E) > 0 (s(E) ≥ 0).

Lema 4.1.3 Sea E un haz semiestable de rango 2 especial (es decir, con

h1(E) > 0) sobre una curva general C de género g, tal que d := deg(E) ≥
2g − 2. Entonces existen haces lineales L,N ∈ Pic(C) tales que L es efectivo

y especial, además de una extensión

u : 0→ N → Eu → L→ 0;

tal que E = Eu (son S-equivalentes).

Demostración. Por dualidad de Serre, como h1(E) > 0 entonces h1(E) =

h0(KC ⊗ E∗) > 0 y existe un morfismo no zero σ : E → KC . El haz lineal

L := Im(σ) ⊂ KC es especial. Sea δ := deg(L) como E es semiestable de grado

d ≥ 2g−2 entonces δ ≥ d
2
≥ g−1 aśı que h0(L)−h1(L) ≥ 0 y como es especial

esto implica h0(L) ≥ 0 y L es efectivo. 2

Proposición 4.1.4 Base point free pencil trick. (Ver [1], pág. 126)

Sea C una curva suave y L,N haces lineales sobre C. Sean s1, s2 secciones

linealmente independientes en H0(L) y V := 〈s1, s2〉 el espacio que generan.

Entonces el Kernel del morfismo multiplicación

V ⊗H0(N)→ H0(L⊗N),

es isomorfo a H0(N−L(B)) donde B denota los puntos base del sistema lineal

1-dimensional (o bien, pincel) generado por s1, s2. En particular si el pincel es

libre de puntos base el Kernel es isomorfo a H0(N − L).
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4.2. Superficies geométricamente regladas

En esta sección recordamos algunos resultados sobre secciones en superficies

regladas. Para más detalle recomendamos al lector ver [2].

Definición 4.2.1 Sea C una curva suave. Una superficie geométricamen-

te reglada S sobre C es una superficie junto con un morfismo suave p : S → C

cuyas fibras son isomorfas a P1, que es llamado el morfismo estructural de S.

Sea E → C un haz de rango dos sobre una curva C de género g tal que

h0(E) > 0. Consideremos el haz proyectivo asociado a E, S := P(E), S fibra

sobre C y su fibra en cada punto x ∈ C es la proyectivización de la fibra Ex, es

decir, su fibra es isomorfa a P1, por lo que S es una superficie geométricamente

reglada. Sea S := P(E) y p : S → C su morfismo estructural, el haz vectorial

p∗(E)→ S tiene un subhaz lineal N definido de la siguiente manera: sea s ∈ S,

s se corresponde con una ĺınea l ⊂ Ep(s) y definimos Ns := l. Entonces existe

una sucesión exacta de la forma

0→ N → p∗(E)→ OS(1)→ 0;

el haz OS(1) es llamado el haz tautológico de S. Para todo x ∈ C denotare-

mos por fx := p−1(x) la fibra del morfismo p en el punto x y denotaremos por

f una fibra general de p.

Sea S := P(E), T una variedad y f : T → C un morfismo de variedades.

Un morfismo g : T → S se dice C-morfismo si el diagrama conmuta:

T
g - S

C.

p

?

f

-

A cada C-morfismo g : T → S podemos asociarle el haz lineal L :=

g∗(OS(1)) sobre T y el morfismo sobreyectivo g∗u : f ∗(E)→ L, donde u denota

el cociente que define al haz tautológico u : p∗(E) → OS(1) → 0. Conversa-

mente, dado un haz lineal L → T y un morfismo sobreyectivo v : f ∗(E) → L

podemos definir un C-morfismo g : T → S mediante asociar a cada punto

t ∈ T la ĺınea Ker(vt) ⊂ Ef(t). Estas dos construcciones son inversas una de la

otra. En particular, tenemos la siguiente:
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Observación 4.2.2
Existe una correspondencia 1 − 1 entre secciones s : C → S y cocientes de la

forma E → L→ 0.

Proposición 4.2.3 Sea C una curva suave de género g y E → C un haz

de rango dos. Sea S := P(E) la superficie geométricamente reglada asociada a

E y p : S → C su morfismo estructural. Sea H la clase de OS(1) en Pic(S),

entonces:

i) Pic(S) = p∗C ⊕ ZH;

ii) Pic(S) = ZH ⊕ Zf , donde f es la clase de una fibra general y se satisface

H · f = 1, f 2 = 0;

iii) H2 := H ·H = deg(E).

Sea D ∈ Pic(C), denotaremos fD : p∗(D). Sea Γ un divisor en una super-

ficie geométricamente reglada S := E y sea deg(Γ) := H · Γ su grado. Por la

proposición anterior, todo elemento en Pic(S) se corresponde con un divisor

de la forma nH + fB con n ∈ Z y B ∈ Pic(C), o bien mediante equivalencia

numérica se corresponde con nH + bf donde b := deg(B).

Sea n ∈ N y D ∈ Div(C). El sistema lineal |nH+fD| (si no es vaćıo) se dice

que es n-secante al morfismo estructural p : S → C, ya que el elemento

general de este sistema intersecta a f en n puntos. Un elemento Γ ∈ |H + fD|
es llamado curva unisecante a S (o al morfismo estructural p). Las curvas

unisecantes a S que son irreducibles (son además suaves e isomorfas a C) son

llamadas secciones de S.

Denotemos por DivS el esquema que parametriza divisores efectivos en S,

para n ∈ N definimos el subesquema DivnS ⊂ DivS que consiste de divisores Γ

tales que

OS(Γ) ∼= OS(n)⊗ p∗(N∗),

donde N ∈ Pic(C) está únicamente determinado, por lo que tenemos un mor-

fismo natural de la forma:

Φn : DivnS → Pic(C)

Γ 7→ N.
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Notemos que Γ ∈ DivnS si y sólo si Γ ∼ nH − fD para algún D ∈ Div(C) y

deg(Γ) = ndeg(E)−deg(D), por lo que Div1
S consiste de las curvas unisecantes.

Denotaremos por ∼ equivalencia lineal y por ≡ equivalencia numérica de

divisores en Div(S). Sea Γ una sección de S, por 4.2.2 Γ se corresponde con

un cociente E → L→ 0 y existe una sucesión exacta

0→ N → E → L→ 0,

donde N ∈ Pic(C). La gavilla normal NΓ|S satisface

NΓ|S = OΓ(Γ) = N∗ ⊗ L,

en particular deg(Γ) = deg(L)− deg(N). Sea Γ ∈ Div(S), definimos OΓ(1) :=

OS(1)⊗OΓ.

4.3. El esquema de Hilbert de unisecantes

Con la notación de la sección anterior, sea E un haz de rango dos sobre

una curva C y S := P(E) la superficie reglada asociada a E. Sea δ ∈ N, el

esquema de Hilbert de unisecantes de grado δ (con respecto a H) se

define como:

Div1,δ
S := {Γ ∈ Div1

S|deg(Γ) = δ}.

Los elementos en Div1,δ
S se corresponden con cocientes de E, por lo que

puede ser dotado con una estructura natural de esquema cociente (ver [20]).

Sea Γ = Γ0 + fA una unisecante, donde Γ0 es una sección en Div1
S que

satisface OS(Γ) ∼= OS(n) ⊗ p∗(N∗) y A ∈ Div(C) es un divisor efectivo de

grado deg(A) = a. Como en la sección anterior, la sección Γ0 se corresponde

con un haz cociente de E, por lo que existe una sucesión exacta de la forma

0→ N(−A)→ E → L⊕OA → 0.

Cuando A = 0, Γ = Γ0 es una sección que se corresponde con un cociente de

E de la forma E → L→ 0 y existe una sucesión exacta

0→ N → E → L→ 0,
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entonces Γ2 = deg(L)− deg(N) = 2δ − d. Consideremos la restricción

Ψ1,δ := Ψ1|Div1,δS : Div1,δ
S → Picd−δ(C),

que induce el isomorfismo (ver [7], sección 2.2)

Φ1,δ : Div1,δ
S → QuotCE,δ+a−g+1

Γ 7→ {E → L⊕OA}.

El isomorfismo anterior nos permite identificar (ver [20])

H0(Γ, NΓ|S) ∼= T[Γ](Div
1,δ
S ) ∼= Hom(N ⊗OC(−A), L⊕OA),

H1(Γ, NΓ|S) ∼= Ext1(N ⊗OC(−A), L⊕OA).

Para todo entero t ≤ n̄ := [d−g+1
2

] podemos considerar el conjunto

Qt(E) := {N ⊂ E|N es una subgavilla invertible con deg(N) = t},

que tiene un estructura natural como esquema cociente. Sea Γ una curva uni-

secante en S de grado t que se corresponde con la sucesión

0→ N → E → L⊕OA → 0,

donde δ = deg(L) + deg(A) y t = deg(N) = d− δ, entonces existes un isomor-

fismo
φδ,t : Div1,δ

S → Qt(E),

Γ 7→ [N ].

Consideremos el morfismo natural πt : Qt(E)→ Pict(C) definido como π(N) :=

[N ] y denotemos su imagen por Wt(E) := Im(πt). Sea N ∈ Wt(E), entonces

π−1
t (N) = PH0(E ⊗N∗) (ver [8], pág. 199).

Sea Q1,δ el cociente universal (ver [20]). Por la estructura como esquema

cociente de Div1,δ
S existe un morfismo cociente universal Q1,δ → Div1,δ

S , que a

su vez induce un morfismo

π : Proj(Q1,δ)→ Div1,δ
S .

Definimos el esquema S1,δ
S que parametriza unisecantes especiales de grado δ

sobre S como:

S1,δ
S := {Γ ∈ Div1,δ

S |R
1π∗(OQ1,δ

(1))Γ 6= 0}.

La especialidad de una sección Γ se define como i(Γ) := h1(Γ,OΓ(1)) y

una sección Γ se dice especial si i(Γ) > 0.
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Definición 4.3.1 Sea Γ ∈ Div1,δ
S una unisecante, decimos que:

i) es linealmente aislada si dim(|OS(Γ)|) = 0;

ii) es algebraicamente aislada si dim(Div1,δ
S ) = 0;

iii) si Γ es especial y F ⊂ Div1,δ
S es un subesquema tal que Γ ∈ F :

1) Γ se dice especialmente única en F si Γ es la única unisecante

especial de F ;

2) Γ se dice especialmente aislada en F si dimΓ(F ∩ S1,δ
S ) = 0.

Observación 4.3.2
Si Γ ∼ H − fD es una sección especialmente aislada |OS(Γ)| ∼= P(H0(E(−D)))

y Γ es linealmente aislada.

4.4. Deformaciones

En esta sección recordamos algunas definiciones y resultados clásicos de la

teoŕıa de deformaciones que utilizamos a lo largo de este trabajo de tesis. Para

las demostraciones de los resultados citados de esta sección ver la sección 3.4.4

de [20].

Sea Y una variedad suave y j : X ↪→ Y una inclusión (cerrada) de un

divisor de Cartier. Sea

IX ⊂ OX ,

la gavilla de ideales de X. Existe una inclusión de espacios tangentes TX ⊂
TY |X , donde TY |X denota al espacio tangente relativo, que es el dual a la gavilla

ωX|Y . Sea t : TY → TY |X el morfismo restricción.

TY < X >:= t∗TX ⊂ TY ,

es llamada la gavilla de gérmenes de vectores tangentes a Y que son tangentes a

X, esta es una gavilla coherente sobre Y de rango dim(Y ). Existe una inclusión

de la forma

IXTY ⊂ TY < X >,
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tal que TX = TY < X > /IXTY . Sea NX|Y la gavilla normal de X en Y y

denotemosN ′X|Y la gavilla normal equisingular de X en Y (ver [20], proposición

1.1.9). Si X es suave NX|Y = N ′X|Y . Existe una sucesión exacta de la forma

0→ TY < X >→ TY → N ′X|Y → 0,

y el morfismo restricción r : TY < X >→ TX da lugar a una sucesión exacta

de la forma

0→ TY (−X)→ TY < X >→ TX → 0,

donde TY (−X) denota el haz de vectores tangentes a Y que se anulan en X.

Denotemos

H1(r) : H1(Y, TY < X >)→ H1(X,TX),

el morfismo inducido en la cohomoloǵıa de la sucesión anterior.

Teorema 4.4.1 (Ver [20].) Las deformaciones localmente triviales del par

(Y,X) (o bien de la inclusión j : X → Y ) están “controladas” por la gavilla

TY < X >, en el siguiente sentido:

i) sus obstrucciones están en H2(Y, TY < X >);

ii) las deformaciones localmente triviales de primer orden están parametriza-

das por H1(Y, TY < X >);

iii) el morfismo H1(r) asocia a cada deformación localmente trivial de primer

orden del par (Y,X), la correspondiente deformación de primer orden de

X.

Proposición 4.4.2 (Ver [20], sección 3.2.2) Si las deformaciones del par

(Y,X) inducido por la inclusión j : X ↪→ Y son no-obstruidas (es decir, en

particular si H2(Y, TY < X >) = 0), entonces las deformaciones de X consi-

derando Y fijo vaŕıan en una familia de dimensión h0(NX|Y ).
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