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Resumen

El modelo cosmologico espacialmente plano de Friedman-Robertson-Walker (FRW)
con un campo escalar sin masa en Cosmologia Cuantica de Lazos (CCL) admi-
te solucion analitica. Esta solucion ha sido utilizada para probar que: i) el rebote
cuantico que reemplaza la singularidad clésica del big bang es genérico; ii) hay una
cota superior para la densidad de energia de todos los estados y iii) los estados que
son semiclasicos después del rebote deben venir de un estado semiclasico antes del
rebote. En este trabajo se considera una familia exacta de soluciones de la teoria
de CCL, que corresponde a estados coherentes Gaussianos y “apretados”. Se ana-
liza el comportamiento de los observables fisicos y se imponen restricciones sobre
los estados. Esto resulta ser suficiente para seleccionar de entre todos los estados
coherentes aquellos que se comportan de manera semiclasica a tiempos grandes. Se
estudian las propiedades de estos estados cerca del rebote donde se espera que ten-
gan un “comportamiento mas cuantico”. Como resultado los estados permanecen
semiclasicos en el rebote y la dindmica esté bien aproximada por la teoria efectiva.
Se comparan las propiedades de semiclasicalidad de los estados Gaussianos y los
apretados, lo cual permite concluir que los estado Gaussianos tienen un mejor com-
portamiento semiclasico. En particular la asimetria en las fluctuaciones relativas
antes y después del rebote es despreciable, lo cual descarta las afirmaciones del
asi llamado “olvido césmico”. Por otro lado, se comentan las implicaciones de los
resultados dependiendo de la topologia del espacio. En particular se considera la
simetria bajo reescalamiento y como recuperarla entre nuestra familia de estados
a nivel cuantico. Esta simetria esta presente en la descripcion clasica del sistema
cuando la topologia espacial no es compacta.

Por otra parte se estudia la resolucion de la singularidad del big bang para diferen-
tes modelos homogéneos en CCL, estos modelos corresponden a FRW con k£ = 0, 1
y Bianchi I, IT y IX. El contenido de materia es un campo escalar sin masa. Se
presentan los resultados de las evoluciones numéricas de las ecuaciones efectivas
para las cosmologias isotropicas y anisotropicas, con y sin curvatura espacial. Pa-
ra resolver el problema de la resoluciéon de la singularidad se estudia la evolucion
en el tiempo de los invariantes geométricos y la curvatura, que dan informaciéon
de la geometria del espacio-tiempo semiclésico. Se discute de manera genérica los
distintos comportamientos de las soluciones para una variedad de datos iniciales.
Dado que Bianchi I, IT y IX juegan un papel importante en la conjetura de Belins-
kii, Khalatnikov, Lifshitz (BKL), se espera que nuestros resultados pueda proveer
una idea intuitiva sobre el comportamiento del universo en una vecindad de la
singularidad, que es donde las correcciones debidas a la naturaleza cuantica de la
geometria se hacen importantes.



De antemano pido disculpas al lector por la presentacion un poco tosca de algunos
nombres en espanol, esto es debido a una traduccion obligada de los nombres en
inglés, que aun siendo nuestra lengua tan rica, este humilde autor se queda corto
en poder realizar una traduccion estética.
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Prefacio

“En primer lugar existio el Caos (el vacio sin orden), después Gea (la tierra), ex-
tensa y firme para todos los dioses, y en el fondo de la tierra el tenebroso Tdrtaro
(las profundidades). Y Eros (el amor), el mds hermoso entre los dioses inmortales,
que cautiva el corazon de todos ellos y de todos los hombres. Del Caos surgieron
Erebo (las tinieblas infernales) y la negra Noche. De la Noche, a su vez, nacieron
el Eter y el Dia. Gea dio a luz al estrellado Urano (el cielo), con sus mismas pro-
porciones. También alumbrd a las grandes Montanas, hogar de las Ninfas, diosas
que habitan en los boscosos montes. Ella igualmente pario al Ponto, el estéril mar
de agitadas olas.”

“En el principio creé Dios los cielos y la tierra. La tierra era caos y confusion y
oscuridad por encima del abismo, y un viento de Dios aleteaba por encima de las
aguas. Dijo Dios: haya luz, y hubo luz. Vio Dios que la luz estaba bien, y aparto
Dios la luz de la oscuridad; y llamo Dios a la luz dia, y a la oscuridad la llamo
noche. Y atardecio y amanecio: dia primero. ”

Desde tiempo inmemoriales la humanidad a buscado su origen, entender como
surgio el univero y las maravillas que ¢l alberga. Durante toda la historia hemos
tratado de vislumbrar como fue el origen del universo y quien lo pudo haber creado.
Han habido varias respuestas a estas preguntas, la mayoria basadas en argumentos
religiosos, algunas basadas en argumentos filosoficos y algunas de caracter cercano
a lo cientifico. En la opinién de este humilde servidor estas son las preguntas mas
relevantes que existen, por esa razon vale la pena entregarse en cuerpo y alma a
tratar de vislumbrar una respuesta. Lejos de poder hallar una verdad, ya que la
ciencia no puede verificar la verdad de las cosas, vale la pena explorar lo que nos
puede decir la ciencia actual sobre el origen del universo. Es por esta razéon que
en este trabajo se presentan algunos resultados sobre lo que tiene para decirnos
la cosmologia cuantica de lazos sobre el origen del universo. Para no ser muy
pretenciosos quiero aclarar que estos trabajos solo constituyen un escaléon en la
larga escalera que nos lleva a una mejor comprension del universo.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los problemas teéricos méas complicados a los que se ha enfrentado la hu-
manidad es tratar de construir una teoria cuantica de la gravedad. ; Qué lo hace un
problema teérico complicado? pocas veces la humanidad ha tenido tantas personas
trabajando en una meta investigativa comtiin durante tanto tiempo, ; Qué tiene que
ver la humanidad? por que es la humanidad la que patrocina con su esfuerzo la
labor de los investigadores en busqueda de un nuevo conocimiento, “ Answer to the
ultimate question of life, the universe, and everything” (The Hitchhiker’s Guide to
the Galaxy). Y es que una de las razones que hace interesante la cuantizacion de la
gravedad, es la posibilidad de responder con ella a una de las primeras preguntas
y quizés la mas fundamental, la pregunta por el origen del universo. Hasta ahora
la mejor descripcion de la historia del universo es la de la Relatividad General
(RG) en conjunto con la fisica de particulas. Sin embargo, la Relatividad General
deja de funcionar a escalas pequenas, es decir, cuando nos acercamos al origen
del universo. Esta dificultad infranqueable, motiva la construcciéon de una teoria
cuantica de la gravedad con el fin de encontrar una descripciéon méas completa que
incluya el origen del universo.

En Relatividad General los teoremas de singularidades de Hawking, Penrose y
Geroch enuncian que bajo suposiciones razonables las singularidades son genéricas.
Un espacio-tiempo que tiene singularidades es geodésicamente incompleto, lo cual
puede suceder si algunos de los invariantes de curvatura divergen. Se espera que
cuantizando los grados de libertad gravitacionales las singularidades se resuelvan,
es decir, construyendo una teoria que unifique la gravedad con la cuantica.

La Gravedad Cuantica de Lazos (GCL) ha surgido recientemente como un fuerte
candidato a ser una teoria cuantica de la gravedad [12|. Una de las principales
motivaciones para construir esta teoria es lograr resolver la singularidad del big
bang. Aunque la teoria completa tiene poco que decir de las singularidades iniciales,
la teoria reducida llamada Cosmologia Cuantica de Lazos (CCL) [29, 4, 19| ha
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sido muy exitosa en proveer respuestas precisas sobre la singularidad del big bang.
Esta teoria es construida aplicando los métodos de GCL a un sector simétrico de
la relatividad general.

La CCL ha mostrado que en los modelos isotrépicos del universo la singularidad
del big bang es reemplazada por un rebote cuantico |15, 16, 17]. Estos resultados
han sido obtenidos para universos plano [16], cerrado [68] y abierto [72] con y
sin constante cosmologica [25|. Recientemente algunos de estos resultados han
sido extendidos a universos anisotropicos [41, 20, 21, 76] y algunos inhomogéneos
[60]. En todos estos casos los efectos cuanticos de la gravedad ejercen una fuerza
repulsiva y previenen el colapso del universo. Esta fuerza hace que el universo
se expanda nuevamente pasando por una fase de superinflaciéon antes de que los
efectos cuénticos sean despreciables, para luego seguir la dinamica estandar de la
relatividad general. La singularidad inicial es resuelta por medio de los valores
esperados (o el espectro) de los observables, los cuales han mostrado ser acotados
[8, 53, 65, 36]. Estos resultados estan sustentados por la unicidad [37, 36| de la
denominada: “dindmica mejorada” [17].

Dada una teoria cuantica que describe la fisica de un sistema, una pregunta re-
levante es la existencia de su limite semiclasico, en especial si la teoria cuéntica
proviene de la cuantizacion de un sistema clasico. En este caso seria bueno saber si
es posible recuperar el sistema original en algtin limite. Particularmente es intere-
sante explorar la existencia de estados semiclasicos que exhiban las propiedades
dinamicas del sistema clésico original. Cuando esto se puede completar se dice que
el formalismo en cuestion es fisicamente viable. Asumiendo que se puede mostrar
la existencia de tal limite, la unicidad de tales estados semiclésicos es un problema
que debe resolverse.

El primer sistema que vamos a investigar es un modelo cuantico cosmolégico cons-
truido usando las técnicas de la cuantizacion de lazos sobre un modelo de Friedman-
Robertson-Walker (FRW) para un universo plano con un campo escalar sin masa
[29, 15, 17, 68, 72, 52, 25, 8, 38, 36]. Este sistema es de particular interés ya que
puede ser solucionado analiticamente [8]. En primer lugar queremos investigar co-
mo construir estados semiclasicos dada una configuracion clasica de los grados de
libertad gravitacionales y de materia de nuestro modelo, es decir, evaluar si se
pueden encontrar estados semiclasicos dada una configuracion clasica. Ademas de
esto, nos interesa saber si el caracter semiclasico de los estados se preserva cuando
“cruzan el big bang”, el cual es reemplazado por un rebote. En otras palabras, si
se utiliza la region de baja densidad (donde la relatividad general es valida) para
especificar el estado semiclasico, jcuél es el comportamiento al otro lado del re-
bote? jcontinta siendo semiclédsico? ;pierde la coherencia y se vuelve altamente
cuantico? El proposito del primer trabajo que realizamos es responder estas pre-
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guntas. Se mostrara que dentro de la familia de estados considerados, formados por
estados Gaussianos y “apretados,” ! se pueden especificar estados semiclasicos con
las propiedades deseadas y poner a prueba la “teoria efectiva” del modelo cuéntico.
Como veremos, esta teoria seré de gran utilidad en el siguiente trabajo.

Una caracteristica interesante de los modelos en CCL es que la dinamica de los
estados semiclésicos puede describirse mediante una teoria efectiva [17]. Esta teoria
es el limite clasico de la dinamica cuantica, el cual no es relatividad general sino una
teoria clasica definida por un Hamiltoniano efectivo. Para obtener este resultado,
autores como Taveras consideran estados coherentes cinemdticos para obtener el
Hamiltoniano efectivo como el valor esperado del Hamiltoniano cuéntico en CCL
[69]. Més recientemente, Ashtekar, Campiglia y Henderson, mostraron que al usar
la descripcion de integrales de trayectoria, las mayores contribuciones provienen de
las trayectorias que satisfacen las ecuaciones efectivas y no de las trayectorias que
satisfacen las ecuaciones clasicas de la relatividad general|7|. Todos estos resultados
han sido obtenidos para los modelos isotrépicos y el modelo anisotrépico de Bianchi
I [56].

Cabe preguntarse si estos resultados pueden extenderse a todos los modelos aniso-
tropicos en los cuales dada la falta de una teoria cuantica completamente soluble,
se puede utilizar la existencia de la descripcion efectiva para estudiar las principa-
les propiedades cuanticas del sistema. En este trabajo se estudian las soluciones de
estas teorias efectivas para una variedad de modelos cosmologicos anisotrépicos,
con y sin curvatura espacial. Se mostrara que las singularidades se resuelven de
manera genérica, donde por resolucion de la singularidad se entiende que la evo-
lucion de los escalares geométricos es bien comportada en la region donde deberia
estar la singularidad clasica, es decir, el big bang es reemplazado por un rebote.

Para ambos modelos, isotropicos y anisotrépicos, la descripcion efectiva entendida
como una “teoria clasica” (en el sentido que no contiene #), es muy ttil para estudiar
la informacién de la geometria discreta del espacio-tiempo derivada de la GCL. En
los modelos isotropicos, las soluciones a las ecuaciones efectivas describen muy bien
la dindmica de los estados semiclésicos de la teorfa cuantica [17, 68, 72, 35]. En el
caso anisotropico, se espera que también las soluciones efectivas jueguen un papel
importante para describir la evolucién de los estados semiclasicos. Por lo tanto,

dado que estamos intersados en entender la dinAjmica cuéntica, es crucial para este
trabajo estudiar la dindmica efectiva para los modelos cosmologicos anisotropicos.

Para entrar en materia, comenzaremos describiendo detalladamente los estados

'El nombre de estos estados proviene de “squeezed states”, que puede traducirse como “estados
exprimidos”, “estados apretados”, “estados comprimidos”; “estados ajustados” o “estados apachu-
rrados”, por una eleccién un poco arbitraria que obedece al sentido de estética del autor se toma

la traduccion “estados apretados”.
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semiclasicos del modelo de FRW plano, para luego estudiar los modelos anisotro-
picos de Bianchi II y Bianchi IX donde se describe como se estudiaron las soluciones
efectivas.

Universo Plano

El modelo soluble para FRW plano (kK = 0) con un campo escalar sin masa ha
permitido probar analiticamente la naturaleza genérica del rebote cuantico [§]. En
particular, se demostr6é que el rebote ocurre para todos los estados fisicos y que
la densidad de energia posee un limite superior. Con respecto a las fluctuaciones
cuanticas, se ha demostrado que sus valores antes y después del rebote estan aco-
tados, lo cual implica que un estado semiclasico después del rebote proviene de un
estado semiclasico antes del rebote [39]. Mas recientemente Kaminski y Pawlowski
impusieron unas cotas mas fuertes sobre la asimetria en la dispersion relativa antes
y después del rebote [54], lo cual descarta algunas de las afirmaciones sobre la pe-
riodicidad del car’acter semiclasico al pasar por el rebote |27, 28]. Estos resultados
estan sustentados por el hecho de que entre el gran niimero de posibles “cuantiza-
ciones tipo lazos,” se selecciona una tnica cuantizacion|38|. Esta cuantizacion es
la introducida en [17].

El proposito de esta parte del trabajo es construir estados semiclésicos exactos
para el modelo soluble [8]. La estrategia sera definir una clase de estados inicia-
les coherentes y utilizar el control analitico que se tiene sobre las soluciones para
producir un estado coherente fisico. Luego se imponen restricciones fAsicas sobre
el comportamiento de las dispersiones de los operadores fisicos para seleccionar
de entre todos los estados coherentes aquellos que presentan un comportamiento
semiclasico. Estas condiciones son suficientes para fijar los parametros y obtener
estados centrados sobre un punto del espacio de fase fisico. Luego de encontrar los
estados semiclasicos se estudia el comportamiento de estos estados cerca al rebote
donde se espera que el estado se comporte de manera mas cuantica. Cuando se
considera la dispersion relativa del volumen encontramos que esta acotada por su
valor asintotico para todos los estados durante toda la evoluciéon, de hecho, el va-
lor minimo resulta estar en el rebote. El valor esperado del volumen y la densidad
sobre los estados semiclasicos es muy bien aproximado por los valores dados en la
teoria efectiva. Esto nos lleva a concluir que la descripcion efectiva es muy bue-
na aproximacion a la dinamica de los estados fisicos semiclasicos. Una pregunta
natural que surge es si la familia de estados que consideramos es la méas general.
Para responder a esto se generalizaron los estados Gaussianos a estados “apreta-
dos”. La idea es explorar el espacio de parametros cerca a los estados Gaussianos
(que son estados semiclasicos bien comportados) y estudiar si los estados apretados
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muestran mejores propiedades semiclasicas.

En particular es interesante estudiar la asimetria en la dispersion del operador de
volumen. aunque se encontraron fuertes cotas [54|, nuestro formalismo ezacto es
bastante adecuado para explorar esta asimetria. Imponiendo cotas sobre la disper-
sion relativa asintotica del volumen lejos de rebote, se pudo mostrar que el espacio
permitido de parametros para los estados apretados depende de los requerimien-
tos fisicos del estado, de tal manera que para “universos grandes”, el espacio de
parametros es muy pequeno. Esto impone grandes cotas sobre la asimetria de la
dispersion del volumen, consistentes y mejores que en [54]. Por ultimo se presenta
una discusién sobre el problema de la dependencia del volumen auxiliar (presente
en el modelo £ = 0) y su papel en la construccion de los estados semiclésicos.

Dado que nuestros resultados demuestran que la teoria efectiva reproduce la di-
namica de los estados semiclasicos y ya que esto ha sido demostrado para varios
modelos isotropicos [17, 68, 72, 35|, estd bien justificado asumir que lo mismo
ocurre en el caso anisotropico. Para Bianchi I ya se demostré que las ecuaciones
efectivas son las que més contribuyen a la integral de trayectoria de la teoria [56].
Por lo tanto en lo que resta del trabajo se asume la validez de las ecuaciones efec-
tivas en los casos anisotropicos y se estudian sus soluciones. La forma en que se
realizo este estudio se expone en la siguiente seccion.

Universos Anisotrépicos

La cosmologia cuantica de lazos ha sido extendida a modelos cosmoldgicos an-
isotropicos, como son Bianchi I, II y IX [76, 20, 21|. Pero en ninguno de estos
casos la teoria cuantica ha sido resuelta, ni siquiera numéricamente. Para estudiar
estos modelos a nivel semiclésico se asume que la teoria efectiva reproduce la teo-
ria cuéntica cuando se consideran estados semiclasicos. Esta es nuestra hipotesis
de trabajo, la cual esta bien justificada por los resultados en los casos isotropi-
cos. Serfa interesante saber si la evolucion de los estados semiclésicos reproducen
las soluciones que obtenemos de la teoria efectiva, desde este punto de vista este
trabajo puede ser entendido como un primer paso en esa direccion.

Las nuevas preguntas a considerar en los modelos anisotrépicos son: jes el rebote
genérico?, dado que ahora hay anisotropias y curvatura de Weyl, vale preguntar
,como se comportan estas cantidades cerca del rebote? jse puede tener diferentes
tipos de rebotes? por ejemplo, ;dominados por la cizalladura ¢?? jestan acotados
los escalares dados por la expansion 8, la cizalladura o2 y la densidad p? El objetivo
de nuestra investigacion es responder estas preguntas usando la teoria efectiva para
Bianchi I que contiene anisotropias; Bianchi II que ademés de anisotropias tiene
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curvatura espacial; Bianchi IX que tiene anisotropias, curvatura espacial y ademas
es compacto espacialmente.

El proposito es estudiar de manera sistemaética el espacio de soluciones de las ecua-
ciones efectivas. El contenido de materia que se considera es un campo escalar sin
masa que juega el papel de tiempo interno. El objetivo es entender la resoluciéon de
las singularidades, el comportamiento asintotico y la relacion entre los modelos de
Bianchi I, IT y IX. La estrategia sera estudiar casos limites y comparar con solucio-
nes conocidas. Esto permitiré entender las nuevas ideas que introducen Bianchi II
y Bianchi IX. Toda la informacion que se obtiene proviene de los observables que se
definen, los cuales son: los factores de escala direccionales; los parametros de Hu-
bble; la expansion; la densidad de materia; los parametros de densidad, cizalladura
y curvatura; el escalar de Ricci y los exponentes de Kasner.

La idea es adquirir suficiente intuicién sobre la evolucion de los estados semiclésicos
en la teorfa cuantica. La manera méas natural de ganar intuicién es realizar un
estudio sistemético de las soluciones de las ecuaciones efectivas, tal como se realiza
en este trabajo. Los dos modelos que se estudian son Bianchi II y Bianchi IX, en las
siguientes secciones se presenta una explicacion méas detallada de la investigacion
que se realizé para cada uno de estos modelos.

Bianchi 11

Hasta ahora el tinico modelo anisotrépico que ha sido explorado en detalle usando
las ecuaciones efectivas es el modelo de Bianchi I en CCL [41]. Por lo tanto es
natural explorar modelos més complicados anisotropicos. En esta parte del trabajo

se estudian las soluciones a las ecuaciones efectivas que provienen de la “dinamica
mejorada” de CCL de Bianchi IT [21].

La manera en que se realizara el estudio sistematico de las soluciones es comparar
las soluciones clasicas con las soluciones efectivas; luego estudiar el limite isotrépi-
co, que ofrece nuevas caracteristicas de la dindmica de Bianchi II; después el limite
de Bianchi I permite confirmar que las soluciones que obtenemos coinciden con los
resultados previos [41]. El modelo reducido de Bianchi II con simetria rotacional
local permite encontrar soluciones genéricas que alcanzan la densidad méxima en
el rebote, con densidad mayor a la obtenida en los casos isotropicos [17, 8| y de
Bianchi I [41, 20]. Por ultimo se estudia el limite de vacio que permite explorar
las soluciones extremas en que casi toda la contribuciéon dindmica proviene de las
anisotropias.

El modelo cosmolégico de Bianchi II es el caso méas simple que posee curvatura
espacial, ademas el modelo de Bianchi I pueder ser recobrado cuando se hace cero
el pardmetro que mide la contribuciéon de la curvatura espacial. Un modelo méas
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general es Bianchi IX, el cual ademas de ser anisotropico y tener curvatura espacial
es compacto espacialmente. Adicionalmente Bianchi I y II son casos limites de
Bianchi IX, lo cual hace interesante estudiar este modelo. Los detalles del estudio
de Bianchi IX se explican en la siguiente seccion.

Bianchi IX

El modelo de Bianchi IX tiene una caracteristica que lo hace muy interesante y
es que se encuentra en el corazéon de la conjetura BKL (Belinskii-Khalatnikov-
Lifshitz) [23, 24, 10], la cual sugiere que la evolucion de “cualquier” universo cerca
a una singularidad espacial tipo big bang se puede describir localmente como un
universo tipo Bianchi IX que pasa por fases de Bianchi I y transiciones de Bianchi
I1. Esto hace que sea interesante estudiar el modelo cuéntico de Bianchi IX, ya que
se podria obtener informacién que aplique de manera genérica a cualquier tipo de
universo.

Debido a la compacidad del espacio, el modelo de Bianchi IX presenta nuevas
propiedades interesantes, por ejemplo, un nimero infinito de rebotes y recolapsos,
tal como ocurre en el modelo cerrado de FRW. Ademas las correciones de las triadas
inversas hacen que existan distintas teorias cuanticas de Bianchi IX. Entonces cabe
preguntarse ;existe algtn criterio fisico para escoger una teoria sobre la otra? tal
como se hizo en el caso isotropico [38]. Esta es una pregunta abierta, asi que
reformulamos la pregunta ;puede el limite semiclasico servir para escoger una
teoria sobre la otra? después de todo en el limite semiclasico es donde se tiene
un contacto con la teoria clésica y esto puede servir para descartar alguna teoria.
Asumiendo que el limite semiclésico de cada una de las teorias cuanticas esta bien
determinado por la teoria efectiva, nos dimos a la tarea de responder esta pregunta.
La respuesta encontrada es que cada una de las teorias efectivas describen una
dindmica distinta, pero debido a que ahora el universo es espacialmente compacto
se puede medir el volumen total del espacio. Se muestra que en el limite de volumen
grande todas las teorias efectivas describen la misma dinédmica. Desde este punto
de vista aunque hayan distintas teorias cuanticas con distintos limites semicléasicos,
si el universo es grande entonces todas describen la misma fisica.

Dado que Bianchi I, IT y FRW con k£ = 0 son casos limites de Bianchi IX, se estudia
cada uno de estos limites de manera que se pueda comparar con los resultados ya
conocidos y verificar que la implementaciéon numérica es adecuada. Es importante
resaltar que estos casos no estan contenidos dentro de Bianchi IX sino que son
limites. El caso isotréopico con k = 1 esta contenido en Bianchi IX pero solo si
las correciones de las triadas inversas no se incluyen; si las correciones se incluyen
entonces k = 1 es un caso limite. Se muestra que el caso de universos grandes las
teorfas de Bianchi IX en el limite isotrépico coinciden con las teorias isotrépicas
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con k = 1.

Una pregunta que permanece abierta es si el comportamiento BKL permanece en la
dinamica efectiva de Bianchi IX, es decir, si las soluciones efectivas presentan fases
de Bianchi I con transiciones de Bianchi II lejos de la regiéon de Planck. También
puede ocurrir que los efectos de la geometria cuantica prevengan las transiciones.

Dado que estos modelos anisotropicos presentan un comportamiento no singular,
serfa interesante saber si también se presenta en modelos inhomogéneos, es decir,
jestamos mas cerca de una resoluciéon cuantica genérica de las singularidades?

Finalmente, debido a que la mayor parte del estudio de las ecuaciones efectivas se
hace numéricamente, se muestra que las soluciones convergen y evolucionan sobre
la superficie de ligadura. La convergencia es un hecho que debe ser demostrado ya
que se necesita estar seguro que los métodos numéricos estan bien implementados
y que las soluciones numéricas convergen a las soluciones analiticas.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se explican los elementos bésicos para entender los métodos de
cuantizacion de la gravedad en el acercamiento de lazos. Basicamente se muestra
como la gravedad se estudia como un sistema Hamiltoniano con ligaduras y co-
mo se cuantiza este tipo de sistemas. Para lograr esto, primero se explica en que
consisten los sistemas clasicos con ligaduras y como tratarlos. Luego se explica la
descomposicion 3+1 de la relatividad general con el fin de introducir el formalismo
Hamiltoniano. Debido a que las variables métricas no son las adecuadas para cuan-
tizar la gravedad, se introduce el formalismo de triadas y conexiones. Por tltimo
teniendo el formalismo clasico completo, se explica como es el proceso de cuan-
tizacion y se muestran los principales resultados obtenidos en gravedad cuéntica
de lazos. Este capitulo estd basado de las notas de clase del profesor Alejandro
Corichi, las cuales estamos preparando en conjunto.

2.1. Sistemas Clasicos con Ligaduras

Si tenemos un sistema clasico, se dice que tiene ligaduras cuando:
» Las ecuaciones de movimiento son invariantes ante alguna transformacion.
= La evolucién no es tnicamente determinada por las condiciones iniciales.

Dado que estamos interesados en cuantizar este tipo de sistemas, es entonces in-
teresante estudiar su formulaciéon Hamiltoniana, ya que es la tnica formulacion
en la que “sabemos” como cuantizar. Si se tiene una formulaciéon Lagrangiana en-
tonces se necesita transformar en una formulaciéon Hamiltoniana. Esto se puede
realizar de dos maneras, mediante una transformaciéon de Legendre o mediante un
Formalismo Hamiltoniano Covariante (estudio del espacio de soluciones).
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En la manera usual usando transformaciones de Legendre (para un tratamiento
mas detallado de los sistemas clasicos con ligaduras se puede ver [42]), se tiene un
espacio de configuracion C' con Lagrangiano L(g;, ¢;) del cual se puede definir los
momentos

oL
p’l - aql’
Esto define n ecuaciones algebraicas. En caso de que sea posible despejar las ¢; de

estas n ecuaciones se dice que el sistema es regular y se puede definir ¢;(p;) de tal
manera que se pueda construir el Hamiltoniano

i=1,..n. (2.1)

H(qi, pi) = Zpi%(pi) — L(4i, ¢i)- (2.2)
i=1
Se pueden hallar las ecuaciones de movimiento usando
L(gi,pi) = Y pidi(pi) — H(qi,pi)
i=1

las cuales son de la forma

: oH
) 0OH

oL
04;0q;
[51]), si esto no se cumple entonces es singular. El comportamiento singular se
puede deber a [42]

Este es un sistema regular si det( > # 0 (llamada la condicion Hessiana,

» La existenca de ligaduras ¢,,(q;, p;) = 0.

» Las ecuaciones de movimiento no estan bien definidas (hay grados de libertad
extras).

Para solucionar estos problemas existen varias versiones del algoritmo de Dirac,
el cual permite hallar una descripciéon consistente del sistema. Para aplicar este
algoritmo primero se clasifican las ligaduras como:

Primarias Primera clase
Secundarias | Segunda clase
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Las ligaduras que aparecen primero son llamadas primarias y se denotan como
¢;. Estas ligaduras surgen de la definiciéon de los momentos p;. Por lo tanto el
Hamiltoniano H = Y | p:¢i(p;) — L no es tunico, ya que hay otros Hamiltonianos
H* = H + ¢; (o cualquier combinacién lineal de ¢;, con j = 1,...,m). Se puede
considerar el caso especial
Hy = H+ ) Ué;
j=1
llamado Hamiltoniano total, el cual incluye la suma sobre todas las ligaduras pri-

marias, donde las constantes U; deben ser determinadas. Las ecuaciones de movi-
miento para el Hamiltoniano total son

OH N, 09,

T Z . 2.
. O0H N, 09,
ho= 5 ;U] 0 (2.6)

La dindmica de una funcion f(q;, p;) esta dada por f= {f, Hr}, por lo tanto por
autoconsistencia las ligaduras deben satisfacer que qBj ~ 0. El simbolo “~” se llama
igualdad débil y significa que la igualdad solo se cumple sobre la superficie definida
por la ligadura, también conocida como superficie de ligadura. Las condiciones de
consistencia son

& ={on Hr} = {¢, H+ ) Ujg;j} ~ 0. (2.7)
j=1

Las cuales pueden:

» Especificar las constantes U;.

» Implicar nuevas ligaduras x(q, p) =~ 0, llamadas secundarias, que deben tam-
bién satisfacer las condiciones de consistencia x ~ 0 y pueden generar otras
ligaduras (llamadas secundarias) que deben ser consistentes también y asi
sucesivamente.

Al final se obtiene un conjunto de ligaduras {¢;}, con [ = 1,...,m + k, que es un
conjunto de ligaduras primarias y secundarias (es de notar que la clasificacion en
primarias y secundarias después de este punto no es relevante). Entonces se puede
construir el Hamiltoniano extendido

m+k
Hp=H + Z N,

=1
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donde se podrian hallar algunos de los A;. Después de esto las ligaduras son clasi-
ficadas como:

= Primera clase, conjunto de ligaduras {¢,} para las cuales los corchetes de
Poisson son combinaciones lineales de ellas mismas, {¢a, 95} = > Cos0, =

0.

» Segunda clase, conjunto de ligaduras {¢4, ¢, ..} para las cuales sus corche-
tes de Poisson son funciones, {¢p4,dp} = Qap, tal que la matriz Qap es
invertible.

La clasificacion de las ligaduras se puede entender también desde un punto de vista
geométrico, el cual ayuda a compreder mejor la fisica de este tipo de sistemas. Con
este fin, en la siguiente seccion se explica la geometria de los sistemas con ligaduras.

Punto de Vista Geométrico

Una buena referencia para comprender geométricamente los sistemas clasicos con
ligaduras es el apéndice B de [3|. Primero se estudia el espacio de fase clasico
(gi, pi), el cual es un haz cotangente 2n-dimensional I' = T*C' con una estructura
simpléctica correspondiente a una 2-forma  cerrada y no degenerada'. El par
(T, Q) es llamado espacio simpléctico. Dado que I' es un haz cotangente existe una
manera natural de construir 2 = dw, donde w es una 1-forma llamada potencial
simpléctico. Debido a la no degeneracion de €2, existe la inversa Q=1 (2-vector), tal
que QO = Q7 1Q = id. Esto puede ser entendido como una transformacion entre
los espacios tangente y cotangente en cada punto

Q:T,r—-17,0, Q':TT-=TT. (2.8)

Si existe un campo vectorial V' tal que la derivada de Lie de la forma simpléctica a
lo largo de este campo vectorial es cero (L2 = 0), entonces V' es llamado Campo
Vectorial Hamiltoniano (CVH). Con este campo vectorial la forma simpléctica
satisface que

LyQ=iydQ+d(iyQ) =d(2(V,)) =0, (2.9)

lo cual significa que localmente (V) ) es cerrada, i. e.,

QV, ) = iyQ = df, (2.10)

'La condicién de no degeneracion significa que, para todo p € M se tiene la propiedad que si
Q(X,Y) =0 para todo Y € T, M entonces X € T,M es cero. La condicién de ser cerrada es que
su derivada exterior es cero, d€2 = 0.
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para alguna funcién f sobre I'. Esto puede ser usado para asociar un campo vec-
torial Hamiltoniano a cada funcion f(g;,p;). En coordenadas, la ecuacion (2.10)
puede ser escrita como §,,V¢ = V, f o equivalentemente V°? = Q%V, f, este cam-
po vectorial es llamado campo vectorial Hamiltoniano asociado a f y se denota
cOmo

X} :=Q"V,f. (2.11)
El corchete de Poisson de dos funciones sobre el espacio de fase esta dado por
{f,9} = Q*VafVeg = Qu X7 X . (2.12)

La ultima igualdad define un isomorfismo local (puede ser global si el primer grupo
de cohomologia de I" es cero), entre el dlgebra de Lie de las funciones (C*(T"), {, })
y el algebra de Lie de los campos vectoriales (x*°(T'),,]), este isomorfismo es de
la forma

Xt = — X5 X, (2.13)

Dada una funcién f : I' = R, se puede definir un simpléctomorfismo ¢y : I' = I"
(que preserva la estructura simpléctica, f*Q2 = ), como el mapa integral de su
CVH. Esto puede ser entendido como una transformaciéon canénica. En particular,
la evolucion dindmica esta dada por una funcion preferida H (Hamiltoniano),

. d f "

f:E:XHVaf:{f,H}. (2.14)
En este contexto las ligaduras pueden también ser interpretadas geométricamente,
como se explica en las siguientes dos secciones.

Si las ligaduras son solo de segunda clase
En este caso {¢4, ¢} = Qap, con det(Qap) # 0. Se tiene que:

El espacio de fase ligado (o surperficie de ligadura), donde todas las ligaduras se
satisfacen, g4 ~ 0, es una subvariedad T C T' con dim(T') = 2N — k. En este caso,
la 2-forma Q = 1% Q (para 1 : T — T el embebimiento de T en T') inducida sobre
[ es no degenerada y por lo tanto (T, Q) es una variedad simpléctica.

Entonces las ligaduras de segunda clase se pueden identificar como aquellas que
definen una subvariedad simpléctica. En este caso se puede ignorar (en principio)
el espacio de fase original (T, ) y trabajar en el espacio de fase restringido (T, 2).
Las funciones (observables) son las restricciones sobre I' de las funciones sobre T,
i.e., f=F|pcon F: T — R. Se puede definir de forma natural un corchete sobre
(T, Q) como

{f.) ="V, Vg, (2.15)
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el cual es llamado Corchete de Dirac.

El hecho de restringirse a (T, Q) y usar funciones f : I' — R es llamado imponer
fuertemente las ligaduras o solucionar las ligaduras de segunda clase. Este es el
objetivo que se persigue con estas ligaduras.

Ejemplo 1. Sea T' = R* con coordenadas (q1, g2, p1, p2) y la estructura simpléctica
estandar 1 = dp; A dgp + dps A dge, con ligaduras ¢1 = ¢ — 3 y ¢ = p1 — 2.
FEstas ligaduras son de sequnda clase ya que {¢1, P2} = 1, entonces se solucionan
las ligaduras ¢; =~ 0 y se trabaja en el espacio de fase reducido I' con coordenadas
(3,q2,2,p2) y estructura simpléctica Q0 = dpy A dqq, las funciones sobre T son de

la forma f(Q27p2) -[7((]17(]271)171)2”1‘l - (37q2727p2>-

Ahora que se ha explicado la geometria de las ligaduras de segunda clase, se procede
a explicar la geometria de las ligaduras de primera clase.

Si las ligaduras son solo de primera clase

En este caso, cuando se hace la reduccion al espacio ligado I' € T' donde ¢; ~
0, con i = 1,....m,  es maximamente degenerada, i. e., Q tiene m direcciones
degeneradas V; € Tpf tales que Q(Vj, X) =0 para todo X € Tpf. El espacio I es
llamado hiperespacio coisotropico. Hay tres resultados importantes en este caso:

» Los CVHs asociados a las ligaduras son tangentes a . Prueba, el CVH X¢ =
QV,¢; es tangente a T si y solo si X2 (¢;) = QUV,¢; Vo = {d;,6i}|r =0
para todo 4,5 si y solo si {¢;, ¢:Hp =, Ck

= Los CVHs X' = OOV, son las direcciones degeneradas de Q). Prueba, para
todo V € TT se tiene que Q(X;, V) = QuX2V°? = Qup, X2Vt = VOV, =
V[¢i] = 0.

= Los CVHs son “integrables”, esto significa que su algebra es cerrada. Prueba

[Xia Xj]a = _X*l{lqﬁi@j}
= —Q"Vy({¢i, d;})
— —Qabe(Z CZ@c)
- Z [V (C) i + CEQNV ()]
- Z CEQV (o) |r
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Las superficies generadas por las direcciones degeneradas son llamadas superficies
nulas.

Cuando nos restringimos a la superficie de ligadura no todas las funciones son rele-
vantes fisicamente. Aqui es donde entra la nocién de observables, que son funciones
bien definidas sobre la superficie de ligadura. Las caracteristicas de estas funciones
se explican a continuacion.

Observables

En la superficie de ligadura se debe trabajar con las restricciones de las funciones
F.G:T — Rsobre I, f,g : ' = R. Una funcién es llamada funcion de primera
clase si {F, ¢;}|r = 0 para toda ¢; ligadura de primera o segunda clase. De todas
las posibles funciones sobre I' las tinicas fisicamente aceptables son las que son de
primera clase. Prueba: {F,¢;} ~ Q®V,FV,¢; ~ X&V.0; ~ Xp(¢;) = 0siy
solo §i X% € TT; X% es tangente si y solo si F' genera un simpléctomorfismo que
preserva I, i. e., la transformacion canonica generada por F' estd siempre en I, es
decir, no genera una transformacion que se sale del espacio. Cuando las ligaduras
son de primera clase 0 ~ {F, ¢;} ~ Q®V,FV,¢; =~ — X'V, F ~ —X;(F)~0siy
solo si X;(f) = 0 en I para todo 4, por lo tanto un observable es constante sobre
las superficies nulas. Esto nos dice que no cualquier funcién f sobre I' es aceptable,
solo las que son constantes sobre las superficies nulas son aceptables.

En el caso de las ligaduras de primera clase ) es degenerada, por lo tanto no
hay una tnica inversa Q! y tampoco hay un tinico CVH asociado a f, de hecho
hay un ndimero infinito de CVHs (esto es equivalente a una indeterminacién en
las ecuaciones de movimiento). Para ilustrar este hecho sean QabX? = V.f vy

X]% = X}L + X¢ dos CVHs con Qabe = V,0¢;, entonces
Qo X§ = Qo X§ + WX = Vof + Voo = Vo f
lo cual define una relacién de equivalencia para los CVHs

X§~Xg st Xp—X§=> AXP (2.16)

El hecho de que dos puntos en la superficie nula sean fisicamente indistinguibles es
llamada la conjetura de Dirac: “Todas las ligaduras de primera clase generan una
transformacion de norma”. Esto sugiere que se debe tomar el cociente a lo largo
de las superficies nulas (las cuales pueden ser entendidas como 6rbitas de norma).

Las direcciones degeneradas de € son debidas a la “degeneraciéon” en las funciones
cuando se hace la restriccion a I', por lo tanto no hay un CVH preferido sobre
[' para la funcion restringida. El espacio que esta bien definido (cuando existe)
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es el espacio de fase reducido =T / ~, definido por la relacion de equivalencia
(2.16). Entonces en F una superficie nula se reduce a un punto y la 2-forma O
(proyeccion de € ) es no degenerada, por lo tanto [ es un espacio simpléctico con
dim(T') = 2N — M — M = 2(N — M), donde M es el nimero de ligaduras de
primera clase.

Una manera alternativa de trabajar con las ligaduras de primera clase (sin hacer el
cociente) es imponer M condiciones de norma x; = 0 cuando hay M ligaduras ¢,
tal que el conjunto (¢;, x;) es de ligaduras de segunda clase. Esto es llamado fijar
la norma. El problema es que no siempre existen x; que funcionen globlamente
(esto es llamado la ambigiiedad de Gribov). La variedad I' donde se satisface que
¢; = 0y x; = 0 se obtiene por el mismo método usado para las ligaduras de
segunda clase.

Ejemplo 2. (tomado de mi articulo [35])
Sea T' = R* el espacio de fase cinemdtico con coordenadas (8, V, ¢, py). Donde ¢ es
un campo escalar sin masa, py €s su momento candnico conjugado, V' el volumen
(de una celda auxiliar) y § su momento conjugado. La ligadura Hamiltoniana
efectiva del sistema es [69)]:

3 3

2 . 2 [
mv Sln(Aﬁ) ——NO,

Hy = ;

la cual estd etiquetada por un pardmetro real N con dimensiones de longitud. La
estructura simpléctica estd dada por

Qo = dV AdB + dpy A do (2.17)

AnGry

la cual induce los corchetes de Poisson

{B? V}O = 47TG7 ) {¢7p¢}0 =1.

La ligadura Hamiltoniana define una hipersuperficie I' en el espacio de fase, la cual
puede ser tomada como la union disyunta de hipersuperficies donde 8 € (n%, (n +
1)3) conn € Z. En lo que sigue se considera la componente conexa donde 3 €
(=%,0). Notese que los puntos donde 3 = n%, n € Z, no estan sobre la superficie
de ligadura. Estos puntos (hiperplanos) son puntos degenerados donde el sistema
no tiene una dindmica bien definida. Mds adelante se muestra que fisicamente
estos puntos deben ser excluidos.

Ahora se considera la funcion inducida contravariante? de la estructura simpléctica

sobre la hipersuperficie I', es decir, se debe encontrar Q tal que Qo = v * Q, para

Lo que llamamos funcién inducida contravariante es lo que en inglés se entiende como puli-
back.
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t: T = T el embebimiento de I en I'. Escribamos el Hamiltoniano efectivo como

3
212 2 2 2 _
Hy =n"V=sin(AB)" —p, =0, con n =GN
Entonces sobre la superficie de ligadura se tiene que
pe = £V sin(AB) . (2.18)

La funcion inducida contravariante del gradiente de Hy sobre T’ es

7?2V AV sin(AB)? + 2n°V? sin(\B) cos(AB)AAB ~ 2psdp,
+n[sin(AF)dV + V cos(AB)AdS] ~ dp,,

que puede ser usado para solucionar dpg, dV ¢ dfS y ponerlo de regreso en la
ecuacion (2.17). Cada una de estas elecciones dependerd de las coordenadas que
se elijan sobre la superficie de ligadura. St se considera la parametrizacion en la
cual se resuelve py, es decir, usar (V. [3,¢) como coordenadas. Entonces

o= GV A A8 £ ulsin(AR)AV £V cos(AB)AS] A do,

es la estructura presimpléctica para dos hipersuperficies disconexas, parametrizadas
por los valores positivos y negativos de py. El valor py = 0 se excluye si 3 # nf
(n€Z)oV #0. Sisetomapy, >0, se obtiene

O

= 47rnydV AdB +nsin(AB)dV Adp +n AV cos(AG)dB A de .

Si solucionamos para AV se obtiene la expresion para la estructura presimpléctica
en la parametrizacion (5, ¢,py), la cual esta dada por
~ 1 1
Q=+
2 Ar Gy sin(AB)n

dpy AdB +dpy Ado.

Si nos restringimos a py > 0 se obtiene

1

Q. — 1
> 7 4nGAn sin(AB)

dpy ANdB + dpqg A do

sobre la correspondiente componente coneza. B
Independientemente de la parametrizacion, la forma presimpléctica €2 tiene una
direccion degenerada correspondiente al CVH de la ligadura Hamiltoniana Xy, .
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Fisicamente las curvas integrales de este CVH representan las direcciones de nor-
ma a lo largo de las cuales los puntos son fisicamente indistinguibles. Se puede
encontrar el gradiente de la ligadura

VoHy = 20*Vsin(AB)?V,V + 202 AV2sin(AB) cos(AB) Va8 — 2pyVapy -
Usando que Xj, = OOV, Hy, y

a[a ab] a[a ab]
QP =2 (4nGy = + ——
( "opov o6 8p¢>>
se obtiene
X4z = 167Gyn*Vsin(\B)? (%)
—167Gyn* A V2 sin(AB) cos(AB) 9 ' —4 9 '

que es la restriccion del campo vectorial a la hipersuperficie de ligadura con coor-
denadas (V, 3, ¢). Es fdcil verificar que esta es la direccion degenerada de €y, es
decir, 0 (Xy,-) = 0.

Si se quiere entender de manera cualitativa la estructura del espacio de fase redu-
cido se debe tomar el cociente de I respecto a las direcciones generadas por Xp.
En este caso es mds fdcil fijar una norma que este bien definida sobre toda la
hipersuperficie. Sea C = ¢ — ¢, con ¢ = constante. FEsta ligadura junto con H)
forman un par de sequnda clase

{H\,C}o = {Hx, ¢}o = {n°V?sin(AB)* — p}, d}o = —{P5: d}o = 2ps ,

con py # 0, que es la condicion que se habia impuesto antes. El espacio de fase
con la norma fija I esta parametrizado por (B,ps) (6 (V,B)) con ¢ =constante,
Py >0 0py <0ype(—%,0). Las estructuras simplécticas en cada una de estas
dos parametrizaciones son

~ 1 ~
O =—4d d Q
1 G VAdB ) 2

dps AdB.

S7 introducimos una nueva variable

1
==
ArGynsin(AB)
T = ! In

entonces la forma simpléctica 5 toma la forma

Oy = +dpy N dx
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lo cual indica que (x,py) pueden ser vistas como variables conjugadas en la teoria
reducida. Fsto se usara mds adelante para justificar la definicion del operador
asociado a la variable v conjugada a py.

Una vez entendido el tratamiento de sistema Hamiltoniano con ligaduras, el paso
siguiente es escribir la relatividad general en su forma Hamiltoniana. Para lograr
esto se realiza la descomposicion 3+1 tal como se explica en la siguiente seccion.

2.2. La descomposiciéon 3+ 1 en Relatividad Gene-
ral

Figura 2.1: Descomposicion 3+1.

Para hacer la descomposicion 3+ 1 es necesario restringirse a una variedad M que
es globalmente hiperbdlica, es decir, donde existe una hipersuperficie de datos ini-
ciales con la cual se puede generar la variedad completa, conocida como superficie
de Cauchy.

Un resultado importante es que si (M, g) es globalmente hiperbolica entonces M =
> x R. Otro elemento que se necesita son las congruencias tipo tiempo, las cuales
son un conjunto de curvas que cubren toda la variedad M, cruzan cada punto de
la misma una sola vez y son tales que tienen:

= Un campo vectorial t* tangente a la congruencia.

s Una funcién ¢t : M — R tal que sea un parametro afin de la congruencia,
funcién que se escoge para definir el campo vectorial t*; es decir, t*V,t = 1.
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Con estos elementos se puede entender ¢ como un parametro de tiempo donde para
cada valor se obtiene una hipersuperficie ¥; y en cada punto el vector tangente t*
se puede descomponer como t* = Nn® + N¢, siendo N la funcion de lapso, N* el
vector de corrimiento y n® el vector normal en la direccion del tiempo (relacionado
con la 1-forma n, = —NV,t), como se ilustra en la figura 2.1. Si se toma una base
{e%}i=123 de T,X con p € %, se satisface que n,e?, = 0, N® = Nie%. Si se tienen
coordenadas x# = (¢, ") entonces dz® = t*dt +e%dy’, y usando que t* = Nn®+ N®
se obtiene que

dz® = (Nn® + N*)dt + e%dy" = (Ndt)n® + (dy" + N'dt)e”; (2.19)
de donde se obtiene

ds® = gpdztda®
= gu(Ndt)’nn® + (dy' + N'dt)(dy’ + N7dt)e®e’;gas
= —N?(dt)* + (dy' + Nidt)(dy’ + N7dt)g,; -

Entonces g = —N?, gu = NVq;i, g;j = ¢ij v V/—detg = Ny/detq. La métrica
inducida en ¥; es gu = gap + oM, la cual es una métrica de Riemann y satisface
que gapn’ = gapn® + n, (n-n) =n, —n, = 0. El proyector sobre ¥; se define como
qab — gab + nny.

La accion de una teoria sobre un espacio-tiempo curvo se puede escribir como

S = /d4x\/_—g£: /dtL,

con L = [ d3zN,/qL. El funcional £ depende de los campos que se quieren estudiar
L= L(¢, ngZ) Para definir una teoria Hamiltoniana de estos campos, es posible
utilizar como derivada temporal la derivada de Lie a lo largo de t*. Para ilustrar el
procedimiento, supongamos que solo hay un campo ¢. La derivada temporal para

un solo campo es de la forma ¢ = L£;¢ y su momento canénico conjugado es
oL

=% (2.20)

7T¢Z

La densidad Hamiltoniana se define como H = <b7r¢ — L, por lo tanto la accién se
puede escribir como

S[p,ps] = / dt /Z BN\ /q(med —H). (2.21)

El espacio de fase I se construye de los datos iniciales (¢, 7)y, sobre 3. La es-
tructura simpléctica es de la forma

(561, 671), (56, 6752)) = / Pa(67156s — 6m2061) . (2.22)

3o
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donde (d¢, 0m) denota el vector tangente al punto (¢, 7). Aun cuando ¥, aparece
de manera explicita en la definicion de €2, es independiente de la eleccion de Y.
Cuando Xy es no compacta es necesario imponer condiciones de decaimiento

o(x) — ¢0+0(7’1”)
m(z) — 7r0+o<rim>.

El corchete de Poisson para dos funcionales F' y GG esta dado por

0F0G  OF 6G
— 3. | 22 - 77
{F,G}_/Eodx{égbaw 5w5¢}‘ (2.23)
Ademas, se define un conjunto de observables lineales
olg] :/ dPrgp, n[f] :/ dBarf. (2.24)
>o 3o

La derivada respecto al tiempo de estos observables se escribe como
olg] = {olg], HIN, N“]},
wlf] = {=[f], H[N, N°]}.

Los campos bésicos satisfacen la relacion

(ol alf) = [ |SAT [ aagy (229
i(r

Notese que si g — d(z) y f — 0(y) entonces {, } — y) Cuando se cuantiza
se tiene que ¢lg] — dlg] v 7[f] — #[f] tal que [$lg], 7[f]] = ih( [y, d*xg/f)1.

Ejemplo 3 (Campo Escalar).
1
S = /Ldt = —5/\/—_g(va¢va¢ —m?¢*)d*z
=5 [ VEIGVVio — mite)ata
_ % / \/__g[<nava)2 o qab¢va¢vb¢ o m2d)2]d4:c

1 1
=3 / VaN [m[(#‘ ~ NV = ¢"¢Ved Vi — m%z] dtd’x

. 2
1 N¢
= 5 /dt/dgx\/aN (% - an> - qab¢va¢vb¢ - m2¢2]
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de la ultima ecuacion se puede calcular el momento conjugado

0L 10 ? Ne

=5 " 20 N(m—Q Vabd + . ) (2.26)
N( & N
\/_ <2m ~25V ¢>) (2.27)
- % (1Y~ NV 2.29
= J/qn"Vao (2.29)
de la ecuacion (2.27) se obtiene
(é = & + NV a¢

V4

y usando que la densidad Lagrangiana estd dada por

L=V [(%) — Vo - m2¢2]

se tiene que la densidad Hamiltoniana H = 7¢ — L es de la forma

_ N, a N 1 2, VT 5
H = \/(_Jﬂ + 7NV, 0 —\/_7r +2N\/§|V¢| + 5 ™M o (2.30)
N
= 2\—[7r 24 TNV — N\/§|V¢|2+T\@m2¢2. (2.31)

Ahora queremos encontrar un tensor espacial que tenga informacion de la derivada
de gq. Esto se puede obtener de la sequnda forma fundamental, también llamada
curvatura extrinseca

Ko :==Vany, (2.32)

la cual mide la curvatura de la superficie embebida en el espacio total. Esta cur-
vatura se mide comparando el vector normal a la superficie en varias direcciones
y se puede escribir también como

1
Kab = §£nQab . (233)

Dado que n® = (t* — N*)/N entonces

1
Kab = W('CFQab - Lﬁ%b)
1
= ﬁ([{’q(zb — 2D, Ny))



Capitulo 2. Preliminares 23

donde D, es el operador de derivada en ¥, compatible con ¢,. De la ecuaciéon
anterior se depeja up,

E{Qab =2NKy, + 2D(aNb) . (234)
El objetivo es reescribir la acciéon de Einstein-Hilbert
1
S = d*z\/—gR + Términos de frontera (2.35)
167G

en funcién de objetos espaciales. Al realizar las proyecciones y usar identidades
geomeétricas [63] se obtiene la accion

_ 1 3 (3) ab o2
S = 167TG/dt/de\/§[ R+ KupK™ — K2 (2.36)

la cual difiere de la accion de Einstein-Hilbert solo por derivadas totales. Si consi-
deramos la densidad Lagrangiana

L=Nyq®R+ KuK® — K7 (2.37)

entonces los momentos estan dados por

~ Qi 5£ a a

7% = 5 = Vq(K™ — Kq¢")
qab
oL

m = —_— = O

™ GN
)

N, = 5_16(1 =0, (3 ligaduras)

De la primera ecuacién se puede solucionar g, en funcion de 7% y de las dos
dltimas ecuaciones se obtienen cuatro ligaduras primarias de primera clase. El
Hamiltoniano canoénico esta dado por

H o= 7#Gu—L
1 7’ b
— ) Zaebsy )| = S
[ oy (a5 )| -2 ()

+ Término de frontera .

de donde, si exigimos consistencia con 7y y Ty,, Se obtiene

1 72
T — J— (3) . ~ab~ o ~
{7n, H} V4 RJF\/a(?T Tab 2) 0
2
{Fn,.H} = ———=D,(7")~0, (3 ligaduras)

Vi
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El resultado angerior genera otras 4 ligaduras

77.2

1
= —_ (S)R 7z -
Hn Va +\/a(7f Tab —2)
HY = —2D,7%.

La primera es llamada ligadura escalar o ligadura Hamiltoniana y la segunda es
llamada ligadura de difeomorfismos (espaciales). Por lo tanto el namero total de
ligaduras es 8, todas de primera clase. Las 4 ligaduras primarias (7y,7y,) se
solucionan, lo cual hace que N y N sean funciones arbitrarias que se tratan como
multiplicadores de Lagrange. La densidad Hamiltoniana queda proporcional a las
ligaduras

H=NH"+ NHy + Término de frontera.

El sistema es totalmente ligado si ¥ es compacto ya que el término de frontera se
anula. Para las 4 ligaduras restantes se pueden definir los funcionales

H(N%) = / BrNguH?
H(N) = / dPPrNHy .

Estos funcionales satisfacen que

{H(N®),H(M")} = H(IN,M]")
{H(N),H(M)} = H(Ly M)
{H(N),H(M)} = H(¢"(NDM — MD,N))

Las anteriores ecuaciones forman el algebra de las ligaduras, mejor conocida como
“algebra de Dirac” o “algebra de deformacion de superficie”. Con estos funciona-
les completamos la formulacion Hamiltoniana de la relatividad general. ahora lo
que nos interesa es cambiar de las variables métricas a las variables de triadas y
conexiones con el fin de hacer la cuantizaciéon en estas variables.

2.3. Triadas y Conexiones en Relatividad General

Cuando se quiere construir una teoria del campo gravitacional surgen dos pregun-
tas, la primera es acerca de como describir la gravitacion matematicamente. A esta
pregunta, la respuesta es usar una variedad, es decir, describir el espacio-tiempo
usando una variedad de Lorentz, que en nuestro caso tiene signatura (— + ++).
La segunda pregunta a la que nos enfrentamos es acerca de cal objeto describe
mejor el campo gravitacional. Esta pregunta se puede abordar de dos maneras:
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= La eleccion usual de la métrica g,p.

» La conexion V, (o equivalentemente el “potencial” A), que define la deri-
vada covariante sobre los campos tensoriales y el transporte paralelo de los
vectores.

En la descripcion con conexiones se tiene otro campo fundamental llamado forma
de soldadura, definida como

el - T,M — V*
pV“ — VI:=elye (2.38)
eh vVt > T,M

Vi Vb=Vl (2.39)

donde V* es isomorfo al espacio de Minkowski (i. e. tiene una métrica 7;;). Las

. ., o I J
formas de soldadura satisfacen la relacion g, = nre,e; -

Si la conexion es libre de torsion (T'(X,Y) = VxY — Vy X — [X, Y] = 0) entonces
existe una tnica métrica g, tal que V,g,. = 0, lo cual hace que la descripcion del
campo gravitacional sea equivalente para las variables métricas y las de conexion.
Por lo tanto, hay dos cinematicas para la relatividad general; la primera es una
variedad M* con métrica g, tal que V,gp. = 0 y la segunda es una variedad M*
con (e, A) compatibles, es decir, sin torsion.
Con el fin de usar el formalismo de conexiones, mostraremos como quedan las
ecuaciones de Einstein y algunas relaciones geométricas en este formalismo. La
notacion que se usa es el para las cotetradas, w para la conexion y w! ; para el
transporte paralelo de vectores internos v! € V4.
El uso de w y w!; es andlogo a trabajar en dos haces fibrados diferentes TM y
M x V* respectivamente. w! ; es una 1-forma valuada sobre el dlgebra de Lie de
SO(1,3), esta conexion define una derivada covariante que actta sobre los objetos
internos, por ejemplo, la derivada covariante de una 1-forma interna u! esta dada
por

Du' = du’ +wh Au’. (2.40)

También se suele usar en la literatura una notacién con los indices de espacio-
tiempo explicitos
I I I.,J
D,v' = 0,v" +w, v, (2.41)

la cual es similar a la derivada covariante D,v® = 9,0° — I'® v, pero ahora en el
espacio interno.
La 2-forma de torsion se define como

T! := De! =de! +wi ne’. (2.42)
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Dado ¢!, hay solo una derivada covariante que es libre de torsion (77 = 0). La
conexion wle] asociada a esta derivada es llamada conexion de espin o “compatible
con e’.
La curvatura de w es una 2-forma valuada en el algebra de Lorentz

R, = R{,de“ Ada”, con R, =dwl +wh AWl . (2.43)
Esta definicion es equivalente a [D, DJv! = RIv’, pero no a R, = Dw’,. Las
ecuaciones (2.42) y (2.43) son llamadas las ecuaciones de estructura de Cartan.
Cuando se usa la conexion de espin D?e’ = 0, entonces R, A e/ = 0 (usando que
D*u! = RL Au?). Si R = 0 se dice que w es una conezidn plana.
Las ecuaciones de Einstein en el vacio son

2
ersir(e! NRTE — gAeI Nel NeF) =0, (2.44)
donde €7k, es una 3-forma con un indice interno libre y A es la constante cosmo-

logica.
El tensor de Ricci es

RIa = RIJabe?f = Rab = R{zez)]nIJ (245>
y el escalar de Ricci es
R=RleS. (2.46)
Usando estas definiciones, las ecuaciones de Einstein en el vacio se escriben como
1
R, — §Rgab + Agab =0 (247)
1
(RL — §Re£ + AeD)elnr; =0 (2.48)
1
R — éReé +Ael =0 (2.49)

La ecuacion (2.44) se derivada con el principio variacional sobre la accion de primer
orden dada por

Sle,w| = % /GUKL (el Ael N REE — 1—12AeI Ael Aef A €L> ) (2.50)
Esta ecuacion es llamada accion de Palatini. La variacion respecto a la cotetrada
(de) con A = 0 da la ecuacion ef A REL = 0, equivalente a T7 = 0, lo cual dice
que w es compatible con e;. La segunda ecuacion que se deriva es para la variacion
respecto a la conexion (dw), la cual corresponde a la ecuacion de Einstein si w es
la conexiéon de espin.
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La accion (2.50) esta bien definida cuando hay fronteras. Existen otras acciones

que incluyen términos topolodgicos, como las de Holst, Euler y Pontryagin.

Ahora la idea es construir un nuevo conjunto de variables que permita realizar la

cuantizacion al estilo lazos de la relatividad general. Para lograr esto primero se
~ab

hace una extension del espacio de fase (¢, 7°) — (ef, K) y luego se hace una
transformacion canonica (e, K!) — (A%, E2).

2.3.1. Nuevas Variables

Una vez se tienen la relatividad general en la formulacion de triadas y conexiones se
hace la descomposicion 3+1 y se fija una de las triadas en la direccion ortogonal a
la hipersuperficie espacial (ver [26]). Luego, en lugar de usar la métrica espacial ggp
como variable fundamental se usan las triadas ef espaciales de las cuales se deriva
la métrica ¢* = e?e?éij, Qab = efle{)é,-j. La métrica q,, tiene 6 grados de libertad
mientras que las triadas ef tienen 9 grados de libertad, es decir, que contienen tres
simetrias adicionales correspondientes a las rotaciones SO(3). Esto significa que se
pueden realizar rotaciones locales del grupo SO(3) sobre las triadas y se obtiene
la misma métrica. Usando las nuevas variables se define la triada de densidad

ra . 1 ~abc J k

Ei = 56@‘]&”] €re. (251)
donde 7% es la densidad de Levi-Civita. Usando esta triada de densidad, la métrica
se puede recuperar como

ra 77b $ij ab
E!E6Y = qq™ . (2.52)
La variable canénica conjugada de E? esta dada por [62]

1

K! =

a

STE K, (2.53)

B

la cual tiene estructura de indices de una conexién. Por lo tanto el nuevo espacio
de fase tiene coordenadas (E%, K?). Ahora la idea es realizar una transformacion
canonica para obtener las nuevas variables. Para hacer esto se suma a K', la
conexion de espin compatible, con e!

Ot + €plley = 0. (2.54)
De donde la nueva conexién que podemos construir es

TAL =T + K. (2.55)
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Esta conexion es llamada la conexion de Ashtekar-Barberoy « en principio es una
constante arbitraria que para nuestros fines se toma real y positiva. Con esta elec-
cion, 7 es llamado el pardmetro de Barbero-Immirzi [22, 49]. La variable canonica
conjugada a la nueva conexion es

. ke
VRS = 2L (2.56)
Y

Las nuevas coordenadas en estas variables del espacio de fase son (TA% 7E¢). El
corchete de Poisson de las nuevas variables esta dado por

{44 (@), "B} (y)} = £0,8;0°(x,y) (2.57)

con £ = 87G. Por convencion se usa E¢ y YA’ como variables basicas. Adicional-
mente se denota YA’ como A’ (de ahora en adelante esta seré la notacion), con lo
cual los corchetes de Poisson quedan como

{AL(@). BXy)} = 7k6,0;6%(x, y) (2.58)
{A(@), A(y)} = {Ef(2). Ej(y)} =0. (2.59)

Las tres simetrias adicionales que surgen al usar las triadas agregan tres ligaduras
que corresponden a la simetria de la curvatura extrinseca K = 0, de donde se
obtiene la ligadura [62]

Gi=D,E*~0, (2.60)

llamada ligadura de Gauss, ya que tiene la forma de la ley de Gauss para una
teoria de Yang-Mills. D, es la derivada covariante definida por A?,

Gi=D,E! = 0,E* + ¢ AVE: =~ 0. (2.61)

J

Ahora solo queda reescribir las ligaduras Hy y H, en términos de las nuevas
variables, las cuales toman la forma [29] (con A = 0)

Vo = FuBl = (1+79°)K,Gi=0 (2.62)
ECEY g -

S = —{[egFfb—z(ny?)KgaKg] ~ 0 (2.63)
|det(E)|

con

Fly = 0,4, — OyAL + €, AL Ap (2.64)
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curvatura de la conexion A’. Para obtener el dlgebra de las ligaduras se definen
los funcionales

Gla) = /Ed?’xoziGi, (2.65)
S(N) = /Z FNS | (2.66)
V(N%) = /Z >z NV, . (2.67)

El algebra de las ligaduras queda de la forma [29]

{G(a),G(B)} = G(la, b)) (2.68)
{G(a),VIN)} = —G(Lga) (2.69)
{G(a),S(N)} = 0 (2.70)
{V(N9), V(M")} = V(IN,M]") (2.71)
{(V(N9),S(M)} = —S(LyM) (2.72)
{S(N),S(M)} = V(59 (2.73)

donde ignoramos términos proporcionales a la ligadura de Gauss [29] y

S EgEé?éij NDyM — M D,N
_|detE|( oM — MDyN).

Las relaciones de conmutacion entre las ligaduras muestran que son de primera
clase ya que quedan en términos de las demas ligaduras.

Algunos comentarios:

= Hay una fijacién parcial de la norma cuando se pasa de la descripcion del
espacio-tiempo a la descripcién sobre .

= Las diferentes descripciones de la relatividad general para distintos valores
de v son equivalentes clédsicamente aunque no lo son cuanticamente.

Ahora que se tiene la formulacion clasica completa en las variables que deseamos,
se procede a cuantizar el sistema, proceso que explicaremos en la proxima seccion.

2.4. Cuantizacion

En esta seccion explicaremos como es el proceso de cuantizaciéon para sistemas que
tienen ligaduras de primera y segunda clase.
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Las diferentes formas que hay para cuantizar un sistema dependiendo del tipo de
ligaduras que se tenga son:

Ligaduras de segunda clase

1. Si clasicamente se solucionan las ligaduras de segunda clase, se tiene un
espacio simpléctico bien definido (I, 2) y se puede cuantizar el sistema de la
manera usual.

Ejemplo 4. Sea T' = R® con coordenadas (qi,qo, q3, p1, P2, P3), estructura
simpléctica estandar Q = dpy A dq + dps A dgs + dps A dgs y ligaduras ¢ =
@1 =0y ¢y = p; = 0. La superficie de ligadura esta dada por T' =T|,,_, =
(q2,q3, P2, p3) ¥ Q = dpy Adgo +dps Adgs. Entonces el sistema cuantizado es
un espacio de Hilbert sobre R? con funciones de onda V(qo,q3) y operadores

o — —ih<0- Pa = —ihS-
P2 = maqg;ps— Zhaq3~

2. Ademés de esto, se pueden imponer las ligaduras como operadores.

Ejemplo 5. En el vdltimo ejemplo no se reduce el espacio de fase cldsico y en
su lugar se imponen las ecuaciones 4V = 0, p1 V¥ = 0 para todo V(q1,qe, q3).

3. Se puede usar una combinacion de las dos propuestas. En la direccion (qq, p1)
construir un “estado de vacio” U° tal que ¥(qi,q,q3) = VO (q1)P(qo, q3),
donde ¥° es una Gaussiana centrada en cero.

En los procedimientos 1 y 2 la condicion [G1,p1] = ih no se satisface, mientras
que en 3 si lo hace. Para solucionar el problema con los procedimientos 1 y 2 se
usa el corchete de Dirac, el cual clasicamente es {q,p1}* = 0 y se promueve a
[G1,p1]* = 0, €l cual se satisface para 1y 2.

Ligaduras de primera clase

1. Para estas ligaduras, el primer método es tomar el espacio de fase reducido
(T, Q) y cuantizarlo. El problema es que en la préactica es muy dificil construir
el espacio de fase reducido o es intratable.

2. El segundo método de cuantizacion es el método de Dirac, el cual consiste
en cuantizar primero y luego reducir. Los pasos basicos son:

= Definir el espacio de Hilbert cinematico Hyn.

= Representar las ligaduras C; como operadores autoadjuntos sobre Hy;y,.
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= Imponer sobre los estados fisicos la condicion C; ¥, = 0.
» Encontrar el producto interno del espacio fisico de estados Hppy-

» Representar los observables como operadores autoadjuntos sobre Hp,.

Ejemplo 6. Sea I' = R® = (q1, g2, g3, p1. P2, p3), Q@ = dpy Adgy + dps Adgs +
dps A dqs y la ligadura C; = py = 0. El espacio de Hilbert cinemdtico es
Hiin = L*(R3) con estados W(q1,q2,q3) y la ligadura es representada como
Cy = —iha%l. Al imponer la condicion de Dirac

a‘l’((]b q2, Q3)

Ol \I/phy = —1ih aql

=0,

se obtiene que Wy, = ¥(qa,q3) € Hpny = L*(R? dgadgs). Los observables
son representaciones de las funciones f(qs,qs, p2,p3) por que las funciones

9(q1, ...) no son observables ({g,C1} #0).

Cuando los simpléctomorfismos a lo largo de las superficies nulas (movimientos
de norma) forman un grupo, existe en procedimiento general para construir los
estados fisicos y su producto interno conocido com promedio de grupo, el cual
expondremos en la siguiente seccion.

Promedio de Grupo

Este procedimiento funciona cuando las ligaduras forman un algebra de Lie
{Ci,C;} = T30k, (2.74)

con Ffj constantes de estructura. Esto genera un grupo dado por las transforma-

ciones canodnicas a lo largo de las orbitas de norma. La idea es construir estados

invariantes bajo la acciéon de los movimientos generados por las ligaduras, es decir,
-y J A

ez/\ CJ\I]

= (2.75)

phy phy »

donde en general W, ¢ Hin. Para encontrar estos estados se construye una
representacion unitaria del grupo de norma G sobre Hyi,. Por ejemplo, si solo hay
una ligadura C entonces U (\) = €Y es una representacion de U(1) sobre Hygy.
En este caso se puede definir el estado fisico como

I G
Wpny = /0 dhe W, (2.76)
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donde A es el volumen del grupo, dX es la medida, e* =1y U € S C Hyn, S €s
un subespacio denso de Hy;,. Esto permite definir el estado fisico para cualquier

grupo G como
1 N
Uiy = ———— [ dgU(g)¥ 2.77
phy VOI(G)/G g (g) ) ( )

donde U (g) es una representacion unitaria de G sobre Hy,. Esta accién sobre
U puede ser entendida como la accién de un proyector (o “extractor”) que da el
estado fisico Wy = PU. Para ver que realmente acttia como un proyector se
puede considerar el siguiente ejemplo:

. 1A O 1A NG
Uy = U(X)K /O de AU = 1 /O A AT =@, (2.78)

La tltima igualdad se satisface si la medida d\ es homogénea.
El producto interno entre dos estados fisicos se puede definir como

(g Priy) = (PU|PD) = (P = (PU[0) (2.79)
1 ~
- WG /G dg(U1(g)¥]®) (2.80)

lo cual muestra que el estado fisico esta en el espacio dual. Si se denota S* el dual
de S entonces se tiene el triplete S C Hign C S*. Si G = R se define

1 ) A
(W = /V A\ (e (2.81)

con K =Vol(V). Entonces el producto interno entre un estado [®) € S'y (¥pyy| €
S* esta dado por

(W oy |®) = % /V e T | D). (2.82)

Es importante hacer una buena eleccién de S ya que esta integral puede estar
mal definida. Ademaés de esto, es necesaria la convergencia de la integral y que el
producto interno (Wpuny|Pphy) = (Vpny|P) sea positivo definido. La norma de un
estado fisico es

1 A
10| = — / A\ (e=Cp| ), (2.83)
K Jy
Si se tiene un observable O entonces

(Yp1y [OF)

(W [ 0) (2.84)

<O>phy .
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Ejemplo 7. Sea T' = R® con coordenadas (q1, 2, q3, p1, p2, p3) y ligadura C = p; =
0. El espacio de Hilbert cinemdtico es Hign = L*(R3,d3q) con estados ¥(q1, q2, q3)
y una representacion unitaria de la ligadura esta dada por

672’/\0‘1’(%, 92,q3) = V(g1 — A, 2, q3). (2.85)

Los estados fisicos son

1 A 1
\Ilphy = ?/d)‘e_w\c\lj((,ha q2, (13> = ?/dA‘II<Q1 - )‘7 q2, 513) . (286)

Si S es el espacio de las funciones suaves con soporte compacto, entonces S es
denso en Hiin y K es finito, por lo tanto la dependencia de g1 desaparece y Vppny =
Uohy (92, g3). El producto interno es

(Wpny|®) = % / AN e PCU|D) (2.87)

1 _
= E/d)\/d?’q\lf(ql — A q2,43)2(q1, 42, 43) (2.88)

el cual es independiente de K, al igual que los valores esperados de los observables.

Ejemplo 8. Este ejemplo es similar al anterior pero ahora la ligadura es en q.
Sea T = R® con coordenadas (q1, qa, q3, p1, P2, p3) y ligadura C = q; = 0. El espacio
de Hilbert cinemdtico es Hyn = L*(R?,d3q)

» S se usa el método de Dirac imponiendo la ecuacion de ligadura
CU = q1%(q) = () =0 (2.89)
sobre los estado fisicos. Esta ecuacion tiene como solucion

Wony (¢:) = 0(q1)¥ (g2, g3) - (2.90)

Este estado no es un elemento de Hyn = L*(R3,d3q) y se espera que sus
grados de libertad sean 1¥(qs,qs).

s Usando el promedio de grupo el estado fisico es

1 —ixe
‘I’phy(QD = E/d)\@ A0‘11(6117%76]3)
1 —i
= ?/d)\e /\ql‘l’(ﬂhu%?%)

1
= —5(q)¥
K (Q1) (Q1>Q27Q3)

= %5@1)?/1((12, q3)
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donde la dependencia de q; es solo en la delta de Dirac. El producto interno
es

(\I/phy@phy) = (\I'phy|q)>
= % / dM (e | D)

1 .
= K/d)\/d3qe”\q1‘11(ql,QQ,Q3)‘I)(Q1:C]2>Q3)

1 _

- E/dgq(;(CIl)‘I’(QhQ2;Q3)(D(Q1,Q27Q3)
1 _

= ﬁ /dquQ3qj(q1 = 0>QQ;Q3)@(QI - O,QQ793)
1 _

= F/dCIQdQ:s@D(Q%Q:s)Cb(Q%%)

donde se muestra que los grados de libertad reales son (qq,q3).

Una vez mostrados los elementos necesarios para cuantizar un sistema clésico con
ligaduras, podemos proceder a explicar en forma general como se realiza la cuan-
tizacion de la gravedad.

2.4.1. Método General de Cuantizacidon

El proposito de esta seccion es mostrar los pasos de cuantizacién para una teoria
clasica (variedad simpléctica I') con ligaduras (C; =~ 0). Estos pasos son los mismos
que se pueden aplicar a la gravedad cuantica de lazos [13].

1. Tomar un conjunto § de variables elementales. S debe ser suficientemente
grande para que separe puntos en I' (si p # ¢ € ' entonces 3f € S tal que
f(p) # f(q)), pero a su vez S debe ser suficientemente pequeno para ser
de utilidad. En particular, S debe ser cerrado bajo el corchete de Poisson
clésico. Por tltimo, los gradientes de los elementos de S deben generar T, T
en cada punto p € I'.

2. Se introduce un operador de involucién * : S — § tal que S es cerrado bajo
esta operacion.

Ejemplo 9. Sea T' = R, con coordenadas (¢',p;), i = 1,2,3. Entonces
S = generado {1, ¢, p;}, con (¢)* = ¢' y (p;)* = pi. Donde generado significa
que es combinaciones lineales de las funciones basicas.
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Construir una *-algebra cuéantica abstracta U. Se toma el algebra tensorial
libre generada por S

T(S)=Coa>, o8, S
y se impone sobre esta algebra las relaciones de conmutacién canoénicas

[a,b] = ihi{a, b}.

Una cuantizacion es una *-representacion del algebra cuantica U. Es decir,
existe 1T : U — B(Hyin) tal que

I1(1) I
(a4 b)) = aoll(a) + BIL(D)
[M(ab) = T(a)II(b)
(a") = Ti(a)'

Se impone la condicién de Dirac, C’i\prhy = 0. Aqui es donde se construye
el espacio de Hilbert fisico usando, por ejemplo, el método de promedio de

grupo.

Si se siguen estos pasos empezando con un espacio de fase clasico de una teoria de
norma entonces el resultado es una teoria cuantica tal como gravedad cuantica de
lazos. Estos pasos se hicieron histéricamente de la siguiente manera (aunque aun
no se han completado todos):

1988, Rovelli y Smolin [64], construyeron de manera heuristica la “represen-
tacion de lazos”.

1993, Ashtekar y Lewandowski [11], construyeron el espacio de Hilbert cine-
matico Hyp.

1995, ALM?T (Ashtekar, Lewandowski, Marolf, Mourao, Thiemann) [13],
procuraron describir los pasos uno al cuatro.

1997, ACZ (Ashtekar, Corichi, Zapata) [9], construyeron S y U.

2004, Fleischhack [44] y LOST (Lewandowski, Okolow, Sahlmann, Thie-
mann) [57], demostraron la unicidad de la representacion de Y. Basicamente
este teorema demuestra que la cinematica de la gravedad cuantica de lazos
es unica.

En la siguiente seccion se da una somera revision de los principales resultados de
la cuantizacion de la gravedad a la lazos.
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Gravedad Cuantica de Lazos

Los resultados que se muestran en esta seccion estan basados en [32, 62, 12].
Primero es importante resaltar que de ahora en adelante se va a trabajar con
el grupo SU(2) en lugar de SO(3). Esto es motivado en primer lugar para poder
incorporar espinores a la teoria y en segundo lugar, para que el grupo de estructura
sea el mismo en el caso de v real y el caso medio-plano (el cual no es de interés
para nosotros).

El espacio de fase clasico (A%, E%) esta conformado por conexiones valuadas en el
algebra de Lie de SU(2) y triadas-densidad valuadas en el dual del algebra de Lie
de SU(2). Las variables elementales que se consideran son las holonomias

ha(A) = Pexp ( ji Aads“) (2.91)

y los flujos
E[S, f] = / Eupif'dS® (2.92)
S

donde f* es una funcion valuada en el algebra de Lie de SU(2), S es una dos
superficie y

Eabi = %nabcEic (293)
es una 2-forma valuada en el dual del algebra de Lie. Estas variables forman
el dlgebra de holonomias y flujos, la cual se quiere representar como operadores
sobre el espacio de Hilbert cinemaético. Este espacio corresponde a las funciones
de cuadrado integrable definidas sobre una extension del espacio de configuracion
clasico A (espacio de conexiones). La extension se puede hacer entendiendo las
conexiones como operadores que acttian sobre objetos 1-dimensionales (aristas) y
dan un elemento del grupo (esto se puede hacer usando las holonomias). Se define
una conexion generalizada como cualquier mapa que actiia sobre una arista y da
un elemento del grupo (satisfaciendo algunas condiciones habituales). El espacio
de las conexiones generalizadas se llama espacio de configuracion cudntico y se
denota como A. Por lo tanto el espacio de Hilbert cinemético es de la forma

szin = L2(~’Zl> d:uAL) 5 (294)

donde dpay, es la medida de Ashtekar-Lewandowski [11]. Este espacio de Hilbert
se puede descomponer como

donde v es cualquier grafico en ¥ con N aristas. Cada uno de estos espacios de
Hilbert es de la forma

Hy = LZ(‘A’Y? d:u’y) ) (2.96)
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donde A, es el espacio de configuracion dado por las conexiones restringidas al gra-
fico 7, este espacio es homeomorfo a N copias del grupo, es decir, A, = (SU(2))"
La medida dy, es la medida de Haar sobre las /N copias del grupo. Las funciones
de onda del espacio de Hilbert H, se pueden escribir como

U, [A] = ¥ (he, (A), ... hey (A)), (2.97)
con e; arista del grafico 7, he, (A) holonomia de la conexion A a lo largo de e; y
Y (SU2)N = C (2.98)

es llamada funcion cilindrica.
Las holonomias y los flujos se pueden representar como

Uy (A) = he,(A)U,(A) (2.99)
E[S, f]- W, (A) = z47rGhZZ (p)X] - (2.100)

donde la primera suma es sobre los vértices p del grafico v que viven en la superficie
S, la segunda suma es sobre las aristas I, que empiezan o terminan en p y ¢({,) =
+1 es el signo asociado a la orientacion de I,. Si la arista [, estd en la direccién
saliente (entrante) de la superficie S entonces X}p -1 es el resultado de la accion
del iésimo campo vectorial invariante a izquierda (derecha) sobre la iésima copia
del grupo.

Las funciones definidas sobre el grupo SU(2) admiten una descomposicion tipo
Fourier dada por la descomposicion de Peter-Weyl,

= VG (2.101)

donde fi™ son los coeficientes de la descomposicién (analogos a los coeficientes
de Fourier), I, (g) son las funciones base (anilogas a la base de Fourier) que
corresponden a las representaciones unitarias del grupo y la etiqueta j es para cada
representacion irreducible. De manera similar las funciones de onda del espacio H,
se pueden descomponer como

Z Jﬂ:l J;nw,m...m\r zrlzlm (hel (A)) ... ZYJLVNHN (heN(A)) , (2102)

JiJN

donde ¢? (g) = +/j(j + DI/ (g). Por lo tanto el espacio de Hilbert cinematico
se puede escribir de la forma

Hiin = D, 7M. 5 (2.103)
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donde el vector j contiene las etiquetas que se asignan a cada arista, en el caso de
SU(2) estas etiquetas son semienteros. Cada espacio de Hilbert H, 7 es de dimen-
sion finita y su dimensiéon esta midiendo los grados de libertad extra contenidos
en los vértices. Entonces el espacio de Hilbert cinemético se puede descomponer
como

Hiin = D (2.104)

%j,lH%j,l

donde el vector | denota las asignaciones a los vértices de las representaciones
irreducibles de SU(2), los espacios de Hilbert H_ zpson de dimension uno. El
grafico v con las asignaciones a las aristas y los Vertlces es conocido como red de
espin.

Ahora que se tiene el espacio de Hilbert cinemético y una base adecuada para las
funciones de onda la idea es implementar las ligaduras para obtener el espacio de
Hilbert fisico:

= Ligadura de Gauss, G- . (4) = 0. Esta ligadura impone la condicion

> D X, vy, 4,0 =0. (2.105)
Ip

p

Los estados que satisfacen esta ecuacion se llaman redes de espin invariantes
de norma 'y se denotan como N (v, j) Notese que el vector [ no aparece ya
que la ligadura impone condiciones sobre los vértices. El espacio de Hilbert
HS. formado por las redes de espin invariantes de norma es un subespacio
del espacio cinematico, con estos elementos se puede calcular los autovalores
del operador de area,

as =87Gh Y /j,(jo + 1) (2.106)

donde la suma es sobre los vértices (de un grafico v) que interceptan la
superficie S. Para obtener este resultado se asume que no hay aristas en la
superficie S. El menor autovalor distinto de cero es cuando j, = 1/2 y esta
dado por

A = 47G~yV/3h. (2.107)

Este valor seréa de utilidad cuando estemos construyendo la cosmologia cuan-
tica de lazos.

» Ligadura de difeomorfismos, V' - ¥, (A) = 0. Esta es la representacion cuanti-
ca que se quiere de la ligadura clésica que genera transformaciones canénicas
infinitesimales. El problema es que este operador no puede ser representado
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como un operador autoadjunto. Para solucionar este problema se considera
el operador asociado a un difeomorfismo ¢ finito y se impone que los esta-
dos sean invariantes bajo difeomorfismos, es decir, se impone la condicion
Ulp]¥ = . Para construir estos estados se utiliza el método de prome-
dio de grupo. Primero denotemos el grupo de difeomorfismos sobre ¥ como
Dif f(X), entonces el operador U [¢] con ¢ € Dif f(X) puede ser representado
sobre las funciones cilindricas como

U610, (A) = Tyr, (A). (2.108)

Usando este hecho se puede construir el estado fisico como

(W)= > (U= > (¥ (2.109)

peDif f(3) pEDIff(X)

donde la suma es sobre todos los difeomorfismos. Estos estados son invarian-
tes bajo difeomorfismos R
(W2|U[g] = (92 (2.110)

Ademés pertenecen al espacio dual de las funciones cilindricas (V2| € Cyl*,
es decir, son operadores lineales que actiian sobre las funciones cilindricas
|U.,) y su accién es finita. El producto interno entre los estados invariantes
bajo difeomorfismos se define como

(UDwE) = (TP, (2.111)

el cual esta bien definido ya que la acciéon de (\Ifg | es invariante bajo difeo-
morfismos

(U7 ¥5) = (VD |U[6] W) - (2.112)

» Ligadura Hamiltoniana. Usando las ecuaciones (2.63,2.66), se obtiene la li-
gadura clasica que hay que promover a operador

S(N) = /E d*zNS (2.113)
f EfEY o
— /0153,~N—J~ [echfb—Z(lJr”yQ)KfaKg]] (2.114)
¥ |det(E)|
Eepb
_ / BN [FL (14208 . (2115)
> |det(E)]

donde FE es la curvatura de la conexion A’ y QF, es la curvatura de la
conexion de espin I':. La propuesta estandar de Thiemann [12] es reescribir
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esta ligadura en funciéon de las holonomias, el volumen y sus conmutadores,
los cuales pueden ser promovidos a operadores cuanticos. De manera somera
y esquemaética, la idea es usar que la curvatura se puede aproximar como [62]
haw[A] — ho L [A] = €FL7 + O(€), (2.116)
con oy un lazo infinitesimal con area €? en el plano formado por los vectores
ea v €. Andlogamente se puede aproximar QF, usando la conexion de espin
' El otro término en el Hamiltoniano se aproxima como
EPES
ho A {he, [A] VY = ea———L=c""¢q + O(?) (2.117)
|det(E)]

con « una constante. Esto permite reescribir el Hamiltoniano en términos
de las holonomias, el volumen y sus conmutadores. Luego se promueve a
un operador cuéntico y se puede definir su accioén sobre los estados. Existen
varios problemas que surgen con esta propuesta. En primer lugar, hay ambi-
giiedades en la representacion de SU(2) que se puede tomar, ademas de las
que hay en la regularizacion (e€) y en la normalizacion del producto interno
fisico. Adicionalmente, hay ambigiiedad en el ordenamiento de los factores,
la cual esta siempre presente en las teorias cuanticas. Por lo tanto en lugar
de una sola teoria se obtiene un ntimero infinito de teorias mateméticamente
consistentes. El problema es que trabajar con estas teorias es extremadamen-
te dificil y no se ha podido mostrar si alguna de estas teorias reproduce la
relatividad general en el limite clasico continuo. Adicionalmente el algebra
de ligaduras se satisface, por asi decirlo, de manera trivial y por lo tanto no
se puede verificar de manera explicita que el algebra total de las ligaduras
se satisface. Por estas razones se considera aiin como un problema abierto la
implementacion de la ligadura Hamiltoniana a nivel cuantico. La ventaja de
la cosmologia cuantica de lazos es que permite solucionar esta ligadura para
sistemas reducidos, tales como los modelos cosmologicos. Lo cual, por cierto
no garantiza que sera el caso en el sistema completo.



Capitulo 3

Cosmologia Cuantica de Lazos

En este capitulo se resumen los principales resultados de la cosmologia cuantica
de lazos (CCL) para los modelos cosmoldgicos homogéneos. En particular los mo-
delos de FRW con k£ = 0, kK = 1 y los modelos anisotrépicos de Bianchi I, IT y IX
(la clasificacion de Bianchi de los universos homogéneos y anisotropicos se explica
en el apéndice A.6). Este capitulo esta dividido en tres secciones. En la primera
seccion resumimos la formulacion Hamiltoniana clasica para los modelos homogé-
neos en CCL. Adicionalmente, mostramos la forma del Hamiltoniano clasico y las
ecuaciones de movimiento en las variables de triadas y conexiones, para cada uno
de los modelos cosmologicos en consideracion. En la segunda secciéon mostramos
como reescribir el Hamiltoniano clasico en términos de las variables que se van
a cuantizar, las cuales son las holonomias y los flujos. Luego mostramos como es
el proceso de cuantizacion para el modelo de FRW con £ = 0. Finalmente, en la
iltima seccion damos una explicacion global de como se obtienen las teorias efec-
tivas para los distintos modelos. También mencionamos los distintos métodos que
existen para llegar a estos resultados y damos las referencias de donde encontrar
la constuccién de cada una de las teorias cuanticas de las cuales se derivan las
ecuaciones efectivas. Todo esto para mostrar los Hamiltonianos efectivos.

3.1. Formulaciéon Clasica

Sea M = ¥ x R un espacio-tiempo globalmente hiperbodlico con ¥ una variedad
espacial que puede ser identificada con el grupo de simetria del modelo que se este
estudiando. Sobre esta variedad tomemos una métrica auxiliar °q,, y sus bases
asociadas de 1-formas °w! y vectores °e? auxiliares. Si ¥ es no compacta entonces
tomamos una celda auxiliar }V adaptada a las triadas auxiliares y con volumen V.
También se define la longitud L; del lado i-ésimo de la celda a lo largo de “e;, con

41
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V, = L1LyL3. Cuando ¥ es compacta tomamos L; = Vol/g. En la seccién 3.1.1 se
muestra explicitamente el papel que juegan las cantidades auxiliares.

En nuestro caso las coordenadas del espacio de fase para la relatividad general
consisten en los pares (A%, E¢) sobre ¥, donde A = TI" + K es una conexion de
SU(2) y E¢ una triada densidad, las cuales satisfacen el corchete de Poisson

[ALL E'} = 87GAaL816% (., y) (3.1)

donde v es el pardmetro de Barbero-Immirizi. Dado que estamos interesados en
modelos homogéneos, podemos fijar la ligadura de Gauss y la de difeomorfismos
si se toma la siguiente forma de las variables [5]
., piL;
Al = —°W | E! = V°q °el 3.2
a LZ a (2 ‘/O q (2 ( )

donde las variables (¢!, p;) no dependen de las coordenadas espaciales (por ser
homogéneo), solo dependen del tiempo. Los p; pueden ser escritos en términos de
los factores de escala a; como

Ipi| = LjLiajay, ik,
El corchete de Poisson ahora es de la forma
{c',p;} = 87TG’7(5§- .

Para los casos isotropicos solo hay dos componentes independientes (¢, p) y satis-

facen que
81Gry

{e,p} = B

La tnica ligadura que queda por resolver es la Hamiltoniana

i pa b
CH:/N[ Chi (Fr, — (140 + Huatter | Pz, (3.3)
%

- 167G~24/|det E|

con N la funcién de lapso, Hoatter = pi /2V el Hamiltoniano de materia, F(fb
y QF, las curvaturas de la conexion A’ y la conexiéon de espin I' (compatible
con las triadas), respectivamente. Notese que en la parte de materia nos estamos
restringiendo a un campo escalar sin masa ya que con el campo escalar se tiene
una cuantizacion satisfactoria de los modelos cosmologicos, puesto que se puede
definir los observables relacionales de la teorfa.

Ahora mostraremos el formalismo Hamiltoniano clasico en las nuevas variables

(¢', p;) para los modelos cosmologicos a estudiar, empezando con el modelo de
FRW con k£ = 0.
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3.1.1. FRW con k=0

En esta seccion ademas de mostrar la forma del Hamiltoniano gravitacional en las
nuevas variables (¢!, p;) también se definen otros conjuntos de variables que seran
de utilidad a la hora de estudiar los modelos cuanticos. También se muestra el
Hamiltoniano para el campo escalar sin masa. Ademés, en esta seccion todos los
calculos contienen el volumen auxiliar de forma explicita, ya que este juega un
papel importante en nuestro anélisis del modelo cuantico para FRW con k& = 0.
Empecemos por escribir de nuevo la métrica pero ahora poniendo explicitamente
los elementos auxiliares

ds? = —dt* 4 qupda®da® = —dt? + a*(t) °qepda®da® | (3.4)

donde ¢, es la métrica fisica sobre la hipersuperficie espacial ¥ y °gq, es la métrica
auxiliar, estas métricas estan relacionadas por medio del factor de escala ¢, =
a? °qqp. Por lo tanto el volumen fisico y el volumen auxiliar satisfacen que V' = a3V,
La accion de la teoria es

S = —%/ b, dVop /g d'r + —— | Rg d'x (3.5)

167 G
entonces el Lagrangiano esta dado por
_ 1 ab 3 1 3p 73
L= 2/ V.V a® d:v—|—16G/aRda7. (3.6)
El momento canénico conjugado de ¢ es
oL
Pe 9 (3.7)
= 2 (—l/g“VKbV@ a’ d3x> (3.8)
dp \ 2
0 (1
= < / a*d? &z ) (3.9)
¢
= d 9V. (3.10)

Para calcular el momento canoénico conjugado del factor de escala (a) se utiliza el
escalar de curvatura

a  a®
R=6(-+—]. 3.11
<a * a2) (3.11)
El Lagrangiano gravitacional integrando por partes queda de la forma
3 3V
Lo =——— [ ai®d®z = ——Lai?, (3.12)
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entonces el momento canénico conjugado de a es

oL

a = = 313
p P (3.13)

3Vo .
= ——aa. 14
ek (3.14)

Ahora podemos calcular el Hamiltoniano gravitacional como

HG = pad—LG (315)

271G p?
= ——=. 3.16
3V a (3.16)

El Hamiltoniano para la parte de materia ya fue calculado en el ejemplo 3 del
capitulo 2. Si usamos la ecuacion (2.31) haciendo N = I,m = 0,,/g = @’ y
teniendo en cuenta que el campo escalar ¢(t) solo depende del tiempo, se obtiene
2
P
Hy = . 3.17

El espacio de fase cinematico I' consiste de los grados de libertad gravitacionales
(a,p,) y los grados de libertad de la materia (¢, py) y toda la dinamica del sistema
es capturada por la ligadura Hamiltoniana

271G p? 2
P Pe g (3.18)

C = — ~~
a 3o a  2a3V

Los corchetes de Poisson son

{a,pa} =1, {¢.ps}=1. (3.19)
La relacion entre las variables métricas y (¢, p) es
p= \/02/3a2 , c= \/01/37&, (3.20)

entonces el Hamiltoniano queda como

2

3 Dy
Cy=——\/pc ~0 3.21
" 8rGH? Vet 2p3/2 (3.21)

y los corchetes de Poisson son

{Cap} = 87]-2?7 5 {¢7p¢>} =1. (322)
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Otras variables que son de utilidad para el modelo cudntico son el volumen fisico
y su variable conjugada

V=V, = yg , (3.23)
las cuales dan el Hamiltoniano
3 P}
Cr = — 2V 4+ 2~ 0 3.24
H= e’ Vi gy (3:24)
y los corchetes de Poisson
{B,V}=dnGy, {é,ps}=1. (3.25)
Las ecuaciones de movimiento en las variables (V, 3) estan dadas por
. 3
V = {V,Cyx}=— V 3.26
RN S R i (3:27)
VT R G2 V2 ‘
Otras variables que seran de utilidad a la hora de estudiar el modelo soluble son
3/2 Vv
P c
= = b:=—= 2
v 2nGyh  27G~yh’ NG g, (3:28)

que satisfacen el corchete de Poisson
2
{b,v} = 7 (3.29)

Ya que el contenido de materia es el mismo para todos los modelos, en el resto de
secciones solo mostramos la forma del Hamiltoniano gravitacional.

3.1.2. k=1FRW

La variedad espacial ¥ que vamos a considerar tiene la topologia de la tres esfera
S?. La métrica auxiliar sobre ¥ es %up := W' W] kyj, con ky; la métrica de Killing-
cartan sobre SU(2). El radio de la tres esfera medido con la métrica auxiliar es ay,
por lo tanto el volumen respecto a la métrica auxiliar esta dado por Vy = 272 aj.
Se define la longitud auxiliar ¢y := Vol/ 3, que se puede escribir como ¢y =: 9 ay,
con ¥ := (27?)'/3. Las triadas y conexiones son de la forma

A= W, B =D (3.30)
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La ligadura Hamiltoniana con lapso N =1 es [33]

3 v}

_ N2 2021, Po
Co = s vV Ip| [(c J) +719]+2V2. (3.31)

Es conveniente definir las variables V = p*? y 8 := ¢/|p|"/? como se hizo para el

modelo con k£ = 0, donde V es el volumen de > y (8 su variable conjugada. Las

ecuaciones de movimiento estan dadas por los corchetes de Poisson de V' y 5 con

el Hamiltoniano
. 3
Vo= = (BV -9V (3.32)

Y

. 3 , 4 1

- = PV Ve
1 Gl

1 P}

—(1++%)0* V23 —27Gy—% . (3.33

5(1+79) Ty (3:33)
Estas ecuaciones se implementaron numéricamente con el fin de comparar con las
soluciones de las ecuaciones efectivas. Para mas detalles sobre la formulacion clasica
de este modelo en las variables de triadas y conexiones se puede consultar [33].
Ahora procedemos a mostrar la formulacion clésica para los modelos anisotropicos.

3.1.3. Bianchil

Las soluciones para los universos tipo Bianchi I son de interés para nosotros ya
que dan informacién del comportamiento asintético de los universos tipo Bianchi
II. Adicionalmente, estas representan las fases de evolucion de los universos tipo
Bianchi IX cuando estan cerca de la singularidad del big bang.

La métrica para el modelo de Bianchi I es de la forma

ds* = —N(7)%d7? + a1 (7)* da® + ax(7)* dy® + as(7)* d22. (3.34)

La idea es reescribir la teoria clésica en términos de triadas y conexiones de tal
manera que sea facil comparar con la teoria efectiva que proviene de la teoria
cuantica. Las nuevas variables del espacio de fase son

B =pLVi ey AL=aLt, (3.35)

con Vo = LyLsL3 volumen auxiliar y L; las longitudes auxiliares respecto a la
Al 13 o R 0.,io J
métrica auxiliar % 1= 0;;%W,W;, donde

"wi = (dx),, Owg = (dy)a, 0w2 = (dz), (3.36)

o\ o\ o\
06(11: (%) s Oeg: (8_y> s Oeg: (&) . (337)
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Un punto en el espacio de fase esta representado por ocho coordenadas reales
(pi, €is @, py). Los corchetes de Poisson estan dados por

{ci, pj} = 8nGy oy {o.pe} =1. (3.38)

La formulacién Hamiltoniana queda completa con la ligadura Hamiltoniana que
para el lapso N =V = \/|p1paps|, toma la forma [21]

2

D
P1C1P2C2 + PaCop3Cs + P1C1P3Cs) — 2 ~0. (3.39)

T 8rGy2 2

Las ecuaciones de movimiento estan dadas por los corchetes de Poisson con el
Hamiltoniano y son de la forma

o= ! (p1p2ca + p1pscs),
Po = 7 '(papici + papscs),
D3 v (pspic1 + pspaca),

¢ = =y Hapaes + apses),

G = —y '(cpricr + capscs),

és = —7 Hespicr + cspaca),

Py = 0 = pg = constante,
b= —pe = é=-ner

La ultima ecuacion muestra que el campo ¢ puede ser usado como un tiempo
interno ya que es una funcién monotona sobre todas las soluciones clasicas. 7 es
llamado el tiempo arménico el cual corresponde a un lapso N = \/|p1paps|. Este
tiempo esta relacionado con el tiempo coésmico ¢ con lapso N = 1 por medio de la
ecuacion

d 1 d

dt \V |P1p2ps| dr

Los observables serédn definidos respecto al tiempo césmico.
De las ecuaciones de movimiento se puede mostrar de manera directa que las
soluciones clasicas poseen las siguientes constantes de movimiento

(3.40)

apr = oq, (3.41)
Cop2 =t Qg (3.42)
c3p3 =i Q3. (3.43)

Estas constantes se utilizan para solucionar clasicamente Bianchi I con un campo
escalar sin masa [41]. La solucion se puede escribir como [50]

ds? = —d? + 129 da? 4 122 dy? + 128 422 (3.44)
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llamada la solucion de Jacobs para un fluido perfecto duro. ! Los parametros k;
son llamados exponentes de Kasner los cuales satisfacen que

ki+k+k+k=1, vy k+k+k==1. (3.45)

El signo menos se agrega para tener en cuenta el cambio de direcciéon de la ex-
pansion cuando se estudien las soluciones no singulares. En la literatura cuando
el contenido de materia es un campo escalar sin masa es equivalente a lo que se
suele llamar “materia dura” 2 y satisface la ecuacion de estado P = p, donde P es
la presion y p es la densidad de energia.

Estas soluciones analiticas se pueden comparar con las soluciones numéricas para
verificar que durante la evolucion los exponentes de Kasner permanecen constantes.

Las soluciones de Jacobs también van a ser utiles para estudiar el pasado y futuro
asintotico de Bianchi IT que corresponde a Bianchi I 3 (Jacobs). Esto se puede ver
en [73, 59] y la seccion 9.3 de [74]. Ademas las ecuaciones clasicas de Bianchi IT son
un caso limite para las ecuaciones efectivas de Bianchi II que vienen de cuantizar
en el marco de la cosmologia cuantica de lazos el modelo de Bianchi II [21]. Por lo
tanto, en la region clasica las soluciones de Bianchi I (Jacobs) seran casos limites
de las soluciones a las ecuaciones efectivas.

Para completar el cuadro clésico daremos las relaciones entre las variables del
espacio de fase y las variables métricas,

p1 = agazlsLs, p2 = arazLy L, ps = ara2Ly Ly, (3.46)
T = lealHl s Cy = ’}/LQGQHQ s C3 = ’7L36L3H3 s (347)

asumiendo a; > 0,p; > 0. Las relaciones (3.46) se satisfacen a nivel cinematico,
mientras que las ecuaciones (3.47) se satisfacen a nivel dinamico, es decir, en el
espacio de soluciones. Estas relaciones se demuestran en la proxima secciéon, donde
se describe la formulacién clasica para Bianchi II.

3.1.4. Bianchi II

La métrica para el modelo de Bianchi II puede ser escrita como

ds? = =N(7)%dr* + a1 (7)* (do — az dy)® + aa(7)* Ay’ + ag(1)? d2?,  (3.48)

La forma de la métrica (3.44) es tomada de [47], donde se puede encontrar un gran niimero
de soluciones analiticas clésicas para modelos cosmologicos espacialmente homogéneos.

2En el articulo original de Jacobs [50], la solucién con este tipo de materia es llamada
“Zel’dovich universe”.

3Esto es cierto cuando la materia es un campo escalar sin masa. Para otro tipo de materia el
comportamiento asintético es diferente.
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donde el pardmetro o nos permite distiguir entre Bianchi I (o = 0) y Bianchi
IT (& = 1). Recordemos que las triadas y conexiones se pueden escribir como
B¢ = piLiVy '] % y AL = ¢;L;'WE, con Vo = L1LyL3 el volumen auxiliar

respecto a la métrica auxiliar % := ;W %1, donde [21]:

W= (dr)y — az(dy)e, W= (dy)e, W3 =(d2), (3.49)
o.a 8 ¢ o.a a ¢ a ¢ o.a 8 ¢
el = (8_:10) , S =az (%> + (3_y) , e = (5) , (3.50)
con corchete de Lie * | [%3, %3] = —%;, con a = 1. La ligadura Hamiltoniana para

el lapso N =V = /|p1paps| es de la forma [21]

1 ap2p. ’
Cn = S |P1ciP2ca + pacapscs + prcipacs + aepapser — (1 + e
8mrGry 2p1
N
5 =

donde de nuevo « hace la distinciéon entre Bianchi I y Bianchi II. El valor de e = 41
depende de si el marco de referencia dado por %{ esta orientado con la regla de
la mano derecha o no (en nuestras soluciones asumimos ¢ = 1, i. e., p; > 0).
Las ecuaciones de movimiento estan dadas por los corchetes de Poisson con el
Hamiltoniano y son de la forma

p1 = 7 '(pipaca + Pipscs + aepaps), (3.51)
P2 = 7 '(paprcr + papscs), (3.52)
Ps = 7 ' (psprcy + pspaca), (3.53)
. - 1 apaps ?
& = =" |epacs + capses + 2—(1 + 72) ( ) (3.54)
i P1 b1
. - | 1 apap3 _
éa = —v 7' |capier + capscs + aepser — 2—(1 + %) ( , (3.55)
i P2 b1 |
: -1 _ 1 2\ [ @P2P3 ?]
C3 = —7  |c3pic1 + c3pacy + aepact — z—(1+77) , (3.56)
i 2p3 P1 |
Py = 0 = pg = constante, (3.57)
¢ = —pp == —pyT. (3.58)
4Estamos usando la notacién de [21] y el capitulo 11 de [46]. Notese que esta no es la eleccion
tipica ([%2, %3] = %;) para Bianchi II. Esta eleccion solo implica un cambio de un conjunto
invariante (n; = 1) de Bianchi II a otro conjunto invariante (n; = —1), dando lugar a las mismas

propiedades fisicas ya que las ecuaciones de movimiento tienen esta simetria discreta. Para méas
detalles ver 74, 43, 46].
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Estas ecuaciones se implementaron numéricamente, incluyendo el “interruptor” «
para pasar de las ecuaciones de Bianchi II a las de Bianchi I. De las ecuaciones de
movimiento se puede mostrar de manera directa que las soluciones clasicas poseen
las siguientes constantes de movimiento

cipr+ep2 =1 Qu, (3.59)
cip1te3ps = s, (3.60)
C3P3 — CoP2 =: (32 = (V13 — (X192, (361)

Esto nos permite solucionar analiticamente las ecuaciones (3.52) y (3.53),

. _ 13T
Po =7 'pacis = pa = pYexp < 1;’ ) : (3.62)

. _ T
Ps =7 'psauz = p3 = Py exp ( ;2 ) . (3.63)

La existencia de estas soluciones permite comparar las soluciones numéricas con las
analiticas para las variables py v p3s. Ademas se puede verificar durante la evolucion
numérica que oo y (ry3 permanezcan constantes.

Las relaciones entre las variables del espacio de fase y las variables métricas estan
dadas por,

p1 = agazLaLs, p2 = arazLi L3, p3 = araz L1 Ly, (3-64)
y
a  a’l?
= ~Lia H, + — 3.65
1 YLiayHy + 2 trasloly ( )
« CL1L1
= ~LsarHy — — 3.66
Co YL2Go112 2 asls’ ( )
« CL1L1
= ~LsasHs — — 3.67
C3 YL3a3113 2 oLy’ ( )

asumiendo a; > 0,p; > 0 y € = 1. Las relaciones (3.64) se satisfacen a nivel cine-
mético, mientras que las ecuaciones (3.65,3.66,3.67) se satisfacen a nivel dinamico.
Estas relaciones pueden ser demostradas usando los parametros de Hubble (las
longitudes auxiliares se ponen explicitamente)

| da, ) L
H=—-= :-———(&+@—3> (3.68)
a; dt 2\/pP1p2p3 \P; Dr  Di
da; L (p; D pz)
= o) 3.69
dt 2p;L; (pj Pr  Di ( )
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con i # j # k # i. Si ponemos las ecuaciones de movimiento (3.51, 3.52, 3.53) en
la expresion anterior se obtiene

da; Ci . 1 apps
= f: — 3.70
N R (3.70)
donde
fign(i) -1 sii=1 (3.71)
sign(i) = .
& 1, sii=23

Usando la relacion entre a; y p; (ecuacion (3.64)) y la definicion del pardmetro de
Hubble se obtiene que

da; NP
¢ = vLid—Cz—fmgn(z)%iozL%af (3.72)
a La?
yL;a sign(7) 2 T Lyasax (3.73)

Estas son precisamente las ecuaciones (3.65, 3.66, 3.67). Para o = 0 se reducen a
las ecuaciones (3.47) de la seccion de Bianchi I, que también se querian mostrar.
Ahora solo nos queda estudiar la dinamica clasica del modelo de Bianchi IX para
completar la descripcion clasica de los modelos anisotropicos.

3.1.5. Bianchi IX

En el modelo de Bianchi IX al igual que en FRW con k = 1, la variedad espacial %
tiene la topologia de la tres esfera S®. La métrica fisica sobre ¥ es qq := wlwi d;j,
donde las formas fisicas son W’ = a'(t)W’ y las formas auxiliares son

,"w; = sinfsiny(da), + cosy(dB)a,
W = —sinBcosy(da), + siny(dfB)a,
W = cosfB(da), + (dV)a

El radio de la tres esfera medido con la métrica auxiliar es ag, por lo tanto el
volumen respecto a la métrica auxiliar es Vy = 272 a3. Se define la longitud auxiliar
ly == Vol/g, que se puede escribir como fy =: ¥ ag, con ¥ = (2#2)1/3. Recordemos
que las triadas y conexiones son de la forma A’ = cly' Wl y B¢ = ply>\/q%¢.
Usando estas definiciones y el lapso N =V = /pipaps (con p; > 0), la ligadura
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Hamiltoniana es |76]

1
Cy = e [p1C1P262 + Pacapscs + preapscs + 20 (pipacs + pspica + papscr)
+92(1+4?) <2p2 + 2p% 4+ 2p% — (@)2 3 <p3p1>2 B <p2p3>2>
1 2 ’ p3 D2 D1
2
p
—1—7(1) ~ 0. (3.74)

Las ecuaciones de movimiento son

D1 v~ (p1pace + pipscs + Ipaps)
Po = v ' (papscs + papricr + Upips)
v~ (psprcr + papaca + Ipipa)

6 = _7*1 C1paca + c1pscs + 20(pacs + p3ca)

2 2 2.2

mpy PiP3 | DaP3

+49?(1 + ~* (pl — > ,
( ) 2p3  2p3  2p}

Gy = —y '|capicr + capscs + 20(pics + psci)

2 2 2,2

P2p1 P2P3 | DiD3

+409%(1 + +?) (pz — — ) :
2p3  2p1  2p3

C3 = —7_1 C3PaCa + C3p1C1 + 219(])201 +P102>

PPy papi p%zﬁ)]

+49*(1 4 7% (ps
2% 2p3 23

Cuando se toma el lapso N = 1, la ligadura Hamiltoniana toma la forma
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/1711726102+ /p1p30103+ /p2p30203
D3 D2 D1

199 (p2p3 el + DP1p3 ¢ + pP1ip2 03)
D1 b2 b3

Cu =

1
8 G2

h b2 Ps3
—9%(1 +~? (2 +2 +2
( ) \/P2D3 \/P1P3 \/P1P2

(p2p3)3/ ? (p1p3)3/ ’ (P1p2)3/ § pﬁ, ~ 0
R C T T

Notese que este Hamiltoniano contiene muchas méas potencias negativas de los p;
que su equivalente con N = V ecuacion (3.74). A nivel clasico las dos teorias
derivadas de estos dos Hamiltonianos solo difieren en el tiempo que se utiliza para
describir la dinamica, pero su espacio de soluciones es el mismo. En el caso cuantico
cada uno de estos Hamiltonianos da una teoria distinta y por lo tanto sus teorias
efectivas seran distintas [55].

3.1.6. Observables

En el estudio de cada uno de los modelos cosmolégicos se han incluido dos tiempos
de interés, 7 el tiempo harmonico (lapso N =V = | /p1paps) y el tiempo cosmico
t (con lapso N = 1), los cuales se relacionan por medio de la ecuacion

da__ 1 d
dt  /pipaps AT

Es respecto al tiempo césmico que definiremos los observables. La derivada respecto
al tiempo cosmico se denotada como dO/dt = O’, por lo tanto O" = O/\/m
Para determinar como se resuelven las singularidades y como evolucionan las so-
luciones clasicas y efectivas estudiamos los siguientes observables

(3.75)

1. Los factores de escala direccionales

1 [pip
Ay = 7/~
L; ' pi

coni #j #k#iyp >0,i= 1,23 Estas funciones hacen facil la
comparacion entre las soluciones clasicas y efectivas.

2. Los parametros de Hubble direccionales

a; 2 P; Dk Di 7
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con i # j # k # i. Estas funciones nos dan la informaciéon de cuando ocurren
los rebotes direccionales (H; = 0) y si las direcciones se estan contrayendo
(H; < 0) o expandiendo (H; > 0).

3. La expansion
/

%
HZV:H1+H2+H3.

Esta funcion contiene la informacion de la expansion total y determina cuan-
do sucede el rebote global del universo (6 = 0). Una funciéon equivalente es
el pardmetro de Hubble promedio

0 1

4. La densidad de materia
p Vo _ W
2V2  2pipaps
Si las singularidades son resueltas entonces esta cantidad debe permanecer

finita durante la evolucién. La cantidad que mide la importancia dindmica
del contenido de materia es el pardmetro de densidad €2, definido como

8tG p
Q=——. 3.76
3 I (3.76)
Este parametro esta relacionado con los exponentes de Kasner en Bianchi I
por medio de la ecuacion Q = 3k3 = 3(1 — kf — k3 — k3) (ver [50]).

5. La cizalladura
1 - 1
02 = g0t — Sl(Hy — o) + (Hy — ) + (Hy — Hy)’) = ;HQ -3

1

Notese que esta definicion de o difiere de la definicion estandar 0% = 04,0
Otra cantidad importante es el pardmetro de cizalladura
302 o?
2. = = — (3.77)
262 6.H?2

que mide la razon entre la cizalladura (i.e. anisotropia) y la expansion. En
Bianchi I la expansion satisface que # = ¢~ (usando el hecho que V =
arasasz = tF1k2TRs — 1) por lo tanto el parametro de cizalladura satisface la
relacion X2 = 3t%0% = 3V20? = 2aS0? = 95}, donde ¥} := 30’ era el
pardmetro de cizalladura usado en Bianchi I [41, 20], con a := (ajagaz)*/? el
factor de escala promedio.
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6. El escalar de Ricci es de la forma

I\ 2 ) /N 2
R= (’i) + (]ﬁ) + (Zﬁ) 420 (3.78)
P b2 Ps3

Esta relacion otorga una manera simple de calcular el escalar de Ricci numé-
ricamente, ya que los p} se pueden calcular de las ecuaciones de movimiento
y 0" esta dado por la ecuacion de Raychaudhuri (para las soluciones clésicas)

1
0 = —592 —o? —167Gp. (3.79)

Para las soluciones efectivas, 6’ se calcula usando las ecuaciones de movi-
miento de cada uno de los modelos que estamos considerando.

Una caracteristica importante de Bianchi II y IX es que la curvatura espacial
es diferente de cero, por lo cual se puede introducir otra cantidad que da
informacion sobre la contribucién dindmica de la curvatura extrinseca, esta
cantidad es el pardmetro de curvatura

3
K = 1 [:c% + 22+ 22 — 2(2120 + 2123 + :cgzcg)] , (3.80)
donde
1 = p2—]3)3 s To = (g 171_1373 s T3 = Q3 ]91_2;2 . (381)
Y4 2% D3

Los valores de los «a; son: para Bianchi I a; = ap = a3 = 0; para Bianchi II
a; = 1,a9 = 0,3 = 0; para Bianchi [X oy = ay = a3 = lg, donde [y = Vol/?’.
Para el caso de FRW con k£ = 1, simplemente se toma Bianchi IX y se hace
Ty = g = T3.

La forma que hemos tomado de 2,32 y K es motivada por el hecho que las
soluciones clasicas de Bianchi I, II y IX satisfacen la relacion

QO+ +K=1. (3.82)

Estos parametros tienen el “problema” de tener un valor infinito en el rebo-
te (0 = 0) por definicién. Por lo tanto no son utiles para explorar la region
cercana al rebote pero son de gran ayuda si estamos interesados en el compor-
tamiento asintético para tiempos muy grandes. La patologia que presentan
estas cantidades en el rebote no es importante y no refleja ningtin problema
con la resolucién de la singularidad.
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7. Los exponentes de Kasner
0]

Estos parametros son ttiles para determinar cuando las soluciones tienen
un comportamiento tipo Bianchi I. Tomamos el valor absoluto de 6 por que
queremos que el signo de H; especifique si la direccion a; se esta expandiendo
(k; > 0) o contrayendo (k; < 0). Para probar la ecuacion (3.83) se usa que
en Bianchi I a; = t*, entonces

ki (3.83)

at ait Vot @V aV  H;
thi N a; B ai% _CL,L"/O_CLiV/_ 0’

ki = ait™r = (3.84)

con V = Vyajasaz = Vit.

Valga resaltar que todas las expresiones anteriores para calcular las cantidades
observables aplican también a las soluciones efectivas, la tnica diferencia es el
calculo de 6’ en la teoria efectiva.

Un hecho general de todos los modelos clésicos que estamos considerando es que
presentan una singularidad inicial, pero esta singularidad puede ser de distintos
tipos dependiendo de las propiedades del espacio-tiempo. Por esta razon realizamos
a continuacion una pequena discusion sobre los tipos de singularidades que pueden
ocurrir clasicamente.

3.1.7. Singularidades Clasicas

Para ilustrar cada tipo de singularidad vamos a suponer que las soluciones pre-
sentan la singularidad inicial en el tiempo ¢t = 0. Mostraremos como obtener cada
una de estas singularidades en la solucion de Jacobs para Bianchi I [50].

1. Singularidad tipo Punto: significa que a1, as, a3 — 0 cuando ¢t — 0. Esto pasa
en la solucion de Jacobs cuando ki, ko, k3 > 0.

2. Singularidad tipo Cfigarrillo: significa que aj,as — 0 y az — oo cuando
t — 0. Esto pasa cuando ki, ks > 0y k3 < 0 (y permutaciones en 1,2,3).

3. Singularidad tipo Barril: significa que a;,as — 0 y a3 se acerca a un valor
finito cuando t — 0. Esto ocurre cuando ky, ky > 0y k3 = 0 (y permutaciones
en 1,2,3).

4. Singularidad tipo Tortilla: en este caso a; — 0 y as, az se acercan a un valor
finito cuando ¢ — 0 (permutaciones en 1,2,3). Este tipo de singularidad no se
presenta en las soluciones de Jacobs ni en las soluciones clasicas de Bianchi
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IT con un campo escalar sin masa [31]. Esto es comprensible ya que esta
singularidad ocurre en Bianchi I cuando k& > 0y ko = k3 = 0, pero las
ecuaciones de ligadura ki +ky + ks = &1y ki + k5 + k3 + k3 = 1 implican que
ks = 0, lo cual quiere decir que no hay materia, por lo tanto esta singularidad
no es posible si hay materia dura presente.

Los nombres dados a los diferentes tipos de singularidades fueron introducidos por
Thorne en [70], los cuales se refieren al cambio de forma de un elemento esférico
de volumen cuando la evolucién se aproxima a la singularidad.

Una vez construida la formulacion Hamiltoniana de los modelos clasicos, el si-
guiente paso es cuantizar estos modelos. En la siguiente secciéon mostraremos co-
mo reescribir el Hamiltoniano en términos de las variables que se van a cuantizar
y qué son las holonomias y los flujos. Luego mostraremos como es el proceso de
cuantizacion para el modelo de FRW plano.

3.2. Formulaciéon Cuantica

Para construir la cinematica cuéntica se selecciona un conjunto de observables
elementales clasicos a los cuales se les pueda asociar un operador. En la gravedad
cuantica de lazos estas variables son las holonomias h. definidas sobre una conexién
Al alo largo de una arista e; y los flujos de las triadas densidad E¢ a traves de una
superficie. En el caso de los modelos homogéneos en CCL las integrales de los flujos
resultan ser proporcionales a las triadas p; |5]. Entonces se toman como variables
elementales las holonomias y las triadas p;. Para poder promover el Hamiltoniano
a un operador se debe expresar en términos de las funciones del espacio de fase
que vamos a cuantizar (he, p;). Recordemos que el Hamiltoniano es de la forma

€’ E*EY
Cy = / N[ i (FF — (L+9°)Q8,) + Huatter | PPz (3.85)
%

- 167G~y2/|det E|

El primer término del Hamiltoniano es
€’ EaE®
ki g
V/|detE|

el cual se puede reescribir en términos de las holonomias y triadas usando la
estrategia de Thiemann [71], tal como se hace en gravedad cuantica de lazos

(3.86)

BV EY 1 . -
-y °e™ i Te (b {AY ™ Vm) (3.87)

o rEY
M ldetE] = 2myGp
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donde hg“ ) es la holonomia a lo largo de la arista paralela al i-ésimo vector base
con longitud u (notese que p es arbitrario), V' = /|p1paps| es el volumen. El lado
derecho de la ecuacion (3.87) se puede utilizar para cuantizar este término, donde
los corchetes de Poisson se promueven a conmutadores.

Para definir las curvaturas F% y QF en términos de las variables de fase (he,p;)
se siguen dos métodos distintos dependiendo del modelo que se considera. Para
los universos isotropicos y Bianchi I se considera un cuadrado [J;; en el plano
1 — j expandido por dos de las triadas auxiliares, donde cada uno de los lados del
cuadrado tiene longitud u;, por lo tanto la curvatura esta dada por [71]

e 1 o
FR =2 lim eijkTr(le—/Tk)owzowg. (3.88)
Arean—0 ,Uzﬂj
con
: Ae) 7 (Ae) 17 () y—1 /7 (Ae)y—
8 = hPI P (R (RP) L (3.89)

De manera anéloga se puede definir la curvatura QF, utilizando las holonomias de
la conexion de espin I':. Clasicamente el limite debe tender a cero, pero a la hora
de cuantizar se debe tener en cuenta que el operador de area tiene un autovalor
minimo dado por

)\2 - 4\/577-/761231 9

por lo tanto en lugar tomar el limite a cero se toma a A\%. Usando este hecho se
obtiene que la longitud minima esta dada por pia; = A, tomando u, = @;L; se

obtiene que
ﬂ1:>\ pl: :BQ:)\ p27 /7/3:)\ p37
\/ P2ps \V P1ps \/ Pip2

con ji; parametro adimensional. Para Bianchi II and IX no se puede utilizar este
método para cuantizar ya que el operador de curvatura que se obtiene no esta bien
definido sobre el espacio de Hilbert cineméatico |21, 76]. Por lo tanto se calculan
las curvaturas a partir de las conexiones

F," = 20,45 +€FALA] (3.90)
Q= 20, + e, T4LY (3.91)

y las conexiones se escriben en términos de las holonomias [21]

, 1 ) )\ -1 ko osin(fgck), 4
A, = 1 (h(’“—h’“ > AV = ——— 22" .92
lki%}% ; QZkLk k ( k ) = a ,akLk Wq (3 9 )
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De manera analoga se puede hacer para I'*. El limite I, — 2jix se toma para
obtener los mismos resultados en los dos métodos de cuantizaciéon para Bianchi I
[21]. Para el caso de FRW con k = 0 los dos métodos de cuantizacion también dan
los mismo resultados pero para FRW con k£ = 1 se obtienen resultados distintos.

En el primer método de cuantizacion se escribe la curvatura en términos de las
holonomias, ec. (3.88), y es llamado cuantizacion basada en la curvatura. En el
segundo método se escribe la curvatura en términos de la conexion, ecs. (3.90,
3.91), la cual se escribe en funcion de las holonomias (ec. (3.92)), este método es
llamado cuantizacion basada en la conexion.

Para los modelos de Bianchi IT y IX los términos relacionados con las curvaturas
FY v QF, contienen potencias negativas de los p;, las cuales no tienen un operador

asociado bien definido. Para solucionar este problema se utiliza la misma idea de
Thiemann |71]

() L'L 7 (7)) —

I = _47TG7j|(1; ; T TR Y (399
donde fi; es la longitud de la curva, £ € (0,1) y j € %N es para la representacion.
Por simplicidad se toma j = 1/2 y dado que la potencia negativa més grande
es —1/4 se toma ¢ = 1/2 para obtener p~'/* directamente de la ecuacion (3.93).
Las otras potencias negativas se obtienen como productos de este operador, por
cjemplo, p=2 = (p~1/4)8.

Para los tres operadores (3.87,3.88,3.93) se tienen tres longitudes distintas (u, i/, 1)
donde p v i pueden ser también funciones de los p;. La forma mas simple de definir
las longitudes p y fi es que sean iguales a p'.

Para construir las ecuaciones efectivas se necesitan los autovalores de los operadores
que contengan potencias negativas de los p;. El primer operador es

tj ra b
B (3.94)
V/|detE|
cuyos autovalores son proporcionales a la funcion [55]
_ 1 _JVIVe V<V
A(V)—2‘/.C(V+VC—|V—VCI)—{1 V>V (3.95)

con V, = 2ry\3%,. El operador A viene de la traza en la ecuacion (3.87) y sus
autovalores se definen como A¥(p) = A(V)¥(p).

Los operadores de curvatura también contienen potencias negativas de las triadas,
que se pueden expresar como productos del operador

RE
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cuyos autovalores estan dados por [55]

h(V
Ji(‘/v?plup27p3) = i/ ) Hp]l/47 (396>
M
con
WV) =V +Ve= VIV =Vl vy Ve=2mA00, (3.97)

Usando estos resultados y tomando un factor de ordenamiento se puede construir
el operador Hamiltoniano. Luego solucionando la ligadura H-U =0 se pueden
obtener los estados fisicos y el espacio de Hilbert fisico Hppys. Por tltimo se definen
los observables fisicos que van a corresponder a observables relacionales en fun-
cion del tiempo interno ¢. Para ilustrar como se realiza este procedimiento, en la
proxima secciéon se muestran estos pasos para el modelo de FRW con k£ = 0. Para
los deméas modelos se pueden consultar las referencias. FRW con k = 1 (68, 33],
Bianchi I [20], Bianchi IT [21] y Bianchi IX [76, 55].

3.2.1. FRW £=0

Los resultados mostrados en esta seccion esta basados en [2, 19, 67]. Como se
habia mencionado anteriormente las variables basicas para la cuantizacién seran
las holonomias y las triadas. Para simplificar los calculos se toman las longitudes
auxiliares L; = 1. Entonces el volumen de la celda auxiliar es V; = 1. Para calcular
las variables bésicas consideremos una arista con longitud jz en la direcciéon dada
por %{. Como estamos considerando un caso isotrépico entonces ji = fi; = fig =
fiz = A/y/p. Por lo tanto la holonomia de la conexion es

hP = cos (%) I — 2i sin (%C) % (3.98)
donde T es la matriz identidad de 2 x 2 y o0; son las matrices de Pauli. Estas
holonomias generan el algebra de las funciones casi-peridédicas cuyos elementos son
de la forma e?¢/2. Estas funciones junto con las triadas p seran las variables basicas
que se van a promover a operadores. El espacio de Hilbert cinematico es de la forma
Hin = HE @HEA donde HE™ se construye usando la representacion del algebra
de holonomias y flujos. El espacio de Hilbert H2* para la parte de materia, se
construye utilizando el método de Fock. El espacio cinematico gravitacional resulta
ser el espacio de funciones de cuadrado integrable sobre la compactificacion de Bohr
de la linea recta Hy.. = L*(Rponr, dftsonr) |5]. En este espacio los autovectores del
operador p pueden ser denotados como |u) y satisfacen que (u1|p2) = 0, 4,, donde
t; € Ry 6, ., es una delta de Kronecker pero sobre los reales. Las funciones
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béasicas son representadas como

A 87T'7EP1

Pl = = Puln) v exp(ie/2) ) = |u+ 7). (3.99)

Para construir la parte gravitacional del operador Hamiltoniano, primero conside-
ramos el Hamiltoniano clasico del modelo, ecuacion (3.3),

ZJ EaEb 3
Cn = / N 3.100
Tl 167TG’)/ \/|detE ( )
si tomamos el lapso N =V
1 1] a b 3
Cy = _167TG’72 WEEE, kAP (3.101)

La tnica funcién que falta por representar es la curvatura. Utilizando el método
explicado en la seccion anterior se obtiene que el operador de curvatura esta dado
por [67]

EfW(p) = e Wit (Smﬂﬂ) T(p). (3.102)

Ahora se puede proceder a cuantizar. Pero es mejor primero simplificar la accion
del operador exponencial y de la curvatura. Para esto es conveniente trabajar en
la base del volumen, dada por las variables

3/2 %4

b= p=L___ (3.103)
/P 2nGyh  2nGyh
que satisfacen el corchete de Poisson
2

{b,v} = 7 (3.104)

En esta base las funciones bésicas se representan como
D) =vly) v exp(idb/2) V) = v+ A). (3.105)

La accion del operador de volumen es

V) = 2my\2 v |v) . (3.106)
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Usando estos resultados, el operador Hamiltoniano se puede escribir como |[2]

sin )\b ﬁa

BY(v,9) = 3rGV S v ) U(v, ¢)
3rG
= e v[(v 420U (v +4X) — 200 (v) + (v — 20) ¥ (v — 4)) |
= 6(1/) \D(V> ¢)
donde se toma la representacion de Fock para la materia (p, := —ih0,). Los

estados fisicos (v, ¢) son simétricos bajo el cambio de orientacion de las triadas,
U(v,¢) = U(—v,¢), ya que no se consideran fermiones en el modelo. El producto
interno fisico esta dado por

(|0, = Z\Ifl L) |10 (1, ) - (3.107)

Para completar la teoria definimos el observable relacional
V0, U (v, ¢) = 21y, VOO u[T (v, ¢,), (3.108)

que corresponde al volumen cuando el campo escalar toma el valor ¢,. El campo
escalar ¢ juega el papel de tiempo interno (o relacional). La accion del observable
V| 4, Se puede entender como la accion del operador de volumen V' sobre un estado
al tiempo ¢, y luego evolucionar el estado al tiempo ¢.

Resulta que se puede hacer una transformada de Fourier de las funciones de onda
definidas sobre la variable v, para pasarlas a funciones sobre la variable b. La
teoria resultante puede ser solucionada analiticamente [8], esta teoria es la que se
denomina como “modelo soluble”.

Vamos a ilustrar como es la transformada de Fourier y la ligadura resultante. Para
empezar, notemos que la funcion de onda W(v, ¢) tiene soporte sobre una “malla”
v = 4n\, con n € Z, entonces la transformada de Fourier ‘il(b, ¢) tiene soporte
sobre el intervalo continuo (0,7/)) y esta dada por

. /A S
= 3 o) con o) =2 [ dbe iU,
0

T
v=4n\

(3.109)

Si definimos las funciones AT (v.6)

v

= - 3.110
X(v,9) = ———, (3.110)
las cuales satisfacen la relacion de antisimetria x(—v,¢) = —x(v,¢). Con estas

nuevas funciones y tomando la transformada de Fourier se obtienen las funciones
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X(b, @) [8], que satisfacen la ecuacion de ligadura

- , (sinAb_\? _
8¢X(b,¢)—a< : ab) (b.6). (3.111)

con o = V127(. Esta ecuacion sera el punto de partida para el estudio de los
estados semiclasicos en el siguiente capitulo. Donde se explica mejor las soluciones
y como actuan los operadores fisicos sobre las nuevas funciones x(b, ¢).

Dado que trabajar con la teoria cuéntica completa es dificil y se ha mostrado que
en algunos modelos la teoria efectiva describe correctamente la evolucion de los
estados semiclasicos, entonces en los modelos anisotropicos se estudiaran las solu-
ciones a las ecuaciones efectivas. También para los modelos isotropicos se estudian
las ecuaciones efectivas con el fin de comparar con los modelos anisotropicos. En
la préxima seccidn se explica como se obtienen las teorias efectivas y se muestran
los Hamiltonianos para todos los modelos cineméticos de interes.

3.3. Formulacion Efectiva

En esta seccion justificamos el uso de las ecuaciones efectivas, empezando por una
resena historica de como se obtuvieron las ecuaciones.

Cuando estudiamos las soluciones numeéricas para FRW con k = 0 [17] se observo
que los estados semiclésicos evolucionaban cerca de las trayectorias dadas por unas
ecuaciones efectivas. Estas ecuaciones podian derivarse de un Hamiltoniano efecti-
vo definido en un espacio de fase clasico. Luego observamos que lo mismo ocurria
para los modelos de FRW con k = 1, —1 [68, 72|. Ademas, se logro mostrar que
el modelo de FRW con k£ = 0 admitia solucién analitica, en la cual la evoluciéon
de los observables tenia la misma forma funcional de la teoria efectiva. Al mismo
tiempo, el autor de [69] muestra que para el caso de FRW con k = 0 el Hamilto-
niano efectivo se puede derivar de la teoria cuantica considerando una formulacion
geométrica de la mecanica cuantica [18] y estados Gaussianos cineméticos. Este es
el método utilizado para derivar las ecuaciones efectivas de los modelos isotrépicos
y anisotropicos. Vamos a presentar un breve resumen de las ideas principales de
este procedimiento; los detalles pueden verse en [69].

Se considera la formulacion geométrica de la mecanica cuantica [18] en la cual
el espacio de estados puros se representa como una variedad simpléctica infinito
dimensional I'g, este espacio tiene la estructura de un haz fibrado, donde la varie-
dad base es el espacio de fase clasico I' y las fibras sobre cada punto (g, p) son un
espacio infinito dimensional de estados cuénticos para los cuales el valor esperado
de los operadores (G, p) son (¢,p). Lo interesante de la dindmica cuantica es que
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esta descrita por un flujo Hamiltoniano en la variedad simpléctica I'g, donde el
Hamiltoniano esta dado por el valor esperado del operador cuantico Hamiltoniano
como funcién de los estados. Para obtener las correcciones cuéanticas (que estamos
llamando ecuaciones efectivas), se toma una seccién trasversal I' que corresponda a
un encaje de I' en I'g, tal que el flujo Hamiltoniano es aproximadamente tangencial
a I'. Este flujo Hamiltoniano cuantico puede ser proyectado sobre I' y provee las
correcciones cuanticas a las ecuaciones clasicas. Lo complicado del asunto es esco-
ger el encaje adecuado. Para definir este encaje en el modelo de FRW con k£ = 0
para un campo escalar sin masa, el autor de [69] considera estados Gaussianos
cineméticos centrados sobre puntos del espacio de fase clasico correspondientes a
volumenes grandes donde el campo gravitacional es débil, el ancho de las Gaus-
sianas se toma de tal manera que la dispersion relativa sea pequena, para que los
estados esten concentrados alrededor de los puntos clasicos que corresponden a los
grados de libertad gravitacionales y de materia. Utilizando estos estados se puede
calcular el valor esperado del Hamiltoniano cuéntico y de los operadores corres-
pondientes a las variables basicas, con lo cual se puede definir el embebimiendo (I')
de I' en I'g. Luego se muestra que el campo vectorial del Hamiltoniano cuéntico
es tangencial a I, lo cual permite definir el Hamiltoniano efectivo como el valor
esperado del Hamiltoniano cuéntico sobre la subvariedad I'. Este Hamiltoniano
resulta ser el mismo Hamiltoniano efectivo que se habia encontrado anteriormente
de manera empirica.

Este es el método utilizado para construir las teorias efectivas en los deméas mode-
los isotropicos y anisotropicos. En este trabajo nos enfocamos en dos direcciones.
La primera es estudiar las propiedades fisicas de una familia de estados semicla-
sicos, entre estas propiedades se demuestra que las ecuaciones efectivas son una
buena aproximacion a los estados dinamicos. Se debe recordar que el método que
explicamos anteriormente aplica solo para estados cinematicos, es decir, que no
necesariamente satisfacen las ligaduras. En nuestro caso mostramos que la dina-
mica de los estados fisicos (que satisfacen las ligaduras), estd bien descrita por
las ecuaciones efectivas. El segundo enfoque corresponde a estudiar el espacio de
soluciones de las ecuaciones efectivas para los modelos anisotropicos de Bianchi II

y IX. Para esto también debemos reproducir los resultados conocidos de Bianchi
L.

Por dltimo, queremos mencionar que hay otros resultados que justifican el estudio
de las ecuaciones efectivas. Estos corresponden a la formulaciéon de integrales de
trayectoria para la cosmologia cuantica de lazos |7|, donde se ha demostrado que
el Hamiltoniano que se deriva de las integrales de trayectoria es el mismo Hamil-
toniano efectivo para los modelos de FRW con k = —1,0, 1 [48] y por consiguiente
satisfacen las mismas ecuaciones de movimiento. Esto también se demostr6 para
Bianchi I [56] usando el mismo método de integrales de trayectoria.
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Los resultados anteriores dan una buena justificacién para estudiar las ecuaciones
efectivas, ya que pueden dar informaciéon de la dinamica cuantica de los estados
semiclasicos. En las siguientes secciones mostramos los Hamiltonianos efectivos
para cada uno de los modelos que estamos considerando. También se comentan
algunos de los resultados principales de cada modelo.

3.3.1. FRW k=0

En el modelo FRW para un universo plano con contenido de materia un campo
escalar sin masa, el Hamiltoniano efectivo es de la forma

3 9 . 2 p¢
_ V4 - = 112
CH = G’y)\Q sm()\ﬁ) , (3 )

donde se toma el lapso N = V', con V' el volumen fisico y 4 su momento conjugado.
Los corchetes de Poisson son {3,V} = 4nGvy y {¢,ps} = 1. Las variables (V, §)
estan relacionadas con las variables (¢, p) como

v=p, p=2. (3.113)

La ecuacion de Friedmann efectiva esta dada por

8t p
H? = — (1 — ) , 3.114
3 P pcrit ( )

la cual captura de manera muy precisa la dindmica de los estados semiclasicos [17].
H =V /3V es el parametro de Hubble, p = pi/ZV2 es la densidad y

3
Perit = m ~ 0,41pp (3.115)

es la densidad critica, con p, la densidad de Planck. De la ecuacion de Friedmann
efectiva (3.114) se puede demostrar que todas las trayectorias tienen un rebote
cuando la densidad es igual a la densidad critica pei, es decir, la densidad esta
acotada para todas las soluciones, al igual que la expansion. Ademas la relatividad
general se recupera cuando la densidad es mucho menor a la densidad critica. Las
soluciones analiticas de este modelo efectivo se muestran en [40| donde también se
estudia el “limite continuo” A — 0.
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3.3.2. FRW k=1

Para el modelo de FRW cerrado existen dos teorias cuanticas distintas dependien-
do del método de cuantizacion que se utilize para la curvatura F¥. En la teorfa
cuantica donde la curvatura se calcula a partir de las holonomias y con el lapso
N =V se obtiene el Hamiltoniano efectivo [33]

(1) 31?2

2
- . 9 -2 2 2 pd’N
Cyp _m[sm()\ﬁ—D)—sm D+(1+7)D]_?~0a (3.116)

con D = M/V713 y 9 = (2r2)1/3. En la otra teorfa cuéntica la curvatura se
calcula a partir de la conexion, la cual se obtiene usando las holonomias (esta es la
tinica forma de cuantizar los modelos de Bianchi II y IX). El Hamiltoniano efectivo
con lapso N =V es de la forma

(2) 3V2 .92 . 2 2 pé
Cy = 8GN [sin® A8 —2Dsin A\ + (1 +~v°)D*] — — = 0. (3.117)

2

En ambas teorias (V, ) son iguales a las definidas en el modelo de FRW con k = 0
(V =p32 B = \/iﬁ, {B,V} = 4nG~), solo que ahora V corresponde al volumen
fisico de todo el espacio.

Ademas de estas dos teorias efectivas, se pueden obtener otras dos teorias tomando
el lapso N = 1 ya que esto lleva a dos teorias cuanticas que incluyen més potencias
negativas del volumen (lo que se denomina correcciones de las triadas inversas).
El Hamiltoniano efectivo para el método de cuantizacion basado en la curvatura
con lapso N =1 es

@ 3AV)V . . p;
H = W[SIHZ()\ﬁ — D) — st D + (1 + ”)/2)D2] — ? ~ 0 . (3118)

El Hamiltoniano efectivo para el método de cuantizacién basado en la conexion
con lapso N =1 es

@ _ 3ANV o _ ) 2_p_§N
0= —87TG72/\2 [sin® AB — 2D sin A8 + (1 + %) D] 5 ™ 0, (3.119)
con 1 /
VIV. V<V,
A(V)—m(VH/C—W—VCI)—{ 1 VsV (3.120)

Una discusion detallada sobre las cuantizaciones y las soluciones de las ecuaciones
efectivas se puede encontrar en [33, 55]|.

Las ecuaciones de movimiento de las cuatro teorias efectivas se implementaron
numéricamente con el fin de comparar entre si la dindmica de las teorias. Ademés
en el altimo capitulo se muestra la comparacién con las soluciones de Bianchi IX
cercanas a las soluciones isotropicas.
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3.3.3. Bianchi I and II

Los Hamiltonianos efectivos para Bianchi I y II se pueden escribir en una sola
expresion como [76]

P1p2ps3
8TGY2N?

1 Oé(p2p3)3/ 2 2y [ GP2P3 2 ]9?5
— (1 —_— —— =0
+ 8rG? [ Wi sin fire; — (14 77) 2, 5 ,

donde el pardmetro a permite distinguir entre Bianchi I (o = 0) y Bianchi II
(a = 1). Con este Hamiltoniano y los corchetes de Poisson {c¢',p;} = 87rG’y(5;- y
{¢,ps} = 1, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento [76].

CHBH = [ SIN [41C1 SIN [laCo ~+ SIN 2 Cy SIN [i3C3 ~+ SIN [i3C3 SN ,alcl}

Uno de los objetivos es estudiar el espacio de soluciones de la teoria efectiva de
Bianchi II, por esta razon las ecuaciones de movimiento y la discusién de sus
soluciones se postergan.

3.3.4. Bianchi IX

Para el caso de Bianchi IX solo hay un método de cuantizacion de la curvatura
que funciona. Este consiste en calcular la curvatura a partir de la conexioén, la cual
es calculada con las holonomias. Aun asi, se pueden plantear dos teorias cuanticas
distintas, una para el lapso N = V' que tiene el Hamiltoniano efectivo |76]

Cg}llx - _ % (sin fiyc; sin fiacs + sin fiaco sin figcs + sin fizcs sin figcp )
9 ((pp2)*. (pops)®. (psp1)®%. )
— SIN [i3C3 + ———SIN 41€] + ———— S1N U2Ca
4Gy A < VD3 \VP1 v/ P2

V*(1++?) [ 5 o o (p1p2)2 (p2p3)2 <p3p1>2]
S ) - (B2) - (B - (B2
8 G2 (p1 +ps +p3) D3 e D2

2

donde la etiqueta ) significa que es la generalizacion a Bianchi IX del Hamilto-
niano efectivo Cg) de FRW con k = 1, es decir, cuando se considera el caso iso-

tropico de Bianchi IX (p; = ps = p3 y ¢4 = ¢2 = ¢3), se cumple que Cl(;;]x = Cl(;).
Si se considera el lapso N = 1 entonces el Hamiltoniano clasico contiene mas

términos con potencias negativas de los p; (como se muestra en la seccion 3.1.5), lo
cual lleva a que su equivalente cuéntico contenga mas “correcciones” de las triadas
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inversas y por lo tanto su teoria efectiva es distinta, el Hamiltoniano efectivo esta
dado por [55]

_ VEAW)RS(V)
Herx =" grGV6~2)2
DAV (V)
 4ArGVAy2A
P(1+)AV)RY(V)
a 8rGVAy?

(2V [p? + p3 + p3] — {(plpz)“ + (pips)* + (p2p3)4]

RVIVZ 5
2‘/66 Dy =~

( sin fi1c1 SIn fiaCo + Sin fig ¢y sin figcs 4 Sin fiaCy Sin ﬂgCg)

(pfpg sin fiscs + p3p3 sin fiyc; + pips sin um)

)

0

con V, = 2nyA\l3, 9 = (2n2)3 y

WV) = V- VIV =V,
AV) = VY=V =V,

La etiqueta () significa que es la generalizacion a Bianchi IX del Hamiltoniano
efectivo Cg) de FRW con k£ = 1. Aunque este Hamiltoniano en el caso isotrépico no
se reduce al Hamiltoniano de FRW con k = 1, es decir, cuando se toma p; = py = p3
y ¢1 = ¢ = c3 en Bianchi IX entonces se obtiene que CJ(L?;IX #+ Cg‘). En el capitulo
6 se discute méas al respecto. Para méas detalles se puede consultar [55].

Al igual que en Bianchi I y II las ecuaciones de movimiento se obtiene del corchete
de Poisson del Hamiltoniano con las variables basicas

p; = {pi7CHBIX} ) ¢’ = {Ci7CHBIX}7
(bl = {(b’CHBIX} ) p;& = {p¢7CHBIX} )

donde los corchetes de Poisson son {c’, p;} = 87TG"}/(5;-, {¢,ps} = 1. Las ecuaciones
efectivas para estas dos teorfas se implementaron numéricamente y son el objeto
de estudio del capitulo 6.



Capitulo 4

Universo Plano

En este capitulo se estudia el modelo de Friedman-Robertson-Walker (FRW) con
k = 0 en el contexto de la cosmologia cuantica de lazos. El objetivo es explorar
el limite semiclasico de la teoria. Este modelo es exactamente soluble y permite
construir analiticamente estados coherentes (Gaussianos) para cada punto en el
espacio clasico. De estos estados coherentes se seleccionan, a partir de algunos
criterios ficos, aquellos que presentan un comportamiento semiclasico. Las pro-
piedades de estos estados son estudiadas en la region clésica y cerca de la escala de
energia de Planck. Ademés se consideran estados mas generales que llamaremos
“apretados” y se comparan con los estados Gaussianos. Se estudia la preservaciéon
de la semiclasicalidad a través del rebote y se muestra que es genérica para todos
los estados estudiados. Finalmente se exploran las implicaciones que estos resulta-
dos tienen dependiendo de la topologia del espacio, en particular se estudia como
recuperar la simetria bajo reescalamiento presente en la teoria clésica cuando la
topologia del espacio es no compacta.

La estructura del capitulo es la siguiente: en la seccion 4.1 se muestra la soluciéon
clasica del modelo; en la seccién 4.2 se resumen los principales resultados del mo-
delo soluble de cosmologia cuantica de lazos; los estados Gaussianos se introducen
en la seccion 4.3, con los cuales se calculan los valores esperados y dispersiones de
los operados fisicos; las condiciones de semiclasicalidad y el comportamiento cerca
al rebote se muestran en la seccion 4.4; en la seccion 4.5 se estudia la dependen-
cia bajo reescalamiento; la seccion 4.6 esta dedicada a los estados apretados y su
comparacion con los estados Gaussianos y finalmente en la 4.7 se presentan las
conclusiones.

69
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4.1. Soluciones Clasicas

En esta seccion se muestran las soluciones a la dindmica de un universo tipo FRW
con k = 0, donde el contenido tinico de materia es un campo escalar sin masa y
sin potencial de interaccion.

El modelo que estamos considerando esta descrito por el elemento de linea

ds? = —dt* + a®(t)dX%?, (4.1)

donde dX? corresponde a una métrica plana sobre la 3-superficie . El contenido de
materia es un campo escalar sin masa ¢ que satisface la ecuacion de Klein-Gordon.
Las ecuaciones dindmicas de un universo homogéneo, isotrépico y espacialmente
plano, cuyo tnico contenido de materia es un campo escalar sin masa como [30]

N\ 2
(g) _ 87;Gp¢’ con i — % (4.2)

a 4G . d%a

o= _T('% +3pg), con d = ok (4.3)

donde py = P> /2y ps = pe son el equivalente a una densidad y presion para el
campo ¢, el cual obedece la ecuacién de movimiento

<;5+3g¢b: 0. (4.4)

Para solucionar estas ecuaciones definamos la variable ¥ = ¢, entonces la ecuacion
(4.4) toma la forma

. a
U+3-U=0. (4.5)
a
La anterior es una ecuacion separable que podemos solucionar facilmente

o

a dLn¥  d(Ln|a™3|)
— = _3= = 4.6
v a dt dt ’ (46)
cuya solucion es
LnV = Ln|a™®| +cte = V(a)= Vpa ?, (4.7)
con ¥, constante. Esta ecuacion en términos de ¢ queda como
. ] .
o(a) = a_??’ con Vo= ¢yp. (4.8)

El tiempo t =ty es tomado cuando a(ty) = 1.
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Ahora hallemos el factor de escala en funcion del tiempo; para esto tomemos la
ecuacion (4.2) y reemplazemos el valor de la densidad py = ¢/2 en ella

a\® 887G @2
(a) -3 2 (4.9)
Reemplazando la ecuacion (4.8) en la ecuacion anterior obtenemos
@\’  8rG W2
(5) — Ta_g (4.10)
Entonces i B 4
—=+—, con B*= ——2. (4.11)
a a 6

Esta ecuacion se puede integrar como

a t 5 1
/ a*da = i/ Bdt = 5(a3 —1)=+£B(t —ty), (4.12)
1 to
cuya solucion es
a(t) = [1 £ 3B(t — to)]"/3. (4.13)
Con el fin de comparar con las soluciones de la cosmologia cuantica de lazos ha-
llemos ¢ como funcién de a. Para este fin usemos la regla de la cadena sobre

¢
do _ dodo

O= G " dadt
Si reemplazemos la ecuacion (4.8) en el lado izquierdo y la ecuaciéon (4.11) en el
derecho obtenemos

(4.14)

d v
_¢_i_ 0

-4+ 4.15
da Ba ( )
Integrando esta ecuacion
¢ W, [“da T
dp=+—2 | = = ¢—¢y=+—Lnlal. 4.16
[ao=+F 5 = o-w==Fin (4.16)
Entonces la solucion es T
é(a) = £ Lnla| + 6o, (4.17)
de esta ecuacion se puede despejar a(¢) y queda de la forma
a(p) = eFB@=d0/ Yo (4.18)
Por lo tanto el volumen queda como
V(¢) = VoeE¢@=%)  con C' = constante . (4.19)

La forma de esta ecuacion se utiliza para mostrar que la teoria cuéntica y la teoria
efectiva reproducen la dinamica clasica.
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4.2. Teoria Cuantica

En esta seccion se quiere describir el modelo cuantico que estamos considerando,
es decir, el modelo de FRW con k = 0 acoplado a un campo escalar sin masa en el
contexto de cosmologia cuantica de lazos. La forma en que se presenta la teoria es
autocontenida en el contexto de la cosmologia y un poco distinta a la original [§].
En términos de las variables del espacio de fase usado en gravedad cuantica de
lazos [12], que son la conexion A’ y la triada-densidad E?, el sector homogéneo se
puede expresar como

A= eV e B = p V) g, (4:20)

donde (°ef, °w!) son un conjunto de triadas y cotriadas ortonormales y compatibles
con la métrica auxiliar (plana para k = 0) °qu. V, es el volumen de la celda
auxiliar introducida para definir la estructura simpléctica con respecto a °q,,. El
espacio de fase esta caracterizado por las variables conjugadas (¢, p) que satisfacen
{¢,p} = (87G~)/3, con v el parametro de Barbero-Immirzi. La triada p esta
relacionada con el volumen fisico V' de la celda auxiliar por medio de la relacion
Ip| = V3 = V02/ 3a2, donde a es el factor de escala. Sobre el espacio de soluciones
clasicas la variable c tiene la forma ¢ = va. Es conveniente introducir otro conjunto
de variables [§|

B =ec/p? V =ep®? (4.21)

donde {3,V} = 4rG~ !, e = £1 es la orientacion de las triadas respecto a °w!. La
ligadura clasica con lapso N =V esta dada por
3 P}
C= 22 — 22~ 0 4.22
8rG? P 2 ’ ( )

donde el contenido de materia consiste de un campo escalar sin masa ¢ con mo-
mento conjugado py, entonces el espacio de fase cinematico puede ser visto como
un espacio de cuatro dimensiones con coordenadas (3, V, ¢, ps). La estrategia para
cuantizar es definir un operador asociado a C y buscar estados que sean aniquilados
por este operador de ligadura. En la representacion (3, ¢) los operadores basicos
son representados como

B-x(B,9) = Bx(B,¢) (4.23)
Vx(.6) = —itmith x(0,9) (4.24)
bo-X(8,9) = —iﬁa%x(ﬁ,cb) (4.25)

L Aqui se adopta la notacién para la variable 3 introducida en [38].
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Sin embargo el operador B no esta bien definido por que /5 es periodico con periodo

27/ A, entonces debe ser reemplazado por un operador bien definido B = sin(A3)/A
(ver [8] para los detalles). Por tanto la ligadura cuantica para el modelo soluble de
cosmologia cuantica de lazos es [§]

02 _, (sin(A3) 9’
@'X(ﬁﬂﬁ)—a ( h\ %) -X(8,9) (4.26)

con B € (0,7/A), @ :=+127G. En la literatura de la CCL el valor de A es tomado
tal que A\ = A corresponde al valor del autovalor minimo del operador de area
de gravedad cuéntica de lazos (correspondiente a un lado de espin 1/2). Con esta
eleccion del pardmetro libre se obtiene que A\> = 4y/37y(2,. Si definimos

= a 'In|tan(\3/2)], (4.27)
la ligadura cuantica se puede reescribir en la forma de Klein-Gordon

05 x(@,0) = 0; x(, 9) . (4.28)

Como es usual en este sistema, la evolucion clasica del campo escalar ¢ es una
funcién monoétona y puede jugar el rol de reloj interno. En la teoria cuéntica
también se utiliza para caracterizar la evolucion de un estado con respecto a ¢.
Una soluciéon general x(z,¢) a la ecuacion (4.28) se puede descomponer en una
funcién que se mueve a la derecha y otra a la izquierda

X =X+(0+ )+ x-(¢—2) := x4 (z4) + x—(2-) . (4.29)

Los estados fisicos que vamos a considerar son las soluciones de frecuencia positiva
de la ecuacion (4.28). Dado que no hay fermiones en el modelo las orientaciones de
las triadas son indistinguibles y x(z, ¢) satisface la relacion x(—z, ¢) = —x(x, ¢).
Entonces se puede escribir y(z,¢) = (F(xy) — F(z_))/v/2, con F una funcion
arbitraria que sea soluciéon de frecuencia positiva 2. El producto interno fisico
sobre las soluciones esta dado por |§|

(le X?)phy = - /¢2¢ [Xl(l‘7 ¢)6¢X2(xa ¢) - (a¢>z1 (CL’, ¢))X2(xa (b)] dz (430)
— / T 10F (1) Fa(ws) — 00y (2) Fa(w )] d (4.31)

2Para ser precisos, F'(x) es una funcion de momento positivo, i. e., con transformada de Fourier
que tiene solo soporte sobre el eje positivo, con esta elecciéon la soluciéon a la ecuaciéon de ligadura
se hace de frecuencia positiva.
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Ahora se puede calcular el valor esperado y las fluctuaciones de los operadores
fundamentales tales como V|, T y Py, donde & esta relacionado con el operador

. Para cualquier estado sobre el espacio de Hilbert fisico el valor esperado del
operador de volumen a un tiempo ¢ es

(V) = (X, VIsX)ohy = 207051 (X, [21X) phy - (4.32)
donde || es el operador de valor absoluto que se obtiene de

V= _A cosh(ax)id, . (4.33)
a

Usando el producto interno (4.31), el valor esperado de || esta dado por

(b = i [ 0P )0F (@) - 0 )(~0F (o)) do

—00

2\ [ = _
= — [0, F(x4) cosh(ax)0, F(xy) + 0. F(x_) cosh(ax)0, F(z_)] dx
« —oQ
AN [ |dF|?
= 221 cosh(ale — .
o ) | cosh(a(x — ¢)) dx
Es facil verificar que [#| = [#|T. De estas expresiones se puede hallar el valor

esperado de V2 y la dispersion del operador de volumen,

(V)y = Vioe* V. e ¢ (4.34)
(VHy = Wo+ W, eX 4 W._e 29 (4.35)
(AV)2 = Yp+Y,e™ Y e 29, (4.36)

con Vi, Wy, Wi, Yy y Yy reales y positivos, los cuales para estados normalizados
tienen la forma

2
v, — 4%76%1)\ /

eT**dzx

dF
dx

«

— 27y 205 N2 / &*F dF  dF &*F
¢ 3G dz? dz  dz da?
204 \2 2 P2
(It 63D sar |F dE dF d°F
W, = Stk foF el et
* 3G ‘ [dx2 dr  do da? |

con Yo = Wy — 2V, V_ y YL = W, — V2. Notese que las expresiones para W y
W corrigen a las mostradas en [39]. De la ecuacién (4.34) se sigue que el valor
esperado del volumen V|, es grande para tiempos muy tempranos o muy tardios



Capttulo 4. Universo Plano 75

y tiene un minimo distinto de cero Vi, = 2(V,V_)"2/||x||?. El rebote ocurre en
un tiempo ¢ = (2a)~In(V_/V,) [8]. Alrededor de ¢ = ¢} el valor esperado del
volumen (V)4 es simétrico. Similarmente (V?), es simétrico alrededor del valor

V¥ = (4a)"" In(W_/W,). Una observacion trivial es que si ¢ = ¢}~ entonces la
diferencia en los valores de la dispersion relativa asintotica que es

(e (an\ | w. w
D:=1m |5} (&) e P 4.37
o <<v> >¢ (<v>> |t e

se hace cero. Se debe notar que esta cantidad mide el cambio en la semiclasicalidad
al cruzar el rebote, como se explica en [39].

El otro observable que se debe considerar como fundamental es el observable con-
jugado a py y dado que estamos tomando estados fisicos, este no corresponde a ¢
como sucede en el caso cinematico. En su lugar la cantidad conjugada a py es z(f5)
como se ilustra en el ejemplo 2 del capitulo 2, por lo tanto es natural considerar
la familia de operadores &, correspondientes al observable z al tiempo ¢. El valor
esperado de 7 se define como

X Lo . X
Octs 2X2)pny = 51012 ]x1, X )ohy + Ot [x2)pny] (4.38)

donde |Z|F(zy) = xF(z4) y |2|F(x_) = —aF(x_). Los dos términos que se inclu-
yen en la definicion (4.38) son porque |Z| no es simétrico. Ahora podemos calcular
el valor esperado y las fluctuaciones de & sobre cualquier estado del espacio de
Hilbert fisico

(B = X1—¢ (4.39)
(3 = Xy— 20X, + ¢ (4.40)
(Az) = Xp— X7, (4.41)

con X; y X, reales (que dependen del estado) y constantes, dados por

X, = -2 /00 F(2)20,F(z)dx — i/oo |F(z)|*dz (4.42)
% = -2 / " F(2)2%0,F(x)dz — 2i / TP Pedr,  (443)

para estados normalizados. Es importante resaltar que (%), o< ¢ y (2?), o< ¢* pero
la dispersion Az es independiente de ¢, esta propiedad soporta la idea de que &
es conjugado a p,. Finalmente se calcula el valor esperado de pg, el cual es un
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observable de Dirac

2

| dF
oo | dx
* dF d*F
A2 292 A2\ 2,

para estados normalizados

En las siguientes secciones sera conveniente considerar estados fisicos generales
escritos como

x(z,¢) = / F(k) e~ *o+a) qf — / F(k) e™*0=0) q (4.46)
0 0

donde la transformada de Fourier F'(k) contiene toda la informacion del estado. Las
soluciones de frecuencia positiva de la ecuacion (4.28) son aquellas en las que F/(k)
tiene soporte solo sobre los k positivos. Por lo tanto es suficiente con especificar
F(k) para calcular todas las cantidades de interes Vi, Wy, Wy, X1, Xo, (Do) ¥ (ﬁi)

Existen varias estrategias para definir los estados semiclasicos, las cuales pueden
ser clasificadas en términos muy amplios [6] como:

i) Estados semiclasicos cinematicos, que estan centrados en un punto de la super-
ficie de ligadura I'.

ii) Empezar con un estado semiclasico cinemético y proyectarlo a un estado semi-
clasico dindmico, por ejemplo usando el método de promedio de grupo.

iii) Definir un estado semiclésico dindmico centrado en un punto del espacio de
fase fisico.

iv) Si el sistema permite una parametrizacion entonces se define un estado inicial
y se evoluciona para generar un estado fisico.

Identificar cual de estos métodos es el méas apropiado no es el proposito de este
texto, el método elegido es el iv) dado que nuestro sistema admite una parame-
trizacion en términos del tiempo interno ¢. Por consiguiente nuestra estrategia
consiste en construir los estados iniciales adecuados y generar los estados fisicos.
Ademas se impondran condiciones motivadas fisicamente para seleccionar los esta-
dos que se comportan de manera semiclasica, esta clase de estados iniciales seran
estados coherentes.
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4.3. Estados Iniciales Gaussianos *

En esta seccion queremos considerar estados fisicos construidos a partir de estados
iniciales dados por estados Gaussianos generalizados definidos como

. { fre~(h—ko)*/o* ik para k> 0,
F(k) = (4.47)
0, parak <0,

con 0 > 0,kg > 0yn =20,1,2,.... Por lo tanto estamos considerando estados
centrados alrededor del punto £y con ‘dispersion’ o.
Los estados fisicos que se consideran son los que se hacen cero en el eje negativo de
k, de manera que sean soluciones de frecuencia positiva. Sin embargo para tener
control analitico sobre todas las cantidades se van a considerar estados Gaussianos
para todos los valores de k, de manera que todas las cantidades que calculemos
seran aproximaciones a las cantidades reales (como se mostrara en detalle), esta
aproximacion es justificada cuando los valores de kg y o son tales que la funcion de
onda tiene una contribucion despreciable del eje negativo. Un anélisis detallado de
los errores introducidos por esta simplificacion es presentado en el apéndice A.2;
de tal manera que de ahora en adelante para obtener estados que son aproxima-
damente de frecuencia positiva imponemos la condiciéon kg > o.
La norma de un estado en el espacio k esta dada por

(X> X)phy = —21 /OOO F(k)ikE(k)dk = 2/000 k|F(k)|*dk.

Si se toma como estado inicial en el espacio k el estado Gaussiano (4.47) entonces
()NC7 X)phy = 2/ kk2n€_2(k_k0)2/02dk},
0

esta integral puede ser aproximada por, (X, X)phy = 2 ffooo fk2ne—2(k—ko)*/o* (ver
apéndice A.2 para la justificacion de esta aproximacion); con el cambio de variables
u= \/75(1’0 — ko) la tltima integral toma la forma

3 o V2k 2
XNy = 2 {E] / [u + °] e du. (4.48)

0o g

Ahora consideremos la norma del estado con n =0

192y = 2{%] [ 2

o
El estado normalizado con n = 0 puede ser usado para calcular de forma explicita
los valores esperados y dispersiones de varios operadores fisicos de interés. Los
resutados para otros valores de n se muestran en el apéndice A.3.

u +

] e~ du = V27 koo . (4.49)
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4.3.1. Valor Esperado de los Observables Basicos

Ahora calcularemos el valor esperado de los observables bésicos para los estados
Gaussianos de manera que podamos obtener una mejor comprension de los pa-
rametros libres (ko, o, p,n) que caracterizan el estado. El primer observable que
vamos a considerar es p,, que es un observable de Dirac (y por lo tanto una cons-
tante de movimiento). Este operador es representado como py - x = —ih% “X y su
valor esperado esta dado por

o2h [ |dF|?
() = / S
IRy S | da
Usando el teorema de Parseval se obtiene que
R 2h & ~
(o) = | PIFWPA (450)
HXthy —00

Si tomamos nuestro estado inicial F(k) = k"e~(*k0)*/o*¢itk a integral anterior
toma la forma

9 0o
<ﬁ¢> — h / ]’C2n+2€_2(k_k0)2/a2dk’ ‘ (451>

X1 5ay

o0

Con el cambio de variables u = ‘/75(143 — ko) el valor esperado (4.51) esta dado por

2n+2
2h [ o "7 V2ky 2
(Py) = ——5— [—] / u+ e “du (4.52)
YRRy Vel o
En el caso de un estado Gaussiano puro (n = 0) se obtiene
2
2h g 3 * \/§k}0 2
(bs) = = {—} / u + e du (4.53)
’ X3y V2] Joo o
o2
= hky |14+ —| . 4.54
o1+ 5] oy

Lo cual nos dice que dada la aproximacion que estamos considerando (ko > o) se
obtiene que (py) = hky. Por lo tanto, como era de esperarse, el parametro ko da en
buena medida el valor esperado de py, que puede ser entendido como la variable
conjugada a x en el espacio de fase reducido (ver ejemplo 2 del capitulo 2). Estas
observaciones también sugieren que podemos seleccionar la trayectoria clasica que
serd aproximada por el estado cuantico, esto se puede hacer especificando del par
(Z,py) en el tiempo ¢ = 0y luego tomar los parametros (p, ko) apropiadamente tal
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que el estado este centrado alrededor del punto clasico. Si fijamos un parametro
de tolerancia 0 que acote que tan lejos del valor clasico p, esta el valor esperado
de los operadores, tal que |(ps) — Dy| < J, entonces existe un intervalo en el cual
ko puede tomar valores. Para p, > ho y Dy > 0 se tiene que el intervalo en el
que ko puede tomar valores esta dado por py/h — 0/h+ (6% — h*0?)/4hp, < ko <
Po/h+0/h+ (6% — h20?)/4hpg.

Notese que si estas condiciones se satisfacen entonces el intervalo es en buena
aproximacion de ancho 2§/h y centrado alrededor de py/h.

Si queremos calcular la dispersién del operador p, podemos empezar por calcular

2h% [ dF d*°F 2R [ 4 -
) = - / Ard - / K3 F () [2dk (4.55)
||X||phy dr dz || ||phy
Usando los estados Gaussianos generalizados la integral toma la forma
2 00
(p2) = 20 / J;2+3 e 2k—ko)* /o q (4.56)
[Ix[1Zy

La cual se puede reescribir como

2y = 2 {LTM /°°
¢ HXthy V2 o

Si tomamos n =0

(7o) = Hiﬁ [%]/Z

= 22 [1+ 30” } . (4.57)

e “du.

2n+3
2k
wt V2 0] 2
g

3
2k

+ V2 0] e v du
ag

4k2

Notese que para ko grande (ko > o) se obtiene (p7) ~ h*kg.
Ahora podemos calcular la dispersion del observable pg como (Apg)* = (B7) — (Dg)”-
Para n = 0 se obtiene

2
ape)? = w1430 ] Chme 14 2
452 T
h2o? o2
= = [1—4—%} (4.58)

Esta es una constante. Adviértase que para ko > o la dispersion es Apy ~ h"

lo que nos dice que el pardmetro o tiene la interpretacion de ser la dispersion del
observable asociado a la variable k, que para este caso corresponde a pg.
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Recordemos que la cantidad conjugada a pg es z(8) en el modelo reducido, por
lo tanto es natural considerar la familia de operadores Z4 que corresponden al
observable z al tiempo ¢. Aunque lo més natural es en realidad definir el operador
simétrico que actia sobre los estados iniciales F, el cual en la representacion k es
el operador definido en la ecuacion (4.39), que puede escribirse como

00N -
TF = (8/{:+2k ) F. (4.59)

Los dos primeros términos vienen del reemplazo de la ecuacion (4.39) en la ecuacion
(4.42). Ahora es directo calcular el valor esperado del operador & sobre los estados
Gaussianos generalizados, que para todos los valores de n tiene la forma

(1) =—p—0, (4.60)

lo cual confirma que el parametro —p representa el punto Z en el espacio x donde
esta centrada la Gaussiana (cuando ¢ = 0). Este valor esperado también corres-
ponde a la dinamica clasica (dada por la teoria efectiva) de la variable z (con
Py > 0). Ahora calculemos el valor esperado del operador 22, el cual esta dado por

. . 2 2 . .
2 (10 N0 10 1, (10 i
! (8k+2k (b) o wor Tawe \ar T )T

Es importante resaltar dos problemas que surgen cuando se considera el operador
definido en (4.59), el primero es el término de derivada y el segundo es el factor
1/k en el operador. El término de derivada implica que se necesita considerar con
cuidado la condiciéon de frontera en k& = 0, tal que el término de frontera que
surge (cuando se integra por partes) no contribuya, en particular; se debe tener
para el operador & que (g f k)|,_, = 0, esta condicién es naturalmente satisfecha
por todos los estados con n > 0. El término 1/k impone algunas condiciones de
decaimiento en el origen (K = 0) de manera que las integrales sean finitas. Por
lo tanto atin cuando el valor esperado de z esta bien definido para la Gaussiana
n = 0, este estado no esté en el dominio del operador, i. e., el estado que resulta
de hacer actuar el operador z sobre el estado con n = 0 es no normalizable y por
lo tanto no pertenece al espacio de Hilbert fisico. Entonces se concluye que para
tener al operador & en el conjunto de observables fisicos se debe excluir el estado
n = 0 y considerar solo n > 1.

En el caso n = 1 es directo (pero largo) calcular el valor esperado de z?, donde se
obtiene que

352
Lo (1e5) :
<x):p+;7+2p¢+¢ (4.61)
(1+32)
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de esta forma se tiene que la dispersion esta dada por

1 (1 + 2k2>
(A2)? = (2%) — (2)" = - 7——%, (4.62)
4k3
lo que nos dice que el parametro o tiene la interpretacion esperada como el inverso
de la dispersion del observable x. Esto se da cuando ky > o y por lo tanto el
segundo término en la expresiéon anterior es muy cercano a uno.

Las relaciones de incertidumbre para los observables p, y & (para n = 1) estan
dadas por

(A0 = 2 (4 i+ 3 — o) (1 ) . (4.63)

1 )
(1+5)

Notese que si kg > o entonces la relaciéon de incertidumbre

(Apy)(AL) >

estd muy cerca de ser satudara, como veremos en la siguiente seccion estas con-
diciones son necesarias para que los estados Gaussianos generalizados representen
un estado semiclasico aceptable.

Para resumir, dado un punto (pg, 3) sobre [ se puede definir una familia de es-
tados coherentes (etiquetados por n) con coeficientes (kg, p). Estos estados estan
centrados en el punto (py, 3) tal que ko = py/hy —p = 7 := L In|tan(A3/2)|. To-
davia queda el parametro o libre, excepto por la condicién intermedia de que debe
ser pequeno comparado con ky. Ademés, se deben imponer condiciones adicionales
sobre los estados Gaussianos para seleccionar los estados semiclésicos.

DO | St

4.3.2. Operador de Volumen

Empecemos por considerar el operador V‘qs que corresponde al volumen en el
tiempo ¢. El valor esperado de este operador esta dado por la ecuacion (4.34), de
manera que es suficiente con calcular las constantes V.. dadas por

dr|?
Ve = L/ —| eF**dx, con Kk =4nylH\,
alxlfny J [ de
Estas se pueden escribir como
V. 1 -
Ve = —= f/k(k:pm)F(k)F(k:Fm)dk. (4.64)
||X||phy ”Xthy
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Si tomamos el estado F’(k;) — ke~ (k—ko)?/o? gipk

V.= K /Oo kkne—(k—k0)2/02e—ipk[k Fial[k F ia]ne—(kq:ia—ko)2/02eip(kq:ia)dk7
Q —00
que puede ser reescrito como
Ve=Cetre / T [k F i) koot - ia k0% (4.65)
o —0o0

es directo ver que al hacer el cambio de variables u = v/2k — v/2kq :F 7 la integral
(4.65) queda de la forma

B 1 n+1 0o n+1
Vi = —\/g (1> etPage’/20° / [2u2 + 4V 2kgu + 4147(2) + QQ] e Ay
07 —o0

Si tomamos n = 0

- 1 >
Vy = L (_) ezi:pozeoc2/202 / [2u2 + 4\/5]{;()'“ + 4]{;3 + QQ} e_u2/02du , (466)
Oé\/§ 4 —00

de donde se obtiene que

~ K

Vo= —— ™ e’ 27 r(6% 4 420 + oPo) .
+ a4\/§ \/_( 0 )
Si tomamos un estado normalizado usando la ecuacion (4.49) el resutado es
f/ 2\ 2 2
Vi + _ TYLPp) +pa 6012/202 |:4]€0 + 0° + :| ) (467)
||Xthy 20 0

Para calcular la dispersion del operador de volumen es necesario calcular tres
integrales Wy, W, W_. Empecemos por W
i /°° {d%f’ dF  dF d*F

— ——] dz, con g =
HXthy

27204 )2
dz? dx  dz d2?
que se puede reescribir como

Wy =
0 — 3G 3

(4.68)

WO 20&2

Wy = =
HXthy ”Xthy

/ k3| E (k) 2dk . (4.69)

Esta es la misma integral de la ecuacion (4.55), por lo tanto para un estado nor-
malizado con n = 0 solo se necesita reemplazar h® por ay en (4.57) para obtener

30
Wo = ank] {1+4k2} . (4.70)
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Ahora calculemos Wy = W, /|| X121y donde

B 00 ZF F F 2F 204 \2
Wy = z'ozg/ eT2ow {d—d— - d—d— dx, con az = ™ leiA (4.71)

dz? dez  dz dz? 3G 7

—00

se puede escribir como

We = as / = [ﬁ(k)(k ¥ 2i0) F(k F 2ia) + (k £ 2ia) F(k F 2ia) F(k) | dk .

[e.9]

Si tomamos como estado inicial F(k) = k"e~(*k=%0)*/7” ¢k entonces
Wi = age™H” /Oo krt2e—(k—ko)?/o?
[(]{Z x 2ia)n+1ef(k¥2ia7ko)2/02 + (k’ + 2ia)n+1€7(k:l:2ia7kg)2/02]dk .
Para hacer la integral

I(j:) _ /OO k,n+2€f(kfko)2/02(k 4 2ia>n+1ef(kiZiafkg)Q/UQdk7

—0o0

se usa el cambio de variables u = v/2(k — ko & i) y se obtiene

> n+2 n+1
d

202 /02 S 2
= [ (k) e
V2 S [\v2

La parte real de I(+£) es

2a2/0? oo 2
Re[I(+)] = & [(i + ko) +a? (i + k0> e du. (4.72)

n+1

u 2/ 2
— + k io ) e /7 du.
(\/5 ot )

n+1

V2 S | \V2 V2

Por lo tanto Re[I(+)] = Re[I(—)] y la parte imaginaria de I(+) es

202 /o2 o 2 n+1
Im[I(+)] = Fao"— <i + ko) +a?| ey
V2 Js | \V2 ’
por lo que Im[/(+)] = —Im[/(—)]. Usando las partes reales e imaginarias se obtiene

que la integral W tiene la forma

Wi = aze™?[I(+) + I(—)] = 203 Re[I(+)] . (4.73)
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Lo cual nos dice que W, es una cantidad real (como era de esperarse) y que solo
es necesario calcular la parte real (4.72). Tomando n = 0 se obtiene

6202/02 & u 2 2 u 2/ 2
]Re[](:i:)] = 7 (E + ko) + <E + ko) e /o du

202 /a2 ud u2 u ) ) 5 ) e

Si usamos las integrales del apendice A.1 tenemos que

202 /a2
Re[l(+)] — Tﬁ (Zkoa?’ + kot a2k00> , (4.74)

de lo cual se obtiene que

3
Wy = a3eﬂpae2a2/"2 V2 (Z—Lkga?’ + ko + 042/600) ) (4.75)
Si se incluye la normalizacion del estado, el resultado es

294 \2
TV lp A" opa 202/0% | 1.2 3 5 2
We=—"7—¢e""% kg + -0 +a”| . 4.76

- 3G 07y (4.76)
De esta ecuacion y de (4.67) se puede ver que la diferencia en la dispersion relativa
asintotica (ecuacion (4.37)) antes y después del rebote es cero, es decir, D = 0. Es
importante resaltar que este resultado es general y aplica para cualquier estado
Gaussiano que se defina como en (4.47) conn=0,1,2,... .

4.4. Condiciones de Semiclasicalidad *

Hasta ahora hemos considerado estados Gaussianos generalizados como estados
iniciales para los estados fisicos en el modelo soluble con £ = 0 y campo escalar
sin masa en el contexto de la cosmologia cuantica de lazos. Hemos visto que los
parametros que definen los estados tienen la interpretacion esperada: el parametro
ko esta relacionado con el valor esperado de py; —p con el valor esperado de &
y ho/2 con la dispersion de ps. La tnica condicion que se ha impuesto hasta el
momento es ky > o, la cual garantiza la validez de nuestra aproximacion. También
vimos que para los estados que satisfacen las condiciones de consistencia hay dos
resultados: primero es que la dispersion relativa de p, es pequena y segundo es que
la relacion de incertidumbre se satura (Apy)(Az) ~ h/2. Desde este punto de vista
se puede afirmar que cualquier valor de ky y o que satisfaga la relacion ky > o
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es aceptable para definir un estado semiclasico. El propoésito de esta seccidon es
explorar esta cuestion y responder la siguiente pregunta: ; Existen condiciones mas
restrictivas que se deban imponer sobre ky y o para obtener estados semiclasicos?
veremos que la respuesta es si.

4.4.1. Volumen Asinté6tico

Para responder la pregunta anterior vamos a considerar el operador de volumen.
Dado que todos los estados fisicos tienen la propiedad que el valor esperado del
operador de volumen V| » @ un tiempo ¢ tienen la misma forma funcional y por lo
tanto para valores grandes de ¢ siguen la misma dinédmica de las ecuaciones clasicas
(i. e. las ecuaciones de Einstein) V(¢) ~ e*%?  entonces se necesitan més criterios
para seleccionar los estados que son semiclasicos. La estrategia es considerar la

N2
dispersion relativa <(AV) / (V)) del operador de volumen a un tiempo ¢. Se
®

espera que los estados semiclésicos tengan una dispersion relativa muy pequena “a
tiempos largos”, cuando la dindmica se acerca a la dindmica clasica, por lo tanto
es natural considerar la dispersion relativa asintética dada por

2

Ay = lim g :W—;E— (4.77)
$—to0 <V> . Vi

Es directo encontrar la expresion analitica de estas cantidades para nuestros esta-
dos (con n = 0)

(4.78)

Es importante resaltar que en la expresion previa hay una competencia entre el
factor e’/ y la segunda parte. El exponencial se hace cercano a uno si o es grande
comparado con a pero puede hacerse muy grande si o es muy pequeno. Entonces
debe haber un valor 6ptimo ¢ para el cual A, tiene el valor menor. La forma
de A4 puede ser vista en la figura 4.1. Otro aspecto importante para considerar
es que no se ha impuesto ninguna condiciéon sobre pg, es decir, no se ha dicho
que tiene que ser “grande”; principalmente porque en la teoria clasica no hay una
cantidad dimensional con respecto a la cual comparar. En la teoria cuantica con la
introduccion de h se tiene una escala, como se puede ver en la ecuacion (4.78) y la
expresion para (P,) la cantidad ha tiene las mismas dimensiones de py. Atin més,
si se impone la condicion ky > « todos los términos en paréntesis en la ecuacion
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(4.78) son pequenos. Entonces se puede tratar de encontrar el valor 6ptimo de o.
Notese que la condicion ko > o« implica que (py) > ha.

La condicion que la expresion (4.78) sea un extremo es una ecuacion cibica y la
tnica solucién fisicamente interesante puede ser aproximada como

&2z2ak‘0+%a2. (4.79)
Dado que exigimos ky > « entonces el segundo término es muy pequeno com-
parado con el primero y se puede aproximar como ¢ =~ +/2aky. Es importante
resaltar que esta condicion selecciona un valor preferido de o para el cual el estado
es més semiclasico. Como se puede ver en la figura 4.1 si se hace o ligeramente més
pequeno (con el objetivo hacer la dispersion més pequena) la dispersion relativa
del volumen se hace mas grande, haciendo que el estado no sea un buen candidato
a ser semiclasico. Notese también que la condicion kg > « implica un valor grande
del momento py en la escala definida por ha.
Si introducimos el valor & en la dispersion relativa, entonces esta se puede aproxi-
mar como

72

i | BV gy~ 2 (4.80)
¢p—+o0 <V>2 ~ ko
Esta aproximacion tiene un error del 0,0002 % cuando kg = 30000 (en unidades de
Planck) y se hace mejor la aproximacion cuando kg se hace mas grande. Esto nos
da la relacion precisa entre el parametro ky que controla el valor esperado de py y
el valor minimo de la dispersion relativa asintotica del operador de volumen. En la
figura 4.1 se puede ver que para o2 < 62 la funcién es exponencial y para o2 > 52
la funcién tiene un comportamiento polinomial.
Para resumir, hemos visto que no cualquier estado Gaussiano seria un estado
semiclasico aceptable. Con el fin de minimizar la dispersion relativa asintotica A4
se consider6 el parametro o como funcion del otro parametro relevante (kg), es
decir, tomar o del orden de 62 ~ 2aky. Los estados para los cuales esta condicion
no se satisface van a presentar en general grandes fluctuaciones cuanticas en la
region donde se espera sean pequenas (para tiempos largos antes y después del
rebote), por lo cual no pueden ser considerados como semiclasicos.
Asumamos que se toma el valor ¢ para o, entonces surge la siguiente pregunta:
.Se pueden reproducir algunas caracteristicas de la “dinamica efectiva™ como se
discuti6 antes, la ligadura Hamiltoniana “clasica” que se obtiene al reemplazar las
cantidades clasicas como la conexiéon y la curvatura por sus correspondientes ho-
lonomias con un parametro finito A\ se puede ver como el punto de partida para la
“cuantizacion polimérica” o el “limite clasico” de la teoria clasica cuantizada a la
lazos. En cualquier caso se espera que los estados semiclésicos de la teoria cuéntica
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Figura 4.1: Dispersion relativa asintotica A4 como funciéon de o2, con a ~ 6,14,
n=20,p=0y ky = 30000 en unidades de Planck. Esta funcién presenta dos
comportamientos cerca al minimo &; la primera es que para o2 < 62 la funcién
crece de forma exponencial; la segunda es que para o? > &% la funcién crece de
forma polinomial.

describan de manera aproximada la “teoria clasica” en un regimen apropiado, en
otras palabras, se quiere saber cuando la dinamica efectiva es una buena aproxi-
macion a la dinamica cuéntica. Finalmente cabe hacerse la pregunta: ;Se pueden
tomar los pardmetros de los estados Gaussianos de tal manera que la dinamica
efectiva no sea una buena aproximacion? La respuesta a esta pregunta se presenta
en la siguiente seccion.

4.4.2. ;Qué tan Semiclasico es el Rebote?

Un problema importante es saber que tan semiclasico es el estado en el rebote, es
decir, si el estado tiene una dispersion relativa asintotica A4 pequena se quisiera
saber cual es la dispersion relativa en el rebote y como es comparada con A..
Una grafica de la dispersion relativa como funcién del tiempo interno ¢ se muestra
en la figura 4.2, donde se puede apreciar que la dispersion relativa esta acotada,
tiene un valor minimo en el rebote y tiende asintoticamente a Ay. Por lo tanto,
de manera sorpresiva el estado no se vuelve “mas cuantico” en la escala de Planck
sino que preserva su coherencia cuando cruza el rebote.

Tratemos de estimar un valor para la dispersion relativa comparando con su valor
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s . V.
asintotico. Se sabe que en el rebote para los estados Gaussianos ¢, = i In i

+1In ’%—J‘r) entonces <V>¢b =2yViV_y

(AV)S =Wy — 4V, Vo 42/ W W, . (4.81)
Por lo tanto la dispersion relativa en el rebote es

7\ 2
AV _ Wot YW, (4.82)

<V>2 4V, V-

b

Para n = 0 en el estado Gaussiano se obtiene

. R —a?/? o2
‘A/ 2 2 V 2 o24a? 2 2 ‘

Si se impone que ky > 0 > «, lo cual se satisface si tomamos 0 = ¢ = \/2aky,

Ave

72
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Figura 4.2: Dispersion relativa (AV)?/(V)? como funcion del tiempo interno ¢ con
a =~ 6,14 v kg = 30000 en unidades de Planck. Noétese que el minimo esta en el
rebote (que corresponde a ¢ = 0). El valor en el rebote es aproximadamente 1/2
de su valor asintotico para todos los estados Gaussianos generalizados.

entonces la ultima ecuacién toma la forma

(AV)?| 1 (AV)?

/ 2 (V)

2 = O(a”/o%)+ O(c* k7).

¢p—Foo
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Esto nos dice que cuando ky > ¢ > « la dispersion relativa del volumen en el
rebote se hace

AV)? 1 (AV)? 1
Qv LAy NG (4.84)

Esta aproximacién tiene un error del 0,007 % para ko = 30000 y el error se hace

més pequeno a medida que kg se hace mas grande. Si se usan las ecuaciones (4.84)

y (4.80) y se toma el valor de o que minimiza la dispersion relativa, se obtiene
(AV)?

~

(V)?

P

Esta aproximacion tiene un error del 0,01 % para kg = 30000 y el error se hace mas
pequeno a medida que kg se hace mas grande. También se realizé una exploraciéon
numeérica exhaustiva para n > 1 y se vié que la dispersion relativa igualmente se
hace més pequenia en el rebote y es aproximadamente 1/2 de su valor asintotico.

Por lo tanto se puede concluir que el estado que satisface la condiciéon ky > o > «
exhibe también un comportamiento semiclasico en el rebote, atin mas, la dispersion
relativa en el rebote es aproximadamente 1/2 de su valor asintotico. Estos resul-
tados analiticos dan soporte a las exploraciones numéricas reportadas en [16, 17].

4.4.3. Volumen y Densidad de Energia en el Rebote

Habiendo mostrado que los estados semiclasicos también se comportan semiclasi-
cos en el rebote es natural preguntarse si el estado produce observables (a través
de sus valores esperados) que siguen alguna trayectoria clésica. La respuesta es si,
pero la “teoria clasica” a la que aproxima no es la teoria cléasica estandar (Relati-
vidad General + campo escalar sin masa) sino a una teoria efectiva definida por
una ligadura Hamiltoniana C, efectiva [69], la cual contiene la escala geométrica
cuantica A. La dinamica efectiva es generada por la ligadura Hamiltoniana

_ 3
8mrGy2)\2

2
VZsin?(\3) + o ~ 0

Hy = ;

y contiene varias caracteristicas importantes. La primera es que todas las trayec-
torias tienen un rebote que ocurre a la misma densidad critica pey = m; la
segunda es que el volumen alcanza su valor minimo en el rebote y su valor depende
del observable py y esta dado por

8TGA2N2
Vi = \/% Do (4.85)
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En la teoria cuantica se vié que todos los estados fisicos tienen un rebote y el
valor minimo del volumen esta dado por Viounce = 2v/ V4 V_. Es natural entonces
buscar el volumen correspondiente en el rebote para nuestra familia de estados
Gaussianos. Es facil mostrar que el valor minimo del volumen es (con n = 0)

02+a2}

4yl A
4k3

(07

(4.86)

Viaounce = 6a2/202 k?o |:1 +

Se puede reescribir como

Ay O3\
Vbounce — %

ko + O(a?/0®) + O(0?/k3) + O(a® [ k) .

Si retomamos el resultado previo ((py) = hko + O(c?/k3)) vy asumimos las condi-

ciones de semiclasicalidad encontradas de la seccién anterior (o > o'y ko > o),
2 ~

entonces de la ecuacion (4.86) se tiene que Viounce & %%, usando el valor de

a = /127G se concluye que

%ounce ~ Vmin; (487>

que es lo que deseabamos mostrar. Notese que mientras mayor sea el valor de kg
mejor sera la aproximacion. En otras palabras, si kg no fuera lo suficientemente
grande (comparado con «) entonces no solo la dispersion relativa asintotica del
volumen seria grande sino que también las ecuaciones efectivas no serfan una buena
aproximacion a la dindmica cuantica.

Otro resultado importante para este modelo soluble es que la densidad de energia
p esta acotada por la densidad critica pe; [8], es natural entonces preguntarse jco-
mo es el comportamiento de la densidad de energia en el rebote para los estados
semiclasicos que estamos estudiando? Uno se imaginaria que mientras mas semi-
clasico sea el estado, mayor es la densidad en el rebote. Ahora queremos explorar

la validez de esta afirmacion por medio del estudio de varias cantidades que miden
(Py)?
2(V)27?
se demostré que estaba acotada por peie [8], es directo calcular el valor de esta
densidad para los estados con n = 0

2
—a2/o2? o2
e / (1 + m)
5 .
o2+a?
(1)

Notese que p < peis ¥ cuando kg — oo la densidad se acerca a su valor maximo peyig -
Se puede ver que al dejar fijo kg y libre a o, cuando o crece la densidad crece y se
aproxima a pes. Por lo tanto imponer que la densidad en el rebote se aproxime a la

la cual

la densidad. La cantidad mas simple que uno puede definir es p =

P = Perit (488>
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densidad critica no impone condiciones muy restrictivas sobre o, como si lo hace la
dispersion relativa asintética. Adviértase también que cuando kg es suficientemente
pequeno para ser del orden de «, la densidad en el rebote estaria lejos de la densidad
critica, lo cual da otra indicacién de que estados con kg pequeno no son semiclasicos.
Las otras cantidades que pueden representar la densidad usando las expresiones
para <z§§)) y (‘72>, dan el mismo resultado cualitativo, que se aproximan a peit
cuando kg se hace grande.

4.4.4. ;Doénde esta la Region Clasica?

[
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Figura 4.3: Valores ¢ de ¢ para los cuales alcanza la region clasica como funcion
de k. Las graficas son: 6 = 1 puntos, 6 = 0,5 guiones, § = 0,25 puntos-guiones,
0 = 0,125 linea inferior, 6 = 0,0625 linea media y 6 = 0,03125 linea superior.
Notese que para valores grandes de kg el tiempo gz~5 permanece constante.

En la descripcion de la cosmologia cuantica de lazos, cuando la dinamica es go-
bernada por las ecuaciones efectivas, se puede hacer sin ambigiiedad la pregunta
jcuando se recobra la dinamica clasica de la Relatividad General? Una manera de
medir esto puede ser en términos de la variable § (cuando Af < 1) o en términos
de la densidad de energia (p < puit). Sin embargo si se quiere hacer la misma
pregunta en el contexto cuantico entonces se encuentra con el siguiente dilema:
como se vio en las secciones anteriores, un estado Gaussiano permanece semicla-
sico cuando cruza el rebote, de hecho se hace més semiclasico en el rebote. Por
lo tanto no podemos decir cuando el estado se vuelve semiclasico basdndonos en
el comportamiento de las dispersiones de los operadores relevantes. Aun asi, nos
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Perit
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Figura 4.4: Valores de la densidad para distintos valores de (¢) como funciéon de
ko. Se toma p1,273’4/pcrit, para los cuales 6 = 1 puntos, 6 = 0,5 guiones, 0 = 0,25
puntos-guiones, 6 = 0,125 linea superior, 6 = 0,0625 linea media y 6 = 0,03125
linea inferior.

gustarfa tener una nociéon de transicion del dominio de la gravedad cuantica al
dominio de la gravedad clasica (donde los efectos cuénticos son pequenos). Con
el fin de lograr esto proponemos un criterio por medio de la definiciéon del error
(porcentual) entre la dispersion relativa y la dispersion relativa asintética

@avyr| A,
$) = — 9 100. (4.89)

Esperamos que este error sea pequeno a medida que se acerca a la region clasica.
Ahora queremos motivar esta propuesta. Si bien no se puede definir una transiciéon
en términos de un cambio en la dispersion relativa de los operadores bésicos, si se
puede comparar con los valores del modelo de Wheeler DeWitt (WDW). Se sabe
que el valor esperado de los observables en la teoria de WDW sigue de cerca la
dinamica clasica de la relatividad general y dado que hay una manera canoénica de
mapear un estado en cosmologia cuantica de lazos a un estado en WDW entonces
la comparacion entre los valores esperados esta bien definida [8]. Esto se realizo
para nuestros estados Gaussianos y calculamos las dispersiones relativas para el
volumen, lo cual resulto para la dinamica de WDW que la dispersion relativa es
una constante en el tiempo ¢ y su valor corresponde precisamente al valor de la
dispersion relativa asintotica calculada de la cosmologia cuantica de lazos (CCL).
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Por lo tanto la dinamica de la CCL no solo se aproxima a la de WDW por medio
del valor esperado de los observables, sino que también aproxima la dispersion
relativa de los observables. Por lo cual estd bien justificado medir la transicion
al “regimen clasico” en términos de que tan cerca esta la evolucion en CCL a la
evolucion en WDW.

Con el fin de saber dénde empieza la region clasica se halla el valor de ¢ para el
cual 6 = 1/2™ con m = 0,...,5, tomando ¢ = 0 en el rebote. Los valores de ¢ que
satisfacen esta condicion se denotan como ¢ y se muestran en la figura 4.3. Luego

3 , o 5
se evaluan las densidades p; = ;?%22 , P2 = éf{‘;; , P3 = % , Py = 22’;;’3)

valores gz~§ La densidad se muestra en la figura 4.4 (esta grafica no depende de la
densidad que se use p1, p2, p3, p4). De la figura 4.4 se puede ver que

p@) , 3) (4.90)

pcrit 5

en los

con kg > a, 0 = 0 = \/2aky, p = 0y n = 0. Los resultados son similares si se
considera n > 0. Atn més, si tomamos p # 0 lo tnico que cambia es el valor de ¢
en el rebote. Si se varia o con ky fijo, entonces para valores grandes de o (mayores
que &) el tiempo gg en que se llega a la region clasica es menor. Cuando esto ocurre
el valor de la densidad es mas cercano al valor critico y en el limite en que o es
muy grande la region clasica empieza en el rebote, lo cual no tiene sentido. Esto
muestra que es necesario tomar o cerca del valor &.

La relacion dada en la ecuacion (4.90) nos dice el orden de las correcciones cuénti-
cas. Entonces si decimos que las correciones son despreciables cuando, por ejemplo,
§ ~ 1071% entonces la densidad es del orden p/peui; ~ 2 x 107, Por tltimo es im-
portante recordar que los estados Gaussianos generalizados son simétricos respecto
al rebote, es decir, A, = A_. Por lo tanto todas las conclusiones de esta seccion
aplican también a la region antes del rebote.

Para concluir queremos resumir esta seccién. Se vidé que imponer condiciones fisicas
apropiadas sobre el comportamiento de los observables fisicos son suficientes pa-
ra restringir los parametros que caracterizan los estados Gaussianos generalizados
(4.47) y obtener estados verdaderamente semiclésicos. De los tres parametros con-
tinuos que caracterizan los estados (ko, o, p), dos de ellos (kg, o) son fijados por las
condiciones de semiclasicalidad, mientras que la eleccion del valor de p representa
una eleccion real de las condiciones iniciales. Se vi6 que al exigir que la dispersion
relativa asintotica de p, fuera pequena implica que o < ko y que la dispersion
relativa asintotica del volumen fuera pequena implica que kg > o > «a. Si estas
condiciones se satisfacen se dice que los estados son semiclasicos y permanecen
semiclasicos cuando cruzan el rebote, donde el volumen y la densidad estan muy
bien aproximados por la teoria efectiva.
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Hasta ahora se ha considerado el modelo de FRW espacialmente plano sin especi-
ficar la topologia de la seccion espacial Y. Si la topologia de X es la de un tres toro
T3 la interpretacion de las variables V' y 8 es clara: V es el volumen del universo
a un tiempo ¢ y 3 es su variable conjugada definida por la estructura simpléctica
(y relacionada con el pardametro de Hubble en el limite de relatividad general). En
este caso todos los resultados tienen una interpretacion clara. Las condiciones de
semiclasicalidad implican que la teoria solo puede tener un limite clasico si el uni-
verso rebota cuando el volumen es mucho mas grande que el volumen de Planck.
Por lo tanto no se pueden tener estados semiclasicos que reboten cerca al volumen
de Planck, lo cual se debe a que las dispersiones relativas asintoticas del volumen
(y de Z) no son pequenias en este caso. Como fue mostrado anteriormente [17, 68|,
en el caso de un universo espacialmente cerrado la escala de Planck es definida por
la densidad de energia que es cercana a la densidad de Planck y no por el volumen
en el rebote, el cual puede tomar cualquier valor. Por otro lado si la topologia de la
seccion espacial es R? el universo es abierto y se debe introducir una celda auxiliar
para que la formulacién Hamiltoniana tenga sentido, esto introduce un grado de
libertad extra que es fisicamente irrelevante. En la siguiente secciéon se muestra
que implicacién tienen nuestros resultados en este escenario.

4.5. Dependencia bajo Reescalamiento *

Los resultados previos muestran que los estados Gaussianos con valores grandes
de ko se comportan mas semiclasicos, en contradicciéon con la intuicién clésica
que nos dice que ‘“reescalar ky” es fisicamente irrelevante. Esto es debido a que el
modelo de FRW con £ = 0 tiene una simetria de reescalamiento de las ecuaciones
de movimiento y de la métrica del espacio-tiempo, esta simetria estd dada por
(V. B, ¢,ps) = (LV, B, ¢,p,) con £ constante. Esto puede ser entendido como una
simetria que viene de la libertad en tomar la celda auxiliar con la que se hace
la formulacion de la teorfa [38]. La dependencia en ky de la semiclasicalidad de
los estados nos llevaria a concluir que la simetria bajo reescalamiento de la teoria
clasica no esté presente dentro de la familia de estados que estamos considerando
cuando kg es del orden de «. Sin embargo cuando ky se hace grande todas las
propiedades del estado permanecen invariantes (en el sentido de que aproximan
bien la teoria efectiva). Esto nos lleva a pensar que posiblemente la simetria de
reescalamiento se recobra de manera aproximada cuando p, es grande. El objetivo
de esta seccion es precisar esta afirmacion y mostrar que es cierta. El primer
problema importante que surge es la implementacion de la “libertad de norma” de
reescalamiento, que esté presente tanto a nivel clasico como a nivel efectivo. Esta
“libertad de norma'se puede entender a nivel clasico (y efectivo) como un mapeo
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entre dos teorias en dos celdas distintas, lo cual puede ser reinterpretado como un
mapeo en cada teoria definido sobre una celda auxiliar V.

Para ser mas precisos consideremos la celda V y la celda V' obtenida de la primera
por medio de un reescalamiento constante dado por el factor ¢, entonces existe un
mapeo del espacio de fase I'y, de la teoria en la celda V' al espacio de fase I'yr,
donde este mapeo esta dado por (8,V, ¢, ps)y — (8,4V, ¢, lps)yr, por lo tanto la
arbitrariedad en la definicion de la celda auxiliar (que debe dar descripciones fi-
sicas identicas) puede ser reinterpretada como una transformacion sobre 'y que
deberia conectar dos configuraciones fisicas indistinguibles. Aunque esto parece
una suposicion razonable resulta no ser cierta ya que al analizar las transfomacio-
nes del espacio de fase resulta que no corresponde a una simetria del espacio de
fase, es decir, la transformacioén no preserva la estructura simpléctica aun cuando
conecta dos soluciones. Desde el punto de vista de los sistemas con ligadura es-
ta transformacion conecta dos orbitas de norma distintas lo cual tampoco es un
simplectomorfismo en el espacio de fase fisico. En este sentido esta simetria no
puede ser considerada como una “libertad de norma” en el lenguaje Hamiltoniano
estandar.

Dado que esta transfomacion no es canénica cabe preguntarse, ;Se espera que
su implementacion cuantica sea unitaria? de hecho lo que uno quisiera tener es
un mapeo tal que un estado ¢y para la teoria en la celda V sea enviado a un
estado v, de tal manera que el valor esperado de ps tenga las propiedades de
transformacion adecuadas: (py)yr = € (Pg)y. Si este mapeo también relaciona los
valores esperados del volumen como (V|g)y = £(V|4)y entonces se tendria una
implementacion cuantica del reescalamiento 3.

Se mostrara que esto no se puede llevar a cabo en nuestro modelo para la fami-
lia de estados que estamos considerando. Se debe recordar que los estados estan
etiquetados por los parametros (kg,p, o), tal que para una configuracion clasica
(Pe, Z) (al tiempo ¢ = 0) hay una eleccion preferida de los parametros (ko,p, o),
que selecciona un estado semiclasico unico para un valor de n dado. Entonces ca-
be preguntarse como estos parametros deben “transformar” de tal manera que se
pueda implementar la simetria en el espacio de soluciones. La respuesta natural a
esta pregunta es que la simetria de reescalamiento induce una transformacién en el
espacio de fase y por lo tanto en el espacio de etiquetas (p,, Z) que define la confi-
guracion clasica que es descrita por el estado cuantico. Por lo tanto hay una 4nica
implementacion de la simetria clasica en el espacio de estados Gaussianos genera-
lizados que estamos considerando. Ahora la pregunta es, ;bajo que mapeo entre
estados los valores esperados de los observables py y ‘7¢ escalan apropiadamente?

3Ademaés se debe requerir que los momentos mas altos transformen adecuadamente.
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Exploremos esta pregunta con un poco mas de detalle. De la ecuacion (4.54) se
puede ver que para implementar el reescalamiento en p, el mapeo natural entre
estados seria enviar un estado con etiquetas (ko, p, o) a un estado (k{, = € ko, p, 0’ =
lo) y de esta manera obtener (py)y = £ (Py)y. Pero atn cuando 1y se toma como
estado semiclasico el nuevo estado 1) no sera semiclasico en general. Para ser mas
precisos, las condiciones de semiclasicalidad (para cualquier celda unitaria) nos
dicen que o debe ser del orden de /2« kg entonces se puede asumir que ¥y (ko, po, o)
satisface esta condicion, pero en el nuevo estado ¥y (kj, pf, o’) se tiene

o' =l =\/20aky = ("% \/20k].

Por lo tanto ¢’ cumpliré con las condiciones de semiclasicalidad para la celda V'
solo si £'/2 no es muy diferente de uno. Si consideramos el mapeo canénico de
las etiquetas de los estados que viene de la simetria clasica, tal que actua entre
el conjunto de estados semiclésicos con 0 = &(kgy). En este caso incluso el valor
esperado de pg no seréd invariante sino que cambiara como

12 2

1o
ve) = hkh [ 1 g =lhky |1+ -——=] .
<p¢) 0( +4k62) 0( +€4k02)

La diferencia relativa respecto a los valores ((ps) reescalados es

[(Pg)' — Upg)|

((py) 2k

Notese que si el estado original era semicléasico (kg > «) entonces la diferencia
relativa seré pequena siempre que ¢ sea de orden uno o mayor. Entonces se puede
decir que hay una invarianza de escala aproximada. Por otro lado si £ < 1 entonces
la diferencia relativa puede ser grande y en consecuencia la simetria de reescala-
miento no se puede recobrar ni siquiera en forma aproximada. También se puede
estudiar el valor esperado de la densidad en el rebote, el cual es un observable in-
dependiente de la celda. Es directo ver que los términos de la forma o?/k3 y o?/o?
rompen la independencia bajo reescalamiento. Esto se puede ver de la expresion
del volumen en el rebote (4.86) que posee tales términos.

14

1— 1‘ +O(a?/K]). (4.91)

Se puede concluir que solo en el limite de kg grande respecto a « la densidad en
el rebote se aproxima a la densidad critica y la independencia de la celda auxi-
liar se recobra aproximadamente para nuestra clase de estados semiclasicos. Por
tltimo queremos introducir una nociéon mas débil para observables genéricos llama-
da invarianza bajo reescalamiento aproximada y definida de la siguiente manera:
conservamos las condiciones de semiclasicalidad, para cada valor de kg tomamos
o = (ko) con o > a y luego consideramos el comportamiento de las dispersiones.
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Se dice que la invarianza bajo reescalamiento aproximada esta implementada si
los valores esperados de los “observables verdaderos” O, que clasicamente son in-
dependientes de la celda (y por lo tanto relevantes observacionalmente, tales como
la densidad de energia, la expansion y la curvatura) “convergen” a su valor clasico
correspondiente para valores grandes de k. Para ser méas precisos, dado un K > 0
y para cualquier dos valores ko y k{ (ambos mayores que K) existe convergencia
si la diferencia en los correspondientes valores esperados es mas pequena que cual-
quier tolerancia e: [(O;) — (O;)'| < € para todo ko, k), > K. De forma similar se
pueden imponer condiciones de convergencia en las dispersiones de las cantidades
independientes de la celda; de la expresion anterior se puede ver que en el modelo
soluble de cosmologia cuantica de lazos la invarianza bajo reescalamiento aproxi-
mada se satisface para nuestra clase de estados, es decir, para un K suficientemente
grande y una eleccion del parametro de tolerancia e, las predicciones observables
son indistinguibles para las teorias definidas en las celdas V y V' para estados que
satisfacen las condiciones de semiclasicalidad. Finalmente es importante notar que
la simetria de reescalamiento es una cualidad del modelo abierto £ = 0 y no de la
cuantizacion en particular, por lo tanto este problema también esta presente en la
teoria cuantica de Wheeler-De Witt del modelo plano y la discusién en este caso
serda muy similar a la que hemos realizado.

Los estados Gaussianos que hemos considerado no son los mas generales que se
pueden estudiar, por esta razéon en la siguiente seccion se estudiaran los estados
apretados * que son una generalizacion de los estados Gaussianos. Se quiere compa-
rar las propiedades de semiclasicalidad de los estados apretados con los Gaussianos.

4.6. Estados Apretados *

En esta seccion consideramos estados que generalizan a los estados Gaussianos. La
estrategia a seguir sera considerar estados apretados que estan cercanos a los esta-
dos Gaussianos semiclésicos y comparar sus propiedades. En particular se quiere
saber si los estados apretados pueden mejorar las propiedades de semiclasicali-
dad, tales como la dispersion relativa del volumen o que tanto aproxima la teoria
efectiva.

Los estados Gaussianos generalizados que se han considerado hasta ahora tienen
tres parametros reales (p, kg, o) y un parametro discreto (n). Vimos que dado un
punto en el espacio de fase clasico se puede aproximar la dinamica interna de la

4El nombre de estos estados viene de “squeezed states”, que puede traducirse como “estados
exprimidos”, “estados apretados”, “estados comprimidos”; “estados ajustados” o “estados apachu-
rrados”, por una eleccién un poco arbitraria que obedece al sentido de estética del autor se toma

la traduccion “estados apretados”.
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teoria con una eleccion de p y de imponer las condiciones de semiclasicalidad sobre
koyo.
Consideremos ahora los estados iniciales como

. kre=nh=B)?  parak >0, n,8€C
{ ; P . p (4.92)

F(k) =
para k <0,

que dependen de dos parametros complejos (7, 3). Los estados apretados se pueden
reducir a los Gaussianos si hacemos

Im(n) =:n; =0, Re(n)=:ngr= %, Re(B) =: fr = ko, 2nrBr=p. (4.93)

Esto nos muestra que el parametro extra en la definiciéon de los estados apretados
es la parte imaginaria de 7. La norma de estos estados en el espacio k estd dada

por
[e.9]

()Za )NC)phy = 2/ kk2n€—n(k—ﬁ)2€—ﬁ(k_5)2dk )

—0o0

Usando la relacion (A.9) con t = 0, la tltima integral queda como

||>Z||I2)hy — 26277}%(@2—/3}23-5-5%)6477[51/31% /OO k2n+16—2nR(k—a)2dk ’ (494)
donde
a=fBr— Bt (4.95)
MR

Si queremos la convergencia de la integral entonces debemos imponer que 7y >

0 y se queremos seleccionar las frecuencias positivas entonces a > %, i. e.,
Br—p 12—; > \/% Con estas suposiciones las integrales quedan bien definidas y el

error es pequeno, como se muestra en el apéndice A.2.
Si tomamos n = 0 y con el cambio de variables u = k — a se obtiene

||)~CH12>hy _ 262771%(&2—512#6?)64?7161512/ (u—I— a)e—QnRU2dk’ (4.96)

entonces

10120y = ay | 25 e2nmlat =Gt mibise (4.97)
R
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4.6.1. Observables Elementales

Se puede calcular el valor esperado y la dispersion del observable

H QHﬁ / 7 pan2 k=B =B g,
Xllphy
Si se usa la ecuacion (A.9) con t = 0, se obtiene

2h 6217R(a2ﬁ123+,3?)e4m,81ﬁ3/ k2n+2e*2’73(k*a)2dk.
HXthy —00

(Pg) =

(Pg) =

Si tomamos n = 0 y hacemos el cambio de variables u = k — a entonces

(Pp) = || ?HZ e2nr(a®=B3+B7) An1B1BR /Oo (u+ a)Ze—QnRu2dk
Xllphy —oo

B 2h 6277R(a2_5123+5?)64?7151513 |:\/_%(277R)—3/2+a2 T
||X||phy 2 27]R

Si se usa la ecuacion (4.97) se obtiene

Ahora queremos calcular el valor esperado de ]335
JRGLCRE
en el estado apretado (4.92) queda como

2 2h? = ant3, (k- B)? k—B)?
(p¢> ” || / E2nt3 o —(k=05)" o —n(k=5)" q L.
XllIphy

Si se usa la ecuacion (4.97) y se toma n = 0 el resultado es

3
A2 — h2 |:_ Ta :| ’
<p¢) Ann

2h?

(128

(pg) =

con esto se puede hallar la dispersion
h? h?
Apy)? = — — ——— .
A T
Si lo escribimos en términos de las variables originales queda como

h2 h2 -2
Apy: = T2 ( _ ) |
( p¢) 4771% 16773 P 77R

(4.98)

(4.99)

. (4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)
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4.6.2. Volumen

Debemos calcular las cantidades Vi y Wy 1+ de las cuales se puede hallar el valor
esperado y la dispersion del operador de volumen. Los coeficientes relevantes son

. = = / (—ik)kme 5P [k F ia[k T ia]"e 1FFieB q)
« —0oQ
= = / R F da] e T ke gy (4.107)
« —0oQ

con x = 4ryl3\. Como en la seccién anterior, solo se escribe explicitamente el
caso n = 0. La expresion anterior se puede poner de la forma

K a’ng n? 1 VL ao?
Ve=— +2 1+L) |—+=+—= 4.108
s e[ (5 ) (0 D) [+ 5 5] o
donde by = aF %:77_,; = fBr— 7’77—1; (B[ + %) Si queremos escribir la expresion (4.108)

en las variables Gaussianas se obtiene
K pot\ ! a? 9 4
Vi = a k’o — 77[7 exp T‘_Q :l:pOé (1 + nro ) X

o 1 po?  « 2 g2
T N S 2 (2 4 = il
8+2<0 ”10(2 2))+8

lo cual se reduce al caso Gaussiano cuando n; = 0.
Las siguientes cantidades que se necesitan calcular para obtener la dispersion del
operador de volumen son los coeficientes (Wy, W), el primero esta dado por

(4.109)

27204 \?

4.11
3G (4.110)

Wy = 2a2/ K3 F(k)[?dk, con ay =

o0

Esta es la misma integral de la ecuacion (4.102). Entonces si tomamos n = 0 y se
reemplaza h? por ay en la ecuacion (4.102) se obtiene que

iJr(ﬁ — ﬂ)z (4.111)
4nr f I77R ' '

Las otras cantidades estan dadas por la expresion

W():Oég

W, = ag / k2 [ﬁ(k)(k ¥ 2ia) F(k F 2ia) + c.c.} dk |

= 2a3Relly], (4.112)
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Y204 A2

con a3 = ——F

obtiene

yIe= [ kQF(k)(k T 2i0) F(k T 2ic)dk. Si tomamos n = 0 se

2 b 1 /
Wi = (x3 exXp |:(26L’277R + 40(77]{51) (1 + 77_5):| X [ e + — 4+ b:& + 042:| s
& 2nra  4ng
con by =aFall =P — (5 +a)
Ahora es directo calcular la dispersion relativa asintotica del volumen

by

2 2 [ a—l—Lerf—l—aQ}
AL = @ exp [aQnR (1 + 1 )} e —1. (4.113)

4 ?7_2 1 b3 a22
" B R

4.6.3. Condiciones de Semiclasicalidad

En esta seccidon queremos estudiar como se satisfacen las condiciones de semiclasi-
calidad cuando nos movemos a lo largo del pardmetro n; empezando en los estados
Gaussianos (que corresponden a 7y = 0). En lugar de hacer un analisis exhaustivo
(como se hizo con los estados Gaussianos) se calculan las cantidades relevantes y
se grafican.

Anteriormente al imponer sobre los estados Gaussianos que la dispersion relativa
asintotica del volumen fuera un minimo se obtenia un ancho 6ptimo ¢ = ¢ =~
V2aky para las Gaussianas. Este valor tiene también la propiedad de que la den-
sidad en el rebote es muy cercana a la densidad critica pqi. En la figura 4.5 se
muestra la dispersion relativa asintotica y la densidad en el rebote como funcion
de o y 1y, donde el plano 1y = 0 corresponde a los valores de las estados Gaus-
sianos. En la figura no se puede apreciar pero resulta que cuando se fija el valor
de o la dispersion relativa asintdtica AL como funcién de 7; no tiene su minimo
en el cero sino en un valor 7j; # 0 para Ay (y n;y = —17; para A_). Por lo tanto
si se toma 7; = 7y se estd mejorando la dispersion relativa asintotica después del
rebote y al mismo tiempo se aumenta el valor de la dispersion relativa asintotica
antes del rebote. Cuando se hace esta eleccion se introduce una asimetria en la
dispersion relativa asintotica, lo cual se ha usado para sugerir la posibilidad de
que la asimetria sea suficientemente grande para poder borrar las propiedades de
semiclasicalidad cuando se cruza el rebote. Como se muestra luego, esto no ocu-
rre en nuestro caso. También se puede apreciar en la figura 4.5 que lejos de las
Gaussianas (|n;] > |77]) la dispersion relativa asintética aumenta abruptamente.
Ademés se puede apreciar en la figura que la densidad en el rebote (grafica azul)
decrese rapidamente acercandose a valores mucho mas pequenos que la densidad
critica cuando uno se aleja del plano n; = 0.
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Figura 4.5: Densidad y dispersion relativa asintotica A, . En la grafica 1/np = 02 :
(0,100000) , n; : (—0,001,0,001) , Sr = ko = 30000 , B = 0 y n = 0. El valor
méximo de la densidad esta en los estados Gaussianos. Se puede observar que los

estados apretados cercanos a los Gaussianos tienen la densidad maxima cercana a
Perit -

Ambos fenémenos sugieren que se pueden considerar los estados apretados como
estados semiclasicos si se permanece muy cerca de los estados Gaussianos. La pre-
gunta es, ;qué tan cerca de los estados Gaussianos debemos estar para obtener un
comportamiento semiclasico similar al de los estados Gaussianos? Para responder
a esta pregunta se muestra en la figura 4.6 el volumen en el rebote como funciéon
de o y 7, donde se puede apreciar que el minimo esté sobre los estados Gaussianos
(nr = 0). Usando el volumen relativo y la densidad en el rebote se puede definir un
intervalo de los parametros o y n; en el cual los estados pueden ser considerados
como semiclasicos. Mas precisamente, se define una tolerancia para la dispersion
relativa asintotica A, = A y con esto se halla el valor méximo n;* para el cual
la dispersion relativa esta por debajo de A, luego se halla el valor de la densidad

max

en el rebote cuando 1y = 7}

Se realiz6 una exploracion exhaustiva para diferentes valores de Ay ko y se en-
contr6 que para un valor fijo de A, mientras mayor sea el valor de ky menor
es el intervalo permitido de n;. Por ejemplo, para A = 0,01 la dependencia de
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Figura 4.6: Volumen en el rebote. En la grafica se toma 1/nz = o2 : (0,8 x 10°) |
nr = (—0,0001,0,0001) , Sr = ko = 30000 , B; = 0 y n = 0. El minimo global esta
sobre los estados Gaussianos y crece exponencialmente a medida que uno se aleja
de los estados Gaussianos o si 02 es mucho mas pequeiio que 62 = 2aky.

n* con ko se puede aproximar (para ko grande, 0 = 6, n = 0y p = 0) como

nPe ~ 1/4/47000 k. Para A = 0,01 el valor de la densidad en el rebote py, es
b = 0,99p.4. Para A= 0,001, @ ~ 1/4/470000 ko v pp = 0,999 perit -

Regresemos por un momento al problema de la asimetria de la dispersion relativa
asintotica a través del rebote. Como se mencioné antes, si no se tiene control sobre
el espacio de pardmetros se puede tener en principio una asimetria muy grande
que se translada en perdida de semiclasicalidad al cruzar el rebote. Este escenario
fue sugerido en [28|, donde se realiza un anéalisis sobre un formalismo efectivo no
derivado directamente de la cosmologia cuantica de lazos y con poco control sobre
las condiciones de semiclasicalidad. En el estudio presente se cuenta con mejores
herramientas para hacer afirmaciones precisas sobre la asimetria basados en el
control de la expresiones analiticas y de la region de validez de los pardmetros de
los estados. En la figura 4.7 se muestra el error relativo A, /A —1 de la dispersion
relativa asintotica como funcién de o y 7y, se incluyen dos superficies verticales
que delimitan la region de validez de los parametros. La linea 1y = 0 corresponde
a los estados Gaussianos donde A, = A_ la segunda linea corresponde a 0 = &
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Figura 4.7: Error relativo de los valores de la dispersion relativa %. En la
grafica se toma 1/ng = o2 : (0,10%) | n; : (—0,0003,0,0003) , Br = k¢ = 30000 ,
Br = 0y n = 0. Fuera de los planos verticales los estados apretados tienen una
dispersion relativa asintotica (A, y A_) mayor a uno. Una de las lineas (n; = 0)
senala los estados Gaussianos que es justo donde la gréafica se hace cero y la otra
linea son los estados con 62 = 2acky.

la cual extiende el o 6ptimo a 1y # 0. Notese que esta segunda linea empieza en
cero, aumenta (cuando 7; > 0), alcanza el maximo y luego decrese tendiendo a
cero; esta curva es antisimétrica con respecto a 7;. Por lo tanto hay dos puntos
para los cuales |A, /A_ — 1| alcanza su valor méaximo. Lo que se observo tomando
diferentes valores de kg es que el valor del maximo es muy pequeno, por ejemplo,
para kg = 10° (el cual es un valor mucho mas pequetio que el esperado para un
universo realista, ky ~ 10'%) el valor del méximo es cercano a 107 y a medida
que se aumenta kg el valor del méximo disminuye. Lo cual muestra que los estados
semiclasicos son muy simétricos y que la semiclasicalidad se preserva a través del
rebote.

Ahora queremos comparar nuestros resultados con los resultados de [54], donde los
autores usan métodos generales de dispersion que no estan ligados a una eleccién en
particular de los estados, prueban que si los estados tienen una ctspide pronunciada
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en uno de los lados del rebote entonces satisfacen que
loy —o_| < 20, (4.114)

donde o4 es la dispersion asintotica del logaritmo de V antes y después del rebote;
o, es la dispersion del logaritmo de py. Si las dispersiones del estado son pequenas se
puede asumir para un observable O que (In(0)) ~ In(0) y (AIn(O)) ~ (AO)/(O)
con lo cual la cota (4.114) se puede aproximar bien como

Ap
A2 — AP <222
(Do)

Se puede evaluar de manera exacta las cantidades en la tltima expresion para ver
si la cota (4.114) esta cerca de ser saturada por los estados apretados semiclasicos.
Para hacer esto se considera un estado apretado con ¢ = ¢ y se encuentra el
méaximo de

_ a2 A
&= N h) ) (4.115)

para todos los valores posibles de 7, con ng = 1/6%, 8 = 0y Sr = ko grande.
Lo que queremos saber es si £ es cercano a uno para estos estados. Lo que se
obtuvo numeéricamente es que £ no solo es muy pequeno comparado con uno (para
valores realistas de los parametros) sino que decrese mas rapido que C/ko, i. e.,
& se comporta como & < C/ky con C' ~ 3. Por lo tanto para valores realistas
de kg del orden de ky ~ 10'%° correspondiente a un universo grande (en el caso
espacialmente compacto) la cota esta muy lejos de ser saturada. La cota (4.114) es
un resultado general que se cumple para un gran nimero de estados y asegura la
conservacion de la semiclasicalidad. Lo que nosotros hemos mostrado con nuestros
resultados es que nuestra familia de estados satisface una cota mas fuerte.

4.7. Conclusiones *

Ahora se presenta un resumen de los principales resultados obtenidos. Se definie-
ron estados coherentes Gaussianos como candidatos para estados semiclésicos. Se
impusieron condiciones de consistencia sobre estos estados, pidiendo que la dis-
persion relativa del volumen fuera pequena para tiempos grandes lejos del rebote.
Esta condicion hace que uno de los pardametros (el momento del campo) sea grande
y fija otro de los parametros. Luego se pudo encontrar un estado Gaussiano para
cada punto del espacio de fase clasico correspondiente a una solucioén clasica para
tiempos grandes. Cuando se exploraron las propiedades de estos estados cerca del
rebote se encontro que se comportan en forma semiclasica; la dispersion relativa
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del volumen en la regién cuantica es més pequena que la dispersion asintotica.
Ademaés para los estados con dispersion pequena se mostré que el valor esperado
del volumen y la densidad de energia son bien aproximadas por la teoria efectiva,
lo cual da soporte a la idea de que esta teoria es una buena aproximacion a la
teoria cuéntica, incluso a la escala de Planck. Luego se introdujeron los estados
apretados y se estudiaron sus propiedades en la vecindad de los estados Gaussianos
semiclasicos. Se mostro que el rango del parametro extra esta severamente restrin-
gido si se quiere tener una dispersion relativa del volumen pequena. Ademas si uno
se aleja mucho de los estados Gaussianos el volumen y la densidad en el rebote
se alejan rapidamente de los valores dados por los estados Gaussianos (y la teoria
efectiva), lo cual conduce a concluir que los estados Gaussianos presentan un mejor
comportamiento semiclasico. También se estudio la asimetria en la dispersion del
volumen, la cual sobre los estados Gaussianos no esta presente y sobre los estados
apretados si se presenta; incluso dependiendo del signo del parametro extra de
los estados apretados se puede obtener una dispersiéon menor antes o después del
rebote, a su vez la dispersion al otro lado del rebote aumenta. La pregunta es ;qué
tan grande puede ser esta asimetria? Lo que se observo fue que la diferencia en
la, dispersion relativa antes y después del rebote era muy pequena (del orden de
10~%) y se hace menor para universos mas “grandes”. Por lo tanto se puede concluir
que si un estado es semiclasico a un lado del rebote entonces lo es al otro lado, es
decir, el estado no pierde su coherencia.

Una caracteristica particular de la descripcion clasica es que posee una simetria de
reescalamiento. Se puede entender el origen de esta simetria usando el hecho de que
el modelo con k£ = 0 necesita un volumen auxiliar para su descripciéon Hamiltoniana
y la eleccion de este volumen es totalmente arbitraria. Esto significa que no hay
una escala con respecto a la cual comparar el momento p, es decir, no se puede
dar sentido a que “p, es grande”. En la teorfa cuéntica al introducir la constante de
Planck se introduce una escala que se manifiesta en el comportamiento de algunos
observables, por ejemplo, una de las condiciones semiclésicas que se encontraron
es que mientras mayor sea el valor esperado del operador de momento (p,) més
semiclasico es el estado. Por tltimo se observo que la simetria de reescalamiento
solo se recupera de manera aproximada en el limite de (ps) grande, para la familia
de estados que se estudiaron, este limite puede ser entendido como el limite clasico
del sistema.



Capitulo 5

Universo Tipo Bianchi II

El modelo de Bianchi IT juega un papel importante en las soluciones de Bianchi IX
y la conjetura BKL (Belinskii, Khalatikov, Lifshitz), que puede proveer una idea
intuitiva del comportamiento del universo en una vecindad de cualquier singulari-
dad tipo espacio, donde las correcciones de la geometria cuantica estan presentes.

En este capitulo se investiga de forma numérica las soluciones de las ecuaciones
efectivas del modelo Bianchi IT en cosmologia cuéantica de lazos (CCL). El contenido
de materia es un campo escalar sin masa. Se realiza un estudio sistematico de las
soluciones, se hace énfasis en el comportamiento de los observables geométricos,
con lo cual se logra mostrar que la singularidad del big bang es reemplazada por
un rebote. Se indica como se resuelven los distintos tipos de singularidades y que
caracteristicas fisicas tienen. Respecto a los observables geométricos se muestra que
pueden haber hasta tres rebotes direccionales de los factores de escala. Ademas se
presenta solo un rebote global del universo cuando la expansion se hace cero. La
cizalladura presenta hasta cuatro maximos y puede ser cero en el rebote y distinta
de cero en la region clésica, es decir, las soluciones efectivas conectan soluciones
anisotropicas incluso cuando la cizalladura es cero en el rebote. Esta propiedad
de la cizalladura permite encontrar soluciones con densidad en el rebote mayor
a la encontrada en los universos isotropicos o tipo Bianchi I. Se muestra que el
comportamiento asintético es de Bianchi I. También se estudia el limite de vacio
donde casi toda la contribuciéon dinamica del universo viene de las anisotropias.

La estructura del capitulo es la siguiente: la teoria efectiva y sus ecuaciones de
movimiento se muestran en la seccion 5.1; las soluciones numéricas se estudian en
la seccion 5.2, donde se analiza de manera sistematica los limites clésico, isotropico,
Bianchi I, densidad maxima y vacio. Los principales resultados se discuten en la
seccion 5.3. En el apéndice A.1 se muestran los test de convergencia del programa.

107



108 Cosmologia Numérica en Gravedad Cudntica de Lazos

5.1. Ecuaciones Efectivas

La teoria efectiva de Bianchi II fue construida a partir de la teoria cuéntica de
Bianchi IT definida en la referencia [21].

Tomando el marco % con la orientacion de mano derecha (i. e. € = 1) y la funcion
lapso N = /p1p2ps, la ligadura Hamiltoniana efectiva esta dada por

_ D1p2ps [ - - - - - - }
Cy = —=—=— | sin iy sin Jiscy + sin figco sin figcs + sin jigcs sin jiycq
8mTGY2\?
1 |alpaps)®? . o (apaps\P | 13
— (1 —_— ——= =0, 5.1

con

_ [ P _ /| D _ [ D
[L1:>\ —1, IUQZ)\ —2, /13:)\ —3 (52)
P2p3 p1pP3 P1p2

El valor de ) es tal que \> = A corresponde al minimo autovalor del operador

de area en gravedad cuantica de lazos (correspondiente a un lado de espin 1/2),

que esta dado por A = 4\/§7T’y£%1. Dado que sin ji;¢; < 1 entonces la densidad de
2

Py _ P
2VZ T 2p1paps

3 1 X (1 + y2)£132 P2pP3
< ] : :
P nyQ)\Q + ny2 |:)\ s con x « ? (5 3)

El méximo de la expresion entre corchetes se alcanza cuando z = ﬁ ~ 0,83,
entonces

materia p = satisfice la desigualdad

Pmatt ,S 1a315pcrit ~ 0754PP17 (54)

donde peix = W ~ 0,41pp; es la densidad critica hallada en el caso isotrépico
[16] v pp1 = mp1 /€3 es la densidad de Planck. Esta cota superior es mayor a la
encontrada en Bianchi I (pmae S 0,41pp1) 0 en el caso isotropico (pmate ~ 0,41pp)).
Aun més, la densidad en todas las soluciones de Bianchi I con cizalladura diferente
de cero tiene un valor en el rebote menor a su valor en el caso isotrépico. Por
lo tanto queda una pregunta abierta: ;Hay soluciones genéricas en las cuales la
densidad sea mayor a su valor en el caso isotropico? Mostraremos que la respuesta
es afirmativa, lo cual nos deja con otra pregunta: ;Como se hallan las soluciones
que saturan la densidad? Las soluciones de este tipo se mostraran en la seccién
5.2.4.

Si hacemos o = 0 en la ecuacion (5.1) se obtiene la ligadura Hamiltoniana efectiva
de Bianchi I [20]. Ademas, si consideramos Bianchi II (v = 1) podemos recobrar
Bianchi I como un caso limite cuando x — 0, o equivalentemente p3 > pyps (en
variables métricas esta condicion se expresa como asaz > aq). Es importante tener
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en cuenta que Bianchi I es un caso limite de Bianchi II y que no esta contenido
dentro de Bianchi II.

Las ecuaciones de movimiento para la teoria efectiva se derivan de los corchetes de
Poisson de las variables del espacio de fase con el Hamiltoniano, estas ecuaciones

son

61:

Co =

C3 =

__ Dhips

2

P = 7]971 (sin figce + sin figcs + Ax) cos figcy, (5.5)
1
P

Py = —2(sinfijc; + sin fizcs) cos fiacy, (5.6)
Y2
3

ps = ——(sinfizcq + sin figcy) €oS fizcs, (5.7)
TH3

P2ps3 - - - - - .
— 27)\2 2(sm M1C1 S UaCo + Sin M1C1 S111 U3Cs -+ sin U2Co S111 [LgCg)

+ i1 c1 cos fiyci (sin figcy + sin fizcs) — fiaca €OS flaca(sin fiycy + sin fizcs)

— [izC3 €08 fizcs(sin fircr + sin fiaca) + A*2”(1 4+ +7)
+\x (e cos iyey — sin figeq) | (5.8)

22 2(sin fig¢q sin figce + sin fig ey sin fizcs + sin fisCo Sin fizcs)

— [i1¢1 €08 fig ¢y (Sin figcy + sin fizcs) + fiaCo €OS figCa(sin fiycq + sin fizcs)

—fi3cs €08 fizcs(sin figer + sin figco)] — A2 (1 + %)

—A\z(jiyc1 cos fipcp — BSinﬁlcl)] , (5.9)
P1p2 . - - . . .
_ 27/\2 2(s1n J1C1 SIN [UaCo + SIN [41C1 SIN (43C3 + SIN [iaCo SIN ,ugcg)

— Ji1¢1 €08 iy ¢ (Sin flacy + Sin fizcz) — fiaCy COS fiaca(Sin fiycy + sin fizcs)

+JiC3 €OS [izcs(sin fiyc; + sin figcy)] — N2z (1 + +?)
—Az(fiycq cos fipey — 3sinfigey) | (5.10)

Finalmente, para la materia tenemos

Py = 0 = ps = constante, (5.11)
o = —ps = O = —DyT. (5.12)
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Notese que las ecuaciones para al materia son iguales a las ecuaciones clésicas
(3.57,3.58), por lo tanto el campo escalar ¢ también juega el papel de tiempo
interno. El momento del campo py es conservado y su valor coincide con su valor
clasico. De las ecuaciones para las triadas (p;) se puede ver que el rebote en la
direccion i ocurre cuando cos(fi;c;) = 0, condicién que en general se satisface a
diferentes tiempo para cada direccion. Esta afirmacion no implican que hay mas
de un rebote en la densidad; la densidad solo presenta un rebote que es cuando la
expansion # es cero, el cual es llamado rebote global.

Se pueden usar las ecuaciones de movimiento para obtener una forma explicita de
0’ (derivada de la expansion con respecto al tiempo césmico), la cual es necesaria
para calcular el escalar de Ricci. Es directo mostrar que

3
1
9 = X {Z 2sin fi;¢; 4 cos fi;¢;(sin’ fije; + sin’ figey)]
TN U=
)\ / / 3 /
x4 2 cos fi1Cy (Z2 + 5 ﬁ) } , (5.13)
2 P2 D3 P

donde j # i # k # jy sin'(fuic;) = cos(fuc;)[ie; + fucy] con i = —fi;H;. Se-
ria interesante reescribir la ecuacion (5.13) en términos de cantidades observables
(H;, 0, p,0%), lo cual representaria una generalizacion de la ecuacion de Raychaud-
huri. Finalmente, de las ecuaciones para p; y ¢; se puede obterner que

C3P3 — CoPg =: (32 (514)

es una cantidad conservada y su valor es el mismo que su equivalente clasico
(3.61). Las cantidades conservadas (ps y as2) pueden ser usadas para verificar que
las soluciones numeéricas estan evolucionando correctamente y permanecen sobre
la superficie de ligadura.

5.2. Soluciones Numeéricas *

En esta seccién mostraremos las soluciones numéricas para Bianchi II. Estas solu-
ciones admiten diferentes limites que pueden ser usados para comprobar su validez
y explorar los nuevos resultados que Bianchi II ofrece. Para estudiar sistematica-
mente las soluciones necesitaremos tener en cuenta los siguientes hechos:

1. Sobre todas las soluciones la ligadura (o equivalentemente py) y aze = c3ps —
Copo SE conservan.

2. En las soluciones clasicas aqs y a3 se conservan.
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3. Cuando o = 0 6 x = /pap3/p? — 0 (con a = 1), Bianchi II se reduce a
Bianchi I.

4. Cuando p; = ps = p3 ¥ ¢1 = ¢3 = c¢3, Bianchi I se reduce al caso isotrépico.

5. En el caso isotropico todas las soluciones a las ecuaciones efectivas tienen

una densidad méaxima igual a la densidad critica pei = m ~ 0,41 pp).

6. En el limite de Bianchi I se espera obtener una densidad maxima menor que
la densidad critica.

7. Las soluciones clasicas y efectivas deben ser iguales lejos de la region del
rebote, de hecho las soluciones efectivas de Bianchi I deben conectar dos
soluciones clasicas con exponentes de Kasner que satisfacen la relacion

2 2 2
ki, ko k ki — = kg — = ks — = 1
1, k2, k3 — K1 3 2 3 3 3 (5 5)

como fue mostrado en [41].

8. En Bianchi II se espera que la densidad méaxima sobre cada solucion sea
menor a 1,315p¢it.

9. Las soluciones clésicas divergen.
10. Las soluciones numéricas deben converger.

Usando todos estos hechos podemos iniciar la exploraciéon de las soluciones de
Bianchi II. Empezaremos con el limite clasico con el fin de mostrar que lejos del
rebote las soluciones a las ecuaciones efectivas se reducen a soluciones clasicas.
Después se explora el limite isotropico incluido dentro del limite de Bianchi I
cuando la anisotropia es cero. Luego se agregan las anisotropias al limite de Bianchi
[ y se muestra que se reproducen las soluciones ya conocidas de Bianchi I [41].
Después pasaremos al modelo simétrico bajo rotaciones locales de Bianchi II para
explorar como hallar soluciones con densidad en el rebote igual a la densidad
maxima. Finalmente se estudian las soluciones en el limite de vacio donde se puede
obtener el valor méximo de la cizalladura.

Para realizar el analisis de las soluciones todas las graficas se presentan en el
tiempo cosmico. La integracion numérica de las ecuaciones fue realizada usando
un metodo Runge-Kutta 4 !. Las unidades usadas son: A= 1,c = 1,G = 1,7 =
0,23753295796592, .y = 1,Ly = 1,L3 = 1,¢ = 1, el paso de tiempo usado es
dt = 5 x 107%. En todas las figuras la densidad se grafica con la normalizacion
P/ Perit.-

'El programa es de codigo abierto, se puede solicitar por correo electrénico al autor.
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Figura 5.1: Comparacion entre soluciones clasicas y efectivas. Se puede apreciar que
cerca del big bang las soluciones clasicas presentan una densidad infinita debido a
que los factores de escala se van a cero.
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5.2.1. Comparacion entre Soluciones Clasicas y Efectivas *

En la figura 5.1 la densidad y dos de los factores de escala (el tercero no se grafica
por cuestiones de visualizacion) son comparados para las soluciones cléasicas y
efectivas. Se puede apreciar claramente que lejos del big bang las soluciones clasicas
y efectivas coinciden. Cerca del big bang se observa que la densidad cléasica diverge
en un tiempo finito, mientras que en la solucién efectiva presenta un rebote. Esto
también le ocurre a la cizalladura (que no se muestra en la figura). El hecho de
que estas cantidades permanezcan finitas es debido a que los factores de escala
presentan un rebote y no tienden a cero en un tiempo finito (hay soluciones donde
algunos de los factores de escala no rebotan y continuan acercandose a cero, pero
necesitan de un tiempo infinito para llegar a cero). Esto ilustra la manera en la
cual las singularidades son resueltas.

Entenderemos por resolucion de la singularidad en el marco efectivo como la po-
sibilidad de evolucionar las soluciones por tiempos arbitrariamente grandes y que
estas soluciones premanezcan finitas, esto es una senal de que las geodésicas son
inextensibles. Clasicamente para universos homogéneos e isotrépicos las singulari-
dades se presentan cuando el factor de escala va a cero en un tiempo finito, lo cual
hace la densidad (expansion y cizalladura) infinita e incompletas las geodésicas.
Si la densidad, expansion y cizalladura permanecen finitas y pueden ser evolucio-
nadas para cualquier intervalo de tiempo entonces se dice que las singularidades
estan resueltas, i. e., los factores de escala no son iguales a cero en un tiempo finito
o equivalentemente las geodésicas son inextensibles [65, 36].

Las condiciones iniciales para las soluciones clasicas y efectivas se imponen en el
tiempo t = 100 y estan dadas por: ¢; = 0,01, co = 0,02, c3 = 0,03, p; = 10000, py =
2000, p3 = 200 (se evoluciona hacia atras en el tiempo), el momento del campo
escalar p, = 108,9 se calcula de la ligadura Hamiltoniana. Las condiciones iniciales
para la otra solucién clasica en el tiempo t = 0 son: ¢; = —1,920756 x 1073, ¢y =
—7,971627 x 1072, ¢c3 = —19,61028, p; = 15864,53, py = 635,5782, p3 = 4,317425
(se evoluciona hacia adelante en el tiempo).

5.2.2. Limite isotrépico *

Cuando x — 0 Bianchi II se acerca al limite de Bianchi I, si ademas p; = ps = ps3
y ¢4 = co = c3 entonces Bianchi I se reduce al caso isotrépico. Las soluciones de
Bianchi II cerca al limite isotrépico son mostradas en las figuras 5.2 y 5.3, donde
se puede apreciar que las soluciones efectivas presentan un valor méximo de la
densidad igual a la densidad critica peit [17, 8]. La cizalladura es cercana a cero
(en este caso es menor a 1,2 x 107! en unidades de Planck) y presenta un compor-
tamiento no trivial debido a que presenta cuatro méaximos y se hace cero cuando
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Figura 5.2: Limite isotropico. La densidad en el rebote es p/peic = 1; la cizalladura
es cercana a cero.
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Figura 5.3: Limite isotropico. Los exponentes de Kasner son iguales y cambian de
1/3de 1/3—2/3 = —1/3 cuando se evoluciona hacia atras en el tiempo; el escalar
de Ricci cambia de manera drastica su comportamiento cerca del rebote y presenta
su valor maximo en el rebote.
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la densidad es maxima. Esta es la primera solucién que es completamente distinta
a las soluciones conocidas para el caso isotropico y de Bianchi I. La cizalladura
tiene un valor pequeno pero distinto de cero debido a que esta solucién no es iso-
tropica sino que es cercana a una solucion isotropica. Se debe tener en cuenta que
las soluciones para Bianchi I (y el caso isotropico) no estéan contenidas dentro del
espacio de soluciones de Bianchi II.

Las condiciones iniciales se imponen en el rebote con el fin de tener control sobre
la isotropia, es decir, cuando jijc; = fiace = figcz = /2 (si la solucion es isotropica
las tres direcciones rebotan al mismo tiempo, pero el reciproco no es cierto), luego
se evoluciona hacia atras y adelante en el tiempo. Con estas relaciones solo se
necesitan tres valores iniciales que pueden ser impuestos en las variables (¢1, ¢2, ¢3) 6
(p1, P2, p3) 0 combinaciones de ellas. Nosotros consideramos p; = 1x10°, py = p3 =
1 x 10® (lo cual satisface que  — 0, i. e., p? > pap3) v los valores ¢; = 2,185, ¢y =
c3 = 2,185 x 10% se calculan usando el hecho de que empezamos en el rebote
(fuic; = 7/2), el momento del campo se obtiene del Hamiltoniano py = 2,86 x 10°.

Notese que en este caso no es verdad que p; = ps = p3 v ¢ = ¢ = c¢3. Entonces
uno se puede preguntar ;Por qué esta solucion es isotropica? la respuesta es que ¢;
y p1 son reescalamientos de cp 3 y pa23 que pueden ser vistos como reescalamientos
de los factores de escala, tal que el criterio para decir que es isotrépico es que las
relaciones ay/as, as/as, a1/as y Hy = Hy = Hjz permanezcan constantes, las cuales
satisfacen nuestras condiciones iniciales. Esto puede ser imaginado como un uni-
verso isotropico descrito por la evolucion de un paralelepipedo. La mejor manera
de ver que esta solucion es realmente isotropica es estudiar los exponentes de Kas-
ner (Figura 5.3), los cuales son iguales, k1 = ko = k3 = £1/3. Los diferentes signos
especifican cuando las direcciones se estan expandiendo (k; > 0) o contrayendo

5.2.3. Limite de Bianchi I *

Cuando = — 0 Bianchi II tiene como limite Bianchi I, el cual ha sido estudiando de
manera exhaustiva [41] y puede ser usado como punto de referencia. En el limite
de Bianchi I se espera tener una densidad méxima menor a la densidad critica pet
y una cizalladura distinta de cero con valor maximo en el rebote, ademas X2 y Q
deber ser cantidades conservadas en la region clésica (donde X2+ = 1, dado que
K = 0 en Bianchi I). Los exponentes de Kasner deben satisfacer la ligadura para
las soluciones de Bianchi I (k1 + kg + k3 = £1 y k? + k3 + k3 + k2 = 1) y deben de
cambiar en la forma k; — k; — 2/3 cuando se evoluciona hacia atras en el tiempo,
como fue mostrado en [41]. Todos estos hechos son mostrados en las figuras 5.4,
5.5y 5.6, las cuales nos dicen que en el limite de Bianchi I las soluciones efectivas
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Figura 5.5: Limite de Bianchi I. Los exponentes de Kasner cambian de k; a k; —2/3
cuando se evoluciona hacia atras en el tiempo, como se demostro en [41]; una
direccion se expande (a3), una se contrae (az) y una rebota (a;); la expansion
tiene un solo cero (rebote global) y es finita todo el tiempo.
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Figura 5.6: Limite de Bianchi I. Una direccion se expande (a3) y una se contrae
(ay); el escalar de Ricci presenta cambios pequenos en su comportamiento en com-
paracion con el caso isotropico y es finito todo el tiempo.
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de Bianchi II reproducen el comportamiento conocido de Bianchi I.

Una nueva caracteristica de esta soluciéon es que presenta el valor maximo de
la cizalladura para Bianchi I, como se puede apreciar en la figura 5.4, donde el
valor de la cizalladura en el rebote es 11,57 = 321;5 , como fue reportado en [45].
Maés aun, solo una direccion (ay) rebota y las otras dos direcciones (ag, as) no lo
hacen, i. e., Hy, H3 son diferente de cero para todo tiempo finito, esto implica que
estas direcciones continuan tendiendo a cero (o infinito) pero ahora necesitan de un
tiempo infinito para alcanzar estos valores. Notese que en la region clasica no todas
las direcciones se expanden (o contraen), esta clase de universos contiene también
una singularidad pero es llamada tipo cigarrillo y es diferente de la singularidad
donde todas las direcciones se expanden o contraen, la cual es llamada singularidad
tipo punto. Por lo tanto nuestras simulaciones muestran que las singularidades tipo
cigarrillo también se resuelven, usando la nocién de resoluciéon de singularidad
explicada en la secciéon 5.2.1.

En este caso las condiciones iniciales que se tomaron fueron: fijc; = 7/2, figcy =
7/6, fizc3 = 5m/6 y pr = 1 x 10° p, = 100, p3 = 100 (lo cual implica que
r = y/pap3/p3? =~ 0). Con estas condiciones iniciales se obtiene que ¢; = 0,069,
co = 230,28, c3 = 1151,39 y py = 5,84 x 10*. El tiempo inicial es tomado en el
rebote global (6 = 0) y se evoluciona hacia atras y adelante en el tiempo.

5.2.4. Soluciones de Bianchi II Simétricas bajo Rotaciones
Locales *

Esta subclase de modelos son caracterizados por los factores de escala aq,as, as
que satisfacen que as = as. Esto significa que cada punto del espacio-tiempo es
invariante bajo rotaciones alrededor de un eje espacial preferencial. En nuestras
variables esto se escribe como py = p3 y ca = 3 (si estas igualdades se cumplen para
las condiciones iniciales entonces se cumpliran durante toda la evolucion). Este tipo
de soluciones seran utiles para estudiar el limite cuando la densidad es igual al valor
méaximo permitido. En Bianchi IT uno espera que la densidad sea estrictamente
menor que 1,315p. debido a la presencia de anisotropias. Mostraremos que esto
no es cierto y que el valor maximo de la densidad puede ser alcanzado como
consecuencia de tener cizalladura cero en el rebote. Esto es un hecho bastante
distinto a lo que ocurre en Bianchi I donde la presencia de anisotropias hacia la
cizalladura siempre mayor a cero en el rebote.

Para obtener control sobre el valor maximo de la densidad se ponen las condiciones

iniciales en el rebote, i. e., cuando jijc; = fisce = figc3 = w/2 y luego se evoluciona
hacia adelante y atras en el tiempo. También es necesario hacer z = (H%)/\ ~ 0,83
que es el valor para el cual la densidad se hace méxima. Si tomamos py = p3 = 1000
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Figura 5.7: Soluciéon simétrica bajo rotaciones locales. La densidad alcanza su valor
méaximo cuando la cizalladura se hace cero en el rebote, aunque la cizalladura sea
diferente de cero en el resto de la evolucién; los exponentes de Kasner k; para las
direcciones 2 y 3 son iguales, esto muestra la que solucién si es simétrica bajo
rotaciones locales.
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Q+X2+ K =1.
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entonces p; = 113 y usando el hecho de que estamos iniciando en el rebote (ji;¢; =
7/2) se pueden calcular ¢; = 64,98, co = ¢3 = 7,34; de la ligadura Hamiltoniana se
obtiene py = 11029,97.

La solucion es graficada en la figura 5.7, donde se muestra que la soluciéon alcanza
el valor maximo de la densidad en el rebote. La cizalladura es cero en el rebote y
presenta un comportamiento no trivial, tal como dos méximos. En la evolucion de
los exponentes de Kasner se puede observar (de izquierda a derecha) que dos direc-
ciones (ag, ag) se contraen y una (a;) se expande, ademés de que estos exponentes
se asemejan a los exponentes de Bianchi I lejos del rebote. Esto es debido a que
clasicamente Bianchi II se acerca a Bianchi I cuando el tiempo tiende a infinito
[74, 73, 59|, por lo tanto en la region clasica los exponentes de Kasner de Bian-
chi II tienen como limite (para tiempos muy grandes) los exponentes de Kasner
de Bianchi I. En la figura 5.8 se grafica el pardmetro de Hubble H; ya que este
presenta un nuevo comportamiento, en la figura 5.9 se puede ver que la direcciéon
a; tiene un rebote y dos puntos de retorno (maximos locales) los cuales muestran
un nuevo comportamiento que no estaba presente en las soluciones isotropicas o
de Bianchi I. Las otras dos direcciones (ag, az) presentan solo un rebote, para un
total de tres rebotes direccionales y un rebote global (6 = 0).

En este punto de la discusion se puede hacer la siguiente pregunta: ;Por qué la
densidad puede alcanzar su valor méaximo en Bianchi II y no en Bianchi I?7 Es-
ta pregunta surge del hecho de que ambos modelos presentan nuevos grados de
libertad debidos a las anisotropias, entonces en principio deben tener un compor-
tamiento similar respecto a la distribucion de energia en ondas gravitacionales.
Pero Bianchi II presenta una caracteristica que no estaba presente en Bianchi I
que es tener curvatura espacial. Esta curvatura da un nuevo grado de libertad con
respecto a las posibles formas en que la densidad de energia se puede distribuir.
En Bianchi II la contribucién dindmica no solo viene de la densidad de materia
y la cizalladura sino que también contribuye la curvatura espacial, esto puede ser
entendido de manera cuantitativa del hecho de que el parametro de curvatura K
es diferente de cero (como se puede ver en la figura 5.9). Por lo tanto esto nos
da una explicacion cualitativa de la diferencia entre Bianchi I y II que pueden ser
resumida en el hecho de que en Bianchi II el valor méaximo de la densidad puede
ser alcanzado por algunas soluciones. Este comportamiento debe estar presente en
Bianchi IX [34] ya que también tiene curvatura espacial.

5.2.5. Limite de Vacio *

Finalmente estudiamos las soluciones en el limite de vacio donde la cizalladura es
maxima. Al igual que en los limites estudiados anteriormente no se estudiara el
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caso de vacio (p = 0) sino el limite cuando p — 0 (o equivalentemente ps — 0)
El problema es que la densidad va a cero en todas las soluciones cuando el tiempo
tiende a +00. Por lo tanto necesitamos aclarar que significa el limite de vacio, con
el fin de hacer esto se hace necesario tener en cuenta que la densidad alcanza su
maximo en el rebote, entonces estaremos interesados en alcanzar el limite de vacio
en un tiempo finito (cercano al rebote), es decir, se quieren soluciones con densidad
cercana a cero en el rebote o equivalentemente, soluciones en las cuales Q2 ~ 0
asintoticamente. Dentro de esta familia de soluciones seleccionaremos aquellas en
las cuales la cizalladura alcance su valor méximo, lo cual permitird estudiar las
soluciones extremas donde toda la contribucién dinamica viene de las anisotropias.

Para obtener las condiciones iniciales se hallan numéricamente los valores de x y
—m/2 < [iycy, fiaCa, izcs < 3m/2 que hacen la cizalladura méaxima imponiendo que
la densidad sea cercana a cero. Para hacer esto se utiliza la expresion analitica de
la cizalladura [45] y la ligadura Hamiltoniana (5.1). Los valores encontrados son:
xr = 1,69, iyc; = 0,5616, fisco = figcs3 = 1,94618. Estos valores fijan 4 condicio-
nes iniciales (py, ¢y, co,c3) como funciones de dos parametros (ps,p3) que no son
relevantes para estudiar el comportamiento que queremos. En las simulaciones se
tomo py = 100 y p3 = 100. El tiempo inicial se tomo a ¢ = 0 (linea vertical en
las graficas). La solucion es mostrada en las figuras 5.10, 5.11 y 5.12. El primer
comportamiento no esperado es que la cizalladura se hace cero a un lado del rebo-
te y alcanza su valor maximo al otro lado del rebote. También p, y p3 presentan
un nuevo comportamiento ya que ps y p3 se hacen cero tres veces, estos ceros se
pueden ver en la grafica de fi;¢; donde figcy y fizcs cruzan la linea /2 tres veces.
Este comportamiento no estaba presente en las soluciones de Bianchi I ni en las
de Bianchi II estudiadas previamente. De la grafica 5.10 se puede apreciar que
la densidad tiene un valor pequefio y de la grafica 5.12 para Q,¥2%, K, se puede
apreciar que toda la contribucién dindmica viene de las anisotropias tal como se
esperaba.

5.3. Conclusiones *

Se analizaron las soluciones de las ecuaciones efectivas del modelo cuantico de
Bianchi II [21] en el contexto de CCL. La validez de las ecuaciones efectivas ha
sido verificada en los modelos isotrépicos y se espera que de algunas pistas sobre la
dindmica cuéntica de los estados semiclasicos, esto se debe a que la teoria efectiva
proviene de la construcciéon de la teoria cuantica completa.

Resumiendo los resultados obtenidos, se considerd el modelo de Bianchi II a nivel
clasico y efectivo, usando los resultados previos para Bianchi I se pudo tener control
sobre las soluciones del modelo. Se mostroé que se recupera Bianchi I en el limite
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de x — 0 o equivalentemente p? > pops. Es importante recordar que Bianchi I no
esta contenido en Bianchi II sino que es un caso limite. Adicionalmente Bianchi I
aporta informacion sobre el comportamiento asintético de las soluciones de Bianchi
IL.

Para determinar si las singularidades clasicas son resueltas y como evolucionan
las soluciones efectivas, se eligié un conjuto de observables (densidad, cizalladura,
expansion, etc.) y se estudioé su evolucion numérica. Las ecuaciones de movimiento
admiten distintos limites que pueden ser utilizados para verificar la validez de
las soluciones y explorar las nuevas ideas que ofrece Bianchi II. Con el fin de
estudiar sisteméticamente las soluciones se empezo estudianto el limite clasico para
mostrar como las soluciones efectivas resuelven las singularidades y se acercan a
las soluciones clésicas lejos del rebote. Luego se estudi6é el limite isotropico que
estd contenido en el limite de Bianchi I cuando no hay anisotropias, se encontro
que las soluciones presentan un maximo de la densidad igual a la densidad critica
Perit; la cizalladura es cercana a cero y muestra un comportamiento no trivial ya
que presenta cuatro maximos y se hace cero en el rebote. Luego se agregaron las
anisotropias y se estudié el limite de Bianchi I, mostrando que se reproducen las
soluciones ya conocidas [41] y que las singularidades tipo cigarrillo también son
resueltas, donde por resolucion de la singularidad es entendido que los observables
se comportan de manera adecuada (no divergen).

No se pudo mostrar numéricamente que las singularidades tipo barril también se
resuelven, debido a que esto implica un ajuste muy fino en las condiciones iniciales.
Pero se estudiaron como un limite y no se encontré nada que indicara que no son
resueltas también. Luego se considerd el caso simétrico bajo rotaciones locales de
Bianchi IT y se exploraron las soluciones que hacian maxima la densidad en el
rebote. Los exponentes de Kasner mostraron ser tipo Bianchi I lejos del rebote, lo
cual es consistente con el hecho de que clasicamente Bianchi II se acerca a Bianchi
[ para tiempos grandes |74, 73, 59]. También se mostré que un factor de escala
direccional puede cambiar su comportamiento hasta tres veces (un rebote y dos
puntos de retorno) y las otras dos direcciones rebotan una vez, para un total de
tres rebotes direccionales y un rebote global (cuando la expansion es cero).

Se estudio el limite de vacio con cizalladura maxima para obtener una soluciéon
extrema, en la cual toda la contribucién dinamica proviene de las anisotropias.
Estas soluciones presentan valores pequenos de la densidad en el rebote y un
comportamiento inesperado de la cizalladura y el escalar de Ricci, ya que son
asimétricos (respecto al rebote) y alcanzan su maximo a un lado del rebote. Se
encontraron soluciones que presentan una densidad mayor en el rebote que las
soluciones isotropicas. Algunas de las soluciones méas importantes fueron simétricas
bajos rotaciones locales, tales como el limite de vacio y las soluciones que alcanzan
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el valor maximo de la densidad.

Para tener control sobre las soluciones se encontr6 que la mejor manera es poner las
condiciones iniciales en el rebote (o cercanas). También hay dos puntos importantes
que necesitaron ser verificados en este trabajo: la convergencia de las soluciones y
la evoluciéon de las cantidades conservadas, las cuales se muestran en el apéndice

Al

Estos resultados pueden ser usados como punto de partida para estudiar el modelo
de Bianchi IX y saber si cerca a la singularidad clasica se presenta un comporta-
miento tipo Bianchi I con transiciones tipo Bianchi II, tal como ocurre en la teoria
clasica y la conjetura BKL. En el caso de la dindmica completa en cosmologia cuan-
tica de lazos seria interesante saber si los estados semiclasicos reproducen todos
los nuevos comportamientos que se obtienen en la teoria efectiva, desde este punto
de vista este trabajo puede ser entendido como el primer paso en esta direccion,
ya que se tiene un estudio sistematico de las soluciones de la teoria efectiva.



Capitulo 6

Universo Tipo Bianchi IX

La importancia del modelo de Bianchi IX radica en la conjetura BKL. Esta con-
jetura sugiere que la dindmica cerca de una singularidad espacial esta dominada
por las derivadas temporales, las cuales a su vez se hacen més importantes que las
derivadas espaciales. Este hecho, hace que la dindmica local sea independiente y
pueda ser aproximada por la dindmica de un universo homogéneo. En general, lo-
calmente la dinamica es descrita por un universo tipo Bianchi IX, el cual presenta
un comportamiento oscilatorio entre soluciones de Bianchi I con transiciones tipo
Bianchi II. Otro elemento importante sobre la conjetura BKL y la evolucién cerca
a cualquier singularidad inicial, es que la contribucién dinamica de la materia se
hace despreciable y el universo se puede describir como vacio. Si se juntan todos
los elementos que conforman la conjetura BKL, decimos que la dindmica para
cualquier universo cerca de la singularidad inicial se describe localmente como un
universo homogéneo donde la contribucién dinamica de la materia es despreciable,
es decir, la dindmica puede ser descrita de manera aproximada por un universo tipo
Bianchi IX vacio. Un hecho importante es que esto no es cierto cuando el contenido
de materia es un campo escalar sin masa. En este caso la contribucién dindmica de
la materia es importante. Esto hace que estudiar el universo tipo Bianchi IX con
un campo escalar sin masa sea importante. Primero, si existen distintos tipos de
materia, la Gnica que va a contribuir de manera significativa a la dinamica cerca
de la singularidad sera el campo escalar sin masa. Segundo, si no existe un campo
escalar sin masa en el universo, la conjetura dice que su dindmica esta bien apro-
ximada por un universo vacio, el cual es un caso limite de un universo con campo
escalar sin masa cuando el momento del campo escalar es cero. Para mas detalles
ver |74, 61].

Debido a que Bianchi I y II juegan un papel importante en el comportamiento
clasico de las soluciones de Bianchi IX, en este capitulo consideramos también los
modelos efectivos de Bianchi I y II con el fin de comprender la dinamica efectiva
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de Bianchi IX. Adicionalmente, como el proceso de cuantizaciéon del modelo pue-
de producir resultados inesperados, incluimos también el estudio de los modelos
isotropicos de FRW plano (k = 0) y cerrado (k = 1) con el fin de ilustrar algu-
nos resultados nuevos en la dindmica efectiva de Bianchi IX. Finalmente, debido
a que el estudio realizado es numérico, utilizamos los resultados ya conocidos de
los modelos isotropicos y de Bianchi I con el fin de comprobar la validez de la
implementacién numérica de las ecuaciones. Este capitulo esté organizado de la
siguiente manera: en la primera secciéon mostramos algunos resultados relevantes
de la dinamica clésica de Bianchi IX y discutimos algunos observables que seran de
gran utilidad para entender la dinamica efectiva; en la segunda secciéon resumimos
todas las teorias efectivas involucradas en el estudio de Bianchi IX y en la tercera
seccién mostramos los resultados numéricos de las ecuaciones efectivas.

6.1. Dinamica Clasica

Dado que estamos estudiando el modelo de Bianchi IX en las variables de Ashtekar,
escribiremos la teorfa clésica en estas variables con el fin de poder comparar las
soluciones efectivas con las soluciones clasicas y mostrar que la singularidad del
big bang se resuelve. El Hamiltoniano clésico de Bianchi IX con el lapso N =V
esta dado por [76]

1
g{i?;aIX — __871—G’)/2 p101p202 + p262p363 —I— p363p101 —I— 2*‘9 (ppoCS _l_ p2p301 + p3p102)
+9*(1 4 %) [2p2 + 2p2 4+ 2p2 — <p2P3>2 _ (p3p1>2 B <p1p2)2:|
1 2 . . T
L
— ~ 0
+2p¢ ’

con ¥ = (2r%)!/%. Los corchetes de Poisson son {c’,p;} = 87Gd%, {¢,ps} = 1. Las
ecuacilones de movimiento se obtienen del corchete de Poisson del Hamiltoniano
con las variables basicas

pi = {pi7CHBIX}7 éi - {Ci7CHBIX}7
¢ = {¢7CHBIX} ) p¢ = {p¢7CHBIX} )

las cuales son de la forma
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Pp = 0,
Cb = P,
) D1 P2p3
P = — |:p202 + Pp3c3 + 219_:| ’
y D1
_ 1
G = Y pacica + pscics + 20(pacs + ps3ca)

2.2 2 2
492 (1+2) <p1 I bapPs — P1P3 p1p2)]'

23 2p3  2p3

Las otras ecuaciones se pueden obtener por permutaciones.

Con el fin de estudiar las soluciones de Bianchi IX se deben utilizar los observables
definidos en la seccion 3.1.6. En este caso los observables més importantes son
los parametros que miden la contribuciéon dinamica de la materia (pardametro de

densidad)

877G p
Qi=—— 6.1
la contribucion dinamica de las anisotropias (parametro de cizalladura)
302 o?
2
=20 7 2
202  6H? (62)

y la contribucion dindmica de la curvatura intrinseca (parametro de curvatura)

3G R GR
K=-2"—__ 6.3
202 6H? (6.3)
Donde )
CR= -5 (2] + 25 + 25 — 2(z125 + 2123 + 273)] (6.4)

es la curvatura de la variedad espacial y

[ D2D3 | D1D3 | D1D2
1 — Qg —3 To = Q9 —3 T3 — (3 —3 - (65)
P by Ps

Los valores de los «; son:
» Bianchi I, oy = ay = a3 =0.
= Bianchi II, oy = 1, a5 = 0, a3 = 0 0o permutaciones.

» Bianchi IX, oy = ay = a3z = I3, donde |y = Vol/3 y Vp volumen de la
hipersuperficie espacial.
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= Para el caso de FRW con k = 1, simplemente se toma Bianchi IX y se hace
1 = Tg = X3.

El modelo de Bianchi IX clasico no tiene una soluciéon completa y solo se conocen
algunos hechos generales sobre sus soluciones. Estos resultados se pueden obtener
por distintas aproximaciones y se resumen en [74]. Entre estos hechos los que son
de interés para nosotros son:

» Todas las soluciones de Bianchi IX presentan un recolapso si la materia
satisface la condiciéon de energia dominante y tiene presiéon promedio no
negativa [58].

» Bianchi IX tiene como limite Bianchi I cuando x; — 0, con i = 1,2, 3.

= Bianchi IX tiene como limite Bianchi II cuando x5 — 0,23 — 0 y permuta-
ciones de 1, Ts, T3.

= Bianchi IX se reduce a FRW con k£ =1 cuando p; = ps = p3 y ¢1 = 3 = c3.

» Bianchi IX tiene como limite FRW con £ = 0 cuando p; = py = p3, ¢1 =
co=c3yx; —0,cont=1,2 3.

= Para el caso de Bianchi IX en el vacio el hecho importante esté relacionado
con su evolucion cerca a la singularidad, ya que se puede aproximar por fases
de Bianchi I con transiciones de Bianchi II.

= Aunque no vamos a utilizar este hecho, es importante mencionar que Bianchi
IX se reduce a Bianchi VIIj ! cuando a; = 0,09 = 1,3 = 1 y es un caso
limite cuando a; = ay = a3z = [ y uno de los x; — 0, con i = 1,2, 3.

Las variables x; seran de gran importancia a la hora de estudiar la evolucion de las
soluciones efectivas de Bianchi IX por dan informacion sobre las transiciones que se
pueden presentar en la soluciones de Bianchi IX. Para distinguir las transiciones
que pueden tener las soluciones, se toma Bianchi IX (a; = ay = a3z = [3) y se
estudia la evolucion de las variables x;. Los distintos limites a los que se pueden
acercar las soluciones se clasifican como

» Bianchi I, (.131 — 0,290 = 0,23 — O)
= Bianchi II, (Q?l — O,$2 — 0) 6 (1'1 — 0,33'3 — O) o) (iL‘Q — 0,1’3 — O)

= Bianchi VII(), (.CEl — 0) o) (.CEQ — 0) o) (1'3 — 0)

Ver apéndice A.6 para la clasificacién de Bianchi.
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» Bianchi IX, (27 # 0,29 # 0,23 # 0).

Notese que Bianchi VIIj esta incluido en esta clasificacion debido a que clasica-
mente es parte de la dindmica de Bianchi IX. A nivel efectivo no se sabe si esto
sigue siendo cierto, asi que lo mas sano es incluir el caso cuando uno de los x;
tiende a cero. También es importante resaltar que no existe una teoria cuéntica
para Bianchi VIl y por lo tanto no existe su equivalente efectivo. Entonces Bianchi
VIIj se puede entender como una etiqueta para las soluciones en las cuales solo uno
de los x; esta cerca de cero. Adicionalmente puede servir como motivaciéon para
cuantizar el modelo de Bianchi VIIj, obtener su dinamica efectiva y comparar con
los resultados que se obtienen en Bianchi IX.

Observando la evolucion de cada uno de los x; se sabe cerca de que clase de
universo esta la evolucion. Ademaés el valor de las cantidades Q, X% y K puede dar
més informaciéon sobre como influye la contribucién de la materia, la anisotropia
y la curvatura intrinseca en la dinamica del sistema. Estas cantidades satisfacen
sobre las soluciones clasicas que

Q+¥*+K=1. (6.6)

Esto se puede utilizar para verificar la evoluciéon numérica en la region clasica.
Estos parametros tienen el “problema’” de tener por definicién un valor infinito en
el rebote y en el recolapso (# = 0), por lo tanto no seran de utilidad cerca de estas
regiones. Otras cantidades que pueden ayudar a distinguir el tipo de soluciéon que
se obtiene son los exponentes de Kasner

H;
ki = ol (6.7)

Estos parametros son ttiles para determinar que tipo de Bianchi I se obtiene.

Todos estos elementos seran de gran importancia a la hora de estudiar las solucio-
nes a las ecuaciones efectivas. Aunque el objetivo es estudiar Bianchi IX, debido
a su complejidad es necesario estudiar también los casos mas simples de Bianchi
I y los casos isotropicos de FRW con k = 0, 1. Los Hamiltonianos efectivos para
cada una de las teorias en consideraciéon se muestran en la siguiente seccion. Las
ecuaciones de movimiento de estos Hamiltonianos se muestran en el apéndice A.4.

6.2. Dinamica Efectiva

Para Bianchi IX el método de cuantizacion de la curvatura consiste en calcular la
conexion a partir de las holonomias y con la conexion definir la curvatura, la cual
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se promueve a un operador. Adicionalmente existe libertad en tomar el lapso, esta
libertad a nivel clasico no es importante fisicamente pero a nivel cuantico define
distintas teorias cuénticas. En este trabajo se van a considerar dos teorias efectivas
de Bianchi IX derivadas de dos teorias cuanticas distintas. La primera es para el
lapso N =V y la segunda es para N = 1. Para N = V el Hamiltoniano efectivo
es |76]

Cg}llx = — % ( sin fi1c1 SIn fiaCo + Sin figce Sin figcs + Sin jizcs sin ﬂlcl)
Y (p1p2)3/2 - (p2p3)3/2 - (]93]91)3/2 - )
— sin figcs + sin fii1cq + Sin lisC
ArG2A < s H3C3 o M1t D2 H2C2

9?14 ~°) [ 2, 2, 2 (291]92)2 (p2p3)2 (p3p1)2]
o ) - (2] - (BE) - (B2
8rGy? i+ +p3) P3 P1 P2

2
+%%0 (6.8)

con ¥ = (272)'/3. Recordemos que \> = 4v/31y03, v

_ p _ p _ p
M1=A1/—1> M2:)\”_2’ NSZ)\\/_:),-
D2pP3 p1p3 P1p2

Para el lapso N = 1 el Hamiltoniano efectivo esta dado por [55]

VAWV
Hprx — _W

JAV )RV o o o
_#(:47(2)‘) (p%pg sin figcs + paps sin ficy + pips sin u202>

_ P+ AV)RV)

( sin fi1c1 Sin jioCo + Sin fiq ¢y sin figcs + Sin jioco sin ,1]303)

GV A2
2 .2 2 1 1 4] (V)
2VIpi +p5 +p3] — |(pip2)” + (p1p3)” + (p2ps) V6
RV ,
2—‘/;6p¢ ~ 0 (6.9)

con V, = 2y \l3, y

h(V) = VV+Ve— [V -V],
AV) = V4V |V =V,
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Los corchetes de Poisson son {¢',p;} = 87Gd%, {¢,ps} = 1y las ecuaciones de
movimiento efectivas se muestran de manera explicita en el apéndice A.4.

Dado que clasicamente Bianchi IX presenta fases de Bianchi I con transiciones
de Bianchi II [74], es importante estudiar si lo mismo ocurre a nivel efectivo. Por
esta razon se consideran también las ecuaciones efectivas de Bianchi I y II. Los
Hamiltonianos efectivos para Bianchi I y II se pueden escribir en una sola expresion
como [21]

P1P2pP3

CHBII = m |: sin /1101 sin /.7/262 + sin [LQCQ sin ﬂgCg + sin ﬂ363 sin ﬂ101:|

1 a(pops)®? N P
(1 el I L

donde el pardmetro « permite distinguir entre Bianchi I (o = 0) y Bianchi II
(aw = 1). Las soluciones para las ecuaciones de movimiento de este Hamiltoniano
se estudiaron en el capitulo anterior, donde también se muestran las ecuaciones
de movimiento de manera explicita. Con el fin de agrupar todas las ecuaciones
efectivas en un solo lugar construimos el apéndice A.4.

Como se habia mencionado antes, los dos Hamiltonianos efectivos de Bianchi IX
(6.8,6.9) se pueden ver como la generalizacion de las dos teorias efectivas para el
modelo de FRW cerrado (k = 1), las cuales se obtienen usando el mismo método
de cuantizacion para la curvatura y los mismos lapsos.

El Hamiltoniano efectivo que se obtiene de la cuantizacion de FRW cerrado con
lapso N =V es de la forma

@ 3V? v
.92 . 2 2 ~
Hyey = m[sm )\/8 — 2D sin Aﬁ + (]. -+ Y )D ] ——=0. (610)

¢ 2

con D = \J/V~1/3_ El Hamiltoniano efectivo con lapso N = 1 es

2
w _ 3AVV. . : o2 P
szl—m[snl )\ﬁ—zDSID/\ﬂ—F(l—i—”}/ )D]—?NO, (611)
con
_ ! VIV V<V,
A(V)—QVC(VH/c—lV—VCI)—{1 V>V (6.12)

La teoria cuantica de la cual proviene este Hamiltoniano efectivo incluye més
potencias negativas del volumen, lo cual se denomina correcciones de las triadas
inversas. Una discusion detallada sobre las cuantizaciones y las soluciones de las
ecuaciones efectivas se puede encontrar en [33, 55]|.
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Las variables (V, 3) estan relacionadas con (¢, p) por medio de la relacion

c
V=p"? pg=—, 6.13
7 (6.13)
donde V' corresponde al volumen fisico de todo el espacio. Sus corchetes de Poisson
son

{8,Vy=dnGy, {ope}=1. (6.14)

Por dltimo se muestra el Hamiltoniano efectivo del modelo FRW con k£ = 0, ya
que las soluciones a sus ecuaciones de movimiento son limites de las soluciones de
Bianchi IX y pueden ser de utilidad a la hora de comprobar la implementacion
numérica y entender como es la dinamica de Bianchi IX cerca de los universos
isotropicos. El Hamiltoniano efectivo es de la forma

2
Cor_, = ﬁw V2 sin(A3)? — % ~0, (6.15)
con lapso N =V, donde V el volumen fisico de la celda auxiliar y 8 su momento
conjugado.

Una vez se tienen todas las teorias efectivas a considerar, el paso siguiente es
estudiar numéricamente las soluciones efectivas de Bianchi IX con la ayuda de
los resultados conocidos de Bianchi I, II y los modelos isotropicos de FRW con

k=0,1.

6.3. Soluciones Numéricas **

En esta seccion estudiamos las soluciones efectivas de Bianchi IX. A continuaci|on,
consideramos dos teorias efectivas de Bianchi IX, una con lapso N = V y otra
con lapso N = 1. Debido a la dificultad de estudiar las soluciones de estas teorias
tomaremos dos caminos para comprender las soluciones. El primero es discutir
sobre las diferencias de las dos teorias efectivas de Bianchi IX desde el punto de
vista analitico. El segundo es estudiar la regién del espacio de soluciones en que
las dos teorias describen la misma fisica y justificar la relevancia de esta region de
soluciones. Luego dentro de esta region se considera el limite de Bianchi I y los
modelos isotropicos.

Pretendemos entonces dar respuesta a algunas preguntas acerca de las soluciones
efectivas. Queremos saber en primer lugar si resuelven estas soluciones la singu-
laridad del big bang y si se reducen a las soluciones clésicas lejos del rebote. En
segundo lugar, nos interesa saber si todas las soluciones de Bianchi IX recolapsan
cuando la materia satisface la condicion de energia dominante y tiene presion pro-
medio no negativa. Tercero, es importante saber si se reduce Bianchi IX a FRW
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con k =1 cuando p; = ps = p3 y ¢1 = ¢3 = c3. Cuarto, si Bianchi I tiene como
limite a FRW con £ = 0 cuando p1 = po = p3, ¢4 = ¢ = c3 vy x; — 0, con
1 = 1,2,3. Finalmente, indagaremos si Bianchi IX tiene como limite a Bianchi I
cuando x; — 0, con ¢ = 1,2, 3.

Para responder la tercera pregunta se debe discutir sobre las diferencias entre las
dos teorias efectivas de Bianchi IX desde el punto de vista analitico. Se puede
mostrar [55] que el Hamiltoniano efectivo Cg) para Bianchi IX con lapso N =V se
reduce al Hamiltoniano efectivo del modelo isotropico de FRW cerrado con N =V
cuando p; = py = p3 v ¢ = ¢ = c3, en este caso Cg;lx = Cg). Esto quiere decir
que al cuantizar el modelo isotropico y el anisotropico, las soluciones efectivas
del modelo anisotrépico contienen las soluciones efectivas del modelo isotrépico, lo
cual hace més “consistente” las dos cuantizaciones, es decir, al cuantizar un modelo
menos simétrico la cuantizacion del modelo reducido no se ve afectada |76, 33, 55].
Por otro lado cuando se considera el Hamiltoniano efectivo ng) para Bianchi IX
con lapso N = 1, al tomar p; = ps = p3 vy ¢; = ¢ = ¢3 no se reduce al modelo
isotropico de FRW cerrado con N = 1, es decir, C;?J)BIX =+ Cg), por lo tanto la
dindamica que describen los dos Hamiltonianos para el caso isotropico es distinta.
Un anélisis méas detallado sobre la diferencia en los modelos cuanticos y efectivos
de estas dos teorias se puede encontrar en [55].

Un hecho importante que encontramos en el estudio del modelo de FRW con k£ =1
[33] para las distintas cuantizaciones es que sus teorias efectivas dan las mismas
soluciones en el limite de volumen grande o momento del campo grande. Este es el
hecho que utilizaremos para estudiar numéricamente las soluciones de Bianchi IX.
La idea es tomar el limite en que el momento del campo es grande, es decir, cuando
el volumen en el rebote es muy grande comparado con el volumen de Planck. Es
importante recordar que en el modelo de Bianchi IX es licito hablar de “volumen
grande” dado que la variedad espacial es compacta y por lo tanto tiene un volumen
fisico bien definido, lo cual no ocurre en los modelos de Bianchi I, IT y FRW plano
donde el volumen corresponde a la celda auxiliar.

Esta seccion se divide en cuatro partes. En la primera se muestra el limite de
volumen grande o momento del campo grande, donde las dos teorias efectivas
de Bianchi IX reproducen la misma dindmica; en la segunda parte se muestra
el limite clasico donde se comparan las soluciones efectivas con las clésicas y se
verifica que la singularidad del big bang se resuelve. Luego se muestra el limite de
FRW cerrado y abierto en la region donde las dos teorias de Bianchi IX describen la
misma dindamica lo cual permite verificar que las soluciones numéricas tienden a los
resultados numéricos y analiticos ya conocidos para los universos isotrépicos. Por
ultimo, se muestra como se obtiene el limite de Bianchi I y como son las soluciones
en este limite. Todas las soluciones se estudiaron en unidades de c=1,A=1,G =
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Figura 6.1: Comparacion entre las soluciones de las dos ecuaciones efectivas con
lapsos N =V y N = 1.

1. El integrador numérico es el método de Runge-Kutta 4 y las graficas estan en
funcion del tiempo cosmico (lapso N = 1).

6.3.1. Limite de Volumen Grande **

Primero vamos a estudiar la region del espacio de soluciones donde las dos ecuacio-
nes efectivas dan los mismos resultados. Esta region corresponde a las soluciones
con volumen grande en el rebote (grande comparado con el volumen de Planck) o
momento del campo grande. En este limite se puede decir que las dos ecuaciones
efectivas son iguales, en el sentido que dado un intervalo de tiempo ¢y —¢; < 0o
y una tolerancia ¢ > 0, siempre se puede encontrar datos iniciales para cada una
de las teorias efectivas de tal manera que la diferencia en sus evoluciones estéa
dentro de la tolerancia € en el intervalo de tiempo ¢ty — ¢;. Es importante resaltar
que todas las afirmaciones que se hacen sobre las soluciones efectivas aplican para
las soluciones numéricas estudiadas y no para todo el espacio de soluciones, sin
embargo se espera que se puedan extender todos los resultados cualitativos, como
por ejemplo, el reemplazo del big bang por un rebote.
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En la figura 6.1 se aprecia la comparacion en la evolucion de las soluciones para las
dos teorias efectivas de Bianchi IX. En la evolucion de los tres factores de escala, se
ve que las soluciones coinciden y presentan una dinamica efectiva similar. Mientras
mayor sea el momento del campo escalar o mayor sea el volumen en el rebote mas
se acercan las dos soluciones efectivas. Los datos iniciales son: fi; = fis = fi3 = 7/2,
p1 = 10000, p» = 20000 y p3 = 30000. El momento del campo es p, = 2,36 x 10°,
el cual se calcula de la ligadura Hamiltoniana. El volumen en el rebote es V}, =
2,45 x 10° en unidades de Planck.

A partir de ahora todos los analisis se van a realizar en el limite de volumen grande,
por lo tanto todas las conclusiones obtenidas aplican para las dos teorias efectivas
de Bianchi IX. Lo primero es verificar que la singularidad del big bang se resuelve
y que la dindmica clésica se recupera en algtn intervalo de tiempo. Este es el
objetivo de la proxima seccion.

6.3.2. Limite Clasico **

Ahora queremos comprobar en primer lugar que las soluciones efectivas reproducen
la dinamica clasica lejos de lo que seria la singularidad del big bang. En segundo
lugar, se quiere mostrar que la singularidad se resuelve y es reemplazada por un
rebote. Esto agrega consistencia fisica a la teoria efectiva, en el sentido de que
contiene a la relatividad general lejos del rebote y que resuelve la singularidad del
big bang incorporando lo que se espera sea la dinamica cuantica de los estados
semiclasicos.

Para comparar las soluciones consideramos los datos iniciales en el rebote para
las ecuaciones efectivas y se evoluciona hacia adelante y atras en el tiempo. Las
condiciones iniciales fueron: 1y = s = fz = w/2, p; = 10000, p, = 20000,
p3 = 30000. Para comparar con las soluciones clasicas tomamos los valores de las
variables (c¢;, p;) de la evolucion efectiva en el volumen maximo y se utilizan como
condiciones iniciales para las ecuaciones clésicas. Estas soluciones clésicas tiene las
siguientes condiciones iniciales: fi; = —6,661253 x 1073, fis = —2,736483 x 1073,
fiz = —3,981829 x 1072, p; = 2,207835 x 10°, py = 1,745869 x 10°, p3 = 1,983146 x
10%. Para la solucion clésica antes del rebote tomamos t; = —325,75 y para la
solucion clasica después del rebote t; = 325,75. Luego se evolucionan hacia atras
y adelante en el tiempo.

La comparacion entre las soluciones clasicas y la efectiva se muestra en la figura
6.2, donde se aprecia la evoluciéon del volumen y de los factores de escala. Notese
que las soluciones efectivas y cléasicas coinciden hasta muy cerca del rebote. Luego
las soluciones cléasicas presentan la singularidad del big bang y la solucion efectiva



142 Cosmologia Numérica en Gravedad Cudntica de Lazos

WVolume
T ] T L] T T L]
Effectiva
30409 | Classicall o o
Classical2 &

250409

26+09

1.5a+09

1e+09

Se+08

-600 ~400 -200 0 200 400 600
time

Scale Factors

400 T T T T T T
Effeclive a,
Effeclive a,
Effeclive ag
350 - Classicala;, o

Classicala, e
Classicalay &

L SN,
250

200

150

00
50
n 1 1 1 1 1 1 1
-300 =200 =100 ] 100 200 300
time

Figura 6.2: Comparacion entre la soluciéon efectiva y las dos soluciones clasicas
antes y después del rebote.



Capitulo 6. Universo Tipo Bianchi IX 148

presenta un rebote conectando dos soluciones clasicas antes y después. Es impor-
tante resaltar que debido a la compacidad de la variedad espacial se presentan
recolapsos y debido a las ecuaciones efectivas se presentan rebotes, por lo tanto
el universo continiia rebotando y recolapsando indefinidamente. Entre cada dos
rebotes el universo pasa por una fase de universo clasico.

Una vez comprobamos que las ecuaciones efectivas reproducen las soluciones cla-
sicas y que resuelven la singularidad del big bang, el siguiente paso es estudiar el
espacio de soluciones de las ecuaciones efectivas. Dado que la dindmica de Bianchi
IX es no trivial y no existen soluciones analiticas para su dinamica clasica, no se
espera poder dar una descripcion completa y detallada de las soluciones efecti-
vas, pero se puede hacer un estudio cualitativo de las soluciones efectivas que nos
permita tener un mayor control sobre el espacio de soluciones. Por esta razéon se
estudian distintos limites de las soluciones efectivas, empezando por el limite en
que las soluciones son isotropicas.

6.3.3. Limite Isotrépico **

Dentro de las soluciones de Bianchi IX, las soluciones isotropicas son de gran im-
portancia ya que cerca a estas soluciones se espera tener la dindmica de un universo
realista, en el sentido de que nuestro universo es casi isotroépico y homogéneo a gran
escala. Ademaés, ya que se conocen las soluciones numéricas |15, 16, 17, 68| para
los casos isotropicos, se pueden utilizar para comprobar la validez de las soluciones
efectivas de Bianchi IX.

En la figura 6.3, la primera grafica muestra la evoluciéon de los exponentes de
Kasner ky, ko, k3 y su suma total ky + ks 4 k3. Se observa que todos los exponentes
de Kasner tienen el mismo valor k; = 1/3 y su suma es uno, hecho que demuestra
que cada direccion se expande a la misma velocidad. El valor positivo o negativo de
cada uno de los Kasner nos dice si cada direccion se esta expandiendo o contrayendo
k; = H;/|0|, mientras que el signo de la suma total +1 nos dice si la expansion
total € es positiva o negativa. Como se puede apreciar en la segunda grafica de la
figura 6.3, cuando 6 > 0 significa que el universo se expande, # < 0 significa que
se contrae y 6 = 0 significa que el universo recolapsa o rebota. Esta dinamica se
aprecia claramente en la grafica del volumen que se presenta en la figura 6.4, donde
se ven los rebotes y recolapsos del universo. Notese que el volumen en el rebote
no es el mismo para todos los casos sino que se presentan dos valores distintos del
volumen en el rebote. Esto hecho fue estudiado en [33] y corresponde a la dinamica
de un universo de FRW cerrado, lo cual nos permite verificar los resultados ya
conocidos para el caso isotropico con k = 1. Para este caso las condiciones iniciales
fueron: fi; = 7/2, p; = 100, con i = 1,2, 3.
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En la figura 6.4 graficamos la densidad sobre la densidad critica (p/peit). En este
caso se ve como cambia el valor de la densidad en el rebote a medida que aumenta
el momento del campo escalar pg, observamos que la densidad en el rebote tiende
a ser igual a la densidad critica. Adicionalmente, el tiempo entre cada rebote se
hace mas largo ya que a medida que aumenta el momento del campo el universo
se hace mas grande y tarda mas tiempo en recolapsar. Esto significa que dentro
del limite isotrépico cuando el momento del campo se hace grande se recupera la
dindmica del universo de FRW con k = 0. Es de notar que el universo isotrépico
plano no esta contenido dentro del espacio de soluciones de Bianchi IX, sino que es
un limite de las soluciones en el sentido de que uno puede aproximar la dindmica
del universo plano tanto como quiera dentro de las soluciones de Bianchi IX. Las
condiciones iniciales para cada una de las soluciones son: fi; = 7/2, p; = 1000, con
Py ~ 4 x 10% fi; = 7/2, p; = 10000, con py ~ 1 x 10° y fi; = 7/2, p; = 100000, con
Py ~ 3 x 107, donde i = 1,2, 3.

Es importante resaltar que estrictamente hablando no se esté estudiando el limite
isotropico para FRW con k£ = 1 dado que se toman condiciones iniciales exacta-
mente isotropicas y se evolucionan. En el caso de FRW con k = 0, si es un limite ya
que no pertenece al espacio de soluciones de Bianchi IX. Una vez se ha estudiado
el limite isotrépico, el siguiente limite en nivel de dificultad es el limite de Bianchi
L.

6.3.4. Limite de Bianchi I **

Para encontrar las soluciones efectivas de Bianchi IX cercanas a las soluciones
efectivas de Bianchi I utilizamos el siguiente método:

= Imponer condiciones iniciales en el rebote para las ecuaciones efectivas de
Bianchi I de tal manera que el campo escalar tenga un momento grande.

= Poner a evolucionar hacia adelante en el tiempo hasta la region clasica lejos
del rebote.

= En la region clasica tomar los valores finales de la evolucion de Bianchi I e
introducir como valores iniciales para las ecuaciones de Biachi IX.

» Finalmente evolucionar las ecuaciones efectivas de Bianchi IX hacia atréas
en el tiempo obteniendo asi una dinamica cercana a Bianchi I dentro de las
soluciones de Bianchi IX.

En la figura 6.5 se aprecia que este método funciona ya que los exponentes de
Kasner y los parametros €2, X2, K permanecen casi constantes en la solucién a la
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derecha del rebote. Esto es lo que se espera de una solucion tipo Bianchi I. Ademas
se observa que la contribuciéon dinamica de la curvatura intrinseca es cercana a cero,
K = 0, lo cual se cumple para Bianchi I ya que es espacialmente plano. Esto se
puede verificar en la figura 6.6 donde mostramos la evolucion de los x;, ec. (6.5),
que son los que contribuyen a la curvatura intrinseca ¢ R, ec. (6.4).

En la figura 6.6 se observa que en la evolucion del universo a la derecha del rebote
x; =~ 0 y cerca al rebote x; se hace mayor alcanzando su valor maximo en el
rebote, mientras que los otros dos permanecen cercanos a cero, xs,x3 ~ 0. Esto
quiere decir que al evolucionar hacia atras en el tiempo, el universo es cercano a
Bianchi I en la region clasica y luego cuando se acerca al rebote la dinamica se
vuelve tipo Bianchi IT (z1 # 0 y 29,23 &~ 0). Una vez el universo cruza el rebote,
este hace la transicion a una dindmica no trivial de Bianchi IX. Esta dindmica
representa resultados nuevos para las soluciones de las ecuaciones efectivas. Es
interesante resaltar la transicion que sufre el universo, el cual pasa de estar cerca a
Bianchi I a la dindmica completa de Bianchi IX por medio de una transiciéon tipo
Bianchi II.

Adicionalmente, valga discutir la dinamica del universo una vez cruza el rebote. En
la figura 6.5 se observa que la contribuciéon dinamica a la izquierda del rebote va
cambiando con el tiempo. Se puede ver que la contribucién dindmica de las aniso-
tropfas ¥2 se hace mayor al valor que tenia antes del rebote (evolucionando hacia
atras en el tiempo), mientras que la contribuciéon dindmica de la materia 0 dismi-
nuye. La contribucion dindmica de la curvatura intrinseca K se hace ligeramente
negativa permitiendo que la anisotropia tenga mayor contribucién dindmica. Por
ultimo, de esta gréfica se observa que la contribucion dinamica de la curvatura K
se hace cada vez mayor, mientras que la contribucién dindmica de la materia 2 y
las anisotropias 32 disminuye.

Las condiciones iniciales que se extraen de las soluciones de Bianchi I y se intro-
ducen en las ecuaciones de Bianchi IX son: ji; = 6,0 x 107°, fips = —1,1 x 1075,
fiz = 1,3x 1074, p; = 6,0 x 10'°, py = 4,0 x 10, p3 = 9,0 x 10'°. El tiempo inicial
es t = 1835 y se evoluciona hacia adelante y atréas en el tiempo.

6.4. Conclusiones **

Las soluciones numéricas de las ecuaciones efectivas de Bianchi IX que realizamos
en la seccion anterior, nos permiten responder a las preguntas que motivaron nues-
tra discusiéon. Comenzando por la primera pregunta acerca de la resolucion de la
singularidad del big bang a través de las soluciones efectivas, hemos encontrado
en las secciones 6.3.1 y 6.3.2 que las dos teorias efectivas (con lapsos N = V' y
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N = 1) en el limite de volumen grande describen la misma dindmica, resuelven
la singularidad del big bang y reproducen la dindmica clasica en la zona lejana al
rebote.

Acerca del recolapso de todas las soluciones de Bianchi IX suponiendo que la
materia satisface la condiciéon de energia dominante y tiene presion promedio no
negativa, encontramos que no es posible resolverlo sino de forma analitica ya que
incluye todo el espacio de soluciones. Sin embargo, exploramos numéricamente las
soluciones y encontramos que para el campo escalar sin masa todas las soluciones
presentan un recolapso. Encontramos también que efectivamente Bianchi IX tiene
como limite a FRW con k = 1 cuando p; = py = p3 y ¢4 = ¢ = ¢3, vy a FRW
con k = 0 cuando p; = ps = p3, ¢y = o = c3y x; — 0, con i = 1,2,3. Esto
lo mostramos al encontrar que se reproduce la dindmica de FRW con &k =1 y se
obtienen las soluciones de FRW con £ = 0 en el limite isotropico y momento del
campo grande.

Ademaés de estos limites, observamos al obtener las soluciones de Bianchi IX cer-
canas a Bianchi I (z; = 0), que ademas de que Bianchi IX tiene como limite a
Bianchi I cuando x; — 0 con ¢ = 1,2, 3, estas soluciones pueden presentar una
transicion tipo Bianchi II, para luego seguir la dindmica completa de Bianchi IX.

Todos estos resultados nos muestran que en el limite de volumen grande las dos
teorias efectivas describen la misma dinamica. Si estas dos teorias realmente des-
criben la dindamica cuantica de un estado semiclasico, entonces los resultados que
hemos obtenido indican que la dindmica semiclasica de las dos teorias cuanticas es
equivalente desde el punto de vista fisico.
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A.1. Algunas Integrales

Aqui se muestran algunas integrales que son de utilidad
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Algunas integrales de error
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donde erfc(z) es la Funcion de Error Complementaria
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la cual puede ser acotada usando la expansion asintotica [1]
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A.1.1. Algunas Relaciones
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A.2. Errores

Se muestra de manera explicita los errores en el célculo de la norma y el volumen.
También se explica por que las aproximaciones hechas estan bien justificadas.

A.2.1. Error en la Norma *

La norma de un estado Gausiano esta dada por

v = 2 [ kk¥e 2k-Ro)?/o®qg A1l
phy
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2n+2 2ntl
o 2k
— 9 [i] / i Y2 g, (A.12)
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Entonces
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Usando la forma de y se obtiene
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La norma usada en los célculos fue
|’>~<H123hy ~ V2mkoo, (A.15)

por lo tanto el error en la aproximacion es

2 » 2k,
Error([[¥]|%,) = %64 2oy —ako\/gerfc (f °> . (A.16)

o

Esto nos dice que el error en la norma (con n = 0) es el error en aproximar la

e~ T

funcion er fe(x) por medio de la funcién £—=. Si se usa la ecuacion (A.8) para

acotar la funcion er fc(y) entonces el error se puede acotar como

2,) < Ze O3

phy

Error(]|x|| (A.17)

Como vimos antes, la semiclasicalidad implica que se debe tomar ky > o > 0
siendo asi el error muy pequeno. Estos errores fueron también estudiados numéri-
camente para n > 0 y presentan un comportamiento similar de donde concluimos
que la aproximacion hecha para calcular la norma es muy buena.

A.2.2. Error del Volumen *

Los coeficientes del volumen son
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Si hacemos otro cambio de variables ¢ = # la integral queda como
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con z =x iy = *[ko +1 17 donde la integral es
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y usando la relacion (A.7) (donde |argz| = arctan? = arctan i < 7§ porque
o <K ko)
K 2 2 2 2k’o CY2

E 174 < +pa a?/20% —|z| 2

|Error(V.)| —Sﬁoze e e |z|o? + \/_0+2\/_k0\z] = +—2k‘0|2|

1 1
< —2\/_02a2k: zeipo‘e(X?/Q"Qe_'Z'Z{ +
8/Ta ol 20/2a%k, a’oko|z|

1 1 1
+ + +
4N2mk 2|20 |2]2V/20%02 4\/§k8|z|202}
Como todas las cantidades en el corchete son positivas y menores que uno, se puede
acotar el error como
5%02ak0|z| eipaea2/202€_|z‘2
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Dado que Vi pueden ser muy pequenos o grandes entonces la cantidad que real-
mente mide el error es el error relativo % Usando la ecuacion (A.20) se
obtiene
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La cantidad entre paréntesis es menor que uno, por lo tanto

|Error(V4)| _ 56(21600'6_%3/02 p—0?/202
Vi V2

Dado que o > « entonces e~ /2°° ~ 1. Aun mas, como ko > o > « el exponen-
cial negativo gana sobre el factor polinomial mostrando que el error es pequeno.
Estos errores también fueron estudiados numericamente para n > 0 y presentan
resultados similares.

A.3. Tablas *

En este apéndice se resumen las principales cantidades para los estados Gausianos
generalizados con n = 0, 1. Es importante resaltar que a medida que cambia n la

m l
estructura de los terminos sigue siendo similar y son de la forma (%) y <klo> :
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A.4. Ecuaciones de Movimiento Efectivas

En esta seccion resumimos todas las ecuaciones de movimiento efectivas que usa-
mos para hacer el estudio numérico de las soluciones. Algunas de las ecuaciones
de movimiento mostradas en este apéndice son tomadas directamente de [55], el
objetivo es resumir todas las ecuaciones efectivas en un solo lugar. En total to-
dos los programas desarrollados para el trabajo de doctorado suman alrededor de
14000 lineas de codigo (si se imprimieran serfan unas 200 paginas) en C y Fortran,
algunos codigos en serie y otros en paralelo usando openMP o MPI. Los programas
de los trabajos ya publicados se pueden encontrar en http://github.com/eamonto.

FRW £ =0
El Hamiltoniano efectivo es de la forma
3 oo 7
CHk:o = m V= sin ()\B) — ? ~ U, <A21)

donde se toma el lapso N =V, con V el volumen fisico de la celda auxiliar y 5 su
momento conjugado. Los corchetes de Poisson son {3, V} = 4nGy y {¢,p,} = 1.
Las variables (V, 3) estan relacionadas con las variables (¢, p) como

c
V=p pg=—. A.22
7 (A.22)

Las ecuaciones de movimiento son
Vo= % V2 sin(A8) cos(\B) , (A.23)

Y
= —% V sin?(\3) . (A.24)

Las ecuaciones de movimiento para la materia son

Py = 0, (A.25)
¢ = —ps, (A.26)

las cuales seran iguales para todas las teorias efectivas.

FRW £ =1

Para el modelo de FRW cerrado existen dos teorias cuanticas distintas dependien-
do del método de cuantizaciéon que se utilize para la curvatura. Para el estudio
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que realizamos se utilizé el método en que la curvatura se calcula a partir de la
conexion, la cual se obtiene usando las holonomias. El Hamiltoniano efectivo con
lapso N =V es de la forma [33, 55]

312 P}
TGy

(2)
CHk:l 2

Las ecuaciones de movimiento son

V= LV cos(0) () - D), (A28
. 1 2
Bo= —glBsin®AS —4DsinAG (1 4+9%)D%) - M;y% . (A29)

El Hamiltoniano efectivo con lapso N = 1 es |33, 55|

2
(4) SA(V)V .. 92 . 2 2 p¢ ~
Hkil_m[sm )\B—QDsm/\ﬂvL(l—i-v)D]—?Nm (A.30)
con
1 VIVe V<V

AV W+%—W—%D={ (A31)

T oV 1 V>V,

y V. = 2wy}, Las ecuaciones de movimiento son

Vo= %A(V) cos \B(V sin A — \IV/3)
Y

- 3 : : 2 _
B = “on (VA,V - A(V)) sin® \3 — 2\ sin \j3 (gA(V)V 13 4 A,VVQ/?’)
A —-2/3 2
-+Vﬁ%1+7%(—1K%£——~+AWW”B> —2%G7€%
donde
1 V—=V\ [V, V<V,
v () {0 v e

En ambas teorias (V, ) son iguales a las definidas en el modelo de FRW con k = 0
(V =p¥28=c/\/p,{B,V} = 47G7), solo que ahora V corresponde al volumen
fisico de todo el espacio.
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Bianchi I y II

Los Hamiltonianos efectivos para Bianchi I y II se pueden escribir en una sola

expresion como [76]
D1p2ps3

8mGY2\?

1 a(paps)®? . a9\ [ QD2p3 2 v
1 RLCTER I I
+ 872 [ Wi sin fire; — (14 77) 2, 5 5

donde el pardmetro « permite distinguir entre Bianchi I (o« = 0) y Bianchi II
(a = 1). Con este Hamiltoniano y los corchetes de Poisson {¢',p;} = 87Gvd} y
{¢,ps} =1, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento [76].

CHBH = [ SIN [41C1 SIN [UaCo + SIN U9 Co SIN [43C3 + SIN [i3C3 SN ﬂlcl}

2

po= I (sin fiaco + sin fizcs + Ax) cos fiycy, (A.33)
TH1
2
Py = —2(sinfiyc; + sin fizcs) cos figCs, (A.34)
Y2
2
pg = —f’(sin ﬂ101 + sin ﬂgCQ) COS ﬂ303, (A35)
TH3
. P2ps3 - N N . . .
cpT = — 2/7)\2 2(811] M1C1 S11 UaCo -+ sin M1C1 S11 U3Cs -+ sin M2Co S111 /1/3C3)

+ fiyc1 €08 figcp(sin figes + sin figes) — fiaCa COS fiaca(sin fiycq + sin figes)

— Jizcs cos fizcs(sin fiycy + sin figcy) + N22?(1 + 2)

+)\$(ﬂ1€1 COS ﬁlcl — sin ﬂlcl) s <A36)
. pips — N N . . N
Cy = — T 2(sin fig ¢y sin figce + Sin fig ¢y sin figes + sin figcy Sin fizcs)
— Ji1¢1 €08 fi1 ¢ (Sin flacy + Sin fizcz) + fiaCo COS fiaca(Sin fiycy + sin fizcs)
—Ji3C3 €OS [igcy(sin fiy ¢y + sin figey)] — A2 (1 + ~?)
—Az(j11c1 cos fiyc; — 3sin fiycq) ] , (A.37)
. P1p2 A . . . . .
C3 = — 2(Sln [1C1 SIN [UaCo + SIN [i1 €1 SIN U3C3 + SIN o Co SIN ,ugcg)

22
— Ji1¢1 €08 i1 €1 (Sin flgcy + sin fizcz) — Jiacy €OS fiaca(Sin fiycy + sin fizcs)

+i3C3 €08 fizcs(sin fiyey + sin fisca)] — N2?(1 ++?)
—\x(fi1cq cos fiye; — 3sinfiyeq) | (A.38)
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con
| D2P3
1

Bianchi IX

El Hamiltoniano efectivo para Bianchi IX con lapso N =V es [76]

CS;IX = — % ( sin ji1¢1 sin jigCo + Sin figCy Sin fizcs + sin jigcs sin ﬂlcl)
Y ((p1p2)3/2 - (P2p3)3/2 - (]93])1)3/2 - )
— Sin lscs + sin jicy + Sin o Co
4Gy A \VP3 VP ' VP2

192<1 + 72) [ 2 2 2 (]91])2>2 (p2p3)2 (p3p1)2]
2 T /9 gLre ral’o Hob’2
8 G’Yz (pl Pa pS) 5 1 )

2

P
+ - =0.

2

Las ecuaciones de movimiento son de la forma

1 2
p1 = ; {%(sin fiaCo + Sin fizcs) + Zﬁpgpg} COS fi1¢q , (A.39)
1
. Yppsf o C o
1= —— 7 SIN [41C1 SIN UaCo + SIN [i1C1 SIN [43C3 + SIN o Co SIN [13C3
r‘)/
[11C - . [12C _ . -
+ % Cos fi1 1 (Sin figes + sin figes) — % COS [iaCo(Sin iy + sin figes)
[ 3
— @ COS ﬂgCg(Sin ﬂlcl + sin ﬂ202)> + 29 <— [w sin ﬁgCg + % sin ﬂQCQ
2 2(1 [ ps D2
DoD3 . _ 1 paps _ 1 _ 1 _
— —— Sl U1y + ———~cy cos HU1C1 — = P2C3 COS U3C3 — —P3Co COS U2Co
3p1 2 m 2 2
2 2 2,2
+92(1+9?) (4p1 — o (p—g + p—g) + 21’2—53) . (A.40)
P D3 Py

Las otras ecuaciones se pueden obtener por permutaciones.

El Hamiltoniano efectivo con lapso N = 1 esta dado por [55]



o _ VIAWR(V)
Hprx 87TGVCG’72)\2
YAV )RV
 4nGVAA2N
(1 +9*)AV)R(V)
- 8rGV A2

(2VI2 + 83+ 82— () + () + (|

hS(V)V?2

2N
21/6 p¢~0

con
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= - ( sin fi1c1 Sin jiaco + sin fig ¢y sin figcs + Sin jiocy sin /1303)

(p%pg sin jigcs + p%pg sin fiyc1 + p%pg sin ﬂ262>

)

WV) = JV+ V.=V -Vl

Las derivadas de las funciones h(V) y A(V) estan dadas por

1 /PiPk
Avpi = Ve Pi
0

V<V,

i#j Ak A4
Vv FiFk# (A.41)

\/P;Pk ~1/2 . . .
= — A .42
Las ecuaciones de movimiento son
1 V2h2(V)p1

P = V47A(V)Vh4(V) COS fi1¢1 {

[

VEA

(sin figco 4 sin fizcs) — 20paps | (A.43)
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) hA(V
€1 = — VG(—’)/)\)Q (2]93]7%]7114(‘/)]1(‘/) + V4A,p1h(v) + 6V4A(V)h7p1)

X ( sin fi1c1 SIn fiaCo + Sin fig ¢y sin figcs + Sin jiaCy Sin ,u303)
n 20
VAy A

C

i (2plp§A<v>h<v> T RRAL(V) + 4p%p§A<v>h,pl) sin izt

W) [(2p1p§A<v>h<v> - PRRAL (V) + 4p%p§A<v>h,p1) sin fiscs

+ (pgpgAJ,lh(V) + 4p§p§A(V)h7pl) sin ﬁlcl]

— A(V)R* (V) a ;?/if;lcl <V3‘£L;§\V) (sin figco + sin fizcs) — 2p§;?§/2 19)

+ A(V)R' (V) = ;?Z:;QCQ <pg/2p§/2§fh2(‘/) (sin fiycq + sin fizes) — 219p3V>
+AWVRAV)E ;‘;24‘2363 <p§/2p 3/2?;%2(‘/) (Sin figc; + sin fiscz) — 219p2V>
- WWW I A(V)VA(V)

+ (pi + 13+ p3) (@A(V)h(m +8AV)Vh,, + 2A,p1Vh(V))

- (V) AV 04+ 2

_ (10h6(V)h,,,1A(V) + h7(V)A,p1) <p‘1‘p§ + pips + P3p§>]

0 1
+ 4w Gy (V—p +p3 pg_pg)
Op1 2V m

Las otras ecuaciones se pueden obtener por permutaciones.

(A.44)
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A.5. Convergencia y Conservacion *

Convergence of the Constraint

' ' ' =001 ——
4008 | it —
3.50-08 | .
3e-08 —
25008 | .
2g-08 q
1.50-08 |- -
1e-08 | -
5e-09 |- .
0
0 10 2 20 ® 50

time

Figura A.1: Convergencia de la ligadura. Convergencia de las soluciones y la con-
servacion de la ligadura.

Hay dos puntos importantes que necesitan ser cubiertos cuando se esta haciendo un
trabajo numérico: la convergencia de las soluciones y la evolucion de las cantidades
conservadas. Esto significa que adicional a las pruebas de validez fisica que el pro-
grama debe pasar, también las soluciones deben presentar convergencia, i. e., que
las soluciones numéricas se aproximen a la solucién analitica cuando la precision
se aumenta. Es importante recordar que las soluciones numeéricas (en general) no
estan sobre las soluciones analiticas, todo lo que se puede decir es que convergen a
la solucién analitica con un error relativo pequeno. Adicionalmente, las soluciones
numéricas deben evolucionar sobre la superficie de ligadura y preservar las canti-
dades conservadas, lo cual asegura que estan evolucionando en el espacio de fase
fisico. En la figura A.1 mostramos la convergencia de la ligadura Hamiltoniana
(Cy =~ 0) cuando el paso de tiempo disminuye. Esto demuestra que la ligadura (o
equivalentemente py) es conservada. La cantidad graficada en la figura A.1 es el
error relativo de la ligadura

[(Cr)inie = Cu ()] [(Pg)inic — Py(1)]
(CH)init < (p¢)init

, (A.45)
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Eror Functions

v 3 T
1e-07 | L, =
1e-08 - 7
1e-09 |- -
1e-10 | b
1e-11 b .
1e-12 L

c.om c.0

At

Figura A.2: Convergencia de la ligadura. Funciones de error versus la resoluciéon
mayor usada para calcularlas.

para diferentes resoluciones. En la figura A.2 mostramos las funciones de error

Ly = Max(Crr(t)s — Car(t)1], Lo = Maxy/C3(t)2 — C4(th]. (A.46)

donde los subindices en la ligadura Hamiltoniana significan resolucion 2 (con dts)
y resolucion 1 (con dt; = 2dts). El método usado para integrar las ecuaciones de
movimientos es un Runge-Kutta 4 (RK4) y las resoluciones usadas para las pruebas
de convergencia son dt = 0,01, 0,005, 0,0025, 0,00125, 0,000625. Las funciones de
error de (¢;, p;) presentan comportamientos similares.

Se puede definir el orden de convergencia como

_ A=)

n = (A.A4T)

fo—f3
donde f; es cualquier funcién que se evoluciona con la resolucion 4, con dt; > dt; .
El factor de convergencia n para un RK4 debe ser n = 2* = 16. En nuestras

soluciones se obtuvo n =~ 16,2, lo cual dice que las soluciones convergen con la
rapidez esperada.
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A.6. Clasificacion de Bianchi

Los modelos cosmologicos de Bianchi son aquellos que admiten un grupo de isome-
trias tres dimensional actuando transitivamente sobre las hipersuperficies espacia-
les, las cuales son las superficies homogéneas del espacio-tiempo. Por lo tanto las
cosmologias de Bianchi admiten un algebra de Lie de vectores de Killing (&1, &2, &3)
que satisfacen

6,85 = Cl&, (A.48)

con ij constantes de estructura. La clasificacion de Bianchi consiste en clasificar
estas algebras de Lie. Para ilustrar como es la clasificacion, primero se utiliza que
las constantes de estructura son antisimétricas (CZ‘; = —CJ’%), por lo tanto se pueden
descomponer como

Cl = e + a;6; — a6}, (A.49)

donde n* es una matriz simétrica, n® = n'*. La identidad de Jacobi
&y [€5, &k]] + permutaciones = 0 (A.50)

se traduce en la relaciéon B
n“a; =0. (A.51)

Esto permite hacer una primera clasificacion de las algebras de Lie tres dimensio-
nales. Las de clase A son aquellas en las que a; = 0 y las de clase B son aquellas
en las que a; # 0. Dentro de la clase B se puede introducir el escalar h como

aa; = §h eiklequnklnpq . (A.52)

La matriz n¥ se puede diagonalizar ya que es simétrica y dado que a; es un auto-
vector de n* con autovalor cero, entonces se pueden escribir como [74]

(n”) = diag(ny,n2,n3), (a;) = (a,0,0). (A.53)

Por lo tanto, en la clase A se cumple que a = 0 y en la clase B, como a # 0 y
n“a; = 0, entonces n; = 0. Con esta eleccion de la base, la ecuacion (A.52) se
puede escribir como

a® = hngng, (A.54)

donde h esté bien definido solo si nons # 0 en la clase B. Los tres vectores que
diagonalizan la matriz n% se pueden tomar de manera tinica a menos que algunos
de los autovalores de n¥/ sean iguales, en cuyo caso hay una libertad de rotacion.
Adicionalmente, hay una libertad en invertir los vectores que diagonalizan n*/ y en
su norma. Usando estas libertades se puede tomar a positivo cuando es distinto de
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cero y los autovalores n; = 1. Por lo tanto las algebras de Lie se pueden clasificar
por medio de los valores discretos de los tres n; cuando a = 0; y por medio de
los valores discretos de ng,n3 (n; = 0) y el pardmetro continuo h = a?/nynz. En
la tabla A.6 se muestra la clasificacion de estas algebras, llamada clasificacion de
Bianchi.

Clase Tipo ny No N3
A(a=0) 1 0O 0 O
I1 1 0 O

VI, 0 1 -1

VII, 0 1 1

VIII 1 1 -1

IX 1 1 1

B(a#0) V 0O 0 0
VI 0 0 1

III (VI_4) 0 1 -1

VI, (h < 0) 0 1 -1

VII, (h>0) 0 1 1

Cuadro A.1: Clasificacion de Bianchi en términos de los autovalores de n%.

Los vectores de Killing estan relacionados con las triadas auxiliares %;, que se
utilizan en cosmologia cuantica de lazos, por medio de la relaciéon

[, %] =0, (A.55)

es decir, las triadas auxiliares conmutan con los vectores de Killing y satisfacen
que
[%€i, %e;] = —ij(’ek. (A.56)

Aqui estamos utilizando la notacion de [21] y el capitulo 11 de [46]. Notese que
esta no es la eleccion tipica ([%;, %;] = C’,L-"”j"ek), esta eleccion solo implica un cambio
de un conjunto invariante a otro conjunto invariante, dando lugar a las mismas
propiedades fisicas. Un conjunto invariante en la clasificacién de Bianchi es un
conjunto en el cual la dindmica del sistema se encuentra restringida. Por ejemplo,
un conjunto invariante de Bianchi I es (n; = 1,n5 = 0,n3 = 0) pero también lo son
(ny=—1,n=0,n3 =0)y (ny = 0,ny = 0,n3 = 1), la dindmica esté restringida a
cada uno de estos conjuntos, los cuales son fisicamente equivalentes. La nocion de
conjunto invariante utilizada aqui es la misma que se utiliza en sistemas dinamicos.
Para mas detalles ver [74, 43, 46].
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Las cotriadas auxiliares %' duales a %; satisfacen la ecuacién de estructura de
Cartan

1 . .
dwr = 50{3%1 AW . (A.57)

La forma explicita de &;,%;, " para cada uno de los Bianchi se puede encontrar
en la tabla 11.2 de [46].
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