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Resumen

El modelo cosmológico espacialmente plano de Friedman-Robertson-Walker (FRW)
con un campo escalar sin masa en Cosmología Cuántica de Lazos (CCL) admi-
te solución analítica. Esta solución ha sido utilizada para probar que: i) el rebote
cuántico que reemplaza la singularidad clásica del big bang es genérico; ii) hay una
cota superior para la densidad de energía de todos los estados y iii) los estados que
son semiclásicos después del rebote deben venir de un estado semiclásico antes del
rebote. En este trabajo se considera una familia exacta de soluciones de la teoría
de CCL, que corresponde a estados coherentes Gaussianos y “apretados”. Se ana-
liza el comportamiento de los observables físicos y se imponen restricciones sobre
los estados. Esto resulta ser suficiente para seleccionar de entre todos los estados
coherentes aquellos que se comportan de manera semiclásica a tiempos grandes. Se
estudian las propiedades de estos estados cerca del rebote donde se espera que ten-
gan un “comportamiento más cuántico”. Como resultado los estados permanecen
semiclásicos en el rebote y la dinámica está bien aproximada por la teoría efectiva.
Se comparan las propiedades de semiclasicalidad de los estados Gaussianos y los
apretados, lo cual permite concluir que los estado Gaussianos tienen un mejor com-
portamiento semiclásico. En particular la asimetría en las fluctuaciones relativas
antes y después del rebote es despreciable, lo cual descarta las afirmaciones del
así llamado “olvido cósmico”. Por otro lado, se comentan las implicaciones de los
resultados dependiendo de la topología del espacio. En particular se considera la
simetría bajo reescalamiento y como recuperarla entre nuestra familia de estados
a nivel cuántico. Esta simetría está presente en la descripción clásica del sistema
cuando la topología espacial no es compacta.

Por otra parte se estudia la resolución de la singularidad del big bang para diferen-
tes modelos homogéneos en CCL, estos modelos corresponden a FRW con k = 0, 1
y Bianchi I, II y IX. El contenido de materia es un campo escalar sin masa. Se
presentan los resultados de las evoluciones numéricas de las ecuaciones efectivas
para las cosmologías isotrópicas y anisotrópicas, con y sin curvatura espacial. Pa-
ra resolver el problema de la resolución de la singularidad se estudia la evolución
en el tiempo de los invariantes geométricos y la curvatura, que dan información
de la geometría del espacio-tiempo semiclásico. Se discute de manera genérica los
distintos comportamientos de las soluciones para una variedad de datos iniciales.
Dado que Bianchi I, II y IX juegan un papel importante en la conjetura de Belins-
kii, Khalatnikov, Lifshitz (BKL), se espera que nuestros resultados pueda proveer
una idea intuitiva sobre el comportamiento del universo en una vecindad de la
singularidad, que es donde las correcciones debidas a la naturaleza cuántica de la
geometría se hacen importantes.



De antemano pido disculpas al lector por la presentación un poco tosca de algunos
nombres en español, esto es debido a una traducción obligada de los nombres en
inglés, que aun siendo nuestra lengua tan rica, este humilde autor se queda corto
en poder realizar una traducción estética.
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Prefacio

“En primer lugar existió el Caos (el vacío sin orden), después Gea (la tierra), ex-
tensa y firme para todos los dioses, y en el fondo de la tierra el tenebroso Tártaro
(las profundidades). Y Eros (el amor), el más hermoso entre los dioses inmortales,
que cautiva el corazón de todos ellos y de todos los hombres. Del Caos surgieron
Érebo (las tinieblas infernales) y la negra Noche. De la Noche, a su vez, nacieron
el Éter y el Día. Gea dio a luz al estrellado Urano (el cielo), con sus mismas pro-
porciones. También alumbró a las grandes Montañas, hogar de las Ninfas, diosas
que habitan en los boscosos montes. Ella igualmente parió al Ponto, el estéril mar
de agitadas olas.”

“En el principio creó Dios los cielos y la tierra. La tierra era caos y confusión y
oscuridad por encima del abismo, y un viento de Dios aleteaba por encima de las
aguas. Dijo Dios: haya luz, y hubo luz. Vio Dios que la luz estaba bien, y apartó
Dios la luz de la oscuridad; y llamó Dios a la luz día, y a la oscuridad la llamó
noche. Y atardeció y amaneció: día primero. ”

Desde tiempo inmemoriales la humanidad a buscado su origen, entender como
surgió el univero y las maravillas que él alberga. Durante toda la historia hemos
tratado de vislumbrar como fue el origen del universo y quien lo pudo haber creado.
Han habido varias respuestas a estas preguntas, la mayoría basadas en argumentos
religiosos, algunas basadas en argumentos filosóficos y algunas de carácter cercano
a lo científico. En la opinión de este humilde servidor estas son las preguntas más
relevantes que existen, por esa razón vale la pena entregarse en cuerpo y alma a
tratar de vislumbrar una respuesta. Lejos de poder hallar una verdad, ya que la
ciencia no puede verificar la verdad de las cosas, vale la pena explorar lo que nos
puede decir la ciencia actual sobre el origen del universo. Es por esta razón que
en este trabajo se presentan algunos resultados sobre lo que tiene para decirnos
la cosmología cuántica de lazos sobre el origen del universo. Para no ser muy
pretenciosos quiero aclarar que estos trabajos solo constituyen un escalón en la
larga escalera que nos lleva a una mejor comprensión del universo.
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Capítulo 1

Introducción

Uno de los problemas teóricos más complicados a los que se ha enfrentado la hu-
manidad es tratar de construir una teoría cuántica de la gravedad. ¿Qué lo hace un
problema teórico complicado? pocas veces la humanidad ha tenido tantas personas
trabajando en una meta investigativa común durante tanto tiempo, ¿Qué tiene que
ver la humanidad? por que es la humanidad la que patrocina con su esfuerzo la
labor de los investigadores en busqueda de un nuevo conocimiento, “Answer to the
ultimate question of life, the universe, and everything” (The Hitchhiker’s Guide to
the Galaxy). Y es que una de las razones que hace interesante la cuantización de la
gravedad, es la posibilidad de responder con ella a una de las primeras preguntas
y quizás la más fundamental, la pregunta por el origen del universo. Hasta ahora
la mejor descripción de la historia del universo es la de la Relatividad General
(RG) en conjunto con la física de partículas. Sin embargo, la Relatividad General
deja de funcionar a escalas pequeñas, es decir, cuando nos acercamos al origen
del universo. Esta dificultad infranqueable, motiva la construcción de una teoría
cuántica de la gravedad con el fin de encontrar una descripción más completa que
incluya el origen del universo.
En Relatividad General los teoremas de singularidades de Hawking, Penrose y
Geroch enuncian que bajo suposiciones razonables las singularidades son genéricas.
Un espacio-tiempo que tiene singularidades es geodésicamente incompleto, lo cual
puede suceder si algunos de los invariantes de curvatura divergen. Se espera que
cuantizando los grados de libertad gravitacionales las singularidades se resuelvan,
es decir, construyendo una teoría que unifique la gravedad con la cuántica.
La Gravedad Cuántica de Lazos (GCL) ha surgido recientemente como un fuerte
candidato a ser una teoría cuántica de la gravedad [12]. Una de las principales
motivaciones para construir esta teoría es lograr resolver la singularidad del big
bang. Aunque la teoría completa tiene poco que decir de las singularidades iniciales,
la teoría reducida llamada Cosmología Cuántica de Lazos (CCL) [29, 4, 19] ha

1
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sido muy exitosa en proveer respuestas precisas sobre la singularidad del big bang.
Esta teoría es construida aplicando los métodos de GCL a un sector simétrico de
la relatividad general.

La CCL ha mostrado que en los modelos isotrópicos del universo la singularidad
del big bang es reemplazada por un rebote cuántico [15, 16, 17]. Estos resultados
han sido obtenidos para universos plano [16], cerrado [68] y abierto [72] con y
sin constante cosmológica [25]. Recientemente algunos de estos resultados han
sido extendidos a universos anisotrópicos [41, 20, 21, 76] y algunos inhomogéneos
[60]. En todos estos casos los efectos cuánticos de la gravedad ejercen una fuerza
repulsiva y previenen el colapso del universo. Esta fuerza hace que el universo
se expanda nuevamente pasando por una fase de superinflación antes de que los
efectos cuánticos sean despreciables, para luego seguir la dinámica estandar de la
relatividad general. La singularidad inicial es resuelta por medio de los valores
esperados (o el espectro) de los observables, los cuales han mostrado ser acotados
[8, 53, 65, 36]. Estos resultados están sustentados por la unicidad [37, 36] de la
denominada: “dinámica mejorada” [17].

Dada una teoría cuántica que describe la física de un sistema, una pregunta re-
levante es la existencia de su límite semiclásico, en especial si la teoría cuántica
proviene de la cuantización de un sistema clásico. En este caso sería bueno saber si
es posible recuperar el sistema original en algún límite. Particularmente es intere-
sante explorar la existencia de estados semiclásicos que exhiban las propiedades
dinámicas del sistema clásico original. Cuando esto se puede completar se dice que
el formalismo en cuestión es físicamente viable. Asumiendo que se puede mostrar
la existencia de tal límite, la unicidad de tales estados semiclásicos es un problema
que debe resolverse.

El primer sistema que vamos a investigar es un modelo cuántico cosmológico cons-
truido usando las técnicas de la cuantización de lazos sobre un modelo de Friedman-
Robertson-Walker (FRW) para un universo plano con un campo escalar sin masa
[29, 15, 17, 68, 72, 52, 25, 8, 38, 36]. Este sistema es de particular interés ya que
puede ser solucionado analíticamente [8]. En primer lugar queremos investigar co-
mo construir estados semiclásicos dada una configuración clásica de los grados de
libertad gravitacionales y de materia de nuestro modelo, es decir, evaluar si se
pueden encontrar estados semiclásicos dada una configuración clásica. Además de
esto, nos interesa saber si el carácter semiclásico de los estados se preserva cuando
“cruzan el big bang”, el cual es reemplazado por un rebote. En otras palabras, si
se utiliza la región de baja densidad (donde la relatividad general es válida) para
especificar el estado semiclásico, ¿cuál es el comportamiento al otro lado del re-
bote? ¿continúa siendo semiclásico? ¿pierde la coherencia y se vuelve altamente
cuántico? El propósito del primer trabajo que realizamos es responder estas pre-



Capítulo 1. Introducción 3

guntas. Se mostrará que dentro de la familia de estados considerados, formados por
estados Gaussianos y “apretados,” 1 se pueden especificar estados semiclásicos con
las propiedades deseadas y poner a prueba la “teoría efectiva” del modelo cuántico.
Como veremos, esta teoría será de gran utilidad en el siguiente trabajo.
Una característica interesante de los modelos en CCL es que la dinámica de los
estados semiclásicos puede describirse mediante una teoría efectiva [17]. Esta teoría
es el límite clásico de la dinámica cuántica, el cual no es relatividad general sino una
teoría clásica definida por un Hamiltoniano efectivo. Para obtener este resultado,
autores como Taveras consideran estados coherentes cinemáticos para obtener el
Hamiltoniano efectivo como el valor esperado del Hamiltoniano cuántico en CCL
[69]. Más recientemente, Ashtekar, Campiglia y Henderson, mostraron que al usar
la descripción de integrales de trayectoria, las mayores contribuciones provienen de
las trayectorias que satisfacen las ecuaciones efectivas y no de las trayectorias que
satisfacen las ecuaciones clásicas de la relatividad general[7]. Todos estos resultados
han sido obtenidos para los modelos isotrópicos y el modelo anisotrópico de Bianchi
I [56].
Cabe preguntarse si estos resultados pueden extenderse a todos los modelos aniso-
trópicos en los cuales dada la falta de una teoría cuántica completamente soluble,
se puede utilizar la existencia de la descripción efectiva para estudiar las principa-
les propiedades cuánticas del sistema. En este trabajo se estudian las soluciones de
estas teorías efectivas para una variedad de modelos cosmológicos anisotrópicos,
con y sin curvatura espacial. Se mostrará que las singularidades se resuelven de
manera genérica, donde por resolución de la singularidad se entiende que la evo-
lución de los escalares geométricos es bien comportada en la región donde debería
estar la singularidad clásica, es decir, el big bang es reemplazado por un rebote.
Para ambos modelos, isotrópicos y anisotrópicos, la descripción efectiva entendida
como una “teoría clásica” (en el sentido que no contiene ~), es muy útil para estudiar
la información de la geometría discreta del espacio-tiempo derivada de la GCL. En
los modelos isotrópicos, las soluciones a las ecuaciones efectivas describen muy bien
la dinámica de los estados semiclásicos de la teoría cuántica [17, 68, 72, 35]. En el
caso anisotrópico, se espera que también las soluciones efectivas jueguen un papel
importante para describir la evolución de los estados semiclásicos. Por lo tanto,
dado que estamos intersados en entender la dinÃ́¡mica cuántica, es crucial para este
trabajo estudiar la dinámica efectiva para los modelos cosmológicos anisotrópicos.
Para entrar en materia, comenzaremos describiendo detalladamente los estados

1El nombre de estos estados proviene de “squeezed states”, que puede traducirse como “estados
exprimidos”, “estados apretados”, “estados comprimidos”, “estados ajustados” o “estados apachu-
rrados”, por una elección un poco arbitraria que obedece al sentido de estética del autor se toma
la traducción “estados apretados”.
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semiclásicos del modelo de FRW plano, para luego estudiar los modelos anisotró-
picos de Bianchi II y Bianchi IX donde se describe como se estudiaron las soluciones
efectivas.

Universo Plano

El modelo soluble para FRW plano (k = 0) con un campo escalar sin masa ha
permitido probar analíticamente la naturaleza genérica del rebote cuántico [8]. En
particular, se demostró que el rebote ocurre para todos los estados físicos y que
la densidad de energía posee un límite superior. Con respecto a las fluctuaciones
cuánticas, se ha demostrado que sus valores antes y después del rebote estan aco-
tados, lo cual implica que un estado semiclásico después del rebote proviene de un
estado semiclásico antes del rebote [39]. Más recientemente Kaminski y Pawlowski
impusieron unas cotas más fuertes sobre la asimetría en la dispersión relativa antes
y después del rebote [54], lo cual descarta algunas de las afirmaciones sobre la pe-
riodicidad del car’acter semiclásico al pasar por el rebote [27, 28]. Estos resultados
estan sustentados por el hecho de que entre el gran número de posibles “cuantiza-
ciones tipo lazos,” se selecciona una única cuantización[38]. Esta cuantización es
la introducida en [17].
El propósito de esta parte del trabajo es construir estados semiclásicos exactos
para el modelo soluble [8]. La estrategia será definir una clase de estados inicia-
les coherentes y utilizar el control analítico que se tiene sobre las soluciones para
producir un estado coherente físico. Luego se imponen restricciones fÃsicas sobre
el comportamiento de las dispersiones de los operadores físicos para seleccionar
de entre todos los estados coherentes aquellos que presentan un comportamiento
semiclásico. Estas condiciones son suficientes para fijar los parámetros y obtener
estados centrados sobre un punto del espacio de fase físico. Luego de encontrar los
estados semiclásicos se estudia el comportamiento de estos estados cerca al rebote
donde se espera que el estado se comporte de manera más cuántica. Cuando se
considera la dispersión relativa del volumen encontramos que está acotada por su
valor asintótico para todos los estados durante toda la evolución, de hecho, el va-
lor mínimo resulta estar en el rebote. El valor esperado del volumen y la densidad
sobre los estados semiclásicos es muy bien aproximado por los valores dados en la
teoría efectiva. Esto nos lleva a concluir que la descripción efectiva es muy bue-
na aproximación a la dinámica de los estados físicos semiclásicos. Una pregunta
natural que surge es si la familia de estados que consideramos es la más general.
Para responder a esto se generalizaron los estados Gaussianos a estados “apreta-
dos”. La idea es explorar el espacio de parámetros cerca a los estados Gaussianos
(que son estados semiclásicos bien comportados) y estudiar si los estados apretados
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muestran mejores propiedades semiclásicas.

En particular es interesante estudiar la asimetría en la dispersión del operador de
volumen. aunque se encontraron fuertes cotas [54], nuestro formalismo exacto es
bastante adecuado para explorar esta asimetría. Imponiendo cotas sobre la disper-
sión relativa asintótica del volumen lejos de rebote, se pudo mostrar que el espacio
permitido de parámetros para los estados apretados depende de los requerimien-
tos físicos del estado, de tal manera que para “universos grandes”, el espacio de
parámetros es muy pequeño. Esto impone grandes cotas sobre la asimetría de la
dispersión del volumen, consistentes y mejores que en [54]. Por último se presenta
una discusión sobre el problema de la dependencia del volumen auxiliar (presente
en el modelo k = 0) y su papel en la construcción de los estados semiclásicos.

Dado que nuestros resultados demuestran que la teoría efectiva reproduce la di-
námica de los estados semiclásicos y ya que esto ha sido demostrado para varios
modelos isotrópicos [17, 68, 72, 35], está bien justificado asumir que lo mismo
ocurre en el caso anisotrópico. Para Bianchi I ya se demostró que las ecuaciones
efectivas son las que más contribuyen a la integral de trayectoria de la teoría [56].
Por lo tanto en lo que resta del trabajo se asume la validez de las ecuaciones efec-
tivas en los casos anisotrópicos y se estudian sus soluciones. La forma en que se
realizó este estudio se expone en la siguiente sección.

Universos Anisotrópicos

La cosmología cuántica de lazos ha sido extendida a modelos cosmológicos an-
isotrópicos, como son Bianchi I, II y IX [76, 20, 21]. Pero en ninguno de estos
casos la teoría cuántica ha sido resuelta, ni siquiera numéricamente. Para estudiar
estos modelos a nivel semiclásico se asume que la teoría efectiva reproduce la teo-
ría cuántica cuando se consideran estados semiclásicos. Esta es nuestra hipótesis
de trabajo, la cual esta bien justificada por los resultados en los casos isotrópi-
cos. Sería interesante saber si la evolución de los estados semiclásicos reproducen
las soluciones que obtenemos de la teoría efectiva, desde este punto de vista este
trabajo puede ser entendido como un primer paso en esa dirección.

Las nuevas preguntas a considerar en los modelos anisotrópicos son: ¿es el rebote
genérico?, dado que ahora hay anisotropías y curvatura de Weyl, vale preguntar
¿cómo se comportan estas cantidades cerca del rebote? ¿se puede tener diferentes
tipos de rebotes? por ejemplo, ¿dominados por la cizalladura σ2? ¿estan acotados
los escalares dados por la expansión θ, la cizalladura σ2 y la densidad ρ? El objetivo
de nuestra investigación es responder estas preguntas usando la teoría efectiva para
Bianchi I que contiene anisotropías; Bianchi II que además de anisotropías tiene
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curvatura espacial; Bianchi IX que tiene anisotropías, curvatura espacial y además
es compacto espacialmente.
El propósito es estudiar de manera sistemática el espacio de soluciones de las ecua-
ciones efectivas. El contenido de materia que se considera es un campo escalar sin
masa que juega el papel de tiempo interno. El objetivo es entender la resolución de
las singularidades, el comportamiento asintótico y la relación entre los modelos de
Bianchi I, II y IX. La estrategia será estudiar casos límites y comparar con solucio-
nes conocidas. Esto permitirá entender las nuevas ideas que introducen Bianchi II
y Bianchi IX. Toda la información que se obtiene proviene de los observables que se
definen, los cuales son: los factores de escala direccionales; los parámetros de Hu-
bble; la expansión; la densidad de materia; los parámetros de densidad, cizalladura
y curvatura; el escalar de Ricci y los exponentes de Kasner.
La idea es adquirir suficiente intuición sobre la evolución de los estados semiclásicos
en la teoría cuántica. La manera más natural de ganar intuición es realizar un
estudio sistemático de las soluciones de las ecuaciones efectivas, tal como se realiza
en este trabajo. Los dos modelos que se estudian son Bianchi II y Bianchi IX, en las
siguientes secciones se presenta una explicación más detallada de la investigación
que se realizó para cada uno de estos modelos.

Bianchi II

Hasta ahora el único modelo anisotrópico que ha sido explorado en detalle usando
las ecuaciones efectivas es el modelo de Bianchi I en CCL [41]. Por lo tanto es
natural explorar modelos más complicados anisotrópicos. En esta parte del trabajo
se estudian las soluciones a las ecuaciones efectivas que provienen de la “dinámica
mejorada” de CCL de Bianchi II [21].
La manera en que se realizará el estudio sistemático de las soluciones es comparar
las soluciones clásicas con las soluciones efectivas; luego estudiar el límite isotrópi-
co, que ofrece nuevas características de la dinámica de Bianchi II; después el límite
de Bianchi I permite confirmar que las soluciones que obtenemos coinciden con los
resultados previos [41]. El modelo reducido de Bianchi II con simetría rotacional
local permite encontrar soluciones genéricas que alcanzan la densidad máxima en
el rebote, con densidad mayor a la obtenida en los casos isotrópicos [17, 8] y de
Bianchi I [41, 20]. Por último se estudia el límite de vacío que permite explorar
las soluciones extremas en que casi toda la contribución dinámica proviene de las
anisotropías.
El modelo cosmológico de Bianchi II es el caso más simple que posee curvatura
espacial, además el modelo de Bianchi I pueder ser recobrado cuando se hace cero
el parámetro que mide la contribución de la curvatura espacial. Un modelo más
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general es Bianchi IX, el cual además de ser anisotrópico y tener curvatura espacial
es compacto espacialmente. Adicionalmente Bianchi I y II son casos límites de
Bianchi IX, lo cual hace interesante estudiar este modelo. Los detalles del estudio
de Bianchi IX se explican en la siguiente sección.

Bianchi IX

El modelo de Bianchi IX tiene una característica que lo hace muy interesante y
es que se encuentra en el corazón de la conjetura BKL (Belinskii-Khalatnikov-
Lifshitz) [23, 24, 10], la cual sugiere que la evolución de “cualquier” universo cerca
a una singularidad espacial tipo big bang se puede describir localmente como un
universo tipo Bianchi IX que pasa por fases de Bianchi I y transiciones de Bianchi
II. Esto hace que sea interesante estudiar el modelo cuántico de Bianchi IX, ya que
se podría obtener información que aplique de manera genérica a cualquier tipo de
universo.
Debido a la compacidad del espacio, el modelo de Bianchi IX presenta nuevas
propiedades interesantes, por ejemplo, un número infinito de rebotes y recolapsos,
tal como ocurre en el modelo cerrado de FRW. Además las correciones de las triadas
inversas hacen que existan distintas teorías cuánticas de Bianchi IX. Entonces cabe
preguntarse ¿existe algún criterio físico para escoger una teoría sobre la otra? tal
como se hizo en el caso isotrópico [38]. Esta es una pregunta abierta, asi que
reformulamos la pregunta ¿puede el límite semiclásico servir para escoger una
teoría sobre la otra? después de todo en el límite semiclásico es donde se tiene
un contacto con la teoría clásica y esto puede servir para descartar alguna teoría.
Asumiendo que el límite semiclásico de cada una de las teorías cuánticas esta bien
determinado por la teoría efectiva, nos dimos a la tarea de responder esta pregunta.
La respuesta encontrada es que cada una de las teorías efectivas describen una
dinámica distinta, pero debido a que ahora el universo es espacialmente compacto
se puede medir el volumen total del espacio. Se muestra que en el límite de volumen
grande todas las teorías efectivas describen la misma dinámica. Desde este punto
de vista aunque hayan distintas teorías cuánticas con distintos límites semiclásicos,
si el universo es grande entonces todas describen la misma física.
Dado que Bianchi I, II y FRW con k = 0 son casos límites de Bianchi IX, se estudia
cada uno de estos límites de manera que se pueda comparar con los resultados ya
conocidos y verificar que la implementación numérica es adecuada. Es importante
resaltar que estos casos no estan contenidos dentro de Bianchi IX sino que son
límites. El caso isotrópico con k = 1 esta contenido en Bianchi IX pero solo si
las correciones de las triadas inversas no se incluyen; si las correciones se incluyen
entonces k = 1 es un caso límite. Se muestra que el caso de universos grandes las
teorías de Bianchi IX en el límite isotrópico coinciden con las teorías isotrópicas
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con k = 1.
Una pregunta que permanece abierta es si el comportamiento BKL permanece en la
dinámica efectiva de Bianchi IX, es decir, si las soluciones efectivas presentan fases
de Bianchi I con transiciones de Bianchi II lejos de la región de Planck. También
puede ocurrir que los efectos de la geometría cuántica prevengan las transiciones.

Dado que estos modelos anisotrópicos presentan un comportamiento no singular,
sería interesante saber si también se presenta en modelos inhomogéneos, es decir,
¿estamos más cerca de una resolución cuántica genérica de las singularidades?

Finalmente, debido a que la mayor parte del estudio de las ecuaciones efectivas se
hace numéricamente, se muestra que las soluciones convergen y evolucionan sobre
la superficie de ligadura. La convergencia es un hecho que debe ser demostrado ya
que se necesita estar seguro que los métodos numéricos estan bien implementados
y que las soluciones numéricas convergen a las soluciones analíticas.



Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo se explican los elementos básicos para entender los métodos de
cuantización de la gravedad en el acercamiento de lazos. Básicamente se muestra
como la gravedad se estudia como un sistema Hamiltoniano con ligaduras y co-
mo se cuantiza este tipo de sistemas. Para lograr esto, primero se explica en que
consisten los sistemas clásicos con ligaduras y como tratarlos. Luego se explica la
descomposición 3+1 de la relatividad general con el fin de introducir el formalismo
Hamiltoniano. Debido a que las variables métricas no son las adecuadas para cuan-
tizar la gravedad, se introduce el formalismo de triadas y conexiones. Por último
teniendo el formalismo clásico completo, se explica como es el proceso de cuan-
tización y se muestran los principales resultados obtenidos en gravedad cuántica
de lazos. Este capítulo está basado de las notas de clase del profesor Alejandro
Corichi, las cuales estamos preparando en conjunto.

2.1. Sistemas Clásicos con Ligaduras

Si tenemos un sistema clásico, se dice que tiene ligaduras cuando:

Las ecuaciones de movimiento son invariantes ante alguna transformación.

La evolución no es únicamente determinada por las condiciones iniciales.

Dado que estamos interesados en cuantizar este tipo de sistemas, es entonces in-
teresante estudiar su formulación Hamiltoniana, ya que es la única formulación
en la que “sabemos” como cuantizar. Si se tiene una formulación Lagrangiana en-
tonces se necesita transformar en una formulación Hamiltoniana. Esto se puede
realizar de dos maneras, mediante una transformación de Legendre o mediante un
Formalismo Hamiltoniano Covariante (estudio del espacio de soluciones).

9
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En la manera usual usando transformaciones de Legendre (para un tratamiento
más detallado de los sistemas clásicos con ligaduras se puede ver [42]), se tiene un
espacio de configuración C con Lagrangiano L(qi, q̇i) del cual se puede definir los
momentos

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, ...n. (2.1)

Esto define n ecuaciones algebraicas. En caso de que sea posible despejar las q̇i de
estas n ecuaciones se dice que el sistema es regular y se puede definir q̇i(pi) de tal
manera que se pueda construir el Hamiltoniano

H(qi, pi) =
n∑
i=1

piq̇i(pi)− L(qi, q̇i). (2.2)

Se pueden hallar las ecuaciones de movimiento usando

L(qi, pi) =
n∑
i=1

piq̇i(pi)−H(qi, pi) ,

las cuales son de la forma

q̇i =
∂H

∂pi
, (2.3)

ṗi = −∂H
∂qi

. (2.4)

Este es un sistema regular si det
(

∂L
∂q̇i∂q̇j

)
6= 0 (llamada la condición Hessiana,

[51]), si esto no se cumple entonces es singular. El comportamiento singular se
puede deber a [42]

La existenca de ligaduras φm(qi, pi) = 0.

Las ecuaciones de movimiento no estan bien definidas (hay grados de libertad
extras).

Para solucionar estos problemas existen varias versiones del algoritmo de Dirac,
el cual permite hallar una descripción consistente del sistema. Para aplicar este
algoritmo primero se clasifican las ligaduras como:

Primarias Primera clase
Secundarias Segunda clase
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Las ligaduras que aparecen primero son llamadas primarias y se denotan como
φj. Estas ligaduras surgen de la definición de los momentos pi. Por lo tanto el
Hamiltoniano H =

∑n
i=1 piq̇i(pi)− L no es único, ya que hay otros Hamiltonianos

H∗ = H + φj (o cualquier combinación lineal de φj, con j = 1, ...,m). Se puede
considerar el caso especial

HT = H +
m∑
j=1

Ujφj

llamado Hamiltoniano total, el cual incluye la suma sobre todas las ligaduras pri-
marias, donde las constantes Uj deben ser determinadas. Las ecuaciones de movi-
miento para el Hamiltoniano total son

q̇i =
∂H

∂pi
+

m∑
j=1

Uj
∂φj
∂pi

, (2.5)

ṗi = −∂H
∂qi
−

m∑
j=1

Uj
∂φj
∂qi

. (2.6)

La dinámica de una función f(qi, pi) esta dada por ḟ = {f,HT}, por lo tanto por
autoconsistencia las ligaduras deben satisfacer que φ̇j ≈ 0. El símbolo “≈” se llama
igualdad débil y significa que la igualdad solo se cumple sobre la superficie definida
por la ligadura, también conocida como superficie de ligadura. Las condiciones de
consistencia son

φ̇l = {φl, HT} ≈ {φl, H +
m∑
j=1

Ujφj} ≈ 0 . (2.7)

Las cuales pueden:

Especificar las constantes Uj.

Implicar nuevas ligaduras χ(q, p) ≈ 0, llamadas secundarias, que deben tam-
bién satisfacer las condiciones de consistencia χ̇ ≈ 0 y pueden generar otras
ligaduras (llamadas secundarias) que deben ser consistentes también y así
sucesivamente.

Al final se obtiene un conjunto de ligaduras {φl}, con l = 1, ...,m + k, que es un
conjunto de ligaduras primarias y secundarias (es de notar que la clasificación en
primarias y secundarias después de este punto no es relevante). Entonces se puede
construir el Hamiltoniano extendido

HE = H +
m+k∑
l=1

λlφl,
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donde se podrían hallar algunos de los λl. Después de esto las ligaduras son clasi-
ficadas como:

Primera clase, conjunto de ligaduras {φα} para las cuales los corchetes de
Poisson son combinaciones lineales de ellas mismas, {φα, φβ} =

∑
γ C

γ
αβφγ ≈

0.

Segunda clase, conjunto de ligaduras {φA, φB, ..} para las cuales sus corche-
tes de Poisson son funciones, {φA, φB} = QAB, tal que la matriz QAB es
invertible.

La clasificación de las ligaduras se puede entender también desde un punto de vista
geométrico, el cual ayuda a compreder mejor la física de este tipo de sistemas. Con
este fin, en la siguiente sección se explica la geometría de los sistemas con ligaduras.

Punto de Vista Geométrico

Una buena referencia para comprender geométricamente los sistemas clásicos con
ligaduras es el apéndice B de [3]. Primero se estudia el espacio de fase clásico
(qi, pi), el cual es un haz cotangente 2n-dimensional Γ = T ∗C con una estructura
simpléctica correspondiente a una 2-forma Ω cerrada y no degenerada1. El par
(Γ,Ω) es llamado espacio simpléctico. Dado que Γ es un haz cotangente existe una
manera natural de construir Ω = dω, donde ω es una 1-forma llamada potencial
simpléctico. Debido a la no degeneración de Ω, existe la inversa Ω−1 (2-vector), tal
que ΩΩ−1 = Ω−1Ω = id. Esto puede ser entendido como una transformación entre
los espacios tangente y cotangente en cada punto

Ω : TpΓ→ T ∗pΓ , Ω−1 : T ∗pΓ→ TpΓ . (2.8)

Si existe un campo vectorial V tal que la derivada de Lie de la forma simpléctica a
lo largo de este campo vectorial es cero (LV Ω = 0), entonces V es llamado Campo
Vectorial Hamiltoniano (CVH). Con este campo vectorial la forma simpléctica
satisface que

LV Ω = iV dΩ + d(iV Ω) = d(Ω(V, )) = 0 , (2.9)

lo cual significa que localmente Ω(V, ) es cerrada, i. e.,

Ω(V, ) = iV Ω = df , (2.10)

1La condición de no degeneración significa que, para todo p ∈M se tiene la propiedad que si
Ω(X,Y ) = 0 para todo Y ∈ TpM entonces X ∈ TpM es cero. La condición de ser cerrada es que
su derivada exterior es cero, dΩ = 0.
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para alguna función f sobre Γ. Esto puede ser usado para asociar un campo vec-
torial Hamiltoniano a cada función f(qi, pi). En coordenadas, la ecuación (2.10)
puede ser escrita como ΩabV

a = ∇bf o equivalentemente V b = Ωba∇af , este cam-
po vectorial es llamado campo vectorial Hamiltoniano asociado a f y se denota
como

Xb
f := Ωba∇af . (2.11)

El corchete de Poisson de dos funciones sobre el espacio de fase esta dado por

{f, g} = Ωab∇af∇bg = ΩabX
a
fX

b
g . (2.12)

La última igualdad define un isomorfismo local (puede ser global si el primer grupo
de cohomología de Γ es cero), entre el álgebra de Lie de las funciones (C∞(Γ), {, })
y el algebra de Lie de los campos vectoriales (χ∞(Γ), [, ]), este isomorfismo es de
la forma

Xa
{f,g} = −[Xf , Xg]

a . (2.13)

Dada una función f : Γ → R, se puede definir un simpléctomorfismo φf : Γ → Γ
(que preserva la estructura simpléctica, f ∗Ω = Ω), como el mapa integral de su
CVH. Esto puede ser entendido como una transformación canónica. En particular,
la evolución dinámica esta dada por una función preferida H (Hamiltoniano),

ḟ =
df

dt
= Xa

H∇af = {f,H} . (2.14)

En este contexto las ligaduras pueden también ser interpretadas geométricamente,
como se explica en las siguientes dos secciones.

Si las ligaduras son solo de segunda clase

En este caso {φA, φB} = QAB, con det(QAB) 6= 0. Se tiene que:

El espacio de fase ligado (o surperficie de ligadura), donde todas las ligaduras se
satisfacen, φA ≈ 0, es una subvariedad Γ̄ ⊂ Γ con dim(Γ̄) = 2N − k. En este caso,
la 2-forma Ω = ι ∗ Ω̄ (para ι : Γ̄ → Γ el embebimiento de Γ̄ en Γ) inducida sobre
Γ̄ es no degenerada y por lo tanto (Γ̄, Ω̄) es una variedad simpléctica.

Entonces las ligaduras de segunda clase se pueden identificar como aquellas que
definen una subvariedad simpléctica. En este caso se puede ignorar (en principio)
el espacio de fase original (Γ,Ω) y trabajar en el espacio de fase restringido (Γ̄, Ω̄).
Las funciones (observables) son las restricciones sobre Γ̄ de las funciones sobre Γ,
i. e., f = F |Γ̄ con F : Γ→ R. Se puede definir de forma natural un corchete sobre
(Γ̄, Ω̄) como

{f, g}∗ = Ω̄ab∇af∇bg , (2.15)
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el cual es llamado Corchete de Dirac.
El hecho de restringirse a (Γ̄, Ω̄) y usar funciones f : Γ̄ → R es llamado imponer
fuertemente las ligaduras o solucionar las ligaduras de segunda clase. Este es el
objetivo que se persigue con estas ligaduras.

Ejemplo 1. Sea Γ = R4 con coordenadas (q1, q2, p1, p2) y la estructura simpléctica
estandar Ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2, con ligaduras φ1 = q1 − 3 y φ2 = p1 − 2.
Estas ligaduras son de segunda clase ya que {φ1, φ2} = 1, entonces se solucionan
las ligaduras φi ≈ 0 y se trabaja en el espacio de fase reducido Γ̄ con coordenadas
(3, q2, 2, p2) y estructura simpléctica Ω̄ = dp2 ∧ dq2, las funciones sobre Γ̄ son de
la forma f(q2, p2) = F (q1, q2, p1, p2)|Γ̄ = F (3, q2, 2, p2).

Ahora que se ha explicado la geometría de las ligaduras de segunda clase, se procede
a explicar la geometría de las ligaduras de primera clase.

Si las ligaduras son solo de primera clase

En este caso, cuando se hace la reducción al espacio ligado Γ̄ ⊂ Γ donde φi ≈
0, con i = 1, ...,m, Ω̄ es máximamente degenerada, i. e., Ω̄ tiene m direcciones
degeneradas Vj ∈ TpΓ̄ tales que Ω̄(Vj, X) = 0 para todo X ∈ TpΓ̄. El espacio Γ̄ es
llamado hiperespacio coisotrópico. Hay tres resultados importantes en este caso:

Los CVHs asociados a las ligaduras son tangentes a Γ̄. Prueba, el CVHXa
i =

Ωab∇bφi es tangente a Γ̄ si y solo si Xa
i (φj) = Ωab∇bφi∇aφj = {φj, φi}|Γ̄ = 0

para todo i, j si y solo si {φj, φi}|Γ̄ =
∑

k C
k
jiφk.

Los CVHsXa
i = Ωab∇bφi son las direcciones degeneradas de Ω̄. Prueba, para

todo V ∈ T Γ̄ se tiene que Ω̄(Xi, V ) = Ω̄abX
a
i V

b = ΩabX
a
i V

b = V b∇bφi =
V [φi] = 0.

Los CVHs son “integrables”, esto significa que su álgebra es cerrada. Prueba

[Xi, Xj]
a = −Xa

{φi,φj}

= −Ωab∇b({φi, φj})

= −Ωab∇b

(∑
k

Ck
ijφk

)
= −

∑
k

[Ωab∇b(C
k
ij)φk + Ck

ijΩ
ab∇b(φk)]

= −
∑
k

Ck
ijΩ

ab∇b(φk) |Γ̄

= −
∑
k

Ck
ijX

a
k .
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Las superficies generadas por las direcciones degeneradas son llamadas superficies
nulas.
Cuando nos restringimos a la superficie de ligadura no todas las funciones son rele-
vantes físicamente. Aquí es donde entra la noción de observables, que son funciones
bien definidas sobre la superficie de ligadura. Las características de estas funciones
se explican a continuación.

Observables

En la superficie de ligadura se debe trabajar con las restricciones de las funciones
F,G : Γ → R sobre Γ̄, f, g : Γ̄ → R. Una función es llamada función de primera
clase sí {F, φi}|Γ̄ = 0 para toda φi ligadura de primera o segunda clase. De todas
las posibles funciones sobre Γ las únicas físicamente aceptables son las que son de
primera clase. Prueba: {F, φi} ≈ Ωab∇bF∇aφi ≈ Xa

F∇aφi ≈ XF (φi) ≈ 0 sí y
solo śi Xa

F ∈ T Γ̄; Xa
F es tangente sí y solo sí F genera un simpléctomorfismo que

preserva Γ̄, i. e., la transformación canónica generada por F está siempre en Γ̄, es
decir, no genera una transformación que se sale del espacio. Cuando las ligaduras
son de primera clase 0 ≈ {F, φi} ≈ Ωab∇bF∇aφi ≈ −Xb

i∇bF ≈ −Xi(F ) ≈ 0 sí y
solo sí Xi(f) = 0 en Γ̄ para todo i, por lo tanto un observable es constante sobre
las superficies nulas. Esto nos dice que no cualquier función f sobre Γ̄ es aceptable,
solo las que son constantes sobre las superficies nulas son aceptables.
En el caso de las ligaduras de primera clase Ω̄ es degenerada, por lo tanto no
hay una única inversa Ω̄−1 y tampoco hay un único CVH asociado a f , de hecho
hay un número infinito de CVHs (esto es equivalente a una indeterminación en
las ecuaciones de movimiento). Para ilustrar este hecho sean Ω̄abX

b
f = ∇af y

X̃a
f = Xa

f +Xa
i dos CVHs con Ω̄abX

b
i = ∇aφi, entonces

Ω̄baX̃
a
f = Ω̄baX

a
f + Ω̄baX

a
i = ∇bf +∇bφi = ∇bf

lo cual define una relación de equivalencia para los CVHs

Xa
f ∼ X̃a

f si Xa
f − X̃a

f =
∑
i

λiX
a
i . (2.16)

El hecho de que dos puntos en la superficie nula sean físicamente indistinguibles es
llamada la conjetura de Dirac: “Todas las ligaduras de primera clase generan una
transformación de norma”. Esto sugiere que se debe tomar el cociente a lo largo
de las superficies nulas (las cuales pueden ser entendidas como órbitas de norma).
Las direcciones degeneradas de Ω̄ son debidas a la “degeneración” en las funciones
cuando se hace la restricción a Γ̄, por lo tanto no hay un CVH preferido sobre
Γ̄ para la función restringida. El espacio que esta bien definido (cuando existe)
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es el espacio de fase reducido Γ̂ = Γ̄/ ∼, definido por la relación de equivalencia
(2.16). Entonces en Γ̂, una superficie nula se reduce a un punto y la 2-forma Ω̂
(proyección de Ω̄ ) es no degenerada, por lo tanto Γ̂ es un espacio simpléctico con
dim(Γ̂) = 2N − M − M = 2(N − M), donde M es el número de ligaduras de
primera clase.
Una manera alternativa de trabajar con las ligaduras de primera clase (sin hacer el
cociente) es imponer M condiciones de norma χj = 0 cuando hay M ligaduras φi,
tal que el conjunto (φi, χj) es de ligaduras de segunda clase. Esto es llamado fijar
la norma. El problema es que no siempre existen χj que funcionen globlamente
(esto es llamado la ambigüedad de Gribov). La variedad Γ̂ donde se satisface que
φi = 0 y χj = 0 se obtiene por el mismo método usado para las ligaduras de
segunda clase.

Ejemplo 2. (tomado de mi artículo [35])
Sea Γ = R4 el espacio de fase cinemático con coordenadas (β, V, φ, pφ). Donde φ es
un campo escalar sin masa, pφ es su momento canónico conjugado, V el volumen
(de una celda auxiliar) y β su momento conjugado. La ligadura Hamiltoniana
efectiva del sistema es [69]:

Hλ =
3

8πGγ2λ2
V 2 sin(λβ)2 −

p2
φ

2
≈ 0 ,

la cual está etiquetada por un parámetro real λ con dimensiones de longitud. La
estructura simpléctica está dada por

Ω0 =
1

4πGγ
dV ∧ dβ + dpφ ∧ dφ (2.17)

la cual induce los corchetes de Poisson

{β, V }0 = 4πGγ , {φ, pφ}0 = 1 .

La ligadura Hamiltoniana define una hipersuperficie Γ̄ en el espacio de fase, la cual
puede ser tomada como la unión disyunta de hipersuperficies donde β ∈ (nπ

λ
, (n+

1)π
λ
) con n ∈ Z. En lo que sigue se considera la componente conexa donde β ∈

(−π
λ
, 0). Notese que los puntos donde β = nπ

λ
, n ∈ Z, no estan sobre la superficie

de ligadura. Estos puntos (hiperplanos) son puntos degenerados donde el sistema
no tiene una dinámica bien definida. Más adelante se muestra que físicamente
estos puntos deben ser excluidos.
Ahora se considera la función inducida contravariante2 de la estructura simpléctica
sobre la hipersuperficie Γ̄, es decir, se debe encontrar Ω̄ tal que Ω0 = ι ∗ Ω̄, para

2Lo que llamamos función inducida contravariante es lo que en inglés se entiende como pull-
back.
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ι : Γ̄→ Γ el embebimiento de Γ̄ en Γ. Escribamos el Hamiltoniano efectivo como

Hλ = η2V 2 sin(λβ)2 − p2
φ ≈ 0 , con η2 =

3

4πGγ2λ2
.

Entonces sobre la superficie de ligadura se tiene que

pφ ≈ ±ηV sin(λβ) . (2.18)

La función inducida contravariante del gradiente de Hλ sobre Γ̄ es

η22V dV sin(λβ)2 + 2η2V 2 sin(λβ) cos(λβ)λdβ ≈ 2pφdpφ

±η[sin(λβ)dV + V cos(λβ)λdβ] ≈ dpφ ,

que puede ser usado para solucionar dpφ, dV ó dβ y ponerlo de regreso en la
ecuación (2.17). Cada una de estas elecciones dependerá de las coordenadas que
se elijan sobre la superficie de ligadura. Si se considera la parametrización en la
cual se resuelve pφ, es decir, usar (V, β, φ) como coordenadas. Entonces

Ω̄1 =
1

4πGγ
dV ∧ dβ ± η[sin(λβ)dV + V cos(λβ)λdβ] ∧ dφ ,

es la estructura presimpléctica para dos hipersuperficies disconexas, parametrizadas
por los valores positivos y negativos de pφ. El valor pφ = 0 se excluye si β 6= nπ

λ

(n ∈ Z) ó V 6= 0. Si se toma pφ > 0, se obtiene

Ω̄1 =
1

4πGγ
dV ∧ dβ + η sin(λβ)dV ∧ dφ+ η λ V cos(λβ) dβ ∧ dφ .

Si solucionamos para dV se obtiene la expresión para la estructura presimpléctica
en la parametrización (β, φ, pφ), la cual esta dada por

Ω̄2 = ± 1

4πGγ

1

sin(λβ)η
dpφ ∧ dβ + dpφ ∧ dφ .

Si nos restringimos a pφ > 0 se obtiene

Ω̄2 =
1

4πGγη

1

sin(λβ)
dpφ ∧ dβ + dpφ ∧ dφ

sobre la correspondiente componente conexa.
Independientemente de la parametrización, la forma presimpléctica Ω̄ tiene una
dirección degenerada correspondiente al CVH de la ligadura Hamiltoniana XHλ.
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Físicamente las curvas integrales de este CVH representan las direcciones de nor-
ma a lo largo de las cuales los puntos son físicamente indistinguibles. Se puede
encontrar el gradiente de la ligadura

∇aHλ = 2η2V sin(λβ)2∇aV + 2η2λV 2 sin(λβ) cos(λβ)∇aβ − 2pφ∇apφ .

Usando que Xa
Hλ

= Ωab∇bHλ y

Ωab = 2

(
4πGγ

∂[a

∂β

∂b]

∂V
+
∂[a

∂φ

∂b]

∂pφ

)
se obtiene

Xa
H |Γ̄ = 16πGγη2V sin(λβ)2

(
∂

∂β

)a
−16πGγη2λV 2 sin(λβ) cos(λβ)

(
∂

∂V

)a
− 4pφ

(
∂

∂φ

)a
que es la restricción del campo vectorial a la hipersuperficie de ligadura con coor-
denadas (V, β, φ). Es fácil verificar que esta es la dirección degenerada de Ω̄1, es
decir, Ω̄1(XH , ·) = 0.
Si se quiere entender de manera cualitativa la estructura del espacio de fase redu-
cido se debe tomar el cociente de Γ̄ respecto a las direcciones generadas por XH .
En este caso es más fácil fijar una norma que este bien definida sobre toda la
hipersuperficie. Sea C = φ − c, con c = constante. Esta ligadura junto con Hλ

forman un par de segunda clase

{Hλ, C}0 = {Hλ, φ}0 = {η2V 2 sin(λβ)2 − p2
φ, φ}0 = −{p2

φ, φ}0 = 2pφ ,

con pφ 6= 0, que es la condición que se habia impuesto antes. El espacio de fase
con la norma fija Γ̂ esta parametrizado por (β, pφ) (ó (V, β)) con φ =constante,
pφ > 0 ó pφ < 0 y β ∈ (−π

λ
, 0). Las estructuras simplécticas en cada una de estas

dos parametrizaciones son

Ω̂1 =
1

4πGγ
dV ∧ dβ , Ω̂2 = ± 1

4πGγη sin(λβ)
dpφ ∧ dβ .

Si introducimos una nueva variable

x =
1√

12πG
ln

∣∣∣∣tan

(
λβ

2

)∣∣∣∣
entonces la forma simpléctica Ω̂2 toma la forma

Ω̂2 = ±dpφ ∧ dx
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lo cual indica que (x, pφ) pueden ser vistas como variables conjugadas en la teoría
reducida. Esto se usara más adelante para justificar la definición del operador
asociado a la variable x conjugada a pφ.

Una vez entendido el tratamiento de sistema Hamiltoniano con ligaduras, el paso
siguiente es escribir la relatividad general en su forma Hamiltoniana. Para lograr
esto se realiza la descomposición 3+1 tal como se explica en la siguiente sección.

2.2. La descomposición 3 + 1 en Relatividad Gene-
ral

Figura 2.1: Descomposición 3+1.

Para hacer la descomposición 3 + 1 es necesario restringirse a una variedad M que
es globalmente hiperbólica, es decir, donde existe una hipersuperficie de datos ini-
ciales con la cual se puede generar la variedad completa, conocida como superficie
de Cauchy.
Un resultado importante es que si (M, g) es globalmente hiperbólica entoncesM =
Σ×R. Otro elemento que se necesita son las congruencias tipo tiempo, las cuales
son un conjunto de curvas que cubren toda la variedad M , cruzan cada punto de
la misma una sola vez y son tales que tienen:

Un campo vectorial ta tangente a la congruencia.

Una función t : M → R tal que sea un parámetro afín de la congruencia,
función que se escoge para definir el campo vectorial ta, es decir, ta∇at = 1.
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Con estos elementos se puede entender t como un parámetro de tiempo donde para
cada valor se obtiene una hipersuperficie Σt y en cada punto el vector tangente ta
se puede descomponer como ta = Nna + Na, siendo N la función de lapso, Na el
vector de corrimiento y na el vector normal en la dirección del tiempo (relacionado
con la 1-forma na = −N∇at), como se ilustra en la figura 2.1. Si se toma una base
{eai}i=1,2,3 de TpΣ con p ∈ Σ, se satisface que naeai = 0, Na = N jeai. Si se tienen
coordenadas xµ = (t, yi) entonces dxa = tadt+eaidy

i, y usando que ta = Nna+Na

se obtiene que

dxa = (Nna +Na)dt+ eaidy
i = (Ndt)na + (dyi +N idt)eai , (2.19)

de donde se obtiene

ds2 = gabdx
adxb

= gab(Ndt)2nanb + (dyi +N idt)(dyj +N jdt)eaie
b
igab

= −N2(dt)2 + (dyi +N idt)(dyj +N jdt)qij .

Entonces gtt = −N2, gti = N jqji, gij = qij y
√
−detg = N

√
detq. La métrica

inducida en Σt es qab = gab + nanb, la cual es una métrica de Riemann y satisface
que qabnb = gabn

b + na(n · n) = na − na = 0. El proyector sobre Σt se define como
qab = gab + nanb.
La acción de una teoría sobre un espacio-tiempo curvo se puede escribir como

S =

∫
d4x
√
−gL =

∫
dtL ,

con L =
∫

d3xN
√
qL. El funcional L depende de los campos que se quieren estudiar

L = L(φi, φ̇i). Para definir una teoría Hamiltoniana de estos campos, es posible
utilizar como derivada temporal la derivada de Lie a lo largo de ta. Para ilustrar el
procedimiento, supongamos que solo hay un campo φ. La derivada temporal para
un solo campo es de la forma φ̇ = Ltφ y su momento canónico conjugado es

πφ :=
∂L
∂φ̇

. (2.20)

La densidad Hamiltoniana se define como H = φ̇πφ − L, por lo tanto la acción se
puede escribir como

S[φ, pφ] =

∫
dt

∫
Σ

d3xN
√
q(πφφ̇−H) . (2.21)

El espacio de fase Γ se construye de los datos iniciales (φ, π)Σ0 sobre Σ0. La es-
tructura simpléctica es de la forma

Ω((δφ1, δπ1), (δφ2, δπ2)) =

∫
Σ0

d3x(δπ1δφ2 − δπ2δφ1) , (2.22)
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donde (δφ, δπ) denota el vector tangente al punto (φ, π). Aun cuando Σ0 aparece
de manera explícita en la definición de Ω, es independiente de la elección de Σ0.
Cuando Σ0 es no compacta es necesario imponer condiciones de decaimiento

φ(x) → φ0 + o

(
1

rn

)
π(x) → π0 + o

(
1

rm

)
.

El corchete de Poisson para dos funcionales F y G esta dado por

{F,G} =

∫
Σ0

d3x

[
δF

δφ

δG

δπ
− δF

δπ

δG

δφ

]
. (2.23)

Además, se define un conjunto de observables lineales

φ[g] =

∫
Σ0

d3xgφ , π[f ] =

∫
Σ0

d3xπf . (2.24)

La derivada respecto al tiempo de estos observables se escribe como

φ̇[g] = {φ[g],H[N,Na]} ,

π̇[f ] = {π[f ],H[N,Na]} .
Los campos básicos satisfacen la relación

{φ[g], π[f ]} =

∫
Σ0

d3x

[
δφ[g]

δφ

δπ[f ]

δπ

]
=

∫
Σ0

d3xgf . (2.25)

Notese que si g → δ(x) y f → δ(y) entonces { , } → δ(x, y). Cuando se cuantiza
se tiene que φ[g]→ φ̂[g] y π[f ]→ π̂[f ] tal que [φ̂[g], π̂[f ]] = i~(

∫
Σ0

d3xgf)1̂.

Ejemplo 3 (Campo Escalar).

S =

∫
Ldt = −1

2

∫ √
−g(∇aφ∇aφ−m2φ2)d4x

= −1

2

∫ √
−g(gab∇aφ∇bφ−m2φ2)d4x

=
1

2

∫ √
−g[(na∇a)

2 − qabφ∇aφ∇bφ−m2φ2]d4x

=
1

2

∫
√
qN

[
1

N2
[(ta −Na)∇a]

2 − qabφ∇aφ∇bφ−m2φ2

]
dtd3x

=
1

2

∫
dt

∫
d3x
√
qN

( φ̇

N
− Na

N
∇a

)2

− qabφ∇aφ∇bφ−m2φ2


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de la última ecuación se puede calcular el momento conjugado

π =
δL
δφ̇

=
1

2

∂

∂φ̇

√
qN

(
φ̇2

N2
− 2

Na

N2
∇aφφ̇+ ...

)
(2.26)

=

√
qN

2

(
2
φ̇

N2
− 2

Na

N2
∇aφ

)
(2.27)

=

√
q

N
(ta∇aφ−Na∇aφ) (2.28)

=
√
qna∇aφ (2.29)

de la ecuación (2.27) se obtiene

φ̇ =
Nπ
√
q

+Na∇aφ

y usando que la densidad Lagrangiana está dada por

L =
N

2

√
q

[(
π
√
q

)2

− |∇φ|2 −m2φ2

]
se tiene que la densidad Hamiltoniana H = πφ̇− L es de la forma

H =
N
√
q
π2 + πNa∇aφ−

N

2
√
q
π2 +

1

2
N
√
q|∇φ|2 +

N
√
q

2
m2φ2 (2.30)

=
N

2
√
q
π2 + πNa∇aφ−

1

2
N
√
q|∇φ|2 +

N
√
q

2
m2φ2 . (2.31)

Ahora queremos encontrar un tensor espacial que tenga información de la derivada
de qab. Esto se puede obtener de la segunda forma fundamental, también llamada
curvatura extrínseca

Kab := ∇anb , (2.32)

la cual mide la curvatura de la superficie embebida en el espacio total. Esta cur-
vatura se mide comparando el vector normal a la superficie en varias direcciones
y se puede escribir también como

Kab =
1

2
Lnqab . (2.33)

Dado que na = (ta −Na)/N entonces

Kab =
1

2N
(L~t qab − L ~Nqab)

=
1

2N
(L~t qab − 2D(aNb))
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donde Da es el operador de derivada en Σ, compatible con qab. De la ecuación
anterior se depeja q̇ab,

L~t qab = 2NKab + 2D(aNb) . (2.34)

El objetivo es reescribir la acción de Einstein-Hilbert

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR + Términos de frontera (2.35)

en función de objetos espaciales. Al realizar las proyecciones y usar identidades
geométricas [63] se obtiene la acción

S =
1

16πG

∫
dt

∫
d3xN

√
q[(3)R +KabK

ab −K2] , (2.36)

la cual difiere de la acción de Einstein-Hilbert solo por derivadas totales. Si consi-
deramos la densidad Lagrangiana

L = N
√
q[(3)R +KabK

ab −K2] (2.37)

entonces los momentos están dados por

π̃ab =
δL
δq̇ab

=
√
q(Kab −Kqab)

π̃N =
δL
δṄ

= 0

π̃Na =
δL
δṄa

= 0 , (3 ligaduras)

De la primera ecuación se puede solucionar q̇ab en función de π̃ab y de las dos
últimas ecuaciones se obtienen cuatro ligaduras primarias de primera clase. El
Hamiltoniano canónico esta dado por

H = π̃abq̇ab − L

=
√
qN

[
−(3)R +

1

q

(
π̃abπ̃ab −

π̃2

2

)]
− 2
√
qNb

[
Da

(
π̃ab
√
q

)]
+ Término de frontera .

de donde, si exigimos consistencia con π̃N y π̃Na , se obtiene

{π̃N ,H} = −√q (3)R +
1
√
q

(
π̃abπ̃ab −

π̃2

2

)
≈ 0

{π̃Na ,H} = − 2
√
q
Da(π̃

ab) ≈ 0 , (3 ligaduras)
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El resultado angerior genera otras 4 ligaduras

HN = −√q (3)R +
1
√
q

(
π̃abπ̃ab −

π̃2

2

)
Hb = −2Daπ̃

ab .

La primera es llamada ligadura escalar o ligadura Hamiltoniana y la segunda es
llamada ligadura de difeomorfismos (espaciales). Por lo tanto el número total de
ligaduras es 8, todas de primera clase. Las 4 ligaduras primarias (π̃N , π̃Na) se
solucionan, lo cual hace que N y Na sean funciones arbitrarias que se tratan como
multiplicadores de Lagrange. La densidad Hamiltoniana queda proporcional a las
ligaduras

H = NaHa +NHN + Término de frontera .

El sistema es totalmente ligado si Σ es compacto ya que el término de frontera se
anula. Para las 4 ligaduras restantes se pueden definir los funcionales

H(Na) =

∫
d3xNaqabHb

H(N) =

∫
d3xNHN .

Estos funcionales satisfacen que

{H(Na), H(M b)} = H([N,M ]a)

{H(Na), H(M)} = H(L ~N M)

{H(N), H(M)} = H(qab(NDaM −MDaN))

Las anteriores ecuaciones forman el álgebra de las ligaduras, mejor conocida como
“álgebra de Dirac” o “álgebra de deformación de superficie”. Con estos funciona-
les completamos la formulación Hamiltoniana de la relatividad general. ahora lo
que nos interesa es cambiar de las variables métricas a las variables de tríadas y
conexiones con el fin de hacer la cuantización en estas variables.

2.3. Tríadas y Conexiones en Relatividad General
Cuando se quiere construir una teoría del campo gravitacional surgen dos pregun-
tas, la primera es acerca de cómo describir la gravitación matemáticamente. A esta
pregunta, la respuesta es usar una variedad, es decir, describir el espacio-tiempo
usando una variedad de Lorentz, que en nuestro caso tiene signatura (−+ ++).
La segunda pregunta a la que nos enfrentamos es acerca de cál objeto describe
mejor el campo gravitacional. Esta pregunta se puede abordar de dos maneras:
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La elección usual de la métrica gab.

La conexión ∇a (o equivalentemente el “potencial” A), que define la deri-
vada covariante sobre los campos tensoriales y el transporte paralelo de los
vectores.

En la descripción con conexiones se tiene otro campo fundamental llamado forma
de soldadura, definida como

eIa : TpM → V4

V a → V I := eIaV
a (2.38)

ebI : V4 → TpM
V I → V b := ebIV

I ,
(2.39)

donde V 4 es isomorfo al espacio de Minkowski (i. e. tiene una métrica ηIJ). Las
formas de soldadura satisfacen la relación gab = ηIJe

I
ae
J
b .

Si la conexión es libre de torsión (T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0) entonces
existe una única métrica gab tal que ∇agbc = 0, lo cual hace que la descripción del
campo gravitacional sea equivalente para las variables métricas y las de conexión.
Por lo tanto, hay dos cinemáticas para la relatividad general; la primera es una
variedad M4 con métrica gab tal que ∇agbc = 0 y la segunda es una variedad M4

con (e, A) compatibles, es decir, sin torsión.
Con el fin de usar el formalismo de conexiones, mostraremos como quedan las
ecuaciones de Einstein y algunas relaciones geométricas en este formalismo. La
notación que se usa es eIa para las cotetradas, ω para la conexión y ωIa J para el
transporte paralelo de vectores internos vI ∈ V 4.
El uso de ω y ωIa J es análogo a trabajar en dos haces fibrados diferentes TM y
M × V 4 respectivamente. ωIa J es una 1-forma valuada sobre el álgebra de Lie de
SO(1, 3), esta conexión define una derivada covariante que actúa sobre los objetos
internos, por ejemplo, la derivada covariante de una 1-forma interna uI esta dada
por

DuI = duI + ωIJ ∧ uJ . (2.40)

También se suele usar en la literatura una notación con los índices de espacio-
tiempo explicitos

Dav
I = ∂av

I + ω I
a Jv

J , (2.41)

la cual es similar a la derivada covariante Dav
b = ∂av

b − Γbacv
c, pero ahora en el

espacio interno.
La 2-forma de torsión se define como

T I := DeI = deI + ωIJ ∧ eJ . (2.42)
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Dado eIa, hay solo una derivada covariante que es libre de torsión (T I = 0). La
conexión ω[e] asociada a esta derivada es llamada conexión de espín o “compatible
con e”.
La curvatura de ω es una 2-forma valuada en el álgebra de Lorentz

RI
J = RI

Jµνdx
µ ∧ dxν , con RI

J = dωIJ + ωIK ∧ ωKJ . (2.43)

Esta definición es equivalente a [D,D]vI = RI
Jv

J , pero no a RI
J = DωIJ . Las

ecuaciones (2.42) y (2.43) son llamadas las ecuaciones de estructura de Cartan.
Cuando se usa la conexión de espín D2eJ = 0, entonces RI

J ∧ eJ = 0 (usando que
D2uI = RI

J ∧ uJ). Si RI
J = 0 se dice que ω es una conexión plana.

Las ecuaciones de Einstein en el vacío son

εIJKL(eI ∧RJK − 2

3
ΛeI ∧ eJ ∧ eK) = 0 , (2.44)

donde εIJKL es una 3-forma con un índice interno libre y Λ es la constante cosmo-
lógica.
El tensor de Ricci es

RI
a = RIJ

abe
b
J =⇒ Rab = RI

ae
J
b ηIJ (2.45)

y el escalar de Ricci es
R = RI

ae
a
I . (2.46)

Usando estas definiciones, las ecuaciones de Einstein en el vacío se escriben como

Rab −
1

2
Rgab + Λgab = 0 (2.47)

(RI
a −

1

2
ReIa + ΛeIa)e

J
b ηIJ = 0 (2.48)

RI
a −

1

2
ReIa + ΛeIa = 0 (2.49)

La ecuación (2.44) se derivada con el principio variacional sobre la acción de primer
orden dada por

S[e, ω] =
1

16πG

∫
εIJKL

(
eI ∧ eJ ∧RKL − 1

12
ΛeI ∧ eJ ∧ eK ∧ eL

)
. (2.50)

Esta ecuación es llamada acción de Palatini. La variación respecto a la cotetrada
(δe) con Λ = 0 da la ecuación eI ∧ RKL = 0, equivalente a T I = 0, lo cual dice
que ω es compatible con eI . La segunda ecuación que se deriva es para la variación
respecto a la conexión (δω), la cual corresponde a la ecuación de Einstein si ω es
la conexión de espín.
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La acción (2.50) esta bien definida cuando hay fronteras. Existen otras acciones
que incluyen términos topológicos, como las de Holst, Euler y Pontryagin.
Ahora la idea es construir un nuevo conjunto de variables que permita realizar la
cuantización al estilo lazos de la relatividad general. Para lograr esto primero se
hace una extensión del espacio de fase (qab, π̃

ab) → (eai , K
i
a) y luego se hace una

transformación canónica (eai , K
i
a)→ (Aia, Ẽ

a
i ).

2.3.1. Nuevas Variables

Una vez se tienen la relatividad general en la formulación de tríadas y conexiones se
hace la descomposición 3+1 y se fija una de las tríadas en la dirección ortogonal a
la hipersuperficie espacial (ver [26]). Luego, en lugar de usar la métrica espacial qab
como variable fundamental se usan las tríadas eai espaciales de las cuales se deriva
la métrica qab = eai e

b
jδ
ij, qab = eiae

j
bδij. La métrica qab tiene 6 grados de libertad

mientras que las tríadas eai tienen 9 grados de libertad, es decir, que contienen tres
simetrías adicionales correspondientes a las rotaciones SO(3). Esto significa que se
pueden realizar rotaciones locales del grupo SO(3) sobre las tríadas y se obtiene
la misma métrica. Usando las nuevas variables se define la tríada de densidad

Ẽa
i :=

1

2
εijkη̃

abcejbe
k
c , (2.51)

donde η̃abc es la densidad de Levi-Civita. Usando esta tríada de densidad, la métrica
se puede recuperar como

Ẽa
i Ẽ

b
jδ
ij = qqab . (2.52)

La variable canónica conjugada de Ẽa
i esta dada por [62]

Ki
a =

1√
|Ẽ|

δijẼb
iKab , (2.53)

la cual tiene estructura de índices de una conexión. Por lo tanto el nuevo espacio
de fase tiene coordenadas (Ẽa

i , K
i
a). Ahora la idea es realizar una transformación

canónica para obtener las nuevas variables. Para hacer esto se suma a Ki
a, la

conexión de espín compatible, con eia

∂[ae
i
b] + εijkΓ

j
ae
k
b = 0 . (2.54)

De donde la nueva conexión que podemos construir es

γAia = Γia + γKi
a . (2.55)
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Esta conexión es llamada la conexión de Ashtekar-Barbero y γ en principio es una
constante arbitraria que para nuestros fines se toma real y positiva. Con esta elec-
ción, γ es llamado el parámetro de Barbero-Immirzi [22, 49]. La variable canónica
conjugada a la nueva conexión es

γẼa
i =

Ẽa
i

γ
. (2.56)

Las nuevas coordenadas en estas variables del espacio de fase son (γAia,
γẼa

i ). El
corchete de Poisson de las nuevas variables esta dado por

{γAia(x), γẼb
j (y)} = κδbaδ

i
jδ

3(x, y) , (2.57)

con κ = 8πG. Por convención se usa Ẽa
i y γAia como variables básicas. Adicional-

mente se denota γAia como Aia (de ahora en adelante esta será la notación), con lo
cual los corchetes de Poisson quedan como

{Aia(x), Ẽb
j (y)} = γκδbaδ

i
jδ

3(x, y) (2.58)

{Aia(x), Ajb(y)} = {Ẽa
i (x), Ẽb

j (y)} = 0 . (2.59)

Las tres simetrías adicionales que surgen al usar las tríadas agregan tres ligaduras
que corresponden a la simetría de la curvatura extrínseca K[ab] = 0, de donde se
obtiene la ligadura [62]

Gi = DaẼ
a
i ≈ 0 , (2.60)

llamada ligadura de Gauss, ya que tiene la forma de la ley de Gauss para una
teoría de Yang-Mills. Da es la derivada covariante definida por Aia,

Gi = DaẼ
a
i = ∂aẼ

a
i + ε kijA

j
aẼ

a
k ≈ 0 . (2.61)

Ahora solo queda reescribir las ligaduras HN y Ha en términos de las nuevas
variables, las cuales toman la forma [29] (con Λ = 0)

Va = F i
abẼ

b
i − (1 + γ2)Ki

aGi ≈ 0 (2.62)

S =
Ẽa
i Ẽ

b
j√

|det(Ẽ)|

[
εijkF

k
ab − 2(1 + γ2)Ki

[aK
j
b]

]
≈ 0 (2.63)

con
F i
ab = ∂aA

i
b − ∂bAia + εijkA

j
aA

k
b (2.64)
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curvatura de la conexión Aia. Para obtener el álgebra de las ligaduras se definen
los funcionales

G(α) :=

∫
Σ

d3xαiGi , (2.65)

S(N) :=

∫
Σ

d3xNS , (2.66)

V (Na) :=

∫
Σ

d3xNaVa . (2.67)

El álgebra de las ligaduras queda de la forma [29]

{G(α), G(β)} = G([α, β]) (2.68)
{G(α), V (Na)} = −G(L ~Nα) (2.69)
{G(α), S(N)} = 0 (2.70)

{V (Na), V (M b)} = V ([N,M ]a) (2.71)
{V (Na), S(M)} = −S(L ~NM) (2.72)
{S(N), S(M)} = V (Sa) (2.73)

donde ignoramos términos proporcionales a la ligadura de Gauss [29] y

Sa =
Ea
i E

b
jδ
ij

|detE|
(NDbM −MDbN) .

Las relaciones de conmutación entre las ligaduras muestran que son de primera
clase ya que quedan en términos de las demás ligaduras.

Algunos comentarios:

Hay una fijación parcial de la norma cuando se pasa de la descripción del
espacio-tiempo a la descripción sobre Σ.

Las diferentes descripciones de la relatividad general para distintos valores
de γ son equivalentes clásicamente aunque no lo son cuánticamente.

Ahora que se tiene la formulación clásica completa en las variables que deseamos,
se procede a cuantizar el sistema, proceso que explicaremos en la próxima sección.

2.4. Cuantización
En esta sección explicaremos como es el proceso de cuantización para sistemas que
tienen ligaduras de primera y segunda clase.
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Las diferentes formas que hay para cuantizar un sistema dependiendo del tipo de
ligaduras que se tenga son:

Ligaduras de segunda clase

1. Si clásicamente se solucionan las ligaduras de segunda clase, se tiene un
espacio simpléctico bien definido (Γ̄, Ω̄) y se puede cuantizar el sistema de la
manera usual.

Ejemplo 4. Sea Γ = R6 con coordenadas (q1, q2, q3, p1, p2, p3), estructura
simpléctica estandar Ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2 + dp3 ∧ dq3 y ligaduras φ1 =
q1 = 0 y φ2 = p1 = 0. La superficie de ligadura esta dada por Γ̄ = Γ|φi=0

=
(q2, q3, p2, p3) y Ω̄ = dp2 ∧ dq2 + dp3 ∧ dq3. Entonces el sistema cuantizado es
un espacio de Hilbert sobre R2 con funciones de onda Ψ(q2, q3) y operadores
p̂2 = −i~ ∂

∂q2
, p̂3 = −i~ ∂

∂q3
.

2. Además de esto, se pueden imponer las ligaduras como operadores.

Ejemplo 5. En el último ejemplo no se reduce el espacio de fase clásico y en
su lugar se imponen las ecuaciones q̂1Ψ = 0, p̂1Ψ = 0 para todo Ψ(q1, q2, q3).

3. Se puede usar una combinación de las dos propuestas. En la dirección (q1, p1)
construir un “estado de vacío” Ψ0 tal que Ψ(q1, q2, q3) = Ψ0(q1)Φ(q2, q3),
donde Ψ0 es una Gaussiana centrada en cero.

En los procedimientos 1 y 2 la condición [q̂1, p̂1] = i~ no se satisface, mientras
que en 3 si lo hace. Para solucionar el problema con los procedimientos 1 y 2 se
usa el corchete de Dirac, el cual clásicamente es {q1, p1}∗ = 0 y se promueve a
[q̂1, p̂1]∗ = 0̂, el cual se satisface para 1 y 2.

Ligaduras de primera clase

1. Para estas ligaduras, el primer método es tomar el espacio de fase reducido
(Γ̂, Ω̂) y cuantizarlo. El problema es que en la práctica es muy difícil construir
el espacio de fase reducido o es intratable.

2. El segundo método de cuantización es el método de Dirac, el cual consiste
en cuantizar primero y luego reducir. Los pasos básicos son:

Definir el espacio de Hilbert cinemático Hkin.

Representar las ligaduras Ci como operadores autoadjuntos sobre Hkin.



Capítulo 2. Preliminares 31

Imponer sobre los estados físicos la condición ĈiΨphy = 0.

Encontrar el producto interno del espacio físico de estados Hphy.

Representar los observables como operadores autoadjuntos sobre Hphy.

Ejemplo 6. Sea Γ = R6 = (q1, q2, q3, p1, p2, p3), Ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2 +
dp3 ∧ dq3 y la ligadura C1 = p1 = 0. El espacio de Hilbert cinemático es
Hkin = L2(R3) con estados Ψ(q1, q2, q3) y la ligadura es representada como
Ĉ1 = −i~ ∂

∂q1
. Al imponer la condición de Dirac

Ĉ1Ψphy = −i~∂Ψ(q1, q2, q3)

∂q1

= 0,

se obtiene que Ψphy = Ψ(q2, q3) ∈ Hphy = L2(R2, dq2dq3). Los observables
son representaciones de las funciones f(q2, q3, p2, p3) por que las funciones
g(q1, ...) no son observables ({g, C1} 6= 0).

Cuando los simpléctomorfismos a lo largo de las superficies nulas (movimientos
de norma) forman un grupo, existe en procedimiento general para construir los
estados físicos y su producto interno conocido com promedio de grupo, el cual
expondremos en la siguiente sección.

Promedio de Grupo

Este procedimiento funciona cuando las ligaduras forman un álgebra de Lie

{Ci, Cj} = ΓkijCk , (2.74)

con Γkij constantes de estructura. Esto genera un grupo dado por las transforma-
ciones canónicas a lo largo de las orbitas de norma. La idea es construir estados
invariantes bajo la acción de los movimientos generados por las ligaduras, es decir,

eiλ
J ĈJΨphy = Ψphy , (2.75)

donde en general Ψphy /∈ Hkin. Para encontrar estos estados se construye una
representación unitaria del grupo de norma G sobre Hkin. Por ejemplo, si solo hay
una ligadura Ĉ entonces Û(λ) = eiλĈ es una representación de U(1) sobre Hkin.
En este caso se puede definir el estado físico como

Ψphy :=
1

Λ

∫ Λ

0

dλe−iλĈΨ , (2.76)



32 Cosmología Numérica en Gravedad Cuántica de Lazos

donde Λ es el volumen del grupo, dλ es la medida, eiΛ = 1 y Ψ ∈ S ⊂ Hkin, S es
un subespacio denso de Hkin. Esto permite definir el estado físico para cualquier
grupo G como

Ψphy :=
1

Vol(G)

∫
G

dgÛ(g)Ψ , (2.77)

donde Û(g) es una representación unitaria de G sobre Hkin. Esta acción sobre
Ψ puede ser entendida como la acción de un proyector (o “extractor”) que da el
estado físico Ψphy := P̂Ψ. Para ver que realmente actúa como un proyector se
puede considerar el siguiente ejemplo:

Û(λ′)Ψphy = Û(λ′)
1

Λ

∫ Λ

0

dλe−iλĈΨ =
1

Λ

∫ Λ

0

dλe−i(λ−λ
′)ĈΨ = Ψphy . (2.78)

La última igualdad se satisface si la medida dλ es homogénea.
El producto interno entre dos estados físicos se puede definir como

〈Ψphy|Φphy〉 := 〈P̂Ψ|P̂Φ〉 = 〈P̂ 2Ψ|Φ〉 = 〈P̂Ψ|Φ〉 (2.79)

=
1

Vol(G)

∫
G

dg〈Û(g)Ψ|Φ〉 . (2.80)

lo cual muestra que el estado físico esta en el espacio dual. Si se denota S∗ el dual
de S entonces se tiene el triplete S ⊂ Hkin ⊂ S∗. Si G = R se define

(Ψphy| :=
1

K

∫
V

dλ〈e−iλĈΨ| (2.81)

con K =Vol(V ). Entonces el producto interno entre un estado |Φ〉 ∈ S y (Ψphy| ∈
S∗ esta dado por

(Ψphy|Φ〉 =
1

K

∫
V

dλ〈e−iλĈΨ|Φ〉. (2.82)

Es importante hacer una buena elección de S ya que esta integral puede estar
mal definida. Además de esto, es necesaria la convergencia de la integral y que el
producto interno (Ψphy|Φphy) = (Ψphy|Φ〉 sea positivo definido. La norma de un
estado físico es

||Ψphy||2 =
1

K

∫
V

dλ〈e−iλĈΨ|Ψ〉. (2.83)

Si se tiene un observable Ô entonces

〈Ô〉phy :=
(Ψphy|ÔΨ〉
(Ψphy|Ψ〉

. (2.84)



Capítulo 2. Preliminares 33

Ejemplo 7. Sea Γ = R6 con coordenadas (q1, q2, q3, p1, p2, p3) y ligadura C = p1 =
0. El espacio de Hilbert cinemático es Hkin = L2(R3, d3q) con estados Ψ(q1, q2, q3)
y una representación unitaria de la ligadura esta dada por

e−iλĈΨ(q1, q2, q3) = Ψ(q1 − λ, q2, q3). (2.85)

Los estados físicos son

Ψphy =
1

K

∫
dλe−iλĈΨ(q1, q2, q3) =

1

K

∫
dλΨ(q1 − λ, q2, q3) . (2.86)

Si S es el espacio de las funciones suaves con soporte compacto, entonces S es
denso en Hkin y K es finito, por lo tanto la dependencia de q1 desaparece y Ψphy =
Ψphy(q2, q3). El producto interno es

(Ψphy|Φ〉 =
1

K

∫
dλ〈e−iλĈΨ|Φ〉 (2.87)

=
1

K

∫
dλ

∫
d3qΨ̄(q1 − λ, q2, q3)Φ(q1, q2, q3) , (2.88)

el cual es independiente de K, al igual que los valores esperados de los observables.

Ejemplo 8. Este ejemplo es similar al anterior pero ahora la ligadura es en q1.
Sea Γ = R6 con coordenadas (q1, q2, q3, p1, p2, p3) y ligadura C = q1 = 0. El espacio
de Hilbert cinemático es Hkin = L2(R3, d3q)

Si se usa el método de Dirac imponiendo la ecuación de ligadura

ĈΨ = q̂1Ψ(qi) = q1Ψ(qi) = 0 (2.89)

sobre los estado físicos. Esta ecuación tiene como solución

Ψphy(qi) = δ(q1)ψ(q2, q3) . (2.90)

Este estado no es un elemento de Hkin = L2(R3, d3q) y se espera que sus
grados de libertad sean ψ(q2, q3).

Usando el promedio de grupo el estado físico es

Ψphy(qi) =
1

K

∫
dλe−iλĈΨ(q1, q2, q3)

=
1

K

∫
dλe−iλq1Ψ(q1, q2, q3)

=
1

K ′
δ(q1)Ψ(q1, q2, q3)

=
1

K ′
δ(q1)ψ(q2, q3)



34 Cosmología Numérica en Gravedad Cuántica de Lazos

donde la dependencia de q1 es solo en la delta de Dirac. El producto interno
es

(Ψphy|Φphy) = (Ψphy|Φ〉

=
1

K

∫
dλ〈e−iλĈΨ|Φ〉

=
1

K

∫
dλ

∫
d3qeiλq1Ψ̄(q1, q2, q3)Φ(q1, q2, q3)

=
1

K ′

∫
d3qδ(q1)Ψ̄(q1, q2, q3)Φ(q1, q2, q3)

=
1

K ′

∫
dq2dq3Ψ̄(q1 = 0, q2, q3)Φ(q1 = 0, q2, q3)

=
1

K ′

∫
dq2dq3ψ̄(q2, q3)φ(q2, q3)

donde se muestra que los grados de libertad reales son (q2, q3).

Una vez mostrados los elementos necesarios para cuantizar un sistema clásico con
ligaduras, podemos proceder a explicar en forma general como se realiza la cuan-
tización de la gravedad.

2.4.1. Método General de Cuantización

El propósito de esta sección es mostrar los pasos de cuantización para una teoría
clásica (variedad simpléctica Γ) con ligaduras (Ci ≈ 0). Estos pasos son los mismos
que se pueden aplicar a la gravedad cuántica de lazos [13].

1. Tomar un conjunto S de variables elementales. S debe ser suficientemente
grande para que separe puntos en Γ (si p 6= q ∈ Γ entonces ∃f ∈ S tal que
f(p) 6= f(q)), pero a su vez S debe ser suficientemente pequeño para ser
de utilidad. En particular, S debe ser cerrado bajo el corchete de Poisson
clásico. Por último, los gradientes de los elementos de S deben generar T ∗pΓ
en cada punto p ∈ Γ.

2. Se introduce un operador de involución ∗ : S → S tal que S es cerrado bajo
esta operación.

Ejemplo 9. Sea Γ = R6, con coordenadas (qi, pi), i = 1, 2, 3. Entonces
S = generado {1, qi, pi}, con (qi)∗ = qi y (pi)

∗ = pi. Donde generado significa
que es combinaciones lineales de las funciones básicas.
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3. Construir una *-álgebra cuántica abstracta U . Se toma el álgebra tensorial
libre generada por S

T (S) = C⊕⊕∞n=1 ⊗nk=1 S

y se impone sobre esta álgebra las relaciones de conmutación canónicas
[â, b̂] = i~{̂a, b}.

4. Una cuantización es una *-representación del álgebra cuántica U . Es decir,
existe Π : U → B(Hkin) tal que

Π(1) = I
Π(αa+ βb) = αΠ(a) + βΠ(b)

Π(ab) = Π(a)Π(b)

Π(a∗) = Π(a)†

5. Se impone la condición de Dirac, ĈiΨphy = 0. Aquí es donde se construye
el espacio de Hilbert físico usando, por ejemplo, el método de promedio de
grupo.

Si se siguen estos pasos empezando con un espacio de fase clásico de una teoría de
norma entonces el resultado es una teoría cuántica tal como gravedad cuántica de
lazos. Estos pasos se hicieron históricamente de la siguiente manera (aunque aun
no se han completado todos):

1988, Rovelli y Smolin [64], construyeron de manera heurística la “represen-
tación de lazos”.

1993, Ashtekar y Lewandowski [11], construyeron el espacio de Hilbert cine-
mático Hkin.

1995, ALM2T (Ashtekar, Lewandowski, Marolf, Mourão, Thiemann) [13],
procuraron describir los pasos uno al cuatro.

1997, ACZ (Ashtekar, Corichi, Zapata) [9], construyeron S y U .

2004, Fleischhack [44] y LOST (Lewandowski, Okolow, Sahlmann, Thie-
mann) [57], demostraron la unicidad de la representación de U . Básicamente
este teorema demuestra que la cinemática de la gravedad cuántica de lazos
es única.

En la siguiente sección se da una somera revisión de los principales resultados de
la cuantización de la gravedad a la lazos.
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Gravedad Cuántica de Lazos

Los resultados que se muestran en esta sección estan basados en [32, 62, 12].
Primero es importante resaltar que de ahora en adelante se va a trabajar con
el grupo SU(2) en lugar de SO(3). Esto es motivado en primer lugar para poder
incorporar espinores a la teoría y en segundo lugar, para que el grupo de estructura
sea el mismo en el caso de γ real y el caso medio-plano (el cual no es de interés
para nosotros).
El espacio de fase clásico (Aia, Ẽa

i ) esta conformado por conexiones valuadas en el
álgebra de Lie de SU(2) y tríadas-densidad valuadas en el dual del álgebra de Lie
de SU(2). Las variables elementales que se consideran son las holonomías

hα(A) = Pexp
(∮

α

Aads
a

)
(2.91)

y los flujos

E[S, f ] =

∫
S

Eab if
idSab (2.92)

donde f i es una función valuada en el algebra de Lie de SU(2), S es una dos
superficie y

Eab i =
1

2
ηabcẼ

c
i (2.93)

es una 2-forma valuada en el dual del álgebra de Lie. Estas variables forman
el álgebra de holonomías y flujos, la cual se quiere representar como operadores
sobre el espacio de Hilbert cinemático. Este espacio corresponde a las funciones
de cuadrado integrable definidas sobre una extensión del espacio de configuración
clásico A (espacio de conexiones). La extensión se puede hacer entendiendo las
conexiones como operadores que actúan sobre objetos 1-dimensionales (aristas) y
dan un elemento del grupo (esto se puede hacer usando las holonomías). Se define
una conexión generalizada como cualquier mapa que actúa sobre una arista y da
un elemento del grupo (satisfaciendo algunas condiciones habituales). El espacio
de las conexiones generalizadas se llama espacio de configuración cuántico y se
denota como Ā. Por lo tanto el espacio de Hilbert cinemático es de la forma

Hkin = L2(Ā, dµAL) , (2.94)

donde dµAL es la medida de Ashtekar-Lewandowski [11]. Este espacio de Hilbert
se puede descomponer como

Hkin = ⊕γHγ (2.95)

donde γ es cualquier gráfico en Σ con N aristas. Cada uno de estos espacios de
Hilbert es de la forma

Hγ = L2(Aγ, dµγ) , (2.96)



Capítulo 2. Preliminares 37

donde Aγ es el espacio de configuración dado por las conexiones restringidas al grá-
fico γ, este espacio es homeomorfo a N copias del grupo, es decir, Aγ = (SU(2))N .
La medida dµγ es la medida de Haar sobre las N copias del grupo. Las funciones
de onda del espacio de Hilbert Hγ se pueden escribir como

Ψγ[A] = ψ
(
he1(A), . . . , heN (A)

)
, (2.97)

con ei arista del gráfico γ, he1(A) holonomía de la conexión A a lo largo de ei y

ψ : (SU(2))N → C (2.98)

es llamada función cilíndrica.
Las holonomías y los flujos se pueden representar como

ĥei ·Ψγ(A) = hei(A)Ψγ(A) (2.99)

Ê[S, f ] ·Ψγ(A) = i4πG~
∑
p

∑
Ip

ι(Ip)f
i(p)X i

Ip · ψ (2.100)

donde la primera suma es sobre los vértices p del gráfico γ que viven en la superficie
S, la segunda suma es sobre las aristas Ip que empiezan o terminan en p y ι(Ip) =
±1 es el signo asociado a la orientación de Ip. Si la arista Ip está en la dirección
saliente (entrante) de la superficie S entonces X i

Ip
· ψ es el resultado de la acción

del iésimo campo vectorial invariante a izquierda (derecha) sobre la iésima copia
del grupo.

Las funciones definidas sobre el grupo SU(2) admiten una descomposición tipo
Fourier dada por la descomposición de Peter-Weyl,

f(g) =
∑
j

√
j(j + 1)fmnj Πj

mn(g) (2.101)

donde fmnj son los coeficientes de la descomposición (análogos a los coeficientes
de Fourier), Πj

mn(g) son las funciones base (análogas a la base de Fourier) que
corresponden a las representaciones unitarias del grupo y la etiqueta j es para cada
representación irreducible. De manera similar las funciones de onda del espacio Hγ

se pueden descomponer como

Ψγ[A] =
∑
j1...jN

fm1...mN ,n1...nN
j1...jN

φj1m1n1

(
he1(A)

)
· · ·φjNmNnN

(
heN (A)

)
, (2.102)

donde φjmn(g) =
√
j(j + 1)Πj

mn(g). Por lo tanto el espacio de Hilbert cinemático
se puede escribir de la forma

Hkin = ⊕γ,~jHγ,~j (2.103)
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donde el vector ~j contiene las etiquetas que se asignan a cada arista, en el caso de
SU(2) estas etiquetas son semienteros. Cada espacio de Hilbert Hγ,~j es de dimen-
sión finita y su dimensión esta midiendo los grados de libertad extra contenidos
en los vértices. Entonces el espacio de Hilbert cinemático se puede descomponer
como

Hkin = ⊕γ,~j,~lHγ,~j,~l (2.104)

donde el vector ~l denota las asignaciones a los vértices de las representaciones
irreducibles de SU(2), los espacios de Hilbert Hγ,~j,~l son de dimensión uno. El
gráfico γ con las asignaciones a las aristas y los vértices es conocido como red de
espín.
Ahora que se tiene el espacio de Hilbert cinemático y una base adecuada para las
funciones de onda la idea es implementar las ligaduras para obtener el espacio de
Hilbert físico:

Ligadura de Gauss, Ĝ ·Ψγ(A) = 0. Esta ligadura impone la condición∑
p

∑
Ip

X i
Ip · ψ(γ,~j,~l) = 0 . (2.105)

Los estados que satisfacen esta ecuación se llaman redes de espín invariantes
de norma y se denotan como N (γ,~j). Nótese que el vector ~l no aparece ya
que la ligadura impone condiciones sobre los vértices. El espacio de Hilbert
HG
kin formado por las redes de espín invariantes de norma es un subespacio

del espacio cinemático, con estos elementos se puede calcular los autovalores
del operador de area,

aS = γ8πG~
∑
v

√
jv(jv + 1) (2.106)

donde la suma es sobre los vértices (de un gráfico γ) que interceptan la
superficie S. Para obtener este resultado se asume que no hay aristas en la
superficie S. El menor autovalor distinto de cero es cuando jv = 1/2 y está
dado por

∆ = 4πGγ
√

3~ . (2.107)

Este valor será de utilidad cuando estemos construyendo la cosmología cuán-
tica de lazos.

Ligadura de difeomorfismos, V̂ ·Ψγ(A) = 0. Esta es la representación cuánti-
ca que se quiere de la ligadura clásica que genera transformaciones canónicas
infinitesimales. El problema es que este operador no puede ser representado
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como un operador autoadjunto. Para solucionar este problema se considera
el operador asociado a un difeomorfismo φ finito y se impone que los esta-
dos sean invariantes bajo difeomorfismos, es decir, se impone la condición
Û [φ]Ψ = Ψ. Para construir estos estados se utiliza el método de prome-
dio de grupo. Primero denotemos el grupo de difeomorfismos sobre Σ como
Diff(Σ), entonces el operador Û [φ] con φ ∈ Diff(Σ) puede ser representado
sobre las funciones cilíndricas como

Û [φ]Ψγ(A) = Ψφ−1 γ(A) . (2.108)

Usando este hecho se puede construir el estado físico como

(ΨD
γ | =

∑
φ∈Diff(Σ)

〈Ψγ|Û [φ] =
∑

φ∈Diff(Σ)

〈Ψφ γ| (2.109)

donde la suma es sobre todos los difeomorfismos. Estos estados son invarian-
tes bajo difeomorfismos

(ΨD
γ |Û [φ] = (ΨD

γ | (2.110)

Además pertenecen al espacio dual de las funciones cilíndricas (ΨD
γ | ∈ Cyl∗,

es decir, son operadores lineales que actúan sobre las funciones cilíndricas
|Ψγ〉 y su acción es finita. El producto interno entre los estados invariantes
bajo difeomorfismos se define como

(ΨD
γ |ΨD

β ) = (ΨD
γ |Ψβ〉 , (2.111)

el cual esta bien definido ya que la acción de (ΨD
γ | es invariante bajo difeo-

morfismos
(ΨD

γ |Ψβ〉 = (ΨD
γ |Û [φ]Ψβ〉 . (2.112)

Ligadura Hamiltoniana. Usando las ecuaciones (2.63,2.66), se obtiene la li-
gadura clásica que hay que promover a operador

S(N) =

∫
Σ

d3xNS (2.113)

=

∫
Σ

d3xN
Ẽa
i Ẽ

b
j√

|det(Ẽ)|

[
εijkF

k
ab − 2(1 + γ2)Ki

[aK
j
b]

]
(2.114)

=

∫
Σ

d3xN
Ẽa
i Ẽ

b
j√

|det(Ẽ)|
εijk
[
F k
ab − (1 + γ2)Ωk

ab

]
, (2.115)

donde F k
ab es la curvatura de la conexión Aia y Ωk

ab es la curvatura de la
conexión de espín Γia. La propuesta estándar de Thiemann [12] es reescribir
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esta ligadura en función de las holonomías, el volumen y sus conmutadores,
los cuales pueden ser promovidos a operadores cuánticos. De manera somera
y esquemática, la idea es usar que la curvatura se puede aproximar como [62]

hαab [A]− h−1
αab

[A] ≈ ε2F i
abτi +O(ε4) , (2.116)

con αab un lazo infinitesimal con área ε2 en el plano formado por los vectores
ea y eb. Análogamente se puede aproximar Ωk

ab usando la conexión de espín
Γia. El otro término en el Hamiltoniano se aproxima como

h−1
ea [A] {hea [A], V } ≈ εα

Ẽb
i Ẽ

c
j√

|det(Ẽ)|
εijkεabc +O(ε2) (2.117)

con α una constante. Esto permite reescribir el Hamiltoniano en términos
de las holonomías, el volumen y sus conmutadores. Luego se promueve a
un operador cuántico y se puede definir su acción sobre los estados. Existen
varios problemas que surgen con esta propuesta. En primer lugar, hay ambi-
güedades en la representación de SU(2) que se puede tomar, además de las
que hay en la regularización (ε) y en la normalización del producto interno
físico. Adicionalmente, hay ambigüedad en el ordenamiento de los factores,
la cual está siempre presente en las teorías cuánticas. Por lo tanto en lugar
de una sola teoría se obtiene un número infinito de teorías matemáticamente
consistentes. El problema es que trabajar con estas teorías es extremadamen-
te difícil y no se ha podido mostrar si alguna de estas teorías reproduce la
relatividad general en el límite clásico continuo. Adicionalmente el álgebra
de ligaduras se satisface, por así decirlo, de manera trivial y por lo tanto no
se puede verificar de manera explícita que el álgebra total de las ligaduras
se satisface. Por estas razones se considera aún como un problema abierto la
implementación de la ligadura Hamiltoniana a nivel cuántico. La ventaja de
la cosmología cuántica de lazos es que permite solucionar esta ligadura para
sistemas reducidos, tales como los modelos cosmológicos. Lo cual, por cierto
no garantiza que será el caso en el sistema completo.



Capítulo 3

Cosmología Cuántica de Lazos

En este capítulo se resumen los principales resultados de la cosmología cuántica
de lazos (CCL) para los modelos cosmológicos homogéneos. En particular los mo-
delos de FRW con k = 0, k = 1 y los modelos anisotrópicos de Bianchi I, II y IX
(la clasificación de Bianchi de los universos homogéneos y anisotrópicos se explica
en el apéndice A.6). Este capítulo esta dividido en tres secciones. En la primera
sección resumimos la formulación Hamiltoniana clásica para los modelos homogé-
neos en CCL. Adicionalmente, mostramos la forma del Hamiltoniano clásico y las
ecuaciones de movimiento en las variables de tríadas y conexiones, para cada uno
de los modelos cosmológicos en consideración. En la segunda sección mostramos
como reescribir el Hamiltoniano clásico en términos de las variables que se van
a cuantizar, las cuales son las holonomías y los flujos. Luego mostramos como es
el proceso de cuantización para el modelo de FRW con k = 0. Finalmente, en la
última sección damos una explicación global de como se obtienen las teorías efec-
tivas para los distintos modelos. También mencionamos los distintos métodos que
existen para llegar a estos resultados y damos las referencias de donde encontrar
la constucción de cada una de las teorías cuánticas de las cuales se derivan las
ecuaciones efectivas. Todo esto para mostrar los Hamiltonianos efectivos.

3.1. Formulación Clásica

Sea M = Σ × R un espacio-tiempo globalmente hiperbólico con Σ una variedad
espacial que puede ser identificada con el grupo de simetría del modelo que se este
estudiando. Sobre esta variedad tomemos una métrica auxiliar oqab y sus bases
asociadas de 1-formas oωia y vectores oeai auxiliares. Si Σ es no compacta entonces
tomamos una celda auxiliar V adaptada a las tríadas auxiliares y con volumen Vo.
También se define la longitud Li del lado i-ésimo de la celda a lo largo de oei, con

41
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Vo = L1L2L3. Cuando Σ es compacta tomamos Li = V
1/3
o . En la sección 3.1.1 se

muestra explícitamente el papel que juegan las cantidades auxiliares.
En nuestro caso las coordenadas del espacio de fase para la relatividad general
consisten en los pares (Aia, E

a
i ) sobre Σ, donde Aia = Γia + γKi

a es una conexión de
SU(2) y Ea

i una tríada densidad, las cuales satisfacen el corchete de Poisson

{Aia, Eb
j} = 8πGγδbaδ

i
jδ

3(x, y) , (3.1)

donde γ es el parámetro de Barbero-Immirizi. Dado que estamos interesados en
modelos homogéneos, podemos fijar la ligadura de Gauss y la de difeomorfismos
si se toma la siguiente forma de las variables [5]

Aia =
ci

Li
oωia , Ea

i =
piLi
Vo

√
oq oeai , (3.2)

donde las variables (ci, pi) no dependen de las coordenadas espaciales (por ser
homogéneo), solo dependen del tiempo. Los pi pueden ser escritos en términos de
los factores de escala ai como

|pi| = LjLkajak , i 6= j 6= k .

El corchete de Poisson ahora es de la forma

{ci, pj} = 8πGγδij .

Para los casos isotrópicos solo hay dos componentes independientes (c, p) y satis-
facen que

{c, p} =
8πGγ

3
.

La única ligadura que queda por resolver es la Hamiltoniana

CH =

∫
V
N

[
−

εijkE
a
i E

b
j

16πGγ2
√
|detE|

(
F k
ab − (1 + γ2)Ωk

ab

)
+Hmatter

]
d3x , (3.3)

con N la función de lapso, Hmatter = p2
φ/2V el Hamiltoniano de materia, F k

ab

y Ωk
ab las curvaturas de la conexión Aia y la conexión de espín Γia (compatible

con las tríadas), respectivamente. Nótese que en la parte de materia nos estamos
restringiendo a un campo escalar sin masa ya que con el campo escalar se tiene
una cuantización satisfactoria de los modelos cosmológicos, puesto que se puede
definir los observables relacionales de la teoría.
Ahora mostraremos el formalismo Hamiltoniano clásico en las nuevas variables
(ci, pi) para los modelos cosmológicos a estudiar, empezando con el modelo de
FRW con k = 0.



Capítulo 3. Cosmología Cuántica de Lazos 43

3.1.1. FRW con k = 0

En esta sección además de mostrar la forma del Hamiltoniano gravitacional en las
nuevas variables (ci, pi) también se definen otros conjuntos de variables que serán
de utilidad a la hora de estudiar los modelos cuánticos. También se muestra el
Hamiltoniano para el campo escalar sin masa. Además, en esta sección todos los
calculos contienen el volumen auxiliar de forma explícita, ya que este juega un
papel importante en nuestro análisis del modelo cuántico para FRW con k = 0.
Empecemos por escribir de nuevo la métrica pero ahora poniendo explícitamente
los elementos auxiliares

ds2 = −dt2 + qabdx
adxb = −dt2 + a2(t) oqabdx

adxb , (3.4)

donde qab es la métrica física sobre la hipersuperficie espacial Σ y oqab es la métrica
auxiliar, estas métricas estan relacionadas por medio del factor de escala qab =
a2 oqab. Por lo tanto el volumen físico y el volumen auxiliar satisfacen que V = a3V0.
La acción de la teoría es

S = −1

2

∫
gab∇aφ∇bφ

√
g d4x+

1

16πG

∫
R
√
g d4x , (3.5)

entonces el Lagrangiano esta dado por

L = −1

2

∫
gab∇aφ∇bφ a

3 d3x+
1

16πG

∫
a3Rd3x . (3.6)

El momento canónico conjugado de φ es

pφ =
∂L

∂φ̇
(3.7)

=
∂

∂φ̇

(
−1

2

∫
gtt∇tφ∇tφ a

3 d3x

)
(3.8)

=
∂

∂φ̇

(
1

2

∫
a3φ̇2 d3x

)
(3.9)

= a3 φ̇V0 . (3.10)

Para calcular el momento canónico conjugado del factor de escala (a) se utiliza el
escalar de curvatura

R = 6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
. (3.11)

El Lagrangiano gravitacional integrando por partes queda de la forma

LG = − 3

8πG

∫
aȧ2d3x = − 3V0

8πG
aȧ2 , (3.12)
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entonces el momento canónico conjugado de a es

pa =
∂L

∂ȧ
(3.13)

= − 3V0

4πG
aȧ . (3.14)

Ahora podemos calcular el Hamiltoniano gravitacional como

HG = paȧ− LG (3.15)

= −2πG

3V0

p2
a

a
. (3.16)

El Hamiltoniano para la parte de materia ya fue calculado en el ejemplo 3 del
capítulo 2. Si usamos la ecuación (2.31) haciendo N = 1,m = 0,

√
q = a3 y

teniendo en cuenta que el campo escalar φ(t) solo depende del tiempo, se obtiene

HM =
p2
φ

2a3V0

. (3.17)

El espacio de fase cinemático Γ consiste de los grados de libertad gravitacionales
(a, pa) y los grados de libertad de la materia (φ, pφ) y toda la dinámica del sistema
es capturada por la ligadura Hamiltoniana

CH = −2πG

3V0

p2
a

a
+

p2
φ

2a3V0

≈ 0 . (3.18)

Los corchetes de Poisson son

{a, pa} = 1 , {φ, pφ} = 1 . (3.19)

La relación entre las variables métricas y (c, p) es

p = V
2/3

0 a2 , c = V
1/3

0 γȧ , (3.20)

entonces el Hamiltoniano queda como

CH = − 3

8πGγ2

√
pc2 +

p2
φ

2p3/2
≈ 0 (3.21)

y los corchetes de Poisson son

{c, p} =
8πGγ

3
, {φ, pφ} = 1 . (3.22)
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Otras variables que son de utilidad para el modelo cuántico son el volumen físico
y su variable conjugada

V := V0a
3 , β := γ

ȧ

a
, (3.23)

las cuales dan el Hamiltoniano

CH = − 3

8πGγ2
β2V +

p2
φ

2V
≈ 0 (3.24)

y los corchetes de Poisson

{β, V } = 4πGγ , {φ, pφ} = 1 . (3.25)

Las ecuaciones de movimiento en las variables (V, β) estan dadas por

V̇ = {V, CH} = − 3

4πGγ2
βV (3.26)

β̇ = {β, CH} = − 3

8πGγ2
β2 −

p2
φ

2V 2
. (3.27)

Otras variables que serán de utilidad a la hora de estudiar el modelo soluble son

ν :=
p3/2

2πGγ~
=

V

2πGγ~
, b :=

c
√
p

= β , (3.28)

que satisfacen el corchete de Poisson

{b, ν} =
2

~
. (3.29)

Ya que el contenido de materia es el mismo para todos los modelos, en el resto de
secciones solo mostramos la forma del Hamiltoniano gravitacional.

3.1.2. k = 1 FRW

La variedad espacial Σ que vamos a considerar tiene la topología de la tres esfera
S3. La métrica auxiliar sobre Σ es oqab := oωia

oωjb kij, con kij la métrica de Killing-
cartan sobre SU(2). El radio de la tres esfera medido con la métrica auxiliar es a0,
por lo tanto el volumen respecto a la métrica auxiliar esta dado por V0 = 2π2 a3

0.
Se define la longitud auxiliar `0 := V

1/3
0 , que se puede escribir como `0 =: ϑ a0,

con ϑ := (2π2)1/3. Las tríadas y conexiones son de la forma

Aia =
c

`0

oωia , Ea
i =

p

`2
0

√
oq oeai . (3.30)
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La ligadura Hamiltoniana con lapso N = 1 es [33]

CG = − 3

8πGγ2

√
|p|
[
(c− ϑ)2 + γ2ϑ2

]
+

p2
φ

2V 2
. (3.31)

Es conveniente definir las variables V = p3/2 y β := c/|p|1/2 como se hizo para el
modelo con k = 0, donde V es el volumen de Σ y β su variable conjugada. Las
ecuaciones de movimiento estan dadas por los corchetes de Poisson de V y β con
el Hamiltoniano

V̇ =
3

γ

(
βV − ϑV 2/3

)
(3.32)

β̇ = − 3

2γ

(
β2 − 4

3
σβV −1/3 +

1

3
(1 + γ2)σ2V −2/3

)
− 2πGγ

p2
φ

V 2
. (3.33)

Estas ecuaciones se implementaron numéricamente con el fin de comparar con las
soluciones de las ecuaciones efectivas. Para más detalles sobre la formulación clásica
de este modelo en las variables de tríadas y conexiones se puede consultar [33].
Ahora procedemos a mostrar la formulación clásica para los modelos anisotrópicos.

3.1.3. Bianchi I

Las soluciones para los universos tipo Bianchi I son de interés para nosotros ya
que dan información del comportamiento asintótico de los universos tipo Bianchi
II. Adicionalmente, estas representan las fases de evolución de los universos tipo
Bianchi IX cuando están cerca de la singularidad del big bang.
La métrica para el modelo de Bianchi I es de la forma

ds2 = −N(τ)2dτ 2 + a1(τ)2 dx2 + a2(τ)2 dy2 + a3(τ)2 dz2 . (3.34)

La idea es reescribir la teoría clásica en términos de tríadas y conexiones de tal
manera que sea fácil comparar con la teoría efectiva que proviene de la teoría
cuántica. Las nuevas variables del espacio de fase son

Ea
i = piLiV

−1
0

√
|oq| oeai y Aia = ciL

−1
i

oωia, (3.35)

con V0 = L1L2L3 volumen auxiliar y Li las longitudes auxiliares respecto a la
métrica auxiliar oqab := δij

oωia
oωjb , donde

oω1
a = (dx)a,

oω2
a = (dy)a,

oω3
a = (dz)a (3.36)

y
oea1 =

(
∂

∂x

)a
, oea2 =

(
∂

∂y

)a
, oea3 =

(
∂

∂z

)a
. (3.37)
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Un punto en el espacio de fase esta representado por ocho coordenadas reales
(pi, ci, φ, pφ). Los corchetes de Poisson estan dados por

{ci, pj} = 8πGγ δij {φ, pφ} = 1 . (3.38)

La formulación Hamiltoniana queda completa con la ligadura Hamiltoniana que
para el lapso N = V =

√
|p1p2p3|, toma la forma [21]

CH =
1

8πGγ2
(p1c1p2c2 + p2c2p3c3 + p1c1p3c3)−

p2
φ

2
≈ 0 . (3.39)

Las ecuaciones de movimiento estan dadas por los corchetes de Poisson con el
Hamiltoniano y son de la forma

ṗ1 = γ−1(p1p2c2 + p1p3c3),

ṗ2 = γ−1(p2p1c1 + p2p3c3),

ṗ3 = γ−1(p3p1c1 + p3p2c2),

ċ1 = −γ−1(c1p2c2 + c1p3c3),

ċ2 = −γ−1(c2p1c1 + c2p3c3),

ċ3 = −γ−1(c3p1c1 + c3p2c2),

ṗφ = 0 ⇒ pφ = constante,

φ̇ = −pφ ⇒ φ = −pφτ.

La última ecuación muestra que el campo φ puede ser usado como un tiempo
interno ya que es una función monótona sobre todas las soluciones clásicas. τ es
llamado el tiempo armónico el cual corresponde a un lapso N =

√
|p1p2p3|. Este

tiempo está relacionado con el tiempo cósmico t con lapso N = 1 por medio de la
ecuación

d

dt
=

1√
|p1p2p3|

d

dτ
. (3.40)

Los observables serán definidos respecto al tiempo cósmico.
De las ecuaciones de movimiento se puede mostrar de manera directa que las
soluciones clásicas poseen las siguientes constantes de movimiento

c1p1 =: α1 , (3.41)
c2p2 =: α2 , (3.42)
c3p3 =: α3 . (3.43)

Estas constantes se utilizan para solucionar clásicamente Bianchi I con un campo
escalar sin masa [41]. La solución se puede escribir como [50]

ds2 = −dt2 + t2k1 dx2 + t2k2 dy2 + t2k3 dz2 , (3.44)
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llamada la solución de Jacobs para un fluido perfecto duro. 1 Los parámetros ki
son llamados exponentes de Kasner los cuales satisfacen que

k2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

φ = 1 , y k1 + k2 + k3 = ±1 . (3.45)

El signo menos se agrega para tener en cuenta el cambio de dirección de la ex-
pansión cuando se estudien las soluciones no singulares. En la literatura cuando
el contenido de materia es un campo escalar sin masa es equivalente a lo que se
suele llamar “materia dura” 2 y satisface la ecuación de estado P = ρ, donde P es
la presión y ρ es la densidad de energía.
Estas soluciones analíticas se pueden comparar con las soluciones numéricas para
verificar que durante la evolución los exponentes de Kasner permanecen constantes.
Las soluciones de Jacobs también van a ser útiles para estudiar el pasado y futuro
asintótico de Bianchi II que corresponde a Bianchi I 3 (Jacobs). Esto se puede ver
en [73, 59] y la sección 9.3 de [74]. Además las ecuaciones clásicas de Bianchi II son
un caso límite para las ecuaciones efectivas de Bianchi II que vienen de cuantizar
en el marco de la cosmología cuántica de lazos el modelo de Bianchi II [21]. Por lo
tanto, en la región clásica las soluciones de Bianchi I (Jacobs) serán casos límites
de las soluciones a las ecuaciones efectivas.
Para completar el cuadro clásico daremos las relaciones entre las variables del
espacio de fase y las variables métricas,

p1 = a2a3L2L3 , p2 = a1a3L1L3 , p3 = a1a2L1L2 , (3.46)
c1 = γL1a1H1 , c2 = γL2a2H2 , c3 = γL3a3H3 , (3.47)

asumiendo ai > 0, pi > 0. Las relaciones (3.46) se satisfacen a nivel cinemático,
mientras que las ecuaciones (3.47) se satisfacen a nivel dinámico, es decir, en el
espacio de soluciones. Estas relaciones se demuestran en la próxima sección, donde
se describe la formulación clásica para Bianchi II.

3.1.4. Bianchi II

La métrica para el modelo de Bianchi II puede ser escrita como

ds2 = −N(τ)2dτ 2 + a1(τ)2 (dx− αz dy)2 + a2(τ)2 dy2 + a3(τ)2 dz2 , (3.48)
1La forma de la métrica (3.44) es tomada de [47], donde se puede encontrar un gran número

de soluciones analíticas clásicas para modelos cosmológicos espacialmente homogéneos.
2En el artículo original de Jacobs [50], la solución con este tipo de materia es llamada

“Zel’dovich universe”.
3Esto es cierto cuando la materia es un campo escalar sin masa. Para otro tipo de materia el

comportamiento asintótico es diferente.
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donde el parámetro α nos permite distiguir entre Bianchi I (α = 0) y Bianchi
II (α = 1). Recordemos que las tríadas y conexiones se pueden escribir como
Ea
i = piLiV

−1
0

√
|oq| oeai y Aia = ciL

−1
i

oωia, con V0 = L1L2L3 el volumen auxiliar
respecto a la métrica auxiliar oqab := δij

oωia
oωjb , donde [21]:

oω1
a = (dx)a − αz(dy)a,

oω2
a = (dy)a,

oω3
a = (dz)a (3.49)

oea1 =

(
∂

∂x

)a
, oea2 = αz

(
∂

∂x

)a
+

(
∂

∂y

)a
, oea3 =

(
∂

∂z

)a
, (3.50)

con corchete de Lie 4 , [oe2,
oe3] = −oe1, con α = 1. La ligadura Hamiltoniana para

el lapso N = V =
√
|p1p2p3| es de la forma [21]

CH =
1

8πGγ2

[
p1c1p2c2 + p2c2p3c3 + p1c1p3c3 + αεp2p3c1 − (1 + γ2)

(
αp2p3

2p1

)2
]

−
p2
φ

2
≈ 0

donde de nuevo α hace la distinción entre Bianchi I y Bianchi II. El valor de ε = ±1
depende de si el marco de referencia dado por oeai esta orientado con la regla de
la mano derecha o no (en nuestras soluciones asumimos ε = 1, i. e., pi > 0).
Las ecuaciones de movimiento estan dadas por los corchetes de Poisson con el
Hamiltoniano y son de la forma

ṗ1 = γ−1(p1p2c2 + p1p3c3 + αεp2p3), (3.51)
ṗ2 = γ−1(p2p1c1 + p2p3c3), (3.52)
ṗ3 = γ−1(p3p1c1 + p3p2c2), (3.53)

ċ1 = −γ−1

[
c1p2c2 + c1p3c3 +

1

2p1

(1 + γ2)

(
αp2p3

p1

)2
]
, (3.54)

ċ2 = −γ−1

[
c2p1c1 + c2p3c3 + αεp3c1 −

1

2p2

(1 + γ2)

(
αp2p3

p1

)2
]
, (3.55)

ċ3 = −γ−1

[
c3p1c1 + c3p2c2 + αεp2c1 −

1

2p3

(1 + γ2)

(
αp2p3

p1

)2
]
, (3.56)

ṗφ = 0 ⇒ pφ = constante, (3.57)
φ̇ = −pφ ⇒ φ = −pφτ. (3.58)

4Estamos usando la notación de [21] y el capítulo 11 de [46]. Nótese que esta no es la elección
típica ([oe2, oe3] = oe1) para Bianchi II. Esta elección solo implica un cambio de un conjunto
invariante (n1 = 1) de Bianchi II a otro conjunto invariante (n1 = −1), dando lugar a las mismas
propiedades físicas ya que las ecuaciones de movimiento tienen esta simetría discreta. Para más
detalles ver [74, 43, 46].



50 Cosmología Numérica en Gravedad Cuántica de Lazos

Estas ecuaciones se implementaron numéricamente, incluyendo el “interruptor” α
para pasar de las ecuaciones de Bianchi II a las de Bianchi I. De las ecuaciones de
movimiento se puede mostrar de manera directa que las soluciones clásicas poseen
las siguientes constantes de movimiento

c1p1 + c2p2 =: α12 , (3.59)
c1p1 + c3p3 =: α13 , (3.60)
c3p3 − c2p2 =: α32 = α13 − α12 , (3.61)

Esto nos permite solucionar analíticamente las ecuaciones (3.52) y (3.53),

ṗ2 = γ−1p2α13 ⇒ p2 = p0
2 exp

(
α13τ

γ

)
, (3.62)

ṗ3 = γ−1p3α12 ⇒ p3 = p0
3 exp

(
α12τ

γ

)
. (3.63)

La existencia de estas soluciones permite comparar las soluciones numéricas con las
analíticas para las variables p2 y p3. Además se puede verificar durante la evolución
numérica que α12 y α13 permanezcan constantes.
Las relaciones entre las variables del espacio de fase y las variables métricas estan
dadas por,

p1 = a2a3L2L3 , p2 = a1a3L1L3 , p3 = a1a2L1L2 , (3.64)

y

c1 = γL1a1H1 +
α

2

a2
1L

2
1

a2a3L2L3

, (3.65)

c2 = γL2a2H2 −
α

2

a1L1

a3L3

, (3.66)

c3 = γL3a3H3 −
α

2

a1L1

a2L2

, (3.67)

asumiendo ai > 0, pi > 0 y ε = 1. Las relaciones (3.64) se satisfacen a nivel cine-
mático, mientras que las ecuaciones (3.65,3.66,3.67) se satisfacen a nivel dinámico.
Estas relaciones pueden ser demostradas usando los parámetros de Hubble (las
longitudes auxiliares se ponen explícitamente)

Hi =
1

ai

dai
dt

=
1

2
√
p1p2p3

(
ṗj
pj

+
ṗk
pk
− ṗi
pi

)
(3.68)

dai
dt

=
1

2piLi

(
ṗj
pj

+
ṗk
pk
− ṗi
pi

)
, (3.69)
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con i 6= j 6= k 6= i. Si ponemos las ecuaciones de movimiento (3.51, 3.52, 3.53) en
la expresión anterior se obtiene

dai
dt

=
ci
γLi

+ fsign(i)
1

2piLi

α

γ

p2p3

p1

, (3.70)

donde

fsign(i) =

{
−1 si i = 1

1, si i = 2, 3
(3.71)

Usando la relación entre ai y pi (ecuación (3.64)) y la definición del parámetro de
Hubble se obtiene que

ci = γLi
dai
dt
− fsign(i)

1

2pi
αL2

1a
2
1 (3.72)

= γLiaiHi − fsign(i)
α

2

L2
1a

2
1

LjLkajak
. (3.73)

Estas son precisamente las ecuaciones (3.65, 3.66, 3.67). Para α = 0 se reducen a
las ecuaciones (3.47) de la sección de Bianchi I, que también se querian mostrar.
Ahora solo nos queda estudiar la dinámica clásica del modelo de Bianchi IX para
completar la descripción clásica de los modelos anisotrópicos.

3.1.5. Bianchi IX

En el modelo de Bianchi IX al igual que en FRW con k = 1, la variedad espacial Σ
tiene la topología de la tres esfera S3. La métrica física sobre Σ es qab := ωiaω

j
bδij,

donde las formas físicas son ωia = ai(t)oωia y las formas auxiliares son

, oω1
a = sin β sin γ(dα)a + cos γ(dβ)a,

oω2
a = − sin β cos γ(dα)a + sin γ(dβ)a,

oω3
a = cos β(dα)a + (dγ)a

El radio de la tres esfera medido con la métrica auxiliar es a0, por lo tanto el
volumen respecto a la métrica auxiliar es V0 = 2π2 a3

0. Se define la longitud auxiliar
`0 := V

1/3
0 , que se puede escribir como `0 =: ϑ a0, con ϑ := (2π2)1/3. Recordemos

que las tríadas y conexiones son de la forma Aia = c `−1
0

oωia y Ea
i = p `−2

0

√
oq oeai .

Usando estas definiciones y el lapso N = V =
√
p1p2p3 (con pi > 0), la ligadura
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Hamiltoniana es [76]

CH = − 1

8πGγ2

[
p1c1p2c2 + p2c2p3c3 + p1c1p3c3 + 2ϑ

(
p1p2c3 + p3p1c2 + p2p3c1

)
+ϑ2(1 + γ2)

(
2p2

1 + 2p2
2 + 2p2

3 −
(p1p2

p3

)2

−
(p3p1

p2

)2

−
(p2p3

p1

)2
)]

+
p2
φ

2
≈ 0. (3.74)

Las ecuaciones de movimiento son

ṗ1 = γ−1 (p1p2c2 + p1p3c3 + ϑp2p3) ,

ṗ2 = γ−1 (p2p3c3 + p2p1c1 + ϑp1p3) ,

ṗ3 = γ−1 (p3p1c1 + p3p2c2 + ϑp1p2) ,

ċ1 = −γ−1

[
c1p2c2 + c1p3c3 + 2ϑ(p2c3 + p3c2)

+4ϑ2(1 + γ2)

(
p1 −

p1p
2
2

2p2
3

− p1p
2
3

2p2
2

+
p2

2p
2
3

2p3
1

)]
,

ċ2 = −γ−1

[
c2p1c1 + c2p3c3 + 2ϑ(p1c3 + p3c1)

+4ϑ2(1 + γ2)

(
p2 −

p2p
2
1

2p2
3

− p2p
2
3

2p2
1

+
p2

1p
2
3

2p3
2

)]
,

ċ3 = −γ−1

[
c3p2c2 + c3p1c1 + 2ϑ(p2c1 + p1c2)

+4ϑ2(1 + γ2)

(
p3 −

p3p
2
2

2p2
1

− p3p
2
1

2p2
2

+
p2

2p
2
1

2p3
3

)]
.

Cuando se toma el lapso N = 1, la ligadura Hamiltoniana toma la forma



Capítulo 3. Cosmología Cuántica de Lazos 53

CH = − 1

8πGγ2

[√
p1p2

p3

c1c2 +

√
p1p3

p2

c1c3 +

√
p2p3

p1

c2c3

+2ϑ

(
p2p3

p1

c1 +
p1p3

p2

c2 +
p1p2

p3

c3

)
−ϑ2(1 + γ2)

(
2

p1√
p2p3

+ 2
p2√
p1p3

+ 2
p3√
p1p2

−(p2p3)3/2

p
5/2
1

− (p1p3)3/2

p
5/2
2

− (p1p2)3/2

p
5/2
3

)]
+
p2
φ

2V
≈ 0 .

Nótese que este Hamiltoniano contiene muchas más potencias negativas de los pi
que su equivalente con N = V , ecuación (3.74). A nivel clásico las dos teorías
derivadas de estos dos Hamiltonianos solo difieren en el tiempo que se utiliza para
describir la dinámica, pero su espacio de soluciones es el mismo. En el caso cuántico
cada uno de estos Hamiltonianos da una teoría distinta y por lo tanto sus teorías
efectivas serán distintas [55].

3.1.6. Observables

En el estudio de cada uno de los modelos cosmológicos se han incluido dos tiempos
de interés, τ el tiempo harmónico (lapso N = V =

√
p1p2p3) y el tiempo cósmico

t (con lapso N = 1), los cuales se relacionan por medio de la ecuación

d

dt
=

1
√
p1p2p3

d

dτ
. (3.75)

Es respecto al tiempo cósmico que definiremos los observables. La derivada respecto
al tiempo cósmico se denotada como dO/dt = O′, por lo tanto O′ = Ȯ/

√
p1p2p3.

Para determinar como se resuelven las singularidades y como evolucionan las so-
luciones clásicas y efectivas estudiamos los siguientes observables

1. Los factores de escala direccionales

ai =
1

Li

√
pjpk
pi

,

con i 6= j 6= k 6= i y pi > 0, i = 1, 2, 3. Estas funciones hacen fácil la
comparación entre las soluciones clásicas y efectivas.

2. Los parámetros de Hubble direccionales

Hi =
a′i
ai

=
1

2

(
p′j
pj

+
p′k
pk
− p′i
pi

)
,
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con i 6= j 6= k 6= i. Estas funciones nos dan la información de cuando ocurren
los rebotes direccionales (Hi = 0) y si las direcciones se estan contrayendo
(Hi < 0) o expandiendo (Hi > 0).

3. La expansión

θ =
V ′

V
= H1 +H2 +H3.

Esta función contiene la información de la expansión total y determina cuan-
do sucede el rebote global del universo (θ = 0). Una función equivalente es
el parámetro de Hubble promedio

H =
θ

3
=

1

3
(H1 +H2 +H3).

4. La densidad de materia

ρ =
p2
φ

2V 2
=

p2
φ

2p1p2p3

.

Si las singularidades son resueltas entonces esta cantidad debe permanecer
finita durante la evolución. La cantidad que mide la importancia dinámica
del contenido de materia es el parámetro de densidad Ω, definido como

Ω :=
8πG

3

ρ

H2
. (3.76)

Este parámetro esta relacionado con los exponentes de Kasner en Bianchi I
por medio de la ecuación Ω = 3

2
k2
φ = 3

2
(1− k2

1 − k2
2 − k2

3) (ver [50]).

5. La cizalladura

σ2 = σabσ
ab =

1

3
[(H1 −H2)2 + (H1 −H3)2 + (H2 −H3)2] =

3∑
i=1

H2
i −

1

3
θ2 .

Nótese que esta definición de σ2 difiere de la definición estándar σ2 = 1
2
σabσ

ab.
Otra cantidad importante es el parámetro de cizalladura

Σ2 :=
3σ2

2θ2
=

σ2

6H2
, (3.77)

que mide la razón entre la cizalladura (i.e. anisotropía) y la expansión. En
Bianchi I la expansión satisface que θ = t−1 (usando el hecho que V =
a1a2a3 = tk1+k2+k3 = t), por lo tanto el parámetro de cizalladura satisface la
relación Σ2 = 3

2
t2σ2 = 3

2
V 2σ2 = 3

2
a6σ2 = 9Σ2

BI, donde Σ2
BI := 1

6
σ2a6 era el

parámetro de cizalladura usado en Bianchi I [41, 20], con a := (a1a2a3)1/3 el
factor de escala promedio.
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6. El escalar de Ricci es de la forma

R =

(
p′1
p1

)2

+

(
p′2
p2

)2

+

(
p′3
p3

)2

+ 2θ′ . (3.78)

Esta relación otorga una manera simple de calcular el escalar de Ricci numé-
ricamente, ya que los p′i se pueden calcular de las ecuaciones de movimiento
y θ′ esta dado por la ecuación de Raychaudhuri (para las soluciones clásicas)

θ′ = −1

2
θ2 − σ2 − 16πGρ . (3.79)

Para las soluciones efectivas, θ′ se calcula usando las ecuaciones de movi-
miento de cada uno de los modelos que estamos considerando.

Una característica importante de Bianchi II y IX es que la curvatura espacial
es diferente de cero, por lo cual se puede introducir otra cantidad que da
información sobre la contribución dinámica de la curvatura extrínseca, esta
cantidad es el parámetro de curvatura

K =
3

4θ2

[
x2

1 + x2
2 + x2

3 − 2(x1x2 + x1x3 + x2x3)
]
, (3.80)

donde
x1 = α1

√
p2p3

p3
1

, x2 = α2

√
p1p3

p3
2

, x3 = α3

√
p1p2

p3
3

. (3.81)

Los valores de los αi son: para Bianchi I α1 = α2 = α3 = 0; para Bianchi II
α1 = 1, α2 = 0, α3 = 0; para Bianchi IX α1 = α2 = α3 = l20, donde l0 = V

1/3
0 .

Para el caso de FRW con k = 1, simplemente se toma Bianchi IX y se hace
x1 = x2 = x3.

La forma que hemos tomado de Ω,Σ2 y K es motivada por el hecho que las
soluciones clásicas de Bianchi I, II y IX satisfacen la relación

Ω + Σ2 +K = 1 . (3.82)

Estos parámetros tienen el “problema” de tener un valor infinito en el rebo-
te (θ = 0) por definición. Por lo tanto no son útiles para explorar la región
cercana al rebote pero son de gran ayuda si estamos interesados en el compor-
tamiento asintótico para tiempos muy grandes. La patología que presentan
estas cantidades en el rebote no es importante y no refleja ningún problema
con la resolución de la singularidad.
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7. Los exponentes de Kasner

ki =
Hi

|θ|
. (3.83)

Estos parámetros son útiles para determinar cuando las soluciones tienen
un comportamiento tipo Bianchi I. Tomamos el valor absoluto de θ por que
queremos que el signo de Hi especifique si la dirección ai se esta expandiendo
(ki > 0) o contrayendo (ki < 0). Para probar la ecuación (3.83) se usa que
en Bianchi I ai = tki , entonces

ki = a′it
1−ki =

a′it

tki
=
a′it

ai
=
a′iV0t

aiV0

=
a′iV

aiV0

=
a′iV

aiV ′
=
Hi

θ
, (3.84)

con V = V0a1a2a3 = V0t.

Valga resaltar que todas las expresiones anteriores para calcular las cantidades
observables aplican también a las soluciones efectivas, la única diferencia es el
cálculo de θ′ en la teoría efectiva.
Un hecho general de todos los modelos clásicos que estamos considerando es que
presentan una singularidad inicial, pero esta singularidad puede ser de distintos
tipos dependiendo de las propiedades del espacio-tiempo. Por esta razón realizamos
a continuación una pequeña discusión sobre los tipos de singularidades que pueden
ocurrir clásicamente.

3.1.7. Singularidades Clásicas

Para ilustrar cada tipo de singularidad vamos a suponer que las soluciones pre-
sentan la singularidad inicial en el tiempo t = 0. Mostraremos como obtener cada
una de estas singularidades en la solución de Jacobs para Bianchi I [50].

1. Singularidad tipo Punto: significa que a1, a2, a3 → 0 cuando t→ 0. Esto pasa
en la solución de Jacobs cuando k1, k2, k3 > 0.

2. Singularidad tipo Cigarrillo: significa que a1, a2 → 0 y a3 → ∞ cuando
t→ 0. Esto pasa cuando k1, k2 > 0 y k3 < 0 (y permutaciones en 1,2,3).

3. Singularidad tipo Barril: significa que a1, a2 → 0 y a3 se acerca a un valor
finito cuando t→ 0. Esto ocurre cuando k1, k2 > 0 y k3 = 0 (y permutaciones
en 1,2,3).

4. Singularidad tipo Tortilla: en este caso a1 → 0 y a2, a3 se acercan a un valor
finito cuando t→ 0 (permutaciones en 1,2,3). Este tipo de singularidad no se
presenta en las soluciones de Jacobs ni en las soluciones clásicas de Bianchi
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II con un campo escalar sin masa [31]. Esto es comprensible ya que esta
singularidad ocurre en Bianchi I cuando k1 > 0 y k2 = k3 = 0, pero las
ecuaciones de ligadura k1 +k2 +k3 = ±1 y k2

1 +k2
2 +k2

3 +k2
φ = 1 implican que

kφ = 0, lo cual quiere decir que no hay materia, por lo tanto esta singularidad
no es posible si hay materia dura presente.

Los nombres dados a los diferentes tipos de singularidades fueron introducidos por
Thorne en [70], los cuales se refieren al cambio de forma de un elemento esférico
de volumen cuando la evolución se aproxima a la singularidad.
Una vez construida la formulación Hamiltoniana de los modelos clásicos, el si-
guiente paso es cuantizar estos modelos. En la siguiente sección mostraremos co-
mo reescribir el Hamiltoniano en términos de las variables que se van a cuantizar
y qué son las holonomías y los flujos. Luego mostraremos como es el proceso de
cuantización para el modelo de FRW plano.

3.2. Formulación Cuántica
Para construir la cinemática cuántica se selecciona un conjunto de observables
elementales clásicos a los cuales se les pueda asociar un operador. En la gravedad
cuántica de lazos estas variables son las holonomías he definidas sobre una conexión
Aia a lo largo de una arista e; y los flujos de las tríadas densidad Ea

i a traves de una
superficie. En el caso de los modelos homogéneos en CCL las integrales de los flujos
resultan ser proporcionales a las tríadas pi [5]. Entonces se toman como variables
elementales las holonomías y las tríadas pi. Para poder promover el Hamiltoniano
a un operador se debe expresar en términos de las funciones del espacio de fase
que vamos a cuantizar (he, pi). Recordemos que el Hamiltoniano es de la forma

CH =

∫
V
N

[
−

εijkE
a
i E

b
j

16πGγ2
√
|detE|

(
F k
ab − (1 + γ2)Ωk

ab

)
+Hmatter

]
d3x . (3.85)

El primer término del Hamiltoniano es

εijkE
a
i E

b
j√

|detE|
(3.86)

el cual se puede reescribir en términos de las holonomías y tríadas usando la
estrategia de Thiemann [71], tal como se hace en gravedad cuántica de lazos

εijk
EaiEbj√
|detE|

=
∑
i

1

2πγGµ
oεabc oωicTr(h

(µ)
i {h

(µ)−1
i , V }τk) (3.87)
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donde h(µ)
i es la holonomía a lo largo de la arista paralela al i-ésimo vector base

con longitud µ (notese que µ es arbitrario), V =
√
|p1p2p3| es el volumen. El lado

derecho de la ecuación (3.87) se puede utilizar para cuantizar este término, donde
los corchetes de Poisson se promueven a conmutadores.
Para definir las curvaturas F k

ab y Ωk
ab en términos de las variables de fase (he, pi)

se siguen dos métodos distintos dependiendo del modelo que se considera. Para
los universos isotrópicos y Bianchi I se considera un cuadrado �ij en el plano
i− j expandido por dos de las tríadas auxiliares, donde cada uno de los lados del
cuadrado tiene longitud µ′i, por lo tanto la curvatura esta dada por [71]

F k
ab = 2 ĺım

Area�→0
ε k
ij Tr

(
hµ
′

�ij
− I

µ′iµ
′
j

τ k
)
oωia

oωjb . (3.88)

con
h(λc)
2ij

= h
(λc)
i h

(λc)
j (h

(λc)
i )−1(h

(λc)
j )−1 . (3.89)

De manera análoga se puede definir la curvatura Ωk
ab utilizando las holonomías de

la conexión de espín Γia. Clásicamente el límite debe tender a cero, pero a la hora
de cuantizar se debe tener en cuenta que el operador de area tiene un autovalor
mínimo dado por

λ2 = 4
√

3πγ`2
Pl ,

por lo tanto en lugar tomar el límite a cero se toma a λ2. Usando este hecho se
obtiene que la longitud mínima esta dada por µ′iai = λ, tomando µ′i = µ̄iLi se
obtiene que

µ̄1 = λ

√
p1

p2p3

, µ̄2 = λ

√
p2

p1p3

, µ̄3 = λ

√
p3

p1p2

,

con µ̄i parámetro adimensional. Para Bianchi II and IX no se puede utilizar este
método para cuantizar ya que el operador de curvatura que se obtiene no está bien
definido sobre el espacio de Hilbert cinemático [21, 76]. Por lo tanto se calculan
las curvaturas a partir de las conexiones

F k
ab = 2∂[aA

k
b] + ε kij A

i
aA

j
b (3.90)

Ω k
ab = 2∂[aΓ

k
b] + ε kij ΓiaΓ

j
b (3.91)

y las conexiones se escriben en términos de las holonomías [21]

Aa = ĺım
lk→2µ̄k

∑
k

1

2lkLk

(
h

(lk)
k − (h

(lk)
k )−1

)
⇒ Aka =

sin(µ̄kck)

µ̄kLk
oωka . (3.92)
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De manera análoga se puede hacer para Γka. El límite lk → 2µ̄k se toma para
obtener los mismos resultados en los dos métodos de cuantización para Bianchi I
[21]. Para el caso de FRW con k = 0 los dos métodos de cuantización también dan
los mismo resultados pero para FRW con k = 1 se obtienen resultados distintos.
En el primer método de cuantización se escribe la curvatura en términos de las
holonomías, ec. (3.88), y es llamado cuantización basada en la curvatura. En el
segundo método se escribe la curvatura en términos de la conexión, ecs. (3.90,
3.91), la cual se escribe en función de las holonomías (ec. (3.92)), este método es
llamado cuantización basada en la conexión.
Para los modelos de Bianchi II y IX los términos relacionados con las curvaturas
F k
ab y Ωk

ab contienen potencias negativas de los pi, las cuales no tienen un operador
asociado bien definido. Para solucionar este problema se utiliza la misma idea de
Thiemann [71]

|pi|(`−1)/2 = −
√
|pi|Li

4πGγj(j + 1)µ̃i`
Tr(τih

(µ̃i)
i {h

(µ̃i)−1
i , |pi|`/2}) , (3.93)

donde µ̃i es la longitud de la curva, ` ∈ (0, 1) y j ∈ 1
2
N es para la representación.

Por simplicidad se toma j = 1/2 y dado que la potencia negativa más grande
es −1/4 se toma ` = 1/2 para obtener p−1/4 directamente de la ecuación (3.93).
Las otras potencias negativas se obtienen como productos de este operador, por
ejemplo, p−2 = (p−1/4)8.
Para los tres operadores (3.87,3.88,3.93) se tienen tres longitudes distintas (µ, µ′, µ̃)
donde µ y µ̃ pueden ser también funciones de los pi. La forma más simple de definir
las longitudes µ y µ̃ es que sean iguales a µ′.
Para construir las ecuaciones efectivas se necesitan los autovalores de los operadores
que contengan potencias negativas de los pi. El primer operador es

εijkE
a
i E

b
j√

|detE|
(3.94)

cuyos autovalores son proporcionales a la función [55]

A(V ) =
1

2Vc
(V + Vc − |V − Vc|) =

{
V/Vc V < Vc
1 V ≥ Vc

(3.95)

con Vc = 2πγλ`2
Pl. El operador Â viene de la traza en la ecuación (3.87) y sus

autovalores se definen como ÂΨ(p) = A(V )Ψ(p).
Los operadores de curvatura también contienen potencias negativas de las tríadas,
que se pueden expresar como productos del operador

̂|pi|−1/4
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cuyos autovalores estan dados por [55]

Ji(V, p1, p2, p3) =
h(V )

Vc

∏
j 6=i

p
1/4
j , (3.96)

con
h(V ) =

√
V + Vc −

√
|V − Vc|, y Vc = 2πγλ`2

Pl. (3.97)

Usando estos resultados y tomando un factor de ordenamiento se puede construir
el operador Hamiltoniano. Luego solucionando la ligadura Ĥ · Ψ = 0 se pueden
obtener los estados físicos y el espacio de Hilbert físico Hphys. Por último se definen
los observables físicos que van a corresponder a observables relacionales en fun-
ción del tiempo interno φ. Para ilustrar como se realiza este procedimiento, en la
próxima sección se muestran estos pasos para el modelo de FRW con k = 0. Para
los demás modelos se pueden consultar las referencias. FRW con k = 1 [68, 33],
Bianchi I [20], Bianchi II [21] y Bianchi IX [76, 55].

3.2.1. FRW k = 0

Los resultados mostrados en esta sección esta basados en [2, 19, 67]. Como se
habia mencionado anteriormente las variables básicas para la cuantización serán
las holonomías y las tríadas. Para simplificar los calculos se toman las longitudes
auxiliares Li = 1. Entonces el volumen de la celda auxiliar es V0 = 1. Para calcular
las variables básicas consideremos una arista con longitud µ̄ en la dirección dada
por oeak. Como estamos considerando un caso isotrópico entonces µ̄ = µ̄1 = µ̄2 =
µ̄3 = λ/

√
p. Por lo tanto la holonomía de la conexión es

h
(µ̄)
k = cos

( µ̄c
2

)
I− 2i sin

( µ̄c
2

) σk
2
, (3.98)

donde I es la matriz identidad de 2 × 2 y σi son las matrices de Pauli. Estas
holonomías generan el álgebra de las funciones casi-periódicas cuyos elementos son
de la forma eiµ̄c/2. Estas funciones junto con las tríadas p serán las variables básicas
que se van a promover a operadores. El espacio de Hilbert cinemático es de la forma
Hkin = Hgrav

kin ⊗Hmatt
kin , dondeHgrav

kin se construye usando la representación del álgebra
de holonomías y flujos. El espacio de Hilbert Hmatt

kin para la parte de materia, se
construye utilizando el método de Fock. El espacio cinemático gravitacional resulta
ser el espacio de funciones de cuadrado integrable sobre la compactificación de Bohr
de la linea recta Hgrav

kin = L2(RBohr, dµBohr) [5]. En este espacio los autovectores del
operador p̂ pueden ser denotados como |µ〉 y satisfacen que 〈µ1|µ2〉 = δµ1,µ2 , donde
µi ∈ R y δµ1,µ2 es una delta de Kronecker pero sobre los reales. Las funciones
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básicas son representadas como

p̂ |µ〉 =
8πγ`2

Pl

6
µ |µ〉 y ̂exp(iµ̄ c/2) |µ〉 = |µ+ µ̄〉 . (3.99)

Para construir la parte gravitacional del operador Hamiltoniano, primero conside-
ramos el Hamiltoniano clásico del modelo, ecuación (3.3),

CH =

∫
V
N

[
−

εijkE
a
i E

b
j

16πGγ2
√
|detE|

F k
ab

]
d3x , (3.100)

si tomamos el lapso N = V

CH = − 1

16πGγ2

∫
V
εijkE

a
i E

b
jF

k
abd

3x . (3.101)

La única función que falta por representar es la curvatura. Utilizando el método
explicado en la sección anterior se obtiene que el operador de curvatura esta dado
por [67]

F̂ k
ab Ψ(µ) = ε kij

oωia
oωjb

̂(
sin2(µ̄c)

µ̄2

)
Ψ(µ) . (3.102)

Ahora se puede proceder a cuantizar. Pero es mejor primero simplificar la acción
del operador exponencial y de la curvatura. Para esto es conveniente trabajar en
la base del volumen, dada por las variables

b :=
c
√
p
, ν :=

p3/2

2πGγ~
=

V

2πGγ~
(3.103)

que satisfacen el corchete de Poisson

{b, ν} =
2

~
. (3.104)

En esta base las funciones básicas se representan como

ν̂ |ν〉 = ν |ν〉 y ̂exp(iλ b/2) |ν〉 = |ν + λ〉 . (3.105)

La acción del operador de volumen es

V̂ |ν〉 = 2πγλ2
p |ν| |ν〉 . (3.106)
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Usando estos resultados, el operador Hamiltoniano se puede escribir como [2]

∂2
φ Ψ(ν, φ) = 3πG ν̂

ŝinλb

λ
ν̂

ŝinλb

λ
Ψ(ν, φ)

=
3πG

4λ2
ν [ (ν + 2λ)Ψ(ν + 4λ)− 2νΨ(ν) + (ν − 2λ)Ψ(ν − 4λ) ]

=: Θ(ν) Ψ(ν, φ)

donde se toma la representación de Fock para la materia (p̂φ := −i~∂φ). Los
estados físicos Ψ(ν, φ) son simétricos bajo el cambio de orientación de las tríadas,
Ψ(ν, φ) = Ψ(−ν, φ), ya que no se consideran fermiones en el modelo. El producto
interno físico esta dado por

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∑
ν

Ψ̄1(ν, φo)|ν|−1Ψ(ν2, φo) . (3.107)

Para completar la teoría definimos el observable relacional

V̂ |φoΨ(ν, φ) = 2πγ`2
Pl e

i
√

Θ(φ−φo)|ν|Ψ(ν, φo) , (3.108)

que corresponde al volumen cuando el campo escalar toma el valor φo. El campo
escalar φ juega el papel de tiempo interno (o relacional). La acción del observable
V̂ |φo se puede entender como la acción del operador de volumen V sobre un estado
al tiempo φo y luego evolucionar el estado al tiempo φ.
Resulta que se puede hacer una transformada de Fourier de las funciones de onda
definidas sobre la variable ν, para pasarlas a funciones sobre la variable b. La
teoría resultante puede ser solucionada analíticamente [8], esta teoría es la que se
denomina como “modelo soluble”.
Vamos a ilustrar como es la transformada de Fourier y la ligadura resultante. Para
empezar, notemos que la función de onda Ψ(ν, φ) tiene soporte sobre una “malla”
ν = 4nλ, con n ∈ Z, entonces la transformada de Fourier Ψ̃(b, φ) tiene soporte
sobre el intervalo continuo (0, π/λ) y esta dada por

Ψ̃(b, φ) :=
∑
ν=4nλ

e
i
2
νb Ψ(ν, φ), con Ψ(ν, φ) =

λ

π

∫ π/λ

0

db e−
i
2
νb Ψ̃(b, φ) .

(3.109)
Si definimos las funciones

χ(ν, φ) =
λ

π

Ψ(ν, φ)

ν
, (3.110)

las cuales satisfacen la relación de antisimetría χ(−ν, φ) = −χ(ν, φ). Con estas
nuevas funciones y tomando la transformada de Fourier se obtienen las funciones
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χ̃(b, φ) [8], que satisfacen la ecuación de ligadura

∂2
φ χ̃(b, φ) = α2

(
sinλb

λ
∂b

)2

χ̃(b, φ) , (3.111)

con α =
√

12πG. Esta ecuación será el punto de partida para el estudio de los
estados semiclásicos en el siguiente capítulo. Donde se explica mejor las soluciones
y como actuan los operadores físicos sobre las nuevas funciones χ̃(b, φ).
Dado que trabajar con la teoría cuántica completa es difícil y se ha mostrado que
en algunos modelos la teoría efectiva describe correctamente la evolución de los
estados semiclásicos, entonces en los modelos anisotrópicos se estudiarán las solu-
ciones a las ecuaciones efectivas. También para los modelos isotrópicos se estudian
las ecuaciones efectivas con el fin de comparar con los modelos anisotrópicos. En
la próxima sección se explica como se obtienen las teorías efectivas y se muestran
los Hamiltonianos para todos los modelos cinemáticos de interes.

3.3. Formulación Efectiva
En esta sección justificamos el uso de las ecuaciones efectivas, empezando por una
reseña histórica de como se obtuvieron las ecuaciones.
Cuando estudiamos las soluciones numéricas para FRW con k = 0 [17] se observo
que los estados semiclásicos evolucionaban cerca de las trayectorias dadas por unas
ecuaciones efectivas. Estas ecuaciones podian derivarse de un Hamiltoniano efecti-
vo definido en un espacio de fase clásico. Luego observamos que lo mismo ocurría
para los modelos de FRW con k = 1,−1 [68, 72]. Además, se logro mostrar que
el modelo de FRW con k = 0 admitía solución analítica, en la cual la evolución
de los observables tenía la misma forma funcional de la teoría efectiva. Al mismo
tiempo, el autor de [69] muestra que para el caso de FRW con k = 0 el Hamilto-
niano efectivo se puede derivar de la teoría cuántica considerando una formulación
geométrica de la mecánica cuántica [18] y estados Gaussianos cinemáticos. Este es
el método utilizado para derivar las ecuaciones efectivas de los modelos isotrópicos
y anisotrópicos. Vamos a presentar un breve resumen de las ideas principales de
este procedimiento; los detalles pueden verse en [69].
Se considera la formulación geométrica de la mecánica cuántica [18] en la cual
el espacio de estados puros se representa como una variedad simpléctica infinito
dimensional ΓQ, este espacio tiene la estructura de un haz fibrado, donde la varie-
dad base es el espacio de fase clásico Γ y las fibras sobre cada punto (q, p) son un
espacio infinito dimensional de estados cuánticos para los cuales el valor esperado
de los operadores (q̂, p̂) son (q, p). Lo interesante de la dinámica cuántica es que
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esta descrita por un flujo Hamiltoniano en la variedad simpléctica ΓQ, donde el
Hamiltoniano esta dado por el valor esperado del operador cuántico Hamiltoniano
como función de los estados. Para obtener las correcciones cuánticas (que estamos
llamando ecuaciones efectivas), se toma una sección trasversal Γ̄ que corresponda a
un encaje de Γ en ΓQ, tal que el flujo Hamiltoniano es aproximadamente tangencial
a Γ̄. Este flujo Hamiltoniano cuántico puede ser proyectado sobre Γ̄ y provee las
correcciones cuánticas a las ecuaciones clásicas. Lo complicado del asunto es esco-
ger el encaje adecuado. Para definir este encaje en el modelo de FRW con k = 0
para un campo escalar sin masa, el autor de [69] considera estados Gaussianos
cinemáticos centrados sobre puntos del espacio de fase clásico correspondientes a
volumenes grandes donde el campo gravitacional es débil, el ancho de las Gaus-
sianas se toma de tal manera que la dispersión relativa sea pequeña, para que los
estados esten concentrados alrededor de los puntos clásicos que corresponden a los
grados de libertad gravitacionales y de materia. Utilizando estos estados se puede
calcular el valor esperado del Hamiltoniano cuántico y de los operadores corres-
pondientes a las variables básicas, con lo cual se puede definir el embebimiendo (Γ̄)
de Γ en ΓQ. Luego se muestra que el campo vectorial del Hamiltoniano cuántico
es tangencial a Γ̄, lo cual permite definir el Hamiltoniano efectivo como el valor
esperado del Hamiltoniano cuántico sobre la subvariedad Γ̄. Este Hamiltoniano
resulta ser el mismo Hamiltoniano efectivo que se había encontrado anteriormente
de manera empírica.
Este es el método utilizado para construir las teorías efectivas en los demás mode-
los isotrópicos y anisotrópicos. En este trabajo nos enfocamos en dos direcciones.
La primera es estudiar las propiedades físicas de una familia de estados semiclá-
sicos, entre estas propiedades se demuestra que las ecuaciones efectivas son una
buena aproximación a los estados dinámicos. Se debe recordar que el método que
explicamos anteriormente aplica solo para estados cinemáticos, es decir, que no
necesariamente satisfacen las ligaduras. En nuestro caso mostramos que la diná-
mica de los estados físicos (que satisfacen las ligaduras), está bien descrita por
las ecuaciones efectivas. El segundo enfoque corresponde a estudiar el espacio de
soluciones de las ecuaciones efectivas para los modelos anisotrópicos de Bianchi II
y IX. Para esto también debemos reproducir los resultados conocidos de Bianchi
I.
Por último, queremos mencionar que hay otros resultados que justifican el estudio
de las ecuaciones efectivas. Estos corresponden a la formulación de integrales de
trayectoria para la cosmología cuántica de lazos [7], donde se ha demostrado que
el Hamiltoniano que se deriva de las integrales de trayectoria es el mismo Hamil-
toniano efectivo para los modelos de FRW con k = −1, 0, 1 [48] y por consiguiente
satisfacen las mismas ecuaciones de movimiento. Esto también se demostró para
Bianchi I [56] usando el mismo método de integrales de trayectoria.
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Los resultados anteriores dan una buena justificación para estudiar las ecuaciones
efectivas, ya que pueden dar información de la dinámica cuántica de los estados
semiclásicos. En las siguientes secciones mostramos los Hamiltonianos efectivos
para cada uno de los modelos que estamos considerando. También se comentan
algunos de los resultados principales de cada modelo.

3.3.1. FRW k = 0

En el modelo FRW para un universo plano con contenido de materia un campo
escalar sin masa, el Hamiltoniano efectivo es de la forma

CH =
3

8πGγ2λ2
V 2 sin(λβ)2 −

p2
φ

2
, (3.112)

donde se toma el lapso N = V , con V el volumen físico y β su momento conjugado.
Los corchetes de Poisson son {β, V } = 4πGγ y {φ, pφ} = 1. Las variables (V, β)
estan relacionadas con las variables (c, p) como

V = p3/2 , β =
c
√
p
. (3.113)

La ecuación de Friedmann efectiva esta dada por

H2 =
8πG

3
ρ

(
1− ρ

ρcrit

)
, (3.114)

la cual captura de manera muy precisa la dinámica de los estados semiclásicos [17].
H = V̇ /3V es el parámetro de Hubble, ρ = p2

φ/2V
2 es la densidad y

ρcrit =
3

8πGγ2λ2
≈ 0,41ρp (3.115)

es la densidad crítica, con ρp la densidad de Planck. De la ecuación de Friedmann
efectiva (3.114) se puede demostrar que todas las trayectorias tienen un rebote
cuando la densidad es igual a la densidad crítica ρcrit, es decir, la densidad esta
acotada para todas las soluciones, al igual que la expansión. Además la relatividad
general se recupera cuando la densidad es mucho menor a la densidad crítica. Las
soluciones analíticas de este modelo efectivo se muestran en [40] donde también se
estudia el “límite continuo” λ→ 0.
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3.3.2. FRW k = 1

Para el modelo de FRW cerrado existen dos teorías cuánticas distintas dependien-
do del método de cuantización que se utilize para la curvatura F k

ab. En la teoría
cuántica donde la curvatura se calcula a partir de las holonomías y con el lapso
N = V se obtiene el Hamiltoniano efectivo [33]

C(1)
H =

3V 2

8πGγ2λ2
[sin2(λβ −D)− sin2D + (1 + γ2)D2]−

p2
φ

2
≈ 0 , (3.116)

con D = λϑ/V −1/3 y ϑ = (2π2)1/3. En la otra teoría cuántica la curvatura se
calcula a partir de la conexión, la cual se obtiene usando las holonomías (esta es la
única forma de cuantizar los modelos de Bianchi II y IX). El Hamiltoniano efectivo
con lapso N = V es de la forma

C(2)
H =

3V 2

8πGγ2λ2
[sin2 λβ − 2D sinλβ + (1 + γ2)D2]−

p2
φ

2
≈ 0 . (3.117)

En ambas teorías (V, β) son iguales a las definidas en el modelo de FRW con k = 0
(V = p3/2, β = c√

p
, {β, V } = 4πGγ), solo que ahora V corresponde al volumen

físico de todo el espacio.
Además de estas dos teorías efectivas, se pueden obtener otras dos teorías tomando
el lapso N = 1 ya que esto lleva a dos teorías cuánticas que incluyen más potencias
negativas del volumen (lo que se denomina correcciones de las tríadas inversas).
El Hamiltoniano efectivo para el método de cuantización basado en la curvatura
con lapso N = 1 es

C(3)
H =

3A(V )V

8πGγ2λ2
[sin2(λβ −D)− sin2D + (1 + γ2)D2]−

p2
φ

2
≈ 0 . (3.118)

El Hamiltoniano efectivo para el método de cuantización basado en la conexión
con lapso N = 1 es

C(4)
H =

3A(V )V

8πGγ2λ2
[sin2 λβ − 2D sinλβ + (1 + γ2)D2]−

p2
φ

2
≈ 0 , (3.119)

con
A(V ) =

1

2Vc
(V + Vc − |V − Vc|) =

{
V/Vc V < Vc
1 V ≥ Vc

(3.120)

Una discusión detallada sobre las cuantizaciones y las soluciones de las ecuaciones
efectivas se puede encontrar en [33, 55].
Las ecuaciones de movimiento de las cuatro teorías efectivas se implementaron
numéricamente con el fin de comparar entre sí la dinámica de las teorías. Además
en el último capítulo se muestra la comparación con las soluciones de Bianchi IX
cercanas a las soluciones isotrópicas.
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3.3.3. Bianchi I and II

Los Hamiltonianos efectivos para Bianchi I y II se pueden escribir en una sola
expresión como [76]

CHBII
=

p1p2p3

8πGγ2λ2

[
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3 + sin µ̄3c3 sin µ̄1c1

]
+

1

8πGγ2

[
α(p2p3)3/2

λ
√
p1

sin µ̄1c1 − (1 + γ2)

(
αp2p3

2p1

)2
]
−
p2
φ

2
≈ 0 ,

donde el parámetro α permite distinguir entre Bianchi I (α = 0) y Bianchi II
(α = 1). Con este Hamiltoniano y los corchetes de Poisson {ci, pj} = 8πGγδij y
{φ, pφ} = 1, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento [76].
Uno de los objetivos es estudiar el espacio de soluciones de la teoría efectiva de
Bianchi II, por esta razón las ecuaciones de movimiento y la discusión de sus
soluciones se postergan.

3.3.4. Bianchi IX

Para el caso de Bianchi IX solo hay un método de cuantización de la curvatura
que funciona. Este consiste en calcular la curvatura a partir de la conexión, la cual
es calculada con las holonomías. Aun asi, se pueden plantear dos teorías cuánticas
distintas, una para el lapso N = V que tiene el Hamiltoniano efectivo [76]

C(2)
HBIX

=− p1p2p3

8πGγ2λ2

(
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3 + sin µ̄3c3 sin µ̄1c1

)
− ϑ

4πGγ2λ

(
(p1p2)3/2

√
p3

sin µ̄3c3 +
(p2p3)3/2

√
p1

sin µ̄1c1 +
(p3p1)3/2

√
p2

sin µ̄2c2

)
− ϑ2(1 + γ2)

8πGγ2

[
2(p2

1 + p2
2 + p2

3)−
(
p1p2

p3

)2

−
(
p2p3

p1

)2

−
(
p3p1

p2

)2 ]
+
p2
φ

2
≈ 0 ,

donde la etiqueta (2) significa que es la generalización a Bianchi IX del Hamilto-
niano efectivo C(2)

H de FRW con k = 1, es decir, cuando se considera el caso iso-
trópico de Bianchi IX (p1 = p2 = p3 y c1 = c2 = c3), se cumple que C(2)

HBIX
= C(2)

H .

Si se considera el lapso N = 1 entonces el Hamiltoniano clásico contiene más
términos con potencias negativas de los pi (como se muestra en la sección 3.1.5), lo
cual lleva a que su equivalente cuántico contenga mas “correcciones” de las tríadas
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inversas y por lo tanto su teoría efectiva es distinta, el Hamiltoniano efectivo esta
dado por [55]

C(4)
HBIX

=−V
4A(V )h6(V )

8πGV 6
c γ

2λ2

(
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3

)
−ϑA(V )h4(V )

4πGV 4
c γ

2λ

(
p2

1p
2
2 sin µ̄3c3 + p2

2p
2
3 sin µ̄1c1 + p2

1p
2
3 sin µ̄2c2

)
−ϑ

2(1 + γ2)A(V )h4(V )

8πGV 4
c γ

2
×(

2V [p2
1 + p2

2 + p2
3]−

[
(p1p2)4 + (p1p3)4 + (p2p3)4

]
h6(V )

V 6
c

)
+
h6(V )V 2

2V 6
c

p2
φ ≈ 0

con Vc = 2πγλ`2
Pl, ϑ = (2π2)1/3 y

h(V ) =
√
V + Vc −

√
|V − Vc| ,

A(V ) =
1

2Vc
(V + Vc − |V − Vc|) .

La etiqueta (4) significa que es la generalización a Bianchi IX del Hamiltoniano
efectivo C(4)

H de FRW con k = 1. Aunque este Hamiltoniano en el caso isotrópico no
se reduce al Hamiltoniano de FRW con k = 1, es decir, cuando se toma p1 = p2 = p3

y c1 = c2 = c3 en Bianchi IX entonces se obtiene que C(4)
HBIX

6= C(4)
H . En el capítulo

6 se discute más al respecto. Para más detalles se puede consultar [55].
Al igual que en Bianchi I y II las ecuaciones de movimiento se obtiene del corchete
de Poisson del Hamiltoniano con las variables básicas

p′i = {pi, CHBIX} , ci
′
= {ci, CHBIX} ,

φ′ = {φ, CHBIX} , p′φ = {pφ, CHBIX} ,

donde los corchetes de Poisson son {ci, pj} = 8πGγδij, {φ, pφ} = 1. Las ecuaciones
efectivas para estas dos teorías se implementaron numéricamente y son el objeto
de estudio del capítulo 6.



Capítulo 4

Universo Plano

En este capítulo se estudia el modelo de Friedman-Robertson-Walker (FRW) con
k = 0 en el contexto de la cosmología cuántica de lazos. El objetivo es explorar
el límite semiclásico de la teoría. Este modelo es exactamente soluble y permite
construir analíticamente estados coherentes (Gaussianos) para cada punto en el
espacio clásico. De estos estados coherentes se seleccionan, a partir de algunos
criterios fśicos, aquellos que presentan un comportamiento semiclásico. Las pro-
piedades de estos estados son estudiadas en la región clásica y cerca de la escala de
energía de Planck. Además se consideran estados más generales que llamaremos
“apretados” y se comparan con los estados Gaussianos. Se estudia la preservación
de la semiclasicalidad a través del rebote y se muestra que es genérica para todos
los estados estudiados. Finalmente se exploran las implicaciones que estos resulta-
dos tienen dependiendo de la topología del espacio, en particular se estudia como
recuperar la simetría bajo reescalamiento presente en la teoría clásica cuando la
topología del espacio es no compacta.

La estructura del capítulo es la siguiente: en la sección 4.1 se muestra la solución
clásica del modelo; en la sección 4.2 se resumen los principales resultados del mo-
delo soluble de cosmología cuántica de lazos; los estados Gaussianos se introducen
en la sección 4.3, con los cuales se calculan los valores esperados y dispersiones de
los operados físicos; las condiciones de semiclasicalidad y el comportamiento cerca
al rebote se muestran en la sección 4.4; en la sección 4.5 se estudia la dependen-
cia bajo reescalamiento; la sección 4.6 esta dedicada a los estados apretados y su
comparación con los estados Gaussianos y finalmente en la 4.7 se presentan las
conclusiones.

69
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4.1. Soluciones Clásicas
En esta sección se muestran las soluciones a la dinámica de un universo tipo FRW
con k = 0, donde el contenido único de materia es un campo escalar sin masa y
sin potencial de interacción.
El modelo que estamos considerando esta descrito por el elemento de línea

ds2 = −dt2 + a2(t)dΣ2 , (4.1)

donde dΣ2 corresponde a una métrica plana sobre la 3-superficie Σ. El contenido de
materia es un campo escalar sin masa φ que satisface la ecuación de Klein-Gordon.
Las ecuaciones dinámicas de un universo homogéneo, isotrópico y espacialmente
plano, cuyo único contenido de materia es un campo escalar sin masa como [30](

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρφ, con ȧ =

da

dt
(4.2)

ä

a
= −4πG

3
(ρφ + 3pφ), con ä =

d2a

dt2
, (4.3)

donde ρφ = φ̇2/2 y pφ = ρφ son el equivalente a una densidad y presión para el
campo φ, el cual obedece la ecuación de movimiento

φ̈+ 3
ȧ

a
φ̇ = 0 . (4.4)

Para solucionar estas ecuaciones definamos la variable Ψ = φ̇, entonces la ecuación
(4.4) toma la forma

Ψ̇ + 3
ȧ

a
Ψ = 0 . (4.5)

La anterior es una ecuación separable que podemos solucionar fácilmente

Ψ̇

Ψ
= −3

ȧ

a
=⇒ dLnΨ

dt
=
d(Ln|a−3|)

dt
, (4.6)

cuya solución es

LnΨ = Ln|a−3|+ cte =⇒ Ψ(a) = Ψ0a
−3 , (4.7)

con Ψ0 constante. Esta ecuación en términos de φ queda como

φ̇(a) =
Ψ0

a3
, con Ψ0 = φ̇0 . (4.8)

El tiempo t = t0 es tomado cuando a(t0) = 1.
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Ahora hallemos el factor de escala en función del tiempo; para esto tomemos la
ecuación (4.2) y reemplazemos el valor de la densidad ρφ = φ̇/2 en ella(

ȧ

a

)2

=
8πG

3

φ̇2

2
. (4.9)

Reemplazando la ecuación (4.8) en la ecuación anterior obtenemos(
ȧ

a

)2

=
8πG

6

Ψ2
0

a6
. (4.10)

Entonces
ȧ

a
= ±B

a3
, con B2 =

8πG

6
Ψ2

0 . (4.11)

Esta ecuación se puede integrar como∫ a

1

ã2dã = ±
∫ t

t0

Bdt̃ =⇒ 1

3
(a3 − 1) = ±B(t− t0) , (4.12)

cuya solución es
a(t) = [1± 3B(t− t0)]1/3 . (4.13)

Con el fin de comparar con las soluciones de la cosmología cuántica de lazos ha-
llemos φ como función de a. Para este fin usemos la regla de la cadena sobre
φ̇

φ̇ =
dφ

dt
=
dφ

da

da

dt
. (4.14)

Si reemplazemos la ecuación (4.8) en el lado izquierdo y la ecuación (4.11) en el
derecho obtenemos

dφ

da
= ±Ψ0

Ba
. (4.15)

Integrando esta ecuación∫ φ

φ0

dφ̃ = ±Ψ0

B

∫ a

1

dã

ã
=⇒ φ− φ0 = ±Ψ0

B
Ln|a| . (4.16)

Entonces la solución es
φ(a) = ±Ψ0

B
Ln|a|+ φ0 , (4.17)

de esta ecuación se puede despejar a(φ) y queda de la forma

a(φ) = e±B(φ−φ0)/Ψ0 . (4.18)

Por lo tanto el volumen queda como

V (φ) = V0e
±C(φ−φ0), con C = constante . (4.19)

La forma de esta ecuación se utiliza para mostrar que la teoría cuántica y la teoría
efectiva reproducen la dinámica clásica.
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4.2. Teoría Cuántica
En esta sección se quiere describir el modelo cuántico que estamos considerando,
es decir, el modelo de FRW con k = 0 acoplado a un campo escalar sin masa en el
contexto de cosmología cuántica de lazos. La forma en que se presenta la teoría es
autocontenida en el contexto de la cosmología y un poco distinta a la original [8].
En términos de las variables del espacio de fase usado en gravedad cuántica de
lazos [12], que son la conexión Aia y la tríada-densidad Ea

i , el sector homogéneo se
puede expresar como

Aia = c V
−(1/3)

0
oωia Ea

i = p V
−(2/3)

0

√
oq oeai , (4.20)

donde (oeai ,
oωia) son un conjunto de tríadas y cotríadas ortonormales y compatibles

con la métrica auxiliar (plana para k = 0) oqab. Vo es el volumen de la celda
auxiliar introducida para definir la estructura simpléctica con respecto a oqab. El
espacio de fase está caracterizado por las variables conjugadas (c, p) que satisfacen
{c, p} = (8πGγ)/3, con γ el parámetro de Barbero-Immirzi. La tríada p esta
relacionada con el volumen físico V de la celda auxiliar por medio de la relación
|p| = V 2/3 = V

2/3
o a2, donde a es el factor de escala. Sobre el espacio de soluciones

clásicas la variable c tiene la forma c = γȧ. Es conveniente introducir otro conjunto
de variables [8]

β := ε c/p1/2 V = ε p3/2 (4.21)

donde {β, V } = 4πGγ 1, ε = ±1 es la orientación de las tríadas respecto a oωia. La
ligadura clásica con lapso N = V esta dada por

C =
3

8πGγ2
β2V 2 −

p2
φ

2
≈ 0 , (4.22)

donde el contenido de materia consiste de un campo escalar sin masa φ con mo-
mento conjugado pφ, entonces el espacio de fase cinemático puede ser visto como
un espacio de cuatro dimensiones con coordenadas (β, V, φ, pφ). La estrategia para
cuantizar es definir un operador asociado a Ĉ y buscar estados que sean aniquilados
por este operador de ligadura. En la representación (β, φ) los operadores básicos
son representados como

β̂ · χ(β, φ) = β χ(β, φ) (4.23)

V̂ · χ(β, φ) = −i4πγ`2
Pl

∂

∂β
χ(β, φ) (4.24)

p̂φ · χ(β, φ) = −i~ ∂

∂φ
χ(β, φ) (4.25)

1Aqui se adopta la notación para la variable β introducida en [38].
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Sin embargo el operador β̂ no está bien definido por que β es periódico con periodo
2π/λ, entonces debe ser reemplazado por un operador bien definido ˆ̃β := sin(λβ)/λ
(ver [8] para los detalles). Por tanto la ligadura cuántica para el modelo soluble de
cosmología cuántica de lazos es [8]

∂2

∂φ2
· χ(β, φ) = α2

(
sin(λβ)

λ

∂

∂β

)2

· χ(β, φ) , (4.26)

con β ∈ (0, π/λ), α :=
√

12πG. En la literatura de la CCL el valor de λ es tomado
tal que λ2 = ∆ corresponde al valor del autovalor mínimo del operador de área
de gravedad cuántica de lazos (correspondiente a un lado de espín 1/2). Con esta
elección del parámetro libre se obtiene que λ2 = 4

√
3πγ`2

Pl. Si definimos

x = α−1 ln | tan(λβ/2)| , (4.27)

la ligadura cuántica se puede reescribir en la forma de Klein-Gordon

∂2
φ χ(x, φ) = ∂2

x χ(x, φ) . (4.28)

Como es usual en este sistema, la evolución clásica del campo escalar φ es una
función monótona y puede jugar el rol de reloj interno. En la teoría cuántica
también se utiliza para caracterizar la evolución de un estado con respecto a φ.
Una solución general χ(x, φ) a la ecuación (4.28) se puede descomponer en una
función que se mueve a la derecha y otra a la izquierda

χ = χ+(φ+ x) + χ−(φ− x) := χ+(x+) + χ−(x−) . (4.29)

Los estados físicos que vamos a considerar son las soluciones de frecuencia positiva
de la ecuación (4.28). Dado que no hay fermiones en el modelo las orientaciones de
las tríadas son indistinguibles y χ(x, φ) satisface la relación χ(−x, φ) = −χ(x, φ).
Entonces se puede escribir χ(x, φ) = (F (x+) − F (x−))/

√
2, con F una función

arbitraria que sea solución de frecuencia positiva 2. El producto interno físico
sobre las soluciones esta dado por [8]

(χ1, χ2)phy = −i
∫
φ=φ0

[χ̄1(x, φ)∂φχ2(x, φ)− (∂φχ̄1(x, φ))χ2(x, φ)] dx (4.30)

= i

∫ ∞
−∞

[∂xF̄1(x+)F2(x+)− ∂xF̄1(x−)F2(x−)] dx . (4.31)

2Para ser precisos, F (x) es una función de momento positivo, i. e., con transformada de Fourier
que tiene solo soporte sobre el eje positivo, con esta elección la solución a la ecuación de ligadura
se hace de frecuencia positiva.
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Ahora se puede calcular el valor esperado y las fluctuaciones de los operadores
fundamentales tales como V̂ |φ, x̂ y p̂φ, donde x̂ esta relacionado con el operador
β̂. Para cualquier estado sobre el espacio de Hilbert físico el valor esperado del
operador de volumen a un tiempo φ es

〈V̂ 〉φ := (χ, V̂ |φχ)phy = 2πγ`2
Pl(χ, |ν̂|χ)phy , (4.32)

donde |ν̂| es el operador de valor absoluto que se obtiene de

ν̂ = −2λ

α
cosh(αx)i∂x . (4.33)

Usando el producto interno (4.31), el valor esperado de |ν̂| esta dado por

(χ, |ν̂|χ)phy = i

∫ ∞
−∞

[∂xF̄ (x+)(ν̂F (x+))− ∂xF̄ (x−)(−ν̂F (x−))] dx

=
2λ

α

∫ ∞
−∞

[∂xF̄ (x+) cosh(αx)∂xF (x+) + ∂xF̄ (x−) cosh(αx)∂xF (x−)] dx

=
4λ

α

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣dFdx
∣∣∣∣2 cosh(α(x− φ)) dx .

Es fácil verificar que |ν̂| = |ν̂|†. De estas expresiones se puede hallar el valor
esperado de V̂ 2 y la dispersión del operador de volumen,

〈V̂ 〉φ = V+ e
αφ + V− e

−αφ (4.34)
〈V̂ 2〉φ = W0 +W+ e

2αφ +W− e
−2αφ (4.35)

(∆V̂ )2
φ = Y0 + Y+ e

2αφ + Y− e
−2αφ , (4.36)

con V±, W0, W±, Y0 y Y± reales y positivos, los cuales para estados normalizados
tienen la forma

V± =
4πγ`2

Plλ

α

∫ ∣∣∣∣dFdx
∣∣∣∣2 e∓αxdx

W0 =
i2πγ2`4

Plλ
2

3G

∫ [
d2F̄

dx2

dF

dx
− dF̄

dx

d2F

dx2

]
dx

W± =
iπγ2`4

Plλ
2

3G

∫
e∓2αx

[
d2F̄

dx2

dF

dx
− dF̄

dx

d2F

dx2

]
dx ,

con Y0 = W0 − 2V+V− y Y± = W± − V 2
±. Notese que las expresiones para W0 y

W± corrigen a las mostradas en [39]. De la ecuación (4.34) se sigue que el valor
esperado del volumen V̂ |φ es grande para tiempos muy tempranos o muy tardíos
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y tiene un mínimo distinto de cero Vmin = 2(V+V−)1/2/||χ||2. El rebote ocurre en
un tiempo φVb = (2α)−1 ln(V−/V+) [8]. Alrededor de φ = φVb el valor esperado del
volumen 〈V̂ 〉φ es simétrico. Similarmente 〈V̂ 2〉φ es simétrico alrededor del valor
φV

2

b = (4α)−1 ln(W−/W+). Una observación trivial es que sí φVb = φV
2

b entonces la
diferencia en los valores de la dispersión relativa asintótica que es

D := ĺım
φ→∞

((∆V̂ )

〈V̂ 〉

)2

φ

−

(
(∆V̂ )

〈V̂ 〉

)2

−φ

 =
W+

V 2
+

− W−
V 2
−

(4.37)

se hace cero. Se debe notar que esta cantidad mide el cambio en la semiclasicalidad
al cruzar el rebote, como se explica en [39].
El otro observable que se debe considerar como fundamental es el observable con-
jugado a pφ y dado que estamos tomando estados físicos, este no corresponde a φ
como sucede en el caso cinemático. En su lugar la cantidad conjugada a pφ es x(β)
como se ilustra en el ejemplo 2 del capítulo 2, por lo tanto es natural considerar
la familia de operadores x̂φ correspondientes al observable x al tiempo φ. El valor
esperado de x̂ se define como

(χ1, x̂χ2)phy =
1

2
[(|x̂|χ1, χ2)phy + (χ1, |x̂|χ2)phy] , (4.38)

donde |x̂|F (x+) = xF (x+) y |x̂|F (x−) = −xF (x−). Los dos términos que se inclu-
yen en la definición (4.38) son porque |x̂| no es simétrico. Ahora podemos calcular
el valor esperado y las fluctuaciones de x̂ sobre cualquier estado del espacio de
Hilbert físico

〈x̂〉φ = X̃1 − φ (4.39)
〈x̂2〉φ = X̃2 − 2φX̃1 + φ2 (4.40)
(∆x̂) = X̃2 − X̃2

1 , (4.41)

con X̃1 y X̃2 reales (que dependen del estado) y constantes, dados por

X̃1 = −2i

∫ ∞
−∞

F̄ (x)x∂xF (x)dx− i
∫ ∞
−∞
|F (x)|2dx (4.42)

X̃2 = −2i

∫ ∞
−∞

F̄ (x)x2∂xF (x)dx− 2i

∫ ∞
−∞
|F (x)|2xdx , (4.43)

para estados normalizados. Es importante resaltar que 〈x̂〉φ ∝ φ y 〈x̂2〉φ ∝ φ2 pero
la dispersión ∆x̂ es independiente de φ, esta propiedad soporta la idea de que x̂
es conjugado a p̂φ. Finalmente se calcula el valor esperado de pφ, el cual es un
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observable de Dirac

p̂φ = −i~∂φ −→ 〈p̂φ〉 = 2~
∫ ∞
−∞

∣∣∣∣dFdx
∣∣∣∣2 dx (4.44)

p̂2
φ = −~2∂2

φ −→ 〈p̂2
φ〉 = −2~2i

∫ ∞
−∞

dF̄

dx

d2F

dx2
dx , (4.45)

para estados normalizados
En las siguientes secciones será conveniente considerar estados físicos generales
escritos como

χ(x, φ) =

∫ ∞
0

F̃ (k) e−ik(φ+x) dk −
∫ ∞

0

F̃ (k) e−ik(φ−x) dk , (4.46)

donde la transformada de Fourier F̃ (k) contiene toda la información del estado. Las
soluciones de frecuencia positiva de la ecuación (4.28) son aquellas en las que F̃ (k)
tiene soporte solo sobre los k positivos. Por lo tanto es suficiente con especificar
F̃ (k) para calcular todas las cantidades de interes V±,W0,W±, X̃1, X̃2, 〈p̂φ〉 y 〈p̂2

φ〉.

Existen varias estrategias para definir los estados semiclásicos, las cuales pueden
ser clasificadas en términos muy amplios [6] como:

i) Estados semiclásicos cinemáticos, que están centrados en un punto de la super-
ficie de ligadura Γ̄.

ii) Empezar con un estado semiclásico cinemático y proyectarlo a un estado semi-
clásico dinámico, por ejemplo usando el método de promedio de grupo.

iii) Definir un estado semiclásico dinámico centrado en un punto del espacio de
fase físico.

iv) Si el sistema permite una parametrización entonces se define un estado inicial
y se evoluciona para generar un estado físico.

Identificar cual de estos métodos es el más apropiado no es el propósito de este
texto, el método elegido es el iv) dado que nuestro sistema admite una parame-
trización en términos del tiempo interno φ. Por consiguiente nuestra estrategia
consiste en construir los estados iniciales adecuados y generar los estados físicos.
Además se impondrán condiciones motivadas físicamente para seleccionar los esta-
dos que se comportan de manera semiclásica, esta clase de estados iniciales serán
estados coherentes.
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4.3. Estados Iniciales Gaussianos *
En esta sección queremos considerar estados físicos construidos a partir de estados
iniciales dados por estados Gaussianos generalizados definidos como

F̃ (k) =

{
kne−(k−k0)2/σ2

eipk, para k > 0,

0, para k ≤ 0,
(4.47)

con σ > 0, k0 > 0 y n = 0, 1, 2, .... Por lo tanto estamos considerando estados
centrados alrededor del punto k0 con ‘dispersión’ σ.
Los estados físicos que se consideran son los que se hacen cero en el eje negativo de
k, de manera que sean soluciones de frecuencia positiva. Sin embargo para tener
control analítico sobre todas las cantidades se van a considerar estados Gaussianos
para todos los valores de k, de manera que todas las cantidades que calculemos
serán aproximaciones a las cantidades reales (como se mostrará en detalle), esta
aproximación es justificada cuando los valores de k0 y σ son tales que la función de
onda tiene una contribución despreciable del eje negativo. Un análisis detallado de
los errores introducidos por esta simplificación es presentado en el apéndice A.2;
de tal manera que de ahora en adelante para obtener estados que son aproxima-
damente de frecuencia positiva imponemos la condición k0 � σ.
La norma de un estado en el espacio k esta dada por

(χ̃, χ̃)phy = −2i

∫ ∞
0

¯̃F (k)ikF̃ (k)dk = 2

∫ ∞
0

k|F̃ (k)|2dk.

Si se toma como estado inicial en el espacio k el estado Gaussiano (4.47) entonces

(χ̃, χ̃)phy = 2

∫ ∞
0

kk2ne−2(k−k0)2/σ2

dk ,

esta integral puede ser aproximada por, (χ̃, χ̃)phy = 2
∫∞
−∞ kk

2ne−2(k−k0)2/σ2
dk, (ver

apéndice A.2 para la justificación de esta aproximación); con el cambio de variables
u =

√
2
σ

(k − k0) la última integral toma la forma

‖χ̃‖2
phy = 2

[
σ√
2

]2n+2 ∫ ∞
−∞

[
u+

√
2k0

σ

]2n+1

e−u
2

du . (4.48)

Ahora consideremos la norma del estado con n = 0

‖χ̃‖2
phy = 2

[
σ√
2

]2 ∫ ∞
−∞

[
u+

√
2k0

σ

]
e−u

2

du =
√

2π k0σ . (4.49)

El estado normalizado con n = 0 puede ser usado para calcular de forma explícita
los valores esperados y dispersiones de varios operadores físicos de interés. Los
resutados para otros valores de n se muestran en el apéndice A.3.
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4.3.1. Valor Esperado de los Observables Básicos

Ahora calcularemos el valor esperado de los observables básicos para los estados
Gaussianos de manera que podamos obtener una mejor comprensión de los pa-
rámetros libres (k0, σ, p, n) que caracterizan el estado. El primer observable que
vamos a considerar es pφ, que es un observable de Dirac (y por lo tanto una cons-
tante de movimiento). Este operador es representado como p̂φ ·χ = −i~ ∂

∂φ
·χ y su

valor esperado esta dado por

〈p̂φ〉 =
2~
‖χ̃‖2

phy

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣dFdx
∣∣∣∣2 dx .

Usando el teorema de Parseval se obtiene que

〈p̂φ〉 =
2~
‖χ̃‖2

phy

∫ ∞
−∞

k2|F̃ (k)|2dk. (4.50)

Si tomamos nuestro estado inicial F̃ (k) = kne−(k−k0)2/σ2
eipk, la integral anterior

toma la forma
〈p̂φ〉 =

2~
‖χ̃‖2

phy

∫ ∞
−∞

k2n+2e−2(k−k0)2/σ2

dk . (4.51)

Con el cambio de variables u =
√

2
σ

(k − k0) el valor esperado (4.51) esta dado por

〈p̂φ〉 =
2~
‖χ̃‖2

phy

[
σ√
2

]2n+3 ∫ ∞
−∞

[
u+

√
2k0

σ

]2n+2

e−u
2

du . (4.52)

En el caso de un estado Gaussiano puro (n = 0) se obtiene

〈p̂φ〉 =
2~
‖χ̃‖2

phy

[
σ√
2

]3 ∫ ∞
−∞

[
u+

√
2k0

σ

]2

e−u
2

du (4.53)

= ~k0

[
1 +

σ2

4k2
0

]
. (4.54)

Lo cual nos dice que dada la aproximación que estamos considerando (k0 � σ) se
obtiene que 〈p̂φ〉 ≈ ~k0. Por lo tanto, como era de esperarse, el parámetro k0 da en
buena medida el valor esperado de pφ, que puede ser entendido como la variable
conjugada a x en el espacio de fase reducido (ver ejemplo 2 del capítulo 2). Estas
observaciones también sugieren que podemos seleccionar la trayectoria clásica que
será aproximada por el estado cuántico, esto se puede hacer especificando del par
(x̄, p̄φ) en el tiempo φ = 0 y luego tomar los parámetros (p, k0) apropiadamente tal
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que el estado este centrado alrededor del punto clásico. Si fijamos un parámetro
de tolerancia δ que acote que tan lejos del valor clásico p̄φ esta el valor esperado
de los operadores, tal que |〈p̂φ〉 − p̄φ| < δ, entonces existe un intervalo en el cual
k0 puede tomar valores. Para p̄φ � ~σ y p̄φ � δ se tiene que el intervalo en el
que k0 puede tomar valores esta dado por p̄φ/~− δ/~ + (δ2 − ~2σ2)/4~p̄φ ≤ k0 ≤
p̄φ/~ + δ/~ + (δ2 − ~2σ2)/4~p̄φ.
Nótese que si estas condiciones se satisfacen entonces el intervalo es en buena
aproximación de ancho 2δ/~ y centrado alrededor de p̄φ/~.
Si queremos calcular la dispersión del operador pφ podemos empezar por calcular

〈p̂2
φ〉 = − 2~2i

‖χ‖2
phy

∫ ∞
−∞

dF̄

dx

d2F

dx2
dx =

2~2

‖χ‖2
phy

∫ ∞
−∞

k3|F̃ (k)|2dk . (4.55)

Usando los estados Gaussianos generalizados la integral toma la forma

〈p̂2
φ〉 =

2~2i

‖χ‖2
phy

∫ ∞
−∞

k2n+3e−2(k−k0)2/σ2

dk . (4.56)

La cual se puede reescribir como

〈p̂2
φ〉 =

2~2i

‖χ‖2
phy

[
σ√
2

]2n+4 ∫ ∞
−∞

[
u+

√
2k0

σ

]2n+3

e−u
2

du .

Si tomamos n = 0

〈p̂2
φ〉 =

2~2i

‖χ‖2
phy

[
σ√
2

]4 ∫ ∞
−∞

[
u+

√
2k0

σ

]3

e−u
2

du

= ~2k2
0

[
1 +

3σ2

4k2
0

]
. (4.57)

Nótese que para k0 grande (k0 � σ) se obtiene 〈p̂2
φ〉 ≈ ~2k2

0.
Ahora podemos calcular la dispersión del observable p̂φ como (∆p̂φ)2 = 〈p̂2

φ〉−〈p̂φ〉2.
Para n = 0 se obtiene

(∆p̂φ)2 = ~2k2
0

[
1 +

3σ2

4k2
0

]
− ~2k2

0

[
1 +

σ2

4k2
0

]2

=
~2σ2

4

[
1− σ2

4k2
0

]
. (4.58)

Esta es una constante. Adviértase que para k0 � σ la dispersión es ∆pφ ≈ ~σ
2
,

lo que nos dice que el parámetro σ tiene la interpretación de ser la dispersión del
observable asociado a la variable k, que para este caso corresponde a pφ.
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Recordemos que la cantidad conjugada a pφ es x(β) en el modelo reducido, por
lo tanto es natural considerar la familia de operadores x̂φ que corresponden al
observable x al tiempo φ. Aunque lo más natural es en realidad definir el operador
simétrico que actúa sobre los estados iniciales F̃ , el cual en la representación k es
el operador definido en la ecuación (4.39), que puede escribirse como

x̂F̃ :=

(
i∂

∂k
+

i

2k
− φ
)
· F̃ . (4.59)

Los dos primeros términos vienen del reemplazo de la ecuación (4.39) en la ecuación
(4.42). Ahora es directo calcular el valor esperado del operador x̂ sobre los estados
Gaussianos generalizados, que para todos los valores de n tiene la forma

〈x̂〉 = −p− φ , (4.60)

lo cual confirma que el parámetro −p representa el punto x̄ en el espacio x donde
esta centrada la Gaussiana (cuando φ = 0). Este valor esperado también corres-
ponde a la dinámica clásica (dada por la teoría efectiva) de la variable x (con
pφ > 0). Ahora calculemos el valor esperado del operador x̂2, el cual esta dado por

x̂2 =

(
i∂

∂k
+

i

2k
− φ
)2

= − ∂2

∂k2
− 1

k

∂

∂k
+

1

4k2
− 2φ

(
i∂

∂k
+

i

2k

)
+ φ2 .

Es importante resaltar dos problemas que surgen cuando se considera el operador
definido en (4.59), el primero es el término de derivada y el segundo es el factor
1/k en el operador. El término de derivada implica que se necesita considerar con
cuidado la condición de frontera en k = 0, tal que el término de frontera que
surge (cuando se integra por partes) no contribuya, en particular; se debe tener
para el operador x̂ que (ḡ f k)|k=0 = 0, esta condición es naturalmente satisfecha
por todos los estados con n ≥ 0. El término 1/k impone algunas condiciones de
decaimiento en el origen (k = 0) de manera que las integrales sean finitas. Por
lo tanto aún cuando el valor esperado de x̂ está bien definido para la Gaussiana
n = 0, este estado no está en el dominio del operador, i. e., el estado que resulta
de hacer actuar el operador x̂ sobre el estado con n = 0 es no normalizable y por
lo tanto no pertenece al espacio de Hilbert físico. Entonces se concluye que para
tener al operador x̂ en el conjunto de observables físicos se debe excluir el estado
n = 0 y considerar solo n ≥ 1.
En el caso n = 1 es directo (pero largo) calcular el valor esperado de x2, donde se
obtiene que

〈x̂2〉 = p2 +
1

σ2

(
1 + 3σ2

2k20

)
(

1 + 3σ2

4k20

) + 2pφ+ φ2 (4.61)
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de esta forma se tiene que la dispersión esta dada por

(∆x̂)2 = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 =
1

σ2

(
1 + 3σ2

2k20

)
(

1 + 3σ2

4k20

) , (4.62)

lo que nos dice que el parámetro σ tiene la interpretación esperada como el inverso
de la dispersión del observable x. Esto se da cuando k0 � σ y por lo tanto el
segundo término en la expresión anterior es muy cercano a uno.
Las relaciones de incertidumbre para los observables p̂φ y x̂ (para n = 1) están
dadas por

(∆p̂φ)2(∆x̂)2 =
~2

4

(
1 + 9σ4

16k40
+ 3σ2

4k20
− 9σ6

64k60

)(
1 + 3σ2

2k20

)
(

1 + 3σ2

4k20

)3 . (4.63)

Nótese que si k0 � σ entonces la relación de incertidumbre

(∆p̂φ)(∆x̂) ≥ ~
2

está muy cerca de ser satudara, como veremos en la siguiente sección estas con-
diciones son necesarias para que los estados Gaussianos generalizados representen
un estado semiclásico aceptable.
Para resumir, dado un punto (p̄φ, β̄) sobre Γ̂ se puede definir una familia de es-
tados coherentes (etiquetados por n) con coeficientes (k0, p). Estos estados están
centrados en el punto (p̄φ, β̄) tal que k0 = p̄φ/~ y −p = x̄ := 1

α
ln | tan(λβ̄/2)|. To-

davía queda el parámetro σ libre, excepto por la condición intermedia de que debe
ser pequeño comparado con k0. Además, se deben imponer condiciones adicionales
sobre los estados Gaussianos para seleccionar los estados semiclásicos.

4.3.2. Operador de Volumen

Empecemos por considerar el operador V̂ |φ que corresponde al volumen en el
tiempo φ. El valor esperado de este operador esta dado por la ecuación (4.34), de
manera que es suficiente con calcular las constantes V± dadas por

V± =
κ

α‖χ‖2
phy

∫ ∣∣∣∣dFdx
∣∣∣∣2 e∓αxdx , con κ = 4πγ`2

Plλ ,

Estas se pueden escribir como

V± =
Ṽ±
‖χ‖2

phy

=
1

‖χ‖2
phy

κ

α

∫
k(k ∓ iα) ¯̃F (k)F̃ (k ∓ iα) dk . (4.64)
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Si tomamos el estado F̃ (k) = kne−(k−k0)2/σ2
eipk

Ṽ± =
κ

α

∫ ∞
−∞

kkne−(k−k0)2/σ2

e−ipk[k ∓ iα][k ∓ iα]ne−(k∓iα−k0)2/σ2

eip(k∓iα)dk ,

que puede ser reescrito como

Ṽ± =
κ

α
e±pα

∫ ∞
−∞

[k(k ∓ iα)]n+1e−(k−k0)2/σ2

e−(k∓iα−k0)2/σ2

dk , (4.65)

es directo ver que al hacer el cambio de variables u =
√

2k−
√

2k0∓ iα√
2
la integral

(4.65) queda de la forma

Ṽ± =
κ√
2α

(
1

4

)n+1

e±pαeα
2/2σ2

∫ ∞
−∞

[
2u2 + 4

√
2k0u+ 4k2

0 + α2
]n+1

e−u
2/σ2

du .

Si tomamos n = 0

Ṽ± =
κ

α
√

2

(
1

4

)
e±pαeα

2/2σ2

∫ ∞
−∞

[
2u2 + 4

√
2k0u+ 4k2

0 + α2
]
e−u

2/σ2

du , (4.66)

de donde se obtiene que

Ṽ± =
κ

α 4
√

2
e±pα eα

2/2σ2√
π(σ3 + 4k2

0σ + α2σ) .

Si tomamos un estado normalizado usando la ecuación (4.49) el resutado es

V± =
Ṽ±
‖χ̃‖2

phy

=
πγ`2

Plλ

2α
e±pα eα

2/2σ2

[
4k0 +

σ2 + α2

k0

]
. (4.67)

Para calcular la dispersión del operador de volumen es necesario calcular tres
integrales W0,W+,W−. Empecemos por W0

W0 =
iα2

‖χ‖2
phy

∫ ∞
−∞

[
d2F̄

dx2

dF

dx
− dF̄

dx

d2F

dx2

]
dx, con α2 =

2πγ2`4
Plλ

2

3G
, (4.68)

que se puede reescribir como

W0 =
W̃0

‖χ‖2
phy

=
2α2

‖χ‖2
phy

∫ ∞
−∞

k3|F̃ (k)|2dk . (4.69)

Esta es la misma integral de la ecuación (4.55), por lo tanto para un estado nor-
malizado con n = 0 solo se necesita reemplazar ~2 por α2 en (4.57) para obtener

W0 = α2k
2
0

[
1 +

3σ2

4k2
0

]
. (4.70)
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Ahora calculemos W± = W̃±/‖χ‖2
phy, donde

W̃± = iα3

∫ ∞
−∞

e∓2αx

[
d2F̄

dx2

dF

dx
− dF̄

dx

d2F

dx2

]
dx, con α3 =

πγ2`4
Plλ

2

3G
, (4.71)

se puede escribir como

W̃± = α3

∫ ∞
−∞

k2
[

¯̃F (k)(k ∓ 2iα)F̃ (k ∓ 2iα) + (k ± 2iα) ¯̃F (k ∓ 2iα)F̃ (k)
]

dk .

Si tomamos como estado inicial F̃ (k) = kne−(k−k0)2/σ2
eipk entonces

W̃± = α3e
±2pα

∫ ∞
−∞

kn+2e−(k−k0)2/σ2

[(k ∓ 2iα)n+1e−(k∓2iα−k0)2/σ2

+ (k ± 2iα)n+1e−(k±2iα−k0)2/σ2

]dk .

Para hacer la integral

I(±) =

∫ ∞
−∞

kn+2e−(k−k0)2/σ2

(k ± 2iα)n+1e−(k±2iα−k0)2/σ2

dk ,

se usa el cambio de variables u =
√

2(k − k0 ± iα) y se obtiene

I(±) =

∫ ∞
−∞

(
u√
2

+ k0 ∓ iα
)n+2(

u√
2

+ k0 ∓ iα± 2iα

)n+1

e−u
2/σ2

e2α2/σ2 du√
2

=
e2α2/σ2

√
2

∫ ∞
−∞

[(
u√
2

+ k0

)2

+ α2

]n+1(
u√
2

+ k0 ∓ iα
)
e−u

2/σ2

du .

La parte real de I(±) es

Re[I(±)] =
e2α2/σ2

√
2

∫ ∞
−∞

[(
u√
2

+ k0

)2

+ α2

]n+1(
u√
2

+ k0

)
e−u

2/σ2

du . (4.72)

Por lo tanto Re[I(+)] = Re[I(−)] y la parte imaginaria de I(±) es

Im[I(±)] = ∓αe
2α2/σ2

√
2

∫ ∞
−∞

[(
u√
2

+ k0

)2

+ α2

]n+1

e−u
2/σ2

du ,

por lo que Im[I(+)] = −Im[I(−)]. Usando las partes reales e imaginarias se obtiene
que la integral W̃± tiene la forma

W̃± = α3e
±2pα[I(+) + I(−)] = 2α3e

±2pαRe[I(+)] . (4.73)
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Lo cual nos dice que W̃± es una cantidad real (como era de esperarse) y que solo
es necesario calcular la parte real (4.72). Tomando n = 0 se obtiene

Re[I(±)] =
e2α2/σ2

√
2

∫ ∞
−∞

[(
u√
2

+ k0

)2

+ α2

](
u√
2

+ k0

)
e−u

2/σ2

du

=
e2α2/σ2

√
2

∫ (
u3

22/3
+ 3

u2

2
k0 +

u√
2

(3k2
0 + α2) + (k3

0 + α2k0)

)
e−u

2/σ2

du .

Si usamos las integrales del apendice A.1 tenemos que

Re[I(±)] =
e2α2/σ2√

π√
2

(
3

4
k0σ

3 + k3
0σ + α2k0σ

)
, (4.74)

de lo cual se obtiene que

W̃± = α3e
±2pαe2α2/σ2√

2π

(
3

4
k0σ

3 + k3
0σ + α2k0σ

)
. (4.75)

Si se incluye la normalización del estado, el resultado es

W± =
πγ2`4

Plλ
2

3G
e±2pα e2α2/σ2

[
k2

0 +
3

4
σ2 + α2

]
. (4.76)

De esta ecuación y de (4.67) se puede ver que la diferencia en la dispersión relativa
asintótica (ecuación (4.37)) antes y después del rebote es cero, es decir, D = 0. Es
importante resaltar que este resultado es general y aplica para cualquier estado
Gaussiano que se defina como en (4.47) con n = 0, 1, 2, ... .

4.4. Condiciones de Semiclasicalidad *
Hasta ahora hemos considerado estados Gaussianos generalizados como estados
iniciales para los estados físicos en el modelo soluble con k = 0 y campo escalar
sin masa en el contexto de la cosmología cuántica de lazos. Hemos visto que los
parámetros que definen los estados tienen la interpretación esperada: el parámetro
k0 está relacionado con el valor esperado de p̂φ; −p con el valor esperado de x̂
y ~σ/2 con la dispersión de p̂φ. La única condición que se ha impuesto hasta el
momento es k0 � σ, la cual garantiza la validez de nuestra aproximación. También
vimos que para los estados que satisfacen las condiciones de consistencia hay dos
resultados: primero es que la dispersión relativa de pφ es pequeña y segundo es que
la relación de incertidumbre se satura (∆p̂φ)(∆x̂) ≈ ~/2. Desde este punto de vista
se puede afirmar que cualquier valor de k0 y σ que satisfaga la relación k0 � σ
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es aceptable para definir un estado semiclásico. El propósito de esta sección es
explorar esta cuestión y responder la siguiente pregunta: ¿Existen condiciones más
restrictivas que se deban imponer sobre k0 y σ para obtener estados semiclásicos?
veremos que la respuesta es sí.

4.4.1. Volumen Asintótico

Para responder la pregunta anterior vamos a considerar el operador de volumen.
Dado que todos los estados físicos tienen la propiedad que el valor esperado del
operador de volumen V̂ |φ a un tiempo φ tienen la misma forma funcional y por lo
tanto para valores grandes de φ siguen la misma dinámica de las ecuaciones clásicas
(i. e. las ecuaciones de Einstein) V (φ) ∼ e±αφ, entonces se necesitan más criterios
para seleccionar los estados que son semiclásicos. La estrategia es considerar la

dispersión relativa
(

(∆V̂ )/〈V̂ 〉
)2

φ
del operador de volumen a un tiempo φ. Se

espera que los estados semiclásicos tengan una dispersión relativa muy pequeña “a
tiempos largos”, cuando la dinámica se acerca a la dinámica clásica, por lo tanto
es natural considerar la dispersión relativa asintótica dada por

∆± := ĺım
φ→±∞

(
∆V̂

〈V̂ 〉

)2

φ

=
W±
V 2
±
− 1 . (4.77)

Es directo encontrar la expresión analítica de estas cantidades para nuestros esta-
dos (con n = 0)

∆± =
W±
V 2
±
− 1 = eα

2/σ2

(
1 + 3σ2

4k20
+ α2

k20

)
(

1 + σ2+α2

4k20

)2 − 1 . (4.78)

Es importante resaltar que en la expresión previa hay una competencia entre el
factor eα2/σ2 y la segunda parte. El exponencial se hace cercano a uno si σ es grande
comparado con α pero puede hacerse muy grande si σ es muy pequeño. Entonces
debe haber un valor óptimo σ̃ para el cual ∆± tiene el valor menor. La forma
de ∆± puede ser vista en la figura 4.1. Otro aspecto importante para considerar
es que no se ha impuesto ninguna condición sobre pφ, es decir, no se ha dicho
que tiene que ser “grande”, principalmente porque en la teoría clásica no hay una
cantidad dimensional con respecto a la cual comparar. En la teoría cuántica con la
introducción de ~ se tiene una escala, como se puede ver en la ecuación (4.78) y la
expresión para 〈p̂φ〉 la cantidad ~α tiene las mismas dimensiones de pφ. Aún más,
si se impone la condición k0 � α todos los términos en paréntesis en la ecuación
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(4.78) son pequeños. Entonces se puede tratar de encontrar el valor óptimo de σ.
Nótese que la condición k0 � α implica que 〈p̂φ〉 � ~α.
La condición que la expresión (4.78) sea un extremo es una ecuación cúbica y la
única solución físicamente interesante puede ser aproximada como

σ̃2 ≈ 2α k0 +
2

7
α2 . (4.79)

Dado que exigimos k0 � α entonces el segundo término es muy pequeño com-
parado con el primero y se puede aproximar como σ̃ ≈

√
2α k0. Es importante

resaltar que esta condición selecciona un valor preferido de σ para el cual el estado
es más semiclásico. Como se puede ver en la figura 4.1 si se hace σ ligeramente más
pequeño (con el objetivo hacer la dispersión más pequeña) la dispersión relativa
del volumen se hace más grande, haciendo que el estado no sea un buen candidato
a ser semiclásico. Nótese también que la condición k0 � α implica un valor grande
del momento pφ en la escala definida por ~α.
Si introducimos el valor σ̃ en la dispersión relativa, entonces esta se puede aproxi-
mar como

ĺım
φ→±∞

[
(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

]∣∣∣∣∣
σ̃

(k0) ≈ α

k0

. (4.80)

Esta aproximación tiene un error del 0,0002 % cuando k0 = 30000 (en unidades de
Planck) y se hace mejor la aproximación cuando k0 se hace más grande. Esto nos
da la relación precisa entre el parámetro k0 que controla el valor esperado de pφ y
el valor mínimo de la dispersión relativa asintótica del operador de volumen. En la
figura 4.1 se puede ver que para σ2 < σ̃2 la función es exponencial y para σ2 > σ̃2

la función tiene un comportamiento polinomial.
Para resumir, hemos visto que no cualquier estado Gaussiano sería un estado
semiclásico aceptable. Con el fin de minimizar la dispersión relativa asintótica ∆±
se consideró el parámetro σ como función del otro parámetro relevante (k0), es
decir, tomar σ del orden de σ̃2 ∼ 2αk0. Los estados para los cuales esta condición
no se satisface van a presentar en general grandes fluctuaciones cuánticas en la
región donde se espera sean pequeñas (para tiempos largos antes y después del
rebote), por lo cual no pueden ser considerados como semiclásicos.
Asumamos que se toma el valor σ̃ para σ, entonces surge la siguiente pregunta:
¿Se pueden reproducir algunas características de la “dinámica efectiva”? como se
discutió antes, la ligadura Hamiltoniana “clásica” que se obtiene al reemplazar las
cantidades clásicas como la conexión y la curvatura por sus correspondientes ho-
lonomias con un parámetro finito λ se puede ver como el punto de partida para la
“cuantización polimérica” o el “límite clásico” de la teoría clásica cuantizada a la
lazos. En cualquier caso se espera que los estados semiclásicos de la teoría cuántica
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Figura 4.1: Dispersión relativa asintótica ∆± como función de σ2, con α ≈ 6,14,
n = 0, p = 0 y k0 = 30000 en unidades de Planck. Esta función presenta dos
comportamientos cerca al mínimo σ̃; la primera es que para σ2 < σ̃2 la función
crece de forma exponencial; la segunda es que para σ2 > σ̃2 la función crece de
forma polinomial.

describan de manera aproximada la “teoría clásica” en un regimen apropiado, en
otras palabras, se quiere saber cuando la dinámica efectiva es una buena aproxi-
mación a la dinámica cuántica. Finalmente cabe hacerse la pregunta: ¿Se pueden
tomar los parámetros de los estados Gaussianos de tal manera que la dinámica
efectiva no sea una buena aproximación? La respuesta a esta pregunta se presenta
en la siguiente sección.

4.4.2. ¿Qué tan Semiclásico es el Rebote?

Un problema importante es saber que tan semiclásico es el estado en el rebote, es
decir, si el estado tiene una dispersión relativa asintótica ∆± pequeña se quisiera
saber cual es la dispersión relativa en el rebote y como es comparada con ∆±.
Una gráfica de la dispersión relativa como función del tiempo interno φ se muestra
en la figura 4.2, donde se puede apreciar que la dispersión relativa está acotada,
tiene un valor mínimo en el rebote y tiende asintóticamente a ∆±. Por lo tanto,
de manera sorpresiva el estado no se vuelve “más cuántico” en la escala de Planck
sino que preserva su coherencia cuando cruza el rebote.
Tratemos de estimar un valor para la dispersión relativa comparando con su valor
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asintótico. Se sabe que en el rebote para los estados Gaussianos φ
b

= 1
2α

ln
∣∣∣V−V+ ∣∣∣ =

1
4α

ln
∣∣∣W−W+

∣∣∣ entonces 〈V̂ 〉φ
b

= 2
√
V+V− y

(∆V̂ )2
φ
b

= W0 − 4V+V− + 2
√
W−W+ . (4.81)

Por lo tanto la dispersión relativa en el rebote es

(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

∣∣∣∣∣
φ
b

=
W0 + 2

√
W−W+

4V+V−
− 1 . (4.82)

Para n = 0 en el estado Gaussiano se obtiene

(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

∣∣∣∣∣
φ
b

− 1

2

(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

∣∣∣∣∣
φ→±∞

=
e−α

2/σ2
(

1 + 3σ2

4k20

)
2
(

1 + σ2+α2

4k20

)2 −
1

2
. (4.83)

Si se impone que k0 � σ � α, lo cual se satisface si tomamos σ = σ̃ =
√

2αk0,

Figura 4.2: Dispersión relativa (∆V̂ )2/〈V̂ 〉2 como función del tiempo interno φ con
α ≈ 6,14 y k0 = 30000 en unidades de Planck. Nótese que el mínimo está en el
rebote (que corresponde a φ = 0). El valor en el rebote es aproximadamente 1/2
de su valor asintótico para todos los estados Gaussianos generalizados.

entonces la última ecuación toma la forma

(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

∣∣∣∣∣
φ
b

− 1

2

(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

∣∣∣∣∣
φ→±∞

= O(α2/σ2) +O(σ2/k2
o) .
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Esto nos dice que cuando k0 � σ � α la dispersión relativa del volumen en el
rebote se hace

(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

∣∣∣∣∣
φ
b

≈ 1

2

(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

∣∣∣∣∣
φ→±∞

=
1

2
∆± . (4.84)

Esta aproximación tiene un error del 0,007 % para k0 = 30000 y el error se hace
más pequeño a medida que k0 se hace más grande. Si se usan las ecuaciones (4.84)
y (4.80) y se toma el valor de σ que minimiza la dispersión relativa, se obtiene

(∆V̂ )2

〈V̂ 〉2

∣∣∣∣∣
φ
b

≈ α

2k0

.

Esta aproximación tiene un error del 0,01 % para k0 = 30000 y el error se hace más
pequeño a medida que k0 se hace más grande. También se realizó una exploración
numérica exhaustiva para n ≥ 1 y se vió que la dispersión relativa igualmente se
hace más pequeña en el rebote y es aproximadamente 1/2 de su valor asintótico.
Por lo tanto se puede concluir que el estado que satisface la condición k0 � σ � α
exhibe también un comportamiento semiclásico en el rebote, aún más, la dispersión
relativa en el rebote es aproximadamente 1/2 de su valor asintótico. Estos resul-
tados analíticos dan soporte a las exploraciones numéricas reportadas en [16, 17].

4.4.3. Volumen y Densidad de Energía en el Rebote

Habiendo mostrado que los estados semiclásicos también se comportan semiclási-
cos en el rebote es natural preguntarse si el estado produce observables (a través
de sus valores esperados) que siguen alguna trayectoria clásica. La respuesta es sí,
pero la “teoría clásica” a la que aproxima no es la teoría clásica estandar (Relati-
vidad General + campo escalar sin masa) sino a una teoría efectiva definida por
una ligadura Hamiltoniana Cλ efectiva [69], la cual contiene la escala geométrica
cuántica λ. La dinámica efectiva es generada por la ligadura Hamiltoniana

Hλ = − 3

8πGγ2λ2
V 2 sin2(λβ) +

p2
φ

2
≈ 0

y contiene varias características importantes. La primera es que todas las trayec-
torias tienen un rebote que ocurre a la misma densidad crítica ρcrit = 3

8πGγ2λ2
; la

segunda es que el volumen alcanza su valor mínimo en el rebote y su valor depende
del observable pφ y esta dado por

Vmin =

√
8πGγ2λ2

6
pφ . (4.85)
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En la teoría cuántica se vió que todos los estados físicos tienen un rebote y el
valor mínimo del volumen esta dado por Vbounce = 2

√
V+ V−. Es natural entonces

buscar el volumen correspondiente en el rebote para nuestra familia de estados
Gaussianos. Es fácil mostrar que el valor mínimo del volumen es (con n = 0)

Vbounce =
4πγ`2

Plλ

α
eα

2/2σ2

k0

[
1 +

σ2 + α2

4k2
0

]
. (4.86)

Se puede reescribir como

Vbounce =
4πγ`2

Plλ

α
k0 +O(α2/σ2) +O(σ2/k2

0) +O(α2/k2
0) .

Si retomamos el resultado previo (〈p̂φ〉 = ~ k0 + O(σ2/k2
0)) y asumimos las condi-

ciones de semiclasicalidad encontradas de la sección anterior (σ � α y k0 � σ),
entonces de la ecuación (4.86) se tiene que Vbounce ≈

4πγ`2Plλ

α

〈p̂φ〉
~ , usando el valor de

α =
√

12πG se concluye que
Vbounce ≈ Vmin , (4.87)

que es lo que deseabamos mostrar. Nótese que mientras mayor sea el valor de k0

mejor será la aproximación. En otras palabras, si k0 no fuera lo suficientemente
grande (comparado con α) entonces no solo la dispersión relativa asintótica del
volumen sería grande sino que también las ecuaciones efectivas no serían una buena
aproximación a la dinámica cuántica.
Otro resultado importante para este modelo soluble es que la densidad de energía
ρ esta acotada por la densidad crítica ρcrit [8], es natural entonces preguntarse ¿có-
mo es el comportamiento de la densidad de energía en el rebote para los estados
semiclásicos que estamos estudiando? Uno se imaginaría que mientras más semi-
clásico sea el estado, mayor es la densidad en el rebote. Ahora queremos explorar
la validez de esta afirmación por medio del estudio de varias cantidades que miden
la densidad. La cantidad más simple que uno puede definir es ρ̃ =

〈p̂φ〉2

2〈V̂ 〉2 , la cual
se demostró que estaba acotada por ρcrit [8], es directo calcular el valor de esta
densidad para los estados con n = 0

ρ̃ = ρcrit

e−α
2/σ2

(
1 + σ2

4k20

)2

(
1 + σ2+α2

4k20

)2 . (4.88)

Nótese que ρ̃ < ρcrit y cuando k0 →∞ la densidad se acerca a su valor máximo ρcrit.
Se puede ver que al dejar fijo k0 y libre a σ, cuando σ crece la densidad crece y se
aproxima a ρcrit. Por lo tanto imponer que la densidad en el rebote se aproxime a la
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densidad crítica no impone condiciones muy restrictivas sobre σ, como si lo hace la
dispersión relativa asintótica. Adviértase también que cuando k0 es suficientemente
pequeño para ser del orden de α, la densidad en el rebote estaría lejos de la densidad
crítica, lo cual da otra indicación de que estados con k0 pequeño no son semiclásicos.
Las otras cantidades que pueden representar la densidad usando las expresiones
para 〈p̂2

φ〉 y 〈V̂ 2〉, dan el mismo resultado cualitativo, que se aproximan a ρcrit

cuando k0 se hace grande.

4.4.4. ¿Dónde está la Región Clásica?
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Figura 4.3: Valores φ̃ de φ para los cuales alcanza la región clásica como función
de k0. Las gráficas son: δ = 1 puntos, δ = 0,5 guiones, δ = 0,25 puntos-guiones,
δ = 0,125 línea inferior, δ = 0,0625 línea media y δ = 0,03125 línea superior.
Nótese que para valores grandes de k0 el tiempo φ̃ permanece constante.

En la descripción de la cosmología cuántica de lazos, cuando la dinámica es go-
bernada por las ecuaciones efectivas, se puede hacer sin ambigüedad la pregunta
¿cuándo se recobra la dinámica clásica de la Relatividad General? Una manera de
medir esto puede ser en términos de la variable β (cuando λβ � 1) o en términos
de la densidad de energía (ρ � ρcrit). Sin embargo si se quiere hacer la misma
pregunta en el contexto cuántico entonces se encuentra con el siguiente dilema:
como se vió en las secciones anteriores, un estado Gaussiano permanece semiclá-
sico cuando cruza el rebote, de hecho se hace más semiclásico en el rebote. Por
lo tanto no podemos decir cuando el estado se vuelve semiclásico basándonos en
el comportamiento de las dispersiones de los operadores relevantes. Aún así, nos
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Figura 4.4: Valores de la densidad para distintos valores de δ(φ̃) como función de
k0. Se toma ρ1,2,3,4/ρcrit, para los cuales δ = 1 puntos, δ = 0,5 guiones, δ = 0,25
puntos-guiones, δ = 0,125 línea superior, δ = 0,0625 línea media y δ = 0,03125
línea inferior.

gustaría tener una noción de transición del dominio de la gravedad cuántica al
dominio de la gravedad clásica (donde los efectos cuánticos son pequeños). Con
el fin de lograr esto proponemos un criterio por medio de la definición del error
(porcentual) entre la dispersión relativa y la dispersión relativa asintótica

δ(φ) :=

(∆V )2

〈V 〉2

∣∣∣
φ
−∆+

∆+

× 100 . (4.89)

Esperamos que este error sea pequeño a medida que se acerca a la región clásica.
Ahora queremos motivar esta propuesta. Si bien no se puede definir una transición
en términos de un cambio en la dispersión relativa de los operadores básicos, si se
puede comparar con los valores del modelo de Wheeler DeWitt (WDW). Se sabe
que el valor esperado de los observables en la teoría de WDW sigue de cerca la
dinámica clásica de la relatividad general y dado que hay una manera canónica de
mapear un estado en cosmología cuántica de lazos a un estado en WDW entonces
la comparación entre los valores esperados está bien definida [8]. Esto se realizó
para nuestros estados Gaussianos y calculamos las dispersiones relativas para el
volumen, lo cual resulto para la dinámica de WDW que la dispersión relativa es
una constante en el tiempo φ y su valor corresponde precisamente al valor de la
dispersión relativa asintótica calculada de la cosmología cuántica de lazos (CCL).
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Por lo tanto la dinámica de la CCL no solo se aproxima a la de WDW por medio
del valor esperado de los observables, sino que también aproxima la dispersión
relativa de los observables. Por lo cual está bien justificado medir la transición
al “regimen clásico” en términos de que tan cerca esta la evolución en CCL a la
evolución en WDW.
Con el fin de saber dónde empieza la región clásica se halla el valor de φ para el
cual δ = 1/2m con m = 0, ..., 5, tomando φ = 0 en el rebote. Los valores de φ que
satisfacen esta condición se denotan como φ̃ y se muestran en la figura 4.3. Luego
se evaluan las densidades ρ1 =

〈p̂φ〉2

2〈V̂ 〉2 , ρ2 =
〈p̂φ〉2

2〈V̂ 2〉 , ρ3 =
〈p̂2φ〉

2〈V̂ 〉2 , ρ4 =
〈p̂2φ〉

2〈V̂ 2〉 en los

valores φ̃. La densidad se muestra en la figura 4.4 (esta gráfica no depende de la
densidad que se use ρ1, ρ2, ρ3, ρ4). De la figura 4.4 se puede ver que

ρ(φ̃)

ρcrit

∼ δ(φ̃)

5
, (4.90)

con k0 � α, σ = σ̃ =
√

2αk0, p = 0 y n = 0. Los resultados son similares si se
considera n > 0. Aún más, si tomamos p 6= 0 lo único que cambia es el valor de φ
en el rebote. Si se varia σ con k0 fijo, entonces para valores grandes de σ (mayores
que σ̃) el tiempo φ̃ en que se llega a la región clásica es menor. Cuando esto ocurre
el valor de la densidad es más cercano al valor crítico y en el límite en que σ es
muy grande la región clásica empieza en el rebote, lo cual no tiene sentido. Esto
muestra que es necesario tomar σ cerca del valor σ̃.
La relación dada en la ecuación (4.90) nos dice el orden de las correcciones cuánti-
cas. Entonces si decimos que las correciones son despreciables cuando, por ejemplo,
δ ∼ 10−10 entonces la densidad es del orden ρ/ρcrit ∼ 2× 10−11. Por último es im-
portante recordar que los estados Gaussianos generalizados son simétricos respecto
al rebote, es decir, ∆+ = ∆−. Por lo tanto todas las conclusiones de esta sección
aplican también a la región antes del rebote.
Para concluir queremos resumir esta sección. Se vió que imponer condiciones físicas
apropiadas sobre el comportamiento de los observables físicos son suficientes pa-
ra restringir los parámetros que caracterizan los estados Gaussianos generalizados
(4.47) y obtener estados verdaderamente semiclásicos. De los tres parámetros con-
tinuos que caracterizan los estados (k0, σ, p), dos de ellos (k0, σ) son fijados por las
condiciones de semiclasicalidad, mientras que la elección del valor de p representa
una elección real de las condiciones iniciales. Se vió que al exigir que la dispersión
relativa asintótica de p̂φ fuera pequeña implica que σ � k0 y que la dispersión
relativa asintótica del volumen fuera pequeña implica que k0 � σ � α. Si estas
condiciones se satisfacen se dice que los estados son semiclásicos y permanecen
semiclásicos cuando cruzan el rebote, donde el volumen y la densidad estan muy
bien aproximados por la teoría efectiva.
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Hasta ahora se ha considerado el modelo de FRW espacialmente plano sin especi-
ficar la topología de la sección espacial Σ. Si la topología de Σ es la de un tres toro
T3 la interpretación de las variables V y β es clara: V es el volumen del universo
a un tiempo φ y β es su variable conjugada definida por la estructura simpléctica
(y relacionada con el parámetro de Hubble en el límite de relatividad general). En
este caso todos los resultados tienen una interpretación clara. Las condiciones de
semiclasicalidad implican que la teoría solo puede tener un límite clásico si el uni-
verso rebota cuando el volumen es mucho más grande que el volumen de Planck.
Por lo tanto no se pueden tener estados semiclásicos que reboten cerca al volumen
de Planck, lo cual se debe a que las dispersiones relativas asintóticas del volumen
(y de x̂) no son pequeñas en este caso. Como fue mostrado anteriormente [17, 68],
en el caso de un universo espacialmente cerrado la escala de Planck es definida por
la densidad de energía que es cercana a la densidad de Planck y no por el volumen
en el rebote, el cual puede tomar cualquier valor. Por otro lado si la topología de la
sección espacial es R3 el universo es abierto y se debe introducir una celda auxiliar
para que la formulación Hamiltoniana tenga sentido, esto introduce un grado de
libertad extra que es físicamente irrelevante. En la siguiente sección se muestra
que implicación tienen nuestros resultados en este escenario.

4.5. Dependencia bajo Reescalamiento *

Los resultados previos muestran que los estados Gaussianos con valores grandes
de k0 se comportan más semiclásicos, en contradicción con la intuición clásica
que nos dice que “reescalar k0” es físicamente irrelevante. Esto es debido a que el
modelo de FRW con k = 0 tiene una simetría de reescalamiento de las ecuaciones
de movimiento y de la métrica del espacio-tiempo, esta simetría está dada por
(V, β, φ, pφ)→ (`V, β, φ, `pφ) con ` constante. Esto puede ser entendido como una
simetría que viene de la libertad en tomar la celda auxiliar con la que se hace
la formulación de la teoría [38]. La dependencia en k0 de la semiclasicalidad de
los estados nos llevaría a concluir que la simetría bajo reescalamiento de la teoría
clásica no está presente dentro de la familia de estados que estamos considerando
cuando k0 es del orden de α. Sin embargo cuando k0 se hace grande todas las
propiedades del estado permanecen invariantes (en el sentido de que aproximan
bien la teoría efectiva). Esto nos lleva a pensar que posiblemente la simetría de
reescalamiento se recobra de manera aproximada cuando pφ es grande. El objetivo
de esta sección es precisar esta afirmación y mostrar que es cierta. El primer
problema importante que surge es la implementación de la “libertad de norma” de
reescalamiento, que está presente tanto a nivel clásico como a nivel efectivo. Esta
“libertad de norma"se puede entender a nivel clásico (y efectivo) como un mapeo
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entre dos teorías en dos celdas distintas, lo cual puede ser reinterpretado como un
mapeo en cada teoría definido sobre una celda auxiliar V .
Para ser más precisos consideremos la celda V y la celda V ′ obtenida de la primera
por medio de un reescalamiento constante dado por el factor `, entonces existe un
mapeo del espacio de fase ΓV de la teoría en la celda V al espacio de fase ΓV ′ ,
donde este mapeo esta dado por (β, V, φ, pφ)V → (β, `V, φ, `pφ)V ′ , por lo tanto la
arbitrariedad en la definición de la celda auxiliar (que debe dar descripciones fí-
sicas identicas) puede ser reinterpretada como una transformación sobre ΓV que
deberia conectar dos configuraciones físicas indistinguibles. Aunque esto parece
una suposición razonable resulta no ser cierta ya que al analizar las transfomacio-
nes del espacio de fase resulta que no corresponde a una simetría del espacio de
fase, es decir, la transformación no preserva la estructura simpléctica aún cuando
conecta dos soluciones. Desde el punto de vista de los sistemas con ligadura es-
ta transformación conecta dos órbitas de norma distintas lo cual tampoco es un
simplectomorfismo en el espacio de fase físico. En este sentido esta simetría no
puede ser considerada como una “libertad de norma” en el lenguaje Hamiltoniano
estandar.

Dado que esta transfomación no es canónica cabe preguntarse, ¿Se espera que
su implementación cuántica sea unitaria? de hecho lo que uno quisiera tener es
un mapeo tal que un estado ψV para la teoría en la celda V sea enviado a un
estado ψ′V ′ de tal manera que el valor esperado de p̂φ tenga las propiedades de
transformación adecuadas: 〈p̂φ〉V ′ = ` 〈p̂φ〉V . Si este mapeo también relaciona los
valores esperados del volumen como 〈V̂ |φ〉V ′ = ` 〈V̂ |φ〉V entonces se tendría una
implementación cuántica del reescalamiento 3.

Se mostrara que esto no se puede llevar a cabo en nuestro modelo para la fami-
lia de estados que estamos considerando. Se debe recordar que los estados están
etiquetados por los parámetros (k0, p, σ)n tal que para una configuración clásica
(p̄φ, x̄) (al tiempo φ = 0) hay una elección preferida de los parámetros (k0, p, σ)n
que selecciona un estado semiclásico único para un valor de n dado. Entonces ca-
be preguntarse como estos parámetros deben “transformar” de tal manera que se
pueda implementar la simetría en el espacio de soluciones. La respuesta natural a
esta pregunta es que la simetría de reescalamiento induce una transformación en el
espacio de fase y por lo tanto en el espacio de etiquetas (p̄φ, x̄) que define la confi-
guración clásica que es descrita por el estado cuántico. Por lo tanto hay una única
implementación de la simetría clásica en el espacio de estados Gaussianos genera-
lizados que estamos considerando. Ahora la pregunta es, ¿bajo que mapeo entre
estados los valores esperados de los observables p̂φ y V̂φ escalan apropiadamente?

3Además se debe requerir que los momentos más altos transformen adecuadamente.
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Exploremos esta pregunta con un poco más de detalle. De la ecuación (4.54) se
puede ver que para implementar el reescalamiento en p̂φ el mapeo natural entre
estados sería enviar un estado con etiquetas (k0, p, σ) a un estado (k′0 = ` k0, p, σ

′ =
` σ) y de esta manera obtener 〈p̂φ〉V ′ = ` 〈p̂φ〉V . Pero aún cuando ψV se toma como
estado semiclásico el nuevo estado ψV ′ no será semiclásico en general. Para ser más
precisos, las condiciones de semiclasicalidad (para cualquier celda unitaria) nos
dicen que σ debe ser del orden de

√
2α k0 entonces se puede asumir que ψV(k0, p0, σ)

satisface esta condición, pero en el nuevo estado ψV ′(k′0, p′0, σ′) se tiene

σ′ = ` σ =
√

2`2α k0 = `1/2
√

2αk′0 .

Por lo tanto σ′ cumplirá con las condiciones de semiclasicalidad para la celda V ′
solo si `1/2 no es muy diferente de uno. Si consideramos el mapeo canónico de
las etiquetas de los estados que viene de la simetría clásica, tal que actúa entre
el conjunto de estados semiclásicos con σ = σ̃(k0). En este caso incluso el valor
esperado de p̂φ no será invariante sino que cambiará como

〈p̂φ〉′ = ~k′0
(

1 +
σ′2

4k′0
2

)
= `~k0

(
1 +

1

`

σ2

4k0
2

)
.

La diferencia relativa respecto a los valores `〈p̂φ〉 reescalados es

|〈p̂φ〉′ − `〈p̂φ〉|
`〈p̂φ〉

=
α

2k0

∣∣∣∣1− 1

`

∣∣∣∣+O(α2/k2
0) . (4.91)

Nótese que si el estado original era semiclásico (k0 � α) entonces la diferencia
relativa será pequeña siempre que ` sea de orden uno o mayor. Entonces se puede
decir que hay una invarianza de escala aproximada. Por otro lado si `� 1 entonces
la diferencia relativa puede ser grande y en consecuencia la simetría de reescala-
miento no se puede recobrar ni siquiera en forma aproximada. También se puede
estudiar el valor esperado de la densidad en el rebote, el cual es un observable in-
dependiente de la celda. Es directo ver que los términos de la forma α2/k2

0 y α2/σ2

rompen la independencia bajo reescalamiento. Esto se puede ver de la expresión
del volumen en el rebote (4.86) que posee tales términos.

Se puede concluir que solo en el límite de k0 grande respecto a α la densidad en
el rebote se aproxima a la densidad crítica y la independencia de la celda auxi-
liar se recobra aproximadamente para nuestra clase de estados semiclásicos. Por
último queremos introducir una noción más débil para observables genéricos llama-
da invarianza bajo reescalamiento aproximada y definida de la siguiente manera:
conservamos las condiciones de semiclasicalidad, para cada valor de k0 tomamos
σ = σ̃(k0) con σ � α y luego consideramos el comportamiento de las dispersiones.
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Se dice que la invarianza bajo reescalamiento aproximada esta implementada si
los valores esperados de los “observables verdaderos” Ôi que clasicamente son in-
dependientes de la celda (y por lo tanto relevantes observacionalmente, tales como
la densidad de energía, la expansión y la curvatura) “convergen” a su valor clásico
correspondiente para valores grandes de k0. Para ser más precisos, dado un K > 0
y para cualquier dos valores k0 y k′0 (ambos mayores que K) existe convergencia
si la diferencia en los correspondientes valores esperados es más pequeña que cual-
quier tolerancia ε: |〈Ôi〉 − 〈Ôi〉′| < ε para todo k0, k

′
0 > K. De forma similar se

pueden imponer condiciones de convergencia en las dispersiones de las cantidades
independientes de la celda; de la expresión anterior se puede ver que en el modelo
soluble de cosmología cuántica de lazos la invarianza bajo reescalamiento aproxi-
mada se satisface para nuestra clase de estados, es decir, para unK suficientemente
grande y una elección del parámetro de tolerancia ε, las predicciones observables
son indistinguibles para las teorías definidas en las celdas V y V ′ para estados que
satisfacen las condiciones de semiclasicalidad. Finalmente es importante notar que
la simetría de reescalamiento es una cualidad del modelo abierto k = 0 y no de la
cuantización en particular, por lo tanto este problema también esta presente en la
teoría cuántica de Wheeler-De Witt del modelo plano y la discusión en este caso
será muy similar a la que hemos realizado.
Los estados Gaussianos que hemos considerado no son los más generales que se
pueden estudiar, por esta razón en la siguiente sección se estudiaran los estados
apretados 4 que son una generalización de los estados Gaussianos. Se quiere compa-
rar las propiedades de semiclasicalidad de los estados apretados con los Gaussianos.

4.6. Estados Apretados *

En esta sección consideramos estados que generalizan a los estados Gaussianos. La
estrategia a seguir será considerar estados apretados que están cercanos a los esta-
dos Gaussianos semiclásicos y comparar sus propiedades. En particular se quiere
saber si los estados apretados pueden mejorar las propiedades de semiclasicali-
dad, tales como la dispersión relativa del volumen o que tanto aproxima la teoría
efectiva.
Los estados Gaussianos generalizados que se han considerado hasta ahora tienen
tres parámetros reales (p, k0, σ) y un parámetro discreto (n). Vimos que dado un
punto en el espacio de fase clásico se puede aproximar la dinámica interna de la

4El nombre de estos estados viene de “squeezed states”, que puede traducirse como “estados
exprimidos”, “estados apretados”, “estados comprimidos”, “estados ajustados” o “estados apachu-
rrados”, por una elección un poco arbitraria que obedece al sentido de estética del autor se toma
la traducción “estados apretados”.



98 Cosmología Numérica en Gravedad Cuántica de Lazos

teoría con una elección de p y de imponer las condiciones de semiclasicalidad sobre
k0 y σ.
Consideremos ahora los estados iniciales como

F̃ (k) =

{
kne−η(k−β)2 , para k > 0, η, β ∈ C

0, para k ≤ 0,
(4.92)

que dependen de dos parámetros complejos (η, β). Los estados apretados se pueden
reducir a los Gaussianos si hacemos

Im(η) =: ηI = 0, Re(η) =: ηR =
1

σ2
, Re(β) =: βR = k0, 2ηRβI = p . (4.93)

Esto nos muestra que el parámetro extra en la definición de los estados apretados
es la parte imaginaria de η. La norma de estos estados en el espacio k está dada
por

(χ̃, χ̃)phy = 2

∫ ∞
−∞

kk2ne−η(k−β)2e−η̄(k−β̄)2dk .

Usando la relación (A.9) con t = 0, la última integral queda como

‖χ̃‖2
phy = 2e2ηR(a2−β2

R+β2
I )e4ηIβIβR

∫ ∞
−∞

k2n+1e−2ηR(k−a)2dk , (4.94)

donde
a = βR − βI

ηI
ηR

. (4.95)

Si queremos la convergencia de la integral entonces debemos imponer que ηR >
0 y se queremos seleccionar las frecuencias positivas entonces a � 1√

ηR
, i. e.,

βR− βI ηIηR �
1√
ηR
. Con estas suposiciones las integrales quedan bien definidas y el

error es pequeño, como se muestra en el apéndice A.2.
Si tomamos n = 0 y con el cambio de variables u = k − a se obtiene

‖χ̃‖2
phy = 2e2ηR(a2−β2

R+β2
I )e4ηIβIβR

∫ ∞
−∞

(u+ a)e−2ηRu
2

dk , (4.96)

entonces

‖χ̃‖2
phy = a

√
2π

ηR
e2ηR(a2−β2

R+β2
I )e4ηIβIβR . (4.97)
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4.6.1. Observables Elementales

Se puede calcular el valor esperado y la dispersión del observable

〈p̂φ〉 =
2~
‖χ̃‖2

phy

∫ ∞
−∞

k2n+2e−η̄(k−β̄)2e−η(k−β)2dk. (4.98)

Si se usa la ecuación (A.9) con t = 0, se obtiene

〈p̂φ〉 =
2~
‖χ̃‖2

phy

e2ηR(a2−β2
R+β2

I )e4ηIβIβR

∫ ∞
−∞

k2n+2e−2ηR(k−a)2dk . (4.99)

Si tomamos n = 0 y hacemos el cambio de variables u = k − a entonces

〈p̂φ〉 =
2~
‖χ̃‖2

phy

e2ηR(a2−β2
R+β2

I )e4ηIβIβR

∫ ∞
−∞

(u+ a)2e−2ηRu
2

dk

=
2~
‖χ̃‖2

phy

e2ηR(a2−β2
R+β2

I )e4ηIβIβR

[√
π

2
(2ηR)−3/2 + a2

√
π

2ηR

]
. (4.100)

Si se usa la ecuación (4.97) se obtiene

〈p̂φ〉 =
~
a

[
1

4ηR
+ a2

]
. (4.101)

Ahora queremos calcular el valor esperado de p̂2
φ

〈p̂2
φ〉 =

2~2

‖χ̃‖2
phy

∫ ∞
−∞

k3|F̃ (k)|2dk, (4.102)

en el estado apretado (4.92) queda como

〈p̂2
φ〉 =

2~2

‖χ̃‖2
phy

∫ ∞
−∞

k2n+3e−η̄(k−β̄)2e−η(k−β)2dk. (4.103)

Si se usa la ecuación (4.97) y se toma n = 0 el resultado es

〈p̂2
φ〉 = ~2

[
3

4ηR
+ a2

]
, (4.104)

con esto se puede hallar la dispersión

(∆p̂φ)2 =
~2

4ηR
− ~2

16η2
Ra

2
. (4.105)

Si lo escribimos en términos de las variables originales queda como

(∆p̂φ)2 =
~2

4ηR
− ~2

16η2
R

(
βR − βI

ηI
ηR

)−2

. (4.106)
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4.6.2. Volumen

Debemos calcular las cantidades V± y W0,± de las cuales se puede hallar el valor
esperado y la dispersión del operador de volumen. Los coeficientes relevantes son

V± =
κ

α

∫ ∞
−∞

(−ik)kne−η̄(k−β̄)2 i[k ∓ iα][k ∓ iα]ne−η(k∓iα−β)2dk

=
κ

α

∫ ∞
−∞

kn+1[k ∓ iα]n+1e−η̄(k−β̄)2e−η(k∓iα−β)2dk. (4.107)

con κ = 4πγ`2
Plλ. Como en la sección anterior, solo se escribe explícitamente el

caso n = 0. La expresión anterior se puede poner de la forma

V± =
κ

aα
exp

[(
α2ηR

2
± 2αβIηR

)(
1 +

η2
I

η2
R

)][
1

8ηR
+
b2
±

2
+
α2

8

]
, (4.108)

donde b± = a∓ α
2
ηI
ηR

= βR− ηI
ηR

(
βI ± α

2

)
. Si queremos escribir la expresión (4.108)

en las variables Gaussianas se obtiene

V± =
κ

α

(
k0 − ηI

pσ4

2

)−1

exp

[(
α2

2σ2
± pα

)(
1 + η2

Iσ
4
)]
×[

σ2

8
+

1

2

(
k0 − ηIσ2

(
pσ2

2
± α

2

))2

+
α2

8

]
(4.109)

lo cual se reduce al caso Gaussiano cuando ηI = 0.
Las siguientes cantidades que se necesitan calcular para obtener la dispersión del
operador de volumen son los coeficientes (W0,W±), el primero está dado por

W0 = 2α2

∫ ∞
−∞

k3|F̃ (k)|2dk, con α2 =
2πγ2`4

Plλ
2

3G
. (4.110)

Esta es la misma integral de la ecuación (4.102). Entonces si tomamos n = 0 y se
reemplaza ~2 por α2 en la ecuación (4.102) se obtiene que

W0 = α2

[
3

4ηR
+

(
βR − βI

ηI
ηR

)2
]
. (4.111)

Las otras cantidades estan dadas por la expresión

W± = α3

∫ ∞
−∞

k2
[

¯̃F (k)(k ∓ 2iα)F̃ (k ∓ 2iα) + C.C.
]

dk ,

= 2α3Re [I±] , (4.112)
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con α3 =
πγ2`4Plλ

2

3G
y I± =

∫∞
−∞ k

2 ¯̃F (k)(k ∓ 2iα)F̃ (k ∓ 2iα)dk. Si tomamos n = 0 se
obtiene

W± = α3 exp

[(
2α2ηR ± 4αηRβI

)(
1 +

η2
I

η2
R

)]
×
[
b′±

2ηRa
+

1

4ηR
+ b

′2
± + α2

]
,

con b′± = a∓ α ηI
ηR

= βR − ηI
ηR

(βI ± α).
Ahora es directo calcular la dispersión relativa asintótica del volumen

∆± =
a2

4
exp

[
α2ηR

(
1 +

η2
I

η2
R

)] [ b′±
2ηRa

+ 1
4ηR

+ b
′2
± + α2

]
[

1
8ηR

+
b2±
2

+ α2

8

]2 − 1 . (4.113)

4.6.3. Condiciones de Semiclasicalidad

En esta sección queremos estudiar como se satisfacen las condiciones de semiclasi-
calidad cuando nos movemos a lo largo del parámetro ηI empezando en los estados
Gaussianos (que corresponden a ηI = 0). En lugar de hacer un análisis exhaustivo
(como se hizo con los estados Gaussianos) se calculan las cantidades relevantes y
se grafican.

Anteriormente al imponer sobre los estados Gaussianos que la dispersión relativa
asintótica del volumen fuera un mínimo se obtenía un ancho óptimo σ = σ̃ ≈√

2αk0 para las Gaussianas. Este valor tiene también la propiedad de que la den-
sidad en el rebote es muy cercana a la densidad crítica ρcrit. En la figura 4.5 se
muestra la dispersión relativa asintótica y la densidad en el rebote como función
de σ y ηI , donde el plano ηI = 0 corresponde a los valores de las estados Gaus-
sianos. En la figura no se puede apreciar pero resulta que cuando se fija el valor
de σ la dispersión relativa asintótica ∆± como función de ηI no tiene su mínimo
en el cero sino en un valor η̃I 6= 0 para ∆+ (y ηI = −η̃I para ∆−). Por lo tanto
si se toma ηI = η̃I se está mejorando la dispersión relativa asintótica después del
rebote y al mismo tiempo se aumenta el valor de la dispersión relativa asintótica
antes del rebote. Cuando se hace esta elección se introduce una asimetría en la
dispersión relativa asintótica, lo cual se ha usado para sugerir la posibilidad de
que la asimetría sea suficientemente grande para poder borrar las propiedades de
semiclasicalidad cuando se cruza el rebote. Como se muestra luego, esto no ocu-
rre en nuestro caso. También se puede apreciar en la figura 4.5 que lejos de las
Gaussianas (|ηI | > |η̃I |) la dispersión relativa asintótica aumenta abruptamente.
Además se puede apreciar en la figura que la densidad en el rebote (gráfica azul)
decrese rápidamente acercándose a valores mucho más pequeños que la densidad
crítica cuando uno se aleja del plano ηI = 0.
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Figura 4.5: Densidad y dispersión relativa asintótica ∆+. En la gráfica 1/ηR = σ2 :
(0, 100000) , ηI : (−0,001, 0,001) , βR = k0 = 30000 , βI = 0 y n = 0. El valor
máximo de la densidad está en los estados Gaussianos. Se puede observar que los
estados apretados cercanos a los Gaussianos tienen la densidad máxima cercana a
ρcrit.

Ambos fenómenos sugieren que se pueden considerar los estados apretados como
estados semiclásicos si se permanece muy cerca de los estados Gaussianos. La pre-
gunta es, ¿qué tan cerca de los estados Gaussianos debemos estar para obtener un
comportamiento semiclásico similar al de los estados Gaussianos? Para responder
a esta pregunta se muestra en la figura 4.6 el volumen en el rebote como función
de σ y ηI , donde se puede apreciar que el mínimo está sobre los estados Gaussianos
(ηI = 0). Usando el volumen relativo y la densidad en el rebote se puede definir un
intervalo de los parámetros σ y ηI en el cual los estados pueden ser considerados
como semiclásicos. Más precisamente, se define una tolerancia para la dispersión
relativa asintótica ∆+ = ∆̃ y con esto se halla el valor máximo ηmax

I para el cual
la dispersión relativa está por debajo de ∆̃, luego se halla el valor de la densidad
en el rebote cuando ηI = ηmax

I .

Se realizó una exploración exhaustiva para diferentes valores de ∆̃ y k0 y se en-
contró que para un valor fijo de ∆̃, mientras mayor sea el valor de k0 menor
es el intervalo permitido de ηI . Por ejemplo, para ∆̃ = 0,01 la dependencia de
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Figura 4.6: Volumen en el rebote. En la gráfica se toma 1/ηR = σ2 : (0, 8× 106) ,
ηI : (−0,0001, 0,0001) , βR = k0 = 30000 , βI = 0 y n = 0. El mínimo global está
sobre los estados Gaussianos y crece exponencialmente a medida que uno se aleja
de los estados Gaussianos o si σ2 es mucho más pequeño que σ̃2 = 2αk0.

ηmax
I con k0 se puede aproximar (para k0 grande, σ = σ̃, n = 0 y p = 0) como
ηmax
I ∼ 1/

√
47000 k0. Para ∆̃ = 0,01 el valor de la densidad en el rebote ρb es

ρb = 0,99ρcrit. Para ∆̃ = 0,001, ηmax
I ∼ 1/

√
470000 k0 y ρb = 0,999ρcrit.

Regresemos por un momento al problema de la asimetría de la dispersión relativa
asintótica a través del rebote. Como se mencionó antes, si no se tiene control sobre
el espacio de parámetros se puede tener en principio una asimetría muy grande
que se translada en perdida de semiclasicalidad al cruzar el rebote. Este escenario
fue sugerido en [28], donde se realiza un análisis sobre un formalismo efectivo no
derivado directamente de la cosmología cuántica de lazos y con poco control sobre
las condiciones de semiclasicalidad. En el estudio presente se cuenta con mejores
herramientas para hacer afirmaciones precisas sobre la asimetría basados en el
control de la expresiones analíticas y de la región de validez de los parámetros de
los estados. En la figura 4.7 se muestra el error relativo ∆+/∆−−1 de la dispersión
relativa asintótica como función de σ y ηI , se incluyen dos superficies verticales
que delimitan la región de validez de los parámetros. La línea ηI = 0 corresponde
a los estados Gaussianos donde ∆+ = ∆−, la segunda línea corresponde a σ = σ̃
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Figura 4.7: Error relativo de los valores de la dispersión relativa ∆+−∆−
∆−

. En la
gráfica se toma 1/ηR = σ2 : (0, 106) , ηI : (−0,0003, 0,0003) , βR = k0 = 30000 ,
βI = 0 y n = 0. Fuera de los planos verticales los estados apretados tienen una
dispersión relativa asintótica (∆+ y ∆−) mayor a uno. Una de las líneas (ηI = 0)
señala los estados Gaussianos que es justo donde la gráfica se hace cero y la otra
línea son los estados con σ̃2 = 2αk0.

la cual extiende el σ óptimo a ηI 6= 0. Nótese que esta segunda línea empieza en
cero, aumenta (cuando ηI > 0), alcanza el máximo y luego decrese tendiendo a
cero; esta curva es antisimétrica con respecto a ηI . Por lo tanto hay dos puntos
para los cuales |∆+/∆−− 1| alcanza su valor máximo. Lo que se observó tomando
diferentes valores de k0 es que el valor del máximo es muy pequeño, por ejemplo,
para k0 = 105 (el cual es un valor mucho más pequeño que el esperado para un
universo realista, k0 ∼ 10100) el valor del máximo es cercano a 10−4 y a medida
que se aumenta k0 el valor del máximo disminuye. Lo cual muestra que los estados
semiclásicos son muy simétricos y que la semiclasicalidad se preserva a través del
rebote.

Ahora queremos comparar nuestros resultados con los resultados de [54], donde los
autores usan métodos generales de dispersión que no están ligados a una elección en
particular de los estados, prueban que si los estados tienen una cúspide pronunciada
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en uno de los lados del rebote entonces satisfacen que

|σ+ − σ−| ≤ 2σ∗ , (4.114)

donde σ± es la dispersión asintótica del logaritmo de V̂ antes y después del rebote;
σ∗ es la dispersión del logaritmo de p̂φ. Si las dispersiones del estado son pequeñas se
puede asumir para un observable Ô que 〈ln(Ô)〉 ≈ ln〈Ô〉 y 〈∆ ln(Ô)〉 ≈ 〈∆Ô〉/〈Ô〉
con lo cual la cota (4.114) se puede aproximar bien como

|∆1/2
+ −∆

1/2
− | ≤ 2

∆p̂φ
〈p̂φ〉

.

Se puede evaluar de manera exacta las cantidades en la última expresión para ver
si la cota (4.114) está cerca de ser saturada por los estados apretados semiclásicos.
Para hacer esto se considera un estado apretado con σ = σ̃ y se encuentra el
máximo de

E :=
|∆1/2

+ −∆
1/2
− |

2((∆p̂φ)/〈p̂φ〉)
, (4.115)

para todos los valores posibles de ηI , con ηR = 1/σ̃2, βI = 0 y βR = k0 grande.
Lo que queremos saber es si E es cercano a uno para estos estados. Lo que se
obtuvo numéricamente es que E no solo es muy pequeño comparado con uno (para
valores realistas de los parámetros) sino que decrese más rápido que C/k0, i. e.,
E se comporta como E < C/k0 con C ≈ 3. Por lo tanto para valores realistas
de k0 del orden de k0 ≈ 10120 correspondiente a un universo grande (en el caso
espacialmente compacto) la cota esta muy lejos de ser saturada. La cota (4.114) es
un resultado general que se cumple para un gran número de estados y asegura la
conservación de la semiclasicalidad. Lo que nosotros hemos mostrado con nuestros
resultados es que nuestra familia de estados satisface una cota más fuerte.

4.7. Conclusiones *
Ahora se presenta un resumen de los principales resultados obtenidos. Se definie-
ron estados coherentes Gaussianos como candidatos para estados semiclásicos. Se
impusieron condiciones de consistencia sobre estos estados, pidiendo que la dis-
persión relativa del volumen fuera pequeña para tiempos grandes lejos del rebote.
Esta condición hace que uno de los parámetros (el momento del campo) sea grande
y fija otro de los parámetros. Luego se pudo encontrar un estado Gaussiano para
cada punto del espacio de fase clásico correspondiente a una solución clásica para
tiempos grandes. Cuando se exploraron las propiedades de estos estados cerca del
rebote se encontro que se comportan en forma semiclásica; la dispersión relativa
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del volumen en la región cuántica es más pequeña que la dispersión asintótica.
Además para los estados con dispersión pequeña se mostró que el valor esperado
del volumen y la densidad de energía son bien aproximadas por la teoría efectiva,
lo cual da soporte a la idea de que esta teoría es una buena aproximación a la
teoría cuántica, incluso a la escala de Planck. Luego se introdujeron los estados
apretados y se estudiaron sus propiedades en la vecindad de los estados Gaussianos
semiclásicos. Se mostró que el rango del parámetro extra está severamente restrin-
gido si se quiere tener una dispersión relativa del volumen pequeña. Además si uno
se aleja mucho de los estados Gaussianos el volumen y la densidad en el rebote
se alejan rapidamente de los valores dados por los estados Gaussianos (y la teoría
efectiva), lo cual conduce a concluir que los estados Gaussianos presentan un mejor
comportamiento semiclásico. También se estudio la asimetría en la dispersión del
volumen, la cual sobre los estados Gaussianos no esta presente y sobre los estados
apretados si se presenta; incluso dependiendo del signo del parámetro extra de
los estados apretados se puede obtener una dispersión menor antes o después del
rebote, a su vez la dispersión al otro lado del rebote aumenta. La pregunta es ¿qué
tan grande puede ser esta asimetría? Lo que se observó fue que la diferencia en
la dispersión relativa antes y después del rebote era muy pequeña (del orden de
10−4) y se hace menor para universos más “grandes”. Por lo tanto se puede concluir
que si un estado es semiclásico a un lado del rebote entonces lo es al otro lado, es
decir, el estado no pierde su coherencia.
Una característica particular de la descripción clásica es que posee una simetría de
reescalamiento. Se puede entender el origen de esta simetría usando el hecho de que
el modelo con k = 0 necesita un volumen auxiliar para su descripción Hamiltoniana
y la elección de este volumen es totalmente arbitraria. Esto significa que no hay
una escala con respecto a la cual comparar el momento pφ, es decir, no se puede
dar sentido a que “pφ es grande”. En la teoría cuántica al introducir la constante de
Planck se introduce una escala que se manifiesta en el comportamiento de algunos
observables, por ejemplo, una de las condiciones semiclásicas que se encontraron
es que mientras mayor sea el valor esperado del operador de momento 〈p̂φ〉 más
semiclásico es el estado. Por último se observo que la simetría de reescalamiento
solo se recupera de manera aproximada en el límite de 〈p̂φ〉 grande, para la familia
de estados que se estudiaron, este límite puede ser entendido como el límite clásico
del sistema.



Capítulo 5

Universo Tipo Bianchi II

El modelo de Bianchi II juega un papel importante en las soluciones de Bianchi IX
y la conjetura BKL (Belinskii, Khalatikov, Lifshitz), que puede proveer una idea
intuitiva del comportamiento del universo en una vecindad de cualquier singulari-
dad tipo espacio, donde las correcciones de la geometría cuántica están presentes.
En este capítulo se investiga de forma numérica las soluciones de las ecuaciones
efectivas del modelo Bianchi II en cosmología cuántica de lazos (CCL). El contenido
de materia es un campo escalar sin masa. Se realiza un estudio sistemático de las
soluciones, se hace énfasis en el comportamiento de los observables geométricos,
con lo cual se logra mostrar que la singularidad del big bang es reemplazada por
un rebote. Se indica como se resuelven los distintos tipos de singularidades y que
características físicas tienen. Respecto a los observables geométricos se muestra que
pueden haber hasta tres rebotes direccionales de los factores de escala. Además se
presenta solo un rebote global del universo cuando la expansión se hace cero. La
cizalladura presenta hasta cuatro máximos y puede ser cero en el rebote y distinta
de cero en la región clásica, es decir, las soluciones efectivas conectan soluciones
anisotrópicas incluso cuando la cizalladura es cero en el rebote. Esta propiedad
de la cizalladura permite encontrar soluciones con densidad en el rebote mayor
a la encontrada en los universos isotrópicos o tipo Bianchi I. Se muestra que el
comportamiento asintótico es de Bianchi I. También se estudia el límite de vacío
donde casi toda la contribución dinámica del universo viene de las anisotropías.

La estructura del capítulo es la siguiente: la teoría efectiva y sus ecuaciones de
movimiento se muestran en la sección 5.1; las soluciones numéricas se estudian en
la sección 5.2, donde se analiza de manera sistemática los límites clásico, isotrópico,
Bianchi I, densidad máxima y vacío. Los principales resultados se discuten en la
sección 5.3. En el apéndice A.1 se muestran los test de convergencia del programa.
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5.1. Ecuaciones Efectivas
La teoría efectiva de Bianchi II fue construida a partir de la teoría cuántica de
Bianchi II definida en la referencia [21].
Tomando el marco oeai con la orientación de mano derecha (i. e. ε = 1) y la función
lapso N =

√
p1p2p3, la ligadura Hamiltoniana efectiva esta dada por

CH =
p1p2p3

8πGγ2λ2

[
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3 + sin µ̄3c3 sin µ̄1c1

]
+

1

8πGγ2

[
α(p2p3)3/2

λ
√
p1

sin µ̄1c1 − (1 + γ2)

(
αp2p3

2p1

)2
]
−
p2
φ

2
= 0 , (5.1)

con
µ̄1 = λ

√
p1

p2p3

, µ̄2 = λ

√
p2

p1p3

, µ̄3 = λ

√
p3

p1p2

. (5.2)

El valor de λ es tal que λ2 = ∆ corresponde al mínimo autovalor del operador
de área en gravedad cuántica de lazos (correspondiente a un lado de espín 1/2),
que esta dado por ∆ = 4

√
3πγ`2

Pl. Dado que sin µ̄ici ≤ 1 entonces la densidad de
materia ρ =

p2φ
2V 2 =

p2φ
2p1p2p3

satisfice la desigualdad

ρ ≤ 3

8πGγ2λ2
+

1

8πGγ2

[
x

λ
− (1 + γ2)x2

4

]
, con x = α

√
p2p3

p3
1

. (5.3)

El máximo de la expresión entre corchetes se alcanza cuando x = 2
(1+γ2)λ

≈ 0,83,
entonces

ρmatt . 1,315ρcrit ≈ 0,54ρPl , (5.4)

donde ρcrit = 3
8πGγ2λ2

≈ 0,41ρPl es la densidad crítica hallada en el caso isotrópico
[16] y ρPl = mPl/`

3
Pl es la densidad de Planck. Esta cota superior es mayor a la

encontrada en Bianchi I (ρmatt . 0,41ρPl) o en el caso isotrópico (ρmatt ≈ 0,41ρPl).
Aun más, la densidad en todas las soluciones de Bianchi I con cizalladura diferente
de cero tiene un valor en el rebote menor a su valor en el caso isotrópico. Por
lo tanto queda una pregunta abierta: ¿Hay soluciones genéricas en las cuales la
densidad sea mayor a su valor en el caso isotrópico? Mostraremos que la respuesta
es afirmativa, lo cual nos deja con otra pregunta: ¿Como se hallan las soluciones
que saturan la densidad? Las soluciones de este tipo se mostraran en la sección
5.2.4.
Si hacemos α = 0 en la ecuación (5.1) se obtiene la ligadura Hamiltoniana efectiva
de Bianchi I [20]. Además, si consideramos Bianchi II (α = 1) podemos recobrar
Bianchi I como un caso límite cuando x → 0, o equivalentemente p3

1 � p2p3 (en
variables métricas esta condición se expresa como a2a3 � a1). Es importante tener
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en cuenta que Bianchi I es un caso límite de Bianchi II y que no esta contenido
dentro de Bianchi II.
Las ecuaciones de movimiento para la teoría efectiva se derivan de los corchetes de
Poisson de las variables del espacio de fase con el Hamiltoniano, estas ecuaciones
son

ṗ1 =
p2

1

γµ̄1

(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3 + λx) cos µ̄1c1, (5.5)

ṗ2 =
p2

2

γµ̄2

(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3) cos µ̄2c2, (5.6)

ṗ3 =
p2

3

γµ̄3

(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2) cos µ̄3c3, (5.7)

ċ1 = − p2p3

2γλ2

[
2(sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3)

+ µ̄1c1 cos µ̄1c1(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3)− µ̄2c2 cos µ̄2c2(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3)

− µ̄3c3 cos µ̄3c3(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2) + λ2x2(1 + γ2)

+λx(µ̄1c1 cos µ̄1c1 − sin µ̄1c1)
]
, (5.8)

ċ2 = − p1p3

2γλ2

[
2(sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3)

− µ̄1c1 cos µ̄1c1(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3) + µ̄2c2 cos µ̄2c2(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3)

−µ̄3c3 cos µ̄3c3(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2)]− λ2x2(1 + γ2)

−λx(µ̄1c1 cos µ̄1c1 − 3 sin µ̄1c1)
]
, (5.9)

ċ3 = − p1p2

2γλ2

[
2(sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3)

− µ̄1c1 cos µ̄1c1(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3)− µ̄2c2 cos µ̄2c2(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3)

+µ̄3c3 cos µ̄3c3(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2)]− λ2x2(1 + γ2)

−λx(µ̄1c1 cos µ̄1c1 − 3 sin µ̄1c1)
]
, (5.10)

Finalmente, para la materia tenemos

ṗφ = 0 ⇒ pφ = constante, (5.11)
φ̇ = −pφ ⇒ φ = −pφτ. (5.12)
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Notese que las ecuaciones para al materia son iguales a las ecuaciones clásicas
(3.57,3.58), por lo tanto el campo escalar φ también juega el papel de tiempo
interno. El momento del campo pφ es conservado y su valor coincide con su valor
clásico. De las ecuaciones para las tríadas (ṗi) se puede ver que el rebote en la
dirección i ocurre cuando cos(µ̄ici) = 0, condición que en general se satisface a
diferentes tiempo para cada dirección. Esta afirmación no implican que hay más
de un rebote en la densidad; la densidad solo presenta un rebote que es cuando la
expansión θ es cero, el cual es llamado rebote global.

Se pueden usar las ecuaciones de movimiento para obtener una forma explícita de
θ′ (derivada de la expansión con respecto al tiempo cósmico), la cual es necesaria
para calcular el escalar de Ricci. Es directo mostrar que

θ′ =
1

2γλ

{
3∑
i=1

[2 sin µ̄ici + cos µ̄ici(sin
′ µ̄jcj + sin′ µ̄kck)]

+λx+
λx

2
cos µ̄1c1

(
p′2
p2

+
p′3
p3

− 3p′1
p1

)}
, (5.13)

donde j 6= i 6= k 6= j y sin′(µ̄ici) = cos(µ̄ici)[µ̄
′
ici + µ̄ic

′
i] con µ̄′i = −µ̄iHi. Se-

ría interesante reescribir la ecuación (5.13) en términos de cantidades observables
(Hi, θ, ρ, σ

2), lo cual representaría una generalización de la ecuación de Raychaud-
huri. Finalmente, de las ecuaciones para ṗi y ċi se puede obterner que

c3p3 − c2p2 =: α32 (5.14)

es una cantidad conservada y su valor es el mismo que su equivalente clásico
(3.61). Las cantidades conservadas (pφ y α32) pueden ser usadas para verificar que
las soluciones numéricas estan evolucionando correctamente y permanecen sobre
la superficie de ligadura.

5.2. Soluciones Numéricas *
En esta sección mostraremos las soluciones numéricas para Bianchi II. Estas solu-
ciones admiten diferentes límites que pueden ser usados para comprobar su validez
y explorar los nuevos resultados que Bianchi II ofrece. Para estudiar sistemática-
mente las soluciones necesitaremos tener en cuenta los siguientes hechos:

1. Sobre todas las soluciones la ligadura (o equivalentemente pφ) y α32 = c3p3−
c2p2 se conservan.

2. En las soluciones clásicas α12 y α13 se conservan.
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3. Cuando α = 0 ó x =
√
p2p3/p3

1 → 0 (con α = 1), Bianchi II se reduce a
Bianchi I.

4. Cuando p1 = p2 = p3 y c1 = c2 = c3, Bianchi I se reduce al caso isotrópico.

5. En el caso isotrópico todas las soluciones a las ecuaciones efectivas tienen
una densidad máxima igual a la densidad crítica ρcrit = 3

8πGγ2λ2
≈ 0,41ρPl.

6. En el límite de Bianchi I se espera obtener una densidad máxima menor que
la densidad crítica.

7. Las soluciones clásicas y efectivas deben ser iguales lejos de la región del
rebote, de hecho las soluciones efectivas de Bianchi I deben conectar dos
soluciones clásicas con exponentes de Kasner que satisfacen la relación

k1, k2, k3 → k1 −
2

3
, k2 −

2

3
, k3 −

2

3
(5.15)

como fue mostrado en [41].

8. En Bianchi II se espera que la densidad máxima sobre cada solución sea
menor a 1,315ρcrit.

9. Las soluciones clásicas divergen.

10. Las soluciones numéricas deben converger.

Usando todos estos hechos podemos iniciar la exploración de las soluciones de
Bianchi II. Empezaremos con el límite clásico con el fin de mostrar que lejos del
rebote las soluciones a las ecuaciones efectivas se reducen a soluciones clásicas.
Después se explora el límite isotrópico incluido dentro del límite de Bianchi I
cuando la anisotropía es cero. Luego se agregan las anisotropías al límite de Bianchi
I y se muestra que se reproducen las soluciones ya conocidas de Bianchi I [41].
Después pasaremos al modelo simétrico bajo rotaciones locales de Bianchi II para
explorar como hallar soluciones con densidad en el rebote igual a la densidad
máxima. Finalmente se estudian las soluciones en el límite de vacío donde se puede
obtener el valor máximo de la cizalladura.
Para realizar el análisis de las soluciones todas las gráficas se presentan en el
tiempo cósmico. La integración numérica de las ecuaciones fue realizada usando
un metodo Runge-Kutta 4 1. Las unidades usadas son: ~ = 1, c = 1, G = 1, γ =
0,23753295796592, L1 = 1, L2 = 1, L3 = 1, ε = 1, el paso de tiempo usado es
dt = 5 × 10−6. En todas las figuras la densidad se grafica con la normalización
ρ/ρcrit.

1El programa es de código abierto, se puede solicitar por correo electrónico al autor.
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Figura 5.1: Comparación entre soluciones clásicas y efectivas. Se puede apreciar que
cerca del big bang las soluciones clásicas presentan una densidad infinita debido a
que los factores de escala se van a cero.
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5.2.1. Comparación entre Soluciones Clásicas y Efectivas *

En la figura 5.1 la densidad y dos de los factores de escala (el tercero no se grafica
por cuestiones de visualización) son comparados para las soluciones clásicas y
efectivas. Se puede apreciar claramente que lejos del big bang las soluciones clásicas
y efectivas coinciden. Cerca del big bang se observa que la densidad clásica diverge
en un tiempo finito, mientras que en la solución efectiva presenta un rebote. Esto
también le ocurre a la cizalladura (que no se muestra en la figura). El hecho de
que estas cantidades permanezcan finitas es debido a que los factores de escala
presentan un rebote y no tienden a cero en un tiempo finito (hay soluciones donde
algunos de los factores de escala no rebotan y continuan acercandose a cero, pero
necesitan de un tiempo infinito para llegar a cero). Esto ilustra la manera en la
cual las singularidades son resueltas.

Entenderemos por resolución de la singularidad en el marco efectivo como la po-
sibilidad de evolucionar las soluciones por tiempos arbitrariamente grandes y que
estas soluciones premanezcan finitas, esto es una señal de que las geodésicas son
inextensibles. Clásicamente para universos homogéneos e isotrópicos las singulari-
dades se presentan cuando el factor de escala va a cero en un tiempo finito, lo cual
hace la densidad (expansión y cizalladura) infinita e incompletas las geodésicas.
Si la densidad, expansión y cizalladura permanecen finitas y pueden ser evolucio-
nadas para cualquier intervalo de tiempo entonces se dice que las singularidades
están resueltas, i. e., los factores de escala no son iguales a cero en un tiempo finito
o equivalentemente las geodésicas son inextensibles [65, 36].

Las condiciones iniciales para las soluciones clásicas y efectivas se imponen en el
tiempo t = 100 y estan dadas por: c1 = 0,01, c2 = 0,02, c3 = 0,03, p1 = 10000, p2 =
2000, p3 = 200 (se evoluciona hacia atrás en el tiempo), el momento del campo
escalar pφ = 108,9 se calcula de la ligadura Hamiltoniana. Las condiciones iniciales
para la otra solución clásica en el tiempo t = 0 son: c1 = −1,920756 × 10−3, c2 =
−7,971627 × 10−2, c3 = −19,61028, p1 = 15864,53, p2 = 635,5782, p3 = 4,317425
(se evoluciona hacia adelante en el tiempo).

5.2.2. Límite isotrópico *

Cuando x→ 0 Bianchi II se acerca al límite de Bianchi I, si además p1 = p2 = p3

y c1 = c2 = c3 entonces Bianchi I se reduce al caso isotrópico. Las soluciones de
Bianchi II cerca al límite isotrópico son mostradas en las figuras 5.2 y 5.3, donde
se puede apreciar que las soluciones efectivas presentan un valor máximo de la
densidad igual a la densidad crítica ρcrit [17, 8]. La cizalladura es cercana a cero
(en este caso es menor a 1,2×10−10 en unidades de Planck) y presenta un compor-
tamiento no trivial debido a que presenta cuatro máximos y se hace cero cuando
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Figura 5.2: Límite isotrópico. La densidad en el rebote es ρ/ρcrit = 1; la cizalladura
es cercana a cero.
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Figura 5.3: Límite isotrópico. Los exponentes de Kasner son iguales y cambian de
1/3 de 1/3− 2/3 = −1/3 cuando se evoluciona hacia atrás en el tiempo; el escalar
de Ricci cambia de manera drástica su comportamiento cerca del rebote y presenta
su valor máximo en el rebote.
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la densidad es máxima. Esta es la primera solución que es completamente distinta
a las soluciones conocidas para el caso isotrópico y de Bianchi I. La cizalladura
tiene un valor pequeño pero distinto de cero debido a que esta solución no es iso-
trópica sino que es cercana a una solución isotrópica. Se debe tener en cuenta que
las soluciones para Bianchi I (y el caso isotrópico) no están contenidas dentro del
espacio de soluciones de Bianchi II.

Las condiciones iniciales se imponen en el rebote con el fin de tener control sobre
la isotropía, es decir, cuando µ̄1c1 = µ̄2c2 = µ̄3c3 = π/2 (si la solución es isotrópica
las tres direcciones rebotan al mismo tiempo, pero el recíproco no es cierto), luego
se evoluciona hacia atrás y adelante en el tiempo. Con estas relaciones solo se
necesitan tres valores iniciales que pueden ser impuestos en las variables (c1, c2, c3) ó
(p1, p2, p3) o combinaciones de ellas. Nosotros consideramos p1 = 1×105, p2 = p3 =
1× 103 (lo cual satisface que x→ 0, i. e., p3

1 � p2p3) y los valores c1 = 2,185, c2 =
c3 = 2,185 × 102 se calculan usando el hecho de que empezamos en el rebote
(µ̄ici = π/2), el momento del campo se obtiene del Hamiltoniano pφ = 2,86× 105.

Nótese que en este caso no es verdad que p1 = p2 = p3 y c1 = c2 = c3. Entonces
uno se puede preguntar ¿Por qué esta solución es isotrópica? la respuesta es que c1

y p1 son reescalamientos de c2,3 y p2,3 que pueden ser vistos como reescalamientos
de los factores de escala, tal que el criterio para decir que es isotrópico es que las
relaciones a1/a2, a2/a3, a1/a3 y H1 = H2 = H3 permanezcan constantes, las cuales
satisfacen nuestras condiciones iniciales. Esto puede ser imaginado como un uni-
verso isotrópico descrito por la evolución de un paralelepípedo. La mejor manera
de ver que esta solución es realmente isotrópica es estudiar los exponentes de Kas-
ner (Figura 5.3), los cuales son iguales, k1 = k2 = k3 = ±1/3. Los diferentes signos
especifican cuando las direcciones se están expandiendo (ki > 0) o contrayendo
(ki < 0).

5.2.3. Límite de Bianchi I *

Cuando x→ 0 Bianchi II tiene como límite Bianchi I, el cual ha sido estudiando de
manera exhaustiva [41] y puede ser usado como punto de referencia. En el límite
de Bianchi I se espera tener una densidad máxima menor a la densidad crítica ρcrit

y una cizalladura distinta de cero con valor máximo en el rebote, además Σ2 y Ω
deber ser cantidades conservadas en la región clásica (donde Σ2 + Ω = 1, dado que
K = 0 en Bianchi I). Los exponentes de Kasner deben satisfacer la ligadura para
las soluciones de Bianchi I (k1 + k2 + k3 = ±1 y k2

1 + k2
2 + k2

3 + k2
φ = 1) y deben de

cambiar en la forma ki → ki − 2/3 cuando se evoluciona hacia atrás en el tiempo,
como fue mostrado en [41]. Todos estos hechos son mostrados en las figuras 5.4,
5.5 y 5.6, las cuales nos dicen que en el límite de Bianchi I las soluciones efectivas
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Figura 5.4: Límite de Bianchi I. La densidad y la cizalladura tienen una contri-
bución dinámica (Ω 6= 0,Σ2 6= 0); La cizalladura alcanza su máximo valor (para
Bianchi I) en el rebote.
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Figura 5.5: Límite de Bianchi I. Los exponentes de Kasner cambian de ki a ki−2/3
cuando se evoluciona hacia atrás en el tiempo, como se demostro en [41]; una
dirección se expande (a3), una se contrae (a2) y una rebota (a1); la expansión
tiene un solo cero (rebote global) y es finita todo el tiempo.
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Figura 5.6: Límite de Bianchi I. Una dirección se expande (a3) y una se contrae
(a2); el escalar de Ricci presenta cambios pequeños en su comportamiento en com-
paración con el caso isotrópico y es finito todo el tiempo.
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de Bianchi II reproducen el comportamiento conocido de Bianchi I.

Una nueva característica de esta solución es que presenta el valor máximo de
la cizalladura para Bianchi I, como se puede apreciar en la figura 5.4, donde el
valor de la cizalladura en el rebote es 11,57 = 10,125

3γ2λ2
, como fue reportado en [45].

Más aun, solo una dirección (a1) rebota y las otras dos direcciones (a2, a3) no lo
hacen, i. e., H2, H3 son diferente de cero para todo tiempo finito, esto implica que
estas direcciones continuan tendiendo a cero (o infinito) pero ahora necesitan de un
tiempo infinito para alcanzar estos valores. Nótese que en la región clásica no todas
las direcciones se expanden (o contraen), esta clase de universos contiene también
una singularidad pero es llamada tipo cigarrillo y es diferente de la singularidad
donde todas las direcciones se expanden o contraen, la cual es llamada singularidad
tipo punto. Por lo tanto nuestras simulaciones muestran que las singularidades tipo
cigarrillo también se resuelven, usando la noción de resolución de singularidad
explicada en la sección 5.2.1.

En este caso las condiciones iniciales que se tomaron fueron: µ̄1c1 = π/2, µ̄2c2 =
π/6, µ̄3c3 = 5π/6 y p1 = 1 × 106, p2 = 100, p3 = 100 (lo cual implica que
x =

√
p2p3/p3

1 ≈ 0). Con estas condiciones iniciales se obtiene que c1 = 0,069,
c2 = 230,28, c3 = 1151,39 y pφ = 5,84 × 104. El tiempo inicial es tomado en el
rebote global (θ = 0) y se evoluciona hacia atrás y adelante en el tiempo.

5.2.4. Soluciones de Bianchi II Simétricas bajo Rotaciones
Locales *

Esta subclase de modelos son caracterizados por los factores de escala a1, a2, a3

que satisfacen que a2 = a3. Esto significa que cada punto del espacio-tiempo es
invariante bajo rotaciones alrededor de un eje espacial preferencial. En nuestras
variables esto se escribe como p2 = p3 y c2 = c3 (si estas igualdades se cumplen para
las condiciones iniciales entonces se cumplirán durante toda la evolución). Este tipo
de soluciones seran utiles para estudiar el límite cuando la densidad es igual al valor
máximo permitido. En Bianchi II uno espera que la densidad sea estrictamente
menor que 1,315ρcrit debido a la presencia de anisotropías. Mostraremos que esto
no es cierto y que el valor máximo de la densidad puede ser alcanzado como
consecuencia de tener cizalladura cero en el rebote. Esto es un hecho bastante
distinto a lo que ocurre en Bianchi I donde la presencia de anisotropías hacia la
cizalladura siempre mayor a cero en el rebote.

Para obtener control sobre el valor máximo de la densidad se ponen las condiciones
iniciales en el rebote, i. e., cuando µ̄1c1 = µ̄2c2 = µ̄3c3 = π/2 y luego se evoluciona
hacia adelante y atrás en el tiempo. También es necesario hacer x = 2

(1+γ2)λ
≈ 0,83

que es el valor para el cual la densidad se hace máxima. Si tomamos p2 = p3 = 1000
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Figura 5.7: Solución simétrica bajo rotaciones locales. La densidad alcanza su valor
máximo cuando la cizalladura se hace cero en el rebote, aunque la cizalladura sea
diferente de cero en el resto de la evolución; los exponentes de Kasner ki para las
direcciones 2 y 3 son iguales, esto muestra la que solución si es simétrica bajo
rotaciones locales.
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Figura 5.8: Solución simétrica bajo rotaciones locales. Los observables Hi para las
direcciones 2 y 3 son iguales; el parámetro de Hubble H1 presenta tres ceros.
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Figura 5.9: Solución simétrica bajo rotaciones locales. El factor de escala direc-
cional a1 rebota una vez y presenta dos puntos de retorno (máximos locales); el
parámetro de curvatura K es diferente de cero y asintoticamente satisface que
Ω + Σ2 +K = 1.
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entonces p1 = 113 y usando el hecho de que estamos iniciando en el rebote (µ̄ici =
π/2) se pueden calcular c1 = 64,98, c2 = c3 = 7,34; de la ligadura Hamiltoniana se
obtiene pφ = 11029,97.

La solución es graficada en la figura 5.7, donde se muestra que la solución alcanza
el valor máximo de la densidad en el rebote. La cizalladura es cero en el rebote y
presenta un comportamiento no trivial, tal como dos máximos. En la evolución de
los exponentes de Kasner se puede observar (de izquierda a derecha) que dos direc-
ciones (a2, a3) se contraen y una (a1) se expande, además de que estos exponentes
se asemejan a los exponentes de Bianchi I lejos del rebote. Esto es debido a que
clásicamente Bianchi II se acerca a Bianchi I cuando el tiempo tiende a infinito
[74, 73, 59], por lo tanto en la región clásica los exponentes de Kasner de Bian-
chi II tienen como límite (para tiempos muy grandes) los exponentes de Kasner
de Bianchi I. En la figura 5.8 se grafica el parámetro de Hubble H1 ya que este
presenta un nuevo comportamiento, en la figura 5.9 se puede ver que la dirección
a1 tiene un rebote y dos puntos de retorno (máximos locales) los cuales muestran
un nuevo comportamiento que no estaba presente en las soluciones isotrópicas o
de Bianchi I. Las otras dos direcciones (a2, a3) presentan solo un rebote, para un
total de tres rebotes direccionales y un rebote global (θ = 0).

En este punto de la discusión se puede hacer la siguiente pregunta: ¿Por qué la
densidad puede alcanzar su valor máximo en Bianchi II y no en Bianchi I? Es-
ta pregunta surge del hecho de que ambos modelos presentan nuevos grados de
libertad debidos a las anisotropías, entonces en principio deben tener un compor-
tamiento similar respecto a la distribución de energía en ondas gravitacionales.
Pero Bianchi II presenta una característica que no estaba presente en Bianchi I
que es tener curvatura espacial. Esta curvatura da un nuevo grado de libertad con
respecto a las posibles formas en que la densidad de energía se puede distribuir.
En Bianchi II la contribución dinámica no solo viene de la densidad de materia
y la cizalladura sino que también contribuye la curvatura espacial, esto puede ser
entendido de manera cuantitativa del hecho de que el parámetro de curvatura K
es diferente de cero (como se puede ver en la figura 5.9). Por lo tanto esto nos
da una explicación cualitativa de la diferencia entre Bianchi I y II que pueden ser
resumida en el hecho de que en Bianchi II el valor máximo de la densidad puede
ser alcanzado por algunas soluciones. Este comportamiento debe estar presente en
Bianchi IX [34] ya que también tiene curvatura espacial.

5.2.5. Límite de Vacío *

Finalmente estudiamos las soluciones en el límite de vacío donde la cizalladura es
máxima. Al igual que en los límites estudiados anteriormente no se estudiará el
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Figura 5.10: Límite de vacío. La cizalladura alcanza su valor máximo a un lado del
rebote y alcanza el cero al otro lado del rebote; la densidad es diferente de cero
pero tiene un valor pequeño (incluso en el rebote).
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Figura 5.11: Límite de vacío. µ̄ici evoluciona desde una solución clásica (µ̄ici ≈ 0)
a otra solución clásica (µ̄ici ≈ π); ṗ2 y ṗ3 se hacen cero tres veces.
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Figura 5.12: Límite de vacío. Toda la contribución dinámica viene de la cizalladura
(Ω ≈ 0, K ≈ 0,Σ2 ≈ 1); el escalar de Ricci alcanza su valor máximo a un lado del
rebote y presenta un mínimo local en el otro lado.
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caso de vacío (ρ = 0) sino el límite cuando ρ → 0 (o equivalentemente pφ → 0)
El problema es que la densidad va a cero en todas las soluciones cuando el tiempo
tiende a ±∞. Por lo tanto necesitamos aclarar que significa el límite de vacío, con
el fin de hacer esto se hace necesario tener en cuenta que la densidad alcanza su
máximo en el rebote, entonces estaremos interesados en alcanzar el límite de vacío
en un tiempo finito (cercano al rebote), es decir, se quieren soluciones con densidad
cercana a cero en el rebote o equivalentemente, soluciones en las cuales Ω ≈ 0
asintóticamente. Dentro de esta familia de soluciones seleccionaremos aquellas en
las cuales la cizalladura alcance su valor máximo, lo cual permitirá estudiar las
soluciones extremas donde toda la contribución dinámica viene de las anisotropías.

Para obtener las condiciones iniciales se hallan numéricamente los valores de x y
−π/2 < µ̄1c1, µ̄2c2, µ̄3c3 < 3π/2 que hacen la cizalladura máxima imponiendo que
la densidad sea cercana a cero. Para hacer esto se utiliza la expresión analítica de
la cizalladura [45] y la ligadura Hamiltoniana (5.1). Los valores encontrados son:
x = 1,69, µ̄1c1 = 0,5616, µ̄2c2 = µ̄3c3 = 1,94618. Estos valores fijan 4 condicio-
nes iniciales (p1, c1, c2, c3) como funciones de dos parámetros (p2, p3) que no son
relevantes para estudiar el comportamiento que queremos. En las simulaciones se
tomo p2 = 100 y p3 = 100. El tiempo inicial se tomo a t = 0 (linea vertical en
las gráficas). La solución es mostrada en las figuras 5.10, 5.11 y 5.12. El primer
comportamiento no esperado es que la cizalladura se hace cero a un lado del rebo-
te y alcanza su valor máximo al otro lado del rebote. También p2 y p3 presentan
un nuevo comportamiento ya que ṗ2 y ṗ3 se hacen cero tres veces, estos ceros se
pueden ver en la gráfica de µ̄ici donde µ̄2c2 y µ̄3c3 cruzan la linea π/2 tres veces.
Este comportamiento no estaba presente en las soluciones de Bianchi I ni en las
de Bianchi II estudiadas previamente. De la gráfica 5.10 se puede apreciar que
la densidad tiene un valor pequeño y de la gráfica 5.12 para Ω,Σ2, K, se puede
apreciar que toda la contribución dinámica viene de las anisotropías tal como se
esperaba.

5.3. Conclusiones *
Se analizaron las soluciones de las ecuaciones efectivas del modelo cuántico de
Bianchi II [21] en el contexto de CCL. La validez de las ecuaciones efectivas ha
sido verificada en los modelos isotrópicos y se espera que de algunas pistas sobre la
dinámica cuántica de los estados semiclásicos, esto se debe a que la teoría efectiva
proviene de la construcción de la teoría cuántica completa.

Resumiendo los resultados obtenidos, se consideró el modelo de Bianchi II a nivel
clásico y efectivo, usando los resultados previos para Bianchi I se pudo tener control
sobre las soluciones del modelo. Se mostró que se recupera Bianchi I en el límite
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de x→ 0 o equivalentemente p3
1 � p2p3. Es importante recordar que Bianchi I no

está contenido en Bianchi II sino que es un caso límite. Adicionalmente Bianchi I
aporta información sobre el comportamiento asintótico de las soluciones de Bianchi
II.

Para determinar si las singularidades clásicas son resueltas y como evolucionan
las soluciones efectivas, se eligió un conjuto de observables (densidad, cizalladura,
expansión, etc.) y se estudió su evolución numérica. Las ecuaciones de movimiento
admiten distintos límites que pueden ser utilizados para verificar la validez de
las soluciones y explorar las nuevas ideas que ofrece Bianchi II. Con el fin de
estudiar sistemáticamente las soluciones se empezó estudianto el límite clásico para
mostrar como las soluciones efectivas resuelven las singularidades y se acercan a
las soluciones clásicas lejos del rebote. Luego se estudió el límite isotrópico que
está contenido en el límite de Bianchi I cuando no hay anisotropías, se encontró
que las soluciones presentan un máximo de la densidad igual a la densidad crítica
ρcrit; la cizalladura es cercana a cero y muestra un comportamiento no trivial ya
que presenta cuatro máximos y se hace cero en el rebote. Luego se agregaron las
anisotropías y se estudió el límite de Bianchi I, mostrando que se reproducen las
soluciones ya conocidas [41] y que las singularidades tipo cigarrillo también son
resueltas, donde por resolución de la singularidad es entendido que los observables
se comportan de manera adecuada (no divergen).
No se pudo mostrar numéricamente que las singularidades tipo barril también se
resuelven, debido a que esto implica un ajuste muy fino en las condiciones iniciales.
Pero se estudiaron como un límite y no se encontró nada que indicara que no son
resueltas también. Luego se consideró el caso simétrico bajo rotaciones locales de
Bianchi II y se exploraron las soluciones que hacian máxima la densidad en el
rebote. Los exponentes de Kasner mostraron ser tipo Bianchi I lejos del rebote, lo
cual es consistente con el hecho de que clásicamente Bianchi II se acerca a Bianchi
I para tiempos grandes [74, 73, 59]. También se mostró que un factor de escala
direccional puede cambiar su comportamiento hasta tres veces (un rebote y dos
puntos de retorno) y las otras dos direcciones rebotan una vez, para un total de
tres rebotes direccionales y un rebote global (cuando la expansión es cero).

Se estudio el límite de vacío con cizalladura máxima para obtener una solución
extrema, en la cual toda la contribución dinámica proviene de las anisotropías.
Estas soluciones presentan valores pequeños de la densidad en el rebote y un
comportamiento inesperado de la cizalladura y el escalar de Ricci, ya que son
asimétricos (respecto al rebote) y alcanzan su máximo a un lado del rebote. Se
encontraron soluciones que presentan una densidad mayor en el rebote que las
soluciones isotrópicas. Algunas de las soluciones más importantes fueron simétricas
bajos rotaciones locales, tales como el límite de vacío y las soluciones que alcanzan
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el valor máximo de la densidad.

Para tener control sobre las soluciones se encontró que la mejor manera es poner las
condiciones iniciales en el rebote (o cercanas). También hay dos puntos importantes
que necesitaron ser verificados en este trabajo: la convergencia de las soluciones y
la evolución de las cantidades conservadas, las cuales se muestran en el apéndice
A.1.

Estos resultados pueden ser usados como punto de partida para estudiar el modelo
de Bianchi IX y saber si cerca a la singularidad clásica se presenta un comporta-
miento tipo Bianchi I con transiciones tipo Bianchi II, tal como ocurre en la teoría
clásica y la conjetura BKL. En el caso de la dinámica completa en cosmología cuán-
tica de lazos sería interesante saber si los estados semiclásicos reproducen todos
los nuevos comportamientos que se obtienen en la teoría efectiva, desde este punto
de vista este trabajo puede ser entendido como el primer paso en esta dirección,
ya que se tiene un estudio sistemático de las soluciones de la teoría efectiva.



Capítulo 6

Universo Tipo Bianchi IX

La importancia del modelo de Bianchi IX radica en la conjetura BKL. Esta con-
jetura sugiere que la dinámica cerca de una singularidad espacial está dominada
por las derivadas temporales, las cuales a su vez se hacen más importantes que las
derivadas espaciales. Este hecho, hace que la dinámica local sea independiente y
pueda ser aproximada por la dinámica de un universo homogéneo. En general, lo-
calmente la dinámica es descrita por un universo tipo Bianchi IX, el cual presenta
un comportamiento oscilatorio entre soluciones de Bianchi I con transiciones tipo
Bianchi II. Otro elemento importante sobre la conjetura BKL y la evolución cerca
a cualquier singularidad inicial, es que la contribución dinámica de la materia se
hace despreciable y el universo se puede describir como vacío. Si se juntan todos
los elementos que conforman la conjetura BKL, decimos que la dinámica para
cualquier universo cerca de la singularidad inicial se describe localmente como un
universo homogéneo donde la contribución dinámica de la materia es despreciable,
es decir, la dinámica puede ser descrita de manera aproximada por un universo tipo
Bianchi IX vacío. Un hecho importante es que esto no es cierto cuando el contenido
de materia es un campo escalar sin masa. En este caso la contribución dinámica de
la materia es importante. Esto hace que estudiar el universo tipo Bianchi IX con
un campo escalar sin masa sea importante. Primero, si existen distintos tipos de
materia, la única que va a contribuir de manera significativa a la dinámica cerca
de la singularidad será el campo escalar sin masa. Segundo, si no existe un campo
escalar sin masa en el universo, la conjetura dice que su dinámica está bien apro-
ximada por un universo vacío, el cual es un caso límite de un universo con campo
escalar sin masa cuando el momento del campo escalar es cero. Para más detalles
ver [74, 61].

Debido a que Bianchi I y II juegan un papel importante en el comportamiento
clásico de las soluciones de Bianchi IX, en este capítulo consideramos también los
modelos efectivos de Bianchi I y II con el fin de comprender la dinámica efectiva
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de Bianchi IX. Adicionalmente, como el proceso de cuantización del modelo pue-
de producir resultados inesperados, incluimos también el estudio de los modelos
isotrópicos de FRW plano (k = 0) y cerrado (k = 1) con el fin de ilustrar algu-
nos resultados nuevos en la dinámica efectiva de Bianchi IX. Finalmente, debido
a que el estudio realizado es numérico, utilizamos los resultados ya conocidos de
los modelos isotrópicos y de Bianchi I con el fin de comprobar la validez de la
implementación numérica de las ecuaciones. Este capítulo está organizado de la
siguiente manera: en la primera sección mostramos algunos resultados relevantes
de la dinámica clásica de Bianchi IX y discutimos algunos observables que serán de
gran utilidad para entender la dinámica efectiva; en la segunda sección resumimos
todas las teorías efectivas involucradas en el estudio de Bianchi IX y en la tercera
sección mostramos los resultados numéricos de las ecuaciones efectivas.

6.1. Dinámica Clásica

Dado que estamos estudiando el modelo de Bianchi IX en las variables de Ashtekar,
escribiremos la teoría clásica en estas variables con el fin de poder comparar las
soluciones efectivas con las soluciones clásicas y mostrar que la singularidad del
big bang se resuelve. El Hamiltoniano clásico de Bianchi IX con el lapso N = V
esta dado por [76]

CCla
HBIX

= − 1

8πGγ2

[
p1c1p2c2 + p2c2p3c3 + p3c3p1c1 + 2ϑ

(
p1p2c3 + p2p3c1 + p3p1c2

)
+ϑ2(1 + γ2)

[
2p2

1 + 2p2
2 + 2p2

3 −
(p2p3

p1

)2

−
(p3p1

p2

)2

−
(p1p2

p3

)2
]]

+
1

2
p2
φ ≈ 0,

con ϑ = (2π2)1/3. Los corchetes de Poisson son {ci, pj} = 8πGγδij, {φ, pφ} = 1. Las
ecuaciones de movimiento se obtienen del corchete de Poisson del Hamiltoniano
con las variables básicas

ṗi = {pi, CHBIX} , ċi = {ci, CHBIX} ,
φ̇ = {φ, CHBIX} , ṗφ = {pφ, CHBIX} ,

las cuales son de la forma
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ṗφ = 0 ,

φ̇ = pφ ,

ṗ1 =
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γ
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p2p3
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]
,
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2
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.

Las otras ecuaciones se pueden obtener por permutaciones.
Con el fin de estudiar las soluciones de Bianchi IX se deben utilizar los observables
definidos en la sección 3.1.6. En este caso los observables más importantes son
los parámetros que miden la contribución dinámica de la materia (parámetro de
densidad)

Ω :=
8πG

3

ρ

H2
, (6.1)

la contribución dinámica de las anisotropías (parámetro de cizalladura)

Σ2 :=
3σ2

2θ2
=

σ2

6H2
(6.2)

y la contribución dinámica de la curvatura intrínseca (parámetro de curvatura)

K = −3 (3)R

2θ2
= −

(3)R

6H2
. (6.3)

Donde
(3)R = −1

2

[
x2

1 + x2
2 + x2

3 − 2(x1x2 + x1x3 + x2x3)
]

(6.4)

es la curvatura de la variedad espacial y

x1 = α1

√
p2p3

p3
1

, x2 = α2

√
p1p3

p3
2

, x3 = α3

√
p1p2

p3
3

. (6.5)

Los valores de los αi son:

Bianchi I, α1 = α2 = α3 = 0.

Bianchi II, α1 = 1, α2 = 0, α3 = 0 o permutaciones.

Bianchi IX, α1 = α2 = α3 = l20, donde l0 = V
1/3

0 y V0 volumen de la
hipersuperficie espacial.
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Para el caso de FRW con k = 1, simplemente se toma Bianchi IX y se hace
x1 = x2 = x3.

El modelo de Bianchi IX clásico no tiene una solución completa y solo se conocen
algunos hechos generales sobre sus soluciones. Estos resultados se pueden obtener
por distintas aproximaciones y se resumen en [74]. Entre estos hechos los que son
de interés para nosotros son:

Todas las soluciones de Bianchi IX presentan un recolapso si la materia
satisface la condición de energía dominante y tiene presión promedio no
negativa [58].

Bianchi IX tiene como límite Bianchi I cuando xi → 0, con i = 1, 2, 3.

Bianchi IX tiene como límite Bianchi II cuando x2 → 0, x3 → 0 y permuta-
ciones de x1, x2, x3.

Bianchi IX se reduce a FRW con k = 1 cuando p1 = p2 = p3 y c1 = c2 = c3.

Bianchi IX tiene como límite FRW con k = 0 cuando p1 = p2 = p3, c1 =
c2 = c3 y xi → 0, con i = 1, 2, 3.

Para el caso de Bianchi IX en el vacío el hecho importante está relacionado
con su evolución cerca a la singularidad, ya que se puede aproximar por fases
de Bianchi I con transiciones de Bianchi II.

Aunque no vamos a utilizar este hecho, es importante mencionar que Bianchi
IX se reduce a Bianchi VII0 1 cuando α1 = 0, α2 = 1, α3 = 1 y es un caso
límite cuando α1 = α2 = α3 = l20 y uno de los xi → 0, con i = 1, 2, 3.

Las variables xi serán de gran importancia a la hora de estudiar la evolución de las
soluciones efectivas de Bianchi IX por dan información sobre las transiciones que se
pueden presentar en la soluciones de Bianchi IX. Para distinguir las transiciones
que pueden tener las soluciones, se toma Bianchi IX (α1 = α2 = α3 = l20) y se
estudia la evolución de las variables xi. Los distintos límites a los que se pueden
acercar las soluciones se clasifican como

Bianchi I, (x1 → 0, x2 → 0, x3 → 0).

Bianchi II, (x1 → 0, x2 → 0) ó (x1 → 0, x3 → 0) ó (x2 → 0, x3 → 0).

Bianchi VII0, (x1 → 0) ó (x2 → 0) ó (x3 → 0).
1Ver apéndice A.6 para la clasificación de Bianchi.
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Bianchi IX, (x1 6= 0, x2 6= 0, x3 6= 0).

Nótese que Bianchi VII0 está incluido en esta clasificación debido a que clásica-
mente es parte de la dinámica de Bianchi IX. A nivel efectivo no se sabe si esto
sigue siendo cierto, asi que lo más sano es incluir el caso cuando uno de los xi
tiende a cero. También es importante resaltar que no existe una teoría cuántica
para Bianchi VII0 y por lo tanto no existe su equivalente efectivo. Entonces Bianchi
VII0 se puede entender como una etiqueta para las soluciones en las cuales solo uno
de los xi está cerca de cero. Adicionalmente puede servir como motivación para
cuantizar el modelo de Bianchi VII0, obtener su dinámica efectiva y comparar con
los resultados que se obtienen en Bianchi IX.
Observando la evolución de cada uno de los xi se sabe cerca de que clase de
universo está la evolución. Además el valor de las cantidades Ω,Σ2 y K puede dar
más información sobre como influye la contribución de la materia, la anisotropía
y la curvatura intrínseca en la dinámica del sistema. Estas cantidades satisfacen
sobre las soluciones clásicas que

Ω + Σ2 +K = 1 . (6.6)

Esto se puede utilizar para verificar la evolución numérica en la región clásica.
Estos parámetros tienen el “problema” de tener por definición un valor infinito en
el rebote y en el recolapso (θ = 0), por lo tanto no serán de utilidad cerca de estas
regiones. Otras cantidades que pueden ayudar a distinguir el tipo de solución que
se obtiene son los exponentes de Kasner

ki =
Hi

|θ|
. (6.7)

Estos parámetros son útiles para determinar que tipo de Bianchi I se obtiene.

Todos estos elementos serán de gran importancia a la hora de estudiar las solucio-
nes a las ecuaciones efectivas. Aunque el objetivo es estudiar Bianchi IX, debido
a su complejidad es necesario estudiar también los casos más simples de Bianchi
I y los casos isotrópicos de FRW con k = 0, 1. Los Hamiltonianos efectivos para
cada una de las teorías en consideración se muestran en la siguiente sección. Las
ecuaciones de movimiento de estos Hamiltonianos se muestran en el apéndice A.4.

6.2. Dinámica Efectiva
Para Bianchi IX el método de cuantización de la curvatura consiste en calcular la
conexión a partir de las holonomías y con la conexión definir la curvatura, la cual
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se promueve a un operador. Adicionalmente existe libertad en tomar el lapso, esta
libertad a nivel clásico no es importante físicamente pero a nivel cuántico define
distintas teorías cuánticas. En este trabajo se van a considerar dos teorías efectivas
de Bianchi IX derivadas de dos teorías cuánticas distintas. La primera es para el
lapso N = V y la segunda es para N = 1. Para N = V el Hamiltoniano efectivo
es [76]

C(2)
HBIX

=− p1p2p3

8πGγ2λ2

(
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3 + sin µ̄3c3 sin µ̄1c1

)
− ϑ

4πGγ2λ

(
(p1p2)3/2

√
p3

sin µ̄3c3 +
(p2p3)3/2

√
p1

sin µ̄1c1 +
(p3p1)3/2

√
p2

sin µ̄2c2

)
− ϑ2(1 + γ2)

8πGγ2

[
2(p2

1 + p2
2 + p2

3)−
(
p1p2

p3

)2

−
(
p2p3

p1

)2

−
(
p3p1

p2

)2 ]
+
p2
φ

2
≈ 0 . (6.8)

con ϑ = (2π2)1/3. Recordemos que λ2 = 4
√

3πγ`2
Pl y

µ̄1 = λ

√
p1

p2p3

, µ̄2 = λ

√
p2

p1p3

, µ̄3 = λ

√
p3

p1p2

.

Para el lapso N = 1 el Hamiltoniano efectivo está dado por [55]

C(4)
HBIX

=−V
4A(V )h6(V )

8πGV 6
c γ

2λ2

(
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3

)
−ϑA(V )h4(V )

4πGV 4
c γ

2λ

(
p2

1p
2
2 sin µ̄3c3 + p2

2p
2
3 sin µ̄1c1 + p2

1p
2
3 sin µ̄2c2

)
−ϑ

2(1 + γ2)A(V )h4(V )

8πGV 4
c γ

2
×(

2V [p2
1 + p2

2 + p2
3]−

[
(p1p2)4 + (p1p3)4 + (p2p3)4

]
h6(V )

V 6
c

)
+
h6(V )V 2

2V 6
c

p2
φ ≈ 0 (6.9)

con Vc = 2πγλ`2
Pl y

h(V ) =
√
V + Vc −

√
|V − Vc| ,

A(V ) =
1

2Vc
(V + Vc − |V − Vc|) .
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Los corchetes de Poisson son {ci, pj} = 8πGγδij, {φ, pφ} = 1 y las ecuaciones de
movimiento efectivas se muestran de manera explícita en el apéndice A.4.
Dado que clásicamente Bianchi IX presenta fases de Bianchi I con transiciones
de Bianchi II [74], es importante estudiar si lo mismo ocurre a nivel efectivo. Por
esta razón se consideran también las ecuaciones efectivas de Bianchi I y II. Los
Hamiltonianos efectivos para Bianchi I y II se pueden escribir en una sola expresión
como [21]

CHBII
=

p1p2p3

8πGγ2λ2

[
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3 + sin µ̄3c3 sin µ̄1c1

]
+

1

8πGγ2

[
α(p2p3)3/2

λ
√
p1

sin µ̄1c1 − (1 + γ2)

(
αp2p3

2p1

)2
]
−
p2
φ

2
≈ 0 ,

donde el parámetro α permite distinguir entre Bianchi I (α = 0) y Bianchi II
(α = 1). Las soluciones para las ecuaciones de movimiento de este Hamiltoniano
se estudiaron en el capítulo anterior, donde también se muestran las ecuaciones
de movimiento de manera explícita. Con el fin de agrupar todas las ecuaciones
efectivas en un solo lugar construimos el apéndice A.4.

Como se habia mencionado antes, los dos Hamiltonianos efectivos de Bianchi IX
(6.8,6.9) se pueden ver como la generalización de las dos teorías efectivas para el
modelo de FRW cerrado (k = 1), las cuales se obtienen usando el mismo método
de cuantización para la curvatura y los mismos lapsos.
El Hamiltoniano efectivo que se obtiene de la cuantización de FRW cerrado con
lapso N = V es de la forma

C(2)
Hk=1

=
3V 2

8πGγ2λ2
[sin2 λβ − 2D sinλβ + (1 + γ2)D2]−

p2
φ

2
≈ 0 . (6.10)

con D = λϑ/V −1/3. El Hamiltoniano efectivo con lapso N = 1 es

C(4)
Hk=1

=
3A(V )V

8πGγ2λ2
[sin2 λβ − 2D sinλβ + (1 + γ2)D2]−

p2
φ

2
≈ 0 , (6.11)

con

A(V ) =
1

2Vc
(V + Vc − |V − Vc|) =

{
V/Vc V < Vc
1 V ≥ Vc

(6.12)

La teoría cuántica de la cual proviene este Hamiltoniano efectivo incluye más
potencias negativas del volumen, lo cual se denomina correcciones de las tríadas
inversas. Una discusión detallada sobre las cuantizaciones y las soluciones de las
ecuaciones efectivas se puede encontrar en [33, 55].
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Las variables (V, β) estan relacionadas con (c, p) por medio de la relación

V = p3/2 , β =
c
√
p
, (6.13)

donde V corresponde al volumen físico de todo el espacio. Sus corchetes de Poisson
son

{β, V } = 4πGγ , {φ, pφ} = 1 . (6.14)

Por último se muestra el Hamiltoniano efectivo del modelo FRW con k = 0, ya
que las soluciones a sus ecuaciones de movimiento son límites de las soluciones de
Bianchi IX y pueden ser de utilidad a la hora de comprobar la implementación
numérica y entender como es la dinámica de Bianchi IX cerca de los universos
isotrópicos. El Hamiltoniano efectivo es de la forma

CHk=0
=

3

8πGγ2λ2
V 2 sin(λβ)2 −

p2
φ

2
≈ 0 , (6.15)

con lapso N = V , donde V el volumen físico de la celda auxiliar y β su momento
conjugado.
Una vez se tienen todas las teorías efectivas a considerar, el paso siguiente es
estudiar numéricamente las soluciones efectivas de Bianchi IX con la ayuda de
los resultados conocidos de Bianchi I, II y los modelos isotrópicos de FRW con
k = 0, 1.

6.3. Soluciones Numéricas **
En esta sección estudiamos las soluciones efectivas de Bianchi IX. A continuaci]on,
consideramos dos teorías efectivas de Bianchi IX, una con lapso N = V y otra
con lapso N = 1. Debido a la dificultad de estudiar las soluciones de estas teorías
tomaremos dos caminos para comprender las soluciones. El primero es discutir
sobre las diferencias de las dos teorías efectivas de Bianchi IX desde el punto de
vista analítico. El segundo es estudiar la región del espacio de soluciones en que
las dos teorías describen la misma física y justificar la relevancia de esta región de
soluciones. Luego dentro de esta región se considera el límite de Bianchi I y los
modelos isotrópicos.
Pretendemos entonces dar respuesta a algunas preguntas acerca de las soluciones
efectivas. Queremos saber en primer lugar si resuelven estas soluciones la singu-
laridad del big bang y si se reducen a las soluciones clásicas lejos del rebote. En
segundo lugar, nos interesa saber si todas las soluciones de Bianchi IX recolapsan
cuando la materia satisface la condición de energía dominante y tiene presión pro-
medio no negativa. Tercero, es importante saber si se reduce Bianchi IX a FRW
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con k = 1 cuando p1 = p2 = p3 y c1 = c2 = c3. Cuarto, si Bianchi I tiene como
límite a FRW con k = 0 cuando p1 = p2 = p3, c1 = c2 = c3 y xi → 0, con
i = 1, 2, 3. Finalmente, indagaremos si Bianchi IX tiene como límite a Bianchi I
cuando xi → 0, con i = 1, 2, 3.
Para responder la tercera pregunta se debe discutir sobre las diferencias entre las
dos teorías efectivas de Bianchi IX desde el punto de vista analítico. Se puede
mostrar [55] que el Hamiltoniano efectivo C(2)

H para Bianchi IX con lapso N = V se
reduce al Hamiltoniano efectivo del modelo isotrópico de FRW cerrado con N = V
cuando p1 = p2 = p3 y c1 = c2 = c3, en este caso C(2)

HBIX
= C(2)

H . Esto quiere decir
que al cuantizar el modelo isotrópico y el anisotrópico, las soluciones efectivas
del modelo anisotrópico contienen las soluciones efectivas del modelo isotrópico, lo
cual hace más “consistente” las dos cuantizaciones, es decir, al cuantizar un modelo
menos simétrico la cuantización del modelo reducido no se ve afectada [76, 33, 55].
Por otro lado cuando se considera el Hamiltoniano efectivo C(4)

H para Bianchi IX
con lapso N = 1, al tomar p1 = p2 = p3 y c1 = c2 = c3 no se reduce al modelo
isotrópico de FRW cerrado con N = 1, es decir, C(4)

HBIX
6= C(4)

H , por lo tanto la
dinámica que describen los dos Hamiltonianos para el caso isotrópico es distinta.
Un análisis más detallado sobre la diferencia en los modelos cuánticos y efectivos
de estas dos teorías se puede encontrar en [55].

Un hecho importante que encontramos en el estudio del modelo de FRW con k = 1
[33] para las distintas cuantizaciones es que sus teorías efectivas dan las mismas
soluciones en el límite de volumen grande o momento del campo grande. Este es el
hecho que utilizaremos para estudiar numéricamente las soluciones de Bianchi IX.
La idea es tomar el límite en que el momento del campo es grande, es decir, cuando
el volumen en el rebote es muy grande comparado con el volumen de Planck. Es
importante recordar que en el modelo de Bianchi IX es lícito hablar de “volumen
grande” dado que la variedad espacial es compacta y por lo tanto tiene un volumen
físico bien definido, lo cual no ocurre en los modelos de Bianchi I, II y FRW plano
donde el volumen corresponde a la celda auxiliar.

Esta sección se divide en cuatro partes. En la primera se muestra el límite de
volumen grande o momento del campo grande, donde las dos teorías efectivas
de Bianchi IX reproducen la misma dinámica; en la segunda parte se muestra
el límite clásico donde se comparan las soluciones efectivas con las clásicas y se
verifica que la singularidad del big bang se resuelve. Luego se muestra el límite de
FRW cerrado y abierto en la región donde las dos teorías de Bianchi IX describen la
misma dinámica lo cual permite verificar que las soluciones numéricas tienden a los
resultados numéricos y analíticos ya conocidos para los universos isotrópicos. Por
último, se muestra como se obtiene el límite de Bianchi I y como son las soluciones
en este límite. Todas las soluciones se estudiaron en unidades de c = 1, ~ = 1, G =
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Figura 6.1: Comparación entre las soluciones de las dos ecuaciones efectivas con
lapsos N = V y N = 1.

1. El integrador numérico es el método de Runge-Kutta 4 y las gráficas están en
función del tiempo cósmico (lapso N = 1).

6.3.1. Límite de Volumen Grande **

Primero vamos a estudiar la región del espacio de soluciones donde las dos ecuacio-
nes efectivas dan los mismos resultados. Esta región corresponde a las soluciones
con volumen grande en el rebote (grande comparado con el volumen de Planck) o
momento del campo grande. En este límite se puede decir que las dos ecuaciones
efectivas son iguales, en el sentido que dado un intervalo de tiempo tf − ti < ∞
y una tolerancia ε > 0, siempre se puede encontrar datos iniciales para cada una
de las teorías efectivas de tal manera que la diferencia en sus evoluciones está
dentro de la tolerancia ε en el intervalo de tiempo tf − ti. Es importante resaltar
que todas las afirmaciones que se hacen sobre las soluciones efectivas aplican para
las soluciones numéricas estudiadas y no para todo el espacio de soluciones, sin
embargo se espera que se puedan extender todos los resultados cualitativos, como
por ejemplo, el reemplazo del big bang por un rebote.
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En la figura 6.1 se aprecia la comparación en la evolución de las soluciones para las
dos teorías efectivas de Bianchi IX. En la evolución de los tres factores de escala, se
ve que las soluciones coinciden y presentan una dinámica efectiva similar. Mientras
mayor sea el momento del campo escalar o mayor sea el volumen en el rebote más
se acercan las dos soluciones efectivas. Los datos iniciales son: µ̄1 = µ̄2 = µ̄3 = π/2,
p1 = 10000, p2 = 20000 y p3 = 30000. El momento del campo es pφ = 2,36× 106,
el cual se calcula de la ligadura Hamiltoniana. El volumen en el rebote es Vb =
2,45× 106 en unidades de Planck.

A partir de ahora todos los análisis se van a realizar en el límite de volumen grande,
por lo tanto todas las conclusiones obtenidas aplican para las dos teorías efectivas
de Bianchi IX. Lo primero es verificar que la singularidad del big bang se resuelve
y que la dinámica clásica se recupera en algún intervalo de tiempo. Este es el
objetivo de la próxima sección.

6.3.2. Límite Clásico **

Ahora queremos comprobar en primer lugar que las soluciones efectivas reproducen
la dinámica clásica lejos de lo que sería la singularidad del big bang. En segundo
lugar, se quiere mostrar que la singularidad se resuelve y es reemplazada por un
rebote. Esto agrega consistencia física a la teoría efectiva, en el sentido de que
contiene a la relatividad general lejos del rebote y que resuelve la singularidad del
big bang incorporando lo que se espera sea la dinámica cuántica de los estados
semiclásicos.

Para comparar las soluciones consideramos los datos iniciales en el rebote para
las ecuaciones efectivas y se evoluciona hacia adelante y atrás en el tiempo. Las
condiciones iniciales fueron: µ̄1 = µ̄2 = µ̄3 = π/2, p1 = 10000, p2 = 20000,
p3 = 30000. Para comparar con las soluciones clásicas tomamos los valores de las
variables (ci, pi) de la evolución efectiva en el volumen máximo y se utilizan como
condiciones iniciales para las ecuaciones clásicas. Estas soluciones clásicas tiene las
siguientes condiciones iniciales: µ̄1 = −6,661253 × 10−3, µ̄2 = −2,736483 × 10−3,
µ̄3 = −3,981829×10−3, p1 = 2,207835×106, p2 = 1,745869×106, p3 = 1,983146×
106. Para la solución clásica antes del rebote tomamos ti = −325,75 y para la
solución clásica después del rebote ti = 325,75. Luego se evolucionan hacia atrás
y adelante en el tiempo.

La comparación entre las soluciones clásicas y la efectiva se muestra en la figura
6.2, donde se aprecia la evolución del volumen y de los factores de escala. Notese
que las soluciones efectivas y clásicas coinciden hasta muy cerca del rebote. Luego
las soluciones clásicas presentan la singularidad del big bang y la solución efectiva
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Figura 6.2: Comparación entre la solución efectiva y las dos soluciones clásicas
antes y después del rebote.
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presenta un rebote conectando dos soluciones clásicas antes y después. Es impor-
tante resaltar que debido a la compacidad de la variedad espacial se presentan
recolapsos y debido a las ecuaciones efectivas se presentan rebotes, por lo tanto
el universo continúa rebotando y recolapsando indefinidamente. Entre cada dos
rebotes el universo pasa por una fase de universo clásico.

Una vez comprobamos que las ecuaciones efectivas reproducen las soluciones clá-
sicas y que resuelven la singularidad del big bang, el siguiente paso es estudiar el
espacio de soluciones de las ecuaciones efectivas. Dado que la dinámica de Bianchi
IX es no trivial y no existen soluciones analíticas para su dinámica clásica, no se
espera poder dar una descripción completa y detallada de las soluciones efecti-
vas, pero se puede hacer un estudio cualitativo de las soluciones efectivas que nos
permita tener un mayor control sobre el espacio de soluciones. Por esta razón se
estudian distintos límites de las soluciones efectivas, empezando por el límite en
que las soluciones son isotrópicas.

6.3.3. Límite Isotrópico **

Dentro de las soluciones de Bianchi IX, las soluciones isotrópicas son de gran im-
portancia ya que cerca a estas soluciones se espera tener la dinámica de un universo
realista, en el sentido de que nuestro universo es casi isotrópico y homogéneo a gran
escala. Además, ya que se conocen las soluciones numéricas [15, 16, 17, 68] para
los casos isotrópicos, se pueden utilizar para comprobar la validez de las soluciones
efectivas de Bianchi IX.

En la figura 6.3, la primera gráfica muestra la evolución de los exponentes de
Kasner k1, k2, k3 y su suma total k1 + k2 + k3. Se observa que todos los exponentes
de Kasner tienen el mismo valor ki = 1/3 y su suma es uno, hecho que demuestra
que cada dirección se expande a la misma velocidad. El valor positivo o negativo de
cada uno de los Kasner nos dice si cada dirección se está expandiendo o contrayendo
ki = Hi/|θ|, mientras que el signo de la suma total ±1 nos dice si la expansión
total θ es positiva o negativa. Como se puede apreciar en la segunda gráfica de la
figura 6.3, cuando θ > 0 significa que el universo se expande, θ < 0 significa que
se contrae y θ = 0 significa que el universo recolapsa o rebota. Esta dinámica se
aprecia claramente en la gráfica del volumen que se presenta en la figura 6.4, donde
se ven los rebotes y recolapsos del universo. Nótese que el volumen en el rebote
no es el mismo para todos los casos sino que se presentan dos valores distintos del
volumen en el rebote. Esto hecho fue estudiado en [33] y corresponde a la dinámica
de un universo de FRW cerrado, lo cual nos permite verificar los resultados ya
conocidos para el caso isotrópico con k = 1. Para este caso las condiciones iniciales
fueron: µ̄i = π/2, pi = 100, con i = 1, 2, 3.
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Figura 6.3: Evolución de los exponentes de Kasner (ki) y la expasión.
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Figura 6.4: En la gráfica superior se muestra la evolución del volumen. En la gráfica
inferior se muestra la comparación de la densidad en el rebote para soluciones con
distintos valores del momento del campo pφ.
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En la figura 6.4 graficamos la densidad sobre la densidad crítica (ρ/ρcrit). En este
caso se ve como cambia el valor de la densidad en el rebote a medida que aumenta
el momento del campo escalar pφ, observamos que la densidad en el rebote tiende
a ser igual a la densidad crítica. Adicionalmente, el tiempo entre cada rebote se
hace más largo ya que a medida que aumenta el momento del campo el universo
se hace más grande y tarda más tiempo en recolapsar. Esto significa que dentro
del límite isotrópico cuando el momento del campo se hace grande se recupera la
dinámica del universo de FRW con k = 0. Es de notar que el universo isotrópico
plano no está contenido dentro del espacio de soluciones de Bianchi IX, sino que es
un límite de las soluciones en el sentido de que uno puede aproximar la dinámica
del universo plano tanto como quiera dentro de las soluciones de Bianchi IX. Las
condiciones iniciales para cada una de las soluciones son: µ̄i = π/2, pi = 1000, con
pφ ≈ 4× 104; µ̄i = π/2, pi = 10000, con pφ ≈ 1× 106 y µ̄i = π/2, pi = 100000, con
pφ ≈ 3× 107, donde i = 1, 2, 3.

Es importante resaltar que estrictamente hablando no se está estudiando el límite
isotrópico para FRW con k = 1 dado que se toman condiciones iniciales exacta-
mente isotrópicas y se evolucionan. En el caso de FRW con k = 0, sí es un límite ya
que no pertenece al espacio de soluciones de Bianchi IX. Una vez se ha estudiado
el límite isotrópico, el siguiente límite en nivel de dificultad es el límite de Bianchi
I.

6.3.4. Límite de Bianchi I **

Para encontrar las soluciones efectivas de Bianchi IX cercanas a las soluciones
efectivas de Bianchi I utilizamos el siguiente método:

Imponer condiciones iniciales en el rebote para las ecuaciones efectivas de
Bianchi I de tal manera que el campo escalar tenga un momento grande.

Poner a evolucionar hacia adelante en el tiempo hasta la región clásica lejos
del rebote.

En la región clásica tomar los valores finales de la evolución de Bianchi I e
introducir como valores iniciales para las ecuaciones de Biachi IX.

Finalmente evolucionar las ecuaciones efectivas de Bianchi IX hacia atrás
en el tiempo obteniendo así una dinámica cercana a Bianchi I dentro de las
soluciones de Bianchi IX.

En la figura 6.5 se aprecia que este método funciona ya que los exponentes de
Kasner y los parámetros Ω,Σ2, K permanecen casi constantes en la solución a la
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Figura 6.5: Evolución de los exponentes de Kasner y los parámetros que miden la
contribución dinámica de la materia Ω, las anisotropías Σ2 y la curvatura intrínseca
K.
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Figura 6.6: Evolución de los xi que miden la curvatura intrínseca.
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derecha del rebote. Esto es lo que se espera de una solución tipo Bianchi I. Además
se observa que la contribución dinámica de la curvatura intrínseca es cercana a cero,
K ≈ 0, lo cual se cumple para Bianchi I ya que es espacialmente plano. Esto se
puede verificar en la figura 6.6 donde mostramos la evolución de los xi, ec. (6.5),
que son los que contribuyen a la curvatura intrínseca (3)R, ec. (6.4).

En la figura 6.6 se observa que en la evolución del universo a la derecha del rebote
xi ≈ 0 y cerca al rebote x1 se hace mayor alcanzando su valor máximo en el
rebote, mientras que los otros dos permanecen cercanos a cero, x2, x3 ≈ 0. Esto
quiere decir que al evolucionar hacia atrás en el tiempo, el universo es cercano a
Bianchi I en la región clásica y luego cuando se acerca al rebote la dinámica se
vuelve tipo Bianchi II (x1 6= 0 y x2, x3 ≈ 0). Una vez el universo cruza el rebote,
este hace la transición a una dinámica no trivial de Bianchi IX. Esta dinámica
representa resultados nuevos para las soluciones de las ecuaciones efectivas. Es
interesante resaltar la transición que sufre el universo, el cual pasa de estar cerca a
Bianchi I a la dinámica completa de Bianchi IX por medio de una transición tipo
Bianchi II.

Adicionalmente, valga discutir la dinámica del universo una vez cruza el rebote. En
la figura 6.5 se observa que la contribución dinámica a la izquierda del rebote va
cambiando con el tiempo. Se puede ver que la contribución dinámica de las aniso-
tropías Σ2 se hace mayor al valor que tenía antes del rebote (evolucionando hacia
atrás en el tiempo), mientras que la contribución dinámica de la materia Ω dismi-
nuye. La contribución dinámica de la curvatura intrínseca K se hace ligeramente
negativa permitiendo que la anisotropía tenga mayor contribución dinámica. Por
último, de esta gráfica se observa que la contribución dinámica de la curvatura K
se hace cada vez mayor, mientras que la contribución dinámica de la materia Ω y
las anisotropías Σ2 disminuye.

Las condiciones iniciales que se extraen de las soluciones de Bianchi I y se intro-
ducen en las ecuaciones de Bianchi IX son: µ̄1 = 6,0 × 10−5, µ̄2 = −1,1 × 10−5,
µ̄3 = 1,3× 10−4, p1 = 6,0× 1010, p2 = 4,0× 1011, p3 = 9,0× 1010. El tiempo inicial
es t = 1835 y se evoluciona hacia adelante y atrás en el tiempo.

6.4. Conclusiones **

Las soluciones numéricas de las ecuaciones efectivas de Bianchi IX que realizamos
en la sección anterior, nos permiten responder a las preguntas que motivaron nues-
tra discusión. Comenzando por la primera pregunta acerca de la resolución de la
singularidad del big bang a través de las soluciones efectivas, hemos encontrado
en las secciones 6.3.1 y 6.3.2 que las dos teorías efectivas (con lapsos N = V y



150 Cosmología Numérica en Gravedad Cuántica de Lazos

N = 1) en el límite de volumen grande describen la misma dinámica, resuelven
la singularidad del big bang y reproducen la dinámica clásica en la zona lejana al
rebote.

Acerca del recolapso de todas las soluciones de Bianchi IX suponiendo que la
materia satisface la condición de energía dominante y tiene presión promedio no
negativa, encontramos que no es posible resolverlo sino de forma analítica ya que
incluye todo el espacio de soluciones. Sin embargo, exploramos numéricamente las
soluciones y encontramos que para el campo escalar sin masa todas las soluciones
presentan un recolapso. Encontramos también que efectivamente Bianchi IX tiene
como límite a FRW con k = 1 cuando p1 = p2 = p3 y c1 = c2 = c3, y a FRW
con k = 0 cuando p1 = p2 = p3, c1 = c2 = c3 y xi → 0, con i = 1, 2, 3. Esto
lo mostramos al encontrar que se reproduce la dinámica de FRW con k = 1 y se
obtienen las soluciones de FRW con k = 0 en el límite isotrópico y momento del
campo grande.

Además de estos límites, observamos al obtener las soluciones de Bianchi IX cer-
canas a Bianchi I (xi ≈ 0), que además de que Bianchi IX tiene como límite a
Bianchi I cuando xi → 0 con i = 1, 2, 3, estas soluciones pueden presentar una
transición tipo Bianchi II, para luego seguir la dinámica completa de Bianchi IX.

Todos estos resultados nos muestran que en el límite de volumen grande las dos
teorías efectivas describen la misma dinámica. Si estas dos teorías realmente des-
criben la dinámica cuántica de un estado semiclásico, entonces los resultados que
hemos obtenido indican que la dinámica semiclásica de las dos teorías cuánticas es
equivalente desde el punto de vista físico.



Apéndice A

Complementos

A.1. Algunas Integrales
Aquí se muestran algunas integrales que son de utilidad∫ ∞

−∞
e−ηx

2
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√
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η
(A.1)∫ x0
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Algunas integrales de error∫ ∞
z

e−x
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dx =
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erfc(z), con z ∈ C (A.4)∫ ∞
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donde erfc(z) es la Función de Error Complementaria

erfc(z) = 1− erf(z) = 1− 2√
π

∫ z

0

e−x
2

dx (A.6)

la cual puede ser acotada usando la expansión asintótica [1]

|erfc(z)| < e−|z|
2

|z|
√
π

(A.7)

con |arg z| < π/4 y z →∞. Cuando z = x es real

erfc(x) <
e−x

2

x
√
π
. (A.8)
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A.1.1. Algunas Relaciones
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+
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4
. (A.10)

A.2. Errores
Se muestra de manera explícita los errores en el cálculo de la norma y el volumen.
También se explica por que las aproximaciones hechas estan bien justificadas.

A.2.1. Error en la Norma *

La norma de un estado Gausiano esta dada por

‖χ̃‖2
phy = 2

∫ ∞
0
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el cual para n = 0 es
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Entonces
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Usando la forma de y se obtiene
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La norma usada en los cálculos fue

‖χ̃‖2
phy ≈

√
2πk0σ, (A.15)

por lo tanto el error en la aproximación es
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Esto nos dice que el error en la norma (con n = 0) es el error en aproximar la
función erfc(x) por medio de la función e−x

2

x
√
π
. Si se usa la ecuación (A.8) para

acotar la función erfc(y) entonces el error se puede acotar como

Error(‖χ̃‖2
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Como vimos antes, la semiclasicalidad implica que se debe tomar k0 � σ > 0
siendo así el error muy pequeño. Estos errores fueron también estudiados numéri-
camente para n > 0 y presentan un comportamiento similar de donde concluimos
que la aproximación hecha para calcular la norma es muy buena.

A.2.2. Error del Volumen *

Los coeficientes del volumen son
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Ṽ± =
κ√
2α

1

4
e±pαeα

2/2σ2

∫ ∞
−u0

[
2u2 + 4

√
2k0u+ 4k2

0 + α2
]
e−u

2/σ2

du . (A.18)

Si hacemos otro cambio de variables t = u
σ
la integral queda como
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con z = x± iy =
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Ĩ± =

∫ ∞
−∞

(
2σ2t2 + 4

√
2k0σt+ 4k2

0 + α2
)
e−t

2

dt

−
∫ −z
−∞

(
2σ2t2 + 4

√
2k0σt+ 4k2

0 + α2
)
e−t

2

dt

=
√
πk0

[
4k0 +

σ2 + α2

k0

− zσ2

√
π
e−z

2 − σ2

2
√
πk0

erfc(z)

−2
√

2σ
e−z

2

√
π
−
(

2k0 +
α2

2k0

)
erfc(z)

]
.
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Si se normaliza usando la ecuación (A.15) obtenemos
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Los valores usados en los calculos fueron
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Entonces el error en la integración es
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Usando la desigualdad triangular
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y usando la relación (A.7) (donde |argz| = arctan y
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Como todas las cantidades en el corchete son positivas y menores que uno, se puede
acotar el error como

|Error(V±)| <
5κσ2αk0|z|
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.

Dado que V± pueden ser muy pequeños o grandes entonces la cantidad que real-
mente mide el error es el error relativo |Error(V±)|

V±
. Usando la ecuación (A.20) se

obtiene
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La cantidad entre paréntesis es menor que uno, por lo tanto
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.

Dado que σ � α entonces e−α2/2σ2 ≈ 1. Aun más, como k0 � σ � α el exponen-
cial negativo gana sobre el factor polinomial mostrando que el error es pequeño.
Estos errores también fueron estudiados numericamente para n > 0 y presentan
resultados similares.

A.3. Tablas *
En este apéndice se resumen las principales cantidades para los estados Gausianos
generalizados con n = 0, 1. Es importante resaltar que a medida que cambia n la

estructura de los terminos sigue siendo similar y son de la forma
(
α
k0

)m
y
(
σ
k0

)l
.
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n=0 n=1

‖χ̃‖2
phy

√
2πk0σ

√
2πk0σ

(
k2

0 + 3
4
σ2
)

V± αe±pαeα
2/2σ2

(
1
2
k0 + σ2+α2

8k0

)
αe±pαeα

2/2σ2
(

3σ4+24k20σ
2+2α2σ2+16k40+8k20α

2+α4

24k0σ2+32k30

)
W0 α2

(
k2

0 + 3σ2

4

)
α2

(
15σ4+40k20σ

2+16k40
12σ2+16k20

)
W± α3e

±2pαe2α2/σ2 (
k2

0 + 3
4
σ2 + α2

)
α3e

±2pαe2α2/σ2
(

15σ4+40k20σ
2+24α2σ2+16k40+32α2k20+16α4

12σ2+16k20

)
〈p̂φ〉 ~k0

(
1 + σ2

4k20

)
~k0

(
1+ 3σ2

2k20
+ 3σ4

16k40

)
(

1+ 3σ2

4k20

)

〈p̂2
φ〉 ~2k2

0

(
1 + 3σ2

4k20

)
~2k2

0

(
1+ 5σ2

2k20
+ 15σ4

16k40

)
(

1+ 3σ2

4k20

)

(∆pφ)2 ~2σ2

4

(
1− σ2

4k20

)
~2σ2

4

(
1+ 3σ2

4k20
+ 9σ4

16k40
− 9σ6

64k60

)
(

1+ 3σ2

2k20
+ 9σ4

16k40

)

Vbounce αeα
2/2σ2

k0

(
1 + σ2+α2

4k20

)
αeα

2/2σ2
k0

(
1+ 3σ4

16k40
+ 3σ2

2k20
+α2σ2

8k40
+ α2

2k20
+ α4

16k40

1+ 3σ2

4k20

)
(∆V )2

〈V 〉2 eα
2/σ2

(
1+ 3σ2

4k20
+α2

k20

)
(

1+σ2+α2

4k20

)2 − 1 eα
2/σ2

(
1 + 3σ2

4k20

) (
1+ 15σ4

16k40
+ 5σ2

2k20
+ 3α2σ2

2k40
+ 2α2

k20
+α4

k40

)
(

1+ 3σ4

16k40
+ 3σ2

2k20
+α2σ2

8k40
+ α2

2k20
+ α4

16k40

)2 − 1



Apéndice A. Complementos 157

A.4. Ecuaciones de Movimiento Efectivas
En esta sección resumimos todas las ecuaciones de movimiento efectivas que usa-
mos para hacer el estudio numérico de las soluciones. Algunas de las ecuaciones
de movimiento mostradas en este apéndice son tomadas directamente de [55], el
objetivo es resumir todas las ecuaciones efectivas en un solo lugar. En total to-
dos los programas desarrollados para el trabajo de doctorado suman alrededor de
14000 líneas de código (si se imprimieran serían unas 200 páginas) en C y Fortran,
algunos códigos en serie y otros en paralelo usando openMP o MPI. Los programas
de los trabajos ya publicados se pueden encontrar en http://github.com/eamonto.

FRW k = 0

El Hamiltoniano efectivo es de la forma

CHk=0
=

3

8πGγ2λ2
V 2 sin2(λβ)−

p2
φ

2
≈ 0 , (A.21)

donde se toma el lapso N = V , con V el volumen físico de la celda auxiliar y β su
momento conjugado. Los corchetes de Poisson son {β, V } = 4πGγ y {φ, pφ} = 1.
Las variables (V, β) estan relacionadas con las variables (c, p) como

V = p3/2 , β =
c
√
p
. (A.22)

Las ecuaciones de movimiento son

V̇ =
3

γλ
V 2 sin(λβ) cos(λβ) , (A.23)

β̇ = − 3

γλ2
V sin2(λβ) . (A.24)

Las ecuaciones de movimiento para la materia son

ṗφ = 0 , (A.25)
φ̇ = −pφ , (A.26)

las cuales serán iguales para todas las teorías efectivas.

FRW k = 1

Para el modelo de FRW cerrado existen dos teorías cuánticas distintas dependien-
do del método de cuantización que se utilize para la curvatura. Para el estudio
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que realizamos se utilizó el método en que la curvatura se calcula a partir de la
conexión, la cual se obtiene usando las holonomías. El Hamiltoniano efectivo con
lapso N = V es de la forma [33, 55]

C(2)
Hk=1

=
3V 2

8πGγ2λ2
[sin2 λβ − 2D sinλβ + (1 + γ2)D2]−

p2
φ

2
≈ 0 . (A.27)

Las ecuaciones de movimiento son

V̇ =
3

γλ
V cos(λβ) (sin(λβ)−D) , (A.28)

β̇ = − 1

2γλ2
[3 sin2 λβ − 4D sinλβ + (1 + γ2)D2]− 2πGγ

p2
φ

V 2
. (A.29)

El Hamiltoniano efectivo con lapso N = 1 es [33, 55]

C(4)
Hk=1

=
3A(V )V

8πGγ2λ2
[sin2 λβ − 2D sinλβ + (1 + γ2)D2]−
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2
≈ 0 , (A.30)

con

A(V ) =
1

2Vc
(V + Vc − |V − Vc|) =

{
V/Vc V < Vc
1 V ≥ Vc

(A.31)

y Vc = 2πγλ`2
Pl. Las ecuaciones de movimiento son

V̇ =
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(
2

3
A(V )V −1/3 + A,V V

2/3

)

+λ2ϑ2(1 + γ2)
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donde

A,V =
1

2Vc

(
1− |V − Vc|

V − Vc

)
=

{
1/Vc V < Vc
0 V > Vc

(A.32)

En ambas teorías (V, β) son iguales a las definidas en el modelo de FRW con k = 0
(V = p3/2, β = c/

√
p, {β, V } = 4πGγ), solo que ahora V corresponde al volumen

físico de todo el espacio.
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Bianchi I y II

Los Hamiltonianos efectivos para Bianchi I y II se pueden escribir en una sola
expresión como [76]

CHBII
=

p1p2p3

8πGγ2λ2

[
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3 + sin µ̄3c3 sin µ̄1c1

]
+

1

8πGγ2

[
α(p2p3)3/2

λ
√
p1

sin µ̄1c1 − (1 + γ2)

(
αp2p3

2p1

)2
]
−
p2
φ

2
≈ 0 ,

donde el parámetro α permite distinguir entre Bianchi I (α = 0) y Bianchi II
(α = 1). Con este Hamiltoniano y los corchetes de Poisson {ci, pj} = 8πGγδij y
{φ, pφ} = 1, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento [76].

ṗ1 =
p2

1

γµ̄1

(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3 + λx) cos µ̄1c1, (A.33)

ṗ2 =
p2

2

γµ̄2

(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3) cos µ̄2c2, (A.34)

ṗ3 =
p2

3

γµ̄3

(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2) cos µ̄3c3, (A.35)

ċ1 = − p2p3

2γλ2

[
2(sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3)

+ µ̄1c1 cos µ̄1c1(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3)− µ̄2c2 cos µ̄2c2(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3)

− µ̄3c3 cos µ̄3c3(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2) + λ2x2(1 + γ2)

+λx(µ̄1c1 cos µ̄1c1 − sin µ̄1c1)
]
, (A.36)

ċ2 = − p1p3

2γλ2

[
2(sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3)

− µ̄1c1 cos µ̄1c1(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3) + µ̄2c2 cos µ̄2c2(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3)

−µ̄3c3 cos µ̄3c3(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2)]− λ2x2(1 + γ2)

−λx(µ̄1c1 cos µ̄1c1 − 3 sin µ̄1c1)
]
, (A.37)

ċ3 = − p1p2

2γλ2

[
2(sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3)

− µ̄1c1 cos µ̄1c1(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3)− µ̄2c2 cos µ̄2c2(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3)

+µ̄3c3 cos µ̄3c3(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2)]− λ2x2(1 + γ2)

−λx(µ̄1c1 cos µ̄1c1 − 3 sin µ̄1c1)
]
, (A.38)
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con

x = α

√
p2p3

p3
1

.

Bianchi IX

El Hamiltoniano efectivo para Bianchi IX con lapso N = V es [76]

C(2)
HBIX

=− p1p2p3

8πGγ2λ2

(
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3 + sin µ̄3c3 sin µ̄1c1

)
− ϑ

4πGγ2λ

(
(p1p2)3/2

√
p3

sin µ̄3c3 +
(p2p3)3/2

√
p1

sin µ̄1c1 +
(p3p1)3/2

√
p2

sin µ̄2c2

)
− ϑ2(1 + γ2)

8πGγ2

[
2(p2

1 + p2
2 + p2

3)−
(
p1p2

p3

)2

−
(
p2p3

p1

)2

−
(
p3p1

p2

)2 ]
+
p2
φ

2
≈ 0 .

Las ecuaciones de movimiento son de la forma

ṗ1 =
1

γ

[
p2

1

µ̄1

(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3) + 2ϑp2p3

]
cos µ̄1c1 , (A.39)

ċ1 = −1

γ

[
p2p3

λ2

(
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3

+
µ̄1c1

2
cos µ̄1c1(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3)− µ̄2c2

2
cos µ̄2c2(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3)

− µ̄3c3

2
cos µ̄3c3(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2)

)
+ 2ϑ

(
3

2µ̄1

[
p1p2

p3

sin µ̄3c3 +
p1p3

p2

sin µ̄2c2

− p2p3

3p1

sin µ̄1c1

]
+

1

2

p2p3

p1

c1 cos µ̄1c1 −
1

2
p2c3 cos µ̄3c3 −

1

2
p3c2 cos µ̄2c2

)
+ ϑ2(1 + γ2)

(
4p1 − 2p1

(
p2

2

p2
3

+
p2

3

p2
2

)
+ 2

p2
2p

2
3

p3
1

)]
. (A.40)

Las otras ecuaciones se pueden obtener por permutaciones.
El Hamiltoniano efectivo con lapso N = 1 esta dado por [55]
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C(4)
HBIX

=−V
4A(V )h6(V )

8πGV 6
c γ

2λ2

(
sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3

)
−ϑA(V )h4(V )

4πGV 4
c γ

2λ

(
p2

1p
2
2 sin µ̄3c3 + p2

2p
2
3 sin µ̄1c1 + p2

1p
2
3 sin µ̄2c2

)
−ϑ

2(1 + γ2)A(V )h4(V )

8πGV 4
c γ

2
×(

2V [p2
1 + p2

2 + p2
3]−

[
(p1p2)4 + (p1p3)4 + (p2p3)4

]
h6(V )

V 6
c

)
+
h6(V )V 2

2V 6
c

p2
φ ≈ 0

con

h(V ) =
√
V + Vc −

√
|V − Vc| .

Las derivadas de las funciones h(V ) y A(V ) estan dadas por

A,pi =

{
1
Vc

√
pjpk
pi

V < Vc

0 V > Vc
, i 6= j 6= k 6= i (A.41)

y

h,pi =

√
pjpk

4
√
pi

[
(V + Vc)

−1/2 −
√
|V − Vc|
V − Vc

]
, i 6= j 6= k 6= i (A.42)

Las ecuaciones de movimiento son

ṗ1 =
1

V 4
c γ

A(V )V h4(V ) cos µ̄1c1

[
V 2h2(V )p1

V 2
c λ

(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3)− 2ϑp2p3

]
(A.43)
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ċ1 =− h5(V )

V 6
c γλ

2

(
2p2

2p
2
3p1A(V )h(V ) + V 4A,p1h(V ) + 6V 4A(V )h,p1

)
×
(

sin µ̄1c1 sin µ̄2c2 + sin µ̄1c1 sin µ̄3c3 + sin µ̄2c2 sin µ̄3c3

)
+

2ϑ

V 4
c γλ

h3(V )

[(
2p1p

2
2A(V )h(V ) + p2

1p
2
2A,p1h(V ) + 4p2

1p
2
2A(V )h,p1

)
sin µ̄3c3

+

(
2p1p

2
3A(V )h(V ) + p2

1p
2
3A,p1h(V ) + 4p2

1p
2
3A(V )h,p1

)
sin µ̄2c2

+

(
p2

2p
2
3A,p1h(V ) + 4p2

2p
2
3A(V )h,p1

)
sin µ̄1c1

]
− A(V )h4(V )

c1 cos µ̄1c1

2V 4
c γ

(
V 3h2(V )

V 2
c λ

(sin µ̄2c2 + sin µ̄3c3)− 2
p

3/2
2 p

3/2
3

p
1/2
1

ϑ

)

+ A(V )h4(V )
c2 cos µ̄2c2

2V 4
c γ

(
p

5/2
2 p

3/2
3 p

1/2
1 h2(V )

V 2
c λ

(sin µ̄1c1 + sin µ̄3c3)− 2ϑp3V

)

+ A(V )h4(V )
c3 cos µ̄3c3

2V 4
c γ

(
p

5/2
3 p

3/2
2 p

1/2
1 h2(V )

V 2
c λ

(sin µ̄1c1 + sin µ̄2c2)− 2ϑp2V

)

− ϑ2(1 + γ2)

V 4
c γ

h3(V )

[
4p1A(V )V h(V )

+ (p2
1 + p2

2 + p2
3)

(√
p2p3

p1

A(V )h(V ) + 8A(V )V h,p1 + 2A,p1V h(V )

)
− 4

V 6
c

p3
1h

6(V )A(V )(p4
2 + p4

3)

− 1

V 6
c

(
10h6(V )h,p1A(V ) + h7(V )A,p1

)(
p4

1p
4
2 + p4

1p
4
3 + p4

2p
4
3

)]

+ 4πGγ

(
V
∂ρ

∂p1

+ ρ
1

2

√
p2p3

p1

)
(A.44)

Las otras ecuaciones se pueden obtener por permutaciones.
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A.5. Convergencia y Conservación *

Figura A.1: Convergencia de la ligadura. Convergencia de las soluciones y la con-
servación de la ligadura.

Hay dos puntos importantes que necesitan ser cubiertos cuando se esta haciendo un
trabajo numérico: la convergencia de las soluciones y la evolución de las cantidades
conservadas. Esto significa que adicional a las pruebas de validez física que el pro-
grama debe pasar, también las soluciones deben presentar convergencia, i. e., que
las soluciones numéricas se aproximen a la solución analítica cuando la precisión
se aumenta. Es importante recordar que las soluciones numéricas (en general) no
están sobre las soluciones analíticas, todo lo que se puede decir es que convergen a
la solución analítica con un error relativo pequeño. Adicionalmente, las soluciones
numéricas deben evolucionar sobre la superficie de ligadura y preservar las canti-
dades conservadas, lo cual asegura que estan evolucionando en el espacio de fase
físico. En la figura A.1 mostramos la convergencia de la ligadura Hamiltoniana
(CH ≈ 0) cuando el paso de tiempo disminuye. Esto demuestra que la ligadura (o
equivalentemente pφ) es conservada. La cantidad graficada en la figura A.1 es el
error relativo de la ligadura

|(CH)init − CH(t)|
(CH)init

⇔ |(pφ)init − pφ(t)|
(pφ)init

, (A.45)
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Figura A.2: Convergencia de la ligadura. Funciones de error versus la resolución
mayor usada para calcularlas.

para diferentes resoluciones. En la figura A.2 mostramos las funciones de error

L1 = Max|CH(t)2 − CH(t)1| , L2 = Max
√
|C2
H(t)2 − C2

H(t)1| , (A.46)

donde los subíndices en la ligadura Hamiltoniana significan resolución 2 (con dt2)
y resolución 1 (con dt1 = 2dt2). El método usado para integrar las ecuaciones de
movimientos es un Runge-Kutta 4 (RK4) y las resoluciones usadas para las pruebas
de convergencia son dt = 0,01, 0,005, 0,0025, 0,00125, 0,000625. Las funciones de
error de (ci, pi) presentan comportamientos similares.
Se puede definir el orden de convergencia como

n =
f1 − f2

f2 − f3

, (A.47)

donde fi es cualquier función que se evoluciona con la resolución i, con dti > dti+1.
El factor de convergencia n para un RK4 debe ser n = 24 = 16. En nuestras
soluciones se obtuvo n ≈ 16,2, lo cual dice que las soluciones convergen con la
rapidez esperada.
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A.6. Clasificación de Bianchi
Los modelos cosmológicos de Bianchi son aquellos que admiten un grupo de isome-
trías tres dimensional actuando transitivamente sobre las hipersuperficies espacia-
les, las cuales son las superficies homogéneas del espacio-tiempo. Por lo tanto las
cosmologías de Bianchi admiten un álgebra de Lie de vectores de Killing (ξ1, ξ2, ξ3)
que satisfacen

[ξi, ξj] = Ck
ijξk , (A.48)

con Ck
ij constantes de estructura. La clasificación de Bianchi consiste en clasificar

estas álgebras de Lie. Para ilustrar como es la clasificación, primero se utiliza que
las constantes de estructura son antisimétricas (Ck

ij = −Ck
ji), por lo tanto se pueden

descomponer como
Ck
ij = εijln

kl + aiδ
k
j − ajδki , (A.49)

donde nkl es una matriz simétrica, nkl = nlk. La identidad de Jacobi

[ξi, [ξj, ξk]] + permutaciones = 0 (A.50)

se traduce en la relación
nijaj = 0 . (A.51)

Esto permite hacer una primera clasificación de las álgebras de Lie tres dimensio-
nales. Las de clase A son aquellas en las que ai = 0 y las de clase B son aquellas
en las que ai 6= 0. Dentro de la clase B se puede introducir el escalar h como

aiaj =
1

2
h εiklεjpqn

klnpq . (A.52)

La matriz nij se puede diagonalizar ya que es simétrica y dado que ai es un auto-
vector de nij con autovalor cero, entonces se pueden escribir como [74]

(nij) = diag(n1, n2, n3) , (ai) = (a, 0, 0) . (A.53)

Por lo tanto, en la clase A se cumple que a = 0 y en la clase B, como a 6= 0 y
nijaj = 0, entonces n1 = 0. Con esta elección de la base, la ecuación (A.52) se
puede escribir como

a2 = hn2 n3 , (A.54)

donde h está bien definido solo si n2n3 6= 0 en la clase B. Los tres vectores que
diagonalizan la matriz nij se pueden tomar de manera única a menos que algunos
de los autovalores de nij sean iguales, en cuyo caso hay una libertad de rotación.
Adicionalmente, hay una libertad en invertir los vectores que diagonalizan nij y en
su norma. Usando estas libertades se puede tomar a positivo cuando es distinto de
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cero y los autovalores ni = ±1. Por lo tanto las álgebras de Lie se pueden clasificar
por medio de los valores discretos de los tres ni cuando a = 0; y por medio de
los valores discretos de n2, n3 (n1 = 0) y el parámetro continuo h = a2/n2n3. En
la tabla A.6 se muestra la clasificación de estas álgebras, llamada clasificación de
Bianchi.

Clase Tipo n1 n2 n3

A (a = 0) I 0 0 0
II 1 0 0
VI0 0 1 −1
VII0 0 1 1
VIII 1 1 −1
IX 1 1 1

B (a 6= 0) V 0 0 0
VI 0 0 1
III (VI−1) 0 1 −1
VIh (h < 0) 0 1 −1
VIIh (h > 0) 0 1 1

Cuadro A.1: Clasificación de Bianchi en términos de los autovalores de nij.

Los vectores de Killing estan relacionados con las tríadas auxiliares oei, que se
utilizan en cosmología cuántica de lazos, por medio de la relación

[ξi,
oej] = 0 , (A.55)

es decir, las triadas auxiliares conmutan con los vectores de Killing y satisfacen
que

[oei,
oej] = −Ck

ij
oek . (A.56)

Aqui estamos utilizando la notación de [21] y el capítulo 11 de [46]. Nótese que
esta no es la elección típica ([oei, oej] = Ck

ij
oek), esta elección solo implica un cambio

de un conjunto invariante a otro conjunto invariante, dando lugar a las mismas
propiedades físicas. Un conjunto invariante en la clasificación de Bianchi es un
conjunto en el cual la dinámica del sistema se encuentra restringida. Por ejemplo,
un conjunto invariante de Bianchi II es (n1 = 1, n2 = 0, n3 = 0) pero también lo son
(n1 = −1, n2 = 0, n3 = 0) y (n1 = 0, n2 = 0, n3 = 1), la dinámica está restringida a
cada uno de estos conjuntos, los cuales son físicamente equivalentes. La noción de
conjunto invariante utilizada aquí es la misma que se utiliza en sistemas dinámicos.
Para más detalles ver [74, 43, 46].
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Las cotríadas auxiliares oωi duales a oei satisfacen la ecuación de estructura de
Cartan

doωk =
1

2
Ck
ij
oωi ∧ oωj . (A.57)

La forma explícita de ξi, oei, oωi para cada uno de los Bianchi se puede encontrar
en la tabla 11.2 de [46].
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