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Introduccion

Hace més de 50 anos, C.N. Yang y R.L. Mills propusieron en [1] una explicacién para la
conservacion del espin isotépico de sistema protén-neutrén, basada en la simetria del grupo
SU(2). En los afios siguientes, el entendimiento de la renormalizacién y de la cuantizacién de la
teoria de Yang-Mills, la llevd a constituir el modelo principal para describir todas las interacciones
fundamentales conocidas (con la excepcion de la gravedad).

La Cromodindmica Cudntica (QCD), en particular, que describe la interaccién fuerte, es
una teoria de Yang-Mills invariante bajo la accién del grupo no Abeliano SU(3). Las teorias de
Yang-Mills cudnticas no Abelianas contienen varias complicaciones respecto al caso Abeliano. La
més seria, probablemente, es la negatividad de la funcién beta 3(g), que mide la variacién de la
constante de acoplamento renormalizada g(u) con la escala corriente de renormalizacién p.

Para una teorfa de Yang-Mills invariante bajo la simetria local de norma SU(N), cdlculos
perturbativos a una lazo dan la siguiente expresién para 3(g)![2]:

= - 1
integrando la cual se obtiene:
872
9(p) = 7 (2)
L NIn(k)

Se ve, por lo tanto, que a escalas de momentos muy grandes (o a distancias pequenas), la constante
de acoplamiento tiende a cero (libertad asintética), y los célculos perturbativos describen con
gran precisién los procesos de dispersion para momentos transferidos muy grandes. Parece, por lo
tanto, que la negatividad de la funcién beta constituya una ventaja, por el poder predictivo de la
teoria a altas energias; sin embargo, aumentando la distancia, se llega a una escala de momentos
A (llamada polo de Landau), donde la constante de acoplamiento diverge, comprometiendo la
validez de la teoria perturbativa.

En QCD, una investigacién del comportamiento de las funciones de correlacién en la regién
infrarroja, resulta ser fundamental para el entendimiento del mecanismo de confinamiento y del
proceso de hadronizacién. Se necesita, para este propdsito, recurrir a métodos no perturbativos,
como los calculos en la red, donde las funciones de correlaciéon se aproximan a través de una
discretizacion del espacio euclideano, que permite calcular numéricamente las integrales funcio-
nales.

L Aqui se estd considerando una teorfa de Yang-Mills pura (o quenched), sin incluir los campos fermiénicos, o
de manera equivalente, en la aproximacién de masas fermiénicas muy grandes, que hacen que los propagadores
fermiénicos no contribuyan a las correciones cuanticas. La negatividad de la funcién beta, sin embargo, sigue
valiendo para QCD, si los quarks tienen un nimero de sabor nr < 16.
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INDICE GENERAL 7

Sin embargo, los calculos en la red estan limitados por el caracter finito del volumen consi-
derado, lo cual no permite confiar demasiado en las extrapolaciones a escalas de momento muy
pequenas. Por eso es bueno respaldar los calculos en la red con resultados obtenidos por medio de
métodos analiticos, como las ecuaciones de Dyson Schwinger (DSE). Estas constituyen una torre
infinita de relaciones entre las funciones de correlacién, y necesitan, por lo tanto, ser truncadas
para formar un sistema de ecuaciones cerradas, accesible a la resoluciéon numérica.

En el presente trabajo se investiga un método funcional alternativo a las DSE, conocido como
Grupo de renormalizacién funcional (FRG), introducido por Wilson y aplicado al anélisis de los
fenémenos criticos en mecanica estadistica.

La caracteristica principal de este método es la de integrar las fluctuaciones cudnticas de las
funciones de correlacién poco a poco, sobre cdscaras infintesimales de momento. Esto permite
construir ecuaciones de flujo, sobre la escala de corte corriente, para las funciones de correlaciones;
es decir, si se conoce la teoria a una cierta escala ultravioleta, aproximada por la supresién de
las fluctuaciones por debajo de esta escala, en principio se puede conocer la teoria completa,
resolviendo las ecuaciones de flujo. En la practica, como en el caso de las DSE, es necesario
implementar, bajo ciertas justificaciones, un esquema de truncamientos para llegar a un sistema
de ecuaciones cerrado.

Aqui, en particular, se derivan las ecuaciones de flujo para el propagador del gluén, la particu-
la descrita por el campo vectorial de norma que media la interaccién fuerte, y para el propagador
de fantasma, la particula ficticia que se introduce en el proceso de cuantizacién. Después de
efectuar unos truncamientos y aproximaciones, utilizando una condicién de frontera para el pro-
pagador del fantasma motivada por Gribov, las ecuaciones se reducen a un sistema cerrado. En el
presente trabajo no se han calculado las soluciones de estas ecuaciones de flujo, que contienen la
dependencia en la escala de corte (se pospone este calculo para un trabajo futuro); sin embargo,
al final, se ha implementado una ultima aproximacién, que permite efectuar analiticamente la
integracion sobre la escala de corte, volviendo las ecuaciones equivalentes a un sistema de DSE,
que se han resuelto numéricamente. Se ha encontrado que los propagadores fluyen en el infra-
rrojo hacia un punto fijo del grupo de renormalizacién. En principio, se podria utilizar el FRG
para investigar la estabilidad de este punto fijo, analizando su grado de atraccién para varias
direcciones del espacio de teorias.

En el aspecto técnico, este trabajo se basa en la andlisis desarrollada en [3], donde se encuen-
tran las soluciones para las ecuaciones de flujo de los propagadores en el formalismo Hamiltoniano,
utilizando la norma de Coulomb. Aqui, sin embargo, se utiliza el formalismo Lagrangiano, ade-
cuado para la norma covariante de Landau. La transversalidad de las normas de Coulomb y de
Landau, permite, ademas, de calcular el flujo de la constante de acoplamiento renormalizada.



Capitulo 1

Teoria de Yang Mills

1.1. Teoria de norma no Abeliana

La teoria que actualmente describe con mayor éxito la fenomenologia de las interacciones
fuertes, llamada QCD (Cromodindmica Cudntica), es una teoria de Yang-Mills, es decir, una
teoria descrita por un Lagrangiano invariante bajo una trasformacién local de norma, cuyos
generadores satisfacen un algebra de Lie no conmutativa. Las teorias de Yang-Mills constituyen
entonces la generalizacién de la electrodinamica cuantica (QED) al caso no Abeliano.

El grupo subyacente a la simetria de una teoria de campos coherentemente definida tiene que
ser compacto (como SU(N) o SO(N), el grupo de la transformaciones ortogonales especiales),
es decir, la métrica de Cartan en el espacio de los generadores tiene que ser positiva definida,
para que el Hamiltoniano sea acotado por debajo y sea posible definir un estado de vacio [2].

QCD, en particular, satisface la simetria realizada por el grupo de transformaciones unitarias
y especiales SU(3), que agrega a los fermiones (quarks) un nuevo nimero cudntico llamado color,
y reproduce la correcta estadistica de los bariones!; sin embargo, para resumir las principales
caracteristicas de estas teorfas, se hara referencia al grupo més general SU(N).

Para construir una teoria de norma, se consideran por lo tanto N campos ¢; (sean esos
espinoriales o escalares) que se transforman bajo la simetria de norma de la manera siguiente:

¢i(x) = Uij(x)d;(2), (1.1)

donde U es una matriz que partenece al grupo SU(N) y que en un entorno conectado de la
identidad, se puede expresar por la parametrizacién exponencial:

U(z) = exp[—iga®(z)T?]. (1.2)

Aqui, T% son los generadores del algebra de Lie, en la representacién fundamental matrices her-
mitianas N x N de traza nula, para que U sea unitaria con determinante uno. Estos generadores
satisfacen el algebra:

[T%, T = ifabere, a=1,...,N?> -1, (1.3)

'El hecho que hay que considerar SU(3) y no SO(3) es para reproducir otros resultados experimentales, como
la realizacién de la libertad asintética para un nimero de sabor mayor de dos [4].
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donde f2%¢ son las constantes de estructuras, reales y totalmente antisimétricas para los grupos
compactos que tienen una representaciéon unitaria [5].

Dado que la transformacion es local, un término cinético en el Lagrangiano que contenga deri-
vadas ordinarias del campo no estd bien definido, porque no es invariante bajo la transformacién
de norma y porque no tiene sentido geométrico comparar valores del campo en dos posiciones
distintas, dado que estan sujetos a distintas transformaciones. Por lo tanto, hay que introducir
una conexién que genera una derivada covariante D, = 0, —igA, a través de la cual el campo
vectorial de norma es introducido de manera natural (la constante g es la misma que aparece en
la definicién de U(x)). Bajo la transformacién de norma, se requiere que la accién de la derivada
covariante sobre el campo se transforme como el campo mismo:

D, — U(z)D,U' (). (1.4)

De esta manera, el término cinético de los campos escalares (D) D#) o espinoriales (U PW¥)
es invariante bajo la simetria de norma.
Dada (1.4), la transformacién del campo de norma se lee:

Au(z) = U(x)AU () + ;U(x)aﬂrﬂ(g;). (1.5)

Para construir el término cinético del campo de norma, que en QCD representa el campo de la
particula de gluén (el andlogo del fotén en QED), se define el tensor de fuerza (o de curvatura)
EF,.:

nZ

Fu(z) = 2[Dy, D) = 0,4, — 0,A, — iglA,, A, (1.6)

1
g
que se transforma como la derivada covariante:

Eu(z) = U(x)Fu () U (z). (1.7)

A diferencia del caso electrodindamico (U(1)), el dltimo término en (1.6) no desaparece en caso de
simetria no Abeliana; geométricamente el campo de norma es un campo de 1-formas con valores
en el dlgebra del grupo [6], por lo tanto se puede escribir como combinacién lineal de los gene-
radores, A, (r) = Af,(z)T. Considerando una descomposicién andloga para Fy, (r) = Fj, (2)T*,
las componentes estan dadas por:

Ff, = 0,A% — 0,A% + gf* Ab A, (1.8)
donde se ha utilizado (1.3) y la ortogonalidad de los generadores con respecto a la métrica de
Cartan (véase mas adelante).

Dado que el campo de fuerza ahora no es invariante bajo la transformacion de norma, se
construye el Lagrangiano, de manera que sea una cantidad escalar bajo la accién del grupo de
Lorentz y de norma, de la siguiente forma:

1 wy 1 ura mha

Lym == §Tr(F F/“/) == ZF Fl“" (].9)
Sustituyendo la expresién para el campo Fj, (1.8) en (1.9), se ve como una teorfa de Yang-Mills
no describe una particula libre, sino contiene términos de auto-interaccién (cibicos y cudrticos
en los campos), porque en el caso no Abeliano el campo de norma lleva carga de color.



10 CAPITULO 1. TEORIA DE YANG MILLS

La tltima igualdad de (1.9) se debe a la definicién de la métrica en el espacio de los genera-
dores, que para la representacién fundamental de un grupo compacto, se puede siempre escoger
de la forma [5]:

1 ab
50 (1.10)

y para una representacion general R se convierte en:

Te(TT) =

Te(TETY) = T(R)6%, (1.11)
donde la constante T'(R) depende de la representacién. En particular para la representacién
adjunta, donde (T%)% = —if¢ se puede comprobar [2] para SU(N) que T(A) = N 2, y por lo
tanto (1.11) se lee explicitamente:

facdfbcd — Naab‘ (112)

Esta relacion, como se verda méas adelante, aparece con frecuencia en los calculos de los diagramas
de Feynman, debido a la contraccién de dos vértices.

1.2. Cuantizacion

La libertad debida a la simetria de norma lleva a algunas complicaciones en el proceso de
cuantizacion de la teoria, que se resuelven maés facilmente utilizando un enfoque funcional. Re-
cuérdese, por lo tanto, que una teoria cudntica estd descrita por la funcional generatriz Z[.J],
que en el espacio Euclideano (después de una rotaciéon de Wick)? estd dada, en caso de campo
vectorial y hasta una constante de normalizacion irrelevante para el cdlculo de las funciones de
correlacion, por:

Z[J] — /'DA e*S[A]JFdeLxJu(I)AM(x)’ (1.13)

donde S[A] es la funcional de accién clasica. Z[J] contiene toda el informacién de la teoria,
porque genera las funciones de correlaciones de n puntos (valores de expectacién en el estado de
vacio de n campos):

1 5" Z[J]

<AH1 (531) R Aﬂn($n)> = Z[J] 5‘]#1 (-Tl) R 5(]#" (.I‘n)

(1.14)

Jp; =0
Considérese ahora una teoria de Yang-Mills, donde la accién estd dada por la integral de (1.9):

sl = [t FpFs = [ dte [;Ag(:@)(—a?éw + 0,0,) A% (x) -
1.15
a0, A3 (0) AL 0) ASl) 4 1AL ) 45 o) AL0) A5 )

2La demostracién se basa en el hecho que la representacién fundamental F de SU(N) es compleja y junta a
la, representacién compleja conjugada F satisface: F ® F = 1@ A, donde 1 es la representacién trivial y A la
representacién adjunta. Ademds hay que considerar que el operador T T* conmuta con todos los generadores y
por lo tanto es proporcional a la identidad (lema de Schur).

3Nétese que ahora no se hace distincién entre los indices de Lorentz de arriba y de abajo, para evidenciar que
en la métrica Euclideana las componentes covariantes y contravariantes son equivalentes.
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Dada la invariancia de la accién bajo una transformacién local de norma,
S[AY] = S[4], A% =U.AU} + ;UaauU;, (1.16)

la integral funcional

/DA e~ Sl (1.17)

estd mal definida, porque se estd integrando sobre configuraciones redundantes de los campos
que corresponden a los mismos valores de la accion. Esto implica, por ejemplo, la imposibilidad
de definir el propagador (o funcién de correlacién de dos puntos a nivel de drbol) para el campo
de norma, porque el operador cinético que aparece en (1.15) es singular, siendo un operador de
proyeccién. Es entonces necesario seleccionar un unico representante para cada orbita de confi-
guraciones equivalentes A%, y para eso se fija una condicién de norma siguiendo la prescripcién
de Faddeev-Popov [7].

Se fija por lo tanto una condicién de norma lineal y covariante G(A) = 0 y se introduce en
la integral funcional la identidad:

5G(Aa)> . (1.18)

1= [ Da(e) 5(6(4)) det ( 5a

Siendo la accién y la medida de integracién invariantes bajo transformaciones de norma?, se

puede hacer un cambio de variables (A% — A) y escribir:

/ DAe M = / Da / DAe S §(G(A)) det <5G§AQ))

(%

(1.19)

a=0
Si la constriccién de norma es lineal, el determinante bajo la integral (llamado determinante de
Faddeev-Popov) no depende de la funcién de norma «(x). El infinito generado por la integral
sobre «, que contiene la redundancia de la libertad de norma, se puede por lo tanto factorizar
en la constante de normalizacién de la funcional generatriz.

Se considera en particular la norma de Landau:

G(A) = 0,A% =), Va=1,...,N*—1. (1.20)

Bajo una transformacién de norma infinitesimal U(x) = 1 — iga(z), el campo A, (z) se vuelve:

Au(e) = (1= ig0) A,(@) 1+ iga) + (1 = iga)2, (1 + iga)

= Au(@) +iglAu(), a(2)] — duol@),

(1.21)

y para las componentes Af(z):
Al(z) — Aj(z) — gfabCAZ(x)ac(x) — 0,a°(x)

— A2 (@) - [5%°0), — ig AL (T})"|a"(x) (1.22)
= Aj(z) — D;fal(z),

4La medida de integracién es invariante porque la transformacién de norma es candnica.
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donde la primera linea se deriva de (1.21) usando la relacién de conmutacién entre los generadores
y sus ortogonalidad para sacar la transformacion de cada componente. En la dltima linea de
(1.22), el operador Di¢ es la derivada covariante en la representacion adjunta:

Dib =579, — gf* AS,. (1.23)

Sustituyendo la transformacién (1.22) en el determinante de Faddeev-Popov en (1.19), la integral
funcional se vuelve:

/ DAe S 5(9,A%(x)) det(—8,D2). (1.24)

La presencia de la delta de Dirac restringe la integracién a las componentes transversales del
campo, es decir, a las componentes que en el espacio de momentos satisfacen p,A,(p) = 0. En este
subespacio el operador correspondiente al término cinético es invertible y define el propagador a
nivel de arbol:

a b 5ab Pubv 4 ¢4
(AL (P) A (—a))o = poll U (2m)*0%(q — ). (1.25)
En el caso no Abeliano, el determinante de Fadeev-Popov no se puede factorizar de la integral
funcional, porque depende del campo de norma, y se representa como una integral funcional

sobre campos de Grassmann® (que anticonmutan) independientes c?(z) y ¢%(x) [2]:

det(faquLb) x /DCDC exp [/d4xc“(x)(8uDu)“bcb(:v) . (1.26)

Estos nuevos campos que se introducen en la teoria, llamados campos de fantasma, violan el
teorema de espin-estadistica (son campos escalares que satisfacen la estadistica de Fermi-Dirac)
y por lo tanto, los estados asintéticos de estas particulas no deben ser generados en los procesos
de interaccién. Esto estd garantizado por la construccién del espacio de Fock® que identifica como
estados fisicos los que viven en el espacio cociente Ker(Qpg)/Zm(Qg) (cohomologia de Qp), donde
@ p es el generador de la simetria BRST, la simetria residual de la accion después de haber fijado
la norma [2]. Los estados fantasma y los estados de polarizacién longitudinal y temporal del
gluén forman un cuarteto que no vive en la cohomologia, y dado que el Hamiltoniano conmuta
con (g, se tiene que los estados fisicos no pueden evolucionar en estados no fisicos.

Resumiendo, la fijacién de la norma en el proceso de cuantizacién modifica la funcional
generatriz de la siguiente manera:

Z[J,0,7] / DADe De e SAGd+] dialTiAl 0 +et0] (1.27)

donde se han introducido los términos de fuentes (los campos de Grassmann o y @) asociados a
los campos fantasma. En la norma de Landau que se esta considerando, la integracion sobre el
campo de norma debe de considerarse restringida a las componentes transversales, y la accién
esta dada por:

S[A,d = / d4e [ing(x)Fﬁy(x)+c“(m)(—8uDﬂ)abcb(a:) . (1.28)

5Si fueran campos ordinarios, su integral funcional darfa el inverso del determinante.
5De manera ansloga al formalismo de Gupta-Bleuler para la cuantizacién del campo electromagnético.
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En el analisis del problema de cuantizacién no fue necesario tomar en cuenta la parte fermidnica
de la accién; haciéndolo, se podrian reproducir los mismos argumentos, siendo la accién completa
y la medida de integracién fermionica ambas invariantes bajo una transformacion local de norma.
En la continuaciéon de este trabajo se seguira despreciando la dindmica de los quarks, restringiendo
el estudio al sector de Yang-Mills puro.

1.3. Copias de Gribov y condiciéon de horizonte

La naturaleza no Abeliana de la simetria de norma lleva a una nueva complicacién en las
teorfas de Yang-Mills, aclarada por la primera vez en el estudio de Gribov [8]. La fijacién de la
norma, en realidad, no selecciona un tnico representante para cada 6rbita A%. En la norma de
Landau, por ejemplo, eso quiere decir que una orbita A% intercepta la superficie definida por
0, A, = 0 en més de un punto, dejando copias del campo espurias, llamadas copias de Gribov.
Esto claramente compromete todo el proceso de cuantizacién de Fadeev-Popov; en particular,
(1.18) deja de cumplirse.

Para convencerse de la existencia de las copias de Gribov, aqui se considera la transformacién
de norma infinitesimal (1.22). Si el campo inicial satisface la norma de Landau, la satisface
también el campo transformado, si se cumple:

—0, DAl o’ (z) =0, (1.29)

es decir, en el caso que el operador de Fadeev-Popov tenga algunos eigenvalores nulos’ existen
copias de Gribov. La ecuacion de eigenvalores:

—8MDbe[A] ab(x) = e(A)a’(z) (1.30)

se puede ver como una especie de ecuacién de Schrodinger, donde el campo A(x) juega el papel
del potencial, de la manera que aumentando la intensidad de los campos se llega a un punto
donde los eigenvalores dejan de ser todos positivos y se encuentra el primer eigenvalor nulo. El
espacio de configuraciones del campo resulta asi dividido en regiones (las regiones de Gribov)
numeradas segtn el nimero de eigenvalores nulos del operador de Fadeev-Popov (nétese que tal
operador es hermitiano, asi que sus eigenvalores son reales).

Gribov ha mostrado la existencia de copias entre la primera y la segunda regién cerca de
la frontera (llamada horizonte de Gribov) [8] [9], donde se encuentra el primer eigenvalor nulo.
Parece entonces razonable conjeturar para la funcional generatriz la constriccion de integrar sélo
sobre las configuraciones que partenecen a la primera region de Gribov® 2 definida por:

Q={A% 0,A% =0, —0,D > 0}. (1.31)

La ventaja de utilizar métodos funcionales como las ecuaciones de Dyson-Schwinger (DSE) o el
grupo de renormalizacién funcional (FRG) es que no hace falta preocuparse por las complicacio-
nes topoldgicas generadas por esta restriccién, porque no hay ninguna contribucién del integrando

"Nétese que en el caso Abeliano esta condicién se reduce a —Bza(m) = 0 que tiene solucién nula si se impone
a las funciones «(z) de anularse al infinito, as{ que no surge el problema de las copias.

8Recientemente, Zwanziger ha argumentado que [10], a pesar de que la primera regién de Gribov tampoco
estd libre de copias, estas ultimas no influyen sobre los resultados para los valores de expectacién.
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de la funcional generatriz en la frontera de €2, siendo ahi el determinante de Fadeev-Popov nulo
por definicién.

La restriccion a la primera regién de Gribov impone, sin embargo, fuertes condiciones de tipo
no-perturbativo a los propagadores completos (vestidos) del fantasma y del gluén. En [8] [9] se
argumenta que imponer la positividad del operador de Fadeev-Popov implica la no existencia de
polos distintos de cero para el propagador de fantasma (condicion de no polo). En la norma de
Landau, ademds, esta condicién parece corroborar la hipdtesis que ve al propagador de fantasma
completo diverger més fuertemente que su contraparte a nivel de arbol, en el limite de momento
tendiente a cero (limite de extremo infrarrojo), mientras que el del gluén se anula en este limite.
La divergencia del propagador de fantasma se debe a la influencia del horizonte de Gribov donde
el operador de Fadeev-Popov se vuelve singular, y por lo tanto se designa como la condicion de
horizonte.

Parametrizando entonces los propagadores en el espacio de momentos de la siguiente forma®:

(@ (p)(—q)) = ‘iﬂ?aab@w)“aﬂp _g),
(1.32)
T
AL -0 = T2 a5t — ),

donde Pg;j (p) = Sy —pupv/ p? es el operador de proyeccién transversal en el espacio de momentos,
las condiciones de horizonte sobre las funciones incégnitas d(p) y w(p) se leen:

lim d(p) = oo, lim w(p) = oo. (1.33)
p—0 p—0
La condiciéon de horizonte, que ve el propagador gludénico suprimido por el del fantasma se
basa en céalculos perturbativos hasta el segundo orden de la funcién de dos puntos de fantasma,
considerando el campo gluénico como campo externo. Recientemente, calculos mas elaborados, a
ordenes mas altos, han llevado a conjeturar una distinta condicion de horizonte, conocida como el
escenario refinado de Gribov-Zwanziger, que veria a los propagadores del gluén y del fantasma ir
el primero hacia un limite finito para momentos nulos, y el segundo diverger como el propagador
desnudo. Sin embargo, la cuestién no parece ain resuelta, y en este trabajo se considerera vélida
la condicén de horizonte original de Gribov (1.33). Mas adelante se utilizard la primera de estas
constricciones para calcular d(p) y w(p) (la condicién sobre w(p) se cumplird consecuentemente).
El comportamiento divergente del propagador de fantasma para momento tendiente a cero
es condicién suficiente para el cumplimiento del criterio de Kugo-Ojima [11], [12] para obtener
confinamiento, es decir, para inferir que los estados de singulete de color son los tinicos estados
fisicos, lo que explicaria por qué no se observan experimentalmente quarks o gluones aislados.
Hay que evidenciar, sin embargo, que el criterio de Kugo-Ojima es aparentemente incompatible
con la prescripcion de Gribov, dado que el primero se basa en la invariancia bajo la simetria
BRST que se rompe explicitamente, restringiendo la integral funcional a la primera region de
Gribov.

9La estructura de los indices de color y la dependencia escalar del momento estan garantizadas por la simetrfa
global de norma y por la simetria de Lorentz; el factor d(p — ¢) por la invariancia bajo translaciones
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La ruptura de la simetria BRST pone en duda la suposicién, en la norma de Landau, de
la transversalidad del propagador completo del gluén, dado que a rigor, dejan de ser validas
las identidades de Slavnov-Taylor (la generalizacién de las identidades de Ward-Takahashi al
caso no Abeliano), que se usan para demostrar la ausencia de correciones cudnticas a la parte
longitudinal del propagador del vector de norma. Sin embargo, considerando el formalismo de
Nakanishi-Lautrup, se puede mostrar que el propagador sigue siendo transversal, mientras deja
de serlo la funcién de dos puntos generada por la accién efectiva (véase el apéndice A).



Capitulo 2

Grupo de renormalizacion funcional

2.1. Teoria efectiva y grupo de renormalizacién

En el intento de investigar el régimen infrarrojo del sector de Yang-Mills, inaccesible al
método perturbativo, se explotard una herramienta desarrollada por Kenneth Wilson [13] con el
fin de estudiar el comportamiento de sistemas fisicos cerca de un punto critico, correspondiente
para sistemas estadisticos al fenémeno conocido como transicién de fase. El problema de los
sistemas en estas configuraciones es que la longitud de correlacién se vuelve infinita, implicando
un numero infinito de grados de libertad que interactian entre si. En materiales ferromagnéticos
esto corresponde a la formacion de dominios magnéticos de dimensién a cualquier escala, por
falta en el punto critico de una longitud caracteristica del sistema.

En el contexto de sistemas estadisticos, si se enfoca la atencién a las funciones de correlacién
a ‘grandes’ distancias (o en el espacio de momentos para momentos ‘pequenios’) con respecto a
la longitud minima de fluctuacién, del orden de la distancia interdtomica a, se puede describir
el sistema por la misma teoria integrando sobre las fluctuaciones con longitud de onda del orden
a <A S sa, con s > 1 un factor de dilataciéon. Tomando como unidad de medida la nueva
longitud minima de fluctuacién sa, las longitudes, en particular la longitud de correlacion, se ven
rescaladas de un factor s.

El espacio de momentos de un sistema estadistico estd acotado por arriba por la escala
A ~ 1/a, y el promedio de las fluctuaciones considerado anteriormente corresponde a integrar
sobre escalas de momento del orden A/s < k < A. En la teoria cuantica de campos, el espacio de
momento no esta acotado de forma natural, a menos que se discretice el espacio-tiempo, y por
eso surgen las divergencias utravioletas en los calculos de las correcciones cuanticas. Sin embargo,
la actitud moderna, inspirada por el trabajo de Wilson, es de considerar una teoria de campos
no como un teoria fundamental, sino como una teoria efectiva valida sélo a escalas inferiores a
un cierto orden de magnitud de energia; parece por lo tanto justificable introducir una escala
maxima también para estas teorias, escala que eventualmente se podra considerar grande de
manera arbitrarial.

A continuacién, se considera la teorfa de un campo escalar ¢(z) descrita, para momentos
menores de una escala inicial Ag, por una accién S[p|. La operacién de promediar sobre los

!Si se quiere estudiar la fisica de una teorfa de campos a muy bajas energfas, no hace realmente diferencia
mandar la cota a infinito.

16
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modos de alta energia genera una nueva acciéon? S'[p, s], dada, salvo por una constante de
normalizacién, por:

e Slel = / I detk)e=st, (2.1)

A<[k|<Ao

donde A = Agy/s con s > 1. La nueva accién ahora esté definida para k < Ag/s, y después de
rescalar la unidad de momento k — k' = sk, sigue siendo acotada por el momento inicial Ag.

La transformacién dada por la integracién en la cdscara de momento y posterior reescalamien-
to satisface las propriedades de grupo y, por lo tanto, se le llama grupo de renormalizacion. La
accion sucesiva de dos transformaciones R, y R, relativas a dos factores de dilatacion s; y s2 es
igual a la accién de la transformacién relativa al producto de los factores, Rg, Rs, = Rs,s,, mien-
tras la transformacién identidad corresponde por supuesto al factor s = 1. Sin embargo, no existe
la transformacion inversa, la operacion de integracién es unidireccional, asi que rigurosamente se
deberia hablar de semigrupo.

El grupo de renormalizacion estd estrictamente relacionado con el procedimiento usual de
renormalizacion en teoria cudntica de campos, donde las divergencias de las correcciones cudnticas
se absorben en un ntmero finito de pardmetros no fisicos. Ahora, los pardmetros que describen
la teorfa se transforman (renormalizan) bajo la accién del grupo; en caso de una teoria escalar
en cuatro dimensiones, si se empieza con un Lagrangiano que contiene un término de interaccién
del tipo ¢*(z):

1 1 1
L(p) = iaucp Outp + §m2g02 + I)\ o*, (2.2)
el Lagrangiano transformado £'(y, s) toma la forma [2]:
1 1 1
L' (p,s) = iZ(s)auap Oup + §m2(s)<p2 + @)\(s) o+ g ZZ: cai(s)Oa, (2.3)

donde el dltimo término incluye todos los operadores Oy ; de dimensién d (en unidad de masa)
mayor o igual a seis que respectan la simetria de la teoria original, es decir, que son invariantes
bajo la transformacién ¢ — —¢ , que se generan por la integracién (2.1) (el indice i distingue
entre operadores de la misma dimension inequivalentes por distinta estructura de derivadas
parciales o por potencias diferentes de ¢).

Los parametros del Lagrangiano transformado dependen de los parametros del Lagrangiano
inicial y del factor de escala s. Definiendo el espacio de teorias como el espacio vectorial infinito
dimensional generado por los pardmetros relativos a distintos operadores, se puede identificar
una teorfa con un vector en este espacio p = {Z,m? \,c1,co--+} y ver la accién del grupo de
renormalizacién como un mapeo en este espacio que a un vector p asocia otro vector y'(u, s). En
caso de transformaciones infinitesimales (s = 149, § — 0), iteraciones sucesivas de éstas forman
trayectorias continuas, llamadas flujos en el espacio de teorias.

Un interés fisico particular lo tienen aquellos vectores invariantes bajo la accién del grupo,
llamados puntos fijos, es decir, puntos p* para los cuales p/(u*, s) = p*. Sin embargo, para que
una teoria eventualmente llegue, a lo largo de su flujo, a encontrar un punto fijo, es necesario
incluir también, en la transformacién del grupo de renormalizaciéon, un rescalamiento de los

2Se intenta de evitar de llamarla accién efectiva para no confundirla con la accién cuéntica, generatriz de los
diagramas una particula irreducibles.
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campos [14]. Para convencerse de esto, considérese la transformacién en la accién del término
cinético (ahora en dimensiones arbitrarias d). Después de la integracién (2.1), este término
tendra la forma:

[ e 525 mop@tete) = [ dtal s 205,100l (2.4

donde se han rescalado las coordenadas 2’ = x/s. En el hipotético punto fijo p* debe por lo tanto
satisfacerse:
sT2Z (s, u*) = const. Vs > 1. (2.5)

La propriedad de grupo de la transformacién, Rs, Rs, = Rs,s,, implica:

12527 (51, 1) Z (50, 1) = (s152)" 2 Z (5152, ")

N N N (2.6)
= Z(s1,1")Z(s2, ") = Z(s182, 11"),

la cual se satisface sélo si, en el punto fijo, Z(s, u*) o< s7", con algin exponente 7. Esta claro,
entonces, que en general (2.5) no puede ser valida (nada asegura que n = d — 2). La manera de
encontrar el punto fijo es, por lo tanto, introducir una ley de transformacién para el campo de

la forma:
d—2+n

Py = stople)  dp =", (27)
de manera que la accién del grupo (2.4) ahora se lee:
d s d-21 N () ds .l L INA o
/d r's §Z(s,u)au (x') Mgo(a: ) = /d r's ’752(5,#)8“@ (z )8M<p (z'), (2.8)
y la condicién necesaria para la existencia del punto fijo ahora se satisface trivialmente:
s "Z(s,u*) = const. Vs > 1. (2.9)

Estudiando la evolucién de los parametros alrededor del punto fijo, se puede establecer su grado de
atraccion o repulsién en base al niimero de parametros que se dilatan (relevantes) o se restringen
(irrelevantes ) o quedan invariantes en aproximacion lineal (marginales) bajo la accién del grupo.
Si el punto fijo es fuertemente atractivo, es decir, si es atractivo en todas las direcciones, o en todas
excepto un numero finito (sélo en este caso mixto, de direcciones atractivas y algunas repulsivas
se habla de punto critico, donde la longitud de correlacién, o el inverso de la masa renormalizada,
se vuelve infinita [15]) es probable que después de un nimero muy grande de iteraciones el flujo se
encuentre cerca del punto fijo, independientemente del punto inicial®. Esto significa que a bajas
energias, la teoria efectiva parecerd la misma prescindiendo de los detalles de las interacciones
que describen la teoria fundamental subyacente, y contendra unos pocos términos marginales y
relevantes, es decir, tendrd las caracteristicas de una teoria renormalizable. Esta propiedad se le
conoce con el nombre de universalidad.

Vale la pena evidenciar que en el punto fijo, la funcién de correlacién de dos puntos obedece
a una ley de potencias. Se denota a la funcién de correlacién (o propagador vestido) en el espacio
de momentos con:

(e(p)e(—q)) = Ga(p, ) (2m)*%(p — q), (2.10)

3Para un punto critico, donde hay al menos una direccién relevante, generalmente correspondiente al pardmetro
de masa, es necesario hacer un ajuste fino de este parametro en la regién ultravioleta para que la teoria fluya hacia
el punto fijo.
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donde se le ha puesto la dependencia explicita de la teoria . Para momentos p menores del
corte A = Ag/s, la integracién de la transformacién del grupo no afecta la funcién de correlacion,
porque no afecta los modos de momento & < A; por lo tanto, la teoria u genera el mismo
propagador que la teoria 1/, salvo por los factores de reescalamiento:

Ga(p, p) (2m)*6%(p — /'D(p o(p)p(—q)e™ W

(2.11)
/D¢k<w p(—q)e 5 H) = P4 Gy (sp, i) (27) 6 (p — q),

donde se ha usado la transformacién de reescalamiento del campo en espacio de momentos

o(p) — s%~4p(p). Si la teoria se encuentra en un punto fijo (4 = p/ = p*) resulta entonces:

Ga(p, 1i*) = s24=%) G (sp, u*). (2.12)

Si ahora se pone s = Ag/p, que corresponde a integrar sobre todas las fluctuaciones entre Ag y
p, se encuentra la dependencia de tipo potencia exhibida por el propagador en el punto fijo:

Ga(p, ) o< p**e =), (2.13)

En el préximo capitulo se encontrardan para los propagadores de gluén y de fantasma leyes de tipo
potencia en el extremo infrarrojo (conocidas como soluciones de escalamiento), y por lo tanto,
se deduce que la teoria de Yang-Mills a muy bajas energias se encuentra en un punto fijo. Para
este propédsito, se utilizard una versién mas préactica del grupo de renormalizacién de Wilson,
cononcida con el nombre de grupo de renormalizacion funcional, donde la escala de corte ahora
es una variable continua (en lugar de ser mantenida fija por el rescalamiento de la unidad de
momento) derivando respecto a la cual, se construyen ecuaciones de flujo para la accién efectiva
v las funciones de correlacién de n puntos.

2.2. Ecuaciones de flujo

Para describir las caracteristicas principales del grupo de renormalizacién funcional y de las
ecuaciones de flujo que se derivan, no es necesario especificar los detalles de la teoria, asi que
se considerera por el momento la teoria de un tnico campo escalar ¢, cuya funcional generatriz
esta dada por:

J = /Dcp e Sleltde = W (2.14)

donde WJ] es la funcional de Schwinger, generatriz de los diagramas conexos [2]. Nétese que se
ha introducido la notacién compacta para el producto interno:

d
7-0= [ G Tw)e(n) (215)

Ma3és adelante, en la teoria de Yang-Mills, se entenderd contenido en esta convenciéon cualquier
tipo de indice interno también.

Como antes, se genera la teoria efectiva integrando los modos de alta energia, ahora acotados
por una escala arbitraria k:
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Z[J) = / D ppp e~ Set 10T, (2.16)

donde:
e SasleitTe — [ Dy oSt (2.17)
Los modos infrarrojos se pueden cortar de manera suave agregando a la accién cldsica un término

cuadratico en los campos AS; que contiene una oportuna funcién regulatriz, dependiente del
momento y de la escala de corte:

d
AS, = %w Ry -p= ;/ (;f;d ©(—p)Ri(p)¢(p), (2.18)

donde se requiere que la funcién regulatriz Ry (p) satisfaga las dos siguientes propriedades:

lim Ry (p) = lim Ry (p) = 0. 2.19
S k(p) = oo, o k(p) (2.19)

La primera condicién es necesaria para que el término regulador suprima en la funcional ge-
neratriz los modos correspondientes a p < k. La segunda, por otro lado, permite recuperar la
teoria completa mandando & — 0. Ademds, para k finito, los modos de momento p > k no
resultan afectados por el regulador, de manera que en la regién ultravioleta, la teoria completa
sigue siendo valida. Esta caracteristica, que hace que esta formulacién difiera de la de Wilson,
encaja bien en el la andlisis de la teoria de Yang-Mills, donde, a grandes escalas de energia, se
puede tratar la teorfa de manera perturbativa, debido a la libertad asintética (la funcién beta
perturbativa es negativa [2]).
Se define entonces la funcional generatriz regularizada con el corte a la escala k como:

2] = / D e—SH-ASel 76 — Wil (2.20)

Variando la escala k, se puede estudiar la evolucién de Zi[J] y de las funciones de correlacién.
Se define el pardmetro t = log(k/kg), donde kg es una escala de referencia arbitraria introducida
para que t sea una variable adimensional. Tomando la derivada de Zg[J] con respecto a t, se
obtiene la ecuacion de flujo para la funcional generatriz:

2

1 [ a § 5
= (=3 [ o e s Rt 557 ) 2401 220
—(~355 a5y ) B

donde en la tltima linea se ha usado la notacién compacta (2.15). Aqui debe de entenderse
§/6J(p) = (2m)%6/5J(—p) v Ry = 0, Ry

Escribiendo Zi[J] en términos de la funcional generatriz de los diagramas conexos Wi[J], se
deriva para esta la ecuacién de flujo:

d
azult) = [Do (~5 [ b ol-p) ABu(s) olp) ) -5k




2.2. ECUACIONES DE FLUJO 21

LoWy o oWy 1. . 8°W;
= —E R L2 ——k 2.22
OWldl = =557 B 57 — T Ry (222)
aqui con el término de traza se entiende:
. 82W, dip . g OZWj
TrRy——=| — R 2 _. 2.23
RST80T / ) TP 2T S ) (2.23)

Tomando derivadas con respecto a las fuentes J de (2.22), se pueden derivar las ecuaciones de
flujo para las funciones de correlacién conexas. Sin embargo, resulta mas practico trabajar con la
ecuacién de flujo para la accién efectiva (o accién cudntica). Esta se define como la transformada
de Legendre de W[J] con respecto a su argumento J. El valor de expectacién del campo ¢ en
presencia de la fuente J, también llamado el campo cléasico, estd dado por:

_ SW[J]
o= (2.24)

invirtiendo la cual se define, en notacién compacta, la accién efectiva I'[¢]:

Lo = =W+ J -0 | ;-5 (2.25)

que satisface:

ol [¢] oJ OWIJ]  o&J

— . - J=J, 2.26
36 56 o7 Top 07 (2.26)

donde se ha utilizado la definicién de ¢ (2.24). Tomando otra derivada con respecto a ¢ y

poniendo ¢ igual a su valor correspondiente a J = 0 (o sea al valor de expectacién de campo en

ausencia de fuente, que es igual a cero si no hay ruptura espontédnea de simetria), se obtiene la

funcién de dos puntos, dada por el inverso del propagador vestido:

52r[¢]' B <5¢>—1 B (52W[J]>‘1 (2.27)
0P 6=(0) 0J ) ;- 0JoJ )

Se puede mostrar [2], tomando otras derivadas, que la accién efectiva genera los vértices propios,
o diagramas una particula irreducibles (1PI), es decir, diagramas que no se pueden separar
en dos piezas cortando un solo propagador (los vértices propios, en particular, no incluyen los

propagadores de las piernas externas). Para una teorfa escalar con interaccién tipo (), la
accién efectiva en espacio de momentos se puede entonces escribir:

d
T) = 5 [ G (6() = (oo + m* = TR (6(0) — (o)
1 [ dip
+Z4nv/ (zf)d...

x(p(p1) — {p(p1))) - - (¢(pn) — (p(Pn))),

dpn o \acd
(Qﬂ)d(%) 0°(pr+ .- +pPn)Va(pr, ... pn) (2.28)
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donde V,(p1,...,pn) son los vértices propios de n puntos, y II(p?) es la funcién de auto-energfa.
Noétese que la accién efectiva estd definida de manera que coincida con la accién clasica a nivel
de arbol.

Considerando ahora Wi[.J], que depende de la escala de corte k, se define I'y[¢] a través de
la transformada de Legendre modificada:

1
Tu(6) = (“Wld + T )y, s) — 50 Ra 6, (2.29)
donde Ji(¢) se obtiene invirtiendo:
Wi [J]
= . 2.
o= (2.30)
Las egs. (2.26) y (2.27) ahora se leen:
op
52T S2Wi [\
= . 2.32
<5¢5¢ * R’“) ( 5757 > (2:32)
La ecuacion de flujo para la accién efectiva estd dada por:
oWylJ 1 .
orle] = —owild] ~ 07 N Lo 6 Lo o
L 1oW, . W 1 . 82, 1, .
BT AR S I Ry 57 R L (2.33)
1 52T -1
iTrRk <5¢5¢+Rk> ,

donde se han utilizado (2.22), (2.30) y (2.32).
Tomando derivadas funcionales de (2.33) con respecto a los campos clésicos, se generan las
ecuaciones de flujo para las funciones de n puntos. Utilizando la propiedad:

94[g]
66

con A[¢] una funcional aribitraria de ¢, se obtiene, para la ecuacién de flujo de la funcién de dos
puntos:

——— = —A7'[g] A7g], (2.34)

2 . 2 -1 3 2 -1 3 2 -1
0T 1TrR <5Fk R) 0°T' <5l“k R) 0°T'y, ((5Fk R)

Yoprogy 2 506 361000 \ 3o 52000 \ 3o
1 52T, LS, /62T, “bosr, /62T, -t
2ﬁR’“<5¢5¢ T ) 5620969 <6¢5¢ A ) 5615000 <6¢6¢+R’“>
1 52T, sy, 52T, -1
T <6¢6¢ R> 5610620000 <6¢6¢+R’“> ’

(2.35)
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— O O

Figura 2.1: Ecuacién de flujo para la funcién de dos puntos (inverso del propagador). Las lineas
-1 -1

con los circulos negros representan (gi—lg(’; + Rk> en el lado derecho y (%) en el lado

izquierdo. Los circulos blancos representan los vértices proprios F,(Cn) y el cuadrado con la cruz

una insercién del regulador Ry.

ilustrada en diagramas en Fig. 2.1. En la derivaciéon de las ecuaciones de flujo, no ha sido
necesario especificar los detalles de la accién cldsica. En el caso de la teoria escalar ¢*, por
ejemplo, los vértices de tres puntos en (2.35) se anulan cuando se ponen los campos clasicos
igual a cero (si no hay ruptura de simetria). La ecuacién de flujo es una ecuacién diferencial del
primer orden en la escala t, asi que para resolverla, hay que especificar unas condiciones iniciales,
condiciones que en el caso de Yang-Mills estardn dadas por la aproximacién de los propagadores
en el ultravioleta con los propagadores desnudos, y por la condiciéon de horizonte.



Capitulo 3

Ecuaciones de flujo en la teoria de
Yang-Mills

3.1. Flujo de la accion efectiva

Para la teorfa de Yang-Mills, la funcional generatriz regularizada a la escala de corte k
estd dada por:

Z[J,0,7] = /DADCDC e S ASH S AtTeteo = (WilJo0] (3.1)
con la accién modificada por el término regulador ASy:
1 _
AskziA'RA,k'Aﬁ—C'RC’k'C. (3.2)
La falta del factor 1/2 en frente del regulador de fantasma es debido a la indipendencia de los
campos ¢ y ¢ (no se deben considerar uno el complejo conjugado del otro).

Los productos escalares en la notacién abreviada (como J - A) ahora incluyen también sumas
sobre los indices de Lorentz y de color, i.e.

d
7-a= [ GE DA (33)
d
AR = [ SR A DR A0) (3.4)

Las funciones regulatrices se escogen diagonales en los indices de color, para conservar la simetria
global de norma (la simetria local se rompe en la accién regularizada) y dependientes sélo del
modulo del momento, para respetar la simetria de Lorentz. En el lenguaje del grupo de renor-
malizacién de Wilson, se esta, por lo tanto, limitando la atencién al flujo de las teorias que viven
en el subespacio donde estas simetrias no se rompen:

R () = Rai(p)d™, RE.(p) = Rek(p)s®. (3.5)

24
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La ecuacion de flujo para Z ahora estda dada por:

o2, 0,7) = / DADeDe §; e S~ ASkH T AtTeteo

1 . . _
- / DADeDe [2A “Ray, - A+C~RC7;€-C] e~ STASkH S AvTcteo (3.6)
16 5§ 5 5
= <_25J Raj 55+ 5. Bow 5= )Zk[JU al,

donde en notacién abreviada debe de entenderse:

) 1) dp o O ab )

57 Tk 57 / o) 2™ 5J;;(p)R WP Sy (3.7)
La diferencia de signos en los dos términos de la tltima equivalencia en la ecuacién (3.6) se
debe a un signo menos extra que aparece al escribir los campos de fantasma como derivadas
funcionales de las fuentes, causado por la propriedad de anticonmutacién de las variables de
Grassman.

Para la functional generatriz de los diagramas conexos Wy[J, 0,7] = In Zx[J, 0,7], se obtiene

la siguiente ecuacién de flujo:

16W, - Wy - 8P
OWk = =557 " Bar 57 2 T Rars7s7 (3.8)
SWy - OW, 52, '
+5 Berr 5 — T Rewgzs

Nétese que el ultimo término tiene el mismo signo que el correspondiente gluénico. Eso porque
se ha invertido el orden de las derivadas funcionales respecto a o y ©.
Como antes, se define la traza de la manera siguiente:

(52Wk ddp 2d - 52Wk
Rop—— = R _
AR sI6T / (2W)d( JORAkP) 5.J4(—p)dJ4(p)
Los valores de expectacion de vacio de los campos en presencia de las fuentes externas, que

para no recargar la notacion ahora se escribirdan con los mismos simbolos de los campos, estan
dados por

(3.9)

2m) 52

Aj(p) = Tkm = (Qﬂ)dm,
c“(p) = (ng(ﬁfm = ( w)déa‘i(w_’“m, (3.10)
c(p) = —(Z)d%‘fﬁm = —(%)d(%,
y en notacion abreviada:
a=We W o W (3.11)

8J "’ dc ’ b0
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Invirtiendo las ecuaciones (3.10) se pueden expresar las fuentes en funcién de los campos (y de
la escala k) y definir la accién efectiva a través de la transformada de Legendre modificada:

1
Fk[A,E, C] = —Wk[Jk,Ok,Ek] +J,-A+0Cp-c+c-op — §A . RA,k: -A—¢- RC,k - C. (3.12)

Las derivadas con respecto a los campos de la accién efectiva estan dadas por:

0Tk _ _0Je Wi dox oWy 0m OWi
§A  §A S§Jy A bop  SA oy
+%.A+Jk+% —%'E—RAJ«'A

y (3.13)
0A 0A
=Jy—Ray- A,

donde en la primera linea se ha usado la regla de la cadena, en la segunda la propriedad de
anticomutacién de los campos de fantasma y el hecho que R4 es una matriz simétrica (dado
que es diagonal), y en la tercera se han substituydo las expresiones (3.11).
Las derivadas con respecto a los campos de fantasma, después de unas andlogas manipula-
ciones, se leen:
&:—Ek-i-é-Rck, @:Uk—RCk-C. (3.14)
dc ’ oc ’
Moviendo los términos con los reguladores a la izquierda y tomando otra derivada con respecto
a los campos se obtienen las siguientes identidades matriciales:

52T, 5

saoA Tk =50
5°T, 5

_ _ 9 3.15
sadc T ok = 20 (3.15)
6T, N _d
Scoe Ok T 50 7

donde se ha omitido la dependencia explicita en las fuentes de la escala k. Nétese que en la
ultima ecuacién se ha utiliziado la propriedad de simetria de la matriz Rc .
La ecuacion de flujo para la accién efectiva estd dada por:

B SWi Wi . Wy
8trk——8th—ath‘W—atak‘w—atak'g
1 .
+A-OJ, +00-c— 0o -¢— —A-Rap-A
‘tk Ok Ok 5 Ak (3.16)
—G'RC,]C'C
1. - 02W .82
= -T T
g 1t Ranssy + 1 Rowgesss

donde en la primera linea se ha usado la regla de la cadena (recuérdese que las fuentes dependen
de k). La igualdad final se obtiene substituyendo la expresién (3.8) para 9;Wj, y las expresiones
(3.11) para los campos.
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Con la finalidad de tener una ecuaciéon de flujo para la accién efectiva donde aparezcan
explicitamente las derivadas de la accién efectiva misma (véase (2.33)), es oportuno introducir
una notacion mas compacta. Por lo tanto, se organizan los campos y las fuentes en vectores que
se llamardn supercampos:

v =(4,c¢,70), p=(A,-¢0), (3.17)

y superfuentes:

I=(J,0,5), I=(J,—0,0). (3.18)

Se trata entonces de vectores a tres componentes, que incluyen los usuales indices internos (de
color, de Lorentz y la dependencia continua del momento)?.
Se introducen ademas las supermatrices

Ry = diag (Rak, Ro g, Roi), M =diag(1,-1,-1). (3.19)
La matriz M juega el papel de una métrica en este ‘superespacio’, por medio de la cual se define
la supertraza:
STr(---)=Tr(M---). (3.20)
Con esta nueva notacién se pueden escribir las expresiones (3.11) en forma compacta:

SWi[1]
¢=—57
donde con ¢ se distinguen los campos clasicos (¢ = (p)r); sin embargo, se seguiran indicando
sus componentes con los mismos simbolos de los campos (¢ = (A, c,¢)).
La definicién de la accién efectiva dada en (3.12) ahora toma la forma:

(3.21)

Duld] = Wil + T3 — 56~ RiM -6 (3:22)

Estéa claro que ahora los productos matriciales involucran los nuevos indices del ‘superespacio’.

Considérense las ecuaciones (3.15). Incluyendo también las derivadas mixtas con respecto a
los campos gluénicos y de fantasma, obtenidas derivando las (3.13) y (3.14), y organizando los
términos en matriz, se lee:

52Fk 52Fk 52Fk oJ oo do
——— +Rap — - — - —
SASA 5 Asc 5 Asc 5A oA oA
(52Fk 52Fk 52Fk oJ 0 oo
_ _ Y T I LA 3.93
35a3 A sasc Tk 520c 5z o ot (3.23)
52T, 82T Te | b 90 o o
5co A Scdc Seoz TGk sc  bc be

que en el formalismo de las supermatrices se puede escribir de forma compacta como:

!Queriendo ser rigurosos, habria que definir estos objetos como elementos de productos cartesianos de oportunos
espacios vectoriales, uno para cada grado de libertad.
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5T 0 =
P Ry =—1, (3.24)
0pd¢ oo
donde, indicando con 7 y j los indices de supercampos, se define:
62T 6T
<5¢5; +Rk> = @‘5; + (Ri)ij
Y B (3.25)
(‘5 1) _ 0L
5¢ ¥ 5¢2
Se pueden ahora relacionar elegantemente las segundas derivadas de Wy, con las de ['y:
(), = ;= = () =(&7),
§I61),;  6I;6;  6I; \é¢,)  \do /,
! ! ¢ ¢ /i (3.26)

Mediante esta igualdad, se puede escribir la ecuacién de flujo para la accién efectiva de la forma:

1 . 82w, 1 . [ 82T, -1
O, = -STrRp——F — Z8Tr Ry, [ =2 + R . 3.97
T = TR~ sty (4 Ry ) (3.27)

La primera equivalencia en (3.27) se verifica facilmente, recordando la expresién final para la
ecuacién de flujo (3.16):
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. 2 . 2
ESTrRk‘S,W’“ N < Rkéwk)
2 §IsI 2 5161
W, 8B2W,  82Wh
R 5J6J  6Joc  0Jo5
1 . 2 2 2
_ Ly ~Res CPWi Wi 8PWh
2 556J RYedolea e
—Ro W, 82WL.  52W,
e i dodo dodT
L 2We . W . 82
Rane—t  Raro®  RuoE
Ak ST6T AR5 T6 AR5 To5 (3.28)
1 . 2We . W - 82
= -Tr R R
2 Rorgzsy  Torgzs,  Rokgzss
p Wk W 0P
Ok 5o Ok o0 Ok S5ooT
1 . 52Wk 1 . 52Wk 1 . 52Wk
—_T -T =
o W ltangrer + oI Ropgms s = T Foks oo
1 . 82W - 8PW
—-T T .
5 W Raksrer + T Roygmes

En la dltima linea se ha usado la propriedad de la traza por la cual, dadas dos matrices A y B,

Tr(AB) = Tr(ATBT). Siendo la matriz qu simétrica y la matriz %25% antisimétrica, debido a
la anticomutacion de los campos & y o, los ultimos dos términos de la pentdltima linea resultan
iguales.

3.2. Flujo de los propagadores

Dada la ecuacién de flujo para la accién efectiva (3.27), se pueden generar los flujos de los
vértices propios, tomando derivadas con respecto a los campos y al final poniendo los campos
igual a sus valores de expectacién en ausencia de fuente (cero, si no hay ruptura espontinea
de simetria). En esta seccién se estudiaran los flujos de los propagadores del fantasma y del
gludn, cuyos inversos se obtienen derivando dos veces la accién efectiva. La deduccién de tales
expresiones es mecanica. Sin embargo, involucra una serie de tediosos pasajes algebraicos que se
prefieren destinar para el apéndice B.

Aqui se da la expresion final para el flujo del propagador del gluén (o mejor dicho de su
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0, TOWD — — ”UQ oo
[} °
X-.. -
o ‘"‘“4 ...,'.."". ““““‘.:

Figura 3.1: Ecuacién de flujo para el propagador del gluén, Eq. (3.29). Aqui y en los siguientes
diagramas las lineas espirales con el circulo negro representan el propagador de gluén regularizado
a la escala k, mientras las lineas discontinuas el propagador del fantasma. Los circulos blancos
denotan los vértices propios a la escala k, y el cuadrado con la cruz el regulador Ry,.

inverso):
52T, 52T, S VR ot -
Osa5a, = " Rak <5A5A * R“) 5A,0A5A <6A6A * RA”“)
53T 52T !
X A0 ASA <5A6A + RA”“)

(S8 () (S8 )
1

X (‘551:;&) (_((5;1(;,; +RC”“)

“tehen (5 res) (<) (S )
—1

. (‘551;25@) <_f311;]; +RC”“>

: 52T ! 54T 52T !
+Tr Re x ( k + Ro k> (— — > <— — b +RC,k>

(3.29)

dede 0A;0A;6coc dcoc
1. 52T, LS 52T}, -
—g i Ras (6A5A + RA”“) S A0 A5 A0A (MM + RA”“) !

y del propagador del fantasma:
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Figura 3.2: Ecuacién de flujo para el propagador del fantasma, Eq. (3.30)

52T, : 6°Ty ARV ELY N
s ek (_ sese RC”“> (‘ 5c5c,;5A> <5A5A +R"‘7’“>

53Tk 52T -
X <5cj5A5c) < sese RC”“)
: 52T - 53Tk 52T -
T 2k I Y
I R <6A5A +RA”“> ( 5cj5A5c> < sesc +qu>
53Tk 52T -
X <_5c5ci5A> <5A6A * RA”“)

1 . 52T -1 54T 52T -t
i (8500) (gt ()

(3.30)

5 A5 A “oc0a0404 ) \ 5454
: 52T, sy 52T, -
I e (_ sasc RC*) 5e,0c8c0¢ (_ sese RC”“) !

donde en los indices i y j se entiende contenido cualquier tipo de indice externo (en el sentido
que no es de los indices contraidos en las trazas), sea eso de color, de momento, o para el caso
gludnico, indice vectorial. Notese que en las reglas de Feynman para los diagramas, se ha incluido
un signo menos en cada vértice que tenga dos lineas de fantasma, debido a la anticonmutacién
de los campos de Grassmann.

3.3. Truncamientos y aproximaciones

Como en el estudio de DSE, para resolver el sistema de ecuaciones (3.29) y (3.30) se
truncaran los diagramas de lazos gludnicos, lo cual parece razonable si se enfoca el interés en
el comportamiento de las soluciones en el infrarrojo, donde los propagadores gludnicos estan
suprimidos, relativamente a los del fantasma. Ademads, se usa la aproximacion de despreciar
la contribucion de los diagramas con los vértices de cuatro puntos (diagramas de tadpole). En
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realidad, no se tiene una justificacion adecuada para este truncamiento; a este nivel representa
una mera simplificacién para resolver el sistema, probablemente mejorable introduciendo un
ansatz oportuno para la estructura del vértice, o aproximandolo por sus contribuciones a nivel
perturbativo.

Los diagramas que quedan, después de estos truncamientos, involucran solamente los propa-
gadores regularizados y el vértice gluén-fantasma a la escala k. Este tltimo se aproximard con
el vértice desnudo, dado que, en la norma de Landau, las correcciones perturbativas del vértice
no llevan divergencias ultravioletas, y, por lo tanto, la parte transversal del vértice vestido, en el
punto simétrico, coincide con el vértice desnudo (véase el apéndice C), salvo por una constante
multiplicativa independiente de la escala del punto simétrico (la renormalizacién del vértice es,
por lo tanto, finita), que se puede absorber en la constante de acoplamento desnuda:

5°T
— P, (k) (2m)* :
1z oc (p)dcb(Q);S;;,(k‘) p2=q2=k2=y2 (3‘31)
— T 3d _ abc T dgsd
- _ZPMV(k)(Qﬂ-) 56“(p)5cb(q)5A§(k) - _Zng pllp;uj(k)(zﬂ-) 5 (p+q+k)7

donde el signo menos se debe a la anticonmutacién de las derivadas fermidnicas (y donde esté so-
brentendido poner los campos igual a cero después de tomar las derivadas). Z es una constante
multiplicativa, y P, (k) es el proyector transversal (véase (1.32)). La renormalizacién finita del
vértice se debe al hecho que, en la norma de Landau, la transversalidad de los propagadores del
gluén permite factorizar un vector de momento externo adicional en las integrales de lazo, que
se vuelven convergentes en cuatro dimensiones (ésta representa probablemente la ventaja més
grande de escojer esta norma). La sustitucién del vértice vestido con el vértice desnudo estd es-
trictamente justificada solo en el punto simétrico, mientras aqui se aplica, dentro de los lazos,
para distintas configuraciones de momentos, atin en la regién infrarroja donde no estd valido el
argumento perturbativo. Hay argumentos no perturbativos para inferir la no-renormalizacién del
vértice en el caso del momento del fantasma entrante tendiente a cero [16], [4]. Sin embargo, estos
argumentos se basan en las identidades de Slavnov-Taylor, las cuales, como se ha mencionado
anteriormente, no son de confiar, dada la rotura de la simetria BRST debida a la restriccién a
la primera regién de Gribov. Es, por lo tanto, mejor contar con los resultados nimericos de los
calculos en la red [17], los cuales indican que esta aproximacion sigue siendo valida también en
el infrarrojo.

En las ecuaciones de flujo, se considerera sélo la parte transversal del vértice, dada por (3.31);
ésto no constituye una limitacion: en la ecuacion de flujo del fantasma los vértices estan pegados
a los propagadores internos del gluén, los cuales son transversales (apéndice A), asi que una
eventual parte longitudinal del vértice estaria anulada por los proyectores transversales de los
propagadores. En la ecuacién de flujo gludnica, sin embargo, habria una contribucion a la parte
longitudinal de la funcién de dos puntos del gluén, la cual se desprecia, siendo el propagador
transversal y determinado unicamente por la parte transversal de la funcién de dos puntos (a la
parte longitudinal de la funcién de dos puntos no se le atribuye significado fisico).

Con estas aproximaciones las ecuaciones de flujo se reducen al sistema de diagramas truncados
representado en Fig. (3.3). En los miembros izquierdos de estas ecuaciones aparecen los inversos
de los propagadores a la escala k, parametrizados por?:

2Nétese que para la funcién de dos puntos del gluén, se desprecia la parte longitudinal, pegandole el operador
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Figura 3.3: Ecuaciones de flujo truncadas para los propagadores de gluén y de fantasma. Los
circulos negros chicos representan los vértices gluén-fanstama desnudos.

2
(QW)zd(m&% = 5abP£,(P) wk(p)(%)dfsd(? +q), (3.32)
2 2
—(zw)ww(i;ib@ = gob df@) (2m)45%(p + q). (3.33)

Dentro de los lazos se encuentran los propagadores regularizados, que se obtienen facilmente
invirtiendo las (3.32) y (3.33), después de agregarles los reguladores (éstos se han escogido
diagonales en los indices de color, asi que la inversion es trivial):

ab
62Fk - ab pT ded
<5A5A +RA”€> ] = 0% PF,, (p)Gak(p)(2m) 6% (p + q), (3.34)
Kv pg
donde 1
G - J 3.35
AxlP) wi(p) + Rak(p) (3.35)
2 —17ab
0°T' o e
~5ase T ok = 0"Gey(p)(2m)"0%(p + q), (3.36)
dcdc
pq
1
Gerp) (3.37)

~ p2/di(p) + Rox(p)

Se ha, por lo tanto, reducido el niimero de funciones incégnitas a las dos funciones wg(p) y di(p).
La ecuacion de flujo para el propagador gluénico ahora se lee:

de proyeccion transversal.
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d
5P, (p) 0 wi(p) = —/ (;l )i Reg(q)Ger(@)igf“(p+ )0 Py () Gor(lp+ ¢ |)

xigf* P}, (p)a,Gor(q) + (1 ¢ v)

d
6P o [ s Cor(Beala)Gera)Genl p+a )
xq* (1= (P 9)°).

(3.38)

Los pasajes requieren algunas explicaciones. En la primera ecuacién se ha simplemente traducido
en férmulas el primer diagrama de Fig. (3.3), sustituyendo a cada elemento del diagrama su
expresion dada por las eqs. (3.31) — (3.37), e imponiendo de una vez la conservacién del momento
y del color. Nétese que se han considerado como entrantes los momentos de las lineas externas
del gludn, y que los vértices tienen signo opuesto respecto a la definicién de eq. (3.31), porque
alla se habian considerados los momentos de los fantasmas ambos entrantes, mientras en el lazo
hay siempre un linea de fantasma entrante y una saliente (sigase el flujo fermiénico representado
por la flecha). Nétese, ademds, que no se ha escrito el factor multiplicativo Z para el vértice
vestido, considerado absorbido en la constante de acoplamiento desnuda.

En la segunda ecuacién se ha utilizado (1.12), con un signo menos debido al orden de los
indices de color en las constantes de estructura. Ademads, se ha proyectado la ecuacién en la parte
transversal del propagador externo, o sea, dentro de la integral, se ha hecho la sustitucion:

(P + )09 Pio(P) Py (D) = 454y Py (0) P, (p) = [ (0 @) Py (1)- (3.39)

En la primera ecuacién el momento p estd eliminado por su proyector ortogonal. La tdltima
equivalencia debe de entenderse en el sentido que esta sustitucion lleva al mismo resultado de la
funcién integranda original, si después de evaluar la integral, se desprecia la contribucién de la
parte longitudinal. La funcién incégnita f(p,q) se encuentra facilmente sacando la traza de los
dos miembros de la ecuacién:

Ry
U85 Py (P) PLy(p) = 4pto Py (p) = ¢ — (qpf S — @ )fm)

(11— (3-9%
d—1 ’

(3.40)
= f(p,q) =

donde se ha utilizado P (p)PT(p) = PT(p) y PMTM(p) = d — 1. Con esta proyeccion, el segundo
término del miembro derecho de (3.38), obtenido invirtiendo los indices p y v, resulta ser igual
al primero (de aqui el factor 2 multiplicativo).

Considérense ahora la ecuacién de flujo para el propagador del fantasma:
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d
520,07 0) = [ G Beala)Geal@)iof o, P+ 0Gas( p+a DEL 0+ 0

Xngdeqp (0 +a0)Ger(q)
dd : T - pacd T
+/(2)d RA,k(Q)GA,k(Q)PNV(q)ng pO'PO,u(Q)GC,kﬂ p+yq |)

Xlngbd(P‘l‘Q) @) Gak(q) Py, (q)

— . 2
= 5N [ Gerla ReroGen@ba -+ a b )
522 N / (@) Bar(@)Car(@Gex(lp+a )1 - (- g)?),

(3.41)
donde se han usado las mismas propriedades de los proyectores transversales y de la contraccién

de las constantes de estructura, utilizadas para la ecuacién del gluén. En particular, en el primer
término del miembro derecho se calcula:

(o + q5)(Pp + 4p)Pdp

PL(p+a)pstp=p q—

(p+q)?
_ Pp-a+p+ (-0’ +d¢’p-q
=p-q-— 5 (3.42)
(r+q)
*¢*(1—(p-q)?)

(p+q)?

Lasegs. (3.38)y (3.41) constituyen un sistema de ecuaciones integro-diferenciales ordinarias, pa-
ra resolver las cuales, insertando oportunas condiciones iniciales, es mas conveniente convertirlas
en ecuaciones integrales, en la variable de corte k (k = koe!):

! d
r(p) —enp) = 0" / dk/ by (GewewGen) @Cenllvral) o
(1—(p q)°
/ d
dl?(P)—d/_\l(P):gQN/ dk/ g (GAkRAk’GAk’>( )Gew(lp+aql)
, (3.44)

" (Gc,k/Rc,k/Gc,k/) @Calp+a ] 0= 602,

Aqui A es la escala en la cual se imponen las condiciones iniciales, y, por lo tanto, hay que
considerarla perteneciente a la region ultravioleta, donde se tiene la teoria bajo control, debido
a la libertad asintética.
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3.4. Optimizacion

Si bien las ecuaciones (3.43) y (3.44) se pueden resolver numericamente, en el presente
trabajo se han encontrado soluciones para una versién més simple, obtenida a partir de las
(3.43) y (3.44) utilizando una aproximacién adicional: dentro de los propagadores regularizados
Gak(p) y Gex(p) se han sustituido las funciones wy(p) y di(p) dependientes de la escala de corte
k, con las soluciones completas wo(p) y do(p), lo cual simplifica considerablemente el sistema,
porque permite deshacerse de la integral sobre k. Para convencerse de eso, se considera, por
ejemplo, la ecuacién de flujo para el gluén (3.43). Adentro de la integral aparece ahora el factor:

1 1
Gar(9)0:RAk(q)Gar(q) = “0(d) + Ran(@) ka’“RAv’“(Q)wo(q) + Rax(q) (3.45)

= —k0,Gak(q).

La ultima expresion resulta porque ahora se ha puesto wy, independiente de k. Por lo tanto, la
integral sobre el momento se vuelve:

d
—k / (;lj)d G or(@)Gerl| p+a NP1 — (5 9)2) =
d
—k [ (;q)d Ok (Gor())Gowl p+a ) (1 — (B-0)?) (3.46)

d
+k / (;lﬂc)]d Ger(@Gor(lp+aq )i (1= (- §)*).

Considerando el ultimo término, haciendo el cambio de variable ¢, — —¢q, — p, se demuestra
que es igual al miembro izquierdo:

(amya Cor@aGox(p+alle (=97 =
d . 9
_ / (;gdec,kupw )OkGe(a)(p + a)? <1 _ m> (3.47)

_ Wach,k(Q)qu(|p+q 21— (- )2).

Se puede, por lo tanto, integrar la ecuacién de flujo desde la escala inicial A hasta la escala final
k = 0, donde se recupera la solucién completa wy(p):

0 / d
wo<p>—wA<p>=g2(d]_V1) /A s / T 3194 (Gep(@Gow(|p+a)) (1 - (- 0)%)

K ) (2m)d
g e [ Z (1- (-0 =
(d—1)J @m)? ¢2dy " (9) + Roxl(e) (p+a)%dy " (Ip+a )+ Rexllp+al)|,_,

(3.48)
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Manipulaciones analogas permiten efectuar la integracién sobre la escala de corte para la ecuacién
de fantasma. El resultado final es:

—10N =1y 2 d’q 1 (1-(p-9)? .
W0 -0 =N [ o v+ 0%, (p+al)+Rorlpral|,_,
(3.49)

Estas ecuaciones ahora coinciden con las DSE truncadas en un esquema de regularizacion
de corte (para el caso de fantasma véase, por ejemplo, [18]). No es dificil convencerse de eso,
considerando que en las ecuaciones de Dyson-Schwinger, los inversos de los propagadores del
gluén y del fantasma estdn dados por sus propagadores desnudos (aqui representados por las
condiciones iniciales w(p) y d/_\l(p); véase el préximo capitulo), més los diagramas de lazo,
representados en Fig. 3.3, sin la inserciéon de los reguladores. Las integrales en los miembros
derechos de (3.48) y (3.49) coincidirian, por lo tanto, con estos diagramas a un lazo, para
las DSE, si dentro de la integral se considerara sélo el término con k = 0, dado que en este
término las funciones regularizatrices desparacen (acuerdese de las condiciones (2.19)). El otro
término, con los reguladores a la escala de corte k = A, juega el papel de una regularizacién en
el ultravioleta para la integral: para valores del momento interno ¢ < A este término no influye,
porque el factor Rp(q) diverge, mientras para ¢ > A las funciones regulatrices desaparecen de
nuevo, y el segundo término se vuelve igual al primero, asi que las funciones integrandas van
hacia cero, mimando un corte ultravioleto, para la integral, a la escala A.

El hecho de haber recuperado las ecuaciones de Dyson-Schwinger no es casual: incorporando
en las ecuaciones de flujo los diagramas de tadpole que se han despreciado, se puede argumentar
que las ecuaciones de flujo aproximadas coinciden con las DSE, y por lo tanto, haber insertado
en las ecuaciones de flujo los propagadores completos, resulta en recuperar los diagramas de
tadpole. Por eso, a esta aproximacién se le da el nombre de optimizacion. Ademas, las soluciones
asi calculadas, como se ha verificado numericamente, no dependen de la forma de las funciones
regulatrices, a diferencia de las soluciones de las ecuaciones con los propagadores internos corta-
dos. Esto le da més confidabilidad a la versién optimizada, porque la solucion fisica no deberia
depender del esquema de regularizacién, o, para decirlo segtin el criterio de universalidad, porque
el punto fijo no deberia depender de la particular teoria incial a grandes escalas.



Capitulo 4

Solucion numeérica

Las ecuaciones (3.48)y (3.49), en las incégnitas wo(p) y dy ' (p), se han resuelto numericamen-
te de manera iterativa, es decir, se ha empezado con unas funciones de prueba iniciales adentro de
las integrales en los miembros derechos de las ecuaciones, se han calculado las funciones fijando
oportunas condiciones iniciales para wp(p) y dxl(p), y se han reinsertado las funciones asi cal-
culadas adentro de las integrales, iterando el procedimiento hasta que las funciones converjan a
un punto fijo, correspondiente a la solucién (o a una de las soluciones) de las ecuaciones.

Las integrales han sido calculadas en coordenas esfericas, que las reducen a integrales bidi-
mensionales, en el médulo del momento y en el dngulo polar. En estas coordenas las (3.48) y
(3.49) se leen:

—(d+1) /2N e
wo(p) — wa(p) = ¢° i 1r T dq/ d cos § P (Q) + Rer@)
(1 — cos? 9)(d=1)/2 =0
x (p% + ¢2 + 2pq cos 9)(151((]92 + 2 + 2pq cos 0)1/2) + Re i ((p? + ¢% + 2pq cos 0)1/2) k:A,
(4.1)
0510 ') =~ S [ [ e
k=0

(1 — cos? 9)(d—1)/2
X
(p? + 42 + 2pq cos 0)dy ' (P + g% + 2pq cos 0)/2) + Rok((p? + g% + 2pg cos 0)1/2) |,
(4.2)

Los factores multiplicativos en frente de las integrales vienen de la integracién sobre los d — 2
angulos, cuya expresion se puede obtener dividiendo el drea de la esfera unitaria en d dimensiones
[ Qa, por la integral, que queda, sobre el dngulo polar [ dfsin?~2:
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de o fﬂd
Jo o sin?20 f_ll dcosf(1 — cos? §)(d=3)/2
iy s
- T(1/2)r((d—1)/2)/T(d/2)
or(d=1)/2

- I((d-1)/2)

Las funciones regulatrices, que satisfacen las condiciones (2.19), se han escogido de la siguiente
forma:

2 2
Rak(p) = Rex(p) = p* exp L)z - 213:2} , (4.4)

donde el factor de p? en frente se le pone por razones dimensionales. Se han realizado, ademas,
pruebas numéricas con distintos reguladores, que tuviesen, por ejemplo, una dependencia de tipo
potencia en los momentos, en lugar de la exponencial, y no se han encontrado diferencias en los
resultados finales.

Las integrales han sido calculadas con el método de Gauss-Legendre, que permite aproximar
la integral de una funcién a valores reales, definida en el rango [a, b], de la siguiente manera:

b _ n _
[ s =250 Y w150 (1.5

i=1
donde los z;(i = 1...n) son las raices de P,(x), el polinomio de Legendre de grado n, y los w;
son los pesos, dados por:

2
(1= a3) [P ()]*

La aproximacién de Gauss es tal que la (4.5) se vuelve una ecuacién exacta si la funcién
integranda es un polinomio de grado m < 2n — 1 y, por lo tanto, constituye una aproximacién
mas precisa que las formulas de Newton-Cotes. Ademads, las raices de los polinomios de Legendre
estan distribuidas de manera simétrica, asi que, realmente, hay que calcular sélo la mitad de
ellas.

El algoritmo para calcular las raices y los pesos, se encuentra en [19]; para el célculo de las
presentes integrales, se ha usado una aproximacién correspondiente al nimero de nodos n = 160.
Se han, adémas, calculado las integrales en la variable del momento, en escala logaritmica, para
tener una distribucion de las abscisas mas concentrada en la region de interés infrarroja.

Las integrales no han sido calculadas para valores del momento externo p arbitrarios, sino para
valores correspondientes a las raices de los polinomios de Chebyshev. De esta manera, se pueden
aproximar las funciones en los otros puntos, requeridos por la rutina que efectiia la integracién,
por interpolacién, a través de la aproximacién de Chebyshev. Dada una funcién f(x), definida
en el intervalo [—1, 1], ésta se puede aproximar de la siguiente manera:

w; =

(4.6)

N-1 )
fl)= ) exTi(z) = 5co, (4.7)
k=0
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donde T),(x) son los polinomios de Chebyshev de grado n, oscilantes entre —1 y 1, cuya expresién
explicita es T),(x) = cos(narccos z). Los coeficientes ¢j son tales que la aproximacién (4.7) se
vuelve exacta en los valores z; correspondientes a las N raices del polinomio T (z), dadas por:

(i~ 3) .
Z; = COS <N2>, i=1...N. (4.8)

Los coeficientes se pueden evaluar utilizando una relacién de ortogonalidad discreta entre los
polinomios de Chebyshev:

m 0  i#j
> Tiwe)Tj(ae) =4 m/2 i=5#0 . (4.9)

k=1 m 1=37=0

Aqui i,j < my xx(k = 1...m) son los ceros del polinomio T),(x). Se puede, por lo tanto,
mostrar que los coeficientes ¢; estan dados por:

9 N
k=5 > f (@) Ti(wi)
o (4.10)

2 (i — %) k(i — %)
:N;f[cos (N >]cos (N )

Si la funcién, como en el presente caso, debe ser aproximada en un intervalo més general [A, B,
sélo hace falta desplazar de manera oportuna las abscisas en eqs. (4.7) y (4.10), como se ha
hecho en la aproximacién de Gauss-Legendre (4.5). Las rutinas para el calculo de los coeficientes
y para la evaluacién de la funcién en los puntos diferentes de los nodos de Chebyshev, también
se encuentran en [19].

Los argumentos de las funciones incégnitas w(p) y d~1(p) se han puesto en escala logaritmica,
compatiblemente con la variable de integraciéon. Ademsds, los valores de las funciones, también
han sido aproximados en escala logaritmica. Esto porque, en el extremo infrarrojo, se espera
obtener soluciones de escalamiento para los propagadores, correspondientes al punto fijo, segin
el grupo de renormalizacién de Wilson (véase la Seccién 2.1):

w(p)pso ~p 7, d(p)p—so ~ p_B- (4.11)
En escala logaritmica, por lo tanto, la dependencia de tipo potencia se vuelve una dependencia
lineal, y las dimensiones anémalas « y 8 se pueden evaluar facilmente, implementando un ajuste
lineal en la regién infrarroja.
La aproximacién de Chebyshev ha sido efectuada para un rango de momentos [A, B], con
A ~ 107"A y B ~ 10A, utilizando un nimero de nodos N = 120. Un valor fisico para la
escala ultravioleta A se obtiene, en principio, de la comparacién del valor de la constante de
acoplamiento renormalizada (véase mas adelante), para un cierto valor del momento p < A,
con los resultados experimentales para la dispersiéon profundamente inelastica con un momento
transferido p. Sin embargo, debido a las aproximaciones utilizadas en los presentes cédlculos, la
funcién beta no tiene el valor correcto en el ultravioleta, y la comparacién referida solamente
podria dar un valor aproximado para el orden de magnitud de A. De todas formas, los resultados
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para las dimensiones anomalas no dependen del valor de A mientras se encuentre en la regién de
la libertad asintotica de la teoria (por virtud de la universalidad).

Las integrales sobre el médulo del momento se han calculadas para un rango [a, b] que incluye
el rango [A, B] de la aproximacién de Chebyshev. En particular, se ha puesto a ~ 10724 y
b ~ 10B. Por lo tanto, la rutina que realiza la integral, necesita evaluar las funciones también
en puntos que quedan afuera del intervalo donde se efectia la aproximacion de Chebyshev. Para
valores de p < A se han estimado las funciones mediante una extrapolacién lineal, en escala
logaritmica, de los primeros valores de las funciones mismas, compatiblemente con la hipétesis
de encontrar soluciones de escalamiento. Para valores de p > B se han aproximado w(p) y d~!(p),
respectivamente, con wy (p) y dxl(p), dado que los miembros derechos de las eqs. (4.1), (4.2),
se anulan para p > A, debido a la presencia de las funciones regulatrices en los denominatores.

A cada paso del célculo iterativo, se necesita sumar a los resultados de las integrales, las
condiciones iniciales wa(p) y dj*(p), para entonces obtener w(p) y d~!(p), y insertarlas en las
integrales para la siguiente iteracién. La funcion wy (p) se aproxima con el inverso del propagador
desnudo:

wa(p) = ap® +m?, (4.12)

donde se considera un término de masa, debido a la presencia, en la accién modificada, de los
términos cuadraticos en los campos que contienen las funciones regularizatrices, que rompen
la simetrfa local de norma. Los pardmetros a y m? se encuentran implementando un ajuste
parabdlico, con el método de los minimos cuadrados, del resultado de la integral en (4.1), es
decir de w(p) —wa(p), para una regién de valores de p abajo de A, de manera que en esta regién
w(p) ~ p?. En el cdlculo numérico, se han encontrado valores de la constante de renormalizacién
a muy cerca de 1, asi que en realidad, un ajuste de tipo constante seria suficiente.

Esta eleccién de la condicién inicial para la ecuacién de flujo del propagador gludnico, se
elige, entonces, de manera que, a altas energias, en la regién de libertad asintética, el propagador
completo coincida con el propagador calculado perturbativamente, salvo por correcciones del
orden de In(p?/A?%). Sin embargo, si se enfoca el interés sélo en la evaluacién de las dimensiones
andémalas, sin preocuparse por recuperar la teoria completa en el ultravioleta, se podrian, pro-
bablemente, considerar condiciones iniciales distintas, y encontrar igualmente, segin el criterio
de universalidad, el mismo resultado en el infrarrojo.

Para la ecuacién del fantasma, aproximar el propagador, a altas energias, con el propagador
desnudo, equivale a poner la condicién inicial da (p) igual a una constante d. Para el propagador
del fantasma no se genera un término de masa, como en el caso gludnico, debido a la natura-
leza transversal del vértice, en la norma de Landau, que factoriza momentos externos a todos
los 6rdenes perturbativos. La constante dp se evaliia implementando la condiciéon de horizonte
d~1(p — 0) = 0, que implica, por lo tanto:

d
dy = — / (;lﬂq)d I(g,p = 0), (4.13)

donde con I(gq,p) se denota la funcién integranda (incluyendo las constantes multiplicativas) en
(3.49).

En el proceso de iteracion, ademds, a cada paso, no se han insertado en las integrales directa-
mente los resultados para w(p) y d~*(p). Estos valores se han guardado en variables temporales
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1og(wm2§: log(d) - F
* ) 2 log(p/A) ‘ " ) " log(e/)
Figura 4.1: Las funciones w(p) y d(p), en escala logaritmica, en d=4.
logfew/ !12)2 ] logf{d) sk
i ’ ’ " log(a/h) i ’ i " og(p/a)

Figura 4.2: Las funciones w(p) y d(p), en escala logaritmica, en d=3.

w'®™P(p) (de manera igual para d~!(p)), y para la n-sima iteracién se ha implementado un méto-
do de relajacién, poniendo en las integrales w™(p) = rw®™(p) + (1 — r)w™ 1(p), con r € [0, 1].
La constante de relajacién r se ha variado dependiendo del cambio de las funciones, a cada paso
de la iteracién, con el fin de apoyar y estabilizar la convergencia hacia el punto fijo.

En fin, en los cédlculos, se ha puesto la constante de acoplamiento desnuda g = 1, dado que
ésta no tiene sentido fisico, y no influye sobre el alcanze del punto fijo y sobre los valores de las
dimensiones anémalas. Se ha puesto, ademéds, N = 3, el niimero de colores en QC'D, lo cual, sin
embargo, también es irrelevante para las dimensiones anémalas (en general, éstas no depen de
ningun factor constante multiplicativo que se podria poner en frente de ambas las integrales en
(4.1)y (4.2)).

Los célculos han sido realizados en dimensiones d = 4 y d = 3. Las funciones w(p) y d(p)
estan graficadas en las Fig.4.1 y Fig.4.2.

Dada la renormalizacién finita del vértice, las funciones w(p) y d(p) son suficientes para definir
la constante de acoplamento renormalizada gr(u), corriente con la escala de renormalizacién p.
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d=4|d=3
@ | 038 | 0.60
B | 119 | 080

Cuadro 4.1: Las dimensiones anémalas a y 5 en d = 3,4. Debido a varias pruebas numéricas que
se han corrido, se estima un error numérico de una unidad sobre el ultimo digito significativo.

Si los campos renormalizados se definen por:

a(p) = 2, P A%D), Thip) = Z, V% (), chip) = 2oV (D), (4.14)

con las constantes de renormalizacién multiplicativa Z4 ., para la escala de renormalizacion p,
dadas por (véase (1.32)):

Ze = d(:“’)v Za= w(u)’ (415)

entonces la funcion del vértice gluén-fantasma renormalizada, en d dimensiones, se lee:

53T . 1/2 /6 _\d sd
—(2m)— . = —if ™ gpuZe 2, (2m) "6 (p+q+ k),  (4.16)
6CR(p)5cll)%(q)5AuR(k) p2=q2=k2=p>2 : 4

donde la constante de acoplamiento desnuda g, en d dimensiones, tiene la dimensién [g] = ,uzfd/ 2,
Se puede, por lo tanto, definir la constante de acoplamiento renormalizada de la siguiente manera:

/21

9r(0) = Ze() 2 ("2 = d) 70,

(4.17)

donde se ha insertado el factor u%?=2, para que g sea adimensional.

Insertando las soluciones de escalamiento en las ecuaciones de Dyson-Schwinger truncadas, se
puede deducir, por mero conteo de potencias, que las dimensiones anémalas a 'y § (véase (4.11))
tienen que satisfacer la siguiente regla de suma [20]:

a—284+d—2=0, (4.18)

Si se satisface (4.18), se puede, ademds, deducir que gr(p) tiende a un valor constante para
p — 0, correspondiente al punto fijo. Las dimensiones anémalas calculadas numéricamente (Cua-
dro 4), satisfacen esta regla de suma, y como se puede ver en las grificas de Fig. 4.3 y Fig. 4.4,
aR = g%%/élﬂ tiende a un valor constante en la regién infrarroja. Notese como, en la grafica de
ag en cuatro dimensiones, aparece un maximo a una escala de momentos intermedia, que corres-
ponderia a otro cero de la funcién beta. Es probable, sin embargo, que se trate de un extremo
espurio, dado que, como se ha mencionado anteriormente, no se puede confiar demasiado en la
expresion derivada para la funcién beta, para escalas de energias lejanas del infrarrojo, debido a
los truncamientos efectuados.
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Figura 4.3: ag = g% /4w, en d=4.
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Figura 4.4: ag = g%/4m, en d=3.



Conclusiones

En el presente trabajo se ha utilizado el formalismo del grupo de renormalizacién funcional,
para construir un sistema de ecuaciones de flujo para los propagadores del gluén y del fantasma.
La eleccién de la norma de Landau ha permitido, después de haber truncado las ecuaciones
despreciando los diagramas con un lazo gludnico y los diagramas de tadpole, de llegar a un sistema
de ecuaciones cerradas para los propagadores incégnitos. Esto se debe a la no-renormalizacién
del vértice gluén-fantasma, en la norma de Landau, que justifica la sustitucién del vértice vestido
con el vértice desnudo. En esta norma, ademas, la restriccién a la primera region de Gribov, ha
provisto una condicién de frontera (o condicién inicial de la ecuacién de flujo), conocida como
condicién de horizonte, para el propagador de fantasma: éste tiene que diverger més fuertemente
que el propagador desnudo para momentos p — 0.

Las ecuaciones han sido simplificadas al final, con una aproximacién que se supone representa
la inclusion de los diagramas de tadpole; con esta aproximacion, las ecuaciones de flujo se han
convertido en las ecuaciones de Dyson Schwinger truncadas, y sus soluciones no dependen de la
eleccién de las funciones regulatrices.

Es interesante comparar los resultados numéricos aqui obtenidos, con los resultados de las
DSE calculados, en la norma de Landau en cuatro dimensiones, en [21] y [22]. La primera
diferencia relevante es que en ambos los articulos se incluye el diagrama de un lazo gludnico,
que aparece en la ecuaciéon del propagador del gluén, truncando asi, sélo los diagramas de dos
lazos y de tadpole. Se postulan, ademads, unos ansatz para los vértices de gluén-fantasma y de
tres gluones, con una complicada estructura en los momentos externos, insertada ad hoc para
recuperar en la regién ultravioleta el correcto corrimiento perturbativo de los propagadores, por
resuma del grupo de renormalizacién, y correspondientes dimensiones anémalas. La estructura de
los ntcleos de los vértices, estd vinculada también por la demanda de minimizar las componentes
longitudinales del gluén que se generan en los lazos, y eliminar las divergencias cuadraticas en el
ultravioleta.

Los resultados para el punto fijo infrarrojo, es decir, los valores de las dimensiones anémalas
y de la constante de acoplamiento renormalizada ar(0) coinciden con los encontrados aqui,
demonstrando, como los mismos articulos evidencian, que el lazo gluénico y los detalles a altas
energias, no modifican el comportamiento en el infrarrojo.

Vale la pena notar, ademas, que, en el infrarrojo, las soluciones para los propagadores, calcu-
ladas en tres dimensiones en la norma de Landau, coinciden con las soluciones para los propaga-
dores estaticos, en la norma de Coulomb, obtenidas por las ecuaciones de flujo en el formalismo
hamiltoniano [3]. Todos los argumentos, de hecho (transversalidad del propagador del gluén,
no-renormalizacién del vértice, truncamientos), son los mismos en la norma de Coulomb. Las
unicas diferencias, por razones dimensionales, son la forma de los reguladores, y del propagador
desnudo del gluén, que constituye la condicién inicial para su ecuaciéon de flujo. Se supone que
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estas diferencias no sean relevantes para que la teoria fluya hacia el punto fijo.

La implementacién de la condicién de horizonte ha llevado automéaticamente al anularse
el propagador gludnico en la region infrarroja, la cual constituye la otra condicién de frontera
conjeturada por Gribov; hay que notar como el anularse del propagador del gluén implica que éste
no tenga un representaciéon espectral de Kéllen-Lehmann [23], por la violacién de la positividad
de la densidad espectral, lo cual significa la no existencia de estados asintéticos de una particula
para el gluén, que estd, por lo tanto, confinado.

La condicién de horizonte parece jugar un papel fundamental para encontrar las soluciones de
escalamiento, correspondientes al punto fijo, en el sentido de Wilson. Se han realizado, de hecho,
pruebas numéricas donde no se ha implementado esta condicion, sino la condiciéon analoga a la del
gludn; es decir, se ha puesto el propagador del fantasma, a grandes escalas, igual al propagador a
nivel de arbol, haciendo un ajuste de funcién constante para p < A, de manera que en esta regién
d(p) ~ 1. Las soluciones que asi se han encontrado, ya no son las soluciones de escalamiento (se
llega a un punto fijo diferente), sino las que se llaman soluciones de decoplamiento, que ven las
funciones w(p) y d(p) ir ambos hacia limites finitos, para p — 0 (es decir, el propagador de
fantasma coincide con el propagador desnudo, en la regién infrarroja).

Antes se habia argumentado como las condiciones iniciales a grandes escalas, no deberian
influir sobre el alcance del punto fijo. Sin embargo, para puntos criticos, usualmente se necesita
hacer un ajuste fino de uno o mas parametros, en el espacio de teorias, asociados con algunos
operadores relevantes, para llegar al punto fijo, exactamente como para un sistema estadistico
hay que ajustar la temperatura para llegar al punto critico correspondiente a una transicién de
fase del segundo orden. Parece entonces ser ésta la funcién de la condicién de horizonte, reflejada
en el ajuste de la constante dy.

A esta altura, en realidad, no estd muy clara la naturaleza del punto fijo que se ha encontrado,
dado que estd asociado con un propagador, el del gluén, que se anula en el infrarrojo, lo cual
es tipico de un punto fijo de alta temperatura, fuertemente atractivo [15], y con un propagador,
el del fantasma, divergente, tipico de un punto critico. Para aclarar esta cuestién, se necesitaria
investigar la estabilidad del punto fijo, analizando los flujos de varios operadores, correspondientes
a distintas direcciones en el espacio de teorias, cerca del punto fijo.



Apéndice A

Transversalidad del propagador de
gluén

Considerando la funcional generatriz (1.27) en la norma de Landau, se puede expresar
la §(0,A,), implicita en la integral funcional, introduciendo un campo auxiliar (campo de
Nakanishi-Lautrup) B?(z) de la siguiente manera:

5(0,A,) / DBe~t/ 'xB(@)0uAf (@) (A1)
Insertando este término en la integral de la funcional generatriz, esta dltima toma la forma:
Z[J,0,5 / DADBDeDce 571 AeB ou A+ [ dlalJi AL 4% e 1200t + R BC] (A.2)

donde se ha introducido el campo de fuente R*(x) acoplado al campo auxiliar. La ecuacién de
Dyson-Schwinger para el campo B%(z) estd dada por:

0= [ D[A g o= S—i [ dyB O A+ [ dlz[J A+ +T* 0+ R* B
B 5Ba( )

_ [ 8“&7;5( R )] 21J,0,5, R]
(A.3)

"5a
W

= iaﬂrja - Ra.
n

= { 10 ow —|—Ra] Z[J,0,7,R|

En la pentiltima linea se ha introducido la funcional de Schwinger W = In Z. Tomando otra
derivada con respecto al campo de fuente J se obtiene, en espacio de momentos:

52w

PusTapodbig) (A-4)

que implica la transversalidad del propagador completo del gluén:
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82w
0 (=p)oJh(q)
con A(p) una funcién incégnita (nicleo) del médulo del momento. El subindice ‘0’ en el miembro

izquierdo indica que después de tomar las derivadas hay que poner las fuentes iguales a cero.
Tomando la derivada de (A.3), en espacio de momentos, con respecto a la fuente R® se obtiene:

(27T)2d

= A (5W - ‘-’;3”) (2m)45(p — g), (A5)

; S2W
P s Ja (=)o RY
1(—p)dR"(q)

Por lo tanto, si se parametriza la funcion de correlacion:

(2m)? = 0" (2m)*5%(p — q). (A.6)

2w
573 (—p)RNg) |,

y se contrae con p,,, utilizando (A.6), se obtiene:

(2m)* = 6p,C(p)(2m)*%(p — q), (A7)

Clp)=—-= (A.8)

La ecuacién de Dyson-Schwinger (A.3) para la accién efectiva se lee:

or
. a _
—i0, A}, + Sga = 0, (A.9)
por la cual, tomando derivadas con respecto a los campos A y B, se obtienen las siguientes

funciones de dos puntos en el espacio de momentos:

6T
2m)2d =0,
B B e,
d §°T b dsd (A.10)
(2m)* — = pud®(2m)*0%(p — q).
5A%(—p)oBi(a)|, "
Se parametrizan ademas las restantes funciones de dos puntos de la siguiente manera:
8T Pup Pup
2m)2d :5“1’[1“ <5V—W)+L MV:| 2m)%5%(p — q),
(27) (5Afj(—p)5Al;(q) . (p) W 2 () 2 (2m)%0%(p — q)
52TV (A.11)
924 — 5D (o) (27105 (1 —
(2m) SR (—p)dR¥(q) |, 6" D(q)(2m)*6%(p — q),

Se utiliza ahora la propriedad que la matriz de las funciones de dos puntos 62I'/§$d¢ es la inversa
de la matriz §2W/§I51. Explicitamente se lee:

52r 521 2w W

SAGA SASB 6J6J O6JOR
X =1. (A.12)

52T R 2w 82w

0B6A 0BéB/ o OROJ OROR/ o
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Noétese que no se han considerado las funciones de los campos de fantasma, dado que, cuando las
fuentes se toman como cero, el bloque de derivadas correspondiente, en (A.12), es diagonal, por
la ausencia en la accién clasica de términos que acoplan los campos de fantasma con el campo
auxiliar.

Insertando las expresiones (A.5), (A.10)y (A.11) en (A.12) se obtienen cuatro equivalencias
que vinculan los factores de forma incognitos. La primera estd dada por (se omiten los indices
de color y el subindice de fuentes nulas):

ddi 6°T W
bulem'si(p—q) = [ g an s S an e S

d?l 52T 52w
v/ e s e O SR e

-/ (j:jd 70) (510~ 2282 + L3222 25705

(A.13)
< Alg) <5W - q’;?”) (2m)6%(1 — q)
+/ddl (2m)6(p — 1)(~a0) (=) (2m)8(L - 0)
(27T)dp” T)owp Qv e T q
= (27[')‘15(]7 - q) |:T(p)A(p) (5MV _ p;é%) 4 p;fv] '
Por lo tanto, para que valga la identidad, debe de satisfacerse:
T(p) = —— )
A(p)’ :

donde se ve que el nicleo de la parte transveral de la funcién de dos puntos es el inverso del
ntcleo del propagador completo, como era de esperarse. La segunda equivalencia que se obtiene
desde (A.12) se lee:

d) 52T 52W
0= / W@W)wéfl“(—p)é/lp(l)( ”)Majp(—z)(m(q)

P s T oy W
+ | G s O e
d
— [ o |70 (30 = 282 ) + L9252 | st 1

xqp<—q12><2w>d5d<z )

(A.15)

d
- / (5779#’#(2”)‘15(10 —1)D(q)(2m)*5(1 — q)
=) [_p“ng) + puD(p)] :

la cual muestra como, en general, la parte longitudinal de la funciéon de dos puntos gluénica no
es nula, sino que estd relacionada con el ntucleo del propagador del campo auxiliar:
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L(p) = p*D(p). (A.16)

Las otras dos equivalencias constituyen las indentidades triviales 0 = 0,1 = 1, y no aportan ma&s
informaciones sobre los factores de forma.



Apéndice B

Derivacion de las ecuaciones de flujo
para las funciones de dos puntos

Se considera la ecuacién de flujo para la accién efectiva (3.27):

52T}, 52T}, 52T},

. +Rak —

B SAsA T A 5 Adc 5 Asc

1 ‘ 52T 52T 52T
9T, = =Tr -R _C "k _Jk _0 0k . (B.1
RT3 Ck 50 A 5zoc Ok 5eoc (B-1)

—Re 52T, 52T, 52T,
Sco A Scdc seoe ok

Derivando esta ecuacién con respecto a los campos y poniendo los campos igual a cero (se
supone no haya ruptura de simetria) se obtienen las ecuaciones de flujo para los propagadores.
En el caso del propagador de fantasma surge el problema de mover una variable de Grassmann
a través de una supermatriz. Se considera una variable anticonmutativa n y una matriz que
tenga la misma disposicién de cantidades conmutativas (c¢) y anticonmutativas (a) de la matriz

(6°T1 /6050 + Ri) L. Se puede escribir:

c a a c —a —a c a a
nla ¢ c|l=1—-a ¢ ¢ |n=Ml|a c c| Mn. (B.2)
a ¢ c —-a ¢ ¢ a ¢ c

Queriendo expresar la derivada de (62T/6¢d¢ + Ry)~! con respecto al campo de fantasma c;
(aqui y en lo que sigue i y j deben de considerarse indices externos que incluyen cualquier tipo
de grado de libertad) se obtiene por lo tanto:

6 | oty 52T, -1
T [<5¢5¢ +R’“> <6¢6¢ +R’“> ]

53T, [ 82T, -1 52T, ) B <52rk >‘1
= — — R M — Re | M— | —+R ,
5ei0960 <5¢5¢+ ’“) * (5¢5¢+ ¢) Moe \Gase T

que implica:

(B.3)
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5 [ 6T, -1
— | = R =-M
5 <5¢5¢ " ’“> <

5°Ty,
5dd¢

52Ty,

—1
Rk) M

53Ty, <
5¢idpdd

5800 |

-1
Rk) 5

(B.4)

donde se ha usado MM = 1. Tomando otra derivada con respecto a ¢;, la ecuacién de flujo para
la funcién de dos puntos (en presencia de fuentes externas) estd dada por:

Ty 1 4
56]'5@ 2 56]‘56,
2 Cj
( T
—ESTr R i
2 5¢5¢
1 . (6T
_QSTI" [Rk (5 k

o) |

—~1 3 -1
k) O <52Fk Rk) ]
3ci063¢ \0dd¢
53T (52rk R)l M 53T <52rk
02;0600 \opop 5¢:0006 \ 5606
53Ty (52rk R)lM 53Ty (52Fk
5ci0g0b \6po 02;0606 \ 60
54T, (52Fk R>1
02;0¢:090¢ \ogdp '

=
)’

(B.5)

En la segunda linea de la ultima equivalencia se ha movido la derivada del campo de fantasma,
a través del término (83T /6c;090¢). Esto genera un signo menos por la anticonmutacién de las
derivadas fermiénicas, seguido por la ley de desplazamiento (B.2).

Poniendo ahora las fuentes igual a cero (correspondiente a poner los campos A =c=7¢ =0,
si se supone no hay ruptura espontédnea de simetria) dentro las supermatrices sobreviven sélo los
términos que contienen igual nimero de campos de fantasma y anti-fantasma. Esto esta garantido
por la conservacion del nimero fermiénico, debido a la simetria de fase de la accién regularizada

para los campos de fantasma. En particular, el término (62T /5¢5¢ + Ry) ™

-1
+ RA,k) 0
82T,
0 (_ saoc T How
0 0

Por lo tanto, el primer término de (B.5) se reduce a:

se reduce

a:
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Ry 0 0 0 83Ty, 53T
) | 54525 OV Sisese
§TI“ 0 —Rc g, 0 g, M 0 0 0l G M B (53Fk 0
' 0T 0 o dc;6e0 A
0 0 _RC’,k (5@56(514 0 0 0
. 52T, 1531y,

1 0 R <5A6A * R“) 5A52;5¢

L 0 0 0| g
. 52T, 53T,
o (5050 * RC”“) 5e,0c0 A 0 0
BTy (6% -
0 1 O Saseie <5c5c * RCv’“)
x| 8Ty [ 6Ty N
5ei0es A <6A6A * RA”“) 0 0
0 0 0

1. 52T STy 52T BT, 62Ty -
—oT 2k _

o 1r B <5A5A + RA”“) 5A5¢;5¢ < sase RC”“) Sei6co A <5A5A + R“”ﬁ)

1, . (8T LSBTy (8T L gtTy, (0°Ty, -
i1 0k .
ol few <5c§c + RC”‘C) 5e,000 A <5A5A + R“‘”“) 5 ASci0c <5c5c + RC*)
(B.7)

Realizando un proceso andlogo, se obtiene para el segundo término en (B.5):

1. 52T Lo, /6T Lot 52T !
TrRA,k:( i +RA,k> b ( k‘|‘RC’,k> k ( i +RA,k>

> 5ASA 5 Adci0e \ dcde 5e,0004 \ 545 A
1. 52T LB, 82Ty —LoseTy, 52T -
oy _Zk - .
Ty T Ro ( sese RC”‘?) Sci0es A <<5A6A * RAv’“) 5A5¢;0¢ ( sese RC”“)
(B.8)

Estos términos son iguales a los de (B.7) con la excepcién del los vertices de tres puntos que
estan invertidos de lugar. En realidad las expresiones son iguales: si se considera que un término
en (B.7) tiene la estructura Tr ABCDEB, vale:

Tr ABCDEB = Tt BTETDTCTBT AT = Tt ATBTET DT CT BT, (B.9)

donde en el dltimo miembro aparacen, en el justo orden, los bloques de (B.8), que son iguales a
los transpuestos de los bloques de (B.7), y, por lo tanto, las expresiones resultan ser iguales. En
la primera igualdad de (B.9) se ha usado la propriedad de la traza Tr A = Tr AT y en la tltima
la propriedad de ciclicidad de la traza.

En fin, el tercer término en (B.5) se reduce a:

Ok
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. §*Ty
R 0 0 Ok
Ak 5¢;0¢;0ASA 0 0
im0 g 0o |g 0 __OTk 0 g
2 Gk g 5¢;6c;0¢5¢ g
0 0 R 0 0 64#
—HiCk 8¢;0c;0c8¢ (B.10)
1. 52T, -1, 52Ty, !
= g Bk (6A6A * RA”“) 5e,0c6 AGA <5A5A * R“)
. 52T, sy 52T -
—TrBew <_505c * RC”“) 5e,0cdcoe (_ sese RC”“) '

Reagrupando los términos, la ecuacién de flujo para la funciéon de dos puntos para el fantasma
(inverso del propagador) al final tiene la forma:

52T, [ 0Ty LS ([ 8Ty B
-7 _
U 5eoe T lta <5A5A - RAv’“) 5e,0 Adc ( sese RC”‘?)
8Ty ([ 62T, -
X Seded A <5A5A + R“)
: 52T, BREPL) M) -t
T Ry (‘ sese RC”G) Seided A (5A5A * RA”“)
3 (B.11)
y STy ([ 0Ty TR
5¢;0c6A \ deoc P
1. 52T, oSy, 52T !
Ty Ok
5 1T Ak <<5A<5A * RA”“) 5e,0c6 A0 A <5A5A + RAk)
: 52T s, 52T !
Ty Pk _ .
o ( sese RC”“) 5e,0cdc0¢ < sese + RC”‘?)

Manipulaciones analogas se aplican para el calculo del flujo del propagador del gluén, con la
simplificacién que para las derivadas bosodnicas vale la (B.4) sin la insercién de las matrices M.



Apéndice C

Renormalizacion finita del vértice
gluon-fantasma

En este apéndice se justifica la sustitucion, en la norma de Landau, del vértice de gluén-
fantasma con su contraparte a nivel de arbol. En particular, se argumenta como, por lo menos
en la configuracién de los momentos externos en el punto simétrico, no haya correcciones para
el vértice, del orden de un lazo, salvo por una constante multiplicativa. Para este propdsito
se ocupan las expreciones de los vértices, a nivel de arbol, de gluén-fantasma y de tres gluones.
Estas se obtienen derivando con respecto a los campos, los términos correspondientes en la accion
clasica. El término relativo al vértice gluén-fantasma, generado por la derivada covariante, en el
espacio de momentos se lee:

d d d
cigf™ [ A8 [ AL [ e @AW S g R, (C)

lo cual genera el vértice a nivel de arbol, dado por:

0*(=5)

(93¢
) e () (q)6 s (k)

= igf®°p,(2m)%6%(p + q + k). (C.2)
c=c=A=0

Noétese que (C.1) es el término que aparece en (1.28), escrito para las transformadas de Fourier,
después de haber efectuado una integracion por partes. El término que contiene tres campos
gludnicos y el vértice que éso genera estan dados por (véase (1.15)):

d d d
iof™ [ 52 [ | G AW AR et h. (€Y
5(=5)

(277)3d = —igfabc [(q— P)pOuw + (p — k)ubpp + (b — @) ulpw] -

(C.4)
Se consideran ahora las correcciones a un lazo del vértice gluén-fantasma I‘Zbc(p,k:,p — k)
(Fig. (C.2)). Siendo interesados sélo en su parte transversal, se le pega el operador de proyeccién

0A;(p)OAL ()0 AG (k) ’C:c: A=0
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CNu Y
k p
a b b &
—_— —— — —_—— —
p q 1% q lf P
Figura C.1: Vértices, a nivel de arbol, de gluén-fantasma y de tres gluones.
1
k
v
p—1-" p—Fk—1
# Y.
WSoTEOY
,", »
P p—k P

Figura C.2: Correcciones a un lazo del vértice gluén-fantasma.

ortogonal relativo al gluén externo:
T abe _ - _rabc T
Ppu(k)ru (p) kvp - k) - ng pVPuy(k)
LPT () / Al igf*eprigfT(p — k = D)o P (DigfYe(p — 1),
w2y Pp— 0200 — h— 1)
_ingdf (1 =P = k)pdup + (2k — p + 1) pbuy + (2p — 21 — k)10
Plp—1)2p—k-1)
x Py (1—p)igf*“Iprig 1P (p — k — l)}

=igf*p,Pl, (k)
3N e dl PL(1)(1—p),
i g O =R [ o { g ey~

. [2k0up + 2kp0uy + (2p — 21 — k), 0py) PL(1 = p) P (p — k = 1)
Plp—1)2p—k—1) '

(C.5)
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En la segunda equivalencia de (C.5) se ha usado fedfbdf fefe — N/2fe%¢ 1a cual se demuestra
considerando que:

Te(T4{T4, T4Y) = (TH)* () (1) + (T4)(T5) (1)
= [Ty + (@hyeerh | (5 - (@I + @ rs)T ) (15)
— Te(THTATS) + (TH*“Te(TATS) — Te(TATETS) — (TH)“Tr(T4TS)

Il
o

9

(C.6)

donde T'§ son los generadores del algebra en la representacién adjunta. En la segunda linea de
(C.6) se ha usado la identidad de Jacobi, y en el ultimo pasaje la diagonalidad de la métrica
(1.11). Esto implica:

iN f2% = Te([T%, TH]T°)
= Te(2TATATS — [TAT4 + TATAITS)
= Tr(274T4T%)
— Qifaedfbdffcfe_

(C.7)

La integral Iy ,,(p, k), en la tltima expresiéon de (C.5), inicialmente logaritmicamente di-
vergente por conteo de potencias, en cuatro dimensiones, ahora es convergente, dado que los
proyectores de los propagadores gluénicos han quitado una potencia del momento interno [. Sin
necesidad de calcular explicitamente la integral, se puede deducir, por la invariancia de Lorentz,
que la combinacién py(p — k) s Insv (P, k) tiene que ser un vector en el indice no contraido v; dado
que los tnicos vectores disponibles son p y k, tiene, por lo tanto, que ser una combinacién lineal
de p, y k. La contribucién de este iltimo, sin embargo, desaparece por la presencia del proyector
externo P, (k), asi que vale:

P (E)pA(p = K)o rov(p, k) = Py, (k)pu A(p, k), (C8)

donde A(p, k) es algin coeficiente escalar, adimensional, dependiente de los momentos p y k. En el
punto simétrico, donde p? = k? = (p — k)? = 2, la tinica cantidad escalar presente es 2, asi que
el coeficiente A, teniendo que ser adimensional, y en ausencia de divergencias logaritmicas, no
puede depender de esta escala, y, por lo tanto, se reduce a una constante:

N
PT Fabc _ — ;,fabc l/PT 1 2714 ) )
uw (B)L5(p, Ky p — k) () igf (k) (1 + 975 A) (C.9)

El mismo argumento se puede aplicar a todos los érdenes perturbativos. Para un niimero
arbitrario de contracciones de las constantes de estructura véase [24].



Apéndice D
Cédigo fuente

Aqui se da el cédigo del programa que encuentra las soluciones de (4.1) y (4.2) en 4
dimensiones.

/* gauleh.h x*/

#ifndef GAULEG_H
#define GAULEG_H

#define PI 3.14159265359
#define GNODES 160
#define IN -13

#define FIN 10

double intgaus (double (*func) (double, double));
#endif
/* gauleg.c */

#include <math.h>
#include "gauleg.h"

#define EPS 3.0e-11 /* precisién relativa usada para aproximar
los ceros de los polinomios de Legendre */

static double (*nrfunc) (double,double);

static double gsav;

static int start=0;

static double x_ang[GNODES+1], w_ang[GNODES+1], x_mod[GNODES+1], w_mod[GNODES+1];
/* GNODES es el numero de nodos para la integracién de Gauss Legendre.

Estd definido en gauleg.h */
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void gauleg (double x1, double x2, double x[], double w[], int n)

/* dados los limites de integracién x1, x2, el numero n de nodos, llena un array x[1..n]
con las abscisas y un array wl[l..n] con los pesos para la integracién de
Gauss Legendre */

{

int m,j,1i;

double zl1,z,xm,x1,pp,p3,p2,pl;

m=(n+1)/2;

xm=0.5% (x2+x1) ;

x1=0.5% (x2-x1) ;

for (i=1;i<=m;i++) {

z=cos (PI*(i-0.25)/(n+0.5)); /* valor inicial para la busqueda de la i-esima raiz */

do {

pl=1.0;

p2=0.0;

for (j=1;j<=n;j++) {

p3=p2;

p2=p1;

pl1=((2.0%j-1.0) *z*xp2-(j-1.0)*p3)/j; /* al final del ciclo pl tiene el valor del n-esimo

polinomio de Legendre en z; para calcularlo se utiliza una férmula de recurrencia */

}

pp=n*(z*pl-p2)/(z*z-1.0); /* calcula la derivada del polinomio en z utilizando otra
formula de recorrencia */

zl=z;

z=z1-pl/pp; /* metodo de Newton para encontrar la raiz */

} while (fabs(z-z1) > EPS);

x[1]=xm-x1x*z; /* rescala la raiz en el rango deseado y la pone en el correspondiente

elemento del array y en el elemento a eso simétrico */
x[n+1-i]=xm+x1*z;
w[i]=2.0%x1/((1.0-z*z)*pp*pp) ;
wln+1-i]l=w[i];
b
X

double gausang (double (*func) (double)) /* regresa el valor de la integral angular */

{
void gauleg (double, double, double [], double [], int);

if (start==0) /* si es la primera vez que se llama una funcién de integracién
se llenan los arrays. La llamada a gauleg se hace sélo una vez */
{

gauleg(-1.0,1.0, x_ang, w_ang, GNODES);
gauleg (IN,FIN, x_mod, w_mod, GNODES);
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start++;

}

int j;

double s=0.0;
for(j=1;j<=GNODES; j++)

s += w_ang[j]*(xfunc) (x_ang[j]);

return s;

}

double gausmod (double (*func) (double)) /* regresa el valor de la integral
sobre el médulo. Los extremos de integracién IN y FIN (en escala
logaritmica) estan definidos en gauleg.h */

{

void gauleg (double, double, double [], double [], int);

if (start==0)

{

gauleg(-1.0,1.0, x_ang, w_ang, GNODES);

gauleg (IN,FIN, x_mod, w_mod, GNODES);

start++;

}

int j;

double s=0.0;

for (j=1; j<=GNODES; j++)

s += w_mod[j]*(*func) (x_mod[j]);

return s;

}

double intgaus (double (*func)(double, double)) /* regresa el valor de la integral
bidimensional llamando recursivamente las rutinas de la integral sobre
el angulo y sobre el médulo */
{
void gauleg (double, double, double [], double [], int);
double gausmod (double (*func) (double));
double f1 (double q);

if (start==0)

{

gauleg(-1.0,1.0, x_ang, w_ang, GNODES);
gauleg (IN,FIN, x_mod, w_mod, GNODES);
start++;

}



nrfunc=func;
return gausmod(f1);

}

double f1 (double q)

{
double gausang (double (*func) (double));

double f2 (double t);
gsav=q;

return gausang (£2);
}
double f2 (double t)
{

return (*nrfunc) (gsav,t);

}

/* cheb.h */

#ifndef CHEB_H
#define CHEB_H

#define CNODES 120
void chebfn (double a, double b, double f[], double (*func) (double));
void chebft (double c[], double f[]);

double chebev (double a, double b, double c[], double x);

#endif

/* cheb.c */

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "cheb.h"

#define PI 3.14159265359
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void chebfn (double a, double b, double f[], double (*func) (double))

/* dados los limites a y b del rango del aproximacién y la funcién por aproximar, calcula
los valores de la funcién en los nodos de Chebyshev */

{

int k;

double bpa,bma;

bma=0.5%(b-a);

bpa=0.5%(b+a) ;

for (k=0;k<CNODES;k++) {

double y=cos(PI*(k+0.5)/CNODES) ;
f [CNODES-k-1]=(*func) (y*bma+bpa) ;
}

}

void chebft (double c[], double f[])
/* dados los valores de la funcién en los nodos, calcula los coeficientes
para la aproximacién de Chebyshev */
{
int j,k;
double fac;

fac=2.0/CNODES;

for (j=0;j<CNODES;j++) {

double sum=0.0;

for (k=0;k<CNODES;k++)

sum += f[CNODES-k-1]*cos(PI*j*(k+0.5)/CNODES);
c[jl=fac*sum;

}

double chebev (double a, double b, double c[], double x)

/* dados los coeficientes y los limitos a e b regresa el valor de la funcién
aproximada en el punto x */

{

double d=0.0,dd=0.0,sv,y,y2;

int j;

if ((x-a)*(x-b)>0.0) {

printf ("Error: %f is not in the range in routine chebev\n", x);
exit(1);

}

y2=2.0*(y=(2.0*x-a-b)/(b-a)); /* cambio de variable */

for (j=CNODES-1;j>=1;j--) {



sv=d;

d=y2*d-dd+c[j]; /* férmula de recurrencia de Clenshaw */
dd=sv;

}

return y*d-dd+0.5*c[0];

}

/* ggprop.c */

#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include "gauleg.h"
#include "cheb.h"

#define L 1e3 /* escala de corte Lambda en escala lineal*/
#define A -9 /*extremos del rango del aproximacién de Chebishev
en escala logaritmica naturalx*/

#define B 9

static long int iter=0; /* contador del nimero de iteraciones*/

static double cgl[CNODES]={0.0}, cgh[CNODES]={0.0}, cgll[CNODES]={0.0},
cgh1 [CNODES]={0.0}, p[CNODES];

static double gl[CNODES], gh[CNODES], gli[CNODES],

gh1 [CNODES], gh2[CNODES]={0.0}, gl2[CNODES]={0.0};

static double psav,a,b,al=0.0,a2=0.0,b1=0.0,b2=0.0,d11=0.0,d412=0.0,
r=0.6,s1=0.0,52=0.0,t1=0.0,t2=0.0;

double d (double);

double w (double);

double dlog (double);

double wlog (double);

double dn (double);

double wn (double);

double regula (double, double);
double regulc (double, double);

double integrand_gl (double p, double g, double cost);
double integrand_gh (double p, double g, double cost);
double integr_gh (double q, double cost);

double integr_gl (double q, double cost);

void wtuning (int i,int n);

void rescaleh_gh (void);

void rescale_gl(void);
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double extrir(double, double[]);
double gr (double p);

double gr (double p) /* constante de acoplamiento renormalizada en escala logaritmica*/

{
double s
return s;

}

-dlog(p)+ p- 0.5%wlog(p);

double integrand_gl (double p, double g, double cost)
/* funcién integranda de la ecuacién para el gluén
(los momentos estdn en escala logaritmica).
La funcién d(p) en realidad es 1/d(p)*/

{

double num, denl, den2, x, y, z;

x=exp(q);

y=exp (2*p) +exp (2*q) +2*exp (p+q) *cost;

z=pow (y,0.5);

num= pow(l-cost*cost,1.5)*exp(6*q);

denl=exp (2xq) *d (x) *y*d(z) ; /* es el denominador con k=0 */

den2=(exp(2*q) *d (x) +regulc(L,x)) * (y*d(z)+regulc(L,z)); /* el denominador con k=L */

return (num/denl-num/den2)/(4*PI*PI*PI);
}

double integrand_gh (double p, double g, double cost)
/* funcién integranda de la ecuacién para el fantasma*/

{

double num, denl, den2, x, y, Z;
x=exp(q);

y=exp (2*p) +exp (2*q) +2*exp (p+q) *cost;
z=pow(y,0.5);

num= pow(l-cost*cost,1.5)*exp(4*q);
denl=w(x)*y*d(z);
den2=(w(x)+regula(L,x)) * (y*xd(z)+regulc(L,z));

return -3*(num/denl-num/den2)/(4*PI*PI*PI);
}

double regulc (double k, double p)

{

return p*p¥exp(kxk/(p*p)-p*p/(k*k)); /*regularizador*/
}
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double regula (double k, double p)
{
return pxpxexp (k*k/ (p*p)-p*p/ (k*k)) ;

main()

{

int i;

double convl, convh, g[CNODES]={0.0};

for(i=0;i<CNODES;i++)

p[CNODES-i-1]=0.5%(B-A) *cos (PI*(i+0.5) /CNODES)+0.5% (B+A) ;

/* array que contiene los nodos correspondientes al aproximacién de Chebishev*/

for(;iter<150;iter++) {

convl=0; convh=0; /* pardmetros que miden la distancia entre una iteracién

y la iteracién siguiente */

dl1=-dn(-15); /* fija la condicién inicial para el fantasma con la condicién de horizontex/

chebfn(A,B,ghl,dn);

chebfn(A,B,gll,wn) ;

/* llena el array ghl (gll) con los valores de la integral,
calculada por la routina dn (wn), para cada nodo p[i] */

for(i=0;i<CNODES;i++) {
gh2[il=ghl[i]; gl2[i]l=gl[i];
ghlil=gh1[i]; gll[il=gl1[il;

/* de los arrays que guardan los valores de w y d en los nodos, hay 3 copias
(gh, ghl, gh2 para d y gl, gll, gl2 para w), de manera que cuando

las integrales son evaluadas en las rutinas chebfn para la (n+1) iteracién
y los valores guardados en ghl (gll), el array gh (gl) contiene los

valores de d (w) relativos a la n iteracién (ya después de haber sustraido
la condicién inicial y en escala logaritmica),

y el array gh2 (gl2) los valores relativos a la (n-1)

iteracién (también después de la sustraccién y en escala logaritmica) */

}

wtuning(75,15);
/* hace el fit lineal en el UV y calcula los parametros a y b de la pardbola (y= a*x"2 + b)
que definen la condicién inicial w_L */

rescaleh_ghQ);

rescale_gl();

/*sustrae las condiciones iniciales para gh (gl)
y pasa a la escala logaritmica */
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for(i=0;i<CNODES;i++) {

cgli[il=cgl[il;

cghl[il=cghlil;

/* cgh (cgl) y cghl (cgll) contienen los valores de los coeficientes para

la aproximacién de Chebyshev relativos a la iteracién corriente y a la precedente */

}

chebft(cgl,gl); /* calcula los valores de los coeficientes y los pone en cgh (cgl) */
chebft(cgh,gh);

for (i=0;i<CNODES;i++) {

convl+=(cgl[i]-cgl1[i])*(cgl[i]l-cgl1[i]);
convh+=(cgh[i]-cgh1[i])*(cgh[i]l-cgh1[il]);

/* mide la distancia entre dos iteraciones consecutivas comparando
los coeficientes de Chebishev*/

}
chebfn(A,B,g,gr); /* llena el array g con los valores de la funcién gr
en los nodos de Chebyshev*/

for(i=0;i<CNODES;i++) /* se convierten los arrays a la escala logaritmica en base 10x*/
{

plil=log10(exp(p[il)/L);

gllil=log10(exp(gl[il)/(LxL));

ghl[il=-1og10(exp(ghl[il));

printf (" %ENt\t%E\t\t%f \n",pl[i],gh(i]l,gll[i]);

}

printf ("\n\n\n");

for(i=0;i<CNODES;i++) {
printf (" %f\t\t %f \n",pl[i],exp(glil)*exp(glil)/(4*PI));
}

extrir(-10,gh);

printf ("%f\n\n",a); /* a ahora contiene la dimensién anémala del fantasma */
extrir(-10,gl);

printf ("%f\n\n",a); /* a ahora contiene la dimensién anémala del gludnx/



return O;

}

double dn (double p) /* calcula la integral de la ecuacién para el fantasma,

para un momento p fijox/

{

psav=p;

double s=intgaus(integr_gh);
return s;

}

double wn (double p)
{

double s;

psav=p;

s=intgaus (integr_gl) ;
return s;

}

double integr_gh (double q, double cost)
/* regresa el valor de la funcién integranda a p fijo */

{

return (integrand_gh (psav,q,cost));

}

double integr_gl (double q, double cost)

{

return integrand_gl (psav,q,cost);

}

void wtuning (int i,int n)

/* hace el fit parabélico, con el método de los minimos cuadrados,
considerando los valores de gl relativos a los plk], con k= i, i+1l...

{

double d,pp,y,sf=0.0,sp=0.0,sfp=0.0,spp=0.0;

int k;
b2=b1;
a2=al;
for (k=1i;k<i+n;k++) {

pp=exp(p[k])*exp(p[k]); /* regresa a la escala lineal */

y=gl[k];

SP*=pp;
sf+=y;
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i+n-1 */
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SpPP+=pp*pp;
sfp+=pp*y;

}

d=n*spp-sp*sp;
bl=(spp*sf-sp*sfp)/d;
al=(n*sfp-sp*sf)/d;

}

void rescaleh_gh (void) {
int 1i;

double norm;

dl2=d1l1;

s2=s1;

s1=gh[0]+d1l1;
for (i=1;i<CNODES;i++) { /* calcula el valor minimo de gh+dl */
if ((gh[i]+d11)<s1) si=gh[il;
}
if (s1<0) {

for(i=0;i<CNODES;i++) {

ghl[il=log(gh[i]-2*s1+d11);

/* si el valor minimo es negativo traslada todos los valores

de gh sumandole (-2xs) */

else {
for(i=0;i<CNODES;i++) {
ghlil=log(gh[il+d1l1);

}

s1=0;

}

}

void rescale_gl (void)

{

t2=t1;

int 1i;

t1=(gl[0]+exp (2*p[0]) *(1-al)-b1l);

for(i=1;i<CNODES;i++) {

if (gl[i]l-bil+exp(2xp[i])*(1-a1)<tl) ti=gl[i]-bl+exp(2*p[i])*(1-al);
}

if (£1<0) {
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for(i=0;i<CNODES;i++) {
gllil=log(gl[il-bl+exp(2*p[i])*(1-al)-2xt1);
}

}

else for(i=0;i<CNODES;i++) {

gllil=log(gl[i]l-bl+exp(2*p[i])*(1-al));

t1=0;

}

double w (double p) /* regresa el valor de omega, calculada en p, en escala linealx/
{

if (iter==0) return p*p+1/(p*p); /*funcién de prueba para la primera iteracidénx*/
double s=wlog(log(p));

return exp(s);

}

double d (double p)

{

if (iter==0) return p*p/(1+p*p);
double s=dlog(log(p));

return exp(s);

}

double wlog (double q) /*regresa el valor de omega en escala logaritmicax*/

{
double x,y;
if (>B) {
if (iter==1) return log(r*(-2*tl+exp(2*q)*(1-al)-b1)+(1-r)*(exp(2*q)+exp(-2*q)));
else return log(r*(-2xtl+exp(2*q)*(1-al)-bl)+(1-r)*(-2*t2+exp(2*q)*(1-a2)-b2));
}

/*extrapolacién en el UV. r es el pardmetro de relajacién, que se hace en escala linealx*/

if (g<h) {

if (iter==1) return log(r*exp(extrir(q,gl))+(1-r)*exp(-2*q));
else return log(r*exp(extrir(q,gl))+(1l-r)*exp(extrir(q,gl2)));
}

if (iter==1) {x=chebev(4,B,cgl,q); y=exp(2*q)+exp(-2*q); return log(r*exp(x)+(1l-r)*y);}
else {x=chebev(A,B,cgl,q); y=chebev(A,B,cgll,q); return log(r*exp(x)+(1l-r)*exp(y));}
/* chebev evalua la funcién en p (en escala logaritmica) con la aproximacién
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de Chebishev (esta definida en cheb.c) */
}

double dlog (double q)

{

double x,y;

if (g>B) {

if (iter==1) return -log(r/(-2*s1+d11)+(1-r)*(1+exp(-2*q)));

else return -log(r/(-2*s1+d11)+(1-r)/(-2xs2+d12));

/* hace la relajacion entre los valores de d (no d°-1) */

}

if(g<h) {

if (iter==1) return -log(r*exp(-extrir(q,gh))+(1-r)*(1+exp(-2*q)));
else return -log(r*exp(-extrir(q,gh))+(1-r)*exp(-extrir(q,gh2)));
}

if (iter==1) {x=chebev(A,B,cgh,q); y=(l+exp(-2*q)); return -log(r*exp(-x)+(1-r)*y);}
else {x=chebev(A,B,cgh,q); y=chebev(A,B,cghl,q); return -log(r*exp(-x)+(1-r)*exp(-y));}
}

double extrir (double g, double gl[l)
/* dado q (<A) y un array (gh o gl) regresa el valor de la funcién en ese punto
haciendo una extrapolacion lineal */
{
double d,y,sf=0.0,sp=0.0,sfp=0.0,spp=0.0;
int k,j, n=40;
j=5;
for(k=j;k<nt+j;k++) {
y=glk];
sp+=p[k];
sf+=y;
spp+=p [k]*p[k];
sfp+=p[k]*y;
X
d=n*spp-sp*sp;
b=(spp*sf-sp*sfp)/d;
a=(n*sfp-sp*sf)/d;

return axq+b;

}
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