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Capitulo

INTRODUCCION

SECTION 1.1

Introduccién

Las ecuaciones diferenciales parciales son ecuaciones que involucran funciones desconocidas
de varias variables y sus respectivas derivadas parciales, dichas ecuaciones forman parte
de modelos fisicos y de la ingenieria; por razones de complejidad su tratamiento recurre al
analisis numérico.

El analisis numérico es una rama de las matematicas que estudia formas de resolver de
manera numérica y aproximada diversos problemas en las ciencias aplicadas que son muy
complejos como para resolver de manera analitica o que simplemente no tienen otra forma
de reduccion. Asi el andlisis numérico es de vital importancia en la soluciéon de ecuaciones
diferenciales parciales en la matematica aplicada y es especialmente 1til cuando la ecuacién
no tiene solucién analitica por ser de fronteras irregulares, no homogéneas o ser ecuaciones
no lineales ; es aqui cuando el andlisis numérico facilita el desarrollo del problema propor-
cionando una solucién aproximada al problema. Existen diferentes métodos numéricos para
resolver EDP’s

= Diferencias Finitas:
La aproximacion de las derivadas por medio de diferencias finitas es uno de los métodos
numéricos clasicos que resuelven ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de
frontera, en ecuaciones hiperbdlicas, especialmente cuasilineales las cuales admiten
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soluciones discontinuas. Consite en aproximar las derivadas que intervienen en las
ecuaciones en ciertos puntos del dominio usando polinomios de interpolacion.

» Elementos Finitos :

Es un método numérico general para la aproximacién de soluciones de ecuaciones
diferenciales parciales asociados a problemas fisicos sobre geometrias complicadas, se
usan en diseno y mejora de productos de aplicaciones industriales asi como simula-
cion de sistemas fisicos y biolégicos complejos. Para obtener este tipo de método se
introduce una particion en el dominio del problema y con base en dicha particion se
introducen funciones aproximantes y la solucion se expresa como una superposicion de
las funciones aproximantes. Finalmente los coeficientes en esta expansion se obtienen
utilizando el método de residuos pesados. Este procedimiento consiste en imponer la
condiciéon de que el residuo en la ecuacién diferencial sea cero cuando se le aplican
funciones de peso de una familia previamente seleccionada.

= Métodos Espectrales:
Los métodos espectrales se propusieron en 1944 como una herramienta para simu-
laciones a gran escala en dindmica de fluidos ya que probaron ser particularmente
utiles en estudios numéricos de la dindmica de fluidos. Se utilizan cédigos espectrales
en estudios de turbulencia, modelaje global del comportamiento climatico y en la
dindmica de los oceanos.

= Métodos de Colocacién:
Este método es similar al de Elementos Finitos salvo que los coeficientes en la ex-
pansion de la solucién, en lugar de utilizar el método del residuos pesados, se obtiene
imponiendo la condicién de que el residuo se anule en algunos puntos del dominio. A
estos puntos se les llama puntos de colocacion.

Entre muchos otros métodos numéricos. El principal objetivo de esta tesis es el utilizar
un nuevo método de solucion numérica para resolver ecuaciones diferenciales parciales con
solucién discontinua(4.1.1) y (7.1), asi como en ecuaciones diferenciales no lineales(7.3) las
cuales juegan un papel importante en varias areas de la fisica moderna asi como de la in-
genieria dentro de la mécanica de fluidos, mécanica cudntica, etc. Y una de las ecuaciones
mas importantes es la ecuaciéon de Burgers por la dificultad que representa el encontrar
numéricamente su solucién.

Como es bien conocido los esquemas en diferenciaciéon para N puntos son técnicas para
aproximaciones computacionales de derivadas e integrales definidas respectivamente asi co-
mo para formulas de cuadratura, sobre funciones suaves. Estos métodos reproducen la
derivada o la integral como una combinacién lineal de los valores de la funcién de f(zy)
en los N nodos xp, k = 1,2,..., N y esto se puede realizar por el uso de las férmulas de
interpolacion.

La diferenciacion en N puntos y la evaluacién de la derivada en los N puntos da lugar
a los métodos de colocacion y a las matrices de diferenciacion las cuales son importantes



Introduccion

herramientas en los métodos espectrales y para encontrar la solucién de ecuaciones dife-
renciales ordinarias y parciales [1]-[6]. El uso de interpolacién trigonométrica produce una
matriz de diferenciacién que proporciona las derivadas exactas para funciones periodicas
[7]. Esta matriz es diferente a las que se usa en aplicaciones actuales [1]-[2]. Esta matriz es
diagonalizable por la transformada discreta de Fourier y su inversa reproduce a la matriz
de antiderivadas y a la matriz de integracién (6). Estas matrices se utilizan para resolver
dentro de la tesis EDP’s en 3 + 1 dimensiones (4.1.1) y (7.1) con condiciones de frontera
homogéneas y no homogéneas y ecuaciones no lineales (7.3). Del mismo modo, el uso de la
formula de interpolacién Lagrangiana reproduce una matriz de diferenciacién construidad
con diferentes nimeros complejos, la cual proporciona derivadas exactas para funciones me-
romorfas [3]-[5] y es 1til para resolver problemas de valores a la frontera y valores iniciales
[4]-[6], para muchos nodos en el tiempo lo cudl es de gran utilidad en problemas dindmicos
[9] e integracién numérica [6]. Se usa la transformada discreta de Fourier para calcular de-
rivadas répidas en O(nlog (n)) operaciones y se hace uso de la invertivilidad de D (Matriz
de diferenciacion) para obtener las antiderivadas réapidas de esta clase de funciones. Estas
ideas son utiles en las secciones (7.2), (7.4.1), (7.4.3) y (7.4.2), las cuales son implementadas
para encontrar las soluciones de la ecuacion unidemensional de Burgers y la ecuacion KdV
de Burgers, ecuaciones que son no lineales.
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MATRICES DE DIFERENCIACION.

SECTION 2.1

Matrices de diferenciacién algebraicas.

A continuacién se presentan dos clases de matrices de diferenciacion. Una de ellas consiste
en matrices que se emplean en espacios de polinomios que pueden reproducir exactamente
la derivada de un polinomio algebraico y la otra clase consiste en matrices que reproducen
exactamente la derivada de polinomios trigonométricos, esto se observa en la seccién (2.4).
Estas clases de matrices se obtienen usando el concepto de interpolacion en sus versiones
algebraica y trigonométrica, es decir, con la interpolacion de polinomios de Lagrange e in-
terpolacion compleja.
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SECTION 2.2

Interpolacién algebraica.

Considérese un polinomio f(z) de grado hasta n — 1 y n puntos arbitrarios distintos z; <
Ty < .... < x,. De acuerdo al problema general de interpolacién, f(x) se puede escribir en
la forma Lagrangiana

Fa) =3 oy E 1) s Bile), (2.1)

donde hemos definido Pj(z) = [[,,; (z — z;). Es conveniente en el desarrollo del método
definir el polinomio g(x) como:

En términos de g(z) es posible obtener una forma matricial que aproxima la derivada de
una funcion en general. Nétese que

Py = 2 22)

(x —x5)

Nuestro interés es construir un vector cuyos elementos sean las aproximaciones a los valores
de la derivada de f(z) evaluada en zy, asi que calculamos las expresiones evaluadas en xy.
Derivando (2.2) y evaluando en zj obtenemos

9' (k)

g( k’) (l'k — CC]') ( )
Considerese primero el caso en que j # k. Entonces la expresion anterior estd bien definida.
Obsérvese que la expresién (2.2), es igual g(z) = (x — x)Py(x). Derivando respecto de x
se obtiene ¢ () = (z — x4) P,(7) + Pi(x) y evaluando en z, resulta que g (v3) = Py(z),
sustituyendo en (2.3) y tomando encuenta que g(z;) = 0 se obtiene

(@ — ;)
Ahora para el caso cuando j = k la ecuacién (2.2), permite escribir a P, en la siguiente
forma

Pu(z) = (x —x1) (. — 1) (T — Tpy1)eeen (T — 22).
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Derivando a Pg(z) se llega a la siguiente expresién
P(z)=[[+]]+ +1[.

donde cada producto indica un producto de binomios que no contienen ciertos elementos que
se desaparecen al momento de haber derivado Py (x) respecto a x obteniendo una suma de
multiplicatorias. El primer término es [], , =[], 21 #k(x—xl), que ademads de no contener al
elemento k no contiene al elemento 1, la segunda multiplicatoria es [, , = [0 121(7 — 1),
dicho término no contiene al elemento 2 y al elemento k, y asi sucesivamente hasta la
dltima multiplicatoria [],, , = [, (¥ — 21) que no contiene al elemento k y al elemento
n. Se hace notar que todos los productos son multiplicados por la unidad, dicha unidad
la podemos escoger en la manera mas conveniente de tal manera que los multiplicadores
obtengan uno de los términos faltantes al momento de ser evaluada x en x;, como se muestra
a continuacion

o1 . / 7 .
Podemos escribir a P, (z) en téminos de una suma de productos

Pia) =Y [ e = > 2] - a0). (2:5)

T — XTj;
j=1 jk j=1 kT

Se observa de (2.4) que Py(z) = (z — x;)[[;;, por lo que la expresién (2.5) se puede
simplificar de la siguiente manera

P.(x P.(x
13,;(33)::6’“44r ........ +#,
E— T1 T — Tp

de manera que si evaluamos la derivada de Py(z) en z; se puede acomodar la ecuacién
anterior en términos de la siguiente sumatoria:

n

Pi(wy) = Pu(zi) Y

j=1j#k

1

Ty — T

(2.6)

Ahora bien, derivando, la ecuacién (2.1), se obtiene

F) =3 o) g

](xj

separando de la suma el término k-ésimo se llega a la expresién siguiente
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Evaluando x en ), para la expresién anterior y sustituyendo de (2.4) P;(xz)) y de (2.6)
P, (x1), se obtiene la siguiente ecuacién

xy, — x; Pj(x;)

1 1
T — Ty Pk(l'k) '

+ Y flw)Pe(a)

J=Lj#k

flly="Y_ flz;)

J=Lj#k

La ecuacién anterior se puede escribir como una multiplicacién matriz-vector:

- - 1
Fla) =) Py(n) [ Digl 5 f(25), (2.7)
=1 j<xj)
donde se define a D~kj como:
4
1
£k

(o) J#k,

> —— j=k
[ =11k LTk = L1

Considerando que P puede definirse como la matriz diagonal compuesta por los elementos
P, = Py(x1,), de manera que la matriz inversa P~! estd definida por los elementos Pj_1 =
1

B Asi, la expresion (2.7) toma la forma compacta

£ ay) = Z Dy; f;-

donde los elementos de Dy; son los elementos de la matriz PDP~!y estdn dados por:

Dy; = PuDy; P (2.9)

La ecuacién anterior proporciona los pardmetros para que la matriz Dy; tome la siguiente
forma: )
Py Lk
Plr—azy #
i (wr — )

(2.10)

n

> =k

Tp — T
=1,k F !

\
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Estos resultados pueden extenderse al caso complejo, es decir, es posible encontrar matrices
de diferenciacién, construidas con nimeros complejos que actian como la derivada d/dz
para funciones complejas. Estas matrices se obtienen considerando la interpolacién de Her-
mite para valores de alguna funcién g(z) como puede observar en las referencias [1]-[6]. El
resultado es similar al caso real, esto es

Dy = (D(2))mn = (2.11)

En donde los z; son considerados ntimeros complejos, ya que la funcién interpolante se
considera definida sobre n puntos arbitrarios en el plano complejo.

SECTION 2.3

Interpolacién trigonométrica

En esta seccidon nuestro intefes se centra en el desarrollo de este método aplicado a resolver
problemas en ecuaciones diferenciales parciales con valores de frontera o contorno y valores
iniciales, que sean las soluciones a estos problemas peridédicos y que pueden aproximarse
por polinomios trigonométricos, fijando nuestra atencion en la solucion de sistemas de evo-
lucion para tiempos grandes. Ya que las soluciones a este tipo de problemas dindamicos son
periddicas entonces utilizamos polinomios trigonométricos, sea f(z) una funcién analitica
y de 1-periodo 27, la cual se pueden aproximar por polinomios trigonométricos que son
de manera general una combinacién lineal de funciones seno y coseno con cierto periodo,
dicha funcién f(z) se puede desarrollarse en series de Fourier proporcionando un polinomio
trigonométrico de grado M que tiene la siguiente forma

M
T(z) =ag+ Z(an cosnz + b, sinnz),

n=1

en la expresion anterior se observa que el polinomio trigonométrico es de grado M y que se
puede llevar al plano complejo en su forma exponencial, por lo cudl obtenemos una ecuacion



Interpolacion trigonométrica

general en forma compacta

oM
T(z) = Z cne'™ = w M Z Cpnpw" = w " f(w), (2.12)

en donde ¢, = a, —ib,, c_, = yw = e, De esta forma un polinomio trigonométrico de
grado M adquiere la forma de un polimomio algebraico pero de grado 2M.

De la misma manera en la que se desarrolla la matriz de diferenciacién algebraica, proce-
demos a obtener la matriz de diferenciacion que sea 1til en el caso de funciones periddicas,
considerado una funcién f(w(z)) analitica y 1-periédica en el plano z. Se observa que la
ecuacién (2.12) tiene la forma de un polinomio algebraico a excepcién de w=* | dicho poli-
nomio puede interpolarse en 2M + 1 puntos. Se puede encontrar un polinomio que interpole
a f(w) con N puntos y de grado a lo mds de N — 1; el nimero de puntos del polinomio
trigonométrico es de 2M + 1 y es de grado 2M ,asi que en el presente caso la relacion entre
el polinomio trigonométrico de la ecuacién (2.12) y el polinomio interpolante a f(w) es que
el nimero N de puntos debe ser impar, dado este ntimero, solo serd posible el interpolar de
manera exacta a polinomios trigonométricos de orden M = (N —1)/2 a lo més.
Escribimos el polinomio interpolante algebraico en su forma lagrangiana, siguiendo el pro-
cedimento, para la interpolacién algebraica

al Hf\;k(w — wy)
Z1 Sl Hl;ﬁk( wl>‘

El orden del polinomio interpolante es N = 2M + 1 y lo sustituimos en la ecuacién (2.12)
la cudl se reescribe de la siguiente manera:

>—‘

El siguiente paso es derivar T'(z) respecto a z, donde la derivada de esta funcién serd evalua-
da en z;, tal como se hizo con el caso algebraico. Pero para poder derivar a T'(z), se observa
en la expresién anterior la dependencia del término derecho con respecto a la variable w.
Se usa la regla de la cadena

’ dT Z)

dw
T (z) = T
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resultando dos derivadas que se evaluan en términos de w; y z; respectivamente, a conti-
nuacion se expresa en su forma desarrollada una de las derivadas
} dz
dw
wj Zj

_ —(M-H M 'lU

_|: Mw waklkwj wak dw
donde el término [ (w;) = §;; que es una de las propiedades de los polinomios de Lagrange.
Esta propiedad se puede analizar facilmente, primero en el caso de que j = k entonces
todos los términos del polinomio son E:ﬂ%%i) = 1 ya que | # k por definicién, el segundo

caso es cuando j # k donde el numerador del polinomio se anula ya que en alguna parte

dT'(z)
dz

Zj

del desarrollo del polinomio cuando [ = j se tiene que % = 0 por lo que la ecuacion

(2.3) se escribe de la siguiente manera
N N
dT(z) —(M41) M dli(w) dz
= — 2.13
e R TR WA STl o B
Zj k=1 k=1 wj Zj
La derivada del polinomio C”’;l—q(ﬂw) ‘w_ nos proporciona la posibilidad de encontrar a la matriz
J

que sustituye a la derivada para este espacio de polinomios. Comenzamos desarrollando la
derivada del polinomio I (w) en la siguiente expresién

(dlk(w) 1 d(Hl;&k(w —wy))
dw

wj) Hl;ék(wk —wy) dw
Primeramente se supone a j # k y se factoriza el término w; del denominador, para obtener
que:

_ gy — wl). (2.14)

wj Hl;ﬁk (wk - wl)

Hl;ék,lgéj(wj — w)
(wr — wy) Hl;«ék,l;éj (wg —wy)’

la expresién anterior se multiplica por la unidad % como se muestra a continuacion
J

Hl;ék:,l;éj(wj — wy) (wj — wy)

(wr — wy) Hl;ék,l;éj (wr —wy) (wj — wg)’

agregando el término k-ésimo en el numerador y el término j-ésimo para el denominador
se obtienen los elementos no diagonales de la matriz de diferenciacién

1 Hl;éj(wj —wy) _ 1 Pl(wj) (2.15)
(wj —wi) [Tz (wr —wi)  (wj —wyg) P(wy) '
Ahora consideremos el caso restante el cudl completa la matriz de diferenciacién cuando
j = k usando la ecuacién (2.14) que se escribe como

<dlk(w) ) _ 1 d]];p(w—w)
dw |, [Tz (Wi — wi) dw wj.
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Factorizando los términos j-ésimos del denominador, se obtiene la ecuacion anterior la cual
se reduce y se obtienen los elementos diagonales de las matriz de diferenciacion.

n

D ttjim isp iy (w5 — wi) Z 1

Bl Z?;éj,lzl(wj — wy) Hl;ék,l;éj (wy — wy) (wj —wy)

(2.16)
I#5,1=1

Las ecuaciones (2.15) y (2.16) nos proporcionan la representaciéon de la matriz de diferen-
ciacion en el caso en que la funcién interpolante sea un polinomio algebraico,

( P'(w;) :
k,
~ (wy —w) Pl 7
P’(wj)DP/_l(wk) = N )
-k
(g1 T

Sustituyendo la representacién anterior de la matriz de diferenciacion en la ecuacién (2.13)
se obtiene:

T (z) (41 al ~ dw
dz = ’ kz:;f Wi )0 il wk)—|—wj_MZf(wk)P'(wj)DP’_l(wk)]E

25 k=1 Zj

(2.17)

Escribimos la ecuacién anterior en forma matricial para obtener una ecuacién mas compacta
donde W es la matriz resultante de e*%, PP~ es la matriz identidad, y D nos proporciona
los elementos de la matriz de diferenciacion algebraica pero sin los elementos matriciales P
y P71 que la multiplican por la derecha y por la izquierda respectivamente de manera que
se pueda expresar de la siguiente manera

T = [-MW- M) rpp=t L WM p' DP-1iW.
factorizando W~M y W de la ecuacién anterior se obtiene las siguiente representacién
T =W MP[—-MW~! + Dliw fP",
T = iW MP[-M +WD]fP".
Se hace notar que T'= WM f o bien f = WMT para asf obtener la siguiente ecuacién
T = iW MP[-M + WD|WMTP' = i[-MW-MWM L Ww-MwMw pDP~1T, (2.18)

de la ecuacién anterior consideramos el caso cuando j = k, es decir los elementos diagonales,

i—MWMWM L w-Mw My ppp- T,
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Al simplificar y eliminar términos en la ecuacién anterior obtenemos:

n—1 N e
) - - .| - 2.1
Z[ ( 2 ) ™ Z etz — ezzl:| ( 9)

I#5,1=1

Factorizamos los términos exponenciales del denominador y reacomodandolos

N zj—2] - 2j—2]
-1 3 i) 4 ;
2 2isin (Z57)

I#j5,1=1

Reducimos términos similares para obtener los elementos de la matriz de diferenciacién
para el caso trigonométrico que nos proporciona los elementos diagonales de dicha matriz,

como se observa: v
. n—1 cot (7)1
[-(5) 5 (0
I#£4,1=1

se eliminan todos los términinos a excepcion del término trigonométrico,

N

cot (252
Z 22 ’

I#j1=1

De la ecuacién (2.18) se considera el caso restante cuando j # k

WP (w;)
(w; — wg) P'(wy,)

=MW MWM LW My My pDPYT = iWw M { wM (2.20)

s . , . /
desglosando la ecuacién anterior, comenzamos con el término %

P(w;) H;ij,l:l(ei% — )
P'(wy) Hl]:ék,l:1<eizk —e')
posteriormente se factorizan los términos exponenciales para asi poder dejar todo en térmi-
nos de L
Hi\;ﬂzl es e sin(257)

[T €% e sin(352)

sustituyendo el resultado anterior en la ecuacién (2.20) y desarrollando la ecuacién con sus
valores correspondientes obtenemos la siguente representacion:

125 iz

—i(N=1)z;

. i(N=1)z N [ R Py
Je— = ee 3 [im 07 €2 sin(=5+)
i . : ____ 7
eizj — etz N [T
Hl#’lzle 2 e sin(Z52)
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factorizamos en las multiplicatorias del numerador y del denominador el exponencial eva-
luado en j y el exponencial evaluado en k respectivamente, y factorizando e'* — e’ se

obtiene
1z (N

| |: 6—7,‘(N2—1)Zj ei(N—21)Zk ei%i e Hl;ﬁg =1 sm( ) }
1 - - - .
iz gz i(z;—27) —i(z;—2p) iz (N 2)
eTjeTI(e 32 : —e Jz l )e e Hl;ékl 1Sln( 3 )

., . . iz=21) —izi—2) . L2z
En la ecuacién anterior se nota que el término e~ 2 — e~ 2 es igual a 2i sin ~5—

asi que obtenemos la siguiente representacion

—i(N—-1)z; (N-1)z i(zj_zl) izj (N 2)

) {e 2 e 2 e 2 € Hl#al 1 sm( ) ]
1 .. 2i—2] 'sz: ’
2i sin(=5+) e Hl;ék i1 sin(#5)

;. iz (N-2) . . .,
reacomodamos el término e~ 2z  en el numerador, para poder simplificar la ecuacion

—i(N-1)z; i(N-1)z, i(zj—2) i(z;(N=2)—z,(N=2)

{e T e 2 e 2z e 2 Hf;j,usm(zj;zl)}
; )

2 sin(252) Hgék,lzl sin (%52

Se eliminan todos los términos exponenciales fuera de las multiplicatorias para llegar a la
version final de nuestra ecuacion:

_ N . o
A Hl;ﬁj 1y SIn(*57)

2 Hl;ﬁkl  Sin (= 721)

Con este ultimo resultado obtenemos nuestra matriz de diferenciacién trigonométrica que
se escribe de la siguiente manera

csce (

CSC( “) Hl;éjl 1 sm( %) .
5 , JFk
Hl;ﬁk,l:l sin(#52)
Dp=9y (2.21)
cot(Z52)
> S
\ [#j,l=1

De manera que un problema diferencial que sea peridédico, que contenga derivadas espa-
ciales y temporales se puede resolver numéricamente usando estas matrices en lugar de las
derivadas correspondientes.
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SECTION 2.4

Propiedades de las matrices de diferenciacion.

1. Se obtiene una férmula exacta para cuando f es un polinomio como el caso cuando
f(x)=2% k=0,1,...,n — 1, 0 bien cuando f(x) = ag + a1 + ..... + @, 12" %

2. Linealidad: La matriz D aplicada a la suma de funciones es la suma de la matriz D
aplicada a cada funcién D(ax® + bz*~1) = aDz* + bD(2*71).

3. Al aplicar la matriz D a el vector f formado con los valores de xf, 17=1,2,...,N,
es decir, f = ¥, se obtiene que Dz* = kxz*~!, ya que la matriz D es una matriz de
derivacion, asi que cada vez que este resultado se vuelva a multiplicar por la matriz D
se obtendran las derivadas subsecuentes, lo cual es también vélido si f es un polinomio
de grado menor o igual hasta n — 1 de manera que f = a9+ a2+ ..... + a,_ 12", por

lo que su derivada seria Df = f' = aj + 2a7 + ....... + (n — 1)a,_12"?; la expresién
anterior es un polinomio de grado menor a n — 1. Si f es de grado mayor a n — 1 por
ejemplo f(x) = ag+ a1z + ..... + ap_12" 1 + .....; el vector obtenido por este método

. . . /
aproxima a la derivada exacta es decir, Df ~ f .

4. Regla de Leibniz: La regla del producto se cumple para las matrices de diferenciacién
si la matriz D aplicada a un producto de fg cumplen con D(fg) = fDg+gD f, donde
el grado de fg < n — 1. Si elemento a elemento es de un grado mayor que la matriz
D entonces la regla del producto no es posible a menos que se incremente el niimero
de puntos para D obteniendo un grado mayor, para que de esta manera se cumpla la
regla de Leibniz.

5. Hay que enfatizar que este procedimiento simplifica la soluciéon de problemas que
tengan valores a la frontera y valores iniciales al usar las matrices que se desarrollan
dentro del trabajo de esta tesis, ya que se obtienen ecuaciones matriciales en lugar de
las ecuaciones diferenciales.

6. Es de esperarse que mientras mas grande sea N (nimero de nodos), menor serd el
error que presente el método.
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SECTION 2.5

Matrices de diferenciacién parciales.

La idea de derivada parcial surge en el Célculo Diferencial para determinar la variacién
de una funcién de mas de una variable, cuando una variable cambia y la otra (u otras )
permanece(n) constante(s), por lo que el vector f esta definido sobre una red de puntos en
el plano.

Tomemos un polinomio de dos variables con conjuntos arbitrarios de nimeros reales x; <
To < ... < xN, Y1 < Y2 < ... < Yu, lo cudl genera NM pares ordenados de nimeros,
asi podremos referirnos a la derivada de una funcion en estos puntos. Pero antes es necesario
el hacer algunas definiciones.

El producto tensorial de dos matrices A, B de dimensiones N x N y M x M respectivamente,
se define de la siguiente manera

CLllB a,lgB N alNB

annB  axB ... asnB
A® B— 21 2? 2N

aNlB CI,NQB CLNNB

Esta es una matriz de N x N, donde N = NM.
Ahora se procede a derivar el polinomio f(x,y) con respecto de = y dejando fijo y

Of(z,y)

or

Para discretizar esta ecuacion es importante el observar cémo se acomoda el polinomio
f(z,y), evaluado en cada uno de sus puntos

a<xr<b c<y<d.
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Matrices de diferenciacion parciales.

Observese que a los bloques de valores descritos en esta ecuacion por las lineas punteadas
puede aplicarse la matriz D para cada bloque sobre todo x con y fijo

[z, 1)

Flan, ya)

D, es la matriz de diferenciacion parcial y se observa que se obtiene al hacer el producto
tensorial entre I,,, que es la matriz identidad de dimensiéon M x M y D, que es la matriz
de diferenciacién para x, por lo cudl las matrices de diferenciacion parcial con respecto a x

y con respecto a y estan dadas por
D,=D,® I,. (2.23)
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ESQUEMA DEL METODO EN IVP.

El objetivo de esta seccién es aplicar las matrices de diferenciacion a la solucién de ecua-
ciones diferenciales parciales y en particular a problemas de valores iniciales. La idea es
particionar la matriz de diferenciaciéon para poder incorporar el valor inicial, como se ob-
serva a continuacion. Considérese el IVP

!

y(t)=fy.t), yla)=a, a<t<b c<y<b

El objetivo es encontrar la solucién de y en M bloques de nodos

{tlla"'7t1N}7{t217'"7t2N}7"'7{tM17"'7tMN}-

El primer paso es encontrar la matriz de diferenciacién en los N 41 nodos del primer bloque

a <ty <tipa<...<thin

[
ety
]

Mh —t
- ¥

o~
g

T l‘i'i‘

—_
HE

— %

Figura 3.1: Primer bloque.
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De lo que resulta la ecuacion vectorial,

y (a) f(a)

y (t11) (ylytll)
y(te) | = (y2>t12)
 (tay) Fluwstan)

Usando la matriz de diferenciacion con respecto al tiempo, obtenemos la siguiente repre-
sentaciéon discreta para los primero N nodos

Daa Dal e DQN y(a) f( )
Dy, Dy ... Dy y(tn) (yl,tn)

. ’ . . . y<t12) = (y27t12) (31)
Dyo, Dyi ... D :

N N1 NN y(tin) f(yN,th).

En la ecuacion anterior se tienen N parametros desconocidos

{yn, Y12, - - - 73/1N}7

los cuales se encuentran resolviendo el siguiente sistema, donde d; es

ZD]kylk_ ylja ): da .]:]-77N (32)

Resolviendo el sistema anterior encontramos los y;; términos que desconociamos en los ¢;
puntos del primer subintervalo, ahora procedemos a resolver para el segunto subintervalo

tin, ta1,131,. .., tan

donde 1y es un valor conocido que se encontro resolviendo el sistema (3.2) y el cuél
tomaremos como la condicion inicial para el segundo subintervalo como se observa en la
siguiente figura

. L :
a "ls L ‘m‘;v ‘ln L, ‘lw f
e ] B o

Figura 3.2: Segundo bloque.

resultando en la ecuacién vectorial,

y//(th) fla,tin)
y,(tm) f(yr,ta1)
y(ta2) | = [ (y2,t22)

y (25.2N) f(yN; tow)
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y al discretizar tenemos un sistema parecido al de (3.2), evaluando en el segundo subinter-
valo y resolviendo el sistema encontramos los valores de y,;, para todo o1, 22,223, ..., tan.
Asi como se encuentran los valores desconocidos de y, para el primer y segundo subinter-
valos, se hace para los M-subintervalos en los que se particiono el intervalo para el IVP.
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EJEMPLOS.

SECTION 4.1

Ecuacion de calor.

La ecuacion de calor es una EDP la cudl describre la variacién, difusién o distribucién de la
temperatura en una region dada con respecto a el tiempo. Existen diferentes métodos para
obtener el flujo de calor a través de un objeto. Una manera de obtenerlo es a través de las
propiedades del objeto. Otra se obtiene midiendo la tasa de flujo de calor a través de las
fronteras del objeto. Utilizaremos ambas para encontrar la ecuacién de calor.

1. En ausencia de trabajo el cambio de energia interna del material esta relacionado con
los incrementos de calor a través de AV a un tiempo t y definida por la férmula

AQ = cpuAV (4.1)

donde c es el calor especifico, p es la densidad del material, u es la temperatura y
AV es un volumen pequeno. Se considera una varilla delgada, hecha de un material
homogéneo y perfectamente aislado en toda su longitud para que el calor sélo pueda
fluir a través de sus extremos. La variable espacial se denota como z, y la longitud de
la varillaes Lyesde 0 <ax < L.
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Figura 4.1: Longitud de la varilla.
Por lo tanto para encontrar la temperatura u la tinica condicion es que dependa de
la posicién x y del tiempo ¢. Asi
AQ = cpu(x,t)AV.

Ahora consideramos una pequena seccién de la varilla la cudl denotamos como U
sobre el intervalo de x =ay x = b.

Figura 4.2: U es una seccién de la varilla.

El area de la seccién transversal se define como S, y la anchura de la secciéon como
Azx. Esto da que AV = SAz. Ahora podemos expresar que la cantidad de calor en el
area S es

AQ = cpu(x,t)SAz. (4.2)

Para encontrar la cantidad de calor en la seccién U a tiempo ¢, podemos integrar.

b
Q(t):/ cpu(z,t)Sdr.

Puesto que la varilla tiene un espesor uniforme, S no cambia con respecto al tiempo,
y como estamos tratando con un material homogéneo ¢ y p no cambian con respecto
al tiempo. Asi mediante la diferenciacién tomamos la parcial de u para encontrar el
cambio de calor con respecto del tiempo.

b

% = ’ cp%de. (4.3)
. Otra manera de encontrar el cambio de calor con respecto al tiempo en una varilla
similar a la mostrada anteriormente en donde la tasa de flujo de calor a través de U es
inversamentre proporcional a la anchura de U y directamente proporcional a el area
transversal. Esto es por que mientras mayor sea la longitud de la secciéon, mas tiempo
tomara para que el calor fluya a través de ella. Se usa la propiedad de que cuando
dos objetos se juntan (tocdndose) el objeto méas caliente cedera calor al objeto mas
frio. Si la u(b) > u(a) entonces el flujo de calor va de b — a.
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Figura 4.3: Flujo de calor de b — a.

Combinando estas propiedades

u(a + Ax,t) —u(a,t)
Ax

Donde K es una constante de proporcionalidad conocida como conductividad térmica.

Esta varia dependiendo del tipo de material que es usado. Para mostrar que esto es

cierto se necesita mostrar que flujo de calor a través de la seccion U donde las fronteras
de esta seccion estan definidas como

AQ=-K S. (4.4)

a=x=0, (4.5)
b=a+ Auz. (4.6)

Si la temperatura en u(a + Az, t) > u(a,t), entonces AQ es negativo por que la
temperatura es mayor en b que en a, por lo cudl el flujo es hacia a fuera de la varilla.
Dejando que Az — 0 en la ecuacién (4.4), el cociente de diferenciacién aproxima
Ou/0z, por lo cudl la tasa de flujo de calor a través de U en x = a es

Ju(a,t)
ox

Siguiendo el mismo argumento se puede mostrar que la tasa de calor a través de U
en b se define como

-K S.

Ou(b,t)

K :
Ox S
Por lo tanto, la cantidad de calor que U obtiene a un tiempo ¢ se puede escribir como
dQ ou(b,t)  Jula,t)
— =K — S. 4.7
dt [ Ox Ox (4.7)
Al aplicar el teorema fundamental del célculo a la ecuacién (4.7), obtenemos
dQ b d ou
— = — | K— . 4.
dt . dz ( 8xS) da (48)

Ya que estamos tratando con materiales homogéneos y el area de la seccién transversal
es constante. Entonces la expresién se convierte en

dQ b 9%y
E = K/a @dl’g (49)
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Se obtuvieron dos ecuaciones con las cuales podemos obtener la tasa de flujo de calor
dentro y fuera de la seccién U, que son las ecuaciones (4.3) y (4.9). Ya que estas dos
ecuaciones modelan el flujo de calor a través de una varilla establecemos la igualdad entre
estas ecuaciones.

i dl‘S K/ @dﬁs

Esta ecuacién se convierte en

b 2
/ (cpgt dr — K%dm) =0,

ou 0%u
c dx — —dx =0.
ot 02
Al combinar las constantes dentro de una sola expresién k, se nota que k = K/cp de manera
que obtenemos,

por lo cuél

ou 0%u
adx k@xQ dr = 0. (4.10)

Esta ecuaciéon se puede reescribir como
U = kg,

Donde k es la constante de difusividad térmica. EL resultado final es la ecuacién de calor,
también conocida como la ecuacion de difusién.

4.1.1 Ejemplo: Ecuacion de calor en 341 dimensiones.

1 Un cubo sélido cuyos bordes miden 1m, y con conductividad térmica constante k, est4 ini-
cialmente a la temperatura constante de ebullicién 100°C y repentinamente se coloca en
agua helada (0°C) al tiempo ¢ = 0. Encontrar la temperatura dentro del cubo como funcién
del tiempo.

Solucioén :

La solucion de la ecuacién de calor en 3 + 1

w = k(Upy +Uyy +uz), 0<2<1l, O<y<l, 0<z<l, t>0, (4.11)

1Ta solucién exacta se desarrollara con detalle en la seccién 7.1
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con las condiciones de frontera,

uw(0,y,2,t) =u(l,y,2,t) =0, ,t>0,
w(z,0,2,t) =u(z,1,2,t) =0, ,t>0, (4.12)
uw(z,y,0,t) =u(x,y,1,t) =0, ,t>0,
y la condicién inicial
u(z,y,2,0) =100, V, 0<uzxy,2z<1, (4.13)
es
u(z,y, z,t) Z Bumpexp (A2, t)sin (nmz) sin (mmry) sin (prz) (4.14)
n,m,p=1
donde
Momp =/ (m? +n? + p?)k,
Yy

1 1
Bump = 8/0 / / 100 sin (n7z) sin (m7y) sin (prz)dzxdydz, n,m,p=1,2,... (4.15)

Al evaluar la ecuacién (4.14) y sustituir en la ecuacién (4.15), obtenemos

6400 1
u(z,y, z,t) = — Z o exp (—(m? + n? + p*)w?kt) sin (n7x) sin (mmy) sin (pr2).
n,m,p

(4.16)

4.1.2 Solucion discreta de la ecuacion de calor en 341
dimensiones.

Como hemos visto, el problema VF dado por (4.11)-(4.13) tiene solucién analitica, pero co-
mo ejemplo ilustrativo se resolvera de manera numérica. (Notese que si los valores numéricos
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de la solucion son los esperados, uno puede proceder generalmente a obtener mas rapido
la solucién mediante el método numérico que resolviendo de manera analitica) El método
de matrices de diferenciacion reduce la ecuacion de calor a un problema discreto matricial
que puede reolverse mediante técnicas estandares. Comenzamos discretizando el domino
espacial mediante la colocacién de una malla sobre el dominio. Utilizamos por conveniencia
una malla uniforme como se muestra en la siguiente figura

TR AL L EEEEE S E T T A

i B FE AR S EESE LS EETS

e e T

Figura 4.4: Dominio discreto.

con el conjunto de puntos arbitrarios {x1,...,xx}, {v1,---,ym}, {z1,...,2p} discreti-
zamos el dominio espacial utilizando D,,, Dy, y D.. que representan al operador derivada
total. Igualemente, discretizamos el domino temporal con D; utilizando el conjunto de pun-
tos en el tiempo {t1,...,tr}.

Ya que tenemos una malla sobre nuestro dominio, el siguiente paso es aproximar el pro-
blema (4.11) en cada uno de los puntos que conforman nuestro dominio discreto. Por lo
cual es importante el analizar la forma de las derivadas unidimensionales para el espacio
y el tiempo. De tal forma que la matriz de diferenciacién unidimensional con respecto al
tiempo esta representada como Dy y ésta discretiza el dominio temporal para la variable t,
como se observé en la seccién (3), por lo cudl llamamos u' al vector con diferentes tiempos,
v =u(x,y, z0) es la condicon inicial (4.13)

diu déQ dle v
d dyy ... d u(ts, 2,y, o

Dtut — .21 '22 . Q.R ( ? . Y ) ) (417)
diy dby .. dbp u(tgr, 2, Yy, )

se observa que el primer valor de u! es donde entra la condicién inicial. La matriz de
diferenciacion espacial es D,, sobre todo x y u” es el vector que toma diferentes valores en
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rya=u(0,y,2,1t), B =u(l,y,z1t) son las condiciones de frontera (4.12)

2

di, di, dizg di, ... ... diy e

dy, dyo dyg d34 ... ... djy u(t, z,y, 1)

dy, dyo dig diy ... ... diy u(t, z,y, Tn_1)
N1 Ay diz diy ... ... diy B

como se observa las condiciones de frontera se colocan al inicio y al final del vector u”,
se procede de la misma manera en Dy, y D,,. Tanto u’, u”, u¥ y v* conforman u con
esto en mente podemos pasar a discretizar cada una de las derivadas parciales espaciales
y temporales por medio de las matrices de diferenciacién tal como se realizo en la seccion
(2.5)

08_;2 XDy =1L R, @ Dy, (4.19)
aa_; ~Dy =L ®D,® I, (4.20)
aa_; ~D..=L®D,.®I,®I1, (4.21)

%zl)t —DoL®l,el,. (4.22)

La dimensién de cada uno de los operadores discretos {Dyu, Dy, D.., D} es de N x N,
donde N = N x M x P x R, como ejemplo ilustrativo, ponemos la forma que toma D, u
en 2 + 1 dimensiones

D,. u”

D.. u®

es similar la forma para las demas parciales discretas, con esto en mente procedemos a
escribir la ecuacién de calor en 3 + 1 dimensiones en su forma discreta utilizando (4.19-
4.22)

Dy = k(Dypu + Dyyu + D, u). (4.24)

Como se observa en las ecuaciones (4.17 y 4.18), la condicién inicial multiplica la primer
columna de la matriz D; y las condiciones de frontera multiplican la primera y la ultima
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columna de las matrices {D,., Dy, D,.}, dichas columnas las despejamos de la ecuacién
(4.24) para reformular

Dyu — k:(f)mu + f)yyu + f)zzu) =d° .a+d’

in,j in,j

ot dijock (4.25)
fnyﬁ + dfnJ/B + dfnjﬁ dmj%

en la ecuacién anterior v y 3 son las condiciones de frontera que multiplican a dt, Yy d nj

respectivamente e i puede ser {z,v, 2}, donde j = 1,2,..., N, en el caso asi como d!, e y
el vector correspondiente a D; que es multiplicado por la condlclon inicial v. La solumon
a la ecuacién (4.25) se obtiene al despejar u y resolver mediante las técnicas estandares.

Definiendo M, como la matriz
M, = Dyu — k(f)mu + f)yyu + @Zzu),

y la suma de los vectores que contien la informacién de las condiciones de frontera y
condicidn inicial se define como d,

d, = gfoz—l—d oz—l—ciija

y la suma de los vectores que son multiplicados por la condicién de frontera 5 més el vector
multiplicado por la condicién inicial se define como d,

dy = diy ;B + dY, B+ dp 8 — di 7,

tal que la solucion de nuestro problema es

u = (Ma)"'(do + dy) (4.26)

Procedemos a hacer los calculos correspondientes utilizando Matlab el cudl es un software
matematico que es de mucha utilidad en la manipulaciéon de matrices, la representacion de
datos e implementacion de algoritmos.

La constante de disipacién propuesta es k =0.25 para el problema de VF (4.11)-(4.13), las
dimensiones de Dy, Dy, D.., D; son N = 20, M = 20, P = 20 en el dominio de 0 < = < 1,
y R =25 parat > 0, por lo que las dimensiones para la matrices de diferenciacion parciales
Dys, Dyy, D.. y D, son de N x N = 139968 x 139968, el espaciamiento en z, y v z son del
mismo tamafo y se denota como &5 =0.0526, el paso de tiempo es 9;=0.01, en el intervalo
t € (0, 0. 24]. Las soluciones a este problema se acomodaron de manera que para que
para cada t se conozca la temperatura en cada x para todo y y z, como rebanadas del cubo,
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Eciia dian i ko i 341 Mg, 0225
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Figura 4.5: Solucion de la ecuacién de calor para un tiempo, recorriendo cada uno de los
valores de u en x, para todo y y z.

se muestran los resultados en las siguientes figuras, dejando fijo el tiempo y para ciertos
valores de x, como u(ty, zj,yj, xx), donde 7 =1,...,18 y k = {1,9,18}

tetl4det tetl4det tetl4det

(a) u(tl’zjvijxl) (b) u(tlvzjaijxg) (C) u(tl’zjvyjaxlg)

Figura 4.6: Solucién de la ecuacion de calor para ¢t = 0.01, recorriendo cada uno de los
valores de u en tres distintas posiciones de x, para todo y y z.
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Se observa en (4.6) como la temperatura es més alta en el centro del cubo. Las siguiente
soluciones son para el tiempo t = tq + 106,

10410 delt 10410 delt 10410 delt

Temperatura
Temperatura
Temperatura

(a) u(tio, 25,5, %1) (b) u(ti0,25,Y5,T9) (c) u(tio, 25,5, T18)

Figura 4.7: Solucién de la ecuacién de calor para t =0.1, recorriendo cada uno de los valores
de u en tres distintas posiciones de x, para todo y y z.

Por ultimo se muestran los valores de u, para el tiempo final ¢t = tq + 246,

i+ et i+ et i+ et

Temperatura
Temperatura
Temperatura

(a) u(tos, zj,yj, 71) (b) u(taa, 25,y;, T9) (c) u(taa, 25,5, T18)

Figura 4.8: Solucion de la ecuacién de calor para un ¢ =0.24, recorriendo cada uno de los
valores de u en tres distintas posiciones de x, para todo y y z.

Una parte importante en la implementaciéon de un método numérico, es la predicciéon o el
calculo del error y la propagacién de éste. Asi que calculamos el error E entre la solucion

aproximada (4.26) u, y la solucién exacta u. (4.16)

E = ue — ug, (4.27)
en la norma maxima o norma infinita, dicha norma se puede escribir como
| E ||so= ngixz leij |- (4.28)
J

Los resultados que se en las (4.6(a))-(4.8(c)), se realizaron con matrices de 18 x 18, las
cuales conforman la solucion para un valor en el tiempo, en un valor fijo en x para todos
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los nodos de y y z, como se aprecia graficas anteriores y en la figura (4.5), este tipo de
representaciones son rebanadas del cubo donde se observa la disipacion del calor. Al restar
la solucién aproximada y la soluciéon analitica, obtenemos matrices donde cada valor de
estas matrices es resultado de dicha resta, por lo que a cada una de estas matrices se
les aplica la norma infinita rengléon por renglén recorriendo todos los renglones de cada
matriz por separado, obteniendo un elemento por cada renglén, los cuales forman un vector
por cada matriz, resultando en 18 vectores por cada tiempo recordando que son 24 los
subintervalos en que se dividi6 el tiempo, dichos errores se graficaron usando el comando
plot de Matlab para asi obtener la representacién de la norma infinita del error, como se
muestra a continuacién para ciertos x en el tiempo ¢t = 0.05,

Hinra ehiala para =0 505 Ferma s s =il 1053 Morna whnga pang o= 1579

_ o oA/ N
TN B )
e ﬁ\J\ Y 2aaf ! . . ]

0z S - \ 13 . - [H

01 0 03 0¢ O0F 06 OQF 08 09 01 0 0) 0¢ 04 06 Q7 00 09 1 01 Q0 031 0¢ O0F 06 0OF 0B 09
b i b

(a) Norma infinita del error para (b) Norma infinita del error para (¢) Norma infinita del error para

z = 0.05 xz =0.105 x = 0.157
N M3 wfesl3 ges 2= 05765 R whnga g =057
ag ag ag
ar - ar - ar
a6 a6 a6
g . . . J gas . . J g . . . J
San o . - San L . - San L .
N / M / e N
a1 f k S J a1 f k S J a1 / . / \ J
\\_._F-—-__/_—/ ' \\_._F-—-__/_—/ '
0z : : 0z : : 0z : :
a1 alt ai
"TBT @z 03 G¢ 05 D06 07 Dba 03 "TBT @z 03 G¢ 05 D06 07 Dba 03 "TBT @z 03 G¢ 05 D06 07 Dba 03

¥ ¥ ¥

(d) Norma infinita del error para (e) Norma infinita del error para (f) Norma infinita del error para
r = 0.421 x = 0.4736 z = 0.526

Merna shinga s e=0 347 Fgrma s jans el #40 Morna whinga pang o=l T4

I N A _
?:. // \\________ / \\ I/'ﬁ ~ - / ‘—\\‘ E )
i AT N N © -
N ' ' | 1 ' B o ~— T
' \_\

ai . . nzF - . ai /

01 0 03 0¢ O0F 06 OQF 08 09 01 0 0) 0¢ 04 06 Q7 00 09 1 01 Q0 031 0¢ O0F 06 0OF 0B 09
b i b

(¢) Norma infinita del error para (h) Norma infinita del error para (i) Norma infinita del error para
x = 0.8421 x = 0.8947 x = 0.947

Figura 4.9: Norma infinita del error entre la solucién exacta y la solucién aproximada para
t = 0.05.
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La siguiente tabla contiene todos los valores del error para t = 0.05,
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Figura 4.10: Norma infinita.

Utilizando todos los valores de la tabla anterior, se realiza la siguiente grafica

Morma infinita del error para todo x,y,z para el t=0.05

o o o
I o o

(=1
w
:

norm{ue-ua,inf)

Figura 4.11: Norma infinita del error en todo x para t = 0.05.

Se procede de la misma forma para los siguientes tiempos
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(a) Norma infinita del error para t = 0.1
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Figura 4.12: Norma infinita del error entre la solucién exacta y la solucién aproximada para
t=0.1.
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Figura 4.14: Norma infinita del error entre la solucién exacta y la solucién aproximada para
t=0.2.
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(b) Norma infinita del error para t = 0.24

Figura 4.15: Norma infinita del error entre la solucién exacta y la solucion aproximada para
t=0.24.

Se calcula también el error relativo, el cual es el valor absoluto de la diferencia en en-
tre la solucon exacta y la solucion aproximada que se obtuvo mediante las matrices de
diferenciacion, dividido entre la magnitud del valor exacto

’ue—ua|

e, = (4.29)

| e |

El error relativo se representa por e,., obtenemos el error relativo para cada paso del tiempo
con los resultado antes obtenidos, como se ven en (4.6(a)-4.8(c))
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(f) Error relativo al tiempo ¢ = 0.24

(e) Error relativo al tiempo t = 0.2

Figura 4.16: Error relativo en distintos tiempos.

Es notable como con el paso del tiempo el error relativo y el error absoluto disminuye,
también se observa que en las fronteras es donde el error es un poco mas alto, pero es
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claro que gracias al esquema IVP se pueden utilizar una cantidad mayor de tiempos usando
matrices temporales de 2 x 2 y ayudar a que los errores no se propaguen.



Capitulo

DIAGONALIZACION DE MATRICES DE
DIFERENCIACION.

SECTION 5.1

Transformada de Fourier.

La transformada de Fourier es una tranformada matematica con muchas aplicaciones, como
lo es encontrar la soluciéon a modelos de fisica e ingenieria, que se representan por medio de
ecuaciones diferenciales parciales con dominios finito e infinitos.

La transformada de Fourier tiene su origen en las series de Fourier, las cuales son herramien-
tas para resolver ecuaciones en regiones acotadas como son los problemas en rectangulos,
discos y esferas. Pero hay problemas que modelan ciertos fenomenos fisicos sobre regiones
no acotadas. Por ejemplo la distribucion de la temperatura un alambre aislado muy largo.
Para resolver este tipo de problemas se tiene que generalizar la nocién de las series de
Fourier.
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9.1.1 Representacion de la integral de Fourier.

Para poder entender y apreciar el objetivo de esta seccién se muestra la representacion del
teorema de las series de Fourier, las cuales se usaran en esta tesis para encontrar la solucion
de la ecuacién de calor (4.16) y (7.21). Dada una funcién 2p—periddica u, tenemos que

(@) = ag+ > (ancos (0) 4 by sin (0 ). (5.1)
n=1 p p
Donde
1 P

- £)dt 2
Qo % —pU() ) <5 )

1 [P t 1 (7 t
a, — _/ u(t) cos (ZNVat, b, = —/ u(t) sin (“22)dt. (5.3)

p —p p p -bp p

Ahora se supone que u es definida en toda la recta real pero no es periddica.

Teorema 1. Supongase que u es suave a trozos en todo intervalo finito y que ffooo |u(z)dx| <
0. Entonces u tiene la siguiente representacion de la integral de Fourier

u(z) ~ / [A(w) coswx + B(w) sinwzx|dw, (—oo <z < 00), (5.4)
0
donde, para toda w > 0,
1 [ 1 [
A(w) = —/ u(t) coswtdt; B(w) = —/ u(t) sin wtdt. (5.5)
T J_0o T J_

La integral (5.4) converge a u(x) si u es continia en x. En caso de que no sea continua la
integral converge al valor medio del salto en el punto medio de discontinuidad. *

Notese la similaridad de la integral de Fourier y las series de Fourier, en donde los coefie-
cientes para la integral se obtuvieron sobre un rango continuo y los coeficientes para las
series se obtuvieron para un rango discreto. La condicién [~ |u(z)dz| < oo se expresa para
decir que u es absolutamente integrable en cualquier intervalo finito en la recta real. Esta
condicién asegura la existencia de las integrales impropias definidas en A(w) y B(w).

5.1.2 La Transformada de Fourier

Se utiliza la funcién exponencial compleja para rescribir la representacion de la integral de
Fourier (5.4) en su forma compleja. Esta es una nueva representacién de un par de trans-
formadas : La transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier. El concepto

1”La prueba de este teorema se encuentra en [16].
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de transformada proporciona una forma conveniente para poder establecer las propiedades
fundamentales de operacién de la transformada de Fourier, la cudl es muy 1til en la solucion
de problemas de valores a la frontera.

s Transformada de Fourier:

a(w) ! /00 u(z) exp (iwzx)dr, (—oo < w < 00). (5.6)

:% .

s Transformada inversa de Fourier:

u(zr) = /OO exp (—iwz)u(w)dw, (—oo <z < 00). (5.7)

o0

5.1.3 Método de la Transformada de Fourier

Las ecuaciones diferenciales en la mayoria de los casos son definidas en regiones finitas como
por ejemplo las ecuaciones diferenciales que modelan la transferencia de calor en una barra
finita, la vibracién de una membrana rectangular, etc. Estos problemas dependen esencial-
mente de las condiciones de frontera. Pero hay problemas sobre regiones muy grandes al
menos en una dimensién. A menudo se puede idealizar la situaciéon de que el problema se
extiende infinitamente en una o mas dimensiones. Dichos problemas son modelados ma-
teméticamente por ecuaciones diferenciales definidas en una regién infinita. El caso finito
puede tratarse usando funciones de soporte finito, por lo cudl el uso de la transformada de
Fourier es de importancia en este tipo de problemas.

5.1.4 Transformada de Fourier de la derivada.

La funcién u(zx,t) es una funcién de dos variables z y ¢, donde —oco < x < ooy t > 0. Es
importante identificar la variable con respecto a quien opera la transformada de Fourier,
por ejemplo para un t fijo la funcién u(z,t) se convierte en una funcién de una sola variable
la espacial x y por lo cudl la transformada de Fourier se toma con respecto a x, denotando
su transformacién por 4(w,t). Asi que

F(u(z,t))(w) = a(w,t) = \/LZ_TF /00 u(z,t) exp —iwzdz. (5.8)

o0

27La obtencién de la transformada de Fourier y la Transformada inversa de Fourier se puede ver deta-
lladamente en [17].”
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Con lo cuél obtenemos las siguientes identidades para la transformada de Fourier de las
derivadas parciales. Dada una funcién u(z,t) con —oo < x < oo y t > 0, tenemos que

Flgpu(e, 0)(w) = Silw, 1) (5.9)
]—"(%u(w,t))(w) - %ﬁ(w,t); n=1,2,... (5.10)
F(%u(w,t})(w) = iwi(w,t); (5.11)

F( a(zlnu(:zf,t))(w) — () a(w,t); n—=1,2,... (5.12)
(5.13)

5.1.5 Transformada Discreta de Fourier

La transformada de Fourier es una herramienta muy importante para resolver problemas de
valores a la frontera, sin embargo en aplicaciones practicas una funcién es medida sobre un
conjunto discreto de valores, por otra parte en ocasiones se desea calcular la transformada
de Fourier de una funcion muy complicada que de manera analitica no se puede. Por estas
razones es importante el obtener una forma numérica de calculo por la transformada de
Fourier la cual se llama DFT. Es esta transformada discreta de Fourier es un método
comunmente utilizado para aproximar la transformada de Fourier.

N-1 :
Zu exp 2mﬁn) j=1,...,N -1 (5.14)

Esta DFT sobre el conjunto de N de u(x) es otro conjunto de N @ = (4(1),...,a(N —1)).
Que denotamos como u(w) = Fy(u)

La DFT tiene inversa a la cudl se le conoce como la inversa de la transformada discreta de
Fourier (IDFT),

=

Fy'(a(5)) :% - ﬁ(j)exp(—z‘%m%). (5.15)

La DFT se puede obtener de manera rapida y eficiente haciendo uso del algoritmo nimerico
conocido como la tranformada rapida de Fourier (FFT).
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* SECTION 5.2

Diagonalizacién de la matriz de diferenciacién
trigonométrica.

Las matrices de diferenciacién trigonométricas que se deducieron en la seccién (2.3), que
se representan en concreto por la ecuacién (2.21) se pueden diagonalizar, esto se observa al
derivar el polinomio (fx); = exp (it;k) en forma exacta, donde j = 1,2, ..., L con L = 2N +1
tal que

D f,. =ik fy, (5.16)

siempre que k = —(N —1)/2,...,(N —1)/2 ya que en estos casos fi es un polinomio de
grado menor que (N — 1)/2 esto puede observarse de la seccién (2.3) que este polinomio
es derivable en forma exacta por la matriz D. La ecuacién (5.16) se puede ver como un

problema de eigenvalores, tal que
Df = \f. (5.17)

Para diagonalizar la matriz D, escribamos la ecuacién (5.16) en forma de producto de ma-
trices. Empezamos por construir la matriz F' como aquella que tiene en su primer columna
al vector (f—(n-1)/2);, la segunda columna como el vector (f_(n—1)/241);, asi hasta la tltima
columna que es el vector (f(n_1y/2);. Tal que

exp (—@'(NQ_I)tl) exp <_7; <(N2_—1) + 1> t1> L exp <l (N2—1)t1>
I G E I S R
exp (-i(NZ_I)th_H) exp <_7; <(N2_—1) + 1) t2z+1> . exp <l (N2—1)t2l+1>

(5.18)

ya que t es un conjunto de puntos arbitrarios en —m < t; <ty < ... <ty < m, podemos
escribir a ¢ como

2
tj:—w+%j, j=1,... 2041, (5.19)

y A como la matriz diagonal que contiene a los valores propios

=l 0 e 0
o WML,y . 9
A= | 7t (5.20)

Asi que podemos escribir la ecuacion (5.16) como:

DF = iFA. (5.21)
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Al despejar al operador D obtenemos la diagonalizacién de la matriz de diferenciacién
trigonométrica,

D =iFAF. (5.22)

SECTION 5.3

Matrices de diferenciacién rapidas.

Utilizando (5.18) y (5.19) se puede rescribir la matriz F' como
(N +1) (N+1) 2mjk

Fjr, = exp (ZTW) exp (—ZTﬂ'j) exp (i N )exp (—imk), (5.23)
en donde se observa la presencia del término exp (z%) que es la transformada discreta de

Fourier, que denotaremos como F. La ecuacién (5.23) se puede escribir en forma més com-

pacta, ya que el exp (—imk) evaluado en cada uno de los valores de k forma una matriz diago-

N+1 N+1
(+1) 1y (N+1)

nal la que llamaremos A, y el término izquierdo de (5.23) es exp (i exp (—i—5—7Jj)

también es una matriz diagonal que llamaremos A1, por lo que
F=AFA, (5.24)

de esta manera es ficil observar cuél es la forma que tiene F~!
Fl=AJTFIAT (5.25)

en donde F~!, es la transformada inversa discreta de Fourier.

Sustituyendo (5.24) y (5.25) en (5.22) obtenemos la siguiente representacién matricial
D =i FANAPFIATY (5.26)

esta ecuacién se puede compactar aun mds dado que el producto entreA;AA;' es una
matriz diagonal la cudl llamaremos Aj, de tal manera que la ecuacién (5.26) la podemos
reescribir como

D =i FAsF AL (5.27)

La ecuacién (5.27), es lo que llamamos matriz de diferenciacion répida, ya que tanto F como
F 1, facilitan el encontrar a D de manera rdpida y para una gran cantidad de puntos.

9.3.1] Algoritmo de la matriz de diferenciacién rapida.

Se describe el algoritmo que se implementé en Matlab para la matriz de diferenciacién
rapida (5.27), en donde se utiliza los comando propios de Matlab fft y ifft, que son la IDFT
y la DFT respectivamente que se propuso en (5.25) y (5.24) respectivamente,
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I Algoritmo para calcular la matriz de diferenciacién trigonométrica rapida.

function  [u] = algt(N, f)
N = 2N + 1; ! Determina el tamano de la matriz de diferenciacion.
k=1:N; j=1:N;/! Determinan la dimension de las matrices que conforman a F en

(5.23)

|————Formulacion de la matriz de eigenvectores Fﬁcl
|————f es el polinomio sobre el cudl opera la matriz de diferenciacion
fi=exp(ixmx(j)«(N+1)/N).xexp(—i*x2*x7m(j —1).))/N.x f;
|————fft es el comando de Matlab para mandar llamar a la IDFT descrita en (5.15).
dft =fft(f1);

= (1/vV/N)xexp (=i 7% (N +1)/2)xexp (—i * 2% 7/N).xexp (i * 2w * (k — 1).//N)....
dft;
2
|————Formulacion de la matriz diagonal con los valores propios A

|————Formulacion de la matriz de eigenvectores Fjj,

fo=(exp(—ixmxk!). xexp(i*x2x7mx(k—1)/N)).x (LA. x Fi); st2 = Nxifft(fs);

F = (I/m) * (1/sqrt(N)) = exp(isxm*(N+1)/2) * exp(i*2x7/N)... x
exp(—ixm* (4.)* (N+1)/N).xexp ((i % 2% 7/N)* (j —1).)). % st2;

u=real(F); ! Derivada aproximada Df.

SECTION 5.4

Matriz de diferenciacién trigonométrica par.

Considerese la derivada de g (t) = exp(it/2) fx(t), con respecto a t, obtenemos

dg;ft) = <% exp (z%) fi(t) +exp (%) df;it)> : (5.28)

factorizando exp(i3) del lado derecho de la ecuacién (5.28), obtenemos

dg;_f) — exp (z%) (ifz;(t) + dfgi”) .
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Discretizando la ecuacién anterior obtenemos

Dig = A (%f - f') : (5.29)

donde A es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales estan dados por exp(ity/2), al
despejar a f  obtenemos la representacién de la diferenciacién de f

’

f= A7 (D) - o (5.30)

se factoriza f en la ecuacién anterior, y ya que g = Af, la ecuacién (5.31) representa la
siguiente matriz de diferenciacién

= (A—l (D,A) — %1) 1 (5.31)
en donde .
D, = (A‘l (D,A) — %I) , (5.32)

es la representaciéon matricial a las derivadas para el caso par que llamamos matriz de
diferenciacion trigonométrica par. Estas matrices de diferenciacién son importantes ya que
su inversa se utiliza como la antiderivad, esto se explicara en la siguiente seccion.



Capitulo

MATRICES DE INTEGRACION .

SECTION 6.1

Antiderivadas rapidas.

La matriz de antiderivadas es el problema inverso a las derivas, tal que si G = F’ y su
discretizacion es

g=Df

entonces su antiderivada es F' = [ G, la cudl discretizamos para asi obtener
_ -1
f - D 97

donde D! se le llama la matriz antiderivada y se expresa como la matriz de diferenciacién
trigonométrica (5.22) inversa, tal que

D' = —iFAT'F,

esta matriz antiderivada cuando se aplica a g, encuentra una solucién entre toda la familia
de soluciones a este problema. Si queremos incrementar el orden de la antiderivada, por
ejemplo hacer dos veces la antiderivada de una polinomio, se debe elevar la potencia de
la antiderivada a D=2 lo cudl solo afecta a la matriz diagonal A y al signo que la precede
el cudal se obtiene de elevar a la potencia deseada el ntimero imaginario ¢, por lo cual la
antiderivada de segundo orden es

D?2=_FA2F1
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La matriz antiderivada se puede convertir en una matriz de integracion si se tienen proble-
mas con condiciones de frontera y condiciones iniciales como se observa en las siguientes
dos secciones.

SECTION 6.2

Condiciones iniciales.

Dado un IVP,
y =F(), y0)=oa. (6.1)
Al utilizar la matriz antiderivada lo que obtenemos es una familia de funciones de la solucion
exacta,
y~I(s)+c
donde

por lo cudl tenemos que utilizar las condiciones iniciales, para obtener solo la solucién
que estamos buscando. La condiciones iniciales se utilizan para encontrar el valor de c la
constante de integracién. De manera que para

y(0) = ¢+ 1(0),
podemos sustituir la condicién inicial (6.1)
a=c+1(0),

por lo tanto ¢ = a — I(0), al sustituir la constante de integracién ¢ en la ecuacién (6.1),
obtenemos la solucion al problema IVP

y(x) =~ I+ a—1(0).

Ademas de encotrar matrices de integracion rapidas para IVP con miles de puntos.

SECTION 6.3

Condiciones de frontera.

Dado un PVF |
y' =g(x), yla)=a, yb) =20 (6.2)
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Para encontrar su solucién se aplica dos veces la matriz antiderivada para obtener
y(x) = I(s) + clx + 2,

las constantes de integracién cl y ¢2, se obtienen al sustituir los valores de las condiciones
a la frontera, lo cual forma dos ecuaciones lineales,

a=1(0) 4+ clzg + 2

B=1I(N)+cley + 2.
Al resolver las ecuaciones anteriores encontramos

a— 08— (I(xg) — I(xy)) 9 — QTN — Bro — xnI(z0) + 2ol (TN)
(zo — on) 7 Lo — TN

cl =

al sustituir los valores de ¢l y ¢2 en (6.2), encontramos una aproximacion a la solucién
exacta para el problema de valores a la frontera (6.2) utilizando matrices de diferenciacién
rapidas para miles de puntos.



Capitulo

APLICACIONES.

SECTION 7.1

Ecuacion de Calor.

Se considera resolver el problema de conduccion de calor en 1 4+ 1 dimensiones sobre una
barra de longitud entre = € [0, 1],

Figura 7.1: Barra sélida conductora de calor.

El problema es del tipo
ou . Pu
ot oxY
en donde k£ = 0.01 es la constante de difusividad térmica y sus condiciones de frontera no

t>0 (7.1)
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homogéneas son las siguientes
u(0,t) =20, vy wu(l,t) =40, (7.2)
y la condicién inicial del sistema es
u(z,0) =100, 0<z<I1. (7.3)

Considérese que las dimensiones transversales son tan pequeiias que la temperatura u puede
considerarse constante en cualquier seccion transversal dada. Por lo que u es una funcién
solo de la coordenada axial x y del tiempo.

ta

ul0,0)=20 u, =k, ull,t|=40

-

ul x,0 100 e

Figura 7.2: Problema con valores a la frontera para la ecuacién de conduccién de calor.

7.1.1 Solucion exacta.

La solucién exacta el problema (7.1), se obtiene mediante la técnica de separacién de varia-
bles, tomando en cuenta que el problema tiene condiciones de frontera no homogéneas. Se
procede a reducir el problema a un problema que tiene condiciones de frontera homogéneas

@(0,6) =0, @(1,t)=0, t>0. (7.4)

Proponiendo el producto entre dos funciones, X (z) dependiente de = y T(t) dependiente
de t, el producto de ambas genera una solucién particular de la ecuacion de calor,

u(z,t) = X (x)T'(t). (7.5)
Sustituyendo (7.5) en la ecuacién de calor (7.1) se obtiene
XT =kX'T

y se agrupan en el mismo lado los términos dependientes de la misma variable

! "

T X
— = (7.6)
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La ecuacion anterior es valida en el dominio de 0 < x < 1 para t > 0. Igualamos ambos
términos de la ecuacién (7.6) a una misma constante C,

/

T
7 =C. (7.7)
X//

De tal manera que obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias,

T —kTC =0, (7.9)

X" —-Xc=o. (7.10)

Aplicamos las condiciones de frontera en la ecuacién (7.10), suponiendo que C = —p?, en
donde p — pin, p, = nm, paran = 1,2, ..., por lo cual soluciéon de X, es

X = X, =sin(nrx), n=12,... (7.11)

Por otra parte sustituyendo la equivalencia de C en (7.9), se obtiene la siguiente ecuacién
de primer orden

. 2
T +k (%) T =0, (7.12)
cuya solucién general es
T, = Bpexp(—=)\2t), n=12,... (7.13)

donde
An = VE(nr)

sustituyendo la solucién (7.13) y (7.11) en la ecuacion (7.5) y usando el principio de super-
posicién se obtiene

u(z,t) = Z B, exp (—\2t) sin (n7). (7.14)
n=1
El siguiente paso es determinar el coeficiente de B, el cuédl debe satisfacer la condicion

inicial, para esto se requiere el uso de las series de Fourier para resolver la ecuacién de calor
al tiempo ¢t =0

u(z,0) = Z By, sin (nmx)
n=1

=100

(7.15)

usando la ortogonalidad de las funciones sin (n7x), se tiene que

1
B, = 2/ 100 sin (nmwx)dx. (7.16)
0
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Notese que se obtiene la solucion exacta a la ecuacién de calor con condiciones de frontera
homogéneas. Ya que la ecuacion de calor es lineal se puede escribir su solucion en términos
de dos funciones v(z) y w(z,t),

u(z,t) = v(x) +w(x,t), (7.17)

imponemos que v(z) sea la funcién que cumpla con las condiciones de frontera no ho-
mogéneas. Por lo tanto las condiciones de frontera que satisface w(x,t) son homogéneas ya
que

w(z,t) = u(z,t) —v(x). (7.18)

Por lo que se ha establecido hasta el momento, w(x,t), es equivalente a la solucién aproxi-
mada con condiciones de frontera homogéneas (7.14). Para saber que forma tiene la funcién
v(x) se sustituye en la ecuacién de calor,

v (z) = 0. (7.19)
De manera que la solucién de la ecuacién diferencial anterior es,
v(x) = 20z + 20, (7.20)

con lo cudl ya se tiene la solucién exacta a la (7.1) es

u(z,t) = 20x + 20 + Z B,, exp (—n*n?kt) sin (n7x). (7.21)

n=1

* SECTION 7.2

Matrices de diferenciaciéon rapidas aplicadas a la Ecuacién
de Calor.

Se discretiza la ecuacién de calor (7.1) con el fin de poder utilizar la D,, matriz de di-
ferenciacion trigonométrica rapida como el operador que sustituye la derivada espacial de
segundo orden y la matriz D, que es la matriz de diferenciacion algebraica temporal que
discretiza a la derivada parcial temporal,

Diu = kD u (7.22)

el resultado de discretiza la ecuacion de calor en 14 1 dimensiones es obtener una ecuacién
matricial en donde las matrices son los operadores discretos de las derivadas de dicha
ecuacion. El dominio de la ecuacion de calor se representa por a < x < b, se necesita una
transformacion lineal para respetar el dominio del problema en cuestiéon pues como se hizo
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notar las secciones (2.3) y (5.2) las matrices de diferenciacién trigonométricas trabajan

sobre el dominio —7m < < 7, y la manera de escoger los nodos son z; = —m + 27” J, para
j=1,...,2%x N 4+ 1, la transformacion lineal es la siguiente
b— b
S UTRNED
s
7.23
(a+0b) (7.23)
=mx + 5

en donde m es la pendiente. Ya que la matriz de diferenciacion parcial D,, es la que
discretiza a la derivada espacial entonces de la tranformacion (7.23), se observa que

dx = mdz (7.24)
por lo que
1
dz = —dx (7.25)
m
lo cudl nos indica que la matriz de diferenciacién trigonométrica de segundo orden es
1 _
Dy = — FAF L (7.26)

Para terminar la discretizacion que se planteo en (7.22), se utiliza la matriz de diferenciacién
algebraica para discretizar la derivada parcial temporal D;. La idea principal es utilizar el
método que se usé en la seccion de IVP, esto quiere decir que todo el dominio en z es
continuo y el dominio en t se divide en subintervalos y se resuelve para cada subintervalo
del tiempo

=100

Figura 7.3: Dominio discretizado.

El primer paso es resolver sobre el subintervalo temporal que comprende a ty < t < t;, V
x, dicho subintervalo se puede particionar en tantos subintervalos como se quiera, en este
caso como queremos tomar matrices de 2 por 2 en la parte temporal, los subintervalos no
se particionan mas ya que solo necesitamos el primer valor que es la condicion inicial para
poder saber el siguiente valor en el seguiente tiempo como se observa la siguiente grafica
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U, =20 uy =40

‘y

u,, =100

Figura 7.4: Esquema del primer subintervalo de tiempo.

esto se hace facilmente ya que se escoge que el tamano de la matriz de diferenciacién
algebraica con respecto al tiempo sea de dimensién 2 y la dimension de la matriz de di-
ferenciacion total con respecto a x es de 101. El procedimiento para resolver el sistema
discreto es el siguiente para el primer subintervalo de tiempo

dljuxj,to + Ibtuz‘j,h - szuxj,tm (727)
en donde
20
100
100
uﬁ?jiO = . . (728)
100
40

El vector anterior es la condicién inicial para tg, asi que despejando D;u, se tiene que
Dtum]’,h = Dxmuxj,to - dljuxj,to' (729)

Para encontrar la solucién en el siguiente tiempo u,,, solo integramos numéricamente, lo
cual quiere decir multiplicar por D; ' toda la ecuacién anterior, tal que

Uty = Dy (Dt 4o — dijia, 1,)- (7.30)

Una vez que encontramos la solucion en u,, ;, podemos proceder a calcular la solucion para
el siguiente subintervalo t; <t < 19
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g =20 uy =40

Figura 7.5: Esquema del segundo subintervalo de tiempo.

en donde ahora la condicion inicial en este subintervalo es la solucién del primer subintervalo
u(x;,t1). Las condiciones de frontera no cambian y la manera de proceder para encontrar
la solucién en este nuevo subintervalo es la misma

dljua:j,tl + Dtu:pj,tg == D:L‘a:uxj,tla (731)
por lo cudl su solucién es

Uy 1y = ﬁ;l(Dmuzjil — dyjUs, 4, )- (7.32)

Se procede de la misma forma hasta encontrar todas las soluciones en cada uno de los
subintervalos.

7.2.1 Sustitucion de parametros y obtencion de resultados
graficos.

Se procede a hacer los cédlculos utilizando un espaciamiento 6, = 0.0101, con N = 101
nodos en el dominio de 0 < x < 1, N es la dimensiéon de D,,, se escoge un d; = 0.001
para t > 0, hasta t = 0.03, por lo cual el tiempo se dividié en 30 intervalos donde cada
intervalo de tiempo se subdivide en R = 2 que es la dimension para D, las matrices de
diferenciacion algebraicas para la discretizacion temporal, por lo cudl las dimensiones para
las matrices de diferenciacién parcial D, y D, es de N = 101, ya que las dimensiones
de la submatriz D; es de uno y como se mostro en la seccién (2.5) las dimensiones de las
matrices de diferenciacién parciales son equivalentes al producto entre las dimensiones de
las matrices de diferenciacion que discretizan el problema en este caso la dimensién de D,
y Dy, la constante de disipacion es £ = 0.011. Una vez que se sustituyen los paramentros
encontramos las siguientes soluciones,
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e it

I 25

(a) Solucién a la ecuacién de calor para t = 0.001 (b) Solucién a la ecuacién de calor para t = 0.010

bty ot

(¢c) Solucidn a la ecuacién de calor para t = 0.015  (d) Solucidén a la ecuacién de calor para t = 0.02

et Mt

(e) Solucidn a la ecuacién de calor para t = 0.025  (f) Solucidén a la ecuacién de calor para ¢t = 0.03

Figura 7.6: Soluciones a la ecuacién de calor para diversos tiempos.

Se observa en las figuras anteriores las soluciones aproximadas para ciertos tiempos, la disi-
pacion entre cada una de las soluciones es minimo debido a que la constante de disipacion
es pequena y el paso de tiempo entre cada una de las soluciones muy pequeno, se necesita
una mayor cantidad de nodos en el tiempo para observar mayor disipaciéon. Ahora compa-
ramos la solucién exacta (7.21) la cudl se distinguird en rojo con la solucién aproximada
que sera en azul en las siguientes figuras en donde se superponen ambas soluciénes
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(e) Solucién aproximada y solucién exacta t = 0.025 (f) Solucién aproximada y solucién exacta t = 0.03

Figura 7.7: Soluciones superpuestas para diversos tiempos.

En las figuras anteriores se observa como la soluciéon exacta oscila mucho al inicio para los
primeros tiempos entre 0 < t < 0.001, mostrando el fenémeno de Gibbs ya que la solucién
exacta, es una solucién que hace uso de las series de Fourier las cuales cercas de los puntos
de discontinuidad rebasan los valores limites, como se observa cercas de las fronteras donde
existen discontinuidades para la ecuacién de calor y se forman oscilaciones cercanas a los
puntos frontera donde hay discontinuidades. Como ejemplo ilustrativo de que las matrices
de diferenciacion se pueden usar para miles de puntos, proponemos diez mil subintervalos
de tiempo con el mismo §; = 0.001 y manteniendo los mismos parametros para D,, se
observa
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Figura 7.8: Solucién para los diez mil subintervalos en los que se dividi6 el problema.

Se observa que se pueden utilizar una gran cantidad de puntos en el tiempo.

7.2.2 Propagacion del Error

Se calcula el error relativo, el cudl se obtiene del valor absoluto de la diferencia entre la
solucién aproximada y la solucién exacta (7.21) y dividido entre el valor absoluto de la
solucién exacta. Cuando se utilizan treinta subintervalos de tiempo y 101 puntos en el
espacio (7.7(a))-(7.7(f)).
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RPN S B A |

(a) Error relativo para ¢t = 0.001 (b) Error relativo para ¢t = 0.01
i L i 1 - |
a.?fi _ "
i Jl i |
. .,|;_ R
§ - 2
(c) Error relativo para ¢ = 0.015 (d) Error relativo para ¢t = 0.02
4 L I } L I
i ' i ' _
0 i |
| |
(e) Error relativo para ¢t = 0.025 (f) Error relativo para t = 0.03

Figura 7.9: Error relativo para para diversos tiempos.

en la figura anterior se observan los errores relativos en distintos tiempos. Se observa que el
error va disminuyendo con el paso del tiempo y que es mas alto al inicio, esto se debe a que
al inicio la solucién exacta tiene oscilaciones en valores de u cercanos a la frontera por el
fenomeno de Gibss. También se hicieron comparaciones entre los tiempos de obtencion de
la solucion exacta y la solucion aproximada, la solucién aproximada se obtuvo en el tiempo
de t., = 0.015008 segundos y la solucién exacta en un tiempo de t.. = 0.0288 segundo,
lo cual muestra que la solucién aproximada se obtiene mas rapidos, también se calculo el
tiempo en el que se obtuvo la solucion para diez mil subintervalos de tiempo, el cual fue de
tea = 46.987 segundos.
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SECTION 7.3

Ecuacién de Burgers.

La ecuacién de Burgers es fundamental en las ecuaciones diferenciales parciales en dindmica
de fluidos. Esta ecuacion se aplica en varias areas de la matematica aplicada, asi como en
la modelacién de dindmica de gases y el trafico vehicular. Toma el nombre de ecuacién de
Burgers gracias al fisico aleman Johanes Martinus Burgers(1895-1981) quien fue pionero en
la deduccién de esta ecuacion.

Dicha ecuacion se puede obtener de la ecuacién de Navier-Stokes, la cual rige el movimiento
de un fluido en dinamica de fluidos, esta ecuacion tiene sus origenes en la segunda ley de
Newton para un fluido en movimiento mejor conocida como la ley de movimiento de Cauchy
y la ecuacién consititutiva, dicha ecuacion para un flujo incompresible 37 - u = 0, se escribe
como

Dui . ap 2
th ——axj—l—z/v u; + pg;, (7.33)
en donde D 9
Ui ou .
i = 9 +u - yu, (7.34)

es la derivada material de la velocidad u, p es la presién, p es la densidad, v es el coeficiente
de viscocidad, f es la fuerza externa aplicada(e.g gravedad), si los términos de la presién y
la fuerza externa no se consideran, lo que obtenemos es la famosa ecuacion de Burgers

ou ou 0*u

Cuando el fluido es invscido, v = 0
ou ou
En + u(?—a: =0 (7.36)

la ecuacion resultante se le conoce como la ecucién de Burgers inviscida la cual es un
prototipo para las ecuaciones cuyas soluciones modelan las ondas de choque

ou 10u?

A e 7.37
ot 2 0x ( )

Mas que para modelar un problema fisico en particular, esta ecuacién se desarrollo como

un modelo simple que ayuda a encontrar ideas claves en la dindmica de gases y en el trafico

vehicular, gracias a el término no lineal ug—z y al término viscoso v. Alrededor de los anos

50, Hope e independientemente Cole, mostraron que la solucion exacta para la ecuacién no

lineal (7.35) puede encontrarse usando lo que ahora se conoce como la “ transformacién de
Cole-Hopt”
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Esto reduce la ecuacién (7.35) a la ecuacién lineal de calor

dp Oy

— =v—.

ot Ox?
La solucion general a la ecuacion de calor se conoce por series como se mostro anteriormente
(7.14) y se puede escribir como

o= [t (< a w0 @, )

en donde f(z) es lo que se conoce como la condicién inicial. La solucién para la ecuacién
de Burgers es

(7.39)

0 z—k G

25 55 exp (=g )dn
S a

o exp (—55)dk
a f(k) se le llama la condicién inicial cuando ¢ = 0.
En resumen, la transformacion no lineal de Cole-Hopf elimina el término no lineal y reduce
la ecuacién de Burgers a la ecuacién de calor la cudl tiene una soluciéon explicita que
proporciona una solucién explicita para la ecuacién de Burgers con viscosidad. La ecuacion

de Burgers inviscida es una ecuacion diferencial de primer orden y su solucion se puede
construir utilizando el método de las caracteristicas.

(x — K)

- Gl = [ peha + S @

u(z,t) =

* SECTION 7.4

Matrices de diferenciaciéon rapidas aplicadas a la ecuacion de
Burgers.

En esta seccion se utilizard el método de las matrices de diferenciacion rapidas en conjunto
con las matrices de diferenciacién algebraicas para resolver dos ecuaciones, la ecuacion
de Burger con viscocidad y la ecuacién Korteweg-de Vries-Burgers (como se utilizo en la
seccién (7.2)). La ecuacién es un ejemplo prototipico con soluciones de tipo solitén en
medios dispersivos.

7.4.1 Solucién exacta y aproximada a la Ecuacion de Burgers.

Se considera la ecuacién de Burgers (7.35). La solucién exacta de (7.35) es una onda solitaria,
la cual se encuentra utilizando la transformacion de Cole-Hopf [11]

u(z,t) = g + (2—V> tanh (v — kt), « € [a,b], t>0. (7.42)

(0%
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La condicién inicial y las condiciones de frontera se extraen de la solucién exacta (7.42)
para la ecuacién de Burgers.

Se discretiza la ecuacion de Burgers (7.35) para proceder a resolver utilizando las matri-
ces de diferenciacion, primeramente se discretiza la parte espacial utilizando matrices de
diferenciacion rapidas y luego la parcial con respecto del tiempo se discretiza utilizando la
matriz de diferenciacién algebraica

Diu = —auDyu + vDu (7.43)

esta ecuacién se resuelve de la misma manera que la ecuacién de la seccién (7.2), para
N = 101 nodos en el espacio en el intervalo de x € [0, 1], con matrices de diferenciacién
algebraicas de tamano R = 2 con las cuales recorremos los 101 subintervalos en el tiempo
con un ¢; =0.001 para matrices de diferenciacién algebraicas de dimensién dos, con a = 0.1,
k =0.1, v = 0.001 y el dominio temporal es 0 < ¢ < 0.1. Procediendo a resolver la ecuacién
discreta (7.43) (como se realizo en la seccién (7.2)), se obtienen los siguientes resultados, se
comparan con la solucién exacta (7.42) superponiendo ambas soluciones como se observa a
continuacion
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(a) Solucién Exacta u. y solucién aproximada u, (b) Solucién Exacta wu. y solucién aproximada u,
para t = 0.001 para t = 0.01

(¢) Solucién Exacta u. y solucién aproximada wu, (d) Solucién Exacta wu. y solucién aproximada u,
para t = 0.05 para t = 0.07

(e) Solucién Exacta u. y solucién aproximada u, (f) Solucién Exacta wu. y solucién aproximada u,
para t = 0.09 parat=0.1

Figura 7.10: Solucién exacta y solucion aproximada para diversos pasos de tiempo.

El siguiente paso es calcular el error relativo (4.29) entre ambas soluciones el cudl mostra-
remos para diversos tiempos



Matrices de diferenciacién répidas aplicadas a la ecuacién de Burgers. 64

- Cr—— PRy——

(a) Error relativo al tiempo ¢ = 0.001 (b) Error relativo al tiempo ¢ = 0.01

Pr— |

(¢) Error relativo al tiempo ¢ = 0.05 (d) Error relativo al tiempo ¢ = 0.07

P it - = ——

(e) Error relativo al tiempo ¢ = 0.09 (f) Error relativo al tiempo ¢ = 0.1

Figura 7.11: Error relativo para diversos pasos de tiempo.

Con el fin de mostrar el comportamiento global del error en el tiempo, usamos la norma
méxima del error.!

1 Bl método propuesto en esta seccién se comparo con el método de lineas para la misma ecuacién de
Burgers con parametros similares pero menos nodos en el espacio (N = 10 nodos en el espacio)[12]. El
MOL es un método que discretiza el espacio utilizando diferencias finitas y resuelve integrando por medio
de Runge Kutta de cuarto orden. Los resultados con los parametros establecidos son del orden de 1076,
con el método propuesto en esta tesis y el método de lineas.”
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Figura 7.12: Norma infinita.

7.4.2 Ecuacién de Burgers

El siguiente ejemplo ilustra el movimiento de una onda, la cual se obtiene utilizando el
método que involucra las matrices de diferenciacion rapidas para la parte espacial y las
matrices de diferenciacién algebraicas para la parte temporal, este método no se compara
con la solucion exacta. Consideramos resolver la ecuaciéon de Burgers (7.35), con la condicién
inicial

u(z,0) =4z(x—1), x€][0,1], (7.44)

y las condiciones de frontera
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0. (7.45)

Escogemos los valores de los parametros que determinan la cantidad de nodos en el espacio
y el tiempo con N = 101, con un espaciamiento entre cada nodo de 6, = 0.01, con R = 2,
que es el tamano de las matrices de diferenciacién temporal con las cuales recorremos los 101
subintervalos para el tiempo y un §; = 0.001 hasta el tiempo final ¢ = 1, con los valores de
los parametros aw = 1, ¥ = 0.01. La ecuacion de Burgers se discretiza y se resuelve utilizando
el método de matrices de diferenciaciéon como en los ejemplos anteriores y se obtiene una
solucién que representa una onda en movimiento,
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(a) Solucién al tiemf.)i)j =0 (b) Solucién al tiempo t—Ol (¢) Solucién al tiempo ¢ —02
(d) Solucién al tiempo t = 0.3 (e) Solucién al tiempo ¢t = 0.4 (f) Solucién al tiempo ¢ = 0.5
(g) Solucién al tiempo t = 0.6 (h) Solucién al tiempo ¢t = 0.7 (i) Solucién al tiempo t = 0.8

(j) Solucién al tiempo ¢t = 0.9 (k) Solucién al tiempo ¢t = 1

Figura 7.13: Solucién aproximada de la ecuaciéon de Burgers.

7.4.3 Solucién exacta y aproximada a la Ecuacién de
KdV-Burgers.

Se considera la ecuacién KdV-Burgers

ou ou 0%u ou’
=—-ou—+Vz

o 0z Vo Fom (7.46)

con a, vy pu como constantes arbitrarias. Una solucién es una onda solitaria [11]
u(z,t) = A[9 — 6tanh (B(z — Ct)) — 3tanh® (B(z — Ct))], = € [a,b], t>0 (7.47)
donde

V2 v 612

vos (25p)

(7.48)
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La condicién inicial
u(z,t = 0) = A[9 — 6tanh (B(x)) — 3tanh® (B(z))], = € [a,b], (7.49)

y las condiciones de frontera

u(z = a,t) = A[9 — 6tanh (B(a — Ct)) — 3tanh® (B(a — Ct))], (7.50
u(z = b,t) = A[9 — 6tanh (B(b — Ct)) — 3tanh® (B(b — Ct))], (7.51)

para todo ¢ > 0. Se discretiza la ecuacién Kdv-Burgers (7.46) para resolverla numérica-
mente, utilizando las matrices rapidas de diferenciaciéon trigonométricas para discretizar las
derivadas parciales con respecto a x y se utilizan las matrices de diferenciacién algebraicas
para discretizar la derivada parcial con respecto a t, de manera que obtenemos la siguiente
ecuacion

D; = —auD,u + vDypu + pDyyru, (7.52)

dicha ecuacion se resuelve como se procedié en la seccién (7.2) con la ecuacién discreta
para el calor. Se toman N = 151 nodos para la matrices de diferenciacin D,, D, V Dyss
y con 101 subintervalos para el tiempo con matrices de diferenciacion algebraicas para el
tiempo D; de tamano R = 2 con las cuales se recorren los 101 subintervalos temporales
resolviendo en el dominio espacial —10 < z < 10, utilizando o = 1, v = 0,01, 4 = 0,01 y
e = 0,01. Se procede de la misma manera antes mencionada para los ejemplos ya mostrados
a fin de encontrar las siguientes soluciones que muestran que tanto se asemejan la solucién
aproximada con la solucion exacta,
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(a) Solucidén exacta y solucién aproximada al tiempo (b) Solucién exacta y solucién aproximada al tiem-
t = 0.00001 po ¢t = 0.0001

(¢) Solucién exacta y solucién aproximada al tiempo (d) Solucién exacta y solucién aproximada al tiem-

t = 0.0005 po t = 0.0007
(e) Solucién exacta y solucién aproximada ¢t = (f) Solucién exacta y solucién aproximada al tiempo
0.0009 t =0.001

Figura 7.14: Solucién aproximada y solucion exacta de la ecuacion de KdV-Burgers en
diversos tiempos.

Se obtiene el error relativo (4.29), de la diferencia de la solucién exacta y la solucién
aproximada,
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o [E——— [

(a) Error relativo entre la solucién exacta y la solu- (b) Error relativo entre la solucién exacta y la solu-
cién aproximada al tiempo ¢t = 0.00001 cién aproximada al tiempo ¢t = 0.0001

— - - — — - - - e —

(c) Error relativo entre la solucién exacta y la solu- (d) Error relativo entre la solucién exacta y la solu-
cién aproximada al tiempo t = 0.0005 cién aproximada al tiempo t = 0.0007

Rl £ - - - B - - = - - — - - — — -

(e) Error relativo entre la solucién exacta y la solu- (f) Error relativo entre la solucién exacta y la solu-
cién aproximada ¢t = 0.0009 cién aproximada al tiempo ¢t = 0.001

Figura 7.15: Error relativo entre la solucion aproximada y la solucién exacta de la ecuaciéon
de KdV-Burgers en diversos tiempos.

Ahora se procede a obtener la norma infinita? de la misma manera en como se hizo ante-
riormente lo cudl resulta en,

2Bl método propuesto en esta seccién se comparo con el método de lineas para la misma ecuacién de
KdV de Burgers con parametros similares pero menos nodos en el espacio (N = 10 nodos en el espacio)[12].
El MOL es un método que discretiza el espacio utilizando diferencias finitas y resuelve integrando por medio
de Runge Kutta de cuarto orden. Los resultados con los parametros establecidos son del orden de 1076,
con el método propuesto en esta tesis y el método de lineas.”
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Figura 7.16: Norma infinita del error para la ecuacién KdV-Burgers.



Capitulo

CONCLUSIONES.

De acuerdo con lo que se mostré en el desarrollo de los primeros capitulos de esta tesis
se observa que las matrices de diferenciacién es un método numérico nuevo de gran utili-
dad para resolver ecuaciones diferenciales parciales lineales como la ecuacion de calor en
3+1 dimensiones de la seccién (4.1.2) y la no lineales (Burgers y KdV Burgers) obteniendo
buenos resultados al comparar los resultados aproximados con los resultados exactos, en
dichos resultados se observa como el método de IVP de la seccién (3) es de gran utilidad
para resolver problemas dindmicos con una gran cantidad de tiempos, también es notorio
que las matrices de diferenciacién que discretizan el espacio en un problema de 3 + 1 hasta
este momento no pueden ser de mayor dimensién que las que se propusieron debido a que
son matrices llenas y despues de cierta dimensiones el error numérico eempieza a incremen-
tar, el uso de matrices de diferenciacion parciales utiliza una gran cantidad de memoria del
ordenador y mas en un problema de 341, lo que es un obstaculo si queremos tomar una cati-
dad mayor de puntos a pesar de los buenos resultados que se observan en el error a la norma.

Por lo cuédl es que la diagonalizacion de las matrices de diferenciaciéon trigonométricas uti-
lizando el algoritmo fft para calcular la transformada de Fourier discreta nos proporciona
una manera mas general, eficiente y rapida para resolver ecuaciones diferenciales parciales
con mayor cantidad de nodos en el espacio, de la misma forma observamos que ecuaciones
lineales y no lineales como lo son la ecuacién de Calor, Burgers y la ecuaciéon KdV-Burgers
se pueden resolver numéricamente utilizando matrices de diferenciacion rapidas en la dis-
cretizacion del espacio y el esquema [VP para utilizar matrices de diferenciacion algebraicas
de manera que tanto en el espacio como en el tiempo se puedan utilizar una cantidad de
puntos mucho mayor a los que antes se podia utilizar. Es importante el enfatizar que el
objetivo de esta tesis no sélo era el poder encontrar tanto matrices de diferenciacién rapidas
como matrices de integracién rapidas, sino también el resolver de manera efectiva ecuacio-
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nes diferenciales no lineales, lo cudl se l6gro de buena manera, dejando en claro que las
matrices de diferenciacién son un método numérico eficiente ante aplicaciones en dinamica
de fluidos, con lo cudl se pueden realizar proyectos mas ambiciosos a futuro que involucren
aplicaciones en el campo de la industria, o modelacion de problemas en el medio ambiente
los cuales son de vital importancia en la vida actual.
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