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Convenciones

En esta tesis nuestras convenciones para la signatura de la métrica, el ten-
sor de Riemann, el tensor de Ricci, el tensor de Einstein, las ecuaciones de

Einstein, y la segunda forma fundamental, son las mismas que en el libro de

Wald [1].

En particular tomamos G(g) = kT para las ecuaciones de Einstein o G =

kT, con respecto a una carta arbitraria, en donde k = Bf—f.

A lo largo de esta tesis varias veces consideramos una variedad riemanniana

(3,7), con dim¥ = 3 y donde ~ se puede escribir como:

Y= 102(‘/7 .I‘l,CCQ)dV +’)/ZJ(‘/; x17‘r2)dxid‘rj7 17] = 172737

con V =cte que denota la imagen de una familia de embebimientos y (z!, z?%)
son las coordenadas sobre V' =cte. Las componentes coordenadas de la
curvatura extrinseca K;; asociada a V' =cte, asi como su traza K respectiva-

mente estan dadas por:
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Z-]':2;)01/’ N

En varias ocasiones en el capitulo 3 utilizaremos los siguientes espacios

de funciones:

C*[(a,b)] = {f|f : (a,b) — IR, k-veces continuamente diferenciable}
k=0,1,2,..
C%(a,b)] = C|(a,b)] denota el espacio de funciones continuas.

Para una Q C IR™ abierto denotamos:

C*(Q) = {f|f : Q C R" — IR, todas sus k-derivadas parciales

e incluso de orden k existen y son continuas} .



Capitulo 1

Introduccion a los agujeros de

gusano

1.1 Introduccién

En esta tesis hacemos una contribucién a la teoria de los agujeros de gu-
sano introduciendo una nueva manera de construir tales espaciotiempos. El
ingrediente central de esta construccion es la “garganta”, y nuestra idea ha
sido discutida en [12, 13]. Daremos todos los pormenores de la contruccién
descrita en [12, 13]. En la seccién préxima definimos precisamente la nocién
de “garganta” y mostramos que existe una carta local (¢,1, 6, ¢), en donde g

toma la forma:

g=—e20at? 4 di> + r?()d?, 1 € (—¢,€), € >0, (1.1)
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

dr(l)

| d*r(1)
dr "’

dl?

r(0) > 0, =0, lo >0, 2*© > . (1.2)

implicando que la garganta esta colocada en [ = 0.

En el capitulo (2) analizamos las restricciones que imponen las ecuaciones
de Einstein sobre: (®(1),r(l)) y las componentes del tensor de energia mo-
mento, que soporta a la métrica g en (1.1). En el capitulo (2) a través de
las ecuaciones de Einstein derivamos un problema de valores iniciales (PVI)
cuyas soluciones pueden ser empleadas para la construccién de espaciotiem-
pos que representan los agujeros de gusano. También en el mismo capitulo
presentamos una discusion critica entre las similitudes y diferencias del for-
malismo empleado por Morris y Thorne y el nuestro. En el capitulo (3)
estudiamos el PVI que hemos construido en el capitulo (2), y mostramos la
existencia de las soluciones globales de dicho PVI. Con la ayuda de estas
soluciones mostramos la existencia de una familia infinita de espaciotiem-
pos (M, g) que representan a los agujeros de gusano. En el mismo capitulo
avanzamos con una nueva caracterizacion de los agujeros de gusano del tipo

cuasi-Schwarzschild.

En el capitulo (4) a través de una combinacién de técnicas analiticas y
numéricas demostraremos la existencia de agujeros de gusano soportados por
materia cuyo tensor de energia momento con respecto al marco de ortonormal
de los observadores de Killing tomard la forma de un “fluido perfecto” que
poseerd presiones no isotrépicas las cuales se sujetaran a las constricciones:
T = Apc?, P = ppc®. Mostraremos que bajo restricciones sobre (A, ), existe

una familia de agujeros de gusano esféricas asintéticamente planas de cuatro
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

pardmetros. Tamb ién presentamos un modelo de materia exdtica a través de
una combinaciéon de K-esencia sin masa y el campo real de Klein-Gordon,y
mostramos la existencia de una 2-paramétrica familia de agujeros de gusano.

Las propiedades de esta familia son discutidas.

En el capitulo (5) discutimos criticamente la posibilidad que los agujero de
gusano sean ingredientes del universo. Analizamos brevemente la la estruc-
tura del potencial efectivo para entender el comportamiento de las geodésicas
temporales y nulas alrededor de la garganta para un agujero de gusano
esférico arbitrario. Ademd&s obtenemos una expansion de la métrica valida
sobre y en una vecindad de la garganta. Concluiremos con el hecho que en
esta tesis solo trataremos la existencia matemaéticas de lo agujeros de gusanos
esféricos. Brevemente discutimos problemas abiertos como el mecanismo o
mecanismos de formacién de agujeros de gusano, y en particular problemas

asociadas con la estabilidad de estos espacios tiempos.

1.2 El concepto de agujero de gusano

El espaciotiempo (M, g) de Schwarzschild con masa positiva es la solucién
mas conocida de las ecuaciones de Einstein en el vacio. Esta es una solucion
con simetria esférica, y en las coordenadas de curvatura la métrica g, tiene

la forma !

IPara esta seccién, tomamos las unidades G = ¢ = 1.
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2 2
g—— (1 _ —m> dt? + — 20 4 sin20de?),  (1.3)

T 1—2m
.

re (2m,00), —oo <t < oo,m>0. (1.4)

Como es bién conocido, la singularidad de g en » — 2m es removible,
vy g se extiende suavemente a través de esta singularidad de coordenadas.
La extensién analitica maxima de (M, g), la cual denotamos por (M, g) es

conocida, y g en las coordenadas de Kruskal (7', X, 6, ¢) toma la forma:

32m3e~am
- ﬂ(_dT2+dX2)+r2dQQ,T,X € (—00,00), (1.5)
T

donde r = r(T, X). La relacién entre las coordenadas (t,7) y (7, X), estd

dada por -véase [1, 2]-:

(% - 1) ez = X2 -T2 (1.6)
t T+ X\ /T

y la estructura de (M, g), se ve como en la figura (1.1).

No es de nuestro interés discutir el diagrama dado en la figura (1.1), ni tam-
poco analizar la estructura causal de (M, g) -véase la seccién (6.4) de [1] o
[2]-. Nos enfocaremos en las regions I y IV de la figura (1.1) y consideremos
las hipersuperficies espaciales ¢t =cte. Tales hipersuperficies son definidas
invariantes, debido a que son ortogonales al campo vectorial de Killing tem-
poral £ en las regiones I y IV. Con respeto a las coordenadas de curvatura,

la métrica inducida « sobre tales hipersuperficies, esta toma la forma:
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

r=2m, t=+ infinito

t=constante

r=constante

r=2m, t=- infinito

)

Figura 1.1: La extensién de Kruskal del espaciotiempo de Schwarzschild

dr? 5 1o
7:1_72_m+7“d9, r>2m (18)

.
y aun v parece singular en r — 2m, en realidad es sélo una singularidad

de coordenadas. Para ver lo anterior, introducimos una nueva coordenada [

a través de:

di(r) = (1 — 2_m>_% ,T > 2m (1.9)

de donde tenemos:

d !/
v > 2m, (1.10)
1 m

i) = é;ﬁ

mientras que v toma la forma:

v = dI* + r*(1)dQ?, 1 > 0. (1.11)
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

Aunque la integral en (1.10) puede expresarse en términos de funciones
elementales, para nuestro objetivo, es suficiente el comportamiento de I(r)

en el limite cuando r — 2m. De (1.10) obtenemos:

Invirtiendo esta relacion, obtenemos:
2m
r(l) ~ =2m

i () o) ] e wa

entonces (1.11), toma la forma:

v =dI* + (2m)?

1+<%> +O<%>} dQ*, 1 € [0,¢), (1.14)

implicando que 7 se extiende hasta incluso en [ = 0. Aunque esta con-

clusion es valida para ‘la parte’ de las hipersuperficies espaciales t =cte que se
encuentra en la regién I, el mismo andlisis es valido para ‘la parte’ de t =cte
que se encuentra en la regién V. Si introducimos de nuevo la coordenada I,

pero ahora via:

di(r) _ <1 ~ 2_m>”2, s 2m. (1.15)
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Un anélisis similar al anterior, lleva a
2m
r(l) =

i (-5) +0(a) | 4 Ceminm

en este caso (1.11), se lee como:

1\? 1\
1+(%) +0<%>

Por otro lado, las componentes de la segunda forma fundamental K;;(1)

2

v =dl*> + (2m)? dQ* 1 € (—¢0]. (1.17)

de las 2-esferas [ = cte embebidas en t =cte, debido a la simetria esférica,

tienen la forma -véase pagina 3, convenciones-:

Kij(z):%f((zm, K= =28 e e (1.18)

en donde 4;; son las componente, de la 2-métrica inducida sobre [ =cte.
Evaluando K;;(1), paral € (—¢,€) y apelando (1.13,1.16) vemos las K;;(()
son continuas en [ = 0. Esto implica que las ‘partes’ sobre ¢t =cte hipersu-
perficies que estan en la region I y en la region IV, se unen suavemente a
lo largo de la 2-esfera de bifurcacion r = 2m. Recordemos que la esfera de
bifurcacién r = 2m, es definida como la interseccion de los dos horizontes de
eventos -véase figura (1.1)-. El campo vectorial de Killing temporal { = %

en las regiones I y IV tiene la propiedad ser cero en la esfera de bifurcacion

r=2m.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

Un entendimiento méas completo de la geometria de las ¢t =cte hipersuperficies
espaciales, viene a través del empleo de las coordenadas isotrépicas (¢, p, 6, ¢)

donde -para una introduccién a estas coordenadas véase [3]-:

r(p) = (H%) p, p € (%,oo), (1.19)

(1.20)

mientras que p(r) estd dado por:

p(r) = %[(r —m) £\/r(r—2m)], r>2m, (1.21)

en donde elegimos el signo ‘+’ para la ‘parte’ de las hipersuperficies espaciales

4

t =cte que se encuentra en la regién I, y el signo -’ para la ‘parte’ que se

encuentra en la region IV. Con esta elecciéon notamos que:

r m 2m
li = lim - |1 - — 1——| = 1.22
Jim p(r) = lim o { b ; ] > (1.22)
. . m 2m
lim p(r) = lim = [1 —— —/1- —] =0, (1.23)
r—00 r—00 9 r r

mientras que para ambos signos se tiene lim, o, p(r) = . Sin importar

la eleccion del signo la métrica dada por (1.4) toma la forma [3]:

2
1-£ !
g=— 200 dt® + (1 + ) [dp? + p*dQ?], (1.24)
1+ 2
m m
,06(5, )U(Euo)a
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y la 3-métrica inducida vy sobre t =cte esta dada por:

4
m m m
=14+ —| [dp*+ p?dD? — — 1.2
v <+2p>[,0+p J,p 6(2,00)U(2,0), (1.25)

m

Debido a que 7 es regular en p = &, extendemos el rango de p al intervalo

2
(0,00). Con esta extensién el area A(p) de las superficies p =cte es:

A(p) = 4mp? (1 + ;n_p) , p€(0,00). (1.26)

De esta expresién se ve que:

dA(p) _ m(2p+m)*(2p = m)

dp 2 P>

(1.27)

ello implica que A(p) tiene un punto critico en p = %. Evaluando la

segunda derivada de A(p) en dicho punto se sigue:

d*A(p)

| ™ (2p +m)*(4p* + 3m* — 4pm)
dp?

2 pt

SE

|m =647 >0,  (1.28)

entonces A(p) posee un minimo global en p = %, debido a que:

lim A(p) = oo, lim A(p) = oo, (1.29)

p—0 pP—00

Ademas de (1.25) se ve que en limite p — o0, v es asintéticamente euclid-

iana?, y esta propiedad es valida también en el limite p — 0, lo cual podemos
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

p infinito

2—esfera minima €n 2M,P=M/2

P=0

Figura 1.2: Esta imagen es un esquema de la estructura de la superficie
¥ = IR x S?. La garganta esta denotada por p = % v las regiones asintoéticas

conp=o0yp=0.

ver a través del cambio de coordenada 7 = %.

El andlisis anterior muestra que las t =cte hipersuperficies espaciales, a
través de la esfera de bifurcacion poseen una estructura geométrica intere-
sante. Primeramente, debido a la invariancia traslacional, a lo largo de las
orbitas del vector de Killing temporal, la geometria intrinseca y extrinseca de
cada una de estas hipersuperficies es invariante. Por tanto es suficiente res-
tringir nuestra atencién sobre una de estas hipersuperficies, sea t = 0, la cual
denotaremos como X.. Tal hipersuperficie tiene dos regiones asintéticamente
euclidianas, que poseen masa ADM finita mapy = m. Las dos regiones
asintéticas estan conectadas a través de una garganta, la cual es la 2-esfera
de bifurcacién r = 2m. En particular el drea A(p) de las 2-esferas p =cte,

satisface:

2M4s adelante definiremos precisamente a que nos referimos con: ‘la hipersuperficie

embebida en el espaciotiempo (M, g) es asintéticamente Euclidiana’.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

d*A(p)
dp?

|z >0,

como lo ilustra la figura (1.2). Aun ¥ es conexa, de la figura (1.1) se
aprecia que un observador colocado en la regién I no puede viajar via la
garganta hacia la region I'V y viceversa. Debido a la presencia de las regiones
ITy I enlafigura (1.1) tal viaje no puede ser posible. Recordemos que las
regiones I1 y I11 corresponden al agujero negro y al agujero blanco para los
observadores en la regién 1. Por la orientacién del campo de Killing temporal
&= % ocurre lo opuesto para observadores colocados en la region IV, asi la
region I11 corresponde al agujero negro mientras que la regiéon /1 al agujero
blanco.

En la literatura frecuentemente (M ,g) es llamado agujero de gusano ‘no
transitable’, debido a la topologia de ¥ = IR x S? y la presencia de las
regiones [ y IV, las cuales que son asintéticamente planas. El termino ‘no
transitable’ se refiere a la propiedad de que en (M ,8), los observadores fisicos
no pueden viajar de la region I a la region 111, asi como los observadores de

la region III no puedan entrar a la regién I.

Las conclusiones de esta seccion se han derivado de la estructura causal del
espaciotiempo (M ,8) de Schwarzschild, en donde recordamos que g es Ricci-
flat, es decir, R;..;(g) = 0. Sin embargo este andlisis lleva a preguntarse si
existen espaciotiempos (M, g) con g solucién de las ecuaciones Einstein, que
en contraste con (M , &) sean ‘transitables’. La condicién necesaria para que

tales viajes sean posibles es que (M, g) no posea las regiones que representan

17



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

agujeros negros, y esto ocurre cuando (M, g) es globalmente estatico.

Motivados por las propiedades de la hipersuperficie espacial 2 , decimos que
(M, g) representa un agujero de gusano ‘transitable’; estético y esférico, si

(M, g) satisface las siguientes condiciones:

e (M,g) es globalmente estdtico, y esféricamente simétrico.

e (Cada hipersuperficie espacial ortogonal al vector de Killing temporal es
topolégicamente IR x S?, cuyas regiones asintdticas son asintéticamente

euclidianas.

e Existe una garganta de area finita que conecta a estas dos regiones

asintoticas.
e (M,g) es libre de singularidades de curvatura.
Asumimos por el momento que tales (M, g) existen. Primeramente estatici-

dad implica que existan coordenadas (t,z', 2% z*), en donde g y el campo

vectorial de Killing estatico £, toman la forma:

g = —2®E %) g2 4 vij(z, 2% 2?)da'd?, i =1,2,3, (1.30)
E=—. (1.31)
Por otro lado, la simetria esférica permite elegir coordenadas locales sobre
las t =cte hipersuperficies espaciales, tal que -véase [1]-:

18



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

g = —e*Mdt? + f(r)dr® + g(r)(df* + sin® 0d¢p?). (1.32)

La presencia de la garganta da la posibilidad de introducir una coordenada
privilegiada, la cual es la coordenada [ que aparece en (1.11). Por definicién
la garganta es una 2-esfera con el area finita embebida en las hipersuperficies
espaciales t = cte. Utilizando esta 2-esfera introducimos las coordenadas
gaussianas a través del siguiente procedimiento -para una introduccion a

estas coordenadas véase [1]-.

Sean (0, ¢) las coordenadas estdndares sobre la 2-esfera unitaria (S%,4), y sea
n el campo normal a (S%4). Para cada punto A en (S?,4), consideremos la
geodésica espacial que pasa a través de A y tal que n|4 es su vector tangente.
Introducimos | como la longitud propia a lo largo de tal la geodésica con
[ =0en A,y transportamos las coordenadas (6, ¢) que cubren una vecindad
abierta de A a lo largo de tal geodésica. De esta manera, se define una carta
coordenada local (I,0,¢) que cubre una vecindad abierta de la garganta.

Respecto a esta carta, la métrica g toma la forma:

g = -0 1 di> + r2(1)dD2, | € (—e¢,¢), (1.33)

en donde [ representa la longitud propia a lo largo de las geodésicas es-
paciales ortogonales a la garganta. Fijamos [ de tal manera que [ = 0 corre-
sponde a la garganta, y demandando que el campo vectorial coordenado %

sea unitario. Con respecto a estas coordenadas el drea A(l) de las 2-esferas

19



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

| =cte es A(l) = 47r?(1), | € (—¢,€), y el requerimiento que [ = 0 represente

la garganta demanda que (1) satisfaga:

dr(1)
dl

d*r (1)
dl?

7"(0) > 0, |0 =0, ‘0 > 0, (134)

mientras la estaticidad implica que la magnitude del vector de Killing

temporal ¢ satisface:

0 0

9 9.
prr e

g(&, &) = sl

Regularidad de curvatura se requiere que el factor de corrimiento ®(1)
sea suave V [ € (—¢,€). Esta carta coordenada local (,1,0, ¢) serd muy til
al discutir la existencia, la construccion y las propiedades de espaciotiempos

que representen agujeros de gusano.

En los capitulos siguientes veremos que las ecuaciones de Einstein y restric-
ciones sobre la estructura del tensor de energia momento permiten extender
esta carta local a una carta global que cubre a (M,g), el cual representa
un agujero de gusano ‘transitable’. Pero antes de entrar a aspectos técnicos

discutiremos como se ha dado la evolucin del concepto del agujero de gusano.

1.3 La Historia de los agujeros de gusano

Como es bien conocido, desde el punto de vista de la relatividad general,

la gravitacién se manifiesta como la curvatura del espaciotiempo (M, g). En

20



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS AGUJEROS DE GUSANO

esta torfa las ecuaciones de Einstein son G(g) = kT, y relacionan la curvatura
del espaciotiempo con la distrubucion de la materia a través del tensor de
energia momento 7T'. No es la finalidad en esta seccion discutir el significado
fisico y matematico de las ecuaciones de Einstein, ni tampoco sus consecuen-
cias y predicciones -para esto véasen los libros [1, 2, 3, 4])-. Recordaremos
solo que desde el punto de vista de la gravitacion relativista, la topologia de
la variedad M y la métrica g no son especificadas a priori, ambas son deter-
minadas de una manera autoconsistente con la dinamica de las ecuaciones de
Einstein. Es conveniente resaltar que la primera solucién de estas ecuaciones
es la famosa solucion de Schwarzschild, la cual hemos discutido brevemente,

posee una topologia no trivial, es decir, M = IR?* x S2.

En 1973, H. Ellis [5] encontré un espaciotiempo (M, g), el cual podemos decir
fue el primer agujero de gusano de acuerdo con nuestra terminologia. El noto
que tal espaciotiempo poseia propiedades peculiares y lo nombro drain-hole
3. El préximo avance en la teorfa de agujeros de gusano tuvo lugar en 1988,
con el trabajo de Morris y Thorne [6]. Este trabajo es considerado clasico
para el estudio de tales espaciotiempos. La motivacién de Morris y Thorne
fue una novela de ciencia ficcién , y el deseo de introducir a los estudiantes de
nivel licenciatura a los fundamentos de la relatividad general. Podemos decir
que en [6] se fund¢ la teoria de los agujeros de gusano. Su trabajo ayudo a

comprender que la presencia de la garganta necesita materia cuyo tensor de

3Como veremos més adelante el agujero de gusano descrito en [5], es soportado por

K-esencia sin masa.
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energia momento viola la condiciéon de energia nula. En la terminologia de
[6], este material fue referido como materia exético. El auge de la toeria de los
agujeros de gusano se dié con el descubrimiento de la expansién acelerada del
universo[7, 8, 9]. Esta expansién sugiere que quiza el universo es dominado
por la energia oscura o la energia fantasma, términos que implican que el
tensor de energia momento asociado al material césmico viola la condicion

de energia fuerte o posiblemente la nula.

Aunque no existen observaciones directas que soporten la existencia de la
materia exdtica, de la energia oscura o la energia fantasma, los relativistas
comenzaron a estudiar la dinamica de las ecuaciones de Einstein asumiendo
que el tensor de energia momento viola las condiciones clasicas de la energia.
En particular mucho trabajo cientifico tenia como enfoque las propiedades de
los agujeros de gusano, parte de esta actividad de investigacion estd reflejada
en el libro de Visser [14] publicado en 1995. Para un panorama de los avances

recientes - véase [10, 11]-.

A pesar de que hemos visto en la seccién anterior que la garganta de un
agujero de gusano desempena un papel importante, la mayoria de los espaci-
otiempos (M, g) que representan agujeros de gusano estaticos y esféricos han
sido derivados a través del formalismo desarrollado en [6]. En los capitulos

proximos discutimos una nueva manera de construir tales espaciotiempos.
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Capitulo 2

Las ecuaciones de Einstein y los

agujeros de gusano

2.1 Las ecuaciones de Einstein y la conser-

vacion del tensor de energia momento

En este capitulo empezamos ha estudiar la estructura de espaciotiempos
(M,g) los cuales representa a los agujeros de gusano' Primeramente, en-
focamos nuestro esfuerzo a un analisis de la geometria y la estructura del
tensor de energia momento, alrededor de la garganta. Como hemos visto en
el primer capitulo, un (M, g) que representa a un agujero de gusano, existe

una carta local (¢,1,6, ¢) la cual cubre una vecindad abierta de la garganta,

'En lo sucesivo utilizaremos al término el agujero de gusano en lugar del agujero de

gusano transitable.

23
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donde g toma la forma:

g = —eDa? + di* + r*(1)dQ%1 € (—e,e¢), (2.1)

con e2*®D £ 0, [ € (—¢¢), mientras la regularidad de la curvatura

demanda (¢(1),7(1)) sean suaves y ademds r(l) debe satisfacer:

dr(1)
dl

d*r (1)

r(0) > 0, I

|0:07

‘0 > 07 (22>
implicando que [ = 0 denote a la garganta.

En esta seccion estudiaremos las restricciones que imponen las ecuaciones
de Einstein sobre ®(l) y r(1), y la estructura del tensor de energia momento

T

w» €l cual soporta a tal agujero de gusano. Logicamente para analizar tal

problema se deberfa especificar la naturaleza de T}, y luego investigar si
existen las métricas g que satisfacen G, = kT w Y ademads las propiedades
(2.1,2.2). En esta parte inicial del problema, nosotros nos desviamos de este
procedimiento. Debido a que no tenemos conocimiento del tipo de materia
que puede soportar a un agujero de gusano atacaremos el problema de un

angulo distinto.

Asumimos que con respecto al marco de referencia ortonormal:

1 0

0 d 1
_ o9 _0 1 9
nee X Y r(l)sinf 0¢’

ot’ ol ROE

(2.3)

gl
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el cual es portado por los observadores de Killing, consecuentemente las

componentes de 7, toman la forma:

T = p(l)Puyu, + PL() X, X, + B()Y,Y, + Ps(1)Z,Z,. (2.4)

pr =

Esta descomposicién implica que los observadores de Killing midan p(1)c?
como la densidad de energia, P;(l) como la presion radial , y Pi(1), Py(()
como las presiones tangenciales. Con respecto a (2.1), las componentes co-

ordenadas del tensor de Einstein G, distintas de cero son:

ot r2(1) di dl
00 [ 1 (dr()ad()  dr(])
Goo=Cl5g 590 =70 {@ ( aa o ae )" (2.7)
Po(l) (d@(l))z}
di dl ’
Gop = G(%, (%5) = r2(l)sin? 0 {% (d?;l(ll) digl) + d;}g”) +(2.8)

P2o(l)  (dd()\?
e +< dl >}

Entonces las ecuaciones de Einstein, G, = k), demandan:

! (gra)d LU (d;(l”) ) — holl)e, (2.9)
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DE GUSANO
r;(l) (2r(l)di‘l—(ll>%§l> —1+ (did—(ll)f) = kPi(1), (2.10)
(202 £0) 250 () s
(A ) () o e

Nétese que las dos ultimas ecuaciones demandan Py(I) = Ps(l). Pero tal
restriccién viene naturalmente de la conservacién del tensor de energia mo-

mento, es decir,

vV, T" =0, v =0,1,2,3. (2.13)

Una manera de ver el contenido de esta ecuacién es proyectar (2.13) a lo

largo de u:

w,V, " =0, p,v=0,1,2,3, (2.14)

y en direcciones ortogonales a u, esto es:

oV, T =0, (2.15)

en donde hY, = ! +uru, es el tensor proyector, el cual satisface hfu, = 0,

y hih{ = &¢. La ecuacién (2.14) es equivalente a:

Vo (THu,) — T*'V u, = 0,
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y utilizando 7}, dado por (2.4) se sigue:

0=V, [—p(l)Pu"] — [p(l)Pu'u” + P() X" XY + PY'Y" + Py Z" 7"V u,,
= —u"V,(pc*) — pc*0x — p(l)Puta, — P() X" X"V, u, — PB,Y"Y"V,u,
— Py 2" 7V,

en donde 6 = V,u” es la expansion de la congruencia temporal de lineas
del universo asociada al campo de Killing y a* = u*V,u’ las componentes

de la 4-acelaracion de tal congruencia. Por la estaticidad:

1 0 1 0
— v _ (S auP) = (D)2 tSpy
O = V,u” = = 8W(\/ gut) = 0,2(]) v (e?Yre(l)u'd)) =0,
)
a’ = u'Vyu = aa—gl)él"
u’V,pc® = ¥§“V (pc*) =0
PO g T
Por otro lado:
Vou, = eé(l)g(l) 5tol (2.16)
dl !
se ve facilmente,
XtX"Vou, =Y"Y'Vou, = 242"V u, = 0. (2.17)
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Tomando en cuenta estas relationes y la identidad

o 02(D)
‘1’<l>%5;‘5l —0

se sigue que (2.14) es idénticamente satisfecha.

Mmoo 7P 2
u'a, = guta” = g,e

Consideramos en seguida la ecuacion (2.15), la cual reescribimos como:

Vo (T"hS) = TV 0 = Vu(ThS) — TV, (uu,)  (2.18)

= VZ,(T”“hZ) - T""u’Vyu, —T"u,V,u’ = 0.

Sustituyendo la forma de 7}, via (2.4), y tomando en cuenta hju* =0

obtenemos:

VIP()XTXY + Po(l)YOYY + P3Z° 7
—lp()uta, + P () X" XYV u, + Po()Y YN u, + Py(1) 2" 2"V yu,)u”
+p(l)c*a” = 0.

Como una consecuencia de que u*a, = 0y (2.17), la expresion previa se

reduce a:

VL [PL()XTXY + P()YY + Py2°27) + p(l)c2a” = 0. (2.19)

Desarrollando el primer término de lado izquierdo se llega a:

XXV, P(l) + YY"V, Py(l) + Z2° 2V, Py(1)
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+P()XYV, X7 + P()Y'V,Y + Py(1) 2"V, Z°

FPXV, XY 4+ PBY VY + Py(1)2°V, 2" + p(D)?a® = 0. (2.20)

Por la simetria esférica y las propiedades de los campos X,Y y Z se tiene:

YUV, Py(l) = 2V, Py(l) = X'V, X7 =V, 2" =0,

entonces (2.20) se simplifica a la forma:

XXV, P(1) + P()Y"V,Y° + Ps(1) 2"V, Z°
+P XV, X"+ PYV,Y" + p(l)c*a” = 0.

Tomando en cuenta que:

0 1 dr(l)
0w e~ W o g o 1 57, (221
@7 =WV = o YOV r(ly dl " (2.21)
1 dr(l) cot 6
v 70 — _ g __ (50 2.22
2"V r()sing dl ' 2sinf r2(l) " (222)
l t 0
vxv = @0 2 dr(l) oy (2.23)

ey a7 2r(l)’

la ecuacién (2.15) se reduce a:

l 2 dr(l)  dd()\ dP(l)  Py(l)dr() (1)
0 [Pl(l) (@ a >+ a o a POy

o| D) RO _ _
+00 [—me 4 tanﬁ} —0, u=1,6,0. (2.24)
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De esta ecuacion si tomamos una vez p = 6 y luego u = [ obtenemos:

Py(1) = Ps(1), (2.25)
dP (1) de 2 dr(l)
= l Py(1 — Py(l) — Pi(1)). (2.26
las cuales son el contenido de V, T = 0.
En lo sucesivo es conveniente introducir la tensién 7(1) via 7(1) = —Py(1),

asi T}, descrito en (2.4) toma la forma:
T = p()Puu, —7()X,X, + P)Y.Y, + Z,2,). (2.27)

Con este andlisis las ecuaciones de Einstein y la conservacién del tensor

de eneria momento toman la forma:

= (p(D = 7)) —~ = o (2.28)

— (2 <z>d2dl§l) . (%”) ) “hE (229)

( >_1+(d3<ll>> ) b, (230)
1 L Pr)) |, e
m) dl g )+ g

( ) kP(1). (2.31)
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La ecuacion (2.28) representa una generalizacién de la ecuacién de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff (TOV); es decir, la condicién necesaria para que el
agujero de gusano se encuentre en equilibrio hidrostatico [1, 4]. Si asumimos

Pi(l) = Py(I) = P3(I) = P(l), entonces (2.4) toma la forma:

T, = p(l)Pu,uv + P()[X, X, +Y,Y, + Z2,7,] (2.32)

= p(1)c*uyuy + P (g + wu) = [p(1)® + P(D)]uyty, + P(1) g,

que corresponde a un “fluido perfecto”, que posee presiones isétropicas,

mientras (2.28) se reduce a:

PO — (e + Py (2.33)

que es en realidad la ecuacién TOV como veremos mas precisamente en

la seccién (2.4).

El sistema de ecuaciones (2.28-2.31) parece complicado pero a través de una

redefinicién de las variables independientes, su estructura serda mas clara.

2.2 La formulacién del problema de valores
iniciales
Introducimos nuevas variables A(l), K(I) definidas por:
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Al) = %55)’ (2.34)
K(l) = %dz(ll), (2.35)

en donde, como hemos visto en el primer cépitulo, K(I) es la curvatura
extrinseca de las | =cte, 2-esferas embebidas en las hipersuperficies espaciales
t =cte. Con la ayuda de estas nuevas variables, el sistema (2.28-2.31) toma

la forma:

dK(l) 3 _, r 2
= ZK (1) + ?"Q_(Z) = kp(l)c”, (2.36)
K@A@—”%U+EK%U:—%V% (2.37)
%K(Z)A(l) %d‘f;(l) B 4(1) + dg;” + A1) = kP(),  (2.38)
dg(ll) — (o) — r()AQ) — (r(1) + P()E(Q). (2:39)

P~ 2a) + s~ o), (2.0
I LA + o) e+ 0 e
+iP(D), (2.41)
T _ (e~ a)AQ) ~ (7(0) + PO W), (2.2
1K) B
r2(1) + 4 + kr(l) + A(D)K(1) =0 (2.43)
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Eliminamos el término A (1)K (1) de (2.41) con ayuda de (2.43), la ecuacién

(2.41) toma la forma:

%ﬁ” = —K(OA() = A*(1) + %[ﬂ(l)CQ — (1) + 2P(1))], (2.44)

Entonces a través de las variable (A(l), K (1)), el sistema (2.28-2.31) se

reduce a:

d:l(ll) _ % Ky (2.45)
T = IR0+ i~ el (2.46)
%5) = —K()A(l) — A*() + %[,O(l)CQ —7(l)+2P()], (247)
d;(zl) = (p(1)c* = T(1))A() = (r()) + P(1) K (D), (2.48)
_TZL(Z) + Kz(l) +kr(l) + A K (1) = 0. (2.49)

La tultima ecuacién es una constriccién algebraica, y esperamos que esta
constriccién se preserve bajo la‘evolucién’ generada por (2.45-2.48). Para

investigar esto, sea la funcion:

1 K*(1)
r2(1) 4

+ ADK (1) + k7 (D), (2.50)

donde (r(1), K(1), A(l), 7(1)) una solucién no singular de (2.45-2.48). Con-

sideremos:
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LU (%K(Z) 4 A(l))d]jl—l(l) 4 K(l)% + kd;(ll),

y substituimos %l(l), % y d;—gl) a través de las ecuaciones (2.46-2.48) obten-

€Imos:

la cual se reduce a:

%(l) = —F(O[K() + A(l)] - @F(z) - —F(l)[gK(l) +AD)]-

De la linealidad se sigue que si F(ly) = 0 entonces F'(l) = 0, V [, impli-
cando que (2.49) estd preservada. Esta propiedad de la constriccién (2.49)
serd muy util mas adelante, y referimos (2.49) como la constriccién Hamil-

toniana.

Estamos interesados en soluciones de (2.45-2.49), que puedan emplearse para
construir agujeros de gusano, cuya garganta tiene el drea A(0) = 47r%(0) >

0. Por el hecho que el area A(l) de las 2-esferas [ =cte es A(l) = 47r?(1), al

2De aqui en adelante, cualquier funcién f(I) evaluada en [ = 0, sera denotada por f(0),

por ejemplo A(l =0) = A(0), r(l =0) =r(0), etc.
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combinar este resultado con la definicion de la traza de la curvatura extrinseca

dr(l
K(l) = % d(l), resulta:

dA(l)
dl

dr(l)
dl

lo = 8mr(l)—=lo = AWK (D)o, (2.51)

entonces si demandamos %l(l)b = 0, combinando con A(0) # 0, con-

cluimos que:

K(0) =0. (2.52)
Por otro lado tenemos:
d>A(l) B dK (1) dA(l)
o= 1A == + K==, (2.53)

y al reemplazar %ﬂ via (2.46) y M‘?ﬂﬂ via (2.51), obtenemos:

A1)

o = [P K@) + 4t — kDo) o (2.54)
El requisito d2£2(l) lo > 0 se cumple sujeto a:

[1— kr2(0)p(0)c?] > 0. (2.55)

y esta desigualdad sera util mas adelante. Por otro lado, si evaluamos la

constriccién (2.49) sobre la garganta tenemos:
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7’210) i (0) = 0 = hr(0) = —

>0, (2.56)

que relaciona 7(0) con el tamano de la garganta, y ademés implica 7(0) >

0. Combinando (2.56) con (2.55) obtenemos:

(7(0) = p(0)c?) > 0. (2.57)

Esta desigualdad posee restricciones fuertes sobre la naturaleza de materi-
ales capaces de soportar la garganta de un agujero de gusano. Es interesante
notar que la presencia de la garganta no impone ninguna restricciéon sobre

A(0) = Ay, més adelante discutiremos su significado fisico.

En resumen, (2.1,2.2) y las ecuaciones de Einstein combinadas con el tensor
de energia momento (2.4), nos llevan a un “problema de valores iniciales”?

-PVI, de aqui en adelante-:

dr(l)  r(l)K(l)

S (2.58)
dK() 3, L
- _ZK () + 20 kp(l)c, (2.59)

3El uso de las comillas es necesario, pues el sistema (2.58,2.64) contiene 6-incégnitas,
es decir, (1), K(1), A(1),7(1), p(1)c?, P(l): cuatro ecuaciones dindmicas y una restriccién.
Entonces no constituye estrictamente un PVI en el sentido matematico. Mas adelante

tratamos este problema.
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dA(l) 1 1., 1 KXl

— = g KOAD + Skp(l)e” — et A2(1)
+EP(1), (2.60)
d:i(zl) = (p(1)e* = (1)) A1) = (v(1) + P(D) K (1), (2.61)
1 KX)o B
() Ty T kr(l) + A K (1) =0, (2.62)
_ (AN o) - _ 1
r(0) = ( - > . K(0) =0, A(0) = Ay, 7(0) ) (2.63)
7(0) — p(0)c* > 0, (2.64)

Antes de empezar el estudio de este PVI, primero discutiremos las impli-

caciones fisicas de la desigualdad (2.64).

2.3 Las condiciones de la energia y la exis-
tencia de la garganta

En la seccién previa hemos visto que en la garganta la tension 7(0) y la
densidad p(0)c? satisfacen 7(0) > 0 y ademas 7(0) — p(0)c* > 0. Esta de-
sigualdad nos dice que cualquier tipo de materia que sea capaz de soportar a
la garganta, debe tener la tensién mayor a la densidad de energia, al menos
con respecto a los observadores de Killing. Normalmente en los materiales
que se construyen en laboratorios terrestres, la densidad de energia dom-

ina presiones principales. Para ver las consecuencias de 7(0) — p(0)c* > 0
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serd util recordar que en la teoria de la relatividad general, el tensor de en-
ergfa momento 7, asociado a alguna distribucion de materia o algin campo,

primeramente satisface:

Ty = Ty, VT = 0. (2.65)

pero se imponen restricciones adicionales, referidas como condiciones de la
energfa® -para una discusién mds rigurosa de las condiciones de energia y
sus implicaciones dentro de la relatividad general véase [1, 2]- . Por ejemplo
en el contexto de fisica clasica es aceptable que la densidad de energia de
la materia, medida por observadores con 4-velocidad u, sea no negativa en

cualquier evento,

Tutu” >0, glu,u)=—1 (2.66)

y esta suposicién es conocida como la condicion de la energia débil. Otra

condicién de energia que es ampliamente aceptada es la condicién de energia

4Para formular tales condiciones asumimos un espaciotiempo (M, g) orientable en el
tiempo, en donde es definida alguna distribucién de material cuyo tensor de energia mo-
mento con respecto a un sistema de coordenadas tiene las componentes T},,. Las condi-
ciones de energia son condiciones locales que restringen a 7),, para cada evento p € M.
Para algtin evento p y cada vector temporal futuro dirigido u podemos elegir una triada
de vectores espaciales {X(;} ¢ = 1,2,3, tal que, g(u,u) = —1, 9(X), X(jy) = duy),
g(u, X(;)) = 0. Tal representacién de las componentes de g serd ttil al investigar si un

tensor T}, cumple las condiciones de energfa.
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fuerte. Si T es la traza de 7, la condicién fuerte demanda que para cada

vector temporal unitario u:

T,

1
it 4 ET >0, g(uu)=-1. (2.67)

Finalmente si la condicién (2.66) es valida incluso en el limite cuando u

es nulo, esto es,

T,8"¢" >0, g(§,§) =0 (2.68)
decimos que T}, satisface la condicién de energia nula’.

Investigamos en seguida si el tensor:
T, = p()Pupu, — 7() X, X, + P()(Y,Y, + Z,2,), 1 € (—¢€,€)

que posee las propiedades 7(0) > 0, y 7(0) — p(0)c* > 0 satisface la
condicién de energia débil o la nula. Por eso consideremos un observador con

4-vector de velocidad 11, en algun evento, colocada en [ =0

(2.69)

ﬁ:

1 v
B g

50tra condicién de energia importante es referida como la condicién de la energfa

dominante. Tal condicién afirma, para cada vector temporal futuro dirigido u, es el vector

JH = —THy, deberd ser un vector temporal o nulo, futuro dirigido.
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donde v denota la 3-velocidad de este observador respecto a los obser-
vadores de Killing. La densidad de energia de la materia medida por tal

observador es:

T, 070 | 1—g = — + 7(0). (2.70)

02

c2
El lado derecho de esta ecuacién puede ser negativo en el limite Z—i — 1,
debido a (7(0) — p(0)c?) > 0y 7(0) > 0, concluimos que existen observadores

para los cuales:

T, 00" | < 0. (2.71)

implicando que T, dado por (2.27) viole la condicién de energia débil
sobre la garganta y por continuidad se viola tal condicién, por lo menos en

una vecindad abierta de la garganta.

Ahora veamos si T, dado por (2.27) satisface la condicién de energfa nula.

Consideremos los vectores nulos:

~ 0 0 ~ A
I, = ie‘q’& + 50 g(l,1) =0 (2.72)

y evaluamos:

Tl = —(r(0) — p(0)¢) <0, (2.73)
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implicando que 7},, definido en (2.27) viola la condicién de energia nula
en la garganta.

La materia cuyo tensor de energia momento viola la condicién de energia
nula es referida en lo sucesivo como ‘materia exética’. Entonces el andlisis de
este capitulo llegamos a una conclusiéon importante. No cualquier material
es capaz de soportar la garganta de un agujero de gusano. El material debe

ser exotico al menos en una vecindad de la garganta.

Pero tal conclusion nos lleva a preguntar: ; Existen materiales o configu-
raciones fisicas que representan materia exotica? ;Hay evidencias astrofisicas
y cosmoldgicas que soportan la existencia de material exdtica?

Como hemos mencionado en la seccién de introducccion, el estudio de
los agujeros de gusano, toma auge después del descubrimiento de la ex-
pansion acelerada del universo. Recordamos para una métrica g de Friedman-

Robertson-Walker:

g = —dt* + d*(t), (2.74)

donde v la métrica Riemanniana de curvatura constante en IR*, S% y H3,
el espacio hiperbdlico, las ecuaciones de Einstein demandan que el factor de

escala a(t) satisfaga:

d*a(t)
dt?

= —4nGa(t)(pc® + 3P), (2.75)

en donde, (pc?, P) es la densidad y la presién isotrépica medidas por los
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observadores que ven la expansion homogénea e isétropica.

Observaciones después de 1995 sugieren que el universo se encuentra en ex-
pansién acelerada [7, 8], es decir, d(t) > 0. Las consecuencias de esta ex-
pansién han sido investigadas intensamente y es dificil presentar una revisién
de todo este trabajo. Sin embargo tal expansion es facilmente incorporada
en la relatividad general, comprendiendo que el tensor de energia momento,
que describe el contenido del universo en épocas recientes viola la condicién
fuerte. Para un tensor de energia momento 7}, cuyas componentes con re-
specto a los observadores que se mueven de manera conjunta con la expansion

cosmoldgica tienen la forma:

0 0
T = (pc + Py + Pgu, w=ul's 0= o (2.76)

Evaluando

1
T ulu” + 5T = pc® + 3P (2.77)

entonces la desigualdad (pc® + 3P) < 0 acoplada con (2.75) es suficiente
para implicar que a(t) > 0. Pero la restricciéon pc? + 3P < 0 implica que el
tensor T}, que representa el material cdsmico viola la condicién de energfa

fuerte.

En cosmologia frecuentemente se impone una ‘ecuacién de estado’ -EDE- de

P

la forma w = o Nétese que Py pc? son la presién isotrépica y la densidad
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de energia medida por los observadores co-moviéndose con la expansién. La

suposicién que la EDE para la materia cdsmica satisface

P 1
w=— < —-=>pc’ +3P <0, (2.78)
pe? 3

corresponde al material que representa la energia oscura.

Por otro lado observaciones maés recientes de la radiacién césmica de mi-
croondas, lentes gravitacional y supernovas [7] favorecen a la materia cuya

EDE es

P

y tal materia es llamada energia fantasma. La posibilidad que el fluido
cdésmico este en un estado de energia fantasma tiene otras consecuencias. De

(2.76) y cada vector nulo [ se obtiene:

T, 001" = (p + P)(1"u,)?. (2.80)

La desigualdad (2.79) acoplada con pc® > 0, implica que el tensor de
energia momento que describe energia fantasma viola la condicion de energia
nula y por tanto la energia fantasma, es el tipo de materia exdtica que es

requerido para soportar un agujero de gusano [6].

Aunque las observaciones cosmoldgicas sugieren la existencia de material

que viola algunas de las condiciones clésicas de la energia a escalas cos-
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molégicas, todavia no se ha llegado a una conclusion definitiva. Nuestra
postura con respecto a la existencia del material exdtico esta de acuerdo
con la presentada en el articulo de Morris y Thorne [6], la cual tomamos

textualmente de su articulo:

It may well be that the fundamental laws of physics forbid exotic material
on the macroscopic scales required for wormholes building; but the authors
know of mo way to prove so and, in fact, would not be extremely surprised
if a quantum-field-theoretic example of such material were found in the near
future. The search for such an example, or an impossibility proof, is an

interesting challenge.

También es interesante ver la evolucién de la actitud de la comunidad cientifica
con respecto a las condiciones de la energfa®. A principios de 1961, una
creencia universal fue que la traza del tensor de energia momento, debia ser
siempre positiva, asi que en un medio con presion isotropica Py densidad de
masa p, la presion nunca podia exceder a un tercio de la densidad de masa,
P< %ch. Sin embargo, en 1961, Zel’dovich [15] dio un ejemplo explicito, en
la teoria de campo cuantico, de un campo que permitia macroscopicamente
una ecuacién de estado con P = pc?. De manera similar, otra creencia en
los sesentas e inicio de los setentas, fue que la materia debia siempre poseer

densidad de energfa y satisfacer |P| < pc?, incluso en las escalas de longitud

microscopica, pero actualmente sea ha realizado que no es el caso.

Los antecedentes histéricos los hemos tomado del articulo de Morris y Thorne|6]
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En seguida discutimos un campo observado en el laboratorio, cuyo tensor
de energia momento 7}, respeta ala condicién de energia débil, pero viola
la condicion fuerte. El campo corresponde al pion de masa m lo denotamos

como d el cual satisface:

(VAV, —m*)® =0, (2.81)

y tiene como tensor de energia momento

1
Tow = Vu®V,® = 26, V7OV, + m*®%g,,. (2.82)

Para cualquier solucién ® de (2.81), un observador con 4-velocidad u ve:

1 1 1
pc? = Tulu” = §(u“vuq>) + +§(X“VH<I>)2 + §m2<1>2 >0, (2.83)

mientras:
1 W, v W, v 1
(T — §gm,T)u =T, utu” + §T = (2.84)
1
= (u'Vud)? + §m2<1>zg(u, u). (2.85)
debido a que g(u,u) = —1, el lado derecho puede ser negativo, impli-

cando que (2.82) viola la condicién fuerte. Aunque el campo pion no puede
considerarse como un campo clasico, debido a que una vez que tomamos las

unidades:
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me
me
sin embargo el modelo es sugestivo. Puede ser un candidato para entender

la energia oscura.

2.4 Modelos de la materia exdtica

A pesar de que hemos visto no hay observaciones que muestren la existencia
de materia exdtica, energia fantasma o energia oscura, a nivel tedrico existen
una cantidad grande de modelos tedricos que describen tal material. Un
modelo popular es la teorfa de K-esencia que fue introducida en [16, 17]. Tal
teoria ha surgido como motivaciones de la teoria de cuerdas e involucra un

campo escalar real ® cuya Lagrangiana tiene la forma

L=K(®)X(VOV,D), (2.86)
implicando que el tensor de energia momento 7}, esta dada por:

oL

T = 5%

VOV, + Lg,,. (2.87)

Dependiendo de la estructura de las funciones K y X puede ser una teoria

altamente no lineal. Para esta seccién consideramos el caso particular

K(®) = —1, X(V"OV,®) = —%VO‘@VQQ
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y por tal eleccién (2.87) se reduce a:

1
T = =V, 0V, 8 + 20,V OV, P (2.88)

A continuacion, veremos que (2.88) viola la condicién de energia débil y
fuerte. Por eso sea que u es un vector temporal unitario dirigido al futuro.

Usando (2.88) se obtiene:

1 .

T ulu” = —5[(u“VM<I>)2 + (X[ V@) (XY, ®)] (2.89)
1

(T — §gWT)u“u” = —(u“Vﬂ®)2 (2.90)

donde en la derivacién de ambas relaciones se ha utilizado

Juv = —UuUy + X(i)MX(j),,(s(i)(j).

Estas relaciones muestran que (2.88) viola las condicione de la energia, la
débil y la fuerte. Tal 7},,, también viola la condicién de energia dominante.
Recordemos que esta condicién requiere que el flujo de energia y momento
J" percibido por un observador de cuatro velocidad u debe ser un vector
temporal o nulo futuro dirigido [1, 2]. Evaluando J* = —T* ,u” and J"J,,,

se encuentra

1 a v i)
= [V 0P + (XE V) (XOV Bt (291)
(V) (XE V,9) | X%,

JrJ, = —i[(u“Vﬂ))Q — (X{)V, @) (X DV, )] (2.92)
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La segunda relacion implica que J* no es un vector espacial, mientras la
primera nos dice que J* no es futuro dirigido, asi que concluimos que (2.88),
viola la condicién dominante de la energia. Finalmente nétese que para algun

vector nulo [,

T, M = —(1"V, @)%,

asi que (2.88), viola también la condicién nula de la energfa. Entonces el
campo escalar ®, cuyo tensor de energia momento 7),, es descrito por (2.88)
modela materia exotica. Mas adelante discutiremos este modelo con mas

detalles”.

2.5 La construccion de Morris-Thorne

Como hemos mencionado en el primer capitulo existe un enorme trabajo so-
bre los agujeros de gusanos y también un gran numero de soluciones conocidas
que representan a los agujeros de gusanos esféricos y asintéticamente planos
por ejemplo -véase [8, 9]-. La mayoria de dichas soluciones han sido con-

struidos a través de una adaptacion de la técnica introducida en el articulo

"Cabe mencionar que para un campo escalar de Klein-Gordon ¢ sin masa, el corre-

spondiente tensor de energia momento 7}, esta dado por:

A ~ ~ 1 ~ N
Tou = V@V @ — 50,V 8V, .

En contraste de (2.88), este tensor de energia momento cumple las condiciones de energia

débil, fuerte, nula y dominante.
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de Morris y Thorne. En esta seccion discutiremos la técnica de Morris y

Thorne, y la comparamos con la nuestra.

Morris y Thorne comenzarén con una métrica g en las coordenadas de
curvatura, la cual representaba ‘la parte superior’ ® del agujero de gusano

estatico y esférico:

dr?

o 20(r) 42
g=—e dt+1_M
(s

+72dQ%, b(rg) = by >0, 7 € (by,00), (2.93)

donde la funcién b(r) es referida como la funcién shape, y ®(r) el factor de
corrimiento en [6]. Como segundo paso, ellos asumierén un tensor de energia
momento 7}, para el cual los observadores de Killing median la densidad
de energfa p(r)c?, la presién radial P, = —7(r) y las presiones tangenciales

Py(r) = Py(r) = P(r), es decir, las componentes de T),, tienen la forma:

T, = p(r)Pu,u, + Po(r) X, X, + P(r)(Y,Y, + Z,2,), (2.94)
en donde
1 0 b(r) 0 10 1 0
- ., X — —_ Y = —— Z = —_—
T e o r or’ r 00’ rsin @ O¢

Para tal 7, las ecuaciones de Einstein en la norma (2.93) son:

8Esta terminologfa es debida al hecho que la carta (2.93), no cubre toda la variedad.

Las componentes de g son singulares en r — by, donde by denota a la garganta.
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%(T) = kpctr?, r e (b, 00), (2.95)
,
de(r) —krP T+ b
dr 2r(r—»b)’ (2.96)
dr(r) ) dd 2(P+r71)
i (pc” — 1) o — (2.97)

Eligiendo a priori ®(r) y b(r) consistentes con asintéticamente plano, regu-

laridad y existencia de la garganta, ellos invierten este sistema, para obtener:

p(r)c? = #dl;(:)? (2.98)
7(r) = # [b(r_r) —2[r — b(T)]dCZY)] (2.99)
Py = e = e - 00 <o) a0

Estas relaciones definen la estructura del tensor de energia momento nece-
sario para soportar la ‘parte superior’ del agujero de gusano. Para completar
el espaciotiempo, la ‘parte superior’ debe ser extendida de tal manera que
sea consistente con las ecuaciones de Einstein, que su topologfa sea IR? x S? y
ademds que el espaciotiempo resultante sea geodesicamente completo. Esta
extension no es la tnica; al comenzar por la ‘parte superior’ se tienen muchas
opciones posibles para elegir la parte ‘inferior del agujero de gusano’. El req-
uisito que las ecuaciones de Einstein estén satisfechas sobre la garganta no
es dificil de conseguir. La extension depende de las caracteristicas que se

deseen para la ‘parte inferior del agujero de gusano’.
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Debido a la relacion entre este formalismo y el nuestro, discutiremos algunos
aspectos del formalismo de Morris y Thorne. Primeramente nos pregunta-

mos: ;Cudndo la métrica g dada en (2.93), se puede extender hasta r = by?

Para entender este problema introducimos la coordenada [ a través de:

ditr) _ 1 e (b, o0) (2.101)

dr \/@’

y pedimos [(by) = 0, la cual asegura que la garganta se encuentra en una

distancia finita. Entonces una condicién necesaria para la extendebilidad es:

rood
lim I(r) = lim / 7rb() —0 (2.102)
bo 1 — 22

T

Por otro lado (2.98) combinada con b(ry) = by se obtiene:

~

b(r) = by + k/T p(r)r?dr’. (2.103)
bo

En el limite r — by:

b(r) = by + kpoc®b2(r — bo) + O(r — by)? (2.104)

la cual implica que:

b(r) r—>b(r) (r—b)(1l— kpoc?b?) + O(r — by)?
r n r n bo —+ (7" — b())
(r—bo)(1— ]%pOCng)

bo

1 —

[1+O0(r — by)]. (2.105)
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Bajo la asuncién que
1 — kpoc®b® > 0, (2.106)
vemos que [ es real y ademas
lim (2.107)

u dr
S
T*)bo/bo /1_1)(_TT2

Ahora bién en [6] demandan que lim,_,, % es acotado, lo cual implica

que via (2.99):

k7(0) = —. (2.108)

Es interesante observar que las restricciones (2.106,2.108) son las mismas

que las dadas en nuestro formalismo.

Nuestra manera de construir los agujeros de gusano es distinta al formal-
ismo realizado por Morris y Thorne. En contraste con lo anterior, nosotros

comenzamos con una norma en donde la g toma la forma:

g=—e20a? + di> + (D%, 1 € (—e€),e>0,
dr(l) d*r(l)

r(0) >0, ¥ 7p

|0:07

o > 0. (2.109)

Como consecuencia de que las componentes coordenadas de g son regu-

lares sobre y alrededor de la garganta, las ecuaciones de Einstein dan origen
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a un sistema regular sobre y alrededor de la garganta. Entonces de nuestra
manera no necesitamos unir el ‘universo superior’ con el ‘universo inferior’ a
través de la garganta. La manera en la que funciona nuestra contruccién la
veremos en el capitulo siguiente. Mas adelante mostramos que el formalismo

en [6] y el nuestro son equivalentes, pero fuera de la garganta.
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Capitulo 3

La existencia global de los

agujeros de gusano

3.1 Acerca de la existencia local de los agu-

jeros de gusano

En esta seccién comenzamos el estudio del PVI que hemos definido en la

seccion (2.2):

dr(l)  r(l)K()

a2

AEW _ 3pegy e Lo

a4 2y P

da(l) 1 1. ., 1 KX
7 = —§K(Z)A(l> + §kp(l)c — 27”2(l) + T
+kP(1),
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d250 = (p)e® =7M)AQ) = (r(1) + P1) K (1), (3.4)
1R B

r2(1) T T k(1) + A K (1) =0, (3.5)

1/2
r(0) = (@> . K(O) =0, A(0) = A, 7(0) = - L 30

7(0) — p(0)c* > 0, (3.7)

en donde de la derivacién en la seccién (2.1,2.4), la variable independi-
ente [ toma sus valores en (—e¢,¢) C IR. Como hemos mencionado! este
es un sistema que contiene més incognitas que ecuaciones y para estudiar
el comportamiento de sus soluciones debemos resolver esta indeterminacién.

Abordaremos este problema de las siguientes maneras:

e Primero estudiaremos este sistema para el caso particular donde (pc?, )
y P seran libres de alguna restriccion. Tal tratamiento en realidad sera
andlogo al realizado por Morris y Thorne en [6]. Como ya hemos dis-
cutido, Morris y Thorne especifican primero los dos grados de libertad
asociados a la métrica g, y después detrminan el tensor de energia mo-
mento requerido para soportar el agujero de gusano. Nosotros debido a
la ausencia de ecuaciones de estado -EDE-, especificamos en primer lu-
gar los dos grados de libertad asociados con la materia exdtica. En este
capitulo se discutird el comportamiento de las soluciones de (3.1-3.4),

y cual de estas soluciones representan a los agujeros de gusano.

Wer comentario en la pagina (8).
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e En el capitulo proximo estudiaremos las soluciones del PVI para el
caso donde (pc?,7) y P estardn sujetas a restricciones referidas como
‘ecuaciones de estado’ -EDE-. Como y porque elegimos ciertas -EDE-

lo discutiremos en el capitulo 4.

e Tercero, en el mismo capitulo 4 estudiaremos las soluciones del PVI
(3.1-3.4), cuando el tensor de energia momento describe una combi-
nacion de K-esencia y un campo real de Klein-Gordon sin masa. En
este caso (pc?,7) y P como veremos seran especificados a través del

campo escalar de K-esencia y Klein Gordon.

Comenzamos abordando la primera situacién, asumiendo que (pc?, 7, P) no
estan sujetas a ninguna restriccion. Para remover la indeterminacion, con-
sideramos (pc?, P) como funciones a priori conocidas. Bajo esta asuncién las
ecuaciones (3.1-3.4) constituyen un PVI para (r(1), K(1), A(l),7(1)), la con-
striccién (3.5), como hemos discutido en la seccion (2.2) si es valida en algin
ly es valida para V [. La desigualdad (3.6), la forzamos eligiendo que 7(0) y
p(0)c? la satisfagan. Para analizar la existencia de soluciones de este PVI, es

conveniente introducimos el vector columna:

en donde T significa transpuesta. A través de esta notacién (3.1-3.4),

pueden ser escritas de la forma compacta:
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dx(l
B _Bx(). 1€ (-e0). (359
A(0)\ 4
x0 = | (42) o0 . (39)
W kEA(0)
donde la funciéon F es definida por:
F:(—¢¢) X [rg,00) x R* — R*: (3.10)
ry 3 1 ~
(laxvya th) — F(lvx>y7 Z,t) = {?7 _192 =+ ; - klo(l)02>
1 1- 1 .
——yz+ =kp(l)? — — — 22+ kP(l), (p(l) — t)z + (t + P(1))y).

2 2 222

El teorema de Picard-Lindeloff, bajo algunas restricciones sobre F, afirma
la existencia local y unicidad de las soluciones de (3.8,3.9). Debido a la rel-
evancia de este teorema en esta seccion y el préximo capitulo discutimos su
contenido en apéndice 3A de este capitulo. Mostramos en el apéndice 3A, si
las funciones libres (pc?, P) son continuas, entonces la funcién F satisface la
condicion de Lipshitz localmente. Aplicando al teorema de Picard-Lindeloff a
(3.8,3.9), concluimos que existe una tinica soluciéon x(1) = (r(1), K (1), A(1), (1))
de clase C! definida en [—a, a] C (—¢,€). Desafortunadamente tal conclusion
no es suficiente para nuestro objetivo. La funcién r(l), la cual aparece en
la métrica g dada por (2.1), debe ser suave, distinta de cero, que posea un
minimo global en | = 0, que sea mondtona creciente en (0, 00) y mondtona
decreciente en (—o0, 0), mientras la suavidad de ® (1) implica que A(l) = %El),

debe ser suave V [ € IR.
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El reto al que nos enfrentamos ahora es averiguar bajo que condiciones so-
bre las funciones libres (pc?, P), las soluciones locales predecidas por el teo-
rema de Picard-Lindeloff, pueden extenderse de tal manera que incorporen
la propiedades requeridas para r(l) y ®(l), y tal andlisis lo presentamos en

la seccién préxima.

3.2 Acerca de la existencia global de los agu-
jeros de gusano esféricos y estaticos

Analizar las propiedades de las soluciones globales de (3.8,3.9), es un prob-
lema de considerable complejidad matemética. Afortunadamente como p(1)c?
y P(l) son conocidas a priori, tal problema es tratable. Primero notamos

que

dr(l) _r(OK(@) o [A(0)
i~ a W=y e e )
dK(l) _ —§K2(l) 4 1 — I%p(l)cQ7 K(0) =0, [ € (—€¢), (3.12)

dl 1 2(1)

constituye un sistema cerrado. Entonces si logramos entender el com-

<

portamiento de sus soluciones para una pc? especificada a priori, una parte

grande del problema serd resuelta. Por otro lado el sistema:

%Z) = S KIOAWD) + 3ho)E — 5 0
O x4 ke, (3.13)
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A(0) = Ag,l € (—e,¢), (3.14)

se determina A(l), debido a que las funciones de lado derecho son cono-
cidas del paso previo y combinado con el hecho que P es a priori especi-
ficada. Como discutiremos méas adelante, el estudio del comportamiento
de las soluciones de (3.13,3.14) es un problema dificil. La manera en la
que evitaremos tal dificultad serd también discutida mas adelante. Una véz
que 7(1), K(1), A(l), P(l), son conocidas de los pasos anteriores, la tensién
7(1) requerida para mantener el equilibrio hidrostatico es determinado por la

solucién del PVI lineal:

O (e - D) - () + POYKQ),  (B15)
1
7(0) = I}:TQ(O)’Z € (—¢,¢).

Entonces considerando la estructura de (3.1-3.7) y la asuncién de que (pc?, A)

son especificadas a priori, nos lleva a estudiar tres PVI.

Comenzamos com el PVI (3.11,3.12), tenemos en mente que pc? es a priori

conocida. Introduciendo una nueva variable z(l) = %, obtenemos la forma
equivalente
O L), 2(0) = —, 1 € (=) (3.16)
= —= = — —€, € .
dl ’ r(0)’ Y
dK(l .
d—l() = —ZKQ(Z) +2%(1) — kp()?, K(0)=0,1 € (—¢€)(3.17)

El teorema de Picard-Lindeloff, se aplicado a este sistema entonces existe una
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solucion local tnica (z(1), K (1)) de clase C*, definida sobre algin [—a, o] C
(—€,€). Antes de entrar al problema de extendebilidad de la solucién, exam-

inaremos algunas propiedades de este sistema.

Primeramente por “inspeccién” se ve que:

z(l) = 2(0), K(I) =0,kp(l)c* = 2*(0), VI € IR,

es una solucién global de (3.16,3.17). Desafortunadamente tal solucién
no nos lleva algo interesante. Facilmente se ve que la métrica resultante no
corresponde a un agujero de gusano, por lo cual descartamos esta solucién

de aqui en adelante.

Por otro lado evaluamos el lado derecho de (3.17) en [ = 0, y obtenemos:

2 1 2 2
la cual implica que cuando
[1 —72(0)kp(0)c?] > 0, (3.19)

cada solucion local (z(l), K(l)) tiene la propiedad que K (I) es estricta-
mente mondtona una vecindad abierta de [ = 0, mientras de (3.16) se sigue

que en esta vecindad z(l) es estrictamente positiva.?

2En realidad el domino en donde K (1) es estrictamente monétona y x(1) es estrictamente

positiva es un subconjunto (—a,a) C [—a, a]. Por simplicidad detonamos a = a.
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En la figura (3.1) damos unos esquemas del comportamiento de las solu-

ciones locales predecidas por el teorema de Picard-Lindeloff.

O gk X
S
A t A .
(I
K(1) X
N
-a 'a -a a

Figura 3.1: Esquema del comportamiento de las soluciones locales prede-
cidas por el teorema de Picard-Lindeloff. Nétese que siempre existe algin
(—a,a) C [—a,al, en donde K(I) es estrictamente monétona creciente y x(1)

es estrictamente positiva.

Motivados por las gréficas mostradas en (3.1), la idea es la siguiente:
Eligiendo pc? apropiadamente, extendemos z(l), K(I) en | € (—o0,00) de
tal manera que su grafica sea como en la figura (3.2). Como conseguimos

esto lo discutimos en seguida.

La clave es aprovechar la estricta monotonia de K () y la estricta posi-
tividad de x(l) predicha por el teorema de Picard-Lindeloff. Consideremos x

como variable independiente. Argumentos de continuidad aseguran que en
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K@) X(1)

I

—o0 R —o0 =]

Figura 3.2: Representacién de una solucién del sistema (3.16,3.17), la cual
refleja las propiedades deseables para nuestro problema. Nétese que K (1) es
cero solo en | = 0 y en el limite | — 400, mientras z(l) es esctrictamente

positiva en [ € (—o0,00), con lim;_, 1, z(l) = 0.

el intervalo (0, a):

d(L’(ll)
dly

_ _% K(l)a(l) <0, I € (0,a), (3.20)

y por el teorema de la funcién inversa la funcién x(l;) tiene inversa ()

en (0,a), la cual satisface:

=—2 € (a,xy). 3.21
e L0 (321)
De manera andloga de:
dz(l 1
ZE 2) = —§K(lg)$(l2) >0, I, € (—06,0)7 (322)
2

concluimos la existencia de ly(x), la cual satisface:
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de(I) 1 “
dl fr dm(lz)‘ B X E (a, xo)
2 iy |2

Las funciones [1(x) y lo(x), satisfacen:

dll(J?) 1 2 .
= =— K >0 € , (3.23
dzr da:(ll)’l (@) K1($)$7 1(-73) , X (a7.730) ( )
an, (@
dlg(l‘) 1 2 N
= == K. 0 3.24
dl‘ daﬁ(lg)’l() KQ(Q?).T7 2(-T)< , T S (CL7$O)7 ( )
iy 2@
Por otro lado através de la transformacién | = [(x) con z € [a,x),

introducimos las funciones:

Ki(z) = K(lhi(2)), Kay(x) = K(lo(2)), x(0,a).

pi(x) = p(l(z)), pa(x) = p(la(x)), © € (0,a)
en donde K, Ky son C*, mientras p; y py son CY. De la definicién de

K (x) tenemos :

dK?(x)
dx

dK(ly(z)) dly(x)
dly dr

y debido a que K(I;) satisface (3.17) y l;(z) (3.23), vemos que:

2 ~
dii(z) _ _4 —§K2(1‘) + 2% — kpi ()

dx z|l 4
2_;% 2
= %Kf(m) —4%, x € (a,zo),
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A través de un procedimiento andlogo, K3 () satisface:

dK3(z) 3K22(x) 4

3 22 — kpy(z)2 .
de  x x

, € (a,x).

Entonces, empleando & como variable independiente, hemos mostrado que
cada solucién local (x(1), K (1)) implica que (I1(x), Ki(z),p1(x)), v (l2(x),

Ky(z), p2(x)) satisfacen:

dli(x 2 R

;i) - X Lzo) =0, Ki(x) >0, z € (a,20) (3.25)
dK#(z) 3 22 — kpy (z)c .

= DK () — 471, K3 () = 0,2 € (a,10),(3.26)

y

dls(x 2 R

;gg ) = ) lo(xg) =0, Ky(x) <0, x € (a,z9) (3.27)
dK?(x 3 22 — kpy(x)c? R

d?x( ) _ ;Kg(x) — 4+(), K2(x0) = 0,2 € (a,10)(3.28)

Estos PVI ofrecen el punto de partida para mostrar la existencia de la
solucion global de (3.16,3.17), mientras la figura (3.1) representa el compor-
tamiento deseado para dicha solucién. Debido a que K?(x) y K3(z) satisfacen
ecuaciones lineales de primer orden, es facil estudiar la manera en la que las

densidades p;c?, poc? afectan su comportamiento.

Empezamos con py, pa € C[(0,20)] , es decir,
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p1:(0,20) = R, p2: (0,20 — IR, (3.29)

dos funciones continuas, las cuales estan sujetas a las restricciones:

22— kpi(z0)c® > 0, a2 — kpa(0)c® > 0, pi(0) = pa(o). (3.30)

Primero estudiaremos el comportamiento de las soluciones de (3.26-3.28):

K3?(x), y K2(x) respectivamente.
Por simplicidad primero consideremos el caso donde
pr(x) = pa(x) = p(x), YV € (0,0,

Por tal eleccién las ecuaciones (3.26,3.28) son idénticas, asi que en lo

sucesivo consideramos solo una de estas. Multiplicando (3.26) por z? resulta:

1 dK*(z) 3 4.5 - 9
B e —gKﬂx):—g[?ﬂ — kp1(z)c?]

de lo cual se ve:

dx 3 4

d (Kz(”/’)) = A )

y la solucién de esta ecuacion, que satisface K7 (o) = 0, es:

z 9 - > 2 / ,
K2(x) :43;3/ k@) ), (3.31)

z'4
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en donde

- 9 —]A{ 2 ’ ,
F(z) =4 / el k@), (3.32)

x4
Aun la solucién descrita por (3.31) esta bien definida en algin (a, x|, hay
la posibilidad que lim,_,, K*(z) = 0 para algin y € (0, zo|. Para evitar este

comportamiento, requerimos que la densidad pc? satisface:

22 — ke*p?(zo) > 0, (3.33)

lim kp(x) = A% (14 O(2'+)), A #0,e > 0, (3.34)
20 o2 _];, 2 / )

Fa) = 4/ P REAT) s 0 e € (0,00). (3.35)
T T

La condicién (3.33) garantizan que lim, ., K*(z) = 0, la condicién (3.34)
asegura lim, .o K?(x) = 0, mientras (3.35) garantiza K?(x) > 0, V x €
(0,z0). En lo subsecuente asumimos que p satisface las condiciones (3.33-

3.35).

Dado que K?(x) estd bién definida en (0, z,] introducimos:

Ki(z) = \/K?(z), Ky(x) = —\/K?(x), x € (0,x), (3.36)

y regresamos a (3.25,3.27), cuyas soluciones son:

0, 7o), (3.37)

o da’
li(x)=2 —
( ) /r /KQ(CL‘/)Z’ € (
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e (0,zp), (3.38)

lo(x) = =2 /IO dix, x
T /K2($')x'

las cuales son estrictamente monétonas sobre (0, zp). Ademds notamos

lim /;(z) = lim 2/:ZO —— (3.39)

de manera andloga para lim,_,, l2(x). Como consecuencia de (3.31) se

sigue que

lir[l)l+ K2(z) = 2*%(1 + O(x)) (3.40)
implicando que
hH(l) li(z) = oo, liH(l)lQ($) = —00. (3.41)

En resumen, hemos mostrado que V pc? € C[ (0, 0] ] sujeta a:
o 17— l%pQ(xo)CQ > 0,
o lim, o kc2p(z) = A225(1 4+ O(z'9)), A £ 0,€ > 0,

o Flz)=4[o @)y’ 50, v a e (0,0),
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existen soluciones tnicas (K7 (z), 1 (x)) de (3.25,3.26), y (K3(z),la(x)) de

(3.27,3.28), definidas para V x € (0, ), las cuales satisfacen:
o lim, .., Ki(z) = lim, ., Ko(x) =0,
e lim, o K;(x) =lim, o Ks(z) =0,
o K} (z)>0,Vx € (0,z9) y Ki(x) >0V 2 € (0,z0),

e [i(z) es estrictamente mondtona creciente en (0, zy), mientras ly(x) es

estrictamente monétona decreciente en (0, zg).

Nuestro préximo paso es utilizar el par (K1(x),l1(z)), (Ka(z),l2(x)), para

construir la solucién global (x(1), K(1)) del sistema original:

o = 5 K0z(l), 2(0) = O (3.42)
dfgl(l) — _2]{2@) + xQ(l) _ ];’p(l)CQ, K(O) —0. (3.43)

La idea bajo esta construccién es sencilla y es la siguiente; la monotonia
estricta de {1 (x) y l2(x) implica que son invertibles en (0, ). Sean z(ly), z(l3)
sus correspondientes inversas en l; € (0,00) y l € (—00,0). Con ayuda

x(ly), z(lz) definimos:

Ki(h) = Ki(z(h)), Ka(lo) = Ka(z(lo))

pi(l) = p(x(lh)), pl2) = p(z(l2))
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y mostramos que x(ly), K1(l1) v z(lz), K3(l2) se ‘unen’ suavemente en
[ = 0 y ademds que definen una solucién global del sistema (3.42,3.43),
llegando asi a nuestro objetivo. A continuacion discutiremos con detalle esta

construccion.

Primero a través de las funciones inversas:

x(ll),ll S (0, C)O)7 .I'(Zg), lQ € (—O0,0),

definimos:

1‘([1), ll S (O, OO),
J)(lg), l2 c (—O0,0),

De manera similar definimos:

Kl(l) :Kl(.’U(ll)), ll (S [0,00),
K(l) =14 K(0)=0, 1=0, (3.45)
K>(1)

Ksy(z(lp)), ly € (—o0,0],

Las funciones x(l;) y z(ly) satisfacen:

dx(ll)i 1
dl; __iKl(x(ll))xUl)? Iy € (0,00), (3.46)
da(cigiz :_%Kg(gc(zg))ac(lg),z2 € (—00,0). (3.47)
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y ademas:

lim z(ly) = lim x(ls) = xg (3.48)
11—0 lo—0

llllino a2 llllino Ki(z(ly))z(ly) =0 (3.49)
Jim i, 2 ll;gg Ky(x(ly))z(ly) = 0. (3.50)

Tenemos la libertad de elegir dz(ll) li—o = 0, lo cual hace que la funcién z(l)

definida por (3.44) es C'! en (—o00, 00). Por otro lado via la regla de cadena

y el teorema de la funcién inversa, K;(l;) satisface:

—_

dKi(h) _ dEy(z(h)) de(h) _ dKa(z(h))

d, ~ de d de 4G

_ dEq(z(h)) <_Kl($(l1))$(ll)> _ LdER(z(lh))

dx 2 4 dx #(h),

Debido a (3.26), la ecuacién anterior toma la forma:
dKy(l) 3

o = =K (L) +2%(h) — kep(h), b € (0,00), (3.51)
1

Una manipulacién idéntica implica que K5 (ly) satisface:

dK5(l 3 -
sz( 2):‘1K§<l2>+w2(12)—kc%(lz), Lz € (-00,0).  (3.52)
2

De estas dos ecuaciones y el hecho que p(l; = 0) = p(lo = 0), resulta:
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di (L) L dEG(l) ;2
Jlim, T 121587 T z°(0) — kc”p(0). (3.53)

Como K(0) = K5(0), extendemos K (l;), K5(l5) de tal manera que sean C*

en (—oo,00) a través de:

Ky (1), dKs(l)

dll |11:0 de ‘12:0 = IZ(O) - ]%CQp(O)7 (354)

resultando el par (z(l), K(l)), I € (—o0,00) satisface (3.16,3.17). Por
construccion limy_, 4o, (1) = 0,and lim; 4, K(I) = 0, y ademas la gréfica de

estas soluciones son como en la figura (3.2).

La solucion global (x(1), K (1)), | € (—o0, 00) que hemos construido se bazo en
la asuncién que las densidades p1, p2 que aparecen en los sistemas (3.25,3.26)

y (3.27,3.28) estaban sujetas a la restriccion:

p1(z) = pa(x), Vo € (0,

Es relativamente facil mostrar que la construccion anterior pueden ser exten-

dida a el caso general en donde p; y po son arbitrarias, pero sujetas a:

22 — kpy(20)? > 0, 2 — kpy(x0)c > 0, pixo) = palao) (3.55)

Para comenzar con la construccién partamos de:
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dly(z 2 i

clzg; ) K@ @) =0 K@) >0,z € (@.x) (350)
dK2(z) 3 v? — kpy (z)c? ;

30 _ 3y a2 ) 00 om0

y

dly(x 2 0

;i ) - Ky(r)x la(r0) = 0, Ka(x) <0, x € (a,20)  (3.58)
dK2(x 3 22 — kpo(z)c? .

20 _ 3 ata) - a T IO ) 0,0 € (a0 (359

Las soluciones de (3.56-3.59) son *:

w0 32 — kc?p, (2)

Ki(z,p) = 45!73/96 o dz' = 23F(z, py), (3.60)
w0 12 — kpy(a) |
K3 (2, pa) = 4953/:r Tz()dx = 1*F(z, pa), (3.61)

Con la finalidad de que Ki(z) > 0 en (0,z0) y Ki(x) > 0 en (0,x0)

demandamos que individualmente py, ps estén sujetas a restricciones:

22 — ke p3(xo) > 0, (3.62)

3Debido a que las ecuaciones (3.57,3.59) son distintas y para evitar confusién denotamos
K2(x,p1) v K2(z, p2) las soluciones de estas ecuaciones. La presencia de p; y p2 en los

argumentos indica cual de las densidades utilizamos para la construccién de la solucién.
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lim ke?py(x) = A%25(14 O(x'79)), A £ 0,¢ > 0, (3.63)

- 2 _];, 2 ¢ )
F(x,p) = 4/ i xx—ilpl(x)dx > 0,Vz € (0, ). (3.64)

— kp2 (o) > 0, (3.65)

h%éﬁm@ﬁ:B%ﬂ1+O@HﬂLB#Ox>O, (3.66)

- w0 12 — k2py(z) |

F@mg=4/°f——é¥ﬁihx>0Nxem@@. (3.67)
x X

Utilizando K?(x, p1) y K*(x, py) definimos:

K1($, pl) = KQ(ZL’,,Ol), KQ(x>p2> = = KQ('THOQ) (368)

y sean ly(x), ls(z) las soluciones de (3.25) y (3.27) en donde Ki(x) y

K, (z) son reemplazadas por Ki(z, p1) v Ko(z, po) respectivamente, es decir,

dly(z, p1) 2
= — [ =0, K .
e Ka(z )z 1(zo) =0, Ki(z,p1) >0, (3.69)
de(IL', pg) 2
dr [(2(1.7 pg)ZL" l2(x0) 07 2(5’7»#71) < 07 (3 70)

Las soluciones de (3.69,3.70) son:

, Vo e (0,z), (3.71)

1(z, p1 —2/
\/K2$P1
o) = =2 [ m
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y debido a las restricciones sobre pq, po, se obtiene:

A (e, p) =0, Tim o (2, po) = 0,

lin%ll(x, p1) = 00, lir%lg(x,pg) = —00.

El préximo paso es invertir [y (z, p1) v l2(x, p2), y definir:

z(ly), 1 € (0,00),

z(ly), lp e (—00,0),

Ki(h) = Ki(z(l), p1), h € (0,00)
Ky(lz) = Ka(z(la), p2), 2 € (—00,0)

pi(li) = pu(z(lh)), pa(la) = p2(x(l2)).

(3.73)

(3.74)

Siguiendo los mismos pasos que en el caso en donde p; = po, se sigue

que Ki(ly), y Ks(ly) satisfacen analogamente (3.51) y (3.52), con la tnica

diferencia que ahora aparece p; y ps en lugar de p. Debido a la restriccion

p1(xg) = p2(xp) concluimos que la relacion (3.54) es valida. En resumen,

dadas dos densidades py, p2 € C[(0,x¢)] las cuales cumplen:

x5 — kp1(z0)c® > 0, xf — kpa(z0)c® > 0,

(3.80)

y sujetas ademds a las restricciones (3.62-3.64) y (3.65-3.67). Entonces el

sistema:
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de(l) 1 1

o _iK(l)x(l)7 z(0) = m, I € (—ee), (3.81)
_df;l@ = 2K +220) ~ b, K(0) =0, 1 € (~¢,0)(382)

admite una solucién tnica (z(1), K (1)) de clase C1, la cual satisface:

zhin z(l) =0, lli{n z(l) =0, (3.83)
lim /(1) =0, lim_K(1) =0. (3.84)

Las funciones p(l) que aparecen en (3.82) se obtienen de py, p2 € C[(0, z9)]
una vez que hemos construido iy = [y(x), ls = ls(x). Ni modo esta bién

definida y continua V [ € IR, debido a la restriccion p;(zo) = p2(xo).

3.3 La determinacién de la presién tangencial

Con los resultados de la seccién anterior, regresamos ahora al PVI:

dA(l) Lo,
—a = T3EOAD + 5RO - 55

K ;(” — N (1) + kP(D), (3.85)
A(0) = Ao, 1 € (—€,¢). (3.86)

Para este PVI, las funciones (p(1)c?, K(1),r(l) = x7(I)) son asumidas

conocidas mientras P es por el momento arbitraria, solo sujeta a la restriccion
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que es continua. Nos gustaria saber bajo que restricciones sobre P € C[IR],
la solucién de (3.85,3.86) estaria bien definida y acotada VI € IR. Desafortu-
nadamente el problema es mas complicado. La ecuacién (3.85) es reconocida
como la ecuacion de Ricatti, y sus soluciones pueden ser no acotadas para un
[ finito. Si A(l) no es acotado implicaria que el campo de Killing temporal
&= % seria nulo o la curvatura del espaciotiempo se volveria no acotada.
Sin embargo como (p, P) no estdn sujetas a ninguna restriccion, la dificul-
tad puede ser evitada de la manera siguiente. Veamos la ecuacion (3.85) de
manera distinta. En lugar de considerar a P(l) como funcién libre, tomemos
a A(l) como conocida y entonces la ecuacién (3.85) la utilizamos para deter-

minar a P(l). Desde este punto de vista elijamos alguna N € C'[IR] que
obedece N(0) = Ay identificamos A(l) = N(l), y tomamos:

kP(l) = (D) | N*(1) +

1dK(D) | K1) K(ON(Q)
dl '

s a1 T3

(3.87)

donde el lado izquierdo es interpretado como la presion tangencial requerida
para mantener el agujero de gusano en equilibrio. Asi que en lo que resta de
este capitulo consideramos como funciones dadas a (pc?, N), con pc® € C|[IR],

mientras N € C'[RR].

3.4 La determinacion de la tension

Con la reinterpretacién del sistema (3.85,3.86), regresamos a especificar la

tension 7, a travs de:
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T _ e — A ~ 0 + POIKD),  (3589)
1

7(0) = P2(0) [ € (—¢€). (3.89)

Como el lado derecho de (3.88) es continuo y acotado, se tiene que este PVI
admite una solucién tnica y acotada sobre la linea real entera. La solucién

de este PVI es

(1) = e VO +EW (3.90)

l l/ 1" 1" 1"
[7(0)+ /O elo INEDOHEWOIE 02 N (1) — P K(1)]dl| L 1€ (—o0, 00).

En sintesis para el par de funciones (pc?, N) que satisfacen las restric-
ciones ya discutidas, asf como para un Ay y A(0) = 477%(0) que elegimos a
priori, hemos mostrado que el sistema (3.1-3.7) admite una solucién tnica

(r(1), K (1), A1), (1), P(1)) definida ¥ | € (—o0, 00).

3.5 La construccién del espaciotiempo

En esta seccién discutimos la manera en la cual utilizamos el resultado
obtenido para construir un espaciotiempo (M,g) que posee la topologia
M = IR* x S%. Para esta construccién sean (pc®, N) dos funciones que
satisfacen las restricciones discutidas en la seccion previa. También sean
A = 47r2(0), y Ag elegidas a priori. Del andlisis realizado en las secciones

anteriores, se tiene que existe una solucién tnica (r(1), K(1), P(1), 7(1), A(l))
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definida V [ (—o0, 00) la cual satisface (3.1-3.7). Primero de la funcién A(()

definimos el factor shift ®(/) via:

B(l) = Py + /Ol AYdl = B, + /Ol Nl (3.91)

el cual es C? y esta bién definida V [ (—oo, o0). Debido a que por construccion
r(l) #0 V1 € (—00,00), consideremos la variedad M = IR* x S? e

introducimos la métrica lorentziana:

g=—e2O0at? + di> + r2(1)d?, | € (—o0,00)., (3.92)

Por construccién esta g es regular por lo menos C?, satisface las ecuaciones de
Einstein G, = lAcTW, con T}, descrito por (2.27) cuyas p(l)c?, 7(1), P(l) | €
(—o00,00) estan determinadas. Ademds la funcién del area A(l) tiene un
minimo global en [ = 0. Las hipersuperficies espaciales ¢t =cte tienen dos
regiones que corresponden a | — 400y | — —oo. Aunque (M, g) construida
de esta manera tiene la topologia de IR? x S2, es importante mencionar que
no es necesariamente asintéticamente plana. Para conseguir esta propiedad
requerimos restringir a las funciones libres pc? y N, este estudio lo haremos en
la seccion (3.8). En la siguiente seccién damos una ejemplo de la construccién

de una familia de agujeros de gusanos.
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3.6 Los agujeros de gusano cuasi-Schwarzschild

En un articulo reciente, Damour y Solodukhin [18] dicutierén sobre una fa-
milia de agujeros de gusano que tienen propiedades muy interesantes. La
métrica g para esta familia en coordenadas de curvatura (¢,r,0, ¢) tiene la

forma:

m +72dQ2, 1 € (rg,00), (3.93)

d2
g:—(l—r—0+>\2>dt2+ :
r 1

7"0>O, )\%0

La singularidad de esta g en limite » — r es removible. Utilizamos la
coordenada [ y seguimos los mismos pasos que hicimos para llegar de (1.8) a

(1.14), asi obtenemos:

1
g=—[\2+ 4—7%z2(1 — O(1%)))dt* + dI? (3.94)

12 1\’
1+<%> +O<270>

la cual muestra la extendebilidad de (3.93) hasta [ = 0.

+re dQ? 1€ [0,a).

Ahora bién, Visser en su libro [14] ha introducido los agujero de gusano
cuasi-Schwarzschild, como agujeros de gusano que tienen la propiedad que
las métricas inducida « sobre las hipersuperficies espaciales ortogonales al

vector de Killing temporal tienen la forma:
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dr?

YE1rTm T r2dQ?, ro > 0, r € (rg, 00). (3.95)

En esta seccién damos una descripcién alternativa de los agujeros de
gusano cuasi-Schwarzschild que ofrecen un punto de vista mas completo.

Tal description la obtenemos como una aplicaciéon del formalismo desar-
rollado en este capitulo. Primero mostramos que existe una familia de agu-
jeros de gusano, la cual tiene la propiedad que la densidad pc? medida por los
observadores de Killing es idénticamente nula. Tomando p; = py = p =0, el

sistema (3.1-3.6) se reescribe como:

O _ ke, (3.96)
de(lK) = —iKQ(l) + T21(l), (3.97)
dA(l) 1 1K) . -
— = 5 KOAD - 22 o N+ R (3.98)
T _ AW - 1) + PO)KQ) (3.99)
—Tgl(l) + KZ(Z) + k7 (1) + ADE (D) =0 (3.100)
1/2
r(0) = (%) , K(0)=0, (3.101)
1

A(O) = Ao, 7'(0) = ,2;742(0)

Por el hecho que p(0)c® = 0, la desigualdad 7(0) — kp(0)c® > 0, es satis-
fecha. Nuestro objetivo es mostrar que tal sistema admite soluciones glob-

ales, y ademas que con dichas soluciones se pueden construir espaciotiempos
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(M, g) que representan a los agujeros de gusanos de tipo Cuasi-Schwarzschild.
Las ecuaciones (3.57,3.59), que hemos visto en seccién (3.2) bajo la asuncién

p1 = p2 = 0 toman la forma:

dfi;(x) _ %}@(:Jc) — 4z, K(20) =0, 2 € (0,0) (3.102)

mientras (3.56,3.58) se quedan invariantes:

dl1($) B 2 . .

de —  Ki(z)z’ h(zo) =0, Ki(z) >0, = € (4 1),(3.103)
dlg(l') B 2 . R

de _Kz(l‘)x’ hiwo) =0, Kz(z) <0, = € (&20) (3.104)

La solucién de (3.102) es

K*(x) = 4x3[—xi + 1], z € (0,20) (3.105)

y copiando los pasos que hemos discutido en la seccién (3.2), introduci-

mos:

Vao—x, x € (0,x0), (3.106)

Io
—/ K N \/ o—x, x € (0,29). (3.107)

Las ecuaciones (3.103,3.104) tienen como solucién:
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1/2
- / _ oy (0, z0), (3.108)
v/ (zo — 2') 22
1/2
- / _ A (0, 20). (3.109)

\/(xy — o) 2

Estas integrales pueden expresarse en términos de funciones elementales,
pero desafortunadamente, aun existan las funciones inversas z(l;) y ()
Vi € (0,00), (—00,0) no se pueden escribir en términos de funciones

elementales. Atn si la funcién z(1) = r=1(1):

x1(1), [ € (0,00),
x(l) =9 zo=ry", 1=0,
xo(1), [l € (—00,0),
estd bien definida. Es conveniente expresar las soluciones en términos de

la funcion r(l) = que satisface:

(l)

dr(l) To B
a = E g O =0 L (—00,00). (3.110)

La resultante K () es descrita por:

2 dr(l) 2 [1 7o

1/2
A j:@ )} , 1€ (—o0,00), (3.111)

()

donde el signo mas (+) corresponde a [ € (0,00) mientras (—) para

[ € (—00,0). Partiendo de la constricciion hamiltoniana
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1 K2(l) -
20 + 1 +kr(l) + AD)K(1) =0, (3.112)
y para N € C'[IR] la tensién requerida es:
a To 2N(l) To 1/2
= — 1—— 11
kr(l) 00 ) 0 , 1€ [0,00), (3.113)

y la presion tangencial P(l), la obtenemos a través de (3.98) y esta es:

kP(l) = %l(l) + N%(1)

M _To V2 _To -
+7"(l) {1 r(l)} +2r3(l)’l € [0,00), (3.114)

mientras 7(1) y P(l) paral € (—o0,0], estan dadas por:

~ B To 2N(l) _i 1/2 .
kT(D_T’?’(l)Jr r(l) [1 7«(1)} , L& (—o0,0], (3.115)
- ~dN(l) )
RP(l) = — =+ N*()
_M _To V2 _To e
r(1) {1 r(l)} +27"3(l)’ I € (—00,0]. (3.116)

La métrica g que resulta se lee:

g = —2?0+2 Jy N gz gz r*(1)dQ%, 1 € (—oo0,00),  (3.117)
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con ®(0) una constante arbitraria y r([) se interpreta como la solucién global

de (3.110).

El espaciotiempo (M, g) con g dada por (3.117), representa un agujero de
gusano que esta soportado por (7(l), P(l)) definidas anteriormente, y N (/)
como una funcién libre. Este (M, g) caracteriza a la familia de agujeros de
gusano llamada cuasi-Schwarzschild. Sintetizando, dicha familia se caracter-
iza por un grado de libertad, es decir, la funcién libre N(I) € C'[IR] y el
tamaiio de la garganta A(0) = 477?(0). Como veremos en la seccién (3.8)

bajo restricciones adicionales sobre N son también asintéticamente planas.

Debido a que N(I) puede elegirse arbitrariamente, hacemos la siguiente

eleccion:

1= I
To (1)
N(l) = A [ 00 11
O=2nma-z+ay 7000 (B9

ro = (A(0)/4m)Y2, (3.119)

N(=1) = =N(I), | € (—0,0], (3.120)

Por esta eleccién se obtiene:

~ T2\ 1
kP(l) = - — (3.121)
4ri(l) (1 — 2+ 32)?
T0>\2 1
[ _
T oz o € o)
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kr(l) = ro\” ! l € (—o0,00) (3.122)
() (1= A T ’
con r(l) sujeta a:
dr(l) To
— :l: 1 —_ — = — OO XO ). 12
dl T(l)’ T(O) To, e ( ) ) (3 3)

Si eliminamos en (3.117) a la coordenada [ en lugar de la coordenada

radial r a través de la relaciéon anterior obtenemos:

d 2
g=—(1- % + A dt? + 1% +r2dQ%, r € (rg,00), (3.124)

la cual corresponde a la soluciéon de Damour y Solodukhin [18]. Es im-
portante mencionar que la carta (t,r,6,¢) en (3.124) solo cubre la “parte
superior” y la “parte inferior” del espaciotiempo. Como referencia algunas

propiedades interesantes de esta familia son discutidas en [12, 13, 19].

3.7 Agujeros de gusano con simetria reflexiva

Es conveniente en este momento discutir una propiedad ttil del sistema:

dr(l)  r(l)K(l)

=T (3.125)
dA(l) 1 1., 1K),
— = K OAD) + Shp()e* - I (1)
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+hP(1), (3.127)

T — (o)~ r1)A) ~ (=) + POYE D). (3.125)

—rgl(l) + Ki(l) + k() + A(DK(D) =0, (3.129)
1/2

r(0) = (%) . K(0) =0, (3.130)

AO) = o, 70) = e

7(0) — p(0)c* > 0. (3.131)

Sea (r(l), K(I),7(l), P(l)) alguna solucién generada por (p(l)c?, A(l)) que sa-
tisfacen (3.125-3.129) en I € [0, 00). Siguiendo los pasos de la seccién (3.5),

y con la ayuda de esta solucién construimos la parte superior de (M, g).

Ahora queremos mostrar que para la parte inferior existe una extension es-
pecial definida de la siguiente manera. Primero sobre (—oo, 0] definimos las

funciones

(F(1), K (1), A, 7(0), P(1), (1))

a través de:

(F(=1), K(1), A(=0),7(=1)) = (r(1), =K (1), =A(l), 7(1)), [ €]0,00)(3.132)

y al mismo tiempo consideramos la extensién par de pc? sobre (—oo, 0],

es decir,
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Debido a que K(0) = 0, la extensiéon impar de K(I), | € [0,00) es
diferenciable en | = 0 y coincide con K(—I). Si A(0) = 0, entonces la
extensién impar de A(l), | € [0,00) es diferenciable en [ = 0 y coincide
con A(—1). Ademas (7(—1), K(I), A(=1), 7(—1)) satisface (3.125-3.129) en
[ € (—00,0], y se unen suavemente con (r(1), K(1),A(l),7(l)) a través de

[ = 0. Mientras que de

®(l) = (0) + /OZA(Z’)dl’,

se sigue que ®(1) = ®(—1). Con ayuda de las funciones ® (1), r(1), K (1), p(l)
definidas para [ € (—o0, 0] construimos la parte inferior de (M, g), y de esta

manera completamos el espaciotiempo. Por construccién tenemos:

o(1) = (1), (1) = r(-1), (3.133)

llegamos a la conclusién que:

g(l) =g(=0), V1 € (—00,00),

y esta simetrfa es compartida también con (p(I)c?, P(I) ,7(l)). Los

agujeros de gusano que satisfacen esta propiedad se dice que son simétricos
reflexivos. Cuando A(0) # 0 se generan los agujeros de gusano no simétricos
reflexivos -mas propiedades de los agujeros de gusano simétricos reflexivos

son discutidas en [12, 13]-.
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3.8 Agujeros de gusano asintéticamente planos

En esta seccién, determinaremos el comportamiento que el dato libre (p, V)
debera exhibir para que el espaciotiempo (M, g) construido en la seccién (3.5)
sea asintoticamente plano en ambos extremos de (M, g). Primero queremos
definir el concepto que el espaciotiempo (M, g) es asintGticamente plano.
Como es bién conocido la definicién de que (M, g) sea asintéticamente plano
es algo delicado, y hay méds de una manera de definir este concepto -véase [1]
y[2l-

Por fortuna los espaciotiempos (M, g) son globalmente estaticos, y para
tales espaciotiempos existe una estandar formulacién del concepto de asintoticamente
plano - véase la definiciéon dada en [24]-: Decimos que un espaciotiempo
(M’ g') estético es asintéticamente plano si existe una N C M’ con N ~
IR x 33, en donde ¥ denota una hipersuperficie espacial que tiene la siguiente
propiedad?:

e Y es difeomorfa a IR* — S(0, R), en donde S(0, R) es la esfera cerrada

de radio R, para algin R > 0 grande.

e Existe coordenadas (¢, z!, 2%, 2%) tales que en IR x ¥ la métrica g’ toma

la forma

4Noétese que para un (M, g) la regién N no es necesariamente tinica. Obsérvese también
que (M, g) no es necesariamente globalmente estético. Por ejemplo, el espaciotiempo
(]VI ,g) de Schwarzschild como hemos visto admite dos regiones N y (M ,&) no es global-

mente estatico.
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g = —V(x' 2% 1) dt* + (2t 22, 2%)da' da? (3.134)

e Al respecto de este carta las componentes de g’ exhiben la siguiente

tasa de decaimiento:

C1 1 (&) 1
V:1_7+0(7~_2)’ i = <1+7> 5ij+o<r—2> (3.135)
en donde r? = 2! + 22 + 23.

Mostramos en seguida que bajo restricciones sobre (pc?, N), los espaci-
otiempos (M, g) que construimos en esta seccién (3.6) son asintéticamente
planos. Més precisamente demostramos los espaciotimpos (M, g) construidos
en la seccién (3.6) admiten dos regiones N que cumplen con las propiedades
de la definicién anterior.

Por eso empezamos con una (M, g) construida como en la seccién (3.6),

con g:

g = 2?0t 4 di*> + r2(1)d?, | € (—o0,0). (3.136)

Como ya hemos visto cada hipersuperficie espacial t =cte es IR x S? y
tiene dos regiones que corresponden a l — ooy [ — —oo respectivamente. La
idea es restringir apropiadamente (pc?, N), de manera que permitan concluir

la existencia de dos regiones N y N’, que cumplan con las propiedades de la
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definicién anterior. Para este andlisis es conveniente eliminar la coordenada

[ por la coordenada arial r via:

dr(l) 1

o= §K(l)r(l), (3.137)
K(1) > 0,1 € (0, 00) (3.138)
K(l) < 0,1 € (—00,0). (3.139)

Debido a que K(I),r(l) #0V [l € (0,00) o [ € (—00,0) esta trans-
formacién es regular en [ € (0,00) U (—00,0). En cada dominio (0,00) o

(—00,0), eliminando la coordenada [ a favor de la coordenada r obtenemos:

donde

De la ecuacién (3.31) se tiene:

) _, et ey, s fol')c* i

4:1:2 x/4 .’,17/2 37/4
1 w p(a’)

—1—a —+/ Lot | € (0,m0), (3.141)
Lo T xT

Recordemos que z(r) = %, se sigue que:
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K2(r)r? 2(r(0) 1/ - 2m(r)
=1-Z | =24 ko(r'\e*r?de' | =1 — 142
4 [ 3+ g B L (3.142)

donde m(r) es definida por

o
m(r) = 2—0 + kTC /r0 2 p(r')dr.

Entonces las componentes de (3.140) en la “parte superior” e “inferior”

toman la forma®:

- d’l"2
g = —e20a? 4 Tmm r2d0? r o€ (rg,00),  (3.143)
"o ]%CQ "N
m(r) = 5 + - )T p(r")dr'. (3.144)
T0

Para estudiar la estructura asintotica de g en el limite r — oo, sera con-
veniente transformar la solucién (r(1), A(l), K(1), p(l), P(1),7(l)) en la norma
de (3.143). Debido que en (0,00) y (—o0,0) la transformacién (3.140,3.142)

es inyectiva y suprayectiva, asi como C', las siguientes funciones:

SEs obvio de (3.137,3.140) que se requieren mas de dos cartas para cubrir (M, g). En
el andlisis que sigue nos restringimos a la “parte superio” con el entendido que el mismo

andlisis es valido para la “parte inferior”.
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estan bién definidas®. De (3.142) vemos:

dr(l) 1 B 2m(r(1))\ "
= oK) =% (1 - W) (3.145)
entonces
dl(r) 1 - 2m(r) -1/
= dz(ll)lz(r) =+ <1 - ) (3.146)

De la constriccién hamiltoniana

1 K2(l) - B
T r2(l) + 4 + k7(l) + A(1)K () = 0, (3.147)
se obtiene:
1 [ KA L] 4= KA()rt() — Ar2(DEr()
MI=%@ rg~ "2 0= 4K (1)r2(D) !

Tomando en cuenta que A(l) = ﬂ{;lﬁ tenemos:

~

db(l)  4— K22 (l) — 4r2(1ker (1)
a 4K ()r2()

(3.148)

y multiplicando la expresiéon anterior por ambos lados con %:—) que es

distinta de cero en (rg, 00), asi obtenemos:

6Para simplificar la notacién retiramos los tildes en lo sucesivo.
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di(r)d®(l)  di(r)4—K>(I(r))r* — 4r2kr(1(r)) (3.149)
drdl— dr AK (I(r))r? '
la cual a través de ®(r) = ®(I(r)), se obtiene:
dd(r) 4 —r2K2(r) — 4r%k7(r)
= 3.150
dr 2K2(r)rs ’ ( )
y utilizando (3.142) obtenemos:
dd(r)  —kr(r)r® + 2m(r)
= 3.151
dr 2r(r —2m(r)) r € (ro,0), ( )
Por otro parte de la definicién de m(r) se obtiene:
dm(r)  ke® .
=T p(r), r € (rg,o0). (3.152)

Apelando a (3.87) y transformando todos los términos en la norma de (3.143)

encontramos después de una larga algebra (ver apéndice):

A~

iP(r) = —%KQ(T) + % - k”(;")c X (T)ZK L éKQ(r)rN(r)
+NQ (:) - kpc?gN () K 2(;”)7”2 C”Z 7@. (3.153)

De manera similar 7(r) = 7(I(r)), gracias a (3.87,3.88) satisface:

ldk;:” = (Ngr) + %) br(r) + hp(r) N () - YOR0) (T)g ") (3154
_N(r) rK2(r)dN(r)  K3?(r) L kp(r)c? B rN2(r)K?(r)
2r2 4 dr 8r 2r3 2r 4 ’
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rK2(r

Eliminado el termino —; )%ﬁr) de esta ecuacién utilizando (3.153) obten-

€Imos:

= (pc" —T7)— — ——. (3.155)

Si definimos 2m(r) = b(r) (3.151,3.152) y (3.155) toman la forma:

db(r) » 909

o = kpcr=, r € (by,0), (3.156)
A (r) —krT 4+ b
= 1
dr 2r(r —b)’ (8.157)
dr(r) ) dd 2(P+7)
i (pc” — ) o — (3.158)

las cuales son idénticas a las ecuaciones (2.95-2.97) las cuales aparecen en

el formalismo de [6]. Entonces hemos mostrado que si las funciones:

r(1), K (1), A(D), 7(1), p(1), P(1),

satisfacen las ecuaciones (3.1-3.7) y ademas K(I) # 0, r(l) # 0 en [ €

(0, 00), estas definen una solucién que satisfacen las ecuaciones (3.156-3.158):

(®(r), m(r), 7(r), p(r), P(r)) en (ro, 00).

Ademés como una consecuencia de (3.156-3.158), la funcién V(r) = e®)

satisface -ver apéndice 1-:
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donde el Laplaciano V? es calculado utilizando la métrica espacial (3.143).

Para estudiar la estructura asintéticas asumimos que los datos libres (p, V)

satisfacen:”

- A A A 1
2 1 2 3
kc*p(r) = o + 5 + 5 0] (7’_4> , (3.162)
Alu A27 A3 7& 07 €> 07
by by 1
N(r) =2+ 2 +0 (ﬁ) b £0. (3.163)
Para esta p(r), encontramos que (3.144):
2m(r) A 1 Aylogr 2¢ Az 1 1
= — — + — O(— 3.164
r 1—ere r r € r1+€+ (T‘Q)’ ( )
mientras de (3.91) y(3.163) obtuvimos:
"Invirtiendo (3.137) y utilizando (3.140) obtenemos:
di(r) ir) 7o, 00), (3.160)

1 d 1 e
= R = — , T
dr /1 _ 2m(r) dr /1 _ 2m(r)

lo cual muestra que si el extremo | — oo, respectivamente | — —oo son asintéticamente

planos, entonces esperarfamos que:

logr

Tm

1
l(r)=+r [1+O(—)+O( )} ,m>0,n>0, (3.161)
Tm
es decir, la coordenada arial r y la longitud propia [ satisfacen la misma relacién como
el espaciotiempo plano, correcciones de la curvatura modulo. Integrando (3.160) nosotros

encontramos que la razén de decaimiento para que pc? sea compatible con (3.161).
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(&)
rl—i—e’

~ C1 C3 1
O(r) =Dy + — — +0(=). 3.165
() =0+ + 2+ 2 0() (3.165)

El comportamiento asintético de 7(r) se obtuvo a través de (3.157):

- 2m(r) 2d® 1 Ay Aylogr
kr(r) = e (r3+6) = 1= oo + 3 +3.166)
1 1
—|—(C — 261)7"_3 + O(T3+E)’

mientras que el comportamiento asintético de la presién tangencial P(r)

se obtiene a través de (3.158):

o%P(r) = —2kr(r) —rk dg:) + O(T31+E) (3.167)
Ae 1 logr 1 1
= 1—67’2+5+A2 3 +(C—261—A2>ﬁ+0(r3+6).

Es importante notar que (p, 7, P) decae como O(r**), pero la combinacién

(kp(r)c® — k7(r) 4+ 2kP(r) decac de acuerdo a:

lim (l%p(r)c2 — kr(r) + 2]%P(r)) =0 ( ! ) . (3.168)

00 pr3+e

La masa de Komar My de un extremo del agujero de gusano es definida por

-como referencia ver [1]-:

SWGMK

c2

— _lim j{ Eaprs V€ = lim jf v, V2ds, (3.169)
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donde el limite es tomado cuando 7 — oco. En vista de que V(r) = e®™,
obtenemos:

2G' M, 1
— 20 |1 _ K -
V(r)=e [1 K40 (ﬂ)] . (3.170)
y por imposicién g(%, %) = —1 en el extremo definido por [ — oo tal
que:

V(r)—e@<r>—1—2GMK+o<1>.

c2r r2
Combinando estas expresiones con (3.169), se sigue que la constante M}, es
la masa de Komar del correspondiente extremo.

Para un agujero de gusano con simetria reflexiva y como N satisface
(3.163), se tiene que ambos extremos poseen masas de Komar bien definidas
eiguales. Sin embargo esta propiedad no es sostenida para agujeros de gusano
sin simetria reflexiva. En este caso el lado derecho de (3.170) es multiplicado
por el factor arbitrario e®® implicando que la M} del extremo | — —o0
sea ambigiia.

Esta propiedad de la masa de Komar parece una primera seal de algo
turbio. Nosotros solo mencionaremos que en [20], fue mostrado que para
un espaciotiempo asintoticamente plano, de topologia no trivial, un campo
de Killing temporal puede dar distintas expresiones para la masa de Ko-
mar. Aclaracién de este comportamiento de la masa de Komar y posibles

implicaciones serian bien recibidas.

Finalmente integrando (3.159) sobre [ € (0,00) obtenemos la identidad:

98



CAPITULO 3. LA EXISTENCIA GLOBAL DE LOS AGUJEROS DE
GUSANO

87TGMK
c2?

= oA + 5 [ VOl = 7(r) +2P()] s, (31)

la cual en combinacién con (3.168) confirma que M es finita.

Ahora cambiamos nuestra atenciéon a la masa ADM de la métrica espacial:

d 2

T
asumiendo que esta ¥ describe el extremo | — oo -las consideraciones
que siguen son aplicables para el otro extremo también-. La simetria esférica

implica que 7 es conformalmente plana y entonces esta puede ser escrita

en la forma:

v = QX (R)[dR? + R%*d?] = Q% (x)[(dz")? + (da?)? + (d2®)?](3.173)

. dr(R)\* 1
2
0 :< e > — (3.174)

r(R)

donde R(r) satisface:

2m(r)

(dR(r))2 _ fl R*(r) ). (3.175)

dr (ry r2 7’ Jr)=(01-

integrando esta ecuacién el comportamiento asintético de R(r) pude ser de-
ducido, y esto nos ayudara a determinar el comportamiento asintotico de
QQ(R). Apelando a la constriccién hamiltonian: R(7y) = 212:/)02 la cual en la

norma (3.173) toma la forma:
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2 POX(R) 4 dOP(R)
Q4(R) dR? Q4R)R dR
3 dmm»Z )
+— = 2kp(R)c?. 3.176
QQW( - o(R) (3.176)
Como pc? decae de acuerdo a (3.162), entonces (3.176) implica:
A A 1 Asl
2Ry =141 L e Aok (3.177)

A—ogr "RT R

entonces 7° decae muy despacio.

Hay maés de una manera en la que podemos evaluar la masa ADM para los dos
extremos. La primera forma se basa en la presencia de la simetria esférica.
Tal simetria nos permite emplear la formula de Misner-Sharp para la masa
cuasi-local M(r), y estudiar su limite lim, ., M(r). La segunda manera es
la mas general, y hace uso de la siguiente expresién para M4pys -mostrada

y discutida en [21]-:

1 1
MADM = 16—7T /Z[gR(’Y) + Z’Ymn’)/ab’yCd(Q’Ymn,dVac,b - 2’Yma,d’)/nc,b
+Ydm,bVnc,a — 70d,a7mn,b)]ﬁd3$, (3178)

donde la integral de volumen se toma sobre alguno de los extremos de la
hipersuperficie ¢ =cte. Imponiendo R(y) = 2kc?p v apelando a (3.173),

encontramos:
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%A,  2k2A 1 d0z\?
i Tt ( ) Jidir.  (3.179)

MADM:/E Reve T RS 200(R) \dR

COmo

06?3) (deéR))z o

o R2+2¢’

se sigue que para € > % la contribucién del titlimo termino es convergente. Sin
embargo como A;As # 0, los dos primeros términos dejan una divergencia

lineal y logaritmica.

Para que la masa ADM M 4p)s sea finita se requiere que la formula asintética
de kp(r)c* dada en (3.162) tenga A; = A, = 0, asi la densidad deberd decaer
como #, € > 0 o mas rapido. Por tanto las densidades que decaen de

acuerdo a (3.162) implican masa de Komar finita, pero infinita masa ADM.

Otra manera de llegar a la misma conclusion es a través del estudio de la
funciéon de masa energia de Misner-Sharp. Recordemos que para un espaci-
otiempo (M, g), el cual es esféricamente simétrico, la masa energia asociada

con SO(3) esfera estd dada por:

1 /A 1 12 3 41/2 )
M(4) = 5/ (1 e(dA?, dAlr?) (3.180)

en donde A es el area propia de las 2-esferas generadas por SO(3) y dA la

1-forma asociada a la funcién del area. Evaluemos (3.180) en el caso donde
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la métrica esta dada por (3.142). Debido a que A(r) = 4nr?, r € (ry, 00), se

tiene:

e
M(r) =mlr) = 5 + = / 2 p(r)dr. (3.181)

: , A
Tlglgo p(r') = e © > 0, (3.182)
tenemos que
lim M(r) = cte, (3.183)

implicando M 4py, finita.

3.9 Apéndice 3A: El Teorema de Picard-Lin-

deloff

En este apéndice primero recordamos el teorema de Picard-Lindeloff y en
seguida investigamos si la funcién F definida en (3.10) cumple las condiciones

que requiere este teorema.
Teorema 1 (Picard-Lindeloff) Sea
fi(a,b) x Q— IR",

102



CAPITULO 3. LA EXISTENCIA GLOBAL DE LOS AGUJEROS DE
GUSANO

con Q@ C IR™ abierto, y sea (to,x) € (a,b) x Q y ademds ¢ > 0, a >
0 tal que [to,to + c] x S(my,2a) C (a,b) x Q y la restriccion de que f en
[to,to + c] x S(my,2a) es continua y ademds satisface la condicion Lipshitz

local, es decir:
£(t,x) — £(t.y)| < Klx —y[, V (t,2), (t,y) € [to,torc] x S(0,20),
sea L una cota de f, es decir:
A< L,V(t,z) € [to,to+ ] X S(x, 20a).

Entonces el PVI:

admite una unica a definida en
a: [to,to +b] — (a,b) x £,
en donde b>0yb< %, b<%.

Para aprovechar la conclusién de este teorema, la funcién F en (3.10) debe
cumplir las condiciones del teorema 1. Debido a que la dependencia de F con
respecto a la variable [ es a través de las funciones (P, p), de aqui en adelante
asumimos p(l) y P(l) continuas en (—¢,€) y por tal eleccion F es continua

con respecto a la variable [.

La demostraciéon que F satisface localmente la condicion de Lipshitz con
respecto a la variable x = (z,v, 2, t), es sencilla debido a que las componentes

de F son C' en (rg x 00) x IR®. Por completes daremos los argumentos que
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garantizan esta conclusion. Primero extendemos el dominio de definicién de
F sobre D = (—¢,¢€) x (0,00) x IR®. En este dominio F es continuamente
diferenciable con respecto a x = (x,y, z,t). Por el hecho que D es abierto

existe (lp — €, 1y + €) y una bola abierta S(xg, €), € > 0, tal que:

(lo—@lo—i—ﬁ) X S(Xo,e) CcD.

La bola cerrada S(xo, €) y el conjunto cerrado [lo — §,lo + 5], satisfacen:

[lo—€/2,lo+ €/2] x S(x0,€/2) C (lo —€,lp+ €) x S(x0,€).

y consideramos la restriccion de F en [lo — 5, lo+ 5] X S(xo, 5). El teorema
de valor medio garantiza la existencia de un z que se encuentra en la linea

recta que une axyy € [lo —€/2,1lp + €/2] x S(x0,€/2) tal que:

Fi(l,x)— F'(l,y) = DF'|z - (x —y), i=1,2,3,4, (3.184)

donde F*, i =1,...,4 son las proyecciones de F, i.e.:

Fi=PrioF:D— R, i=1,..4
y DF" el gradiente de F*:

OF! OF"

DF1|Z = (@, ceey a?

) 7 i=1,2,3,4.
De la relacién (3.184) tenemos:
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, , " OF! . , " OF? , .
Fi(l,x) = F'(Ly)l = 1> 5=lz@ =) <D |z||2” — o
‘ <7X) (7y)| ’j:1 Oxi ‘Z(x Yy )‘ —jZI‘aaﬂ ’ZH':U Y ’7

debido a que gTF; son continuas en (I—e/2,l+€/2)x S(xg, €/2), también son
continuas en el conjunto compacto [[—e/2, I4€/2]x5(xo, €/2). La continuidad
de las F' en este conjunto implican que existen k' € IR*, i = 1,2, 3,4, tal

que:

|Fi(l,x) — F'(l,y)| < k'|x—yl|, i=1,2,3,4. (3.185)

Pero esta propiedad de las proyecciones F?, i = 1,...,4, nos dice que F
satisface la condicion Lipshitz en [l — 5,10 + 5] X S(xo, §). Tal propiedad se

ve mas rapido, si empleamos

x| = [a + .. + 2",
como la norma de IR"™. Con respecto a esta norma tenemos:

€

5] x S(xo, Y (lo—e,lp + €) x S(x0€),

€
Vx,ye[lo—ﬁ,lo—f— 5

[F(l.x) = F(Ly)| = |[F'(l,x) = F'(Ly)l + .. + [F(l,x) = F'(Ly)|

<kx—yl+ .. +Ex -y <kx-yl, (3.186)

en donde
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kE=max{k',i=1,2,3,4,}

la cual muestra que F satisface la condicién de Lipshitz localmente con

respecto a X.

3.10 Apéndice 3B: Acerca de la masa de Ko-

mar

g = —e2M g% 4 %jdxidxj
d 2
| 200

r

= —V3(r)dt* + +72dQ, r € (rg,00) (3.187)

donde v s la 3-métrica espacial, y V(r) = e*®. A continuacién derivare-
mos la identidad (3.159) utilizada en la seccién (3.4). Sea V? el operador

Laplaciano con respecto a la métrica espacial v:

= —mm + r2dQ*. (3.188)

Por definicién

se sigue:
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V() = (1 B 27):4(7")) dix;ir)
1dvV(r) d 2m(r)\ 2 2m(r)\ dV (r)
CRwE %<1‘ : >+F<l_ : ) a1

tomando en cuanta que V(r) = ¢®(")

d dd
vy = v 2 = viraw)
y
r2K2(r) o 2m(r)
4 T

la expresion (3.189) se reduce a:

v = Vi {(H+ a2 + 2500 ) D

+A(2r)% (TQKI(T)>} , (3.190)
si A(r), K(r) satisfacen:
K2(r)r?dA(r) 1, 1 kp(r)  AX(r)r2K2(r) 1,

4 dr BRI e 1 + K (r)rA(r)
+A2<,:) - e ;A( L _kp(r) (3.191)
dK(T) _ 3 2 1 7 2

o = K0+ 5 = kp(r)e’, (3.192)

las cuales son parte de las ecuacién de Einstein como hemos visto en la

seccion (3.4). Entonces (3.190) se simplifica y toma la forma:
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1 K%(r) 1 kp(r)c
-—— ~A(r)K? _—
52 s 1 (r)K=(r)r + 5

V2V (r) = V(r) + %P(r)]3.193)

la constricién Hamiltoniana (2.49) en la norma (3.187) toma la forma:

1 K2(r)  kr(r)  K2(r)A(r)r B
D R U (3.194)

finalmente utilizando la contricion Hamiltoniana, llegamos a la identidad

(3.159):

VAV (r)=V(r) |- + + EkP(r) (3.195)

3.11 Apéndice 3C: La presion tangencial en
la coordenada de curvatura

Derivacion de las ecuaciones:

dA(l)  1dK() K2(1) K()A()
i +§ dl + 1 + 5 , (3.196)

= (p(1)* = r(D)A(D) — (r(1) + P(D)) K (1), (3.197)

en la norma (3.187). Comencemos por (3.197):

dr(l)dl
dl dr

(o1 1) DD 1)) + P K1) D
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a _ 2 i
como - = +- K@y Se sigue

2 2

T = () = r(r)AG) = 70K ) s = POV () s

dr

simplificando finalmente encontramos (4.28) :

T _ (or)e? — =r))Ar) — 2rtr) + P0)). (3198)

Ahora derivemos (3.196) en al norma (3.187). Para ello primero derivemos

(2.46) en esta norma:

dldK i [_§K2(Z(T)) L o)

dr dl — drl 4 r2

se sigue:

dK 2 3 1 -

i ——K2 . k 2:|

T = Ry i el
simplificando:

K K 2 2kp(r)c?
dK _ _3K(r) _ 2kp(r)e (3.199)

dr 2 +7“3K(7“) rK(r)

ahora si regresemos a (3.196):

d<I>d7’>2 drd(drd@) ldrdK K? Kdrd®

ey (GRdr\T drd (drd®\ 1drdK A drd®
k() (dr a) Vad\dda ) 2aar T T T 2 dar
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2
utilizando que A(r) = (fi#f y rEAr) (d—l) se sigue que:

r

P(r) = KQZ)TQ A2 d/;y) N QAT(T’) A o

(3.200)

dK(r) K?(r)
|+

sustituyendo (3.199) en (3.200) encontramos finalmente (3.153):

A2 (r)K?(r)r? n r?K2(r)dA(r) 1
4 4 dr )
A(r) TA(?“) ho(r)e? + 1 kp(r)c?

P(r) =

2r2 2

1
—rK2(r)A
+=rK*(r)A(r) + o 5

8

3.12 Apéndice 3D: La masa ADM y su relacion
con la masa Misner-Sharp

En este apéndice discutimos brevemente la realcién entre la masa ADM
Mapy v la masa de Misner-Sharp, las cuales hemos definido en la seccién
(3.8).

Primero un recordemos: Sea un espaciotiempo (M, g) asintéticamente
plano y ¥ una hipersuperficie espacial, la cual es asintéticamente euclidiana.
Sea (Yap, Kap) la métrica inducida y la segunda forma fundamental asociadas

a 2.

Definimos la masa total m asociada con tal > como:

1 . 87(117 a’)/ab b
E=—1 74 - NbdA 202
167 oo ( Oxe Oz ) d4, (3.202)
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en donde r? = (z')* + (2%)? + (28)%, N = N2 es el vector normal
unitario a la esfera r =cte. EIl hecho que X es asintoticamente euclidiana
implica que % es difeomorfa a IR* — S(0, R), y ademés en % existen

coordenadas tale que:
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Capitulo 4

Los agujeros de gusanos
soportados por la energia

fantasma

4.1 La materia exdética y las ecuaciones de es-

tado

En el capitulo anterior hemos mostrado que bajo la asunciéon que la den-
sidad pc?, la tensién 7, v la presién tangencial P fueran libres de alguna
restriccion, existe una familia infinita de agujeros de gusanos generada por
algin par (N, pc?) sujeto a las restricciones ya especificadas. Como conse-
cuencia del formalismo desarrollado, hemos dado una nueva representacion

para la familia de agujeros de gusano cuasi-Schwarchild. Pero como discuti-
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mos en [13] y [22] los resultados no son satisfactorios fisicamente, debido a la
presencia de funciones libres en la métrica g, la cual representa el agujero de
gusano. La presencia de funciones libres en g hace que la teorfa pierda su ca-
pacidad de predecir. Cabe comentar que cualquier configuracién astrofisica
puede ser modelada por un agujero de gusano -véase la discusién en [22]-.
Por otro lado, mencionamos al inicio de los capitulos 2 y 3 que el origen
de las funciones libres se debia a nuestra ignorancia sobre la naturaleza de
la materia exdtica. Las preguntas que en este capitulo abordamos son las

siguientes:

. Qué pasaria si a un nivel fenomenolégico asumimos que (pc?, 7, P) estdn
sujetas a restricciones elegidas a priori? ;jExisten soluciones del sistema (3.1-
3.7) que representen a los agujeros de gusano? ;Si existen dichas soluciones,

estas contienen parametros libres o funciones libres?.

Con la motivacion de responder estas preguntas y como ya lo hemos comen-

tado en la pagina (40) estudiaremos ahora el sistema:

dr(l) r(l)K(l)

a2 &1
%l(l) - —%KQ(Z) + T21(l) — kp(D)?, (4.2)
B kam - 220 + S - 10 +200), @3)
d;y) = (p()e* = T(D)AQ) = (r(1) + PD)) K (1), (4.4)
_r21(l) + B 1(” +Er(l) + AQE (D) =0, (4.5)
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r(0) (A(O))m, K(0) =0, (4.6)

Am
1
A(O) = Ao T(O) - ];77"2(0)7
7(0) — p(0)c* > 0, (4.7)

pero ! asumiendo que (pc?, 7, P) estdn sujetas a restricciones que referimos
como ecuaciones de estado (EDE). En general no hay una manera tnica
en donde tales EDE puedan ser elegidas, a menos que especifiquemos la
estructura 7, el cual modela la material exética. En este capitulo para

responder a las preguntas que hemos planteado al inicio procedemos de la

siguiente manera:

e Primero, especificamos a mano las ecuaciones de estado.

e Segundo, modelamos la materia exdtico a travs de la combinacién de

los campos escalares sin masa K-esencia y Klein Gordon.

Para ambos casos mostramos que el sistema (4.1-4.7) admite soluciones
que representan a los agujeros de gusano. Estas soluciones contienen pardametros

libres y no funciones libres.

Comenzamos abordando el primer caso, asumimos una familia monoparamétrica

de ecuaciones de estado

T=F(p), P=G(p)

INétese, que para las necesidades de este capitulo es mds conveniente considera la

ecuacién que satisface A(l), en la forma (4.3) -véase la seccién (2.2)-.
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con F, G funciones suaves. Para tales EDE el sistema (4.1-4.7) toma la

forma:

dr(l)  r()K(1)

a 2 (48)
%z(l) _ —ZKz(l) + 7~21(z) _p()e, (4.9)
%;l) + K(D)A(I) + A%(1) = %1@(1)8 — kF[p(D)] + kG[p(1)] (4.10)
dF(p) )dp( )

ap = {p(l)¢* = Flp(l)]}A(1)

—{Fp(l )] + Glp(DI}E (1) (4.11)
1 K2(l) + EF[p(1)] + A K (1) = 0. (4.12)
,/ —0,A(0) = Ay, F[p(0)] = z%r:(()) >0, (4.13)
( )2 >0, F(p) # 0. (4.14)

La existencia de la garganta demanda F'(p) —pc® > 0y F(p) > 0, como se ve

n (4.13,4.14). El sistema anterior define un PVI para (r(1), K (1), A(l), p(1)).
Una vez que p(l) es conocido, la tensién 7 y la presién tangencial P se
obtienen a través de 7 = F(p), P = G(p).

Asumimos por simplicidad que %ﬁl # 0, entonces (4.11) es una ecuacién
regular. Por tal eleccién el teorema de Picard-Lindeloff se aplica. A pe-
sar de que tal teorema garantiza la existencia de la solucién local en algin
[—a, a] C (—¢,€), no tenemos ningin conocimiento sobre el comportamiento
de la solucion maximal. Con la finalidad de entender la naturaleza de tales

soluciones, y motivados por los modelos cosmolégicos que involucran la en-
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ergia fantasma, elegimos F'(p) y G(p) que cumplen:

T=Apc?, P=pupc®, M\pu € IR, (4.15)

donde (A, ) € IR son parametros libres. Por tal EDE el sistema (4.8-4.14)

toma la forma:

dr(l) 1
= 5 KO, (4.16)
P = 2R+ i~ bl (1.17)
%l) — KAL) = A%(1) + (1= A+ 2p) p(zl)CQ, (4.18)
df;_(ll) () [(% - DA - 1+ Bk (4.19)
L. K0 + kp(l)XN+ A()K (1) = 0. (4.20)
20 4
r(0) = %S), (0) =0,
MO = Aoy 2ol0) = 570 (4.21)
(A —1)pc* > 0. (4.22)

Debido a que simultdneamente (A, p(0)) estan sujetas a

Ap(0) >0, (A= 1)p(0)c* >0,
distinguimos dos casos:
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(1)

p(0) >0, y A>1, (4.23)

p(0) <0, y A <0. (4.24)

Por otro lado haciendo referencia al concepto de energia fantasma que hemos

comentado en la seccién (2.3), introducimos el pardmetro:

P T )\pcz_ \
pcz  pc2 pc2

debido a (4.23,4.24) resulta:

o w=-\A<—1,
e w=—-\>0.

Cuando w < —1 y recordando la discusién dada en la seccién (2.3) interpre-

tamos que

T, = ,OCQUHU,, — )\pCZXMX,, + uch(YHYV + 2, Znu),

describe energfa fantasma. Mientras para w > 0, este T),, describe materia

exoOticaZ.

2Es importante mencionar que hacemos una extrapolacién grande. Mientras en cos-

mologia el parametro w es definido por w = en donde P es la presion isotrépica

P
ek

medida por los observadores que se mueven en conjunto con la expansién cosmoldgica,
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Aun hemos elegido una familia de EDE simple, la estructura de (4.16-4.22)
es mas complicada matematicamente que la del sistema que teniamos en el
capitulo anterior. Involucra cuatro ecuaciones acopladas para las funciones
no conocidas (r(1), K(1), A(l), p(1)), con (A, u) parametros libres. Aun asi, en
esta seccién mostraremos que el sistema (4.16-4.22) admite soluciones que

representan a los agujeros de gusano.

Para llegar a esta conclusién, sea que elegimos datos (), p(0)c?) consistentes
con (4.23) o (4.24), y sea (r(0), Ag) dadas. A través del teorema de Picard-

Lideloff, existe una una solucién tinica

(r(D), K1), A, p(D), I € [-a,a],

que satisface tal sistema. Pero desafortunadamente no sabemos si tal solucién
pueda ser extendida a toda la recta real, y si la métrica resultante g y el

espaciotiempo (M, g) seran asintéticamente planos.

Nuestro estrategia es investigar el comportamiento de las soluciones (4.16-
4.20) en el limite [ — 4oo. Para tal andlis es conveniente cambiar de la
coordenada [ a la coordenada de la curvatura r. En la seccién (3.8) del
capitulo anterior mostramos que en la parte ‘superior’ [ € (0,00) o en la

parte “inferior” [ € (—o0,0), la métrica g puede ser escrita en la forma

en el contexto presente tenemos P, = —7;, y ademas P la presion tangencial. Entonces
hay una ambigiiedad en el término energia fantasma. Nuestra terminologia es solo por

analogia.
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2

g = —e2®0g? 4 +72dQ?, r > 1o =1r(0) >0, (4.25)

1 — 2m(r)
To ]%02 Ty 2 , ,
m(r) = St p(r")dr'. (4.26)
70

en donde (m(r), ®(r),7(r), p(r), P(r)) satisfacen:

G = g A € (ro,00), (4.27)
d;iﬂr) = [p(?")c2 — 7'(7‘)} CM;—Y)
AL e o) 9
M) S e e G

Ademas hemos mostrado que dados (r(1), K (1), A(1), 7(1), p(l), P(1)) las cuales

satisfacen (4.1-4.7), podemos construir (m(r), ®(r), 7(r), P(r), p(r)) que sat-

isfacen (4.27-4.29) en (ry, 00). Para los fines de esta seccién mostraremos el

sentido converso de esta propiedad.

El sistema (4.27-4.29) es singular en los puntos donde r —2m(r) = 0, por ello

debemos ser cuidadosos. Primero sea (m(r), ®(r), 7(r), p(r), P(r)), las cuales

satisfacen dichas ecuaciones en [R, o), tal que r —2m(r) 20V r € [R, c0).

Consideramos el PVI:

=4+ L I(R)=+ly >0, Vre [R o0). (4.30)
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La solucién [(r) de este PVI estd bién definida en [ly, 00) “0” (—o0, —lo).

En el apéndice (4.6) mostramos que las siguientes funciones:

Al) = %,ﬁ(l) = p(r(1), P(1)=P(r(l)), K(I)=K(r(l)), (431)

satisfacen las ecuaciones (4.1-4.5) en [ € [ly, 00) 0 [—00, ly). Ademas si la
solucion (m(r), ®(r), 7(r), p(r), P(r)) decae cuando r — oo, lo mismo sucede

para (r(l), K(1), A(1), 7(1), p(1), P(1))-

Ahora bién tomando en cuenta EDE (4.15) e introduciendo las nuevas vari-

ables (W (r), R(r)) a través:

Wi(r)= . R(r) = kp(r)c*r?, (4.32)

PO W)+ RO, (4.33)
do(r)  —AR(r) +W(r)
T T 20w (4:35)

Queremos investigar si tal sistema admite soluciones que decaigan en
el limite » — oo. Si tales soluciones existen, con la propiedad que hemos

mencionado, entonces podemos construir

PN D), K (1), AD), 7(0), P(D), (1)
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una solucién de 4.1-4.5), que tiene la propiedad de decaer a cero cuando
[ — +o0.

Sea entonces el intervalo [Ry, o), en donde Ry es suficientemente grande
de manera que W(r) < 1, V r € [Rp,00). En tal intervalo tomamos el

ansatz:

C C1
W(T):;+T1+E’

€>0, 7 € [Ry,00), (4.36)

con ¢, ¢ constantes. Sustituyendo esta representaciéon en (4.33,4.35), y

a través de un poco de algebra obtenemos:

c c1 1
T 4.
Wi(r) . + e +0 (T%H) ; (4.37)
_ _Po l
pr)= g +0 (TB) : (4.38)
2
Po = —(Tﬂ — 1)01, (439)
e ¢ aMl422u—A) 1 1
B(r) =Py — 5 m =z +0(3): (4.40)

De esta representacion vemos que los pardmetros (A, p) determinan el
comportamiento asintético de las soluciones. Primero, sean elegidos (A, i)

tal que:

2
7“:1+e,e>o. (4.41)

Para esta eleccién de (4.37-4.40) tenemos:
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C C1
(gﬁ — 1) c
. \ 1 _ €Cq
p(r) = — T T e e >0, (4.43)
c aXl+2p—-X) 1
P = - — = . 4.44
(r) 05 m e €20 (4.44)
Ahora bién sean elegidos (A, p) de tal manera que:
2
7“:1—6,6>0. (4.45)
En este caso tenemos:
W(r) = ; + L >0, (4.46)
_ Po €
p(T’) - 7’2+2TH - 7'376’ € > 07 (447)
¢ al4+2u—XN) 1
® = dg— — — 0. 4.48
0 o 4 pe ¢ (4.48)

Aun ambas familias de soluciones asintdticas (4.42-4.44) y (4.46-4.48)
decaen asintoticamente, hay una diferencia importante. La primera familia
tiene masa ADM finita, mientras para la segunda familia tine la masa ADM
divergente. Como hemos visto en el capitulo anterior la masa-energia de

Misner-Sharp M (r) esta dada por

2

u / 2M r
M(r) = / p(rr2dr’ = — (T — 1) cl/ ﬁdr’, (4.49)

R r X\
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Entonces si %\’i =1+4¢€, € > 0 se sigue que

r—00

lim M(r) = ¢+ O (%)

implicando que la masa M4py; es finita. Por otro lado para el caso donde

2p

¥ =1 —¢, vemos que lim, o, M(r) — oo implicando que estas soluciones

no tienen M ,pys finita, entonces no son asintéticamente planas.

En resumen, hemos establecido que al menos para los valores de los parametros
(X, p), tales que 2* =1+ ¢, € > 0, existen soluciones del sistema (4.33-4.35)
que representan soluciones asintoticamente planas. Esta conclusion en com-
binacién con la existencia de soluciones locales del sistema (4.33-4.35), nos

lleva a la siguiente pregunta:

. Es posible que las soluciones locales del PVI (4.16-4.22) se extiendan de tal

manera que se unan con las soluciones asintoticamente planas?.

Desafortunadamente esta es una pregunta dificil de contestar analiticamente,
pero a través de simulaciones numéricas se puede contestar. A continuacién
discutiremos un procedimiento, que transforma al sistema (4.16-4.22) a una

forma lista para un andalisis numérico.

Primero cambiamos a la variable dependiente via una inversion:

implicando que (4.16-4.22) se transforma a:
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ity 1.
o = KOO, (4.50)
dK(l) - 3 2 A2 7 2
= =IO+ ko), A (4.51)
%Z) — —K(AQ) — A2(1) + (1= X+ 2p) pg)027 (4.52)
dﬂd_gl) — o) (% - DA - 1+ 5K@)] (4.53)
—#2(1) + @ + kp()EX+ ADEK(1) = 0. (4.54)
o (an )\ _ __Ar
0= (q5) - KO=0 AL o) - s ()

Como segundo paso definimos una nueva coordenada x a través de

rox  dl(z)  ro(l+2?)
(@) =170 = @ _ap ©€ (=1,1), 70=r(0). (4.56)

que mapea [ — doo dentro de x — £+ 1, [ = 0 sobre x = 0. Entonces el

sistema (4.16-4.19) se transforma como:

(1— x2)2d’;f) = —T—20(1 + %) K (2)7(x),r € (—=1,1), (4.57)
(1— x2)2d[§—x) = ro(1 + %) —ZKQ(Z’) +72(x) — kp(z)c?| , (4.58)
(1-— xz)Qdi\lf) =ro(1 + 2?) [—K(az)A(m) — A*(2)+ (4.59)
kp(;c) (I=A+ 211)} ,
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(1— IZ)Z% = ro(1+ 22) K% - 1) Az) (4.60)
(14 8) K@)| pta)e
H0) = 2T v K(0) =0, A(0) = Ay, p(0) = — T 4.61
7"”‘(@) RO =0 A0) = A0 l0) = s (o)

En esta forma el sistema esta listo para integrarse nimericamente. La idea
ahora es simple se grafican las soluciones de este sistema para valores distin-
tos de (A, ) y (7(0),Ag) . A través de simulaciones numéricas mostramos
que existe una cuatro paramétrica familia de agujeros de gusano esféricos y
asintéticamente planos. Esta familia es parametrizada por el drea de la gar-
ganta A(0), el gradiente del factor red shift evaluado sobre la garganta Ag, asi
como tambien por (A, i), los cuales estan sujetos a la restriccién 2//5 =1+e
Para mas detalle -véase [23]-.Con la combinado de estos resultados numéricos
con el analisis analitico se logra mostrar la existencia de soluciones globales

que representan a los agujeros de gusano, asintéticamente plano.

4.2 Agujeros de gusano soportadas por K-
esencia y Klein-Gordon

Hasta este momento, hemos asumido que (pc?, 7, P) estén restringidas por las
EDE descritas por (4.15), pero no hemos realizado ningiin modelo concreto
de materia exoética, del cual resulten estas EDE. En esta secciéon discutimos
una especificacion de las EDE (4.15) a través de la combinacién de los campos

escalares sin masa de K-esencia y Klein Gordon.
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Recordemos que la seccién (2.4) hemos visto que la teoria de K-esencia sin

masa involucra un campo escalar real ¢, cuyo tensor de energia momento es

1 1
T = =VudVib + 59V 0Vab = = VbV = 50,V Va0, (4.62)

mientras la restricciéon V, " = 0 demanda que ¢ satisfaga

VAV ¢ = 0. (4.63)

Consideramos una configuracion que consiste de un campo de K-esencia
sin masa ¢, v un campo de Klein-Gordon real ¢ sin masa, en donde am-
bos campos (¢, ¢) estan acoplados minimamente con la gravedad. Para tal

sistema las ecuaciones de Einstein son:

Gy = k(T +T)), (4.64)
Ty =~ [V4Vu6 — L0 9"09.0]. (4.65)
T = V,u0V,6 — %M%vaé, (4.66)
ViV, = V'V, = 0. (4.67)

Nuestro enfoque es estudiar si este sistema admite agujeros de gusano
esféricos, asi como son sus propiedades. Asumimos entonces una carta local

(t,1,0,¢), en donde g toma la forma:

g = —e20ar? 4 di?> + r2(1)dQ?, | € (—e,€), (4.68)
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dr?(I)
di?

dr(i)

=0
di ’

>0, [€(—¢e). (4.69)

Con respecto a la base ortonormal que portan los observadores de Killing:

10 0 1 0 1 0
- X== Y= g=—— = 4.
U o o~ T o0 © T r(l)sinfdg’ (4.70)
se tiene:
1(96\> 1[04\
2= =~ (2] -2 [ 22
p(l)c =T, utu 5 (81) 5 <6l> , (4.71)
Ay 2
1 (06\> 1 (0¢
— — pYV — | T _ | =
(1) = T X"X* = 3 az) 5 az)’ (4.72)

P(l) =T, Y"Y" =T,, 7" 7" = —

(‘Zf) } (4.73)

De esta representacién se ve que (pc?, 7, P), los cuales son medidos por

los observadores de Killing satisfacen:

1—A
5 pct, A= —1. (4.74)

T=pc?, P = ppc® =

y 1 —=A+2u=0. Ademaés los campos qﬁ,q@ estdn sujetos a:

VIT,6 = N } 0 (1.75)

|

VIV b = Jtﬂ {\/* = } =0. (4.76)
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Debido a la estaticidad y la simetria esférica estas ecuaciones en la norma

(4.69) se reducen a:

A (o200 _ o 2 (ew,2 200 _
yi <e O (5)7> =0, — <e Oy (z>7> =0, (4.77)

y mientras las ecuaciones (4.16-4.20) toman la forma:

dr(l) 1
o = 3K Or (), (4.78)
T = K + o - e (479)
%l) — CA2(0) — AD)K(D), (4.80)
i+ bty + awr ) =0 (451
O (o)~ r)AD) ~ () + POIKW) (452
r(0) %, K(0) = 0, A(0), \p(0) = ]%02:2(0) S0, (483)
(A—1)pc* > 0. (4.84)

en donde (pc?, (1), P(l)) estdn dados por (4.71-4.73). Nuestro problema
es investigar si tal sistema admite soluciones que representen agujeros de

gusano.

4.3 Una nueva norma

Aunque hasta ahora la coordenada [ fue muy 1til, desafortunadamente no

hemos podido obtener las soluciones de los PVI en términos de funciones
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elementales, incluso en el caso mas sencillo como lo son los agujeros de gusano
de cuasi-Schwarzschild. Debido a este problema, en esta seccién introducimos
una nueva coordenada, la cual harda més facil la integracion del PVI. Para

ello sea v = x(l), | € (—¢,€) una funcién suave al menos C?; tal que:

dx(l)
dl

#0, 1 € (—¢€). (4.85)

Eliminando en (4.68) la coordenada [ obtenemos:

; AN
g=—e2@d? 4 <d_) dz® + 7 (2)(d6* + sin® 0d¢?), ©* € (—a,a),(4.86)
x

en donde?

Reescribimos (4.86) en la forma:

; dr\’ 1
_ 2B g0 2, =2 21 _
g=—edt +(d:}c> [dz® 47 (:U)(gl)zd(l]—
= 2@ 4 A?(z)[dz® + B*(x)dQ?], (4.87)

A%(z) = (%) , B?@:):ﬁ(@@. (4.88)

Debido a la libertad que tenemos al elegir la funcién z(l), en lo sucesivo

imponemos la restriccion:

3El intervalo (—a,a) es la imagen de (—¢, €) bajo la funcién (1).
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2
(dl(x)) o2 o AT (4.89)

dx T

y elegimos en lo subsecuente el signo ‘+’, es decir, imponemos:

o2 (@) dl(x)

=1. 4.
I (4.90)
En tal norma (4.87) toma la forma:
g=—e2d® + e_Q‘i[d:U2 + 772(x)62&’d§22}7 r € (—a,a), (4.91)

mientras el drea A(z) de las orbitas de SO(3) es:

A(x) = 477 (x), x € (—a,a), (4.92)

y la traza de la curvatura extrinseca K(x) es -véase su definicién en el

apartado de notacién y convenciones-:

- e®@ di(z)
K(x) =2 4.
(@) = 2555 (4.93)
mientras que por definicion
— =W —. 4.94
A~ dx (4.94)
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A través de un calculo largo, las ecuaciones (4.78-4.82) en la nueva norma

toman la forma:

% |:€2(I>($)7"2($) dflf)} = g[,o(a:)c2 —7(x) + 2P(2)]r*(z), (4.95)

% {é%(@dz—?] - S[T(x) + p(@) P (x) (4.96)

T~ ) — )T~ ) + PO (o)
1 e2® (ar\? . 2e%® dd dr

mientras las condiciones iniciales son:

dr(z)
dx

1 dd

T :07]% = 5/ 0 7z
=0, o) = ., 22,

= Ao, (4.99)

en donde por simplicidad en lo sucesivo escribimos ®(x),r(x) en lugar
de ®(z), 7(z). Como una primera aplicacién de esta nueva norma, en la

siguiente seccién integraremos este sistema para el caso donde:

p(l)c* = % (%)2 - % (%‘f) : (4.100)
() = — [% (a—“;>2 _ % <a—(f)2] , (4.101)

o--bE 3] e

y mostramos que este sistema admite una familia bi-paramétrica de solu-

ciones que representan agujeros de gusano.
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4.4 Una familia bi-paramétrica de agujeros

de gusano

Cuando (pc?, 7, P) estén debidas a la materia exdtica generada por la com-
binaciéon de los campos escalares sin masa de K-esencia y Klein-Gordo se

tiene:

p(z)c? — 7(x) + 2P(z) = 0,
7(x) + p(z)c® = 0.

Entonces el sistema (4.95-4.98) se reduce a:

i 28(x), .2 d®(z) _

o {e r*(z) | = 0, (4.103)
d | 5% dr(z)|

- {e r(z) I ] =1, (4.104)
dp b o

dz — r2(2)e2®@’ dx  r2(z)e2®@)’ (4.105)

Al 2 9
~ dgb 2 ~ dgb 2 dd d'f'2 dr Y
B2} (28] = —— |28 () 22 |(4.106
(dx) <dx) r?(x) | dz dx dz ‘ ( )
Sumado (4.103,4.104) se obtiene

d2
ﬁ[emmr?(m)] =2, (4.107)

por tanto,
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e?*@yr2(3) = 22 + Bz + C,

en donde (B, (') son constantes de integracién. Debido a que la transfor-

macion:

r—IT=x+a (4.108)

deja invariante a

g = —dt® + ¢ 2?[da’ + P(2)e*dQ), x € (—a,a),

se puede elegir de tal manera que:

e (x)r*(x) = 2% + C, (4.109)

y de esta forma se ve que el signo de C juga un papel importante. Si

asumimos C' = —r¢ entonces:

2@ (1) = o — 2, (4.110)

cuando 12 = r se tiene ¢*®(22)r?(22) = 0, lo cual implica:
o 22#%) =0,y r2(22) = 0.

o 226D — 0,y 12(ad) £0.

134



CAPI/TULO/4. LOS AGUJEROS DE GUSANOS SOPORTADOS POR
LA ENERGIA FANTASMA

o 2200 £ 0,y r2(z2) = 0.

Ninguna de estas posibilidades son aceptable, asi que en lo sucesivo elegi-

mos C' = r2:

e2*@r2(z) = 42 412 1y > 0, (4.111)

Por tal eleccién la integracién de las ecuaciones restantes nos llevan a:

d(z) = %tarf1 (ﬁ) L L (—00,0), (4.112)

To To 2ry’
() = i—;tanl (%) - ZIT:, r € (—00,00), (4.113)
o(x) = i—;tan_l (f—o) - %7 r € (—00,00), (4.114)
8~ at = (k4 19), (4.115)

donde hemos fijamos las constantes de integracién requiriendo

lim ®(z)= lim ¢= lim ¢=0.

r—+00 T—+00 r—+00

La métrica del espaciotiempo se lee:

g = —e2@ar? 4 2@ [dr? 4+ (22 +r2)d*) © € (—00,00), (4.116)

la cual se ve facilmente que describe un agujero de gusano asintéticamente

plano, una de las regiones asintéticas corresponde a & — oo, mientras la otra
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a x — —oo. Las dos regions asintéticas estan conectadas via la garganta de

area A(zg) localizada en x = x.

Otese que al tomar a; = 0 este agujero de gusano se reduce a una solucién
N6t 1t 0 est d d 1
que describe un agujero de gusano. Por primera vez, esta solucion fue des-

cubierta por H. Ellis -véase [5].

Cuando nosotros asumimos b; = 0, entonces (4.115) demanda a; =
x9 = ro = 0, y la solucién se colapsa a un espaciotiempo plano con un
campo escalar Klein-Gordon trivial. El cual es un resultado esperado, ya
que el tensor de energia momento asociado al campo escalar de Klein-Gordon
tiene la propiedad de cumplir la condicién de energia dominante. Ademés
combinado esta propiedad con el resultado de Gibbons, el cual es que el
sistema de Einstein y Klein-Gordon admiten soluciones estaticas no triviales,

es decir, los solitones no singulares y asintéticamente planos.

A veces es conveniente representar la métrica g en (4.116) en una nueva carta
en donde la métrica inducida « sobre las hipersuperficies espaciales ¢ =cte

posee la representacion:

v = Q(x,y, 2)[dx® + dy® + d?], (4.117)

es decir, v es conformalmente plana. Para construir tal carta, sea R =
R(x) una funcién suave tal que %gf) # 0 en algtn intervalo x € (a,b).

Eliminando x en términos de R obtenemos:
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v = e 2@ [da? 4 (22 + r2)dQPd0?] = (4.118)
_ dz(R)\” 22+ g
— ¢ 2%@) [ 222 [dR? 0 d0?). 4.119
v (L) fare 4 Eoa
dR

Elegimos = = z(R) de tal manera que satisface:

2
R T a 4.120
0 R

cuya solucién es:

R(z) = +(z + /22 +1d), z € (—o0,00). (4.121)

Tomando el signo ‘+’ y realizando la transformacién y através de una

inversion obtenemos:

RQ—T(%
= 4.122
(R =T R € (0,00), (4122)

mientras (4.118) toma la forma

— o 22(R) (R* + 7"(QJ)Z

1 [dR? + R*d9?, (4.123)

v

la cual es la forma que estabamos buscando. Através de un rescalamiento

de la coordenada R obtenemos la métrica g de (4.116) se transforma a:
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2 2\2
g = —e2®Wqs? 4 6_2¢(R)%[df32 + R*dO?), Re (0,00), (4.124)

en donde ®(x), ¢(x), p(x) toman la forma:

2 .2
¢<R>_%ml<3 ) Zom

To 2RT’0 B 27’0
2
= 10 o ! (5) _ DT (4.125)
To To 27"0

2 .2
= P (i) e

To QRT’Q B 27’0
_ (E) _m (4.126)
To To 2T0

6(R) = L tan~! <R2 - T(Q)) —

To 2R’I"0 2’!"0
R
= D an? (—) - (4.127)
To To 27"0

Estas identidades provienen como consecuencia que:

R(z) =2 +/a? + 71§, € (—00,00), (4.128)
es un difeomorfismo con inversa:

2 2
R* —r§

“(f) =35

(4.129)
El siguiente diagrama establece estas identidades.
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f3
R | (/21 /2)
f=( fof,) IR = (w28 /2)
R f (R) =tan"(R/ 1)
f
? ¢ fof, : IR | (/2 /2) i
! R——— tan (f, (R))= tan'(R'—1 / 2Rr,)
1\
IR

Figura 4.1: Este diagrama establece las identidades (4.125-4.127).

4.5 Apéndice 4A: Ecuaciones de Einstein en
la nueva norma

En este apéndice daremos algunos detalles de la derivacién del sistema (4.95-

4.98), para ello partimos del sistema:

dr(l) 1
v _§K(z)7~(5), (4.130)
dK(l) 3 1 .,
a0 gy ke (4131)
P _ n20)- Ak, (4.132)
.SON _
“am T A ADK () =0 (4.133)

Sea x = x(l), | € (—¢,€) una funcién suave al menos C?, tal que:

=4e®D £0, 1 € (=€) (4.134)
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Entonces [(z) esta bien definida, y ademés:

= +e %@, (4.135)

i(x) = r(l(z)), plx) = pl(x)), 7(x) =7(l(z)), = @(I(2)).

Mientras que

Alz) = dif) = A(l(z))e~ @, (4.136)
K@) = K(i(z)) = ei’(x)%dZ—(;). (4.137)

Se sigue que

dr(z) dr(l(x))dl(z) 2 dr(l(x))dl(z) r(l(x)) 2 dr(x)7(z)

dx dl dx r(l(z)) dl de 2 #(z) dor 2

entonces utilizando (4.137) se ve facilmente que 7(x) satisface:

dr(z) 1 gm0 o
T = 3¢ @ K (z)7(x).

Ahora vayamos a la constriccion hamiltoniana:

iy 2 e (@) dR(z) 2 g dr(i(z)) dB(I(z))
K(z)A() F(x)e " dr  dx _r(l(x))e o dx dx
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2@ dr(1(2)) di(x) dO(U(z)) di(x)
~or(l(x))  dl dx dl dx

_ 2 dr(l(az))d@(l(m))eé(lu)) <M>2
r(l(z))  dl dl dx

— K(U(2)A(I(x))e* ") (%) |

de la constriccion hamiltoniana tenemos:

1 K2(l) -
r2(1) 4

sustituyendo esta en la expresion anterior tenemos:

ADK () =

: I e (dl<w>>2
dx '

K(z)A(z) = |:7’2(l(l’)) 1 — kr(l())

Tomando en cuenta (4.135) la expresién anterior se reduce a:

R(2)A(z) = [ﬁa) _K 4(“”) - /%%(x)} ), (4.138)

la cual es la constricciéon hamiltoniana en la nueva carta, o lo que es igual:

_L_i_ﬁ @ 2+%()+ﬁ@ﬁ—o
r2(xz)  r?(z) \dzx s r(z) de de

Ahora vamos a obtener la ecuacién que satisface K (x):

dK (x) dK(I(x)) dl(x)
dz dl dz

B 3 5 1 - 5| di(z)
= IR + iy - bl
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se sigue

i eé(w)idf($)> _ _§ (eéidf(ff))Q L — b2 e %@
dx( 7(z) dx [ 4 r(z) dx +f2(f1:) kp(z) '

utilizando la contricciéon en la nueva coordenadas y después de un poco

de algebra llegamos:

a
dx

{ewr(x)dti—(;)} =1- g[T({E) + p(x)c*)r? (z). (4.139)

De manera analoga se pueden obtener las otras ecuaciones.

4.6 Apéndice 4B: La equivalencia del formal-
ismo de Morris-Thorne con el formalismo
de este trabajo

En este apéndice mostramos la siguiente propiedad. Sea m(r), ®(r), 7(r), p(r), P(r)

satisfacen en [R, c0):

dn;ir) :%027"2,5(7“), r € (rog,00), (4.140)
dr(r) dd(r)
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2[P(r) +7(r)]

= 1 € (ro,00), (4.141)
dd(r) B —7237(1“)7“3 + 2m(r) . e
dr 2r(r —2m(r)) € (ro,00). (4.142)

y sea 1 — 27’;& #0enr € [R,00). Dichas funciones definen:

(r(1), A(), K(1), (1), p(1), P(D)), 1 € [lo,20)

ol € (—o0,lp], las cuales satisfacen las ecuaciones (4.1-4.5). Para mostrar

esta propiedad consideremos el PVI:

ditr) _ 1 I(R) =1y, 7 € [R,0). (4.143)

Por el hecho que I—QmT(T) #0, Vr € [R,0), las soluciones [ (1) y l3(r) son

estrictamente monotonas en [R, 00), ademés sus inversas r(l1), I € [ly, 00),

y 7(la), I3 € (—00,lp] respectivamente. Con la de estas funciones definimos:
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Capitulo 5

Conclusiones y problemas

abiertos

En esta tesis se contribuyo con una nueva manera de construir espaciotiem-
pos (M, g) que representan a los agujeros de gusanos estaticos, con simetria
esférica y asintéticamente planos. A través de esta nueva construccién hemos
mostrado en los capitulos (3) y (4) la existencia de espaciotiempos (M, g)
que representan a los agujeros de gusano, y los resultados de dichos capitulos
estan de acuerdo con la plétora de soluciones de agujeros de gusano esféricos

discutidas en la literatura -véase [14, 10, 11]-.

Hemos mostrado en el capitulo (3), que existen una bi-paramétrica-infinita
familia de espaciotiempos (M, g) esféricos y asintéticamente planos, los cuales
representan agujeros de gusano. Pero como ya comentamos la presencia de

dos funciones libre, que caracterizan a tales espaciotiempos no es aceptable

145



CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y PROBLEMAS ABIERTOS

fisicamente. Pues es de esperarse que si un agujero de gusano esférico forma
parte de este universo eventualmente, este serid de dimensiones finitas. Los
resultados del capitulo (4) manifiestan tal expectacin. A pesar de que en
la seccién (4.2) establecimos la existencia global de los agujeros de gusano
esféricos que se caracterizaban con dos paramétros, debemos remarcar que
esto sélo fue para el caso particular donde 7 = A\pc?, P = ppc®. Sin embargo
el método que fue empleado en este capitulo, en principio es extendible para
otras EDE. Nuestra metodologia para construir tales soluciones posee la ven-
taja de adaptarse facilmente a simulaciones numéricas. Ahora bién, el modelo
de materia exdtica a través de los campos fundamentales como K-esencia, y
en particular la norma de la seccién (4.3) ofrecen una via para mostrar la

existencia de los agujeros de gusano soportados por K-esencia no lineal.

A pesar de que en este trabajo nos hemos enfocado solamente en la con-
struccién de espaciotiempos (M, g) que representan a los agujeros de gusano
con simetria esférica, es interesante desde el punto de vista matematico pre-
guntarnos si las ecuaciones de Einstein permiten soluciones que representen
agujeros de gusano que no tienen simetria esférica.

Una extension natural de la definicién de que (M, g) represente un agujero

de gusano estatico seria la siguiente:
Decimos que un espaciotiempo (M, g) representa una agujero de gusano estdtico

Si:

e (M,g) es globalmente estdtico.
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o (lada hipersuperficie espacial 33, la cual es ortogonal al campo vectorial
de Killing temporal &, es topolégicamente IR x S?, y ademds sus dos

regiones son asintoticamente Fuclidianas.
e Fuiste una garganta de drea propia finita.

e (M,g) no posee singularidades de curvatura.

La pregunta natural es si existen métricas g que satisfagan G(g) = I;:T, y
que ademds (M, g) cumpla con las restricciones anteriores. En la definicién
anterior un punto delicado es la identificacion y descripcion de la garganta.
En el trabajo actual debido a la simetria esférica, la garganta la hemos iden-
tificado como una 2-esfera asociada a una orbita de SO(3), cuya drea A tenia
un minimo global. En ausencia de la simetria esférica, la garganta denotada
por S posea propiedades muy parecidas al caso de un agujero de gusano
esférico. Por lo que es natural dar la siguiente definicién para la garganta:

La garganta, matemdticamente se considera como una superficie espacial
S de dimension dos, compacta, sin frontera, estable, minima y embebida

sobre cada hipersuperficie espacial 3.

Con la idea de copiar las propiedades que la garganta posee en el caso de
simetria esférica, requerimos que S sea compacta, sin frontera. Mientras que
al pedir que S sea estable y minima, se garantiza que las “variaciones lo-
cales” de Y sean nuevas hipersuperficies, tales que sus areas sean mayores
que el area de Y. Matematicamente la “minimalidad” de S esta expresada

por la siguiente condicion: la traza de la curvatura extrinseca K de S satis-
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face K|s = 0, mientras la “estabilidad” que cada “variacion normal” de S

satisface:

2
o= [ V8P~ @ (KIK, + Rigilnn)]ds >0 (51)

en donde K;; son las componentes de la curvatura extrinseca de S, n
es la normal de S en ¥ y R;.; las componente de Ricci. Las superficies
estables y minimas has sido investigadas en matemadticas mucho antes que
del desarrollo de agujeros de gusano. En particular en [25] se ha mostrado
que para la existencia de una superficie estable y minima embebida en un
espaciotiempo (M, g) estatico con G(g) = kT se requiere que el tensor de
energia momento 7" viole la condicién de energia nula sobre S.

Por ejemplo asumimos que S se encuentra en un potencial cosntante es
decir V2 = g(&,€) es uniforme sobre S, con dV|s # 0. Bajo tal asuncién el
formalismo que hemos desarrollado puede ser extendido para la construccién
de estos espaciotiempos.

La estaticidad implica la existencia de una carta (¢, 2%), donde la métrica g

se escribe como:

g = —V3(a*)dt? + yopdada’®, o =1,2,3, (5.2)

Es natural hacer un intento para construir espaciostiempos (M, g) que rep-
resentan agujeros de gusano estaticos. Indicamos a continuacion que tal con-
struccion en principio es posible. Sea con respecto a esta carta las ecuaciones

de Einstein son equivalentes a:
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ViV =

DO | T

V['Ti+Y "Taal, (5.3)
k
2

N 1
Gaﬁ(V) = 5 [Tff + Z (4)Taa} Yo + K 4Taﬁ + =

Vvavﬁv, (5.4)
en donde V2 es el laplaciano de la métrica espacial, V4 el operador derivada
con respecto a la métrica v, G,3, Top son las componentes coordenadas,
T;; = T(t,1), Taa = T(a, @) las componentes de T con respecto a una tétrada
ortonormal.

Una vecindad abierta de la garganta S puede ser foliada a través de una
familia de superficies equipotenciales V' = c¢. Si dV = V,Vdz* es un campo

de 1-forma asociado a la funcién V', entonces se tiene:

o _ v o
oV VeVV,V oz’

el cual es el dual de dV, es decir, < dV, % >= 1. Entonces

( o 0 )= 1
v ov) T vevv, v

ahora introducimos {6', #*} coordenadas sobre cada punto en S y luego
las propagamos a lo largo de trayectorias ortogonales a .S. Respecto a estas

coordenadas {V, 0,62}, donde V. € (Vo — ¢, Vy + €), la meétrica g puede

escribirse:

g = —V2dt* + p*(V,0,0%)dV? + ~;;(V, 0", 6%)do'do’,
Ve W—eVW+te),i,j=1,2. (5.5)
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Con respecto a tal carta hicimos una descomposicién (2+1) de las ecuaciones
(5.3,5.4) y de esta manera el sistema resultante posee una estructura muy
parecidad al sistema fundamental que hemos derivado en el capitulo (2). Este
nuevo sistema involucra ecuaciones dindmicas que propagan las componentes
de la métrica inducida ~;; y las componentes de K;; de una superficie espacial
V' =cte, asi como una restriccion. Pero hay una diferencia fundamental: El
sistema resultante es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales -véase
[26]-.

Otra ventaja del tratamiento descrito en esta tesis es que ofrece la her-
ramienta para estudiar procesos astrofisicos en la garganta y en las cercanias
de la garganta. Por ejemplo en [12], hemos estudiado el comportamiento de
las geodésicas temporales y nulas en una vecindad abierta de la garganta.
Sin importar el tipo de material exdtico que sea responsable de soportar a
la garganta, como hemos visto en esta tesis siempre podemos escribir a la

métrica en la forma:

g = —e2*Oa? 4 di 4+ r*(1)dQ?, (5.6)
dr(l d?r(l
r(0) > 0, d(l ) lo =0, dlg ) lo > 0. (5.7)

Sobre este fondo cada geodésica temporal o nula:

satisface:
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dt(p) _ B dé(w) L _7
dp— goo’  dp oo ) 2’ o
(%) B 622)(1) (B =V L)), (59)

en donde p denota el tiempo propio para las geodésicas temporales y para
las geodésicas nulas el pardmetro afin, mientras que (F, L) son constantes a
lo largo de una geodésica particular. La simetria esférica nos da el derecho
de tomar () = 5 V p. La funcién V(I, L?) denota un potencial efectivo, el

cual estd definido a través de:

A L2

2y _ 20()
V(I,L*) =e (k+A(l)

), L€ (—¢,¢), (5.10)

en donde A(l) = 4mr%(l), mientras k = 1 para geodésicas temporales y k = 0

para las geodésicas nulas. Se sigue de (5.10) que:

A L?
A(l) )

QV(Z,LQ) _ e2<1>(l)
ol
ArL? dA(D)
20 dl |

[QA(Z)(k +

(5.11)

y como consecuencia que A(0) # 0 se tiene que V(I, L?) es regular sobre
la garganta. Entonces algin ente que sigue una geodésica temporal o nula

4

puede “viajar” de una region asintotica a la otra, asi como tener un punto
de retorno sobre la garganta. También existe la posibilidad de las geodésicas
que describen un movimiento oscilatorio en las cercanias de la garganta, claro

que esto depende del méximo o minimo de V (I, L?) sobre la garganta.
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Sin embargo para A(0) = 0, el potencial efectivo V (I, L?) posee un punto
critico sobre la garganta independientemente del valor L? ysi k=10 k = 0.

Evaluando la segunda derivada de V (I, L?) sobre la garganta obtenemos:

82‘/([ LZ) 20(0) dA(l) 47TL2
———7 = 2——=(k 12
o =¢ a "ty (5:12)
ArL? *A(l) |
Al dz |
Para el caso donde (pc?, A) son datos libres se reduce a:
O*V (1, L?) 20(0) |5 A 4 2
——— = 2——= 5.13
gz b=e a \FTAn (5.13)
A L? 1 ~
——— [ == = kp()c? :
57 (o o0 ) 1
y el lado derecho de (5.13) toma la forma:
0*V (1, L -
TVELD = 2 0i(2P(0) - a(0)
87 L*
— 14
+ iy PO — () (5.14)

donde a(0) = 7(0) — p(0)c®. Asf cuando el dato satisface P(0) > a(0) =
7(0) — p(0)c?, el extremo de V(I,L?) es un minimo local sin importar el
valor de L?, y si k = 1 0 k = 0. Para otros valores de P(0), la naturaleza
del extremo puede ser inferida facilmente de (5.14). Finalmente nuestro
formalismo nos permitird dar una representacién de la métrica g sobre y

alrededor de la garganta. Tal comportamiento de las geodésicas alrededor
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de la garganta puede ofrecer una manera para identificar a los agujeros de
gusano.

Por simplicidad tratamos sélo agujeros de gusano con simetria reflexiva

p()c® = p(0)c + p(1)l + p(2)1* + p(3)1°
+0(1%), (5.15)
A = A0) + A+ AP+ AB)P

+ O, (5.16)

elegimos A(0) = 0, k7(0) = r~2(0) tal que 7(0) > p(0)c?, y ademds p(1) =
p(3) = A(0) = A(2) = 0. A través de un poco de algebra y (4.1-4.5) se puede

obtener:

(7(0) — p(0)A) 2 + O(1*), (5.17)

K (1) = k(7(0) — p(0))l + K(3)I> + O(1°), (5.18)

(7(0) = p(0)c?)] (5.19)
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kr(l) = kr(0) = Hr(0) - O EP(0)
¢ OO o), (5.20)
con K (3) descrito por:
K@) = —2[(r(0) - p0)&)(67(0) ~30))] (521

Esta series implica que la métrica g puede escribirse en la forma:

g=—[1+A1)*+ @l‘* + O(19)]dt* + di? (5.22)
+r2(0)[1 + E(T(O) — p(0)A)? + O(I")]d2?,

y donde hemos elegido ®(0) = 0.

Ahora consideremos los agujeros de gusano de Chaplygin. Esto agujeros de
gusano son soportados por un tensor de energia momento que describe un
“perfecto fluido” Ty, g, tal que la presién isotrépico P y la densidad de energia
pc? satisfacen -véase [27, 28]-:

A
P(p)=——- A#0.
2p

Eligiendo P = —7, la restricciéon 7(0) — ¢?p(0) > 0 es satisfecha y implica

A > p*(0). Si asumimos:
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¢p(l) = ¢*p(0) + p(2)1* + O(1Y),

tenemos

_ A . p(2) 4
T(l)—CQp(()) 1 ch(O)l +O0((%)].

Sustituyendo esta expresion en (4.1-4.5), obtenemos:

1) = 1(0) + ——[1 — fip(0)c2r2(0)]12

4r(0)
+ 0@,
4 1 7. 2,..2 2
KO) = 5 |l - 0 o) ot )
Al = — {27’21(0) 11— l%ch(O)r2(0)] + Czkpf(lo)] l
+ 0,

resultando:

L 1 — ke2p(0)r2(0) kA

- [- (55 aw

1 — kp(0)cr2(0)
2r2(0)

+dI? + r%(0) [1 - I?+ O(l“)} dQ?.
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