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Posgrado Conjunto en Ciencias Matemáticas
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Resumen

En esta tesis se trabaja el Problema ternario de Goldbach mediante métodos clásicos de

Teoŕıa Anaĺıtica de Números. El problema plantea que cualquier número impar mayor que 5 se

puede escribir como suma de tres números primos. El camino que se presenta en este trabajo es

el que se plantea en la solución hecha por Vinogradov en 1937.

Palabras clave: Vinogradov, Siegel, Walfisz, Problema débil de Goldbach, suma de primos.
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Abstract

In this thesis the Goldbach Ternary Problem is worked through classical methods of Analytic

Number Theory. The problem proposes that any odd number greater than 5 can be written as

the sum of three prime numbers. The path presented in this work is the one proposed in the

solution made by Vinogradov in 1937.
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Introducción

El Problema de Goldbach surge en el año de 1742, en una carta escrita por Christian Gold-

bach para Leonard Euler. En la carta, Goldbach conjeturaba que:

Todo número entero par mayor que 2 se puede escribir como la suma de dos números primos.

Este es uno de los problemas abiertos más famosos que existen en la teoŕıa de los números

y es conocido como la Conjetura de Goldbach. De manera posterior, durante el mismo año,

Goldbach hizo otra conjetura, la cual era una versión más débil a la anterior. Ésta segunda

conjetura dećıa que:

Todo número impar mayor que 5 se puede escribir como la suma de tres números primos.

Este segundo problema, conocido como el Problema débil de Goldbach o el Problema ternario

de Goldbach, es el problema central de esta tesis, y fue un problema que tuvo avances importantes

muy importantes a lo largo de la historia, hasta el año 2013 que fue totalmente demostrado.

El primer avance fuerte que se hizo al Problema débil de Goldbach fue a manos de G.

H. Hardy y J. E. Littlewood [8], en 1923. Ellos demostraron, asumiendo la veracidad de la

hipótesis de Riemann, que el Problema Débil de Goldbach se cumpĺıa para cualquier entero

impar suficientemente grande.

En 1930, Šnirel’man [9] demostró la existencia de un entero k tal que cualquier entero mayor

que 1 se pod́ıa escribir como la suma de a lo más k números primos. Por este camino, el último

avance que se realizó fue el 2012 en un trabajo de Terence Tao [10], el cual dice que cualquier

entero impar mayor que 1 se puede escribir como la suma de a lo más 5 números primos.

En 1937, I. M. Vinogradov [11] demostró que el Problema débil de Goldbach se cumpĺıa

para cualquier entero impar suficientemente grande, sin depender de la hipótesis de Riemann.

La parte fundamental en esta demostración es su teorema que establece la estimación

¸
n1�n2�n3�N

Λpn1qΛpn2qΛpn3q � N2

2

¹
p|N

�
1� 1

pp� 1q2

¹
p�N

�
1� 1

pp� 1q3


�O

�
N2

plogNqA



para cualquier A ¡ 0. Su demostración empleaba el Teorema de Siegel-Walfisz [12], el cual

establece una estimación para el número de primos acotados por x en la progresión aritmética

a� nq, dada por

πpx; q, aq � Lipxq
ϕpqq �Opxe�c

?
log xq,

v
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donde pa, qq � 1, q ¤ plog xqM y c � cM . Con esto, Vinogradov estableció que existe una

constante absoluta C tal que cualquier entero impar mayor que C se puede escribir como la

suma de tres números primos, sin embargo, no especificó el valor de dicha constante. El primero

en establecer un valor expĺıcito para la constante de Vinogradov fue K. Borozdin [13] en 1956,

quien determinó que C � 3315
era una cota válida, es decir, cualquier entero impar mayor

que 3315
se puede escribir como suma de tres números primos. Con el paso del tiempo, esta

constante se fue mejorando, por mencionar algún ejemplo, en el 2002, M. C. Liu y T. Wang [14]

demostraron que e3100 era una cota válida.

En 1997 Deshouiller, Effinger, Te Riele y Zinoviev [15] demostraron que, asumiendo nueva-

mente la veracidad de la hipótesis de Riemann, cualquier entero impar mayor que 5 se pod́ıa

escribir como suma de tres números primos.

Finalmente, H. Helfgott en el año 2013, con una serie de art́ıculos, afirmó que cualquier entero

impar mayor que 5 se pod́ıa escribir como suma de tres números primos. Con tres art́ıculos,

subidos a arXiv ([16],[17],[18]), Helfgott afirma que cualquier entero impar mayor que 1027 se

puede escribir como suma de tres números primos. En un cuarto art́ıculo, H. Helfgott y D.

Platt [19] afirman haber demostrado computacionalmente que cualquier entero impar menor

que 8.875 � 1030 se puede escribir como suma de tres números primos. Aunque la demostración

de Helfgott es aceptada por la comunidad matemática, hasta el momento no ha sido publicada

en ninguna revista de arbitraje.

La meta de esta tesis es concluir el resultado que Vinogradov presentó en 1937 acerca del

Problema ternario de Goldbach, y en el proceso serán demostrados muchos otros resultados

importantes de la Teoŕıa de Números, relacionados con la función ζ de Riemann y las funciones

L de Dirichlet.

En el Caṕıtulo 1 se presentarán algunos resultados clásicos de la Teoŕıa de los Números,

que serán necesarios en demostraciones posteriores, como la Fórmula de Sumación de Abel y el

Teorema de Aproximación de Dirichlet. Además se dará una muy breve introducción a métodos

trigonométricos que son muy usados en la Teoŕıa de los Números y que serán el punto de partida

para la demostración de Vinogradov del Problema Ternario de Goldbach. Finalmente, se dedica

una amplia sección a resultados relacionados con Caracteres de Dirichlet.

En el Caṕıtulo 2 se estudiarán las funciones ζ de Riemann y las funciones L de Dirichlet. Los

resultados que se presentarán son aportaciones de Riemann, Dirichlet, von Mangoldt, Hadamard,

Vallée Poussin y Hurwitz. Aśı mismo, se presenta la Identidad de Vaughan de 1977, la cual es útil

para hacer buenas estimaciones para sumas de la forma
¸
n¤N

fpnqΛpnq. En este caṕıtulo también

se demuestra la Fórmula del Número de Clase de Dirichlet, conjeturada en 1932 por Jacobi, y

demostrada en 1939. Aunque estos últimos dos resultados no fueron usados en la demostración

original de Vinogradov al Problema Ternario de Goldbach, serán aplicados en la demostración

que se presenta en esta tesis.

En el Caṕıtulo 3 se estudian los ceros no triviales de la función ζ de Riemann y de las funciones

L de Dirichlet, aśı como regiones donde estas funciones son libres de ceros. Los resultados

relacionados con los ceros de la función ζ de Riemann son aportaciones de Vallée Poussin y
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Hadamard, pero la demostración que se expondrá en esta tesis es de Mertens. Para los ceros de

las funciones L de Dirichlet, se sigue la misma ĺınea de razonamiento que con la función ζ de

Riemann, pero se añaden conclusiones importantes de Gronwall, Titchmarsh, Landau y Page.

Este caṕıtulo también contiene trabajo de von Mangoldt acerca del número de ceros no triviales

con parte imaginaria acotada. Finalmente, se presentan algunas estimaciones para las funciones

Ψpxq y Ψpx, χq, dadas por von Mangoldt, y los Teoremas de Siegel y Siegel-Walfisz.

En el Caṕıtulo 4, se demuestra el Teorema de Vinogradov para el Problema ternario de

Goldbach, partiendo de la identidad trivial

JpNq �
» 1

0

� ¸
pi primo

e2πiαpp1�p2�p3�Nq
�
dα,

donde JpNq representa la cantidad de maneras de escribir a N como suma de tres números

primos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Sumas trigonométricas

Una suma trigonométrica es una suma de la forma

M̧

x�1

e2πiF pxq.

Un resultado que ha sido primordial en el desarrollo de la teoŕıa de los números es la aplicación

de sumas trigonométricas en congruencias aditivas. El punto de partida es la identidad

1

q

q�1̧

n�0

e2πinx{q �
$&
%1 si x � 0pmod qq,

0 si x � 0pmod qq,
(1.1)

la cual se cumple para cualquier q P N.

Existe una identidad muy similar a la ecuación (1.1), que en vez de caracterizar una con-

gruencia, caracteriza una igualdad. Dicha identidad es

» 1

0
e2πiαxdx �

$&
%1 si α � 0,

0 si α P Zzt0u.
(1.2)

Teorema 1.1. Para cualquier n P N y a entero primo relativo a n se cumple la igualdad

ņ

l�1
pl,nq�1

e2πial
n � µpnq.

Demostración. Veamos primero que es cierto cuando n es potencia de primo. Si n es primo, se

sigue de la ecuación (1.1). Para n � pα con p primo y α ¥ 2 se sigue de que

pα¸
l�1

pl,pαq�1

e
2πi al

pα �
pα�1¸
l�1

pl,pαq�1

e
2πi al

pα

p�1̧

k�0

e
2πiakp

α�1

pα � 0.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

La demostración se sigue de lo anterior, ya que ambos lados de la ecuación a demostrar son

multiplicativos. �

1.2. Teorema de aproximación de Dirichlet

Teorema 1.2 (Teorema de aproximación de Dirichlet). Sea α P R y 1 ¤ Q, entonces existen

a, q enteros, con 1 ¤ q ¤ Q y pa, qq � 1, tales que∣∣∣∣∣α� a

q

∣∣∣∣∣ ¤ 1

qQ
.

Demostración. Para cada 0 ¤ j   Q, considérese el intervalo

Ij �
�

j

tQu� 1
,
j � 1

tQu� 1

�
.

Consideremos los números tαu, t2αu, . . . , ttQuαu y los siguientes tres casos:

Caso 1: Si algún tqαu pertenece a I0, se tendŕıa que 0 ¤ αq � tαqu   1
tQu�1 , de donde∣∣∣∣∣α� tαqu

q

∣∣∣∣∣   1

qptQu� 1q  
1

qQ
.

Caso 2: Si algún tqαu pertenece a ItQu, se tendŕıa que � 1
tQu�1 ¤ αq�uαqu� 1   0, de donde∣∣∣∣∣α� tαqu� 1

q

∣∣∣∣∣   1

qptQu� 1q  
1

qQ
.

Caso 3: Si no sucede nunguna de las anteriores, por principio de casillas se tiene que existen

1 ¤ q1   q2 ¤ Q tales que tαq1u, tαq2u P Ij , para algún 1 ¤ j ¤ Q � 1, entonces j
tQu�1 ¤

αqi � tαqiu   j�1
tQu�1 . Entonces |αq2 � αq1 � tαq2u� tαq1u| ¤ 1

tQu�1 , de donde∣∣∣∣∣α� tαq2u� tαq1u

q2 � q1

∣∣∣∣∣   1

ptQu� 1qpq2 � q1q  
1

q2 � q1
.

�

1.3. Fórmula de Sumación de Abel

Teorema 1.3. Sean cn P C, fpxq P C1ra, bs y Cpxq �
¸

a n¤b
cn. Entonces, se da la igualdad

¸
a n¤b

cnfpnq � �
» b
a
Cpuqf 1puqdu� Cpbqfpbq.
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Demostración. Veamos primero que

�
» b
a
Cpuqf 1puqdu � �

» ras

a
Cpaqf 1puqdu�

tbu�1¸
t�ras

» t�1

t
Cptqf 1puqdu�

» b
tbu

Cptbuqf 1puqdu

Como Cpaq � 0, se tiene que

�
» b
a
Cpuqf 1puqdu � �

tbu�1¸
t�ras

Cptq�fpt� 1q � fptq�� Cptbuq�fpbq � fptbuq�

�
tbu̧

t�ras�1

fptq�Cptq � Cpt� 1q�� Cprasqfprasq � Cpbqfpbq

�
tbu̧

t�ras�1

ctfptq � Cprasqfprasq � Cpbqfpbq �
b̧

t�a
ctfptq � Cpbqfpbq.

�

1.4. Caracteres de Dirichlet

Definición 1.4. Sea q ¡ 1 entero. Un caracter de Dirichlet módulo q es una función χ : ZÑ C
tal que:


 χ es q-periódica,


 χpnq � 0 ô pn, qq ¡ 1,


 χ es completamente multiplicativa.

Proposición 1.5. Todo χ caracter de Dirichlet módulo q cumple las siguientes propiedades:

piq χp1q � 1,

piiq Si h es el orden de a módulo q, entonces χpaqh � 1,

piiiq En particular, χpaq es una ϕpqq-ésima ráız de la unidad para toda a P Z con pa, qq � 1.

Demostración. piqs Se tiene que χp1q � χp1 � 1q � χp1q2, y como χp1q � 0, entonces χp1q � 1.

piiqs Sea h el orden de a módulo q, entonces χpaqh � χpahq � χp1q � 1.

piiiqs Se sigue del inciso anterior y de que, por el Teorema de Euler, el orden de a módulo q

divide a ϕpqq. �

Definición 1.6. Sea q � pα para algún p ¡ 2 primo, sea g una ráız primitiva módulo q y

sea X � tn P Z : pn, qq � 1u. Una función de ı́ndice módulo q relativa a g es una función

ν : X Ñ t0, 1, 2, . . . , ϕpqq � 1u tal que gνpnq � npmod qq para cualquier n P X.

Observación 1.7. Si pab, qq � 1, entonces νpabq � νpaq � νpbqpmod ϕpqqq, puesto que gνpabq �
ab � gνpaq � gνpbqpmod qq.
Teorema 1.8. Sea q � pα con p un número primo, y α P N. Existen exáctamente ϕpqq caracteres

de Dirichlet módulo q.
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Demostración. Se analizará primero el caso p � 2. Sea g una ráız primitiva módulo q, y ν la

función de ı́ndice módulo q relativa a g. Para cada k P t0, 1, 2, . . . , ϕpqq � 1u se define la función

χkpnq �
$&
%e

2πikνpnq
ϕpqq si pn, qq � 1,

0 si pn, qq ¡ 1.

Veamos que estas funciones son un caracter para cualquier k P t0, 1, 2, . . . , ϕpqq � 1u. χk es una

función q-periódica, puesto que pn, qq � pn� q, qq � 1 implica que νpnq � νpq � nqpmod ϕpqqq;
también cumple que χkpnq � 0 ô pn, qq ¡ 1; y es completamente multiplicativa ya que, si p � ab,
entonces χpabq � e

2πiνpabq
ϕpqq � e

2πiνpaq�νpbq
ϕpqq � e

2πiνpaq
ϕpqq � e

2πiνpbq
ϕpqq � χpaq � χpbq y, si p � ab, entonces

χpabq � 0 ô p|ab ô p|a o p|b ô χpaq � χpbq � 0. Estos ϕpqq caracteres son distintos entre śı,

ya que χk � χl implicaŕıa que χkpgq � χlpgq, es decir, e
2πik
ϕpqq � e

2πil
ϕpqq ya que νpgq � 1, de donde

k � l. No existen más caracteres, ya que si χ es caracter, χpgq es ráız ϕpqq� ésima de la unidad, y

por la multipplicidad de χ se extiende de manera única a uno de los caracteres ya mencionados.

Para el caso q � 2 sólo existe el caracter trivial; y para q � 4 está el caracter trivial y el

caracter que cumple χp4t� 3q � �1 para cualquier k entero.

Analicemos ahora el caso q � 2α con α ¥ 3. El orden de 5 módulo 2α es 2α�2, ya que:


 su orden divide a 2α�2 porque las potencias de 5 módulo 2α son un subgrupo del grupo

multiplicativo formado por los elementos de la forma 4a� 1 módulo 2α;


 si fuera menor 2α�3, en particular 2α|52α�3 � 1 � p5� 1qp5� 1qp52 � 1q � � � p52α�4 � 1q, lo cual

es falso.

De lo anterior se deduce que �1 y 5 generan a Z�2α . Se toman las funciones v0 : Z z2ZÑ Z2

y v1 : Z z2ZÑ Z2α�2 tales que m � p�1qν0pmqp5qν1pmqpmod 2αq. Para cada pk, lq P Z2 �Z2α�2 se

define la función

χk,lpmq �
$&
%e

2πip kν0pmq
2

� lν1pmq
2α�2 q si 2 � m,

0 si 2 � 0.

De manera análoga al caso p � 2, se puede ver χk.l es multiplicativa, q-periódica y que

χk,lpmq � 0 ô pm, qq ¡ 0. Cada uno de estos caracteres es distinto, pues pk, lq � pk1, l1q si y sólo

si pχk,lp�1q, χk,lp5qq � pχk1,l1p�1q, χk1,l1p5qq, ya que la definición de χk,l se extiende de manera

única conociendo χk,lp�1q y de χk,lp5q. De lo anterior también se puede ver que no hay más

caracteres, ya que dado un caracter χ, se tiene que χp�1q P t1,�1u y χp5q es ráız 2α�2-ésima

de la unidad,y se extiende de manera única a uno de los ϕp2αq caracteres ya mencionados. �

Teorema 1.9. Para todo q P N existen exáctamente ϕpqq caracteres módulo q.

Demostración. El caso q � 1 es claro. Sea 1   q � 2αpα1
1 � � � pαtt . Sea χpn, pγq un caracter módulo

pγ , entonces la función χpnq :� χpn, 2αq �χpn, pα1
1 q � � �χpn, pαtt q es un caracter módulo q, ya que:


 es multiplicativa y q-periódica ya que cada χpn, pγq lo es;


 χpnq � 0 ô χpn, pγq � 0 para algún p divisor de q, si y sólo si pn, pq ¡ 1 ô pn, qq ¡ 1.

Veamos que son todos distintos y que no hay más caracteres. Para esto, tomemos gi ráız primitiva
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módulo pαii , y sea ni solución del sistema de congruencias

ni �

$'''&
'''%
gipmod pαii q,
1 pmod p

αj
j q para j � i,

1 pmod 2αq,

y en caso que α ¥ 1, tomamos

n0 � n�0 � 1 si α � 1,

n0 �
$&
%5pmod 2αq,

1pmod p
αj
j q,

y n�0 �
$&
%�1pmod 2αq,

1pmod p
αj
j q,

si α ¥ 2.

Tomemos dos de estos caracteres χ y χ1. Si χp , pαii q � χ1p , pαii q, en particular se tendŕıa que

χpniq � χpni, pαii q � χ1pni, pαii q � χ1pniq, y lo análogo sucede si χp , 2αq � χ1p , 2αq. Entonces

con esta construcción se obtienen ϕp2αq � ϕppα1
1 q � � �ϕppαtt q � ϕpqq caracteres distintos.

Veamos que estos son todos los caracteres módulo q. Sea χ un caracter módulo q. Notemos

que χpniqϕpp
αi
i q � χ

�
n
ϕppαii q
i

	
� χp1q � 1, por lo que χpniq es ráız ϕppαii q-ésima de la unidad.

Se hace lo análogo para 2α. Sean χp , pαii q, χp , 2αq los caracteres que mandan ni a χpniq, (y

dependiendo del valor de α, que mandan n0 y/o n�0 a χpn0q y a χpn�0). Como todo entero n con

pn, qq � 1 se puede representar de manera única módulo q como

n � pn�0qν
�
0 � nν0

0 � nν1
1 � � �nνtt pmod qq,

donde νi P t0, 1, . . . , ϕppαii q � 1u, y dependiendo del valor de α, se tiene que ν0 y ν�0 son nulos o

deben cumplir ν0 P t0, 1, . . . , 2α�2u, ν�0 P t0, 1u. Entonces

χpnq � χpn�0qν
�
0 χpn0qν0χpn1qν1 � � �χpntqνt � χpn, 2αqχpn, pα1

1 q � � �χpn, pαtt q.

Por lo tanto, era uno de los ϕpqq caracteres ya mencionados. �

Definición 1.10. Se define y denota el caracter principal módulo q al caracter

χ0pnq �
$&
%0 si pn, qq ¡ 1,

1 si pn, qq � 1.

Teorema 1.11. Los caracteres módulo q forman un grupo isomorfo al grupo Z�q .

Demostración. Es un grupo ya que:


 es cerrado, pues dados χ y χ1 caracteres módulo q, χχ1 :� χ � χ1 es caracter. Es q-periódico

ya que χχ1pnq � χpnqχ1pnq � χpn � qqχ1pn � qq � χχ1pn � qq; también es multiplicativo pues

χχ1pabq � χpabqχ1pabq � χpaqχpbqχ1paqχ1pbq � χχ1paqχχ1pbq; y además χχ1pnq � 0 ô pn, qq ¡ 1;


 χ0 funge como el inverso, pues χχ0pnq � χpnqχ0pnq � χpnq � χ0pnqχpnq � χ0χpnq;
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 Si χ es caracter, entonces

χ�pnq :�
$&
%0 si pn, qq ¡ 1,

1
χpnq si pn, qq � 1,

es un caracter, y cumple χχ�pnq � χ0pnq � χ�χpnq.
Por lo tanto, los caracteres módulo q forman un grupo.

Usando la notación de la demostración anterior, tenemos que el grupo de unidades de Zq es:

UpZqq � G � Zϕppα1
1 q � � � � � Zϕppαtt q,

donde G �
$&
%Z1 � Z1 si α P t0, 1u,
Z2 � Z2α�2 si α ¥ 2.

La identificación está determinada por fpχq � prm�
0s, rm0s, . . . , rmtsq, donde prm�

0s, rm0sq P G; y

rmis P Zϕppαii q son tales que

χpn�0q � e2πi
ν�0 pn�0 qm

�
0

2 , χpn0q � e2πi
ν0pn0qm0

2α�2 , χpniq � e
2πi

νipniqmi
ϕppαi

i
q .

Nótese que lo anterior no depende del representante que se tome. f define una biyección pues

es inyectiva y |UpZq| � ϕpqq � #tχ : χ caracter módulo qu. Además es un morfismo, ya que si

fpχq � pm�
0 ,m0,m1, . . . ,mtq y fpχ1q � pm1�

0 ,m
1
0,m

1
1, . . . ,m

1
tq, entonces

fpχχ1q � pm�
0 �m1�

0 ,m0 �m1
0,m1 �m1

1, . . . ,mt �m1
tq

puesto que χχ1paq � χpaqχ1paq. Por lo tanto son isomorfos. �

Teorema 1.12. Los caracteres módulo q tienen las siguientes propiedades:

iq
q�1̧

n�0

χpnq �
$&
%ϕpqq si χ � χ0,

0 en otro caso.

iiq
¸

χpmod qq
χpnq �

$&
%ϕpqq si n � 1pmod qq,

0 en otro caso.

Demostración. i] Si χ � χ0, como χ0pnq es igual a 1 para los ϕpqq valores de n que son primos

relativos a q, y cero en los otros casos, es claro que la suma resulta ϕpqq.
Si χ � χ0, entonces existe m P t0, 1, 2, . . . , q � 1u con pm, qq � 1 tal que χpmq R t0, 1u.

Luego, como pm, qq � 1, tenemos que t0,m, 2m, 3m, . . . , pq � 1qmu forman una clase completa

de residuos módulo q, por lo que

q�1̧

n�0

χpnq �
q�1̧

n�0

χpmnq � χpmq
q�1̧

n�0

χpnq,
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y dada la elección de m se concluye que

q�1̧

n�0

χpnq � 0.

ii] Si n � 1pmod qq se tiene que χpnq � 1 para cada uno de los ϕpqq caracteres distintos, por lo

que la suma resulta ϕpqq. Si pn, qq ¡ 1 es claro, pues χpnq � 0 para cualquier caracter.

Si n � 1pmod qq y pn, qq � 1, existe un χ̂ tal que χ̂pnq � 1. Esto se puede deducir del hecho

de que (retomando la notación del Teorema 1.9) n � pn�0qµ
�
0 � nµ0

0 � nµ1
1 � � �nµtt pmod qq con algún

µκ � 0. Tomando χ̂ como el caracter que manda pn�0qν
�
0 � nν0

0 � nν1
1 � � �nνtt ÞÑ e

2πiνκ
M , para

M �

$'''&
'''%
ϕppακκ q con pακκ ||q si pκ � 2,

2α�3 con 2α||q si pκ � 2 y µκ � µ0,

2 si pκ � 2 y µκ � µ�0 ,

se tendŕıa que χ̂pnq � 1. Además, χ̂pnq � 0 puesto que pn, qq � 1. Como los caracteres forman

un grupo, se obtiene la igualdad

¸
χpmod qq

χpnq �
¸

χpmod qq
pχ̂χqpnq � χ̂pnq

¸
χpmod qq

χpnq.

Como χ̂pnq R t0, 1u se concluye que
¸

χpmod qq
χpnq � 0. �

Corolario 1.13. Si pa, qq � 1, entonces

1

ϕpqq
¸

χpmod qq
χpaqχpnq �

$&
%1 si n � apmod qq,

0 en otro caso.

Demostración. Notemos primero que χpaq � χpa�q, donde aa� � 1pmod qq. Sea N � na�. Del

Teorema 1.12 se sigue que

1

ϕpqq
¸

χpmod qq
χpaqχpnq � 1

ϕpqq
¸

χpmod qq
χpNq �

$&
%1 si N � 1pmod qq,

0 en otro caso.
.

Observando que na� � N � 1pmod qq si y sólo si n � apmod qq, se deduce el Corolario. �

Definición 1.14. Sea χ un caracter módulo q. Se dice que χ es un caracter imprimitivo módulo

q si existe q�   q tal que χpnq, restringida a los enteros n que son primos relativos a q, es q�

periódica. En otro caso se dirá que χ es un caracter primitivo módulo q.

Observación 1.15. Sea χ un caracter módulo q, y sean q1, q2 P N tales que χ es q1 periódico y

q2 periódico cuando se restringe a los enteros n que son primos relativos a q, entonces también

es pq1, q2q periódico.

Proposición 1.16. Sea χ caracter imprimitivo módulo q, y sea q� el menor periodo de χpnq
restringido a los enteros n que son primos relativos a q. Entonces existe único caracter primitivo

χ� módulo q� tal que χpnq � χ�pnqχ0pnq, donde χ0 es el caracter principal módulo q.
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Demostración. Def́ınase χ�pnq como

χ�pnq �

$'''&
'''%

0 si pn, q�q ¡ 1,

χpnq si pn, qq � 1,

χpn� q�tq si pn, q�q � 1, pn, qq ¡ 1 y pn� q�t, qq � 1.

Veamos que dicha función está bien definida. Sólo es necesario analizar el tercer caso:


 Por la Observación 1.15, se deduce que q�|q, pues en caso contrario se contradiŕıa la minima-

lidad del periodo con pq�, qq.

 Sea q̂ el máximo divisor de q tal que pq̂, q�q � 1, esto garantiza la existencia de una t tal que

pn� q�t, q̂q � 1. Como pn, q�q � 1 se deduce que pn� q�t, qq � 1.


 χ�pnq no depende de la elección de t, ya que χ es q� periódica restringida a los n que son

primos relativos a q.

Veamos que χ� es un caracter módulo q� ya que:


 χ�pnq � 0 ô pn, q�q ¡ 1.


 Partiendo en casos se sigue que χ� es q� periódica.


 χ� es multiplicativa. Se sigue de la multiplicidad de χ y de que:

- χ�pmqχ�pnq � 0 ô χ�pmnq � 0 y

- χ�pnqχ�pmq � χpm� t1q
�qχpn� t2q

�q � χpnm� q�pt1 � t2 � t1t2q
�qq � χ�pnmq.

Se tiene que χ� es caracter primitivo módulo q� pues en caso contrario, se contradiŕıa la

minimalidad del periodo de χ. Por cómo se definió, se sigue que

χpnq �
$&
%0 � χ�pnqχ0pnq si pn, qq ¡ 1

χ�pnq � χ�pnqχ0pnq si pn, qq � 1,

por lo que χpnq � χ�pnqχ0pnq. �

Definición 1.17. Dados χ y χ� como en la proposición anterior, se dirá que χ� induce a χ o

que χ es inducido por χ�.

Observación 1.18. Si q�|q y χ� es caracter primitivo módulo q�, entonces existe único χ

caracter módulo q inducido por χ�.

Proposición 1.19. Sea q � pα1
1 pα2

2 � � � pαkk y χpnq � χpn, pα1
1 q � � �χpn, pαtt q caracter módulo q.

Se tiene que χpnq es primitivo si y sólo si cada χpn, pαtt q es primitivo.

Demostración. ñs Supongamos que χpn, pα1
1 q no es primitivo, entonces existe β   α1 tal que

χpn, pα1
1 q � χ�pn, pβ1 qχ0pn, pα1

1 q, por lo que

χpnq � χpn, pα1
1 q � � �χpn, pαtt q � χ�pn, pβ1 qχ0pn, pα1

1 qχpn, pα2
2 q � � �χpn, pαtt q

� χ�pn, pβ1 qχpn, pα2
2 q � � �χpn, pαtt qχ0pn, pα1

1 q � χ̂pn, q̂qχ0pn, qq,
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donde q̂ � pβ1p
α2
2 � � � pαkk , entonces el caracter χ� que induce a χ̂, induce también a χ, por lo cual

no seŕıa primitivo. Entonces χpn, pαtt q es primitivo para cada t.

ðs Supóngase que χ no es primitivo, entonces es inducido por el caracter primitivo χ�, el

cual es producto de caracteres primitivos χ�pnq � χ�pn, pβ1
1 q � � �χ�pn, pβkk q, donde βt ¤ αt con

desigualdad estricta para alguna t. Sean χ̂pn, pαtt q el caracter inducido por χ�pn, pβtt q, por lo que

χpnq � χ�pnqχ0pnq � χ�pn, pβ1
1 q � � �χ�pn, pβkk qχ0pn, pα1

1 q � � �χ0pn, pαkk q

� χ̂pn, pα1
1 q � � � χ̂pn, pαkk q � χpn, pα1

1 q � � �χpn, pαkk q,

y como la representación es única se tiene que χpn, pαtt q � χ0pn, pαtt qχ�pn, pβtt q, contradiciendo

la primitividad de alguno de ellos. Por lo tanto, χ śı es primitivo. �

Definición 1.20. Se dice que un caracter χ es real si sólo toma valores reales.

Proposición 1.21. Sea p ¡ 2 primo. Existe único caracter real primitivo módulo p, el cual

está dado por el śımbolo de Kronecker
�
n
p

	
; y para α ¥ 2 no existen caracteres reales primitivos

módulo pα.

Demostración. Sea χ un caracter módulo pα, entonces

χpnq �
$&
%e

2πi tνpnq
pα�1pp�1q si pn, pq � 1,

0 si p|n,

para algún 0 ¤ t   pα�1pp � 1q. Como νpnq � 1 para algún n entero, para que el caracter sea

real se necesita que 1
2p
α�1pp � 1q|t. Si t � 0, el caracter es el caracter principal, el cual no es

primitivo. Si t � 1
2p
α�1pp� 1q, el caracter está dado por χpnq � eπiνpnq � p�1qνpnq si pn, pq � 1.

Entonces χ es inducido por el caracter primitivo módulo p dado por

χppnq �
$&
%
�
n
p

	
sipn, pq � 1,

0 si p|n,

+
�
�
n

p



.

�

Proposición 1.22. Existe un caracter real primitivo módulo 4, dos caracteres reales primitivos

módulo 8, y para cualquier otra potencia de 2 no existen caracteres reales primitivos.

Demostración. Módulo 2 es claro, pues sólo existe el caracter principal. Módulo 2α con α ¡ 3

un caracter está dado por

χpnq �
$&
%e

2πi
�
tνpnq

2
� t�ν�pnq

2α�2

	
si p2, nq � 1,

0 si 2|n.

Como existe n tal que νp0q y ν�pnq � 1, para que sea un caracter real se tiene que 2α�3|t�. Aśı,

el caracter resulta ser un caracter inducido y por lo tanto, no primitivo.
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Para el caso módulo 4, sólo existe el caracter principal y el caracter primitivo

χ4pnq �

$'''&
'''%

1 si n � 1pmod 4q,
�1 si n � �1pmod 4q,
0 si 2|n.

Para el caso módulo 8 tiene cuatro caracteres, dos inducidos por los caracteres módulo 4, y

otros dos caracteres reales primitivos dados por

χ8pnq

$'''&
'''%

1 si n � �1pmod 8q,
�1 si n � �3pmod 8q,
0 si 2|n,

y χ8pnqχ4pnq.

�

Proposición 1.23. Cada caracter real primitivo módulo q se puede representar con el śımbolo

de Kronecker como χpnq � ��qn � para cada n ¡ 0.

Demostración. Dado p primo impar se define p1 � p�1q p�1
2 p. Notemos que:

χ4 �
$&
%
��1
n

� � p�1qn�1
2 si 2 � n,

0 si 2 � n,

+
�
��4

n



,

χ8pnq �
$&
%
�

2
n

� � p�1qn
2�1
8 si 2 � n,

0 si 2 � n,

+
�
�

8

n



,

χ8pnqχ4pnq �
�

8

n


��4

n



�
��32

n



�
��8

n



,

χppnq �
�
n

p



�
�
p1

n



.

Como el śımbolo de Kronecker tiene la propiedad de que, para cualquier n ¥ 1 se da la igualdad�
a
n

� �
b
n

� � �abn � y, por la descomposición de caracteres, se concluye la demostración. �

Definición 1.24. Dado χ caracter módulo q se define su suma gaussiana como

τpχq :�
q̧

m�1

χpmqe 2πim
q .

Proposición 1.25. Para cualquier n P N y χ caracter primitivo módulo q se tiene que

χpnqτpχq �
q̧

h�1

χphqe 2πinh
q .
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Demostración. Se dividirá la demostración en tres casos.

Caso 1. pn, qq � 1: Se sigue de que

χpnqτpχq �
q̧

m�1

χpmqχpnqe 2πim
q �

q̧

h�1

χpnhqχpnqe 2πinh
q �

q̧

h�1

χphqe 2πinh
q .

Caso 2. pn, qq ¡ 1 y q|n: Este caso es cierto ya que χpnqτpχq � 0, y

q̧

h�1

χphqe 2πinh
q �

q̧

h�1

χphqe2πihn
q �

q̧

h�1

χphq � 0.

Caso 3. pn, qq ¡ 1 y q � n: Sea n
q � n1

q1
, donde pn1, q1q � 1, y sea q2 � q

q1
. En este caso sucede

que χpnqτpχq � 0, y tuq1 � v : 0 ¤ v   q1, 0 ¤ u   q2u es un sistema completo de residuos

módulo q, entonces

q̧

h�1

χphqe 2πinh
q �

q̧

h�1

χphqe
2πin1h
q1 �

q1�1̧

v�0

q2�1̧

u�0

χpuq1 � vqe
2πin1puq1�vq

q1 �
q1�1̧

v�0

e
2πin1v
q1

q2�1̧

u�0

χpuq1 � vq.

Basta ver que

q2�1̧

u�0

χpuq1 � vq � 0 para cualquier v P t0, 1, 2, . . . , q1 � 1u. Como χ es un caracter

primitivo, existe un entero c � 1pmod q1q tal que χpcq � 1, entonces

χpcq
q2�1̧

u�0

χpuq1 � vq �
q2�1̧

u�0

χpcuq1 � cvq �
q2�1̧

u�0

χpuq1 � vq,

y como χpcq R t0, 1u se concluye que

q2�1̧

u�0

χpuq1�vq � 0, obteniendo la veracidad de este caso. �

Teorema 1.26. Para cualquier caracter primitivo χ módulo q se tiene que

|τpχq| � q1{2.

Demostración. Por el Lema anterior, para cualquier n entero se tiene que

|χpnq|2|τpχq|2 � χpnqτpχq � χpnqτpχq �
q̧

h1�1

q̧

h2�1

χph1qχph2qe
2πinph1�h2q

q .

De aqúı se sigue que

ϕpqq|τpχq|2 �
q̧

n�1

|χpnq|2|τpχq|2 �
q̧

n�1

q̧

h1�1

q̧

h2�1

χph1qχph2qe
2πinph1�h2q

q

�
q̧

h1�1

q̧

h2�1

χph1qχph2q
q̧

n�1

e
2πinph1�h2q

q �
q̧

h1�1

χph1qχph1qq � qϕpqq,
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de donde se deduce que |τpχq| � q1{2. �



Caṕıtulo 2

La función ζ de Riemann y las

funciones L de Dirichlet

2.1. La función ζ de Riemann

La función ζ de Riemann está definida para toda s P C con <psq ¡ 1, como

ζpsq :�
8̧

n�1

1

ns
.

La función ζ es holomorfa en <psq ¡ 1 puesto que, si tomamos ζN psq �
Ņ

n�1

1

ns
y δ ¡ 1, si

<psq ¥ δ, entonces

|ζM psq � ζN psq| ¤
M̧

n�N

1

nδ
¤
» 8
N�1

1

xδ
dx � 1

pδ � 1qpN � 1qδ�1
.

Entonces, en cualquier compacto del semiplano <psq ¡ 1, ζN psq converge uniformemente a ζpsq
cuando N Ñ8, y como ζN psq es holomorfa en todo el plano, se concluye que ζpsq es holomorfa

en <psq ¡ 1.

Teorema 2.1 (Identidad de Euler). Sea s P C con <psq ¡ 1, entonces se tiene la igualdad

ζpsq �
¹

p primo

1

1� 1
ps
.

Demostración. Por los Teoremas A.2 y A.3 se tiene que el producto converge a una función

anaĺıtica. Veamos que∣∣∣∣∣ M̧

n�1

1

ns
�

¸
n tal que
p|nñp¤M

1

ns

∣∣∣∣∣ ¤ ¸
n¡M tal que
p|nñp¤M

1

n<psq
  1

<psqM<psq�1
Ñ 0

13
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cuando M Ñ8. La demostración se sigue de esto y de que

¸
n tal que
p|nñp¤M

1

ns
�

¹
p¤M
p primo

�
1� 1

ps
� 1

p2s
� � � �



�

¹
p¤M
p primo

1

1� 1
ps
.

�

Definición 2.2. Para cada x P R con x ¡ 0 se definen las funciones θpxq y ωpxq como

θpxq �
8̧

n��8
e�πxn

2
ωpxq �

8̧

n�1

e�πxn
2
.

No es dif́ıcil ver que dichas funciones están bien definidas pues su convergencia se deduce

fácilmente de la integral Gaussiana, que cumple la igualdad

» 8
�8

e�pat�bq
2
dt �

?
π

a
.

Teorema 2.3 (Ecuación funcional de la función θ). Para cualquier x ¡ 0 se tiene que

θ

�
1

x



� ?

x � θpxq.

Demostración. Sea hptq � e�ct2 . Como h es una función entera y hpx�iyq ! eca
2

1�x2 para cualquier

a ¡ 0, se puede aṕlicar la Fórmula de Sumación de Poisson (Teorema D.4) a la función h. Si

ĥptq �
» 8
�8

hptqe�2πitndt

es la transformada de Fourier de h, entonces

θpxq �
¸
nPZ

hpnq �
¸
nPZ

ĥpnq �
¸
nPZ

» 8
�8

hptqe�2πitndt �
¸
nPZ

» 8
�8

e�πxt
2�2πitndt

�
¸
nPZ

e�
πn2

x

» 8
�8

e
�πp?xt� in?

x
q2
dt �

¸
nPZ

e�
πn2

x

?
π?

π
?
x
� 1?

x
θ

�
1

x



.

�

Corolario 2.4 (Ecuación funcional de la función ω). Para cualquier x P R con x ¡ 0 se tiene

la igualdad

ω

�
1

x



�
?
x

2
� 1

2
�?

x � ωpxq.

Teorema 2.5. Para todo s P C con <psq ¡ 1 se cumple la igualdad

π�
s
2 Γ
�s

2

	
ζpsq � 1

sps� 1q �
» 8

1
ωpxqrx� 1�s

2 � x
s
2
�1sdx.
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Demostración. Haciendo un cambio de variable a la función Γ se obtiene la igualdad

Γ
�s

2

	
� nsπ

s
2

» 8
0
e�πn

2yy
s
2
�1dy, (2.1)

por lo que

π�
s
2 Γ
�s

2

	
ζpsq �

8̧

n�1

» 8
0
e�πn

2xx
s
2
�1dx �

» 8
0
ωpxqx s2�1dx �

» 1

0
ωpxqx s2�1dx�

» 8
1
ωpxqx s2�1dx.

Haciendo otro cambio de variable y usando la ecuación funcional para ω (Teorema 2.4), se deduce

que

» 1

0
ωpxqx s2�1dx�

» 8
1
ωpxqx s2�1dx �

» 8
1
ω

�
1

x



x�1� s

2dx�
» 8

1
ωpxqx s2�1dx

� 1

2

» 8
1
x
�1�s

2 dx� 1

2

» 8
1
x�1� s

2dx�
» 8

1
ωpxqx� s�1

2 dx�
» 8

1
ωpxqx s2�1dx

� � 1

1� s
� 1

s
�
» 8

1
ωpxqrx� s�1

2 � x
s
2
�1sdx � 1

sps� 1q �
» 8

1
ωpxqrx� 1�s

2 � x
s
2
�1sdx.

�

Definición 2.6. Para cada s P C se define la función ξ como

ξpsq � 1

2

�
1� sps� 1q

» 8
1
ωpxqrx� s�1

2 � x
s
2
�1sdx



.

Como ωpxq decae de manera exponencial, se sigue que la función ξpsq es entera.

Proposición 2.7 (Ecuación funcional de la función ξ). Para cualquier s P C se tiene que

ξpsq � ξp1� sq.

Demostración. Se sigue de la definición de la función ξ. �

Teorema 2.8. La función ζ de Riemman tiene continuación meromorfa en C, cuyo único polo

se localiza en s � 1 y es simple. Dicha extensión está dada por la ecuación

ζpsq � 2π
s
2

sps� 1qΓ � s2�ξpsq.
Demostración. Por el Teorema 2.5, la igualdad es cierta cuando <psq ¡ 1. Por continuación

anaĺıtica, bastaŕıa ver que el lado derecho de la igualdad es una función meromorfa con único

polo en s � 1, el cual es simple. Como Γpsq y ξpsq son anaĺıticas y Γpsq no se anula, la función

resulta ser holomorfa. Como Γpsq tiene polo simple en s � 0 el polo del factor 1
s se anula, y

como ξp1q � 1
2 y Γ

�
1
2

� � ?
π, dicha función tiene un único polo simple en s � 1. �
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Teorema 2.9 (Ecuación funcional de la función ζ de Riemann). Para cualquier s P Czt0, 1u se

cumple la igualdad

π�
s
2 Γ
�s

2

	
ζpsq � π�

1
2
p1�sqΓ

�
1� s

2



ζp1� sq,

y para s P t0, 1u el residuo de ambos lados de la igualdad coincide.

Demostración. Se sigue de la ecuación funcional de la función ξpsq y del Teorema 2.8. �

Proposición 2.10. El residuo de ζpsq en s � 1 es 1.

Demostración. Se sigue de que

Ress�1ζpsq � ĺım
sÑ1

ps� 1q 2π�
s
2

sps� 1qΓ � s2�ξpsq �
2
?
π

Γ
�

1
2

�ξp1q � 1.

�

Teorema 2.11. La función ζ de Riemman tiene ceros en t0,�2,�4,�6, . . . u, y sus otros ceros

se localizan en la región 0 ¤ <psq ¤ 1.

Demostración. Por la Identidad de Euler (ver Teorema 2.1), la función ζ no tiene ceros en

<psq ¡ 1, ya que

|ζpsq| �
∣∣∣∣∣ ¹
p primo

1

1� 1
ps

∣∣∣∣∣ ¥ ¹
p primo

1

1� 1
p<s

,

lo cual es mayor que 0 ya que, por el Teorema A.2 y como
¸

p primo

1

p<psq
es absolutamente con-

vergente, se tiene que ¹
p primo

�
1� 1

p<psq



  8.

Para <psq   0, usando la ecuación funcional de la función ζ y el Teorema C.7 se tiene que

ζpsq � πs�
1
2

ζp1� sq
Γ
�
s
2

�
Γ
�
s�1

2

�
sen

� p1�sqπ
2

	 .

De aqúı que, en <psq   0, sus ceros son los polos de Γ
�
s
2

�
, pues los de Γ

�
s�1

2

�
se anulan con los

ceros de sen
� p1�sqπ

2

	
y ζp1� sq no se anula en <psq   0. Entonces los ceros de ζpsq en <psq   0

están en t�2,�4,�6, . . . u. �

Proposición 2.12. En la región <psq ¡ 0 se cumple la igualdad

ζpsq � 1

s� 1
� 1� s

» 8
1

txu
xs�1

dx.

Demostración. Si <psq ¡ 1 se tiene que

ζpsq �
8̧

n�1

1

ns
�

8̧

n�1

n

�
1

ns
� 1

pn� 1qs


� s

8̧

n�1

n

» n�1

n

1

xs�1
dx � s

» 8
1

txu

xs�1
dx
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� s

» 8
1

1

xs
dx� s

» 8
1

txu
xs�1

dx � 1

s� 1
� 1� s

» 8
1

txu
xs�1

dx.

Ahora, nótese que la integral converge absolutamente en la región <psq ¡ 0, y uniformemente en

<psq ¥ δ para cualquier δ ¡ 0, por lo tanto, es holomorfa. Por extensión anaĺıtica se da igualdad

en la región <psq ¡ 0. �

2.2. L-funciones de Dirichlet

Definición 2.13. Para cada χ caracter módulo q y s P C tal que <psq ¡ 1 se define la L-función

de Dirichlet relativa a χ (o simplemente L-función) como

Lps, χq :�
8̧

n�1

χpnq
ns

.

Es claro que las L-funciones convergen en <psq ¡ 1, ya que

8̧

n�1

�����χpnqns

����� ¤
8̧

n�1

1

ns
¤ 1�

» 8
1

1

xs
dx � 1� 1

s� 1
.

Proposición 2.14. Para cualquier χ caracter de Dirichlet se tiene que la función Lps, χq es

holomorfa en la región <psq ¡ 1.

Demostración. Sean fN psq �
Ņ

n�1

χpnq
ns

y δ ¡ 1. Veamos que si <psq ¥ δ, se tiene que

|fM psq � fN psq| ¤
M̧

n�N

1

nδ
¤
» 8
N�1

1

xδ
dx � 1

pδ � 1qpN � 1qδ�1
.

Entonces fN psq converge uniformemente a Lps, χq cuando N Ñ 8 en cualquier compacto del

semiplano <psq ¡ 1, y como fN psq es holomorfa en todo el plano, se concluye que Lps, χq es

holomorfa en esta región. �

Teorema 2.15 (Identidad de Euler). Para toda L-función de Dirichlet y s P C con <psq ¡ 1 se

tiene la igualdad

Lps, χq �
¹

p primo

1

1� χppq
ps

.

Demostración. Como
¸

p primo

∣∣∣∣∣χppqps

∣∣∣∣∣ converge y �χppq
ps

� �1 para cualquier p primo, por el

Teorema A.2 se tiene que el producto
¹

p primo

�
1� χppq

ps

�
existe y es distinto de 0, por lo que su

rećıproco también existe. Notemos que

¹
p¤M
p primo

1

1� χppq
ps

�
¸

p primo
p|nôp¤M

χpnq
ns

.
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Entonces ∣∣∣∣∣ 8̧

n�1

χpnq
ns

�
¹
p¤M
p primo

1

1� χppq
ps

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ 8̧

n�1
tal que p|n para

algún p¡M primo

χpnq
ns

∣∣∣∣∣ ¤ ¸
n¡M

1

n<psq

  1

<psqM<psq�1
ÝÝÝÝÑ
KÑ8

0,

por lo tanto, este producto converge a Lps, χq. �

Proposición 2.16. Sea χ0 el caracter principal módulo q y s P C. Si <psq ¡ 1 se tiene que

Lps, χ0q � ζpsq
¹
p|q

p primo

�
1� 1

ps



.

Demostración. Se deduce directamente de la Identidad de Euler de las funciones ζ y Lps, χ0q. �

Teorema 2.17. La función Lps, χ0q se puede extender de manera meromorfa en todo el plano

con sólo un polo en s � 1, con residuo

¹
p|q

�
1� 1

p



� ϕpqq

q
.

Demostración. Se sigue de la Proposición 2.12 y la Proposición 2.16, y de que ζpsq es holomorfa

en Czt1u y de que
¹
p|q

�
1� 1

p



es constante. �

Proposición 2.18. Sea χ � χ0, entonces para cualquier s P C con <psq ¡ 0 se cumple la

igualdad

Lps, χq � s

» 8
1

Rpxq
xs�1

dx,

donde Rpxq �
¸
n¤x

χpnq.

Demostración. Nótese que la función Rpxq es q�periódica, y por lo tanto es acotada. Luego, si

<psq ¡ 1, se tiene que

Lps, χq �
8̧

n�1

χpnq
ns

�
8̧

n�1

Rpnq
�

1

ns
� 1

pn� 1qs


� s

» 8
1

Rpxq
xs�1

dx.

Nótese que la integral es absolutamente convergente en la región <psq ¡ 0 y converge uniforme-

mente en la región <psq ¥ δ para cualquier δ ¡ 0, por lo tanto, dicha integral es anaĺıtica en

<psq ¡ 0, y por la unicidad de la extensión anaĺıtica, la igualdad se cumple en dicha región. �

Proposición 2.19. Sea χ un caracter imprimitivo módulo q, y χ� el caracter primitivo módulo
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q� que induce a χ entonces, para cualquier s P C con <psq ¡ 0 se tiene que

Lps, χq � Lps, χ�q
¹
p|q

p primo

�
1� χ�ppq

ps



.

Demostración. Para <psq ¡ 1 se tiene que

Lps, χq �
¹

p primo

�
1� χppq

ps


�1

�
¹
p�q

p primo

�
1� χppq

ps


�1

�
¹

p primo

�
1� χ�ppq

ps


�1 ¹
p|q

p primo

�
1� χ�ppq

ps



� Lps, χ�q

¹
p|q

p primo

�
1� χ�ppq

ps



.

La igualdad se sigue en <psq ¡ 0 por la unicidad de la extensión anaĺıtica. �

Definición 2.20. Dado caracter χ módulo q y x P R con x ¡ 0 se definen las funciones

θ1px, χq �
8̧

n��8
χpnqe�n2πx

q ,

θ2px, χq �
8̧

�8
nχpnqe�n2πx

q .

Teorema 2.21 (Ecuación funcional de θ1 y θ2). Sea x ¡ 0 y χ un caracter primitivo módulo q,

entonces

τpχqθ1px, χq � q
1
2

x
1
2

θ1

�
1

x
, χ



,

τpχqθ2px, χq � iq
1
2

x
3
2

θ2

�
1

x
, χ



.

Demostración. Sea hptq � e�πxt2�2πitα. Nótese que h es una función entera y que para cualquier

a ¡ 0 se tiene que hpσ � itq ! eca
2

1�x2 entonces, aplicando la Fórmula de Sumación de Poisson

(Teorema D.4) a hptq y usando la integral gaussiana se tiene que

¸
nPZ

e�πxn
2�2πinα �

¸
nPZ

hpnq �
¸
nPZ

» 8
�8

hptqe�2πitndt �
¸
nPZ

» 8
�8

e�πxt
2�2πitpn�αqdt

�
¸
nPZ

e�
πpn�αq2

x

» 8
�8

e
�π

�?
xt� ipn�αq?

x

	2

dt �
¸
nPZ

e�
πpn�αq2

x

?
π?
πx

� 1?
x

¸
nPZ

e�
πpn�αq2

x .

La ecuación funcional de θ1 se cumple, ya que

τpχqθ1px, χq �
¸
nPZ

e
�πxn2

q

q̧

m�1

χpmqe 2πimn
q �

q̧

m�1

χpmq
¸
nPZ

e
�π x

q
n2�2πinm

q
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�
q̧

m�1

χpmq q
1
2

x
1
2

¸
nPZ

e�
pn�mq q2πq

x � q
1
2

x
1
2

q̧

m�1

χpmq
¸
nZ
e
� pnq�mq2π

xq � q
1
2

x
1
2

¸
lPZ

χplqe� l2π
xq � q

1
2

x
1
2

θ1

�
1

x
, χ



.

Si se deriva respecto de α la igualdad que se dedujo con la Fórmula de Sumación de Poisson,

se tiene que

2πi
¸
nPZ

ne�πxn
2�2πinα � �2π

x
3
2

¸
nPZ

pn� αqe�πpn�αq2
x .

Entonces, la ecuación funcional de θ2 se cumple, ya que

τpχqθ2px, χq �
¸
nPZ

ne
�πxn2

q χpnqτpχq �
¸
nPZ

ne
�πxn2

q

q̧

m�1

χpmqe 2πimn
q

�
q̧

m�1

χpmq
¸
nPZ

ne
�πxn2�2πimn

q � i
q

3
2

x
3
2

q̧

m�1

χpmq
¸
nPZ

�
n� m

q



e�

πpn�mq q2q
x

� i
q

1
2

x
3
2

q̧

m�1

¸
nPZ

χpnq�mqpnq�mqe�
πpnq�mq2

xq � i
q

1
2

x
3
2

¸
lPZ

χplqle�πl2

xq � i
q

1
2

x
3
2

θ2

�
1

x
, χ



.

�

Teorema 2.22. Las funciones L tienen extensión meromorfa en todo el plano. Dos representa-

ciones posibles son

Lps, χq �

$''''&
''''%

π
s
2

2q
s
2 Γ
�
s
2

�
�» 8

1
x
s
2
�1θ1ps, χqdx� q1{2

τpχq
» 8

1
x�

s�1
2 θ1ps, χqdx

�
,

π
s�1

2

2q
s�1

2 Γ
�
s�1

2

�
�» 8

1
x
s�1

2 θ2px, χqdx� iq1{2

τpχq
» 8

1
x�

s
2 θ2px, χqdx

�
.

Demostración. Veamos primero que se cumplen las igualdades en <psq ¡ 0. Fijando y � x
q en

la ecuación (2.1), se obtiene la primer fórmula ya que

π�
s
2 q

s
2 Γ
�s

2

	
Lps, χq � 1

2

» 8
0
x
s
2
�1θ1px, χqdx

� 1

2

» 8
1
x
s
2
�1θ1px, χqdx� 1

2

» 1

0
x
s
2
�1θ1px, χqdx

� 1

2

» 8
1
x
s
2
�1θ1px, χqdx� 1

2

» 8
1
x�

s
2
�1θ1

�
1

x
, χ



dx

� 1

2

» 8
1
x
s
2
�1θ1px, χqdx� q

1
2

2τpχq
» 8

1
x�

s�1
2 θ1px, χqdx.

La segunda fórmula se deduce al cambiar s por s� 1 y y � x
q en la ecuación (2.1), ya que

π�
s�1

2 q
s�1

2 Γ

�
s� 1

2



Lps, χq � 1

2

» 8
0
θ2px, χqx

s�1
2 dx
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� 1

2

» 8
1
θ2px, χqx

s�1
2 dx� 1

2

» 1

0
θ2px, χqx

s�1
2 dx

� 1

2

» 8
1
θ2px, χqx

s�1
2 dx� 1

2

» 8
1
θ2

�
1

x
, χ



x
�s�3

2 dx

� 1

2

» 8
1
θ2px, χqx

s�1
2 dx� iq

1
2

2τpχq
» 8

1
θ2px, χqx�

s
2dx.

La igualdad en todo el plano se sigue de que dichas integrales están bien definidas para cualquier

s P C ya que θ1 y θ2 decaen de manera exponencial. �

Teorema 2.23 (Ecuación funcional de las funciones L). Dado χ caracter primitivo se cumple

la igualdad

q
1�s

2

π
1�s

2

Γ

�
1� s

2



Lp1� s, χq � q

s�1
2

τpχqπ s2 Γ
�s

2

	
Lps, χq si χp�1q � 1,

q1� s
2

π1� s
2

Γ
�

1� s

2

	
Lp1� s, χq � iq

s
2
�1

τpχqπ s�1
2

Γ

�
s� 1

2



Lps, χq si χp�1q � �1.

Demostración. Para cualquier caracter primitivo se tiene que

χp1qτpχq � χp�1qτpχq �
q̧

m�1

χpmqe 2πim
q

q̧

m�1

χpmqe� 2πim
q �

∣∣∣∣∣
q̧

m�1

χpmqe 2πim
q

∣∣∣∣∣
2

¡ 0.

Si χp�1q � 1, entonces τpχqτpχq � q y, si χp�1q � �1, entonces τpχqτpχq � �q. Usando estas

igualdades y el Teorema 2.22, se concluye. �

Teorema 2.24. Para cualquier χ caracter primitivo la función Lps, χq es libre de ceros en la

región <psq ¡ 1. Si χp�1q � 1, entonces los ceros de Lps, χq en la región <psq   0 son los

puntos s P t0,�2,�4,�6, . . . u; y si χp�1q � �1, son los puntos s P t�1,�3,�5, . . . u.

Demostración. Como se vio en la demostración de la Identidad de Euler (Teorema 2.15), se

tiene que Lps, χq � 0 en <psq ¡ 1. Por el Teorema 2.23 es claro que los ceros en la región

<psq   0 coincide con los polos de Γ
�
s
2

�
o de Γ

�
s�1

2

�
, dependiendo el caso, ya que en dicha

región Lp1�s, χq no genera ceros. El resultado se sigue de los ceros que genera la función Γ. �

Definición 2.25. Para cualquier caracter primitivo se define la función ξps, χq como

ξps, χq �
�
π

q


� 1
2
ps�aχq

Γ

�
1

2
ps� aχq



Lps, χq,

donde

aχ � 1� χp�1q
2

�
$&
%0 si χp�1q � 1,

1 si χp�1q � �1.
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Corolario 2.26 (Ecuación funcional de la función ξpx, χq). Para cualquier caracter primitivo

χ se cumple la igualdad

ξp1� s, χq � iaχq
1
2

τpχq ξps, χq.

2.3. Identidad de Vaughan

Definición 2.27. Se define la función Λ de Von Mangoldt, Λ : NÑ R, como

Λpnq �
$&
%log p si n � pα para algún p primo y α entero,

0 en otro caso.

La identidad de Vaughan es un método para aproximar sumas del tipo
¸
n¤N

fpnqΛpnq, donde

f es una función aritmética.

Definición 2.28. Se definen las funciones Λipnq, para i P t1, 2, 3, 4u, como

Λ1pnq �
$&
%Λpnq si n ¤ U,

0 si n ¡ U,
Λ2pnq � �

¸
md|n
m ¤ U

d ¤ V

Λpmqµpdq,

Λ3pnq �
¸

hd � n

d ¤ V

µpdq logphq, Λ4pnq � �
¸

mk � n

m ¡ U

k ¡ 1

Λpmq
¸
d|k
d ¤ V

µpdq,

para cualesquiera U, V números positivos.

Teorema 2.29 (Teorema de Unicidad de Series de Dirichlet). Sean F psq �
8̧

n�1

fpnq
ns

y Gpsq �
8̧

n�1

gpnq
ns

dos series de Dirichlet absolutamente convergentes en el semiplano complejo <psq ¡ σ0.

Si F psq � Gpsq en <psq ¡ σ0, entonces fpnq � gpnq para todo n P N.

Demostración. Sea hpnq � fpnq � gpnq, y sea s � σ � it con σ ¡ c ¡ σ0. Supongamos que N es

el mı́nimo natural tal que hpNq � 0, entonces

0 � F psq �Gpsq � hpnq
N s

8̧

n�N�1

hpnq
ns

.

Por lo tanto,

|hpNq| �
∣∣∣∣∣N s

8̧

n�N�1

hpnq
ns

∣∣∣∣∣ ¤ Nσ

pN � 1qσ�c
8̧

n�N�1

∣∣∣∣∣hpnqnc

∣∣∣∣∣,
y haciendo tender σ a 8, se concluye la demostración. �
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Teorema 2.30 (Identidad de Vaughan). Para cualquier función aritmética f se tiene la igualdad

¸
n¤N

fpnqΛpnq � S1 � S2 � S3 � S4,

donde

Si �
¸
n¤N

fpnqΛipnq.

Demostración. Claramente bastaŕıa demostrar que Λpnq � Λ1pnq�Λ2pnq�Λ3pnq�Λ4pnq para

cualquier n P N. Sean U, V ¤ N y s P C con Repsq ¡ 1. Sean

F psq �
¸
m¤U

Λpmq
ms

y Gpsq �
¸
d¤V

µpdq
ds

.

Es claro que

�ζ
1psq
ζpsq � F psq � ζpsqF psqGpsq � ζ 1psqGpsq �

�
�ζ

1psq
ζpsq � F psq



p1� ζpsqGpsqq .

La derivada logaŕıtmica de la Identidad de Euler de la función ζ (Teorema 2.1) es

ζ 1psq
ζpsq � �

8̧

n�1

Λpnq
ns

,

entonces

8̧

n�1

Λpnq
ns

�
¸
m¤U

Λpsq
ms

�
� 8̧

r�1

1

rs

�� ¸
m¤U

Λpmq
ms

��¸
d¤V

µpdq
ds

�
�
� 8̧

r�1

log r

rs

��¸
d¤V

µpdq
ds

�

�
� 8̧

r�1

Λprq
rs

�
¸
m¤U

Λpmq
ms

��
1�

� 8̧

k�1

1

ks

��¸
d¤V

µpdq
ds

��
.

De lo anterior se deduce que

i]
¸
m¤U

Λpsq
ms

�
8̧

n�1

Λ1pnq
ns

.

ii] �
� 8̧

r�1

1

rs

�� ¸
m¤U

Λpmq
ms

��¸
d¤V

µpdq
ds

�
� �

8̧

n�1

¸
rmd�n
m¤U
d¤V

Λpmqµpdq
pmdrqs �

8̧

n�1

Λ2pnq
ns

.

iii]

� 8̧

r�1

log r

rs

��¸
d¤V

µpdq
ds

�
�

8̧

n�1

¸
hd�n
d¤V

µpdq log h

pdhqs �
8̧

n�1

Λ3pnq
ns

.

iv]

� 8̧

r�1

Λprq
rs

�
¸
m¤U

Λpmq
ms

��
1�

� 8̧

k�1

1

ks

��¸
d¤V

µpdq
ds

��
�
�¸
r¡U

Λprq
rs

��
�

8̧

k�1
d¤V
kd¡1

µpdq
pkdqs

�
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�
¸
r¡U
d¤V
kd�1

Λprqµpdq
prkdqs � �

¸
r¡U
m¡1

Λprq
prmqs

� ¸
d|m
d¤V

µpdq
�
� �

8̧

n�1

1

ns

� ¸
mk�n
m¡U
k¡1

Λpmq
� ¸

d|k
d¤V

µpdq
��

�
8̧

n�1

Λ4pnq
ns

.

Por la unicidad de los coeficientes de las series de Dirichlet (Teorema 2.29) se sigue que

Λpnq � Λ1pnq � Λ2pnq � Λ3pnq � Λ4pnq,

con lo que se concluye la demostración. �

2.4. La Fórmula de Dirichlet para el Número de Clases

Una forma cuadrática F px, yq es una expresión de la forma F px, yq � ax2� bxy� cy2, donde

a, b, c P Z. El discriminante de una forma cuadrática está definido por ∆F � b2 � 4ac. Otra

forma de representar una forma cuadrática es con la expresión

F px, yq �
�
x y

	�a b
2

b
2 c

��
x

y

�
,

Dada g �
�
α β

κ δ

�
P SL2pZq se define como gF a la forma

gF px, yq �
�
x y

	
gT

�
a b

2
b
2 c

�
g

�
x

y

�
.

Definición 2.31. Se dice que una forma cuadrática F representa al entero n si existen enteros

x1, y1 tales que F px1, y1q � n.

Definición 2.32. Se dice que dos formas cuadráticas F1px, yq y F2px, yq son equivalentes si

existe g P SL2pZq tal que F2 � gF1. Esto se denotará por F1 � F2.

No es dif́ıcil ver que la equivalencia de formas cuadráticas es una relación de equivalencia

y que, si dos formas son equivalentes entonces tienen el mismo discriminante. Además, es claro

que dos formas equivalentes representan a los mismos enteros.

Notemos que los posibles discriminantes son ∆ � b2 � 4ac � 0, 1pmod 4q y, para cada uno

de estos, existe al menos una forma cuadrática dada por

F px, yq �
$&
%x

2 � ∆
4 y

2 si ∆ � 0pmod 4q,
x2 � xy � 1�∆

4 y2 si ∆ � 1pmod 4q.

A estas formas se les llama formas principales.

Teorema 2.33. Sea ∆ P Z no cuadrado perfecto. Entonces hay un número finito de clases de

equivalencia de formas cuadráticas de discriminante ∆.
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Demostración. Sea F px, yq � ax2 � bxy � cy2 una forma cuadrática con discriminante ∆. Sea

A0 � tj P Zzt0u : j se puede representar por F u y a1 � mı́nt|a| : a P A0u, entonces existen α, κ

enteros primos relativos entre si tales que a1 � aα2 � bακ � cκ2. Sean β y δ enteros tales que

αδ � βκ � 1, y def́ınase

G �
�
α β

κ δ

�
F � F.

Si Gpx, yq � a1x2 � b2xy � c2y2, entonces por la minimalidad de a1, se tiene que |a1| ¤ |c2|. Sea

n tal que |b2 � 2a1n| ¤ |a1| y sea H �
�

1 �n
0 1

�
G, entonces H � F y

Hpx, yq � a1x2 � pb2 � 2a1nqxy � pa1n2 � b2n� c2qy2 � a1x2 � b1xy � c1y2,

donde |b1| ¤ |a1| ¤ |c1|. Nótese que |∆| � |pb1q2 � 4a1c1| ¥ 4|a1c1|� |b1|2 ¥ 3|a1|2. Por lo tanto, |a1|
y |b1| esán acotados por

b
|∆|
3 y c1 se determina de manera única por a1, b1. Entonces hay una

cantidad finita de relaciones de equivalencia con determinante ∆. �

De aqúı en adelante sólo se considerarán formas cuadráticas con |b| ¤ |a| ¤ |c|, y con a � 0.

Se dirá que una forma cuadrática F px, yq � ax2� bxy� cy2 es primitiva si pa, b, cq � 1. Además

se dirá que F es indefinida si su discriminante es positivo; positiva definida si ∆F   0 y a ¡ 0;

y negativa definida si ∆F   0 y a   0.

Definición 2.34. Para cada determinante ∆ no cuadrado perfecto, se define el número de clase

como

hp∆q �

$''''''&
''''''%

la cantidad de clases de equivalencia de formas cuadráticas

primitivas con discriminante ∆ si ∆ ¡ 0,

la cantidad de clases de equivalencia de formas cuadráticas

primitivas positivo definidas con discriminante ∆ si ∆   0.

Si todas las formas cuadráticas de discriminante ∆ son primitivas, se dirá que ∆ es un

discriminante fundamental.

Proposición 2.35. ∆ P Z es un discriminante fundamental si y sólo si ∆ � m2k para todo

m ¡ 1 y k � 0, 1pmod 4q.

Demostración. Si ∆ � m2k para algún m ¡ 1 y k � 0, 1pmod 4q entonces no es un discriminante

fundamental. Para ver esto, basta con tomar la forma principal de discriminante k y multiplicar

sus coeficientes por m, lo cual resulta en una forma no primitiva de discriminante ∆.

Si ∆ � m2k para cualquier m ¡ 1 y k � 0, 1pmod 4q entonces es un discriminante funda-

mental. Supóngase que no lo es, entonces una forma cuadrática ax2 � bxy� cy2 no primitiva de

discriminante ∆, entonces pa, b, cq � l ¡ 1, y aśı ∆ � l2
��

b
l

�2 � 4ac
l2

	
, lo que es una contradic-

ción. �
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Definición 2.36. Se dice que una forma cuadrática F representa propiamente a un entero n si

existen x, y P Z primos relativos entre si tales que F px, yq � n.

Proposición 2.37. Dada una forma cuadráitca F px, yq � ax2�bxy�cy2 y n P Z, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i] F representa propiamente a n,

ii] F es equivalente a una forma cuadrática G � nx2 �mxy � ly2, con m2 � ∆pmod 4nq y

0 ¤ m   2n, donde ∆ es el discriminante de F .

Demostración. ii]ñ i] Si Gpx, yq � nx2 �mxy� ly2 y

�
α β

κ δ

�
F � G, entonces F representa a

n, ya que como n � Gp1, 0q se tiene que F p1α� 0β, 1κ� 0δq � Gp1, 0q � n.

i]ñ ii] Si F representa propiamente a n, entonces existen enteros α, κ coprimos tales que

n � aα2 � bακ� cκ2. Sean β, δ tales que αδ � βκ � 1, entonces

F �
�
α β

κ δ

�
F �

�
n m1

2
m1
2 l1.

�

La congruencia buscada se cumple ya que ∆ � pm1q2 � 4l1n. Sea N tal que 0 ¤ m1 � 2nN   n,

entonces tomando H �
�

1 �N
0 1

�
G � F se concluye. �

Teorema 2.38. Sean k,∆ P Z con k ¡ 0 y pk,∆q � 1. El número de soluciones módulo 4k de

la ecuación x2 � ∆pmod 4kq es

2
¸
t|k

t libre de
cuadrados

�
∆

t



,

donde
�
a
b

�
representa al śımbolo de Kronecker.

Demostración. En el caso de que ∆ sea impar se tiene que ∆ � 1pmod 4q. Sea k primo relativo

a ∆, entonces p∆, 4kq � 1. Se tiene entonces que para cualquier potencia de primo pl que divida

a 4k, el número de soluciones de la congruencia x2 � ∆pmod 4kq es

2 si p � 2, l � 2,

2
�

1�
�
d
p

		
si p � 2, l ¡ 2,�

1�
�
d
p

		
si p ¡ 2.

Por el Teorema Chino del Residuo se puede deducir que, en este caso, el número de soluciones

de x2 � ∆pmod 4kq es

2
¹
p|k

p primo

�
1�

�
∆

p




� 2

¸
t|k

t libre de
cuadrados

�
∆

t



.

En caso de que ∆ sea par, se tiene que k es impar y 4|∆. Entonces hay dos soluciones de

x2 � ∆pmod 4q, y
�

1�
�

∆
p

		
soluciones de x2 � ∆pmod plq para cada primo divisor de k. Por
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Teorema Chino del Residuo se deduce que en este caso hay

2
¹
p|k

p primo

�
1�

�
∆

p




� 2

¸
t|k

t libre de
cuadrados

�
∆

t




soluciones de la congruencia x2 � ∆pmod 4kq. �

Sea F una forma cuadrática de discriminante ∆. Por la Proposición 2.37, para cada k que

F representa propiamente, existe un entero l único tal que l2 � ∆pmod 4kq y 0 ¤ l   2k.

Para un discriminante fijo ∆, se denotará por F1, F2, . . . , Fhp∆q a un sistema de representantes

de las clases de equivalencia de formas cuadráticas primitivas de discriminante ∆ (en caso de

que ∆   0, se consideran únicamente las positivo definidas), y supondremos, sin pérdida de

generalidad, que el coeficiente de x2 de cada uno de estos representantes es positivo.

Dado k, se denotará por R∆pkq al número de representantes de las clases de equivalencia de

formas cuadráticas primitivas de discriminante ∆ que representan a k.

Definición 2.39. Se dirá que g P SL2pZq es una transformación automorfa de la forma cuadráti-

ca F si gF � F .

Teorema 2.40. Sea F px, yq � ax2�bxy�cy2 una forma cuadrática primitiva de discriminante

∆. Las transformaciones automorfas de F están dadas por las matrices

�
t�bu

2 �cu
au t�bu

2

�
,

donde t, u son solución de la Ecuación de Pell t2 �∆u2 � 4.

Demostración. Sean t, u soluciones de t2�∆u2 � 4. Como t2�∆u2 � 0pmod 2q, b � ∆pmod 2q
y t�∆u � t2 �∆u2pmod 2q se tiene que t�bu

2 P Z. Por otro lado, como

t� bu

2

t� bu

2
� au � cu � t2 � p4ac� b2qu2

4
� t2 �∆u2

4
� 1,

se tiene que

g :�
�
t�bu

2 �cu
au t�bu

2

�
P SL2pZq.

Podemos escribir entonces

gF px, yq � a

�
t� bu

2
x� cuy


2

� b

�
t� bu

2
x� cuy


�
aux� t� bu

2
y



� c

�
aux� t� bu

2
y


2

� a1x
2 � b1xy � c1y

2.

Notemos que

a1 � a

�
t� bu

2


2

� b

�
t� bu

2



pauq � cpauq2 � a

4
pt2 � pbuq2 � 4acu2q � a

4
pt2 �∆u2q � a
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b1 � 2a

�
t� bu

2
p�cuq



� b

��
t2 � pbuq2

4



� acu2

�
� 2cpauq

�
t� bu

2




� 2aucpbuq � b

4

�
t2 � b2u2 � 4acu2

� � b

4
pt2 � b2u2 � 4acu2q � b

4
pt2 �∆u2q � b,

y despejando del discriminante, c1 � c. Por lo tanto, g es una transformación automorfa de F .

Ahora, dada g �
�
r s

m n

�
una transformación automorfa de F , se tiene que

ax2 � bxy � cy2 � F px, yq � gF px, yq � aprx� syq2 � bprx� syqpmx� nyq � cpmx� nyq2,

de donde a � ar2 � brm � cm2, b � 2ars � bprn � smq � 2cmn y c � as2 � bsn � cn2. Por la

igualdad de b y como rn � sm � 1 se tiene que 0 � ars � bsm � cmn. De estas ecuaciones se

deduce que

as � ar2s� brms� cm2s � cmpms� nrq � �cm,

y

an � ar2n� brmn� cm2n � arprn� smq � bmprn� smq � ar � bm,

entonces apn� rq � bm. Entonces a|cm y a|bm, y como pa, b, cq � 1 por ser primitiva, se deduce

que a|m, y por lo tanto m � au para algún entero u. Como as � �cm � �cau se tiene que

s � �cu, y como apn� rq � bm � bau se tiene que n� r � bu, entonces

pn� rq2 � pn� rq2 � 4nr � b2u2 � 4p1� smq � b2u2 � 4� 4acu2 � ∆u2 � 4.

Sea t � n� r, entonces t2 �∆u2 � 4 y n � t�bu
2 y r � t�bu

2 , de donde se ve que la matriz g es

de la forma que se buscaba demostrar. �

Es claro de aqúı que, el número de transformaciones automorfas para cada forma cuadrática F

de discriminante ∆ es:

2 si ∆   �4, 4 si ∆ � �4, 6 si ∆ � �3, 8 si ∆ ¡ 0.

Denotaremos por W∆ a dicho número, pero en el caso ∆ ¡ 0 se considerará W∆ � 1. En el caso

de que ∆ ¡ 0 se denotará a la solución fundamental t�u?∆ de la ecuación de Pell t2�∆u2 � 4

por ε∆ .

Proposición 2.41. Si k P Z se puede representar por la forma cuadrática F de discriminante

∆ ¡ 0, entonces existe una única representación F px, yq tal que 1 ¤ 2ax�pb�?∆qy
2ax�pb�?∆qy   ε2

∆
.

Demostración. Sean θ � �b�∆
2a y θ1 � �b�?∆

2a , y sea t0 � u0

?
∆ � ε∆ . Notemos primero que

ax2�bxy�cy2 � apx�θyqpx�θ1yq. Supongamos que F px, yq � F pX,Y q � k, con x, y,X, Y ¡ 0,

entonces pX,Y q � gpx, yq, donde g es una transformación automorfa de F como la descrita

en el Teorema 2.40. De aqúı se puede deducir que x � θy � 1
2pt � u

?
∆qpX � θY q y que
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x� θ1y � 1
2pt� u

?
∆qpX � θ1Y q, y donde t� u

?
∆ � εm

∆
para alguna m ¡ 0. Entonces

x� θ1y
x� θy

�
1
2pt� u

?
∆qpX � θ1Y q

1
2pt� u

?
∆qpX � θY q � ε2m

∆

X � θ1Y
X � θY

.

De esto se sigue claramente la demostración. �

Observación 2.42. Sea k P Z un entero representado propiamente por F , y sean x0, y0 enteros

primos relativos entre si tales que F px0, y0q � k. Entonces, existen únicos enteros r, l, s con

l2 � ∆pmod 4kq, 0 ¤ l   2k y sx0 � ry0 � 1 tales que

�
x0 r

y0 s

�
F � kX2 � lXY �mY 2

y l2 �∆ � 4km.

Proposición 2.43. Sea l P Z tal que l2 � ∆pmod 4kq con 0 ¤ l   2k con ∆   0, entonces

existen exáctamente W∆ representaciones propias de k asociadas a l.

Demostración. Sea k solución de la forma cuadrática F px, yq positivo definida con discriminante

∆   0. Consideremos F1, . . . , Fhp∆q un sistema de representantes de formas primitivas positivo

definida de discriminante ∆, y sea l que cumpla las hipótesis del enunciado. Consideremos la

forma Gpx, yq � kx2 � lxy �my2 de discriminante ∆, entonces G es equivalente a exáctamente

una de las formas del sistema de representantes, digamos G � gF1, entonces F1 representa

propiamente a k, y las representaciones de k asociadas a l provienen de F . De aqúı que hay

una biyección entre las representaciones propias de k asociadas a l y las matrices g tales que

gF1 � G. Nótese que cualquier matriz que cumpla lo anterior es de la forma gh, donde h es una

matriz automorfa a F1. Entonces hay W∆ representaciones propias de k asociadas a l. �

Teorema 2.44. Dados k P N y ∆ P Z con p∆, kq � 1, se tiene la igualdad

R∆pkq �W∆

¸
t|k

�
∆

t



.

Demostración. El número de representaciones propias de k por las formas del sistema reducido

es

W∆ �#tl : l2 � ∆pmod 4kq, 0 ¤ l   2ku �W∆

¸
t|k

t libre de
cuadrados

�
∆

t



.

Las representaciones impropias se deducen de la misma forma, considerando los enteros de la

forma ∆
a2 . Entonces

R∆pkq �W∆

¸
a¡0
a2|k

¸
t| k
a2

t libre de
cuadrados

�
∆

t



�W∆

¸
a¡0
a2|k

¸
t| k
a2

t libre de
cuadrados

�
∆

ta2



�W∆

¸
t|k

�
∆

t



.
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�

Recordemos que cada caracter de Dirichlet real primitivo se puede representar por el śımbolo

de Kronecker χ∆pnq �
�

∆
n

�
. Se denotará por

H∆pNq �
¸

1¤k¤N
pk,∆q�1

R∆pkq.

Proposición 2.45. Dado ∆ P Z se tiene que

ĺım
NÑ8

H∆pNq
N

�W∆
ϕp|∆|q
|∆|

Lp1, χ∆q.

Demostración. Denotemos por ApN ; ∆, nq �
¸

1¤k¤N
n

pk,∆q�1

1. Se tiene que

H∆pNq
W∆ �N � 1

W∆ �N
¸

1¤k¤N
pk,∆q�1

R∆pkq � 1

N

¸
1¤k¤N
pk,∆q�1

¸
n|k

�
∆

n




� 1

N

8̧

n�1

�
∆

n


 ¸
1¤k¤N

n
pk,∆q�1

1 �
8̧

n�1

�
∆

n



ApN ; ∆, nq

N
.

Notemos que

ApN ; ∆, nq �
¸

1¤k¤N
n

pk,∆q�1

1 �
¸

1¤k¤N
n

¸
j|pk,∆q

µpjq �
¸
j|∆

¸
1¤k¤N

n
j|k

µpjq �
¸
j|∆

µpjq
Z
N

nj

^

� N

n

¸
j|∆

µpjq
j

�Op∆q � N

n

ϕp|∆|q
|∆|

�Op∆q.

Podemos deducir entonces que

ĺım
NÑ8

ApN ; ∆, nq
N

� ĺım
NÑ8

ϕp|∆|q
n|∆|

� Op|∆|q
N

� ϕp|∆|q
n|∆|

,

para finalmente concluir que

ĺım
NÑ8

H∆pNq
N

�W∆ ĺım
NÑ8

8̧

n�1

�
∆

n



ApN ; ∆, nq

N
�W∆

ϕp|∆|q
|∆|

Lp1, χ∆q.

�

Ahora, se denotará por R∆pk, F q al número de representaciones de k por una forma cuadráti-
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ca F fija, y se define H∆pN,F q �
¸

1¤k¤N
pk,∆q�1

R∆pk, F q. Es claro que R∆pkq �
hp∆q¸
n�1

R∆pk, Fnq.

Veremos ahora que ĺım
NÑ8

H∆pN,Fnq
N

existe y depende únicamente de ∆.

Lema 2.46. Sea m P N y sea E una elipse o un sector de una hipérbola, centrada en el origen.

Sea I el área de E. Si a E se le aplica la transformación T : R2 Ñ R2 tal que T px, yq �
p?cx,?cyq; y Upcq es el número de puntos enteros en T pEq tales que

x � x0pmod mq y y � y0pmod mq

para algunos x0, y0 P Z fijos, entonces

ĺım
cÑ8

Upcq
c

� I

m2
.

Demostración. Consideremos la cuadŕıcula formada por las rectas x � x0�rm?
c
, y � y0�sm?

c
. Sea

Jpcq el número de estos cuadrados que tienen su vértice inferior izquierdo en E, entonces Jpcq �
Upcq. Luego

I �
» »

E
dxdy � ĺım

cÑ8 Jpcq
m2

c
,

de donde se concluye que
I

m2
� ĺım

cÑ8
Upcq
c

. �

Proposición 2.47. Dado ∆ P Z se cumple la igualdad

ĺım
NÑ8

H∆pN,F q
N

�
$&
%

2π?
|∆|

ϕp|∆|q
|∆| si ∆   0,

log ε
∆?

∆

ϕp∆q
∆ si ∆ ¡ 0.

Demostración. Consideremos primero el caso ∆   0. Sea Upc, x0, y0q el número de soluciones de

0 ¤ F px, yq ¤ c, con x � x0pmod |∆|q y y � y0pmod |∆|q. Entonces

H∆pT, F q �
¸

1¤k¤c
pk,∆q�1

R∆pk, F q �
¸

x,ypmod |∆|q
pF px,yq,∆q�1

Upc, x, yq.

El área de la región |F px, yq| ¤ 1 es 2π?
|∆|

y, por lo tanto,

ĺım
cÑ8

H∆pc, F q
c

� ĺım
cÑ8

¸
x,ypmod |∆|q
pF px,yq,∆q�1

Upc, x, yq
c

�
¸

x,ypmod |∆|q
pF px,yq,∆q�1

2π

|∆|5{2
� ϕp|∆|q|∆| 2π

|∆5{2|
� 2πϕp|∆|q

|∆|3{2
.

Ahora consideremos el caso ∆ ¡ 0. Sea Upc, x0, y0q el número de soluciones de 0 ¤ F px, yq ¤
c, con x � x0pmod ∆q, y � y0pmod ∆q y 1 ¤ | LL1 |   ε2

∆
, donde L � 2ax � pb � ?

∆qy y
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L1 � 2ax� pb�?
∆qy. Por el Teorema 2.41 podemos deducir que

H∆pT, F q �
¸

1¤k¤c
pk,∆q�1

R∆pk, F q �
¸

x,ypmod |∆|q
pF px,yq,∆q�1

1¤ L
L1¤ε2∆

Upc, x, yq.

El área de la región |F px, yq| ¤ 1 que cumple las condiciones anteriores es
log ε

∆

∆5{2 , entonces

ĺım
cÑ8

H∆pc, F q
c

� ĺım
cÑ8

¸
x,ypmod |∆|q
pF px,yq,∆q�1

Upc, x, yq
c

�
¸

x,ypmod |∆|q
pF px,yq,∆q�1

log ε∆

|∆|5{2

� ϕp|∆|q|∆| log ε∆

|∆5{2|
� log ε∆ϕp|∆|q

|∆|3{2
.

�

Teorema 2.48 (Fórmula de Dirichlet para el Número de Clase). Para cualquier caracter real

χ∆ se tiene que

hp∆q �
$&
%
w∆

?�∆
2π Lp1, χ∆q si ∆   0

?
∆

logε
∆

Lp1, χ∆q si ∆ ¡ 0.

Demostración. Se sigue de la Proposición 2.47 y de que

hp∆q ĺım
NÑ8

H∆pN,Fnq
N

� ĺım
NÑ8

H∆pNq
N

� W∆ϕp|∆|q
|∆|

Lp1, χ∆q.

�



Caṕıtulo 3

El Teorema de Siegel-Walfisz

3.1. Los ceros no triviales de las funciones ζ y L

En esta sección se demostrará que la función ζ de Riemann y las L-funciones de Dirichlet

tienen una infinidad de ceros no triviales y se establecerán regiones en las que estas funciones

son libres de ceros. A lo largo de la sección se considerarán únicamente caracteres primitivos, a

menos de que se afirme lo contrario.

Teorema 3.1. Las funciones ξpsq y ξps, χq son funciones de orden 1.

Demostración. Por la ecuación funcional de ξpsq (Teorema 2.7), es claro que basta demostrar que

ξpsq es de orden 1 en <psq ¥ 1
2 . Por el Teorema 2.8 sabemos que ξpsq � 1

2π
s
2

sps� 1qΓ
�s

2

	
ζpsq.

Tenemos que



∣∣∣∣∣ s

2π
s
2

∣∣∣∣∣   ec1|s|,


 de la Fórmula de Stirling (Teorema C.14) se deduce que
��Γ � s2���   ec2|s| log|s| en la región

|arg s|   π
2 ,


 por la Proposición 2.12 sabemos que ζpsq � 1

s� 1
� 1� s

» 8
1

txu
xs�1

dx y, como <psq ¥ 1
2 , se

tiene que ∣∣∣∣∣
» 8

1

txu
xs�1

∣∣∣∣∣ ¤
» 8

1

1

xRepsq�1
dx � 1

<psq ¤ 2,

por lo que ps� 1qζpsq ! ec3|s|.

De todo anterior se concluye que ξpsq es una función de orden 1.

Por la ecuación funcional de ξps, χq (Corolario 2.26) y como el Teorema 1.26 implica que∣∣∣∣∣ iaχq
1
2

τpχq

∣∣∣∣∣ � 1, bastaŕıa ver que ξpx, χq es de orden 1 en la región <psq ¥ 1
2 . Tenemos que



∣∣∣∣∣πq

∣∣∣∣∣
� 1

2
ps�aχq

¤ ec4 log q|s|,


 por la Proposición 2.18 se tiene que

Lps, χq � s

» 8
1

Rpxq
xs�1

dx,

33
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donde Rpxq �
¸
n¤x

χpnq. Como Rpxq está acotada, se deduce que |Lps, χq| ¤ c5|s| ¤ ec5|s|.

Se concluye entonces que ξps, χq �
�
π

q


� 1
2
ps�aχq

Γ

�
1

2
ps� aχq



Lps, χq es de orden 1. �

Corolario 3.2. Las funciones ζpsq y Lps, χq tienen una infinidad de ceros no triviales que

coinciden con los ceros de las funciones ξpsq y ξps, χq, respectivamente.

Demostración. Cuando s tiende a �8, ζpsq y Lps, χq tienden a 1 y, por el Teorema C.14 sabemos

que Γpsq � es log s. Como consecuencia de esto y de las ecuaciones funcionales de ξpsq y de ξps, χq,
y de la Proposición B.8, se tiene que las funciones ξpsq y ξps, χq tienen una infinidad de ceros.

Como ζpsq � 2π
s
2

sps� 1q
ξpsq

Γ
�
s
2

� y Lps, χq �
�
π

q


 1
2
ps�aχq ξps, χq

Γ
�

1
2ps� aχq

� y por el Teorema 2.11 y

el Teorema 2.24, es claro que sus ceros no triviales coinciden con los ceros de ξpsq y ξps, χq. �

De ahora en adelante se denotarán por ρn � βn � iγn y %n � β̂n � iγ̂n a los ceros de las

funciones ζ y Lps, χq, respectivamente. Aunque %n, β̂n, γ̂n dependan del caracter, no se hará

distinción en la notación a menos de que sea necesario.

Por la Proposición B.5 se tiene que, para cualquier ε ¡ 0 las series
8̧

n�1

1

|ρn|1�ε
y

8̧

n�1

1

|%n|1�ε

convergen; y, como se vio en la demostración del Corolario 3.2, ni ζpsq, ni Lps, χq, son Opec|s|q
entonces, por la Proposición B.9, se deduce que las series

8̧

n�1

1

|ρn|
y

8̧

n�1

1

|%n|
divergen.

Como ξpsq y ξps, χq son de orden 1, existen A0, B0, Aχ, Bχ tales que

ξpsq � eA0�B0s
8¹
n�1

�
1� s

ρn



e
s
ρn y ξps, χq � eAχ�Bχs

8¹
n�1

�
1� s

%n



e
s
%n .

De lo anterior, y por cómo están definidos ξpsq y ξps, χq, se deduce que sus derivadas logaŕıtmicas

son

ξ1psq
ξpsq � B0 �

8̧

n�1

�
1

s� ρn
� 1

ρn



� ζ 1psq
ζpsq �

1

s� 1
� 1

2
log π � 1

2

Γ1p1
2s� 1q

Γp1
2s� 1q , (3.1)

ξ1ps, χq
ξps, χq � Bχ �

8̧

n�1

�
1

s� %n
� 1

%n



� L1ps, χq
Lps, χq �

1

2
log

π

q
� 1

2

Γ1p1
2ps� aχqq

Γp1
2ps� aχqq

. (3.2)

Proposición 3.3. A0 � log 1
2 y B0 � �1

2γ � 1� 1
2 log 4π, donde γ es la constante de Euler.

Demostración. Notemos primero que eA0 � ξp0q � ξp1q � 1

2
π�

1
2 Γ

�
1

2



ĺım
sÑ1

ps � 1qζpsq � 1

2
, de

donde se deduce que A0 � log 1
2 .

Por otro lado, tenemos que B0 � ξ1p0q
ξp0q � �ξ

1p1q
ξp1q � � ĺım

sÑ1

�
ζ 1psq
ζpsq �

1

s� 1

�
� 1

2
log π � 1

2

Γ1p3
2q

Γp3
2q

.
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Sea Ipsq �
» 8

1
px� txuq 1

xs�1
dx, entonces

ĺım
sÑ1

�
ζ 1psq
ζpsq �

1

s� 1

�
� ĺım

sÑ1

ζpsq � ps� 1qζ 1psq
ps� 1qζpsq

� ĺım
sÑ1

s
s�1 � sIpsq � 1

s�1 � ps� 1qIpsq � sps� 1qI 1psq
s� sps� 1qIpsq

� ĺım
sÑ1

1� sIpsq � ps� 1qIpsq � sps� 1qI 1psq
s� sps� 1qIpsq � 1� Ip1q,

y como

Ip1q �
» 8

1

x� txu

x2
dx � ĺım

nÑ8

�» n
1

1

x
dx�

» n
1

txu

x2
dx



� ĺım

nÑ8

�
log n�

n�1̧

t�1

t

» t�1

t

1

x2
dx

�

� ĺım
nÑ8

�
log n� p1� 1

2
� 1

3
� � � � � 1

n
q � 1



� 1� γ,

deducimos que B0 � �γ � 1
2 log π � 1

2

Γ1p 3
2
q

Γp 3
2
q . Tomando la derivada logaŕıtmica del producto de

Weierstrass (Teorema C.11) de Γ
�

1
2s� 1

�
en s � 1 se concluye que

B0 � �γ� 1

2
log π� 1

2
γ�

8̧

n�1

�
1

2n
� 1

2n� 1



� �1

2
γ� 1

2
log π�1� log 2 � �1� 1

2
γ� 1

2
log 4π.

�

Del teorema anterior se deduce fácilmente que B0   0. Notemos que los ceros no triviales de ζ

y Lps, χq tienen las siguientes propiedades:


 por la ecuación funcional de ξpsq y como ζpsq � ζpsq se tiene que si s es cero de ζ entonces s,

1� s y 1� s lo son,


 por la ecuación funcional de ξps, χq y como Lps, χq � Lps, χq se tiene que si s es cero de Lps, χq
entonces Lp1� s, χq � Lps, χq � Lp1� s, χq � 0.

Ahora se mostrará una relación entre B0 y Bχ con sus respectivos ceros.

Proposición 3.4. Se cumplen las igualdades

B0 � �
8̧

n�1

1

ρn
� �2

8̧

n�1

8̧

n�1
γn¡0

βn
β2
n � γ2

n

y <pBχq � �
8̧

n�1

< 1

%n
.

Demostración. Usando la ecuación (3.1) tenemos que

B0 �
8̧

n�1

�
1

s� ρn
� 1

ρn



� ξ1psq
ξpsq � �ξ

1p1� sq
ξp1� sq � �B0 �

8̧

n�1

�
1

1� s� ρn
� 1

ρn



,
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por lo que

�2B0 �
8̧

n�1

�
1

s� ρn
� 1

1� s� ρn
� 2

ρn



.

Como ρn es cero si y sólo si lo es 1� ρn, se tiene que

�2B0 �
8̧

n�1

�
2

ρn



,

y como ρn es cero si y sólo si lo es ρn, se concluye que

�B0 �
8̧

n�1

1

ρn
�

8̧

n�1
γn¡0

�
1

βn � iγn
� 1

βn � iγn



�

8̧

n�1
γn¡0

2βn
β2
n � γ2

n

.

Para calcular <pBχq notemos primero que, por la ecuación (3.4), se tiene que

Bχ � ξ1p0, χq
ξp0, χq � �ξ

1p1, χq
ξp1, χq � �Bχ �

8̧

n�1

�
1

1� %n
� 1

%n



.

Como Bχ � ξ1ps,χq
ξps,χq , podemos deducir que Bχ � Bχ. Entonces

2<pBχq � �
8̧

n�1

<
�

1

1� %n
� 1

%n



.

Como Lps, χq � 0 si y sólo si Lp1� s, χq � 0, concluimos que

<pBχq � �1

2

8̧

n�1

<
�

1

%n
� 1

ρn



� �

8̧

n�1

< 1

%n
.

�

Lema 3.5. Para toda θ P R se cumple la desigualdad

0 ¤ 3� 4 cos θ � cos 2θ.

Demostración. Se sigue de que 0 ¤ 2p1�cos θq2 � 2�4 cos 2θ�2 cos2 θ � 2�4 cos θ�cos 2θ. �

Proposición 3.6. La función ζ no tiene ceros en la recta <psq � 1.

Demostración. Notemos primero que

log ζpsq �
¸

p primo

log

�
1

1� 1
ps

�
� �

¸
p primo

8̧

m�1

p�1qm�1

m

p�1qm
pms

�
¸

p primo

8̧

m�1

1

mpms
, (3.3)

por lo tanto,

< log ζpsq �
¸

p primo

8̧

m�1

1

mpmσ
cospt log pmq.
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Supongamos que σ � it es cero de ζ. Usando lo anterior y el Lema 3.5 se tiene que

3 log ζpσq � 4< log ζpσ � itq � < log ζpσ � 2itq ¥ 0,

por lo tanto ζ3pσq|ζ4pσ � itqζpσ � 2itq| ¥ 1. Cuando σ � 1 se tiene que

ζpσq � 1

σ � 1
, |ζpσ � itq|   c1pσ � 1q, |ζpσ � 2itq|   c2,

para algunas constantes c1, c2. Llegamos entonces a una contradicción, pues con lo anterior

tendŕıamos que

ĺım
σÑ1�

ζ3pσq|ζ4pσ � itqζpσ � 2itq| � 0.

�

Teorema 3.7. La función ζpsq � ζpσ � itq no tiene ceros en la región

σ ¥ 1� c

logp|t|� 2q

para alguna constante positiva absoluta c.

Demostración. Veremos primero que no hay ceros, aparte de los triviales, con |t|   2. De la

Proposición 3.3 se puede calcular que B0 ¡ �0.03. Supongamos que hay un cero βn � iγn con

|γn|   2. Como los ceros no triviales son simétricos respecto a la recta <psq � 1
2 , podemos

suponer que 1
2 ¤ βn   1. Por la Proposición 3.4 se tiene que �0.03   �2

βn
β2
n � γ2

n

, entonces

podemos deducir que |γn| ¡ 2. Por la simetŕıa de los ceros respecto al eje real, basta con

demostrar el teorema para el semiplano superior. Por la ecuación (3.1) sabemos que

ζ 1psq
ζpsq � B0 � 1

s� 1
� 1

2
log π � 1

2

Γ1
�

1
2s� 1

�
Γ
�

1
2s� 1

� � 8̧

n�1

�
1

s� ρn
� 1

ρn



.

Consideraremos ahora s � σ� it con σ P r1, 2s y t ¡ 2. De la fórmula de Stirling (Teorema C.14)

y la ecuación anterior se deduce que

�<
�
ζ 1psq
ζpsq



  c1 log t�

8̧

n�1

<
�

1

s� ρn
� 1

ρn




para alguna constante positiva c1. Como σ ¥ 1, se cumple que <
�

1

s� ρn
� 1

ρn



¡ 0, de donde

deducimos que

�Re
�
ζ 1psq
ζpsq



  c1 log t.

Como la derivada logaŕıtmica de ζpsq en <psq ¡ 1 es �ζ
1psq
ζpsq �

8̧

n�1

Λpnq
ns

�
8̧

n�1

Λpnq
nσ

eit logn, por
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el Lema 3.5 se puede deducir que

3

�
�ζ

1pσq
ζpσq

�
� 4

�
�<ζ

1pσ � itq
ζpσ � itq

�
�
�
�<ζ

1pσ � 2itq
ζpσ � 2itq

�
¥ 0.

Por la ecuación (3.1) y el Teorema C.15, existen constantes A1 y A2 tales que, si tomamos

t � γn ¡ 2, entonces

�<ζ
1pσq
ζpσq  

1

σ � 1
�A1, �<ζ

1pσ � itq
ζpσ � itq   A2 log γn� 1

σ � βn
, �<ζ

1pσ � 2itq
ζpσ � 2itq   A2 log 2γn.

Por lo tanto, 0 ¤ 3
σ�1 � A4 log γn � 4

σ�βn , es decir, βn ¤ σ � 4pσ � 1q
3� pσ � 1qA4 log γn

. Fijando

σ � 1� δ
log γn

con δ   1
A4

se concluye que βn ¤ 1�
�

1� 4

3�A4δ



δ

log γn
¤ 1� c

logpγn � 2q . �

Ahora se hará una estimación similar para las funciones L. Por conveniencia, se denotará

por L � log q � logp|t| � 2q al hablar de un caracter χ módulo q y de un número complejo con

parte imaginaria t. Primero veamos que la Identidad de Euler (Teorema 2.15) implica que

�L
1ps, χq
Lps, χq �

¸
p primo

log p

ps
χppq

1� χppq
ps

�
8̧

n�1

Λpnqχpnq
ns

, (3.4)

además, para cualquier caracter χ módulo q y χ� su caracter inducido se cumple la desigualdad∣∣∣∣∣L1ps, χqLps, χq �
L1ps, χ�q
Lps, χ�q

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ ¸
p primo

log p

�
� χ�ppqχ0ppq
ps
�

1� χ�ppqχ0ppq
ps

	 � χ�ppq
ps
�

1� χ�ppq
ps

	
�


∣∣∣∣∣

¤
¸
p|q

log p

∣∣∣∣∣ 1

ps
χ�ppq

1� χ�ppq
ps

∣∣∣∣∣ ¤¸
p|q

log p ¤ log q. (3.5)

En el caso de estar considerando un caracter principal, dicha desigualdad se toma restando ζ1psq
ζpsq

en vez de L1ps,χ�q
Lps,χ�q .

Por la ecuación (3.4), la Proposición 3.4 y el Teorema C.15, existe c ¡ 0 tal que, para

cualquier caracter primitivo χ� y s � σ � it complejo con σ P p1, 2q, se tiene que

�<L
1pσ � it, χ�q
Lpσ � it, χ�q �

1

2
log

q

π
� 1

2
<

Γ1p1
2ps� aχ�qq

Γp1
2ps� aχ�qq

� <
8̧

n�1

1

s� %n
  cL� < 1

s� %n
. (3.6)

Usando esta desigualdad, junto con la ecuación (3.5), se llega a que existe c ¡ 0 tal que para

cualquier caracter no principal χ se cumple la desigualdad

�<L
1ps, χq
Lps, χq   cL� < 1

s� %n
(3.7)
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para cualquier n, y tal que también se cumple la desigualdad

�L
1pσ, χ0q
Lpσ, χ0q  

1

σ � 1
� cL. (3.8)

Lema 3.8. Sea χ un caracter complejo módulo q, entonces la función Lpσ� it, χq no tiene ceros

en la región

σ ¥ 1� c

L
donde c es una constante positiva absoluta.

Demostración. Por el Lema 3.5 y la ecuación (3.4) se tiene la desigualdad

�3
L1pσ, χ0q
Lpσ, χ0q � 4<L

1pσ � it, χq
Lpσ � it, χq � <L

1pσ � 2it, χ2q
Lpσ � 2it, χ2q

�
8̧

n�1

Λpnq
nσ

�
3� 4<pχpnqe�it lognq � <pχ2pnqe�2it lognq

	
¥ 0.

De las ecuaciones (3.7) y (3.8), y tomando t � γ̂n, se deduce que 0   3

σ � 1
� A1L � 4

σ � β̂n
.

Fijando σ � 1� A2
L tenemos que

βn   1� A2

L

�
1� 4

3�A1A2



.

Es suficiente considerar A2   A1 para concluir la demostración. �

Lema 3.9. Sea χ un caracter real no principal módulo q, si 0   δ   c y |γ̂n| ¥ δ
log q , entonces

β̂n   1� δ

5L
,

donde c es una constante positiva absoluta.

Demostración. Como χ es caracter real se tiene que χ0 � χ2. De manera similar que en la

demostración del lema anterior, tomando t � γ̂n se deduce que

0   3

σ � 1
� 4

σ � β̂n
� < 1

σ � 1� 2iγ̂n
�A1L.

Como se está considerando γ̂n ¥ δ
log q ¡ δ

L , y si se toma σ � 1� δ
L , se tiene que < 1

σ�1�2iγ̂n
  L

5δ .

Por lo tanto, 4
σ�β̂n  

16L�5A1δL
5δ . Si se toma δ   4

5A1
� c se concluye que

β̂n   σ � 20δ

p16� 5A1δqL   1� δ

5L
.

�



40 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA DE SIEGEL-WALFISZ

Lema 3.10. Sea χ un caracter real no principal módulo q, 0   δ   c y 0   |γ̂n|   δ
log q , entonces

β̂n   1� δ

log q
,

donde c es una constante positiva absoluta.

Demostración. Como χ es un caracter real, sus ceros son simétricos respecto al eje real, entonces

� 1

σ � 1
�A1   ζ 1psq

ζpsq ¤ �
8̧

n�1

Λpnq
nσ

¤
8̧

n�1

χpnqΛpnq
nσ

� �L
1pσ, χq
Lpσ, χq

  A2 log q �
�

1

σ � %n
� 1

σ � %n



� A2 log q � 2pσ � β̂nq

pσ � β̂nq2 � γ̂2
n

.

Si se toma 0   δ, 0   |γ̂n|   δ
log q y σ � 1� 2δ

log q , se tiene que |γ̂n|   δ
log q � 1

2pσ�1q   1
2pσ� β̂nq.

Por lo tanto,

0   1

σ � 1
�A3 log q � 8

5pσ � β̂nq
ñ β̂n   1� δ

log q

�
2� 16

5p2δA3 � 1q


.

Si se considera δ   3
10A3

, se concluye la demostración. �

Corolario 3.11. Sea χ un caracter real no principal módulo q y 0   δ   c, donde c es la misma

constante que la del lema anterior. La función Lps, χq no tiene más de dos ceros reales %1, %2

con

%1, %2 ¡ 1� δ

log q
.

Demostración. Se procede como en la demostración anterior, pero tomando %1 y %2 en vez de

%n y %n. �

Teorema 3.12. Existe una constante c tal que, en la región

σ ¥
$&
%1� c

log q|t| si |t| ¥ 1,

1� c
log q si |t| ¤ 1,


 Lpσ � it, χq es libre de ceros para cualquier caracter complejo χ,


 Lpσ � it, χq es libre de ceros, salvo posiblemente un cero real, para cualquier caracter real χ.

Demostración. Se sigue claramente de los resultados previos. �

Lema 3.13. Sean χ1 y χ2 caracteres reales primitivos módulo q1 y q2, respectivamente, y sean

σ̂1, σ̂2 ceros reales de Lps, χ1q y Lps, χ2q, respectivamente. Entonces

mı́ntσ̂1, σ̂2u   1� c

log q1q2
,

donde c es una constante absoluta.
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Demostración. Nótese que χ1χ2 es un caracter real no principal módulo q1q2 entonces, para

cualquier σ P p1, 2q se tiene que

0 ¤
8̧

n�1

Λpnq
nσ

p1� χ1pnqqp1� χ2pnqq � �ζ
1pσq
ζpσq �

L1pσ, χ1q
Lpσ, χ1q �

L1pσ, χ2q
Lpσ, χ2q �

L1pσ, χ1χ2q
Lpσ, χ1χ2q

  2A1 log q1q2 � 1

σ � σ̂1
� 1

σ � σ̂2
� 1

σ � 1
.

Por lo tanto,
2

σ �mı́ntσ̂1, σ̂2u   2A1 log q1q2 � 1

σ � 1
.

Si se fija σ � 1� δ
log q1q2

, se deduce que

mı́ntσ̂1, σ̂2u   1� δ

log q1q2

�
1� 2

2δA1 � 1



,

y si se toma δ   1
2A1

fijo, se concluye la demostración. �

Del lema que se acaba de demostrar se pueden deducir directamente los siguientes dos corolarios.

Corolario 3.14. Para cada q existe a lo más para un caracter real χ módulo q tal que la función

Lps, χq tiene un cero real σ̂ con

σ̂ ¡ 1� c

log q
,

donde c es una constante absoluta.

Corolario 3.15. Sean q1   q2   � � � todos los módulos para los que existe χi caracter real

primitivo módulo qi tal que Lps, χiq tiene un cero real σ̂i ¡ 1� ĉ
log qi

, donde ĉ es un tercio de la

constante del Lema 3.13. Entonces qj�1 ¡ q2
j .

Corolario 3.16. Existe c ¡ 0 tal que para cualquier z ¥ 3 hay a lo más un caracter real primitivo

χ cuyo módulo está acotado por z tal que Lps, χq tienen un cero real σ̂ tal que σ̂ ¡ 1� c
log z .

Demostración. Sea c � ĉ
2 la mitad de la constante ĉ del Lema 3.13, y supóngase que existen dos

caracteres χ1, χ2 con ceros σ̂1, σ̂2 ¡ 1� c
log z , entonces

σ̂1, σ̂2 ¡ 1� ĉ

log q1q2
,

teniendo una contradicción. �

De lo anterior es fácil deducir que, para una constante c adecuada, si existe un caracter real

primitivo χ� para un módulo q ¤ z tal que la función Lps, χ�q tiene un cero σ̂ ¡ 1� c
log z implica

que los únicos caracteres cuyo módulo acotado por z que tienen algún cero con esta propiedad,

son los caracteres que induce el caracter χ�.
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Por la Fórmula del Número de Clase de Dirichlet (Teorema 2.48), y como hpDq ¥ 1, podemos

deducir que para cualquier caracter real primitivo χ existe una constante absoluta c tal que

Lp1, χq ¡ cq�
1
2 .

Teorema 3.17. Para cualquier caracter no pricnipal χ, las series
8̧

n�1

χpnq
ns

y �
8̧

n�1

χpnq
ns

log n

coinciden con las funciones Lps, χq y L1ps, χq en el semiplano <psq ¡ 0, respectivamente.

Demostración. Notemos primero que, por el criterio de convergencia de Dirichlet, la serie
8̧

n�1

χpnq
ns

converge para s P R�.

Sea ε ¡ 0, y s � σ � it con σ ¡ ε. Sea M ¡ 0 tal que

∣∣∣∣∣ ¸
n¤x

χpnq
nε

∣∣∣∣∣   M , para todo x ¡ 1.

Aplicando la Fórmula de sumación de Abel (Teorema 1.3) con cn � χpnq
nε y fpxq � xε�s, se tiene

que ¸
a n¤b

χpnq
ns

� Cpbqbε�s � Cpaqaε�s � ps� εq
» b
a
Cptqtε�s�1dt.

Por lo tanto,∣∣∣∣∣ ¸
a n¤b

χpnq
ns

∣∣∣∣∣ ¤Mpbε�σ � aε�σq � |s� ε|M
» b
a
tε�σ�1dt ¤ 2Maε�σ

�
1� |ε� s|

σ � ε



.

Haciendo tender aÑ8, se tiene que la serie converge puntualmente por el criterio de Cauchy.

Denotando por LN ps, χq a la serie
Ņ

n�1

χpnq
ns

,

tenemos que las funciones LN ps, χq son anaĺıticas y convergen uniformemente en cada compacto

del semiplano <psq ¡ 0, por lo tanto, la serie
8̧

n�1

χpnq
ns

es anaĺıtica en el semiplano <psq ¡ 0,

y como una extensión anaĺıtica es única, se sigue que Lps, χq �
8̧

n�1

χpnq
ns

en <psq ¡ 0. De lo

anterior también se deduce que L1ps, χq � �
8̧

n�1

χpnq
ns

log n. �

Proposición 3.18. Existe una constante absoluta c tal que, si 1� 1
log q ¤ σ ¤ 1, entonces

|Lpσ, χq|   c log q y |L1pσ, χq|   c log2 q

para cualquier caracter χ no principal.

Demostración. Por el Teorema 3.17, sabemos que si σ ¡ 0, entonces Lpσ, χq �
8̧

n�1

χpnq
nσ

. Para
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σ ¡ 1� 1
log q se tiene que ∣∣∣∣∣

q̧

n�1

χpnq
nσ

∣∣∣∣∣ ¤
q̧

n�1

e

n
  c1 log q

y aplicando la Fórmula de sumacion de Abel (Teorema 1.3) se tiene que∣∣∣∣∣ 8̧

n�q�1

χpnq
nσ

∣∣∣∣∣ � ĺım
NÑ8

∣∣∣∣∣ Ņ

n�q�1

χpnq
nσ

∣∣∣∣∣ ¤ ĺım
NÑ8

∣∣∣∣∣ 1

Nσ

Ņ

n�q�1

χpnq �
N�1̧

n�q�1

χpnq
�

1

pn� 1qσ �
1

nσ


 ∣∣∣∣∣
¤ 1

qσ
máx
N

∣∣∣∣∣ Ņ

n�q�1

χpnq
∣∣∣∣∣� 1

qσ
¤ q

qσ
� q

1�1� 1
log q � e.

El primer resultado se sigue de las dos desigualdades.

Del Teorema 3.17 también sabemos que, si σ ¡ 0, entonces L1pσ, χq � �
8̧

n�1

χpnq
nσ

log n. Por

lo tanto, si σ ¡ 1� 1
log q , se tiene que∣∣∣∣∣

q̧

n�1

χpnq
nσ

log n

∣∣∣∣∣ ¤
q̧

n�1

log q
e

n
  c1 log2 q

y usando nuevamente la Fórmula de sumación de Abel, se tiene que∣∣∣∣∣ 8̧

n�q�1

χpnq
nσ

log n

∣∣∣∣∣ � ĺım
NÑ8

∣∣∣∣∣ Ņ

n�q�1

χpnq
nσ

log n

∣∣∣∣∣
¤ ĺım

NÑ8

∣∣∣∣∣ logN

Nσ

Ņ

n�q�1

χpnq �
N�1̧

n�q�1

χpnq
�

logpn� 1q
pn� 1qσ � log n

nσ


 ∣∣∣∣∣
¤ log q

qσ
máx
N

∣∣∣∣∣ Ņ

n�q�1

χpnq
∣∣∣∣∣� log q

qσ
¤ q log q

qσ
� q

1�1� 1
log q log q � e log q.

De estas dos desigualdades se sigue el segundo resultado. �

3.2. La densidad de los ceros no triviales de las funciones ζ y L.

Se denotará por RT al rectángulo delimitado por los vértices �1, 2, 2�iT,�1�iT . Sea T P R
tal que en la recta =psq � T , la función ζ no tiene ceros. Por el principio del argumento y la

ecuación funcional de ξpsq se tiene que el número de ceros dentro de RT , que se denotará por

NpT q, es

NpT q � 1

2πi

»
BRT

ξ1psq
ξpsq ds �

1

2π

»
BRT

parg ξpsqq1ds.

Notemos que ξpsq es real y no se anula en el eje real, por lo que

» 2

�1
parg ξpsqq1ds � 0.
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Sea L1 la trayectoria por la frontera de RT , en sentido contrario al de las manecillas del reloj,

que va de 2 a 1
2 � iT ; y L2 de 1

2 � iT a �1. Como ξpσ � itq � ξp1� σ � itq y por la ecuación

funcional de ξ se tiene que »
L1

parg ξpsqq1ds �
»
L2

parg ξpsqq1ds,

entonces

πNpT q �
»
L1

parg ξpsqq1ds �
»
L1

pargps� 1q � arg π�
1
2
s � arg Γp1

2
s� 1q � argpsqq1ds.

Como »
L1

pargps� 1qq1ds � arg

�
iT � 1

2



� 1

2
π �OpT�1q,

»
L1

parg π�
1
2
sq1ds � �T

2
log π,

y por la fórmula de Stirling se consluye que

»
L1

parg Γp1
2
s� 1qq1ds �

»
L1

�
= log Γ

�
1

2
s� 1



1
ds � = log Γ

�
1

2
iT � 5

4




� =
��

1

2
iT � 3

4



log

�
1

2
iT � 5

4



� 1

2
iT � 5

4
� 1

2
log 2π �OpT�1q

�

� 1

2
T log

1

2
T � 1

2
T � 1

2
T log

∣∣∣∣∣i� 5

2T

∣∣∣∣∣� 5

4
� 3

4
arg

�
1

2
iT



� 3

4
arg

�
1� 10

4iT



�OpT�1q

� 1

2
T log

1

2
T � 1

2
T � 3

8
π �OpT�1q.

Entonces

NpT q � T

2π
log

T

2π
� T

2π
� 7

8
�GpT q �OpT�1q,

donde GpT q � 1

π

»
L1

parg ζpsqq1ds.

Lema 3.19. Para T suficientemente grande se tiene que

8̧

n�1

1

1� pT � γnq2 � Oplog T q.

Demostración. Si s � 2� it y t ¥ 2 se tiene que∣∣∣∣∣� <ζ
1psq
ζpsq

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣< 8̧

n�1

Λpnq
ns

∣∣∣∣∣ � 8̧

n�1

Λpnq
n2

cospt log nq ¤
∣∣∣∣∣ζ 1p2qζp2q

∣∣∣∣∣,
y como

�<ζ
1p2� itq
ζp2� itq   c1 log t�

8̧

n�1

<
�

1

2� it� ρn
� 1

ρn



,
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se deduce que
8̧

n�1

<
�

1

2� it� ρn



  c2 log t.

Con esto se concluye la demostración, ya que

8̧

n�1

1

4� pt� γnq2 ¤
8̧

n�1

< 1

2� ipt� γnq  
8̧

n�1

<
�

1

2� it� ρn



  A2 log t.

�

Corolario 3.20. El número de ceros no triviales de la función ζ de Riemman con parte imagi-

naria en el intervalo rT � 1, T � 1s es Oplog T q.

Corolario 3.21. Para cualquier T grande se tiene que

8̧

n�1
γnRrT�1,T�1s

1

pT � γnq2 � Oplog T q.

Lema 3.22. Para T suficientemente grande tal que ningún cero de ζ tenga parte imaginaria T ,

y para cualquier σ P r�1, 2s, se tiene que

ζ 1pσ � iT q
ζpσ � iT q �

8̧

n�1
|γn�T | 1

1

σ � iT � ρn
�Oplog T q

Demostración. Se denotará por s � σ � iT . Notemos que, si |γn � T | ¥ 1, entonces∣∣∣∣∣ 1

s� ρn
� 1

2� iT � ρn

∣∣∣∣∣ � 2� σ

|ps� ρnqp2� iT � ρnq| ¤
3

|γn � T |2
,

y por el Corolario 3.21 la suma sobre todos estos términos es Oplog T q. Por la ecuación (3.1), y

aplicando en esta ecuación el Teorema 3.4 y la fórmula de Stirling, tenemos que

ζ 1psq
ζpsq � B0 � 1

s� 1
� 1

2
log π � 1

2

Γ1p1
2s� 1q

Γp1
2s� 1q �

8̧

n�1

�
1

s� ρn
� 1

ρn




�
8̧

n�1

1

s� ρn
�Oplog T q �

8̧

n�1
|γn�T | 1

1

s� ρn
�

8̧

n�1
|γn�T |¥1

�
1

s� ρn
� 1

2� iT � ρn



�Oplog T q

�
8̧

n�1
|γn�T | 1

1

s� ρn
�Oplog T q.

�
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Como en σ � 2 se tiene que �ζ
1psq
ζpsq � 1�

8̧

n�2

Λpnq
n2

eit logn se puede deducir que

GpT q � Op1q �
» 1

2
�iT

2�iT
=ζ

1psq
ζpsq ds.

Por el Lema 3.22 se tiene que

» 1
2
�iT

2�iT
=ζ

1psq
ζpsq ds �

» 1
2
�iT

2�iT

�
�� 8̧

n�1
|γn�T | 1

1

σ � iT � ρn
�Oplog T q

�
�
ds � Oplog T q.

Entonces se puede concluir el siguiente Teorema.

Teorema 3.23. Para cualquier T ¡ 0 tenemos que

NpT q � T

2π
log

T

2π
� T

2π
�Oplog T q.

Dado un caracter χ primitivo módulo q se denotará por NpT, χq al número de ceros no

triviales de la función Lps, χq dentro del rectángulo R̂T , donde R̂T es el rectángulo que tiene

como vértices los puntos 5
2 � iT, 5

2 � iT,�3
2 � iT,�3

2 � iT . Como dicho rectángulo contiene a un

cero no trivial de Lps, χq, ya sea en s � 0 ó s � �1, se tiene que

2πrNpT, χq � 1s �
»
BR̂T

pargpξps, χqqq1ds.

Sean L1 y L2 las trayectorias por la frontera de R̂T de 1
2 � iT a 1

2 � iT , y su complemento, ambos

en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Por la ecuación funcional de ξps, χq sabemos

que arg ξpσ � it, χq � arg ξp1� σ � it, χq � c, donde c no depende de σ � it, entonces

πrNpT, χq � 1s �
»
L1

�
arg

� q
π

	 1
2
s� 1

2
aχ � arg Γ

�
1

2
s� 1

2
aχ



� argLp1

2
� iT, χq


1
ds

� T log
q

π
� T log

T

2
� T �Op1q �

»
L1

�
argL

�
1

2
� iT, χ



1
ds.

Lema 3.24. Para cualquier caracter χ primitivo módulo q se tiene que

8̧

n�1

1

1� pT � γ̂nq2 � Oplog qp|T |� 2qq.

Demostración. La demostración es análoga a la del Lema 3.19. �

Lema 3.25. Sea χ un caracter primitivo módulo q. Para T ¡ 2 tal que T no coincide con la
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parte imaginaria de ningún cero de Lps, χq, y para σ P ��3
2 ,

5
2

�
se tiene que

L1ps, χq
Lps, χq �

8̧

n�1
|γ̂n�T | 1

1

σ � iT � %n
�Oplog qp|T |� 2qq.

Demostración. La demostración es análoga a la del Lema 3.22. �

Teorema 3.26. Para cualquier T ¡ 2 y χ caracter primitivo módulo q se tiene que

NpT, χq � T

π
log

qT

2π
� T

π
�Oplog T � log qq.

Demostración. La demostración es análoga a la del Teorema 3.23. �

3.3. Las funciones Ψpxq y Ψpx, χq

Definición 3.27. Para cada real x ¡ 1 se define la función

Ψpxq �
¸
n¤x

Λpnq.

Lema 3.28. Sea y, T, c ¡ 0 y sean

δpyq �

$'''&
'''%

0 si 0   y   1,

1
2 si y � 1,

1 si y ¡ 1,

Ipy, T q � 1

2πi

» c�iT
c�iT

ys

s
ds,

entonces

|Ipy, T q � δpyq|  
$&
%y

c mı́nt1, 1
T |log y|u si y � 1,

c
T si y � 1.

Demostración. Si 0   y   1 la función ys

s Ñ 0 uniformemente cuando <psq Ñ �8. Aplicando

el Teorema del Residuo podemos deducir que

Ipy, T q � 1

2πi

» 8�iT
c�iT

ys

s
ds� 1

2πi

» 8�iT
c�iT

ys

s
ds.

Notemos que ∣∣∣∣∣
» 8�iT
c�iT

ys

s
ds

∣∣∣∣∣ ¤ 1

T

» 8
c
y<psqd<psq � yc

T |log y|
.

Denotando por η a la trayectoria conformada por el arco de circunferencia de radio R � ?
c2 � T 2

en sentido de las manecillas del reloj de c� iT a c� iT , se tiene que

|Ipy, T q| ¤ 1

2π

»
η

∣∣∣∣∣yss
∣∣∣∣∣ds ¤ 1

2π
πR

yc

R
  yc.
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Entonces queda demostrado si 0   y   1.

Para y ¡ 1 se hace el mismo procedimiento que cuando y P p0, 1q, pero se toman las integrales

hacia �8 o el complemento del arco de circunferencia, dependiendo el caso. Como ys

s tiene un

polo en 0 con residuo 1, queda demostrado este caso.

Cuando y � 1 se sigue de que

Ip1, T q � 1

2π

» T
0

2c

c2 � t2
dt � 1

π

» T
c

0

1

1� u2
du � 1

2
� 1

π

» 8
T
c

1

1� u2
du,

y como esta última integral está acotada por c
T , se conluye la demostración. �

Del lema anterior se puede deducir que para cualesquiera y ¡ 0, c ¡ 1 se cumple la igualdad

1

2πi

» c�i8
c�i8

ys

s
ds � δpyq,

para demostrar esta igualdad basta hacer tender T Ñ 8 en el lema. Definiendo la función

Ψ0pxq � Ψpxq � 1
2Λpxq podemos deducir del lema anterior que

Ψ0pxq � 1

2πi

8̧

n�1

Λpnq
» c�i8
c�i8

xs

sns
ds � 1

2πi

» c�i8
c�i8

�ζ
1psq
ζpsq

xs

s
ds. (3.9)

Si se denota

Jpx, T q � 1

2πi

» c�iT
c�iT

�
�ζ

1pxq
ζpxq

�
xs

s
ds

se tiene que

|Ψ0pxq � Jpx, T q|  
8̧

n�1
n�x

Λpnq
�x
n

	c
mı́n

"
1,

1

T |logpx{nq|
*
� c

Λpxq
T

. (3.10)

Se denotará por xxy a la distancia que hay entre x y la potencia de primo más cercana a x,

distinta de x.

Lema 3.29. Para cualquier x ¥ 2 y T ¡ 0 se tiene que

|Ψ0pxq � Jpx, T q| ! xplog xq2
T

� plog xqmı́n

"
1,

x

T xxy
*
.

Demostración. Sea c � 1 � 1
log x . Como se vio en la demostración del Teorema 3.7, si s ¡ 1,

entonces 0   � ζ1psq
ζpsq   1

s�1 . Entonces se tiene que

8̧

n�1
nRp 3

4
x, 5

4
xq

Λpnqxcn�c 1

T |logpx{nq| !
x

T

8̧

n�1

Λpnqn�c ! � x
T

ζ 1pcq
ζpcq !

x log x

T
.
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Sea x� la mayor potencia de primo que es menor que x, entonces

log
x

x�
� � log

�
1� x� x�

x



¥ x� x�

x
.

Para n P �3
4x, x�

�
entero y 0   x� � n � a   1

4x, entonces

log
x

n
¥ log

x�
n
� � log

�
1� a

x�



¥ a

x�
.

Entonces

¸
nPp 3

4
x,xq

Λpnqxcn�c 1

T |logpx{nq| ! log xmı́n

"
1,

x

T px� x�q
*
� log x

T

¸
a¤ 1

4
x

x

a

! log xmı́n

"
1,

x

T px� x�q
*
� x log2 x

T
.

Se puede hacer lo análogo cuando sumamos los términos n P px, 5
4xq considerando, en vez de x�,

a la menor potencia de primo mayor que x. Con lo anterior y por la ecuación (3.10) se concluye

la demostración. �

Teorema 3.30. Para cualquier x ¥ 2 se cumple la igualdad

Ψ0pxq � x�
8̧

n�1

xρn

ρn
� ζ 1p0q
ζp0q �

1

2
log

�
1� 1

x2



.

Demostración. Sea S la trayectoria que recorre la frontera del rectángulo con vértices en los

puntos c � iT, c � iT,�U � it,�U � iT , donde c � 1 � 1
log x y U es un natural impar. Por el

Teorema de los Residuos, y usando la ecuación (3.1) y la derivada logaŕıtmica del producto de

Weiestrass (Teorema C.11) para calcular los residuos, se deduce la igualdad

1

2πi

»
S

�
ζ 1psq
ζpsq

�
xs

s
ds � x�

8̧

n�1
|γn| T

xρn

ρn
� ζ 1p0q
ζp0q �

¸
0 m U

2

x�2m

�2m
.

Del Corolario 3.20 se puede deducir que existen T 1s tan grandes como se quieran tales que

|γn � T | " 1
log T para cualquier n P N. Por el Lema 3.22, si <psq P p�1, 2q, entonces

ζ 1psq
ζpsq �

8̧

n�1
|γn�T | 1

1

s� ρn
�Oplog T q.

Como la suma anterior tiene Oplog T q sumandos y cada sumando vale Oplog T q, se deduce que
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ζ1psq
ζpsq � Oplog2 T q. Entonces

» c�iT
�1�iT

�
�ζ

1psq
ζpsq

�
xs

s
ds ! log2 T

» c
�1

∣∣∣∣∣ xσ�iTσ � iT

∣∣∣∣∣dσ ! log2 T

T

» c
�1
xσdσ ! x log2 T

T log x
.

Con los Teoremas C.4, C.7 y C.13 se puede deducir la igualdad

Γ
�

1
2s
�

Γ
�

1
2 � 1

2s
� � π�

1
2 21�s cos

�
1

2
πs



Γpsq. (3.11)

Combinando esta igualdad con la ecuacuación funcional de ζ (Teorema 2.9) se tiene que

ζp1� sq � 21�sπ�spcos
1

2
πsqΓpsqζpsq.

Tomando la derivada logaŕıtmica de la función anterior, se tiene que para cualquier s tal que

<psq ¡ 2, se da la igualdad

�ζ
1p1� sq
ζp1� sq � � log 2� log π � 1

2
tan

1

2
πs� Γ1psq

Γpsq �
ζ 1psq
ζpsq .

Notemos que tan 1
2πs está acotado si |s � p2k � 1q| ¥ 1

2 para cualquier k P N. Como ya se ha

dicho antes, Γ1psq
Γpsq ! log|s| y ζ1psq

ζpsq es acotado por una constante en <psq ¡ 2. Se deduce entonces

que � ζ1p1�sq
ζp1�sq ! log|s| en <psq ¡ 2 y, por lo tanto, que ζ1psq

ζpsq ! log 2|s| en <psq   �1, siempre y

cuando |s� 2k| ¥ 1
2 para cualquier k P N. Entonces, se tiene que

» �U�iT
�1�iT

�
�ζ

1psq
ζpsq

�
xs

s
ds ! log 2T

T

» �U
�1

xσdσ ! log 2T

Tx log x

y » U�iT
�U�iT

�
�ζ

1psq
ζpsq

�
xs

s
ds ! log 2U

U

» �T
T

x�Udt ! T log 2U

UxU
.

Entonces, se tiene que

»
S1

�
�ζ

1psq
ζpsq

�
xs

s
ds ! x log2 T

T log x
� log 2T

Tx log x
� T log 2U

UxU
,

Donde S1 es el recorrido que hace S sin incluir el intervalo de c� iT a c� iT . Haciendo tender

U Ñ8 y usando el Lema 3.29 se deduce que

Ψ0pxq � x�
8̧

n�1
|γn| T

xρn

ρn
� ζ 1p0q
ζp0q �

1

2
log

�
1� 1

x2



�O

�
x log2pxT q

T
� log xmı́n

"
1,

x

T xxy
*


,

y haciendo tender T Ñ8 en esta última igualdad, se obtiene la ecuación buscada. �
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Teorema 3.31. Para cualquier x ¥ 2 entero se tiene que

Ψpxq � x ! xe�c
?

log x,

donde c es una constante positiva.

Demostración. Recordemos que, por el Teorema 3.7, existe c ¡ 0 tal que, si |γn|   T , entonces

βn   1� c

log T
.

Por lo tanto, |xρn | � xβn   xe
�c log x

log T , y con esto se deduce que

8̧

n�1
|γn| T

xρn

ρn
! xe

�c log x
log T

8̧

n�1
|γn| T

1

|γn|
� xe

�c log x
log T

8̧

n�1
|γn| T

�
1

|γn|
� 1

T



� NpT q

T
xe

�c log x
log T

� xe
�c log x

log T

�
NpT q
T

�
» T

2

Nptq
t2

dt



� xe

�c log x
log T O

�
log T �

» T
2

log t

t
dt



! xplog T q2e�c log x

log T .

Como se vio en la demostración anterior, se tiene que

Ψ0pxq � x�
8̧

n�1
|γn| T

xρn

ρn
� ζ 1p0q
ζp0q �

1

2
log

�
1� 1

x2



�O

�
x log2pxT q

T
� log xmı́n

"
1,

x

T xxy
*


,

por lo tanto,

Ψpxq � x ! xplog T q2e�c log x
log T � x log2pxT q

T
� log xmı́n

"
1,

x

T xxy
*
.

Si se toma T de modo que plog T q2 � log x, se deduce que

Ψpxq � x ! xplog xqe�c
?

log x � xplog xq2e�
?

log x,

y con esto se concluye la demostración. �

Definición 3.32. Para x ¥ 1 y cualquier caracter χ, se definen

Ψpx, χq �
¸
n¤x

χpnqΛpnq y Ψ0px, χq � Ψpx, χq � 1

2
χpxqΛpxq.

Teorema 3.33. Para cualquier x ¥ 2 y cualquier caracter χ primitivo módulo q, se da la

igualdad

Ψ0px, χq � �
8̧

n�1

x%n

%n
�p1�aχq log x�bχ�

8̧

n�1

xaχ�2n

aχ � 2n
�O

�
x log2 qxT

T
� plog xqmı́n

"
1,

x

T xxy
*


,

donde bχ � L1p0, χq
Lp0, χq si χp�1q � �1, y bχ � ĺım

sÑ0

L1ps, χq
Lps, χq �

1

s
si χp�1q � 1.
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Demostración. Procediendo de una manera muy similar que al tratar la función Ψ0pxq, si toma-

mos S como en la demostración anterior y usando el Teorema del Residuo llegamos a que

1

2πi

»
S

�
�L

1ps, χq
Lps, χq

�
xs

s
ds �

$''''''&
''''''%

�
8̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
� bχ �

¸
m¤U

2

x1�2m

1� 2m
si χp�1q � �1,

�
8̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
� log x� bχ �

¸
m¤U

2

x�2m

�2m
si χp�1q � 1.

y también, de manera similar, se deduce que

|Ψ0px, χq � Jpx, T, χq| ! xplog xq2
T

� plog xqmı́n

"
1,

x

T xxy
*

donde

Jpx, T, χq � 1

2πi

» c�iT
c�iT

�
�L

1ps, χq
Lps, χq

�
xs

s
ds.

Por el Lema 3.24 sabemos que el número de ceros con parte imaginaria en rT � 1, T � 1s
es Oplog qT q. Entonces, existen T 1s tan grandes como se quieran de modo que, para cualquier

n P N, se cumple que |γ̂n � T | " 1
log qT . Con lo anterior, y por el Lema 3.25, se tiene que, si

|T | ¡ 2 y σ P p�1, 2q, entonces
L1pσ � iT, χq
Lpσ � iT, χq ! plog qT q2. Por lo tanto

» c�iT
�1�iT

�
�L

1ps, χq
Lps, χq

�
xs

s
ds ! xplog qT q2

T log x
.

De manera similar que con la función ζ, usando la ecuación funcional de Lps, χq (Teorema 2.23)

y la ecuación (3.11) se tiene que

Lp1� s, χq � εpχq21�sπ�sqs�
1
2 cos

�
1

2
πps� aχq



ΓpsqLps, χq,

donde |εpχq| � 1. Se deduce entonces que

» �U�iT
�1�iT

�
�L

1ps, χq
Lps, χq

�
xs

s
ds ! x log qT

T log x

y » �U�iT
�U�iT

�
�L

1ps, χq
Lps, χq

�
xs

s
ds ! xT log qU

U log x
.

Haciendo tender U a infinito se termina la demostración. �

Por simplicidad se considerará x entero y T ¤ x, de donde se deduce la fórmula

Ψpx, χq � �
8̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
� bχ �O

�
x log2 qx

T



. (3.12)
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De la derivada logaŕıtmica de Lps, χq (ecuación (3.4)) tenemos que

Bχ �
8̧

n�1

�
1

s� %n
� 1

%n



� L1ps, χq
Lps, χq �

1

2
log

π

q
� 1

2

Γ1p1
2ps� aχqq

Γp1
2ps� aχqq

.

Si se evalúa la ecuación anterior en 2 y se restan, se deduce que

L1ps, χq
Lps, χq � �1

2

Γ1p1
2ps� aχqq

Γp1
2ps� aχqq

�
8̧

n�1

�
1

s� %n
� 1

2� %n



.

Por la ecuación anterior y por la derivada logaŕıtmica del producto de Weierstrass (Teorema

C.11), es tiene que

bχ � Op1q �
8̧

n�1

�
1

%n
� 1

2� %n



.

Por el Lema 3.24 aplicado a T � 0 se tiene que

8̧

n�1
|γ̂n|¥1

∣∣∣∣∣ 1

%n
� 1

2� %n

∣∣∣∣∣ � 2
8̧

n�1
|γ̂n|¥1

1

|%np2� %nq| !
8̧

n�1

1

|2� %n|2
! Oplog qq.

y que
8̧

n�1
|γ̂n| 1

1

2� %n
!

8̧

n�1
|γ̂n| 1

1

|2� %n|2
! Oplog qq.

Por lo tanto,

bχ � �
8̧

n�1
|γ̂n| 1

1

%n
�Oplog qq.

Por lo anterior y usando la ecuación (3.12) se concluye el siguiente Lema.

Lema 3.34. Para cualesquiera 2 ¤ T ¤ x y χ caracter primitivo módulo q se tiene que

Ψpx, χq � �
8̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
�

8̧

n�1
|γ̂n| 1

1

%n
�O

�
x log2 qx

T



.

Teorema 3.35. Para cualesquier 2 ¤ T ¤ x y χ caracter primitivo módulo q se tiene que

Ψpx, χq � �x
%1

%1
�

8 �̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
�O

�
x log2 qx

T
� x

1
4 log x



,

en caso de que el caracter χ tenga un cero excepcional %1 como el que menciona el Teorema

3.12, y
�¸

denota la suma que no considera los ceros %1 y 1� %1; y en caso de que χ no tenga
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dicho cero, simplemente tenemos la fórmula

Ψpx, χq � �
8̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
�O

�
x log2 qx

T



.

Demostración. Podemos suponer que la constante c del Teorema 3.12 es menor que 1
4 , y tomare-

mos como punto de partida el Lema anterior. Por el Teorema 3.26 y como c
log q   <p%nq   1� c

log q

para los ceros no excepcionales con parte imaginaria menor que 1, se tiene que

8 �̧

n�1
|γ̂n| 1

1

%n
!

8 �̧

n�1
|γ̂n| 1

log q ! log2 q ! x log2 qx

T
.

De aqúı se deduce la afirmación cuando χ no cuenta con cero excepcional. En caso de que χ

tenga un cero excepcional se deduce que que

Ψpx, χq � �
8 �̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
� x%1 � 1

%1
� x1�%1 � 1

1� %1
�O

�
x log2 qx

T




� �
8 �̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
� x%1

%1
� x1�%1 � 1

1� %1
�O

�
x log2 qx

T



.

Por el teorema del valor medio tenemos que
x1�%1 � 1

1� %1
¤ x

1
4 log x, de donde se conluye la

demostración. �

Corolario 3.36. Sea x natural y T real, con 2 ¤ T ¤ x y χ caracter no principal módulo q, se

tiene que

Ψpx, χq � �x
%1

%1
�

8 �̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
�O

�
x log2 qx

T
� x

1
4 log x



,

en caso de que el caracter χ tenga un cero excepcional %1 como el que menciona el Teorema

3.12, y
�¸

denota la suma que no considera los ceros %1 y 1� %1; y en caso de que χ no tenga

dicho cero, simplemente tenemos la fórmula

Ψpx, χq � �
8̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
�O

�
x log2 qx

T



.

Demostración. El resultado se sigue del Teorema 3.35 y de que, si χ� es el caracter inducido por

χ, se cumple la estimación

|Ψpx, χq �Ψpx, χ�q| �
¸
n¤x

pn,qq¡1

Λpnq �
¸
p|q

p primo

¸
k logp x

log p ! log x log q.
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�

3.4. El Teorema de Siegel-Walfisz

A lo largo de la sección se denotará por F psq al producto ζpsqLps, χ1qLps, χ2qLps, χ1χ2q,
donde χ1 y χ2 son caracteres reales primitivos módulo q1 y q2, respectivamente, para algunos

q1 � q2. F psq es una función anaĺıtica en Czt1u, y en el 1 tiene un polo simple con residuo

r � Lp1, χ1qLp1, χ2qLp1, χ1χ2q. De manera similar a la demostración de la Proposición 3.6, se

demuestra la igualdad

logF psq �
¸

p primo

8̧

m�1

1

mpms
r1� χ1ppmqsr1� χ2ppmqs,

y de lo anterior se deduce que

F psq �
8̧

n�1

an
ns

en <psq ¡ 1, donde a1 � 1 y am ¥ 0 para toda m. Notemos que

F pkqp2q � p�1qk
8̧

n�1

an
n2
plog nqk.

Entonces, el desarrollo en series de Taylor de F psq en s � 2 es

F psq �
8̧

m�0

bmp2� sqm,

donde bm ¥ 0 para toda m y b0 ¥ 1. El radio de convergencia de esta serie es 1. Notemos que

la función F psq � r
s�1 es entera, por lo tanto

F psq � r

s� 1
�

8̧

m�0

pbm � rqp2� sqm

y converge en todo el plano.

Como se vio en el Teorema 3.1, si χ es un caracter no principal módulo q, se tiene que

Lps, χq � s

» 8
1

Rpxq
xs�1

dx,

dondeRpxq �
¸
n¤x

χpnq ¤ q. Por lo tanto, Lps, χq ¤ qs

» 8
1

1

xs�1
dx. Entonces existe una constante

c tal que |F psq|   cpq1q2q2 sobre la circunferencia |s � 2| � 3
2 , y r

s�1 es también acotado por

cpq1q2q2 en dicha circunferencia. Por las desigualdades de Cauchy para funciones holomorfas se

deduce que

|bm � r|   2cq2
1q

2
2

�
2

3


m
. (3.13)
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Proposición 3.37. Si 7
8   s   1 se tiene que

F psq ¡ 1

2
� cr

1� s
pq1q2q8p1�sq

para alguna constante c ¡ 0.

Demostración. Por la ecuación (3.13) se tiene que, para cualquier M natural,

8̧

m�M
|bm � r|p2� sqm ¤

8̧

m�M
2cq2

1q
2
2

�
2

3
p2� sq


m

¤ 2cq2
1q

2
2

8̧

m�M

�
3

4


m
  c1q

2
1q

2
2

�
3

4


M
  c1q

2
1q

2
2e
�M

4 ,

de donde

F psq � r

s� 1
¥ 1� r

M�1¸
m�0

p2� sqm � c1q
2
1q

2
2e
�M

4 � 1� r
p2� sqM � 1

1� s
� c1q

2
1q

2
2e
�M

4 .

Escojiendo una M fija tal que 1
2e
� 1

4   c1q
2
1q

2
2e
�M

4   1
2 , se llega a la desigualdad

F psq ¡ 1

2
� r

p2� sqM
1� s

� r

1� s
¡ 1

2
� r

p2� sqM
1� s

,

para s P p7
8 , 1q, ya que r � ĺım

sÑ1

F psq
ζpsq � ĺım

sÑ1�

F psq
ζpsq ¡ 0. Como 1

2e
� 1

4   c1q
2
1q

2
2e
�M

4 implica que

M ¤ 8 log q1q2 � c2, se deduce que

p2� sqM � eM logp2�sq   eMp1�sq   c3pq1q2q8p1�sq.

Por lo tanto,

F psq ¡ 1

2
� c3

r

1� s
pq1q2q8p1�sq

para toda s P p�7
8 , 1q. �

Teorema 3.38 (Siegel). Para cualquier ε ¡ 0 existen constantes positivas C1pεq y C2pεq tales

que, si χ es un caracter real primitivo módulo q, entonces

Lp1, χq ¡ C1pεqq�ε

y, si s ¡ 1� C2pεqq�ε, entonces Lps, χq � 0.

Demostración. Sea ε ¡ 0. Hay dos casos a considerar:


 Si existe un caracter real primitivo χ1 tal que Lpβ1, χ1q � 0 para algún β1 P p1 � ε
16 , 1q,

entonces F pβ1q � 0 independientemente de χ2,


 Si no existe algún caracter real primitivo con cero en p1 � ε
16 , 1q, entonces para cualquier

β1 P p1� ε
16 , 1q, se tiene que F pβ1q   0, pues Lps, χq es positivo en s � 1 y no cambia de signo
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en p1� ε
16 , 1q, y ζpsq es negativo en p0, 1q.

En cualquiera de los casos se tiene que F pβ1q ¤ 0. Aplicando esto en la Proposición 3.37 se

tiene que

c1r ¡ 1

2
p1� β1qpq1q2q�8p1�β1q.

Consideraremos ahora β1, χ1 fijos (ya sea como los del primer caso o elegidos al azar en el

segundo caso). Por la Proposición 3.18 tenemos que, para cualquier caracter real primitivo χ2

módulo q2 ¡ q1, se cumple la estimación

r � Lp1, χ1qLp1, χ2qLp1, χ1χ2q   c2
2 log q1 log q1q2Lp1, χ2q.

De las dos desigualdades se concluye que

Lp1, χ2q ¡ c3q
�8p1�β1q
2

1

log q2
¡ c3q

� ε
2

2

1

log q2
¡ c3q

�ε
2 ,

donde c3 depende únicamente de χ1 y, por lo tanto, depende únicamente de ε. La veracidad para

cuando q2 ¤ q1, se sigue de que podemos ajustar la constante c3 a una constante C1pεq que sirva

para estos casos finitos.

Ahora se demostrará la cota para los ceros. Sea ε ¡ 0 y q lo suficientemente grande para

que se cumpla la desigualdad 1 � 1
log q ¤ 1 � C1

�
ε
2

�
q�ε. Se puede suponer que C1pεq ¡ C1

�
ε
2

�
,

pues Lp1, χq ¡ C1

�
ε
2

�
q�

ε
2 ¡ C1

�
ε
2

�
q�ε. Supongamos que existe un cero real σ de Lps, χq con

1� C1

�
ε
2

�
q�ε ¤ σ ¤ 1. Por el Teorema del Valor Medio, existe σ1 P pσ, 1q tal que

Lp1, χq � Lp1, χq � Lpσ, χq � L1pσ1, χqp1� σq.

Por la Proposición 3.18, existe una constante c tal que L1pσ1, χq   c log2 q. Por lo tanto,

Lp1, χq   cp1� σq log2 q   cC1

� ε
2

	
q�ε log2 q,

y para q suficientemente grande tal que c log2 q   q
ε
2 , se llegaŕıa a que, Lp1, χq   C1

�
ε
2

�
q�

ε
2 ,

teniendo una contradicción. De lo anterior se concluye la segunda parte del teorema. �

Definición 3.39. Dado x ¥ 1, y q, a enteros con q ¡ 0, se define

Ψpx; q, aq �
¸
n¤x

n�apmod qq

Λpnq.

Teorema 3.40 (Siegel-Walfisz). Para cada M ¡ 0 existe CM ¡ 0 tal que

Ψpx; q, aq � x

ϕpqq �O
�
xe�CM

?
log x

	

de manera uniforme siempre y cuando q ¤ plog xqM .
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Demostración. Por el Corolario 1.13 se tiene que Ψpx; q, aq � 1

ϕpqq
¸

χpmod qq
χpaqΨpx, χq. Por el

Teorema 3.31 se sigue que

Ψpx; q, aq � x

ϕpqq �
1

ϕpqq
¸

χpmod qq
χ�χ0

χpaqΨpx, χq �O

�
1

ϕpqq
�
xe�c

?
log x � log2 qx

	

.

Por el Corolario 3.36 sabemos que, para cualquier χ caracter no principal módulo q y 2 ¤ T ¤ x,

se tiene que

Ψpx, χq � εχ
x%0

%0
�

8 �̧

n�1
|γ̂n| T

x%n

%n
�O

�
x log2 qx

T
� x

1
4 log x



,

donde %0 es el posible cero excepcional y εχ P t0,�1u. Por el Teorema de Siegel (Teorema 3.38)

se tiene que, para cualquier ε ¡ 0, existe C2pεq tal que 1
2   ρ0   1� C2pεq

qε , por lo cual

x%0

%0
! x

1�C2pεq
qε .

Como se hizo en la demostración del Teorema 3.31, pero aplicando el Teorema 3.12 y la estima-

ción de NpT, χq, se deduce que

8 �̧

n�1
1¤|γ̂n| T

x%n

%n
! x

1� c
log qT plog qT q2,

y
8 �̧

n�1
0¤|γ̂n| 1

x%n

%n
! x

1� c
log q plog qq2.

Por lo tanto, para cualquier caracter χ no principal módulo q, se tiene que

Ψpx, χq �! x log2 qx

T
� x

1
4 log x� x

1�C2pεq
qε � x

1� c
log qT plog qT q2 � x

1� c
log q plog qq2.

Fijando T � e
?

log x y ε � 1
2M se tiene que

Ψpx, χq ! xe�cM
?

log x.

Podemos entonces concluir que

Ψpx; q, aq � x

ϕpqq �
1

ϕpqq
¸

χpmod qq
χ�χ0

χpaqΨpx, χq �O

�
1

ϕpqq
�
xe�c

?
log x � log2 qx

	


� x

ϕpqq �O
�
xe�c

1
M

?
log x

	
�
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Definición 3.41. Para cualesquiera x ¥ 2, q, a P N y pa, qq � 1 se define

πpx; q, aq �
¸
p¤x

p primo
p�apmod qq

1,

es decir, πpx; q, aq es la función que cuenta a los primos menores o iguales que x que son con-

gruentes con apmod qq.

Definición 3.42. Para cualquier x ¥ 2 se define la función Lipxq como

Lipxq �
» x

2

1

log s
ds.

Teorema 3.43 (Siegel-Walfisz). Para cada M ¡ 0 existe CM ¡ 0 tal que

πpx; q, aq � Lipxq
ϕpqq �Opxe�c

?
log xq

de manera uniforme siempre y cuando q ¤ plog xqM .

Demostración. Denotemos π1px; q, aq �
¸
n¤x

n�apmod qq

Λpnq
log n

. Se puede deducir fácilmente que

π1px; q, aq �
¸
n¤x

n�apmod qq

Λpnq
» x
n

1

t log2 t
dt� 1

log x

¸
n¤x

n�apmod qq

Λpnq �
» x

2

Ψpt; q, aq
t log2 t

dt� Ψpx; q, aq
log x

.

Aplicando ahora el Teorema 3.40 se tiene que

π1px; q, aq �
» x

2

1

ϕpqq log2 t
dt� x

ϕpqq log x
�O

�» x
2

e�c
?

log t

log2 t
dt� xe�c

?
log x

log x

�

� 1

ϕpqq
» x

2
t

�
� 1

log t


1
dt� x

ϕpqq log x
�O

�
xe�c

?
log x

	

� 1

ϕpqq
» x

2

1

log t
dt�

�
t

ϕpqq log t


x
t�2

� x

ϕpqq log x
�O

�
xe�c

?
log x

	

� Lipxq
ϕpqq �Opxe�c

?
log xq.

Finalmente, como

π1px; q, aq �
¸
n¤x

n�apmod qq

Λpnq
log n

�
8̧

m�1

¸
p¤ m

?
x

p primo
pm�apmod qq

1

m
� πpx; q, aq �O

� 8̧

m�2

πp m?xq
m

�
,
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y como
8̧

m�2

πp m?xq
m

� O
�
x

1
2 log x

	
, se concluye la demostración. �



Caṕıtulo 4

El Problema Ternario de Goldbach

En este caṕıtulo se demostrará que el Problema Ternario de Goldbach tiene solución para

cualquier N suficientemente grande. Este resultado fue demostrado por Vinogradov en 1937. Se

denotará por JpNq a la cantidad de formas distintas de representar a N como suma de tres

números primos, contando las posibles permutaciones, es decir

JpNq � #tp1 � p2 � p3 � N : p1, p2, p3 son primosu.

Por la ecuación (1.2), se tiene la siguiente representación

JpNq �
» 1

0

� ¸
pi primo

e2πiαpp1�p2�p3�Nq
�
dα �

» 1

0

� ¸
p ¤ N

p primo

e2πiαp

�3

e�2πiαNdα

�
» 1�R

�R

� ¸
p ¤ N

p primo

e2πiαp

�3

e�2πiαNdα

(4.1)

Nótese que E1 y E2 dependen de N . Se usarán las constantes A � 6, B � 8, τ � N
plogNqB ,

Q � plogNqA y R � 1
τ . Se definen también los conjuntos

E1 �
¤
q¤Q

¤
0¤a¤q�1
pa,qq�1

�
a

q
� 1

qτ
,
a

q
� 1

qτ

�
,

E2 �
�
�1

τ
, 1� 1

τ

�
zE1.

Se denotará por Spαq � SN pαq �
¸
p¤N
p primo

e2πiαp. Entonces

JpNq �
» 1� 1

τ

� 1
τ

Spαq3e�2πiαNdα.

61
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Definiendo JipNq :�
»
Ei

Spαq3e�2πiαNdα, resulta que JpNq � J1pNq � J2pNq.
Se demostrará más adelante que, para N impar suficientemente grande, se cumplen las

igualdades

J1pNq � N2

plogNq3σpNq �O

�
N2

plogNq4


, (4.2)

J2pNq � O

�
N2

plogNq4


, (4.3)

donde 12
π2 ¤ σpNq ¤ π2

3 . De estas igualdades se puede deducir el siguiente teorema.

Teorema 4.1 (Vinogradov). Para N impar suficientemente grande, existen p1, p2, p3 números

primos tales que

N � p1 � p2 � p3.

El resto del caṕıtulo consiste en demostrar las ecuaciones (4.2) y (4.3).

4.1. Estimación para J1pNq

Proposición 4.2. Para N suficientemente grande se tiene que

i) los intervalos de E1 son ajenos,

ii) la medida de Lebesgue de E1 está acotada por 2Q
τ .

Demostración. Sea N suficientemente grande tal que se cumpla la desigualdad

2Q � 2plogNqA   N

plogNqB � τ.

Tomemos todos los centros de los intervalos de la definición de E1 y consideremos dos de ellos

que sean consecutivos, digamos a
q1
  b

q2
. Veamos que los intervalos con dichos centros son ajenos,

ya que
a

q1
� 1

q1τ
  b

q2
� 1

q2τ
ô aq2τ � q2   bq1τ � q1 ô q1 � q2   pbq1 � aq2qτ.

Por fracciones de Farey sabemos que bq1�aq2 � 1, concluyendo aśı que los intervales son ajenos

pues

q1 � q2 ¤ 2Q   τ � pbq1 � aq2qτ.

Para la cota de su medida de Lebesgue basta ver que

MpE1q �
¸
q¤Q

¸
0¤a¤q�1
pa,qq�1

M
��

a

q
� 1

qτ
,
a

q
� 1

qτ

�

�
¸
q¤Q

¸
0¤a¤q�1
pa,qq�1

2

qτ
¤
¸
q¤Q

2

τ
¤ 2Q

τ
.

�

De aqúı en adelante se considerará N suficientemente grande, tal que asegure que 2Q   τ.
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Se denotará por Mpzq a la suma

Mpzq �
Ņ

n�3

e2πizn

log n
.

Lema 4.3. Sea α � a
q � z P E1, donde 0 ¤ a   q ¤ Q y pa, qq � 1 y |z| ¤ 1

qτ . Entonces

Spαq � µpqq
ϕpqqMpzq �O

�
Ne�c

?
logN

	

para toda N suficientemente grande.

Demostración. Se tiene que

Spαq � S

�
a

q
� z



�

¸
p¤N
p primo

e
2πipa

q
�zqp �

¸
?
N p¤N
p primo

e
2πia

q
p
e2πizp �Op

?
Nq.

Como q ¤ Q � plogNqA   plogNqA�B2   ?
N , lo anterior se reescribe como

Spαq �
q̧

l�1
pl,qq�1

¸
?
N p¤N
p primo

p�lpmod qq

e
2πia

q
p
e2πizp �Op

?
Nq �

q̧

l�1
pl,qq�1

¸
?
N p¤N
p primo

p�lpmod qq

e
2πial

q e2πizp �Op
?
Nq.

de donde se obtiene la igualdad

Spαq �
q̧

l�1
pl,qq�1

e
2πial

q

� ¸
?
N p¤N
p primo

p�lpmod qq

e2πizp

�
�Op

?
Nq.

Denotemos

T plq � Tqplq �
¸

?
N p¤N
p primo

p�lpmod qq

e2πizp �
¸

?
N n¤?N

pΠpn; q, lq �Πpn� 1; q, lqq e2πizn.

Aplicando la Fórmula de Sumación de Abel (Teorema 1.3) para

cn � Πpn; q, lq �Πpn� 1; q, lq, fpnq � e2πizn,

Cpuq �
¸

?
N n¤u

cn � Πpu; q, lq �Op
?
Nq,

y usando el Teorema de Siegel-Walfisz (Teorema 3.43) para Cpuq, se tiene que

T plq �
¸

?
N n¤N

cnfpnq � �
» N
?
N
Cpuqf 1puqdu� CpNqfpNq



64 CAPÍTULO 4. EL PROBLEMA TERNARIO DE GOLDBACH

� �
» N
?
N

Lipuq
ϕpqq f

1puq � LipNq
ϕpqq fpNq �O

�» N
?
N

�
ue�c

?
log u �?

u
	
|z|du

�
�OpNe�c

?
logN q

� �
» N
?
N

Lipuq
ϕpqq f

1puq � LipNq
ϕpqq fpNq �OpNe�c1

a
p logNqq

� �Lipuq
ϕpqq fpuq

�����
N

u�?N
�
» N
?
N

fpuq
ϕpqq log u

du� LipNq
ϕpqq fpNq �OpNe�c1

?
logN q

� Lip?Nq
ϕpqq fp

?
Nq �

» N
?
N

fpuq
ϕpqq log u

du�OpNe�c1
?

logN q

�
» N
?
N

fpuq
ϕpqq log u

du�OpNe�c1
?

logN q �
» N

3

fpuq
ϕpqq log u

du�OpNe�c1
?

logN q.

Por lo tanto,

S

�
a

q
� z



�

q̧

l�1
pl,qq�1

e
2πial

q

�
1

ϕpqq
» N

3

e2πizu

log u
du

�
�O

�
Ne�c2

?
logN

	
.

Veamos ahora que, si u P rn, n� 1s, se tiene que

1

log u
� 1

log n
�O

�
1

n log2 n



,

por lo que, haciendo uso del Teorema del Valor Medio,∣∣∣∣∣
» n�1

n

e2πizu

log u
du� e2πizn

log n

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣
» n�1

n

�
e2πizu

log u
� e2πizn

log n



du

∣∣∣∣∣ ¤ máx
uPrn,n�1s

∣∣∣∣∣e2πizu

log u
� e2πizn

log n

∣∣∣∣∣
¤ máx

xPrn,n�1s

∣∣∣∣∣ ddx e2πizx

log x

∣∣∣∣∣ ¤ máx
x

∣∣∣∣∣2πize2πizx

log x
� e2πizx

x log2 x

∣∣∣∣∣ ¤ 2π|z|
log n

� 1

n log2 n
! plogNqB

N
,

por lo que se puede deducir que

» N
3

e2πizu

log u
du �

Ņ

n�3

e2πizn

log n
�O

�
plogNqB

	
.

Con lo anterior y usando el Teorema 1.1 se puede concluir que

S

�
a

q
� z



�

q̧

l�1
pl,qq�1

e
2πial

q

�
1

ϕpqq
» N

3

e2πizu

log u
du

�
�O

�
Ne�c2

?
logN

	

� 1

ϕpqq

�
q̧

l�1
pl,qq�1

e
2πial

q

�
Mpzq �O

�
Ne�c3

?
logN

	
� µpqq
ϕpqqMpzq �O

�
Ne�c3

?
logN

	
.

�



4.1. ESTIMACIÓN PARA J1pNq 65

Teorema 4.4. Para N suficientemente grande se cumple la igualdad

J1pNq � σδ �O
�
N2plogNq�A�1

	
�O

�
N2plogNq2A�2B

	
,

donde

σ � σpNq �
8̧

q�1

γpqq, γpqq � γpq,Nq � µpqq
pϕpqqq3

q̧

a�1
pa,qq�1

e
�2πia

q
N
,

δ � δpNq �
» 1

2

� 1
2

M3pzqe�2πizNdz.

Demostración. Notemos primero que

J1pNq �
»
E1

S3pαqe�2πiαNdα �
¸
q¤Q

¸
0¤a q
pa,qq�1

» a
q
� 1
qτ

a
q
� 1
qτ

� ¸
p¤N
p primo

e2πiαp

�3

e�2πiαNdα

�
¸
q¤Q

¸
0¤a q
pa,qq�1

» 1
qτ

� 1
qτ

�
µpqq
ϕpqqMpzq �O

�
Ne�c

?
logN

	�3

e
�2πipa

q
�zqN

dz

�
¸
q¤Q

¸
0¤a q
pa,qq�1

» 1
qτ

� 1
qτ

�
µpqq
ϕ3pqqM

3pzq �O
�
N3e�c

?
logN

	�
e
�2πipa

q
�zqN

dz

�
¸
q¤Q

¸
0¤a q
pa,qq�1

µpqq
ϕ3pqqe

�2πia
q
N
» 1
qτ

� 1
qτ

M3pzqe�2πizNdz �O

�
Q

τ
N3e�c

?
logN




�
¸
q¤Q

¸
0¤a q
pa,qq�1

µpqq
ϕ3pqqe

�2πia
q
N
» 1
qτ

� 1
qτ

M3pzqe�2πizNdz �O
�
N2e�c1

?
logN

	
.

Sea sn �
ņ

j�3

e2πizk. Para |z| ¤ 1
2 se tiene la estimación

|sn| �
∣∣∣∣∣ n�3̧

k�0

e2πizk

∣∣∣∣∣ ¤
∣∣∣∣∣senpπzpn� 2qq

senpπzq

∣∣∣∣∣ ¤ 1

|z|
,

por lo tanto,

|Mpzq| �
∣∣∣∣∣ Ņ

n�3

sn � sn�1

log n

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ sN
logN

� s2

log 3
�
N�1̧

n�3

sn

�
1

log n
� 1

logpn� 1q

 ∣∣∣∣∣

¤ 1

|z|
� 1

|z|

N�1̧

n�3

�
1

log n
� 1

logpn� 1q


! 1

|z|
.
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Aśı, tenemos que J1pNq es igual a

¸
q¤Q

¸
0¤a q
pa,qq�1

µpqq
ϕ3pqqe

�2πia
q
N

�
δ�
» � 1

qτ

� 1
2

M3pzqe�2πizNdz�
» 1

2

1
qτ

M3pzqe�2πizNdz

�
�O

�
N2e�c1

?
logN

	
.

Por la estimación para Mpzq, se tiene que∣∣∣∣∣
» � 1

qτ

� 1
2

M3pzqe�2πizNdz

∣∣∣∣∣ ¤
» � 1

qτ

� 1
2

1

|z|3
dz ¤ pqτq2 ¤ pQτq2 � N2plogNq2A�2B,

entonces

J1pNq �
¸
q¤Q

¸
0¤a q
pa,qq�1

µpqq
ϕ3pqqe

�2πia
q
N

�
δ �O

�
N2plogNq2A�2B

���O
�
N2e�c1

?
logN

	

� δ
¸
q¤Q

¸
0¤a q
pa,qq�1

µpqq
ϕ3pqqe

�2πia
q
N �O

�
N2plogNq2A�2B

��O
�
N2e�c1

?
logN

	

� δ
¸
q¤Q

µpqq
ϕ3pqq

¸
0¤a q
pa,qq�1

e
�2πia

q
N �O

�
N2plogNq2A�2B

�
.

Usando la conocida estimación n
ϕpnq � Oplog lognq (ver [3, pp. 267]) tenemos que

¸
q¤Q

µpqq
ϕ3pqq

¸
0¤a q
pa,qq�1

e
�2πia

q
N � σ �

¸
q¡Q

µpqq
ϕ3pqq

¸
0¤a q
pa,qq�1

e
�2πia

q
N � σ �O

�¸
q¡Q

1

ϕ2pqq

�

� σ �O

� ¸
q¡Q

plog log qq2
q2

�
¤ σ �O

�
plog logQ4q2

¸
Q q¤Q4

1

q2
�
¸
q¡Q4

1

q
3
2

�

¤ σ �O

�
logN

Q



� σ �OpplogNq�A�1q.

Entonces J1pNq � δσ �OpδplogNq�A�1q �OpN2plogNq2A�2Bq. Como

|δ| �
∣∣∣∣∣
» 1

2

� 1
2

M3pzqe�2πizNdz

∣∣∣∣∣ ¤
» 1

2

� 1
2

|Mpzq|3dz ¤ N

» 1
2

� 1
2

Ņ

n�3

Ņ

m�3

e2πizpn�mq

log n logm
dz

� N
Ņ

n�3

1

plog nq2 � O

�
N2

plogNq2


,

se tiene que

J1pNq � δσ �OpN2plogNq�A�1q �OpN2plogNq2A�2Bq.

�
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Lema 4.5. Para N grande se tiene la igualdad

δ � N2

2plogNq3 �O

�
N2

plogNq4
�
.

Demostración. Def́ınase M0pzq �
Ņ

n�3

e2πizn

logN
. Nótese que

|Mpzq �M0pzq| ¤
Ņ

n�3

∣∣∣∣∣e2πizn

log n
� e2πizn

logN

∣∣∣∣∣ � Ņ

n�3

�
1

log n
� 1

logN

�
¤
» N

2

1

log x
dx� N � 2

logN

� x

log x

�����
N

x�2

�
» N

2
x

�
1

log x


1
dx� N

logN
� 2

logN
�
» N

2

1

plog xq2dx�
2

log 2
� 2

logN
! N

plogNq2 .

Sea δ0 �
» 1

2

� 1
2

pM0pzqq3e�2πizNdz, entonces

|δ�δ0| �
∣∣∣∣∣
» 1

2

� 1
2

�
M3pzq �M3

0 pzq
�
e�2πizNdz

∣∣∣∣∣ ¤
» 1

2

� 1
2

|Mpzq�M0pzq||M2pzq�2MpzqM0pzq�M2
0 pzq|dz

! N

plogNq2
» 1

2

� 1
2

|M2pzq �M2
0 pzq|dz !

N2

plogNq4 .

Esta última desigualdad se cumple ya que, por la ecuación (1.2), se tiene

» 1
2

� 1
2

|M2pzq|dz �
» 1

2

� 1
2

Ņ

n1�3

Ņ

n2�3

e2πipn1�n2qz

log n1 log n2
dz �

Ņ

n�3

1

log2 n
!
?
N � N

log2N
! N

log2N

y » 1
2

� 1
2

|M2
0 pzq|dz �

» 1
2

� 1
2

Ņ

n1�3

Ņ

n2�3

e2πipn1�n2qz

log2N
dz �

Ņ

n�3

1

log2N
! N

log2N

Como

δ0 �
» 1

2

� 1
2

�
Ņ

n�3

e2πizn

logN

�3

e�2πizNdz � 1

plogNq3
¸

3¤n1,n2,n3¤N
n1�n2�n3�N

1 � 1

plogNq3
N�6̧

n�3

pN � n� 5q

� 1

plogNq3
�
pN � 5qpN � 8q � 3� pN � 5qpN � 6q

2

�
� N2

2plogNq3 �O

�
N

plogNq3


,

se puede concluir que

δ � δ0�O
�

N2

plogNq4


� N2

2plogNq3�O
�

N

plogNq3


�O

�
N2

plogNq4


� N2

2plogNq3�O
�

N2

plogNq2


.

�
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Lema 4.6. Se cumple la igualdad

σ � σpNq �
¹
p|N

p primo

�
1� 1

pp� 1q2

 ¹

p �N
p primo

�
1� 1

pp� 1q3



y, existen D1, D2 ¡ 0 tales que D1   σpNq   D2 para todo N impar.

Demostración. Denotemos por Rpqq �
¸

0¤a q
pa,qq�1

e
�2πia

q
N

. Veamos que Rpqq es multiplicativa ya

que, si pq1, q2q � 1, se tiene que

Rpq1q2q �
¸

0¤a q1q2
pa,q1q2q�1

e
�2πi a

q1q2
N �

¸
0¤x q2
px,q2q�1

¸
0¤y q1
py,q1q�1

e
�2πi

q1x�q2y
q1q2

N

�
� ¸

0¤x q2
px,q2q�1

e
�2πi x

q2
N

�� ¸
0¤y q1
py,q1q�1

e
�2πi y

q1
N

�
� Rpq1qRpq2q.

Como Rpqq, µpqq y ϕpqq son multiplicativas, se tiene que γpqq � µpqq
ϕ3pqqRpqq es multiplicativa.

Notemos que |γpqq| ¤ 1

ϕ2pqq !
plog log qq2

q2
, por lo tanto,

8̧

q�1

γpqq converge. Además se tiene que

σ �
8̧

q�1

γpqq � ĺım
xÑ8

�¸
q¤x

γpqq �O

�¸
q¡x

plog log qq2
q2

��

� ĺım
xÑ8

¹
p¤x

p primo

�
1� γppq � γpp2q � � � � � � ¹

p primo

�
1� γppq � γpp2q � � � � � ,

y como para cualquier k ¡ 1, γppkq � 0 ya que µppkq � 0, se deduce que σ �
¹

p primo

p1 � γppqq.

Veamos ahora que, por el Teorema 1.1, se cumple que para todo primo p,

γppq � � 1

pp� 1q3
p�1̧

a�1

e
�2πia

p
N �

$&
%�

1
pp�1q2 si p|N
1

pp�1q3 si p � N

concluyendo entonces que

σ � σpNq �
¹
p|N

p primo

�
1� 1

pp� 1q2

 ¹

p �N
p primo

�
1� 1

pp� 1q3


.

Ahora, para ver que σ está acotado por abajo basta ver que, si N es impar, entonces

σ �
¹
p|N

p primo

�
1� 1

pp� 1q2

 ¹

p �N
p primo

�
1� 1

pp� 1q3


¥
�

1� 1

p2� 1q3

 ¹
p primo
p¥3

�
1� 1

pp� 1q2
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¡ 2
¹

p primo

�
1� 1

p2



� 2

ζp2q �
12

π2
.

Para ver que σ está acotado por arriba basta ver que

σ �
¹
p|N

p primo

�
1� 1

pp� 1q2

 ¹

p �N
p primo

�
1� 1

pp� 1q3


¤

¹
p primo

�
1� 1

pp� 1q3



� 2
¹

p primo
p¥3

�
1� 1

pp� 1q3


¤ 2

¹
p primo

�
1� 1

p2



� 2ζp2q � π2

3
.

�

Teorema 4.7. Para todo N impar suficientemente grande se tiene que

J1pNq � N2

2plogNq3σ �O

�
N2

plogNq4


.

Demostración. Partiendo del Teorema 4.4 y aplicando los Lemas 4.5 y 4.6 se tiene que

J1pNq � δσ �O
�
N2plogNq�A�1

��OpN2plogNq2A�2Bq

� N2

2plogNq3σ � σO

�
N2

plogNq4


�O

�
N2plogNq�A�1

��OpN2plogNq2A�2Bq

� N2

2plogNq3σ �O

�
N2

plogNq4


.

�

4.2. Estimación para J2pNq

Proposición 4.8. Dado α P E2, existen a, q enteros primos relativos entre śı con Q   q ¤ τ y

0 ¤ a   q, tales que ∣∣∣∣∣α� a

q

∣∣∣∣∣ ¤ 1

q2
.

Demostración. Por el Teorema de aproximación de Dirichlet (Teorema 1.2) sabemos que existen

a, q enteros primos relativos entre śı con 1 ¤ q ¤ τ y 0 ¤ a   q tales que∣∣∣∣∣α� a

q

∣∣∣∣∣ ¤ 1

qτ
¤ 1

q2
.

Como α R E1, no existe q ¤ Q con las propiedades anteriores. Por lo tanto, Q   q, como se

buscaba demostrar. �
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Se denotará por Ŝpαq a la suma

Ŝpαq � ŜN pαq �
¸
n¤N

Λpnqe2πiαn.

Una relación entre Spαq y Ŝpαq que puede deducirse fácilmente con la Fórmula de Sumación de

Abel se presenta en el siguiente lema.

Lema 4.9. Se tiene la igualdad

Spαq � �
» N

1.9

Ŝpuq
u log2 u

du� ŜpNq
logN

�Op
?
N log2Nq.

Demostración. Se aplicará la Fórmula de Sumación de Abel (Teorema 1.3) para Spαq, con

cn �
$&
%log n e2πizn si n es primo,

0 en otro caso.

Cpuq �
¸

1.9 n¤u
cn.

Entonces

Spαq �
¸

1.9 n¤N
pcne2πiznq 1

log n
� �

» N
1.9

Cpuq 1

u log2 u
du� CpNq 1

logN
.

Nótese que

Cpuq � Ŝpuq �
8̧

n�2

¸
pn¤u

log p e2πiαpn � Ŝpuq �O

�
log u

log2 u¸
n�2

n
?
u

�
� Ŝpuq �Op?u log2 uq,

por lo que se concluye que

Spαq � �
» N

1.9
Cpuq 1

u log2 u
du� CpNq 1

logN

� �
» N

1.9

Ŝpuq
u log2 u

du�
» N

1.9
O

�
1?
u



du� ŜpNq

logN
�Op

?
N log2Nq

� �
» N

1.9

Ŝpuq
u log2 u

du� ŜpNq
logN

�Op
?
N log2Nq.

�

Teorema 4.10. Para cualquier α P R, y U, V reales positivos se tiene que

¸
n¤N

Λpnqe2πiαn ! pW1 �W2 �W3 �W4qplogNq,
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donde

W1 �
∣∣∣∣∣ ¸
n¤U

Λpnqe2πiαn

∣∣∣∣∣ W3 �
¸
n¤V

∣∣∣∣∣ ¸
m¤N

n

logme2πiαnm

∣∣∣∣∣
W2 �

¸
n¤UV

∣∣∣∣∣ ¸
m¤N

n

e2πiαnm

∣∣∣∣∣ W4 �
¸

U n¤N
V

Λpnq
∣∣∣∣∣ ¸
V m¤N

n

ωme
2πiαnm

∣∣∣∣∣,
con ωm �

¸
d|m
d¤V

µpdq.

Demostración. Por la Identidad de Vaughan (Teorema 2.30) se tiene que

¸
n¤N

Λpnqe2πiαn �
¸
n¤N

Λ1pnqe2πiαn �
¸
n¤N

Λ2pnqe2πiαn �
¸
n¤N

Λ3pnqe2πiαn �
¸
n¤N

Λ4pnqe2πiαn.

Se concluirá acotando cada una de estas sumas como sigue

i]

∣∣∣∣∣ ¸
n¤N

Λ1pnqe2πiαn

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ ¸
n¤U

Λpnqe2πiαn

∣∣∣∣∣ �W1,

ii]

∣∣∣∣∣ ¸
n¤N

Λ2pnqe2πiαn

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ ¸
n¤N

¸
mdr�n
m¤U
d¤V

Λpmqµpdqe2πiαn

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ ¸
mdr¤N
m¤U
d¤V

Λpmqµpdqe2πiαmdr

∣∣∣∣∣
¤

¸
m¤U
d¤V

logN

∣∣∣∣∣ ¸
r¤ N

md

e2πiαmdr

∣∣∣∣∣ � logN
¸

n¤UV

∣∣∣∣∣ ¸
r¤ N

md

e2πiαrn

∣∣∣∣∣ �W2 logN,

iii]

∣∣∣∣∣ ¸
n¤N

Λ3pnqe2πiαn

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ ¸
n¤N

¸
hd�n
d¤V

µpdq log he2πiαn

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ ¸
hd¤n
d¤V

µpdq log he2πiαn

∣∣∣∣∣
¤
¸
d¤V

∣∣∣∣∣ ¸
h¤N

d

log he2πiαhd

∣∣∣∣∣ �W3,

iv]

∣∣∣∣∣ ¸
n¤N

Λ4pnqe2πiαn

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ ¸
n¤N

¸
mk�n
m¡U
k¡1

Λpmq
� ¸

d|k
d¤V

µpdq
�
e2πiαn

∣∣∣∣∣

�
∣∣∣∣∣ ¸
mk¤N
m¡U
k¡V

Λpmq
� ¸

d|k
d¤V

µpdq
�
e2πiαmk

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ ¸
mk¤N
m¡U
k¡V

Λpmqωke2πiαmk

∣∣∣∣∣ �W4.

�

Definición 4.11. Se definirá la función |�|� : RÑ �
0, 1

2

�
como

|x|� � mı́nttxu, 1� txuu.

Lema 4.12. Sean α � a
q � θ

q2 , donde pa, qq � 1, q ¥ 1 y |θ| ¤ 1. Entonces, para cualquier
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β P R, U ¡ 0, P ¥ 1 se cumple la desigualdad

P̧

x�1

mı́n

"
U,

1

||αx� β||

*
¤ 5

�
P

q
� 1



pU � q log qq.

Demostración. Es suficiente ver que para cualquier k P N se cumple la desigualdad

kq̧

x�pk�1qq�1

mı́n

"
U,

1

|αx� β|�

*
�

q̧

x�1

mı́n

"
U,

1

|αx� αpk � 1qq � β|�

*
¤ 5pU � q log qq.

Sea η � α
�
pk � 1qq � 1�

Yq
2

]	
� β. Se tiene que

q̧

x�1

mı́n

"
U,

1

|αx� αpk � 1qq � β|�

*
¤

q
2̧

x�� q
2

mı́n

"
U,

1

|αx� αpk � 1qq � β|�

*
.

Nótese que

αx� η �
�
a

q
� θ

q2



x� η � ax� ηq

q
� θx

q2
� ax� tηqu

q
�
tηqu � θx

q

q
.

Como tηqu � θx
q   2, y como cuando x recorre un sistema completo de residuos módulo q,

también lo hace ax� tηqu, se concluye que

q
2̧

x�� q
2

mı́n

"
U,

1

|αx� αpk � 1qq � β|�

*
�

¸
|y|¤ q

2

mı́n

$&
%U, 1���yq � θpyq

q

���
�

,.
-

¤ 5U �
¸

3¤|y|¤ q
2

1���yq � θpyq
q

���
�

¤ 5U �
¸

3¤|y|¤ q
2

1
|y|�2
q

¤ 5pU � q log qq.

�

Lema 4.13. Sean α � a
q � θ

q2 , donde pa, qq � 1, q ¥ 1 y |θ| ¤ 1. Para cualquier C ¥ 2 y N ¥ 1

se tiene que
Ţ

t�1

mı́n

"
N

t
,

1

|αt|�

*
!
�
N

q
� T � q



logp2qT q.

Demostración. Sean

R1 �
¸
t  q

3

mı́n

"
N

t
,

1

|αt|�

*
R2 �

¸
q
3
¤t¤T

mı́n

"
N

t
,

1

|αt|�

*
.

Notemos que, si t ¤ q
3 , se puede escribir

1

|αt|� �
1���atq � θt
q2

���
�

� 1���nq � θpnq
q

���
�
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donde n � at y |θpnq| ¤ 1
3 . Nótese que cuando t recorre los números 1, 2, . . . , q3 , los números at

y �at son todos distintos módulo q, entonces

R1 ¤
¸
t  q

3

1

|αt|� ¤
¸

n¤q�1

1���nq � θpnq
q

���
�

�
¸
n¤ q

2

1
n
q � 1

3q

�
¸

q
2
 n¤q�1

1

1� n
q � 1

3q

�
¸
n¤ q

2

3q

3n� 1
�

¸
q
2
 n¤q�1

3q

3pq � nq � 1
! q log q,

R2 ¤
log2

3T
q¸

k�0
L�2k q

3

2L�1¸
t�L

mı́n

"
N

L
,

1

|αt|�

*
!

log2
3T
q¸

k�0
L�2k q

3

�
L

q
� 1


�
N

L
� q log q




!
log2

3T
q¸

k�0
L�2k q

3

L

q

�
N

L
� q log q



!

log2
3T
q¸

k�0
L�2k q

3

N

q
� L log q

! N

q
log 2T � q

3
p1� 2� 4� � � � � 2

tlog2
3T
q

uq log q !
�
N

q
� T



logp2qT q.

Por lo tanto
Ţ

t�1

mı́n

"
N

t
,

1

|αt|�

*
!
�
N

q
� T � q



logp2qT q.

�

Teorema 4.14. Sea α P E2. Entonces se cumple la estimación∣∣∣∣∣ ¸
n¤N

Λpnqe2πiαn

∣∣∣∣∣ ! �Nq�1{2 �N4{5 �N1{2q1{2
	
plogNq5.

Demostración. Sea α � a

q
� θ

q2
, con Q   q ¤ τ , 0 ¤ a   q, pa, qq � 1 y |θ|   1. Se puede suponer

que N ¡ q, ya que en otro caso, la suma se estima trivialmente por N logN ! N1{2q1{2 logN .

Usando el Teorema 4.10 y su notación, para U, V � N2{5 se deducen las siguientes cotas

Cota para W1: Es claro que W1 �
∣∣∣∣∣ ¸
n¤U

Λpnqe2πiαn

∣∣∣∣∣ ¤ ¸
n¤U

log n ¤ N2{5 logN .

Cota para W2: Notemos primero que, trivialmente∣∣∣∣∣ ¸
m¤P

e2πiαnm

∣∣∣∣∣ ¤ P

y ∣∣∣∣∣ ¸
m¤P

e2πiαnm

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣e2πiαnP � 1

e2πiαn � 1

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣senpπαnP q

senpπαnq

∣∣∣∣∣ ¤ 1

|senpπαnq| ¤
1

|αn|� .

Entonces, por el Lema 4.13 se tiene que
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W2 �
¸

n¤UV

∣∣∣∣∣ ¸
m¤N

m

e2πiαnm

∣∣∣∣∣ ¤ ¸
n¤N4{5

mı́n

"
N

n
,

1

|αn|�

*
!
�
N

q
�N4{5 � q



logN.

Cota para W3: Usando la Fórmula de Sumación de Abel (Teorema 1.3) para ck � e2πiαnk y

fpkq � log k se tiene que∣∣∣∣∣ ¸
1 m¤N

n

plogmqe2πiαnm

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣�

» N
n

1

�¸
m¤s

e2πiαns

�
1

s
ds�

�
� ¸
m¤N

n

e2πiαnm

�

log

N

n

∣∣∣∣∣
¤
» N

n

1
mı́n

"
N

n
,

1

|αn|�

*
1

s
ds�mı́n

"
N

n
,

1

|αn|�

*
logN ! mı́n

"
N

n
,

1

|αn|�

*
logN,

y nuevamente, por el Lema 4.13, se tiene que

W3 �
¸
n¤V

∣∣∣∣∣ ¸
m¤N

n

logme2πiαnm

∣∣∣∣∣ ! ¸
n¤N2{5

mı́n

"
N

n
,

1

|αn|�

*
logN !

�
N

q
�N2{5 � q



plogNq2.

Cota para W4: Notemos primero que |ωm| �
∣∣∣∣∣ ¸
d|m
d¤V

µpdq
∣∣∣∣∣ ¤ dpmq, donde dpmq denota el número

de divisores de m (ver [4, pp. 233]). Usando la estimación del problema del número de divisores

de Dirichlet que dice que
¸
n¤x

dpnq ! x log x, se deduce que

¸
m¤k

|ωm|2 ¤
¸
m¤k

dpmq2 �
¸
uv¤k

dpuvq ¤
¸
uv¤k

dpuqdpvq ¤ 2
¸

u¤k1{2
dpuq

¸
v¤ k

u

dpvq

!
¸

u¤k1{2
dpuqk

u
log

k

u
! k log k

¸
u¤k1{2

dpuq
u

! k log k

�
�2�

¸
1¤k¤log2 k

1{2

2k�1¸
u�2k�1

u

2k

�



! k log k
�

2� 2plog 4� log 8� � � � � log 2rlog2pk1{2qsq
	

! k log kp2� 3� 4� � � � � log kq ! kplog kq3.

Notemos también que, para j fijo, se tiene que

¸
k�j

0 k¤T

mı́n

�
N

k
,
N

j
,

1

|αpk � jq|�



!

¸
0 t¤T

mı́n

�
N

t
,

1

|αt|�



!
�
N

q
� T � q



logp2qT q.

Entonces

W4 �
¸

U n¤N
V

Λpnq
∣∣∣∣∣ ¸
V m¤N

n

ωme
2πiαnm

∣∣∣∣∣ ! plogNq2
¸

M n¤2M

∣∣∣∣∣ ¸
V m¤N

n

ωme
2πiαnm

∣∣∣∣∣,
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por lo tanto

W 2
4 !MplogNq4

¸
M n¤2M

∣∣∣∣∣ ¸
V m¤N

n

ωme
2πiαnm

∣∣∣∣∣
2

�MplogNq4
¸

M n¤2M
V m1,m2¤N

n

ωm1ωm2e
2πiαnpm1�m2q

¤MplogNq4
¸

V m1,m2¤N
n

|ωm1ωm2 |

∣∣∣∣∣ ¸
M n¤mı́n

!
2M, N

m1
, N
m2

)
e2πiαnpm1�m2q

∣∣∣∣∣
!MplogNq4M N

M
plogNq3 �MplogNq4

¸
V m1,m2¤ N

M
m1�m2

pω2
m1

� ω2
m2
qmı́n

"
M,

1

|αpm1 �m2q|�

*

! N8{5plogNq7 �MplogNq4
¸

V m1,m2¤ N
M

m1�m2

|ωm1 |2 mı́n

"
M,

1

|αpm1 �m2q|�

*

� N8{5plogNq7 �MplogNq4
¸

V m1¤ N
M

ω2
m1

�
��� ¸
V m2¤ N

M
m2�m1

mı́n

"
M,

1

|αpm1 �m2q|�

*���


¤ N8{5plogNq7 �MplogNq4
¸

V m1¤ N
M

ω2
m1

�
��� ¸
V m2¤ N

M
m2�m1

mı́n

"
M,

1

|αpm1 �m2q|�

*���


¤ N8{5plogNq7 �MplogNq4
¸

V m1¤ N
M

ω2
m1

�
��� ¸
V m2¤ N

M
m2�m1

mı́n

"
N

m1
,
N

m2
,

1

|αpm1 �m2q|�

*���


! N8{5plogNq7 �MplogNq4
�
� ¸
V m1¤ N

M

ω2
m1

�

�N

q
� N

M
� q



logN

! N8{5plogNq7�M logN5 N

M

�
log

N

M


3�N
q
�N3{5 � q



! plogNq8

�
N2

q
�N8{5 �Nq



.

Por lo tanto,

W4 !
�
Nq�1{2 �N4{5 �N1{2q1{2

	
plogNq4.

Entonces se puede conluir que

Ņ

n�1

Λpnqe2πiαn ! pW1 �W2 �W3 �W4q logN ! pNq�1{2 �N4{5 �N1{2q1{2qplogNq5.

�
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Corolario 4.15. Si α P E2, con α � a
q � θ

q2 y |θ| ¤ 1, entonces

Spαq � O

�
N

plogNq3



Demostración. Por el Lema 4.9 y el Teorema 4.14 se deduce que

Spαq � �
» N

1.9

Ŝpuq
u log2 u

du� ŜpNq
logN

�Op
?
N log2Nq

� �
» N

1.9

OppNq�1{2 �N4{5 �N1{2q1{2qplogNq5q
u log2 u

du

�OppNq
�1{2 �N4{5 �N1{2q1{2qplogNq5q

logN
�Op

?
N log2Nq

� O
�
pNq�1{2 �N4{5 �N1{2q1{2qplogNq5

	
.

Luego, como q ¤ τ � N
plogNqB y 1

q ¤ 1
plogNqA , se tiene que

Spαq � O

�
N

plogNqA{2 �N4{5 � N

plogNqB{2


� O

�
N

plogNq3



�

Teorema 4.16. Se cumple la estimación

J2pNq � O

�
N2

plogNq4


.

Demostración. Se sigue de que

J2pNq �
»
E2

S3pαqe�2πiαNdα ¤
»
E2

|S3pαq|dα ! N

plogNq3
» 1

0
|Spαq2|dα

� N

plogNq3
¸
p¤N
p primo

1 ! N2

plogNq4 .

�



Apéndice A

Productos infinitos

Definición A.1. Dada una sucesión de números complejos tununPN, se define su producto

infinito como
8¹
n�1

un :� ĺım
NÑ8

N¹
n�1

un

siempre y cuando exista k P N tal que el siguiente ĺımite existe y es distinto de 0

ĺım
NÑ8

N¹
n�k

un.

Teorema A.2. Supóngase que tununPN es una sucesión de números complejos que, como serie,

converge absolutamente. Entonces, el producto infinito
8¹
n�1

p1� unq existe.

Demostración. Para ver que la norma converge basta con observar que

ĺım
NÑ8

∣∣∣∣∣ N¹
n�1

p1� unq
∣∣∣∣∣ ¤ ĺım

NÑ8

N¹
n�1

p1� |un|q

¤ ĺım
NÑ8

N¹
n�1

e|un| � ĺım
NÑ8

exp

�
Ņ

n�1

|un|

�
� exp

� 8̧

n�1

|un|

�
.

Se necesita también que exista k P N tal que ĺım
NÑ8

N¹
n�k

p1� unq � 0. Tomando k P N tal que

8̧

n�k
|un|   1, tenemos que

∣∣∣∣∣ ĺım
NÑ8

N¹
n�k

p1� unq
∣∣∣∣∣ ¥ ĺım

NÑ8

N¹
n�k

p1� |un|q ¥ ĺım
NÑ8

1�
Ņ

n�k
|un| ¡ 0,

por lo tanto, basta ver que el argumento converge.

Recordemos que |arctanpxq| ¤ |x|. Por la convergencia absoluta de tununPN, existe N P N tal

que |un| ¤ 1
4 para cualquier n ¥ N ; y aśı se tiene que argp1�unq ¤ arctanp2|un|q ¤ 2|un|, @n ¥

77
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N . De aqúı que ∣∣∣∣∣ arg

� 8¹
n�1

p1� unq
�∣∣∣∣∣ � ĺım

MÑ8

∣∣∣∣∣ arg

�
M¹
n�1

p1� unq
�∣∣∣∣∣

� ĺım
MÑ8

∣∣∣∣∣ M̧

n�1

argp1� unq
∣∣∣∣∣ �

∣∣∣∣∣ Ņ

n�1

argp1� unq � ĺım
MÑ8

M̧

n�N�1

argp1� unq
∣∣∣∣∣

¤
∣∣∣∣∣ Ņ

n�1

argp1� unq
∣∣∣∣∣� ĺım

MÑ8

M̧

n�N�1

|argp1� unq|

¤
∣∣∣∣∣ Ņ

n�1

argp1� unq
∣∣∣∣∣� ĺım

MÑ8

M̧

n�N�1

|2un|

y por hipótesis, este ĺımite existe. Entonces el argumento también converge. �

Teorema A.3. Supóngase que tfnunPN es una sucesión de funciones complejas acotadas en

D � C, tales que
8̧

n�1

|fnpzq| converge uniformemente en D. Entonces

fpzq �
8¹
n�1

p1� fnpzqq

converge uniformemente en D, y fpz0q � 0 śı y sólo śı fnpz0q � �1 para alguna cantidad finita

de naturales n.

Demostración. Como cada fn es acotada en D y la serie converge uniformemente, se tiene que

la suma
8̧

n�1

|fnpzq| es acotada en D.

Notemos que los productos parciales FN pzq �
N¹
n�1

p1 � fnpzqq están acotados por eC para

cualesquiera N P N y z P D, donde C es la cota de
8̧

n�1

|fnpzq| (se puede ver claramente que esto

sucede en la demostración del Teorema A.2). Entonces para todo ε ¡ 0, existe Nε P N tal que

8̧

n�Nε
|fnpzq|   ε @z P D

De aqúı que

|fpzq � FNεpzq| � |FNεpzq|
∣∣∣∣∣ 8¹
n�Nε�1

p1� fnpzqq � 1

∣∣∣∣∣
¤ |FNεpzq|peε � 1q ¤ 2ε|FNεpzq| ¤ 2Cε

Por lo tanto converge uniformemente.

Notemos que si fnpz0q � �1 para alguna z0 P D y alguna N0 P N, entonces FN pz0q � 0 para

cualquier N ¥ N0, y en consecuencia fpz0q � 0.
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Para el regreso, notemos que como la convergencia de la serie es uniforme, dada 0   ε   1
2 se

tiene que
8̧

n�Nε
|fnpzq|   ε para cualquier z P D. Supongamos que fnpz0q � �1 para toda n P N,

como |fpzq � FNεpzq| ¤ 2ε|FNεpzq| se tiene que |fpzq| ¥ p1 � 2εq|FNεpzq| ¡ 0. Observemos que

se necesita que suceda para sólo una cantidad finita de naturales para que esté bien definido el

producto. �



Apéndice B

Funciones de orden 1

Definición B.1. Sea f una función entera. Se dice que f es de orden finito si

fpzq � Ope|z|αq cuando |z|Ñ8

para algún α ¥ 0. En caso de tener orden finito, el orden de f se define como

αf � ı́nftα P R : α testifica que f tiene orden finitou.

No es dif́ıcil ver que si f es de orden α entonces existen A,B ¥ 0 tales que |fpzq| ¤ AeB|z|α

para cualquier z P C. También se puede deducir, por el Teorema de Liuoville, que si f es de

orden finito y no es una función constante, entonces αf ¡ 0.

Proposición B.2. Sea f holomorfa en Ω y que no se anula en esa región, con Ω simplemente

conexo. Entonces, existe g holomorfa en Ω tal que fpzq � egpzq.

Demostración. Sea z0 P Ω y para cualquier z P Ω se define

gpzq :�
»
γz

f 1pwq
fpwq dw � C,

donde γz es una trayectoria de z0 a z dentro de Ω. Nótese que, por el Teorema de Cauchy, la

definición de gpzq no depende de la elección de γz. Se tiene entonces que g es holomorfa en

Ω y g1pzq � f 1pzq
fpzq . Como d

dz pfpzqe�gpzqq � 0, se deduce que fpzqe�gpzq es constante. Eligiendo

C � log fpz0q, tenemos que fpzqe�gpzq � fpz0qe�gpz0q � 1 para cualquier z P Ω. Por lo tanto,

fpzq � egpzq. �

Teorema B.3. Sea f una función entera, sin ceros y de orden finito. Entonces, existe polinomio

gpzq tal que fpzq � egpzq.

Demostración. De la Proposición B.2, sabemos que gpzq � log fpzq para alguna rama del lo-

garitmo. Sea α el orden de f , entonces existe c si |z| � R y R suficientemente grande se tiene

que

|<pgpzqq| � log|fpzq|   cRα.
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Haciendo el desarrollo en serie de Taylor en el origen de gpzq, se tiene

gpzq �
8̧

n�0

pan � ibnqzn

por lo que, para z � Reiθ, se tiene la igualdad

<pgpzqq �
8̧

n�0

�
anR

n cospnθqq � bnR
n senpnθq�.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que gp0q � 0. Entonces, para n ¥ 1 se tiene que

πanR
n �

» 2π

0
anR

ncos2pnθqdθ �
» 2π

0
cospnθq<pgpReiθqq.

Por lo tanto,

π|an|Rn ¤
» 2π

0
|<pgpReiθqq|dθ ¤ 2πcRα.

De lo anterior, se deduce que |an| ¤ 2cRα�n y, como R se puede elegir arbitrariamente grande

concluimos que si α   n, entonces an � 0. De manera similar se llega a que bn � 0 cuando

α   n. Por lo tanto, gpzq es un polinomio. �

Observación B.4. Si fpzq � egpzq donde gpzq un polinomio de grado k, entonces fpzq tiene

orden k.

Proposición B.5. Sea f una función de orden α que no se anula en z � 0, y sea β ¡ α. Para

R suficientemente grande se tiene que

ΥpRq � OpRβq

donde ΥpRq es el número de ceros de fpzq en BRp0q.

Demostración. Sea R0 ¡ 0 tal que, si |z| ¡ R0, entonces |fpzq|   e|z|
β
. Sea R ¥ R0 y

z1, z2, . . . , zΥpRq los ceros de f en BR. Sea

F pzq � fpzq
ΥpRq¹
n�1

1

z � zn
.

Por el principio del máximo se tiene que |F p0q| ¤ máx
|z|�3R

|F pzq|, por lo que

|fp0q|
RΥpRq ¤ máx

|z|�3R
|fpzq|

ΥpRq¹
n�1

1

|z � zn|
¤ ep3Rq

β 1

p2RqΥpRq

de donde se concluye que ΥpRq � OpRβq. �
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Corolario B.6. Sea f de orden α, con fp0q � 0 y con una cantidad infinita de ceros en z1, z2, . . .

contados con multiplicidad. Entonces, para cualquier β ¡ α, la suma
8̧

n�1

1

|zn|β
converge.

Demostración. Sea α   δ   β y R0 suficientemente grande. Para cualquier R ¥ R0 ¥ 1 se tiene

que ΥpRq � OpRδq. Entonces

8̧

n�1

1

|zn|β
�

¸
|zn| R

1

|zn|β
�

8̧

k�1

¸
Rk¤|zn| Rk�1

1

|zn|β
¤ C �

8̧

k�1

OppRk�1qδq
pRkqβ

¤ C �RδO

� 8̧

k�1

1

pRβ�δqk
�
  8.

�

Teorema B.7. Sea f una función de orden 1, con fp0q � 0 y con ceros en z1, z2, . . . contados

con multiplicidad (podŕıa ser una cantidad finita de ceros). Entonces, existen A,B P C tales que

fpzq � eA�Bz
8¹
n�1

�
1� z

zn



e
z
zn .

Demostración. Para cada z P C fijo, se tiene que

�
1� z

zn



e
z
zn � 1�O

�
z2

z2
n




donde la constante impĺıcita no depende de n. Por el Corolario B.6 y el Teorema A.2, el producto

P pzq :�
8¹
n�1

�
1� z

zn



e
z
zn

converge. Como la constante impĺıcita está acotada en cada compacto de C, P pzq converge

uniformemente en cada compacto de C y por el Teorema A.3, P pzq es una función holomorfa.

Nótese que F pzq � fpzq
P pzq es entera y no tiene ceros, pues fpzq y P pzq son enteras y tienen

los mismos ceros con la misma multiplicidad. Por el Teorema B.3 seŕıa suficiente demostrar que

F pzq es de orden 1.

Sea rn � |zn|. Por el Corolario B.6 se tiene que
8̧

n�1

1

r2
n

  8, lo que implica que existen

R P R� tan grandes como se quieran tales que

R R U :�
8¤
n�1

rrn � r2
n, rn � r2

ns

Por el Principio del Máximo, es suficiente demostrar que, para todo R P R�zU , se cumple que

F pzq � Ope|z|1�εq para cualquier ε ¡ 0.
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Sean

P1pzq �
¹

|zn| R
2

�
1� z

zn



e
z
zn , P2pzq �

¹
R
2
¤|zn|¤2R

�
1� z

zn



e
z
zn ,

P3pzq �
¹

2R |zn|

�
1� z

zn



e
z
zn .

De la misma forma que se demostró que P pzq era una función holomorfa, se ve que cada Pipzq
es entera. Sea R P R�zU , entonces, para |z| � R se tiene que

|P1pzq| ¥
¹

|zn| R
2

�
|z|
|zn|

� 1



e
� |z|

|zn| ¡
¹

|zn| R
2

e
� R

|zn| ¡
¹

|zn| R
2

e
�
�
R

|zn|

	1� ε2
� e�c1R

1� ε2

|P2pzq| ¥
¹

R
2
¤|zn|¤2R

|z � zn|
|zn|

e
� |z|

|zn| ¥
¹

R
2
¤|zn|¤2R

e�2 1

|zn|22R
¥

¹
R
2
¤|zn|¤2R

e�2 1

8R3

�
�

1

8R3e2


Υp2Rq�ΥpR
2
q
¥
�

1

8R3e2


Υp2Rq
¥
�

1

8R3e2


cp2Rq1� ε4
¥ e�c2R

1� ε2

|P3pzq| ¥
¹

2R |zn|

�
1� |z|

|zn|



e
� |z|

|zn| ¥
¹

2R |zn|
e
�c

�
R

|zn|

	2

¥ e�cR
2p2Rq�1� ε2 ¥ ec3R

1� ε2 .

Entonces |P pzq| � |P1pzq||P2pzq||P3pzq| ¡ e�R
1� 3ε

4 para cualquier |z| � R y ε ¡ 0, y como

fpzq � O
�
e|z|

1� ε2
	

, entonces

F pzq � fpzq
P pzq � O

�
e|z|

1� ε2 e|z|
1� 3ε

4



� O

�
e|z|

1�ε	

con lo que queda demostrado. �

Proposición B.8. Sea f una función de orden 1 con fp0q � 0. Si fpzq � Opec|z|q cuando

|z|Ñ8, entonces f tiene una infinidad de ceros.

Demostración. Si f tuviera una cantidad finita de ceros en z1, z2, . . . , zk contados con multipli-

cidad, se tendŕıa que

|fpzq| �
�����eA�Bz

k¹
n�1

�
1� z

zn



e
z
zn

����� ¤ ��eA�Bz��
k¹

n�1

e
2

|z|
|zn| � O

�
ec|z|

	

para z suficientemente grande, llegando a una contradicción. �

Proposición B.9. Sea f una función de orden 1, y sean z1, z2, . . . sus ceros contados con

multiplicidad. Si
8̧

n�1

1

|zn|
converge, entonces |fpzq|   ea�b|z| para algunos a y b reales positivos.
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Demostración. Si la serie convergiera, se tendŕıa que

|fpzq| �
∣∣∣∣∣eA�Bz 8¹

n�1

�
1� z

zn



e
z
zn

∣∣∣∣∣ ¤ |eA�Bz|
8¹
n�1

e
2|z| 1

|zn| ¤ |eA�Bz|eM |z| ¤ eA�pB�Mq|z|.

�



Apéndice C

La función Γ

La función Γpsq se define, para <psq ¡ 0 como

Γpsq :�
» 8

0
e�tts�1dt.

Dicha función está bien definida, pues e�tts�1 es continua en r0,8q y e�tts�1 � O
�

1
t2

�
. La

función e�tts�1 es holomorfa en <psq ¡ 0 para cada t P R� fija, y es continua sobre s y t, por

lo tanto,

Γnpsq :�
» n

1
n

e�tts�1dt

es holomorfa en 0   a   <psq   b   8. En la misma región se tiene que Γnpsq Ñ Γpsq
uniformemente, ya que, tomando s � σ � iγ con a   σ   b se tiene que

|Γpsq � Γnpsq| ¤
» 1
n

0
e�ttσ�1dt�

» 8
n
e�ttσ�1dt ¤

» 1
n

0
e�tta�1dt�

» 8
n
e�ttb�1dt

¤ 1

na
� c

» 8
n
e�

t
2dtÑ 0

cuando nÑ8. Por lo tanto, Γ es holomorfa en <psq ¡ 0.

Lema C.1. Si Repsq ¡ 0, entonces Γps� 1q � sΓpsq.
Demostración. Integrando por partes se tiene que si <psq ¡ 0, entonces

e�tts
���n
t� 1

n

� �
» n

1
n

e�ttsdt� s

» n
1
n

e�tts�1dt

y haciendo nÑ8 queda demostrado el Lema. �

Nótese que Γp1q �
» 8

0
e�tdt � 1. Usando el lema anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario C.2. Para cualquier n P N se tiene que Γpn� 1q � n!.

Teorema C.3. La función Γ se puede extender de manera meromorfa a todo el plano. Sus polos

se localizan en s P t0,�1,�2, . . . u y el residuo de Γ en s � �n es p�1qn
n! .
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Demostración. Por el Lema C.1 se tiene que la función Γ̂npsq � Γps�mq
sps�1q���ps�m�1q coincide con

Γpsq en <psq ¡ 0. Entonces Γ̂n es extensión meromorfa de Γ en <psq ¡ �n. Por la unicidad de la

extensión meromirfa se deduce que se puede extender a todo el plano complejo meromorfamente.

Si s � �k con k P t0, 1, 2, . . . u y k   n, entonces

Ress��kΓ̂mpsq � ĺım
sÑ�k

ps� kqΓps� nq
sps� 1q � � � ps� n� 1q �

Γpn� kq
pn� 1� kq!p�1qp�2q � � � p�kq

� pn� k � 1q!p�1qk
pn� k � 1q!n!

� p�1qn
n!

.

�

Teorema C.4. La relación sΓpsq � Γps� 1q se extiende a Czt0,�1,�2, . . . u.

Proposición C.5. La función Γ se puede representar en todo el plano como

Γpsq �
8̧

n�0

p�1qn
n!pn� sq �

» 8
1
e�tts�1dt.

Demostración. Usando la serie de Taylor de e�t y el Teorema de la Convergencia Dominada de

Lebesgue se tiene que, si <psq ¡ 0, se cumple la igualdad

» 1

0
e�tts�1dt �

» 1

0

8̧

n�0

p�tqn
n!

ts�1dt �
8̧

n�0

» 1

0

p�1qntn�s�1

n!
dt �

8̧

n�0

p�1qn
n!pn� sq .

Por lo tanto la proposición es cierta para <psq ¡ 1.

La función

» 8
1
e�tts�1dt es entera, ya que e�tts�1 es continua en ps, tq P C� p1,8q y; para

cada t P p1,8q fijo, e�tts�1 es holomorfa en s.

Sea R ¡ 0. Veamos que
8̧

n�0

p�1qn
n!pn� sq es meromorfa en BRp0q pues, si N ¡ 2R se tiene que

Ņ

n�0

p�1qN
n!pn� sq

es meromorfa en BRp0q, y si M ¥ N se tiene que∣∣∣∣∣ 8̧

n�M

p�1qn
n!pn� sq

∣∣∣∣∣ ¤ 1

R

8̧

n�M

1

n!
Ñ 0

cuando M Ñ 8, por lo que converge uniformemente en BRp0q, por lo tanto
8̧

n�N

p�1qn
n!pn� sq es

holomorfa. Entonces
8̧

n�0

p�1qn
n!pn� sq es meromorfa y la igualdad se da en todo el plano. �
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Lema C.6. Si 0   a   1 se tiene que

» 8
0

νa�1

1� v
dv � π

senπa
.

Demostración. Haciendo el cambio de variable ν Ñ ex se tiene que

» 8
0

νa�1

1� ν
dν �

» 8
�8

eax

1� ex
dx.

Los polos del integrando son simples y se localizan en z � p2k � 1qπi para cualquier k P Z

y tienen residuo ĺım
sÑp2k�1qπi

ps� p2k � 1qπiqeas
1� es

� �eap2k�1qπi. Tomando BR como la trayectoria

conformada por la frontera del rectángulo con vértices en �R,R,R� 2πi�R� 2πi y aplicando

el Teorema del Residuo se tiene que
³
BR

eax

1�exdx � �2πieaπi. Notemos que∣∣∣∣∣
» R�2πi

R

eaz

1� ez
dz

∣∣∣∣∣ ¤ 2π
eaR

eR � 1
y

∣∣∣∣∣
» �R
�R�2πi

eaz

1� ez
dz

∣∣∣∣∣ ¤ 2π
e�aR

1� e�R
,

y cuando RÑ8, ambas integrales se hacen 0. Por otro lado

» �R�2πi

R�2πi

eaz

1� ez
dz � e2πia

» �R
R

eax

1� ex
dx

se deduce que

�2πieaπi � p1� e2πiaq
» 8
�8

eax

1� ex
dx,

de donde se concluye » 8
�8

eax

1� ex
dx � �2πieaπi

1� e2πia
� π

senπa
.

�

Teorema C.7. Para cualquier s P C se tiene que ΓpsqΓp1� sq � π
senπs .

Demostración. Se sigue del Teorema C.3 y el Corolario C.2 que los números enteros son todos

los polos de ΓpsqΓp1 � sq, y son polos simples; al igual que la función π
senπs . Notemos que, si

0   s   1 se cumple la igualdad

Γp1� sq �
» 8

0
e�uu�sdu � t

» 8
0
e�νtpνtq�sdv,

para cualquier t ¡ 0. Entonces

Γp1� sqΓpsq �
» 8

0
e�tts�1Γp1� sqdt �

» 8
0
e�tts�1

�
t

» 8
0
e�νtpνtq�sdν



dt

�
» 8

0

» 8
0
e�tp1�νqν�sdtdν �

» 8
0

ν�s

1� ν
dν � π

senπp1� sq �
π

senπs
.
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Como la igualdad se da en un conjunto con puntos de acumulación, dicha igualdad es cierta en

todo el plano. �

Corolario C.8. Γ

�
1

2



� ?

π.

Teorema C.9 (Representación de Gauss para la función Γ). Para <psq ¡ 0 se da la igualdad

Γpsq � ĺım
nÑ8

�
ns

s

n¹
k�1

�
1� s

k

	�1
�
.

Demostración. Se tiene que

Γpsq �
» 8

0
ts�1 ĺım

nÑ8

�
1� t

n


n
dt � ĺım

nÑ8

» n
0
ts�1

�
1� t

n


n
dt.

Usando ahora integración por partes tenemos que

» n
0
ts�1

�
1� t

n


n
dt � 1

s
ts
�

1� t

n


 �����
n

t�0

�
» n

0

1

s
tsn

�
1� t

n


n�1�
� 1

n



dt

� n

ns

» n
0
ts
�

1� t

n


n�1

dt.

Si se repite el proceso de integración por partes se llega a que

» n
0
ts�1

�
1� t

n


n
dt � n!

nnsps� 1q � � � ps� n� 1q
» n

0
ts�n�1dt � n! � ns�n

nnsps� 1q � � � ps� nq

Entonces

Γpsq � ĺım
nÑ8

n! � ns
sps� 1q � � � ps� nq � ĺım

nÑ8
ns

s

n¹
k�1

�
1� s

k

	�1
.

�

Definición C.10. Se define la constante γ de Euler como

γ � ĺım
nÑ8

�
ņ

j�1

1

j
� log n

�
.

Teorema C.11 (Producto de Weierstrass). Para cada s P C se tiene la igualdad

Γpsq � 1

s
e�γs

8¹
j�1

e
s
j

�
1� s

j


�1

.

Demostración. Si <psq ¡ 0 se tiene que

Γpsq � ĺım
nÑ8

ns

s

n¹
j�1

�
1� s

j


�1

� ĺım
nÑ8

e
s logn� s1�

s
2�����

s
n

s

n¹
j�1

�
1� s

i

	�1
e
s
j
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� e�sγ

s
ĺım
nÑ8

n¹
j�1

�
1� s

j


�1

e
s
j .

Por el Teorema A.3 el ĺımite existe y es una función entera, pues

�
1� s

j


�1

e
s
j � 1�O

�
s2

j2




y
8̧

j�1

s2

j2
converge uniformemente en cualquier compacto de C. Entonces se da la igualdad en

<psq ¡ 0 y, por la unicidad de una extensión anaĺıtica, se concluye la demostración. �

Corolario C.12. La función Γ no tiene ceros en C.

Teorema C.13 (Fórmula de duplicación de Legendre). Para cualquier s P C se tiene la igualdad

ΓpsqΓ
�
s� 1

2



� 21�2sπ

1
2 Γp2sq.

Demostración. No es dif́ıcil ver, ayudados del producto de Weierstrass, que

B
Bs

Γ1psq
Γpsq �

8̧

n�0

1

ps� nq2 .

Nótese que ΓpsqΓps� 1
2q y Γp2sq tienen los mismos polos. Para cualquier s R t0,�1

2 ,�1,�3
2 , . . . u

se tiene que

B
Bs

Γ1psq
Γpsq �

B
Bs

Γ1ps� 1
2q

Γps� 1
2q

�
8̧

n�0

1

ps� nq2 �
8̧

n�0

1

ps� n� 1
2q2

� 4
8̧

n�0

1

p2s� nq2 � 2
B
Bs

Γ1p2sq
Γp2sq .

Integrando lo anterior se tiene que, para algunas constantes a, b se cumple la igualdad

ΓpsqΓps� 1

2
q � eas�bΓp2sq.

Evaluando en s � 1 y s � 1
2 , con ayuda del Teorema C.7 y el Corolario C.8 se puede concluir

que eas�b � 21�2sπ
1
2 . �

La demostración de los siguientes famosos teoremas se encuentran en [1, pp 204].

Teorema C.14 (Fórmula de Stirling). Sea δ ¡ 0. Cuando |s| Ñ 8 la función Γ cumple la

aproximación

log Γpsq �
�
s� 1

2



log s� s� 1

2
log 2π �Op|s|�1q

en la región �π � δ   arg s   π � δ.

Teorema C.15. Sea δ ¡ 0. Cuando |s|Ñ8 la función Γ cumple la aproximación

Γ1psq
Γpsq � log s�Op|s|�1q

en la región �π � δ   arg s   π � δ.



Apéndice D

Fórmula de sumación de Poisson

Se denotará por Fa al conjunto de funciones f tales que


 f es holomorfa en Sa � tz P C : |=pzq|   au,

 existe A ¡ 0 tal que fpx� iyq ¤ A

1�x2 siempre que x P R, |y|   a,

y se denotará por F �
¤
aPR�

Fa.

Definición D.1. Para cada f P F se define su transformada de Fourier como

f̂psq �
» 8
�8

fpxqe�2πisxdx.

Teorema D.2. Si f P Fa para alguna a ¡ 0, entonces |f̂psq| ¤ Be�2πb|s|, para todo 0 ¤ b   a.

Demostración. El caso b � 0 se sigue de que f̂ es acotada, pues

|f̂psq| ¤
» 8
�8

∣∣∣∣∣ fpxqe2πixs

∣∣∣∣∣dx ¤ A

» 8
�8

1

1� x2
dx � Aπ.

En caso de que s � 0 se sigue de que

|f̂p0q| ¤
» 8
�8

|fpxq|dx ¤ A

» 8
�8

1

1� x2
� Aπ.

En caso de que 0   b   a y 0   s y usando el Teorema de Cauchy se tiene que

f̂psq � ĺım
RÑ8

» R
�R

fpxqe2πixsdx

� ĺım
RÑ8

�» �R�ib
�R

fpxqe2πixsdx�
» R�ib
�R�ib

fpxqe2πixsdx�
» R
R�ib

fpxqe2πixsdx



.

Notemos que∣∣∣∣∣
» �R�ib
�R

fpxqe�2πixsdx

∣∣∣∣∣ ¤
» b

0
|fp�R� itqe�2πip�R�itqs|dt ¤

» b
0

Ae�2πts

1�R2
dt ¤

» b
0

A

R2
dt � bA

R2
.
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La misma cota se tiene para la integral de R� ib a R. Finalmente∣∣∣∣∣
» R�ib
�R�ib

fpxqe�2πixsdx

∣∣∣∣∣ ¤
» 8
�8

|fpx� ibqe�2πipx�ibqs|dx ¤
» 8
�8

Ae�2πbs

1� x2
dx ¤ Aπe�2πbs.

Haciendo tender R a infinito se concluye este caso.

Para el caso 0   b   a y s   0 se hace del mismo modo que el anterior, salvo que se considera

la integral sobre el rectángulo con vértices en �R,�R� ib, R� ib, R. �

Del Teorema anterior se deduce fácilmente que si f P F , entonces f̂ P F .

Teorema D.3 (Fórmula de Inversión de Fourier). Si f P F entonces para cualquier x P R se

tiene que

fpxq �
» 8
�8

f̂psqe2πisxds.

Demostración. Usando el Teorema de Fubini-Tonelli se tiene que

» 8
0
f̂psqe2πixsds �

» 8
0

» 8
�8

fpu� ibqe�2πipu�ibqse2πixsduds

�
» 8
�8

fpu� ibq
» 8

0
e�2πipu�ib�xqsdsdu

�
» 8
�8

fpu� ibq 1

2πb� 2πipu� xqdu �
1

2πi

» 8
�8

fpu� ibq
u� ib� x

du.

De manera similar se tiene que

» 0

�8
f̂psqe2πixsds � � 1

2πi

» 8
�8

fpu� ibq
u� ib� x

du.

Sea R ¡ |x|. Por el Teorema de Cauchy, se tiene que

fpxq � 1

2πi

»
BCR

fpzq
z � x

dz,

donde CR es el rectángulo que tiene por vértices a los puntos R � ib, R � ib,�R � ib,�R � ib.

Como ∣∣∣∣∣
» �R�ib
�R�ib

fpzq
z � x

dz

∣∣∣∣∣ ¤
» �R�ib
�R�ib

|fpzq|
|z � x|

dz ¤ A

1�R2

» �R�ib
�R�ib

1

|z � x|
dz

y esto último tiende a 0 cuando R tiende a 8, concluyendo que

fpxq � 1

2πi

�» 8
�8

fpu� ibq
u� ib� x

du�
» �8
8

fpu� ibq
u� ib� x

du



�
» 8
�8

f̂psqe2πisxds.

�

Teorema D.4 (Fórmula de sumación de Poisson). Si f P F , entonces
¸
nPZ

fpnq �
¸
nPZ

f̂pnq.
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Demostración. Notemos primero que la función 1
e2πiz�1

tiene polos simples para cada z P Z con

residuo 1
2πi . Como f es holomorfa se tiene que fpzq

e2πiz�1
tiene polos simples con residuo fpzq

2πi para

cada z P Z, a menos que f tenga un cero ah́ı. Sea a ¡ 0 tal que f P Fa y 0   b   a, y sea CN el

rectángulo con vértices en N � 1
2 � ib,N � 1

2 � ib,�N � 1
2 � ib,�N � 1

2 � ib. Por el Teorema de

Cauchy se deduce que ¸
�N¤n¤N

fpnq �
»
BCN

fpzq
e2πiz � 1

dz.

Notemos también que

ĺım
NÑ8

∣∣∣∣∣
» �pN� 1

2
q�ib

�pN� 1
2
q�ib

fpzq
e2πiz � 1

dz

∣∣∣∣∣ ¤ ĺım
NÑ8

A

1� pN � 1
2q2

» b
�b

1

1� e�2πx
dx � 0.

Entonces concluimos que

¸
nPZ

fpnq � ĺım
NÑ8

�» N� 1
2
�ib

�N� 1
2
�ib

fpzq
e2πiz � 1

dz �
» N� 1

2
�ib

�N� 1
2
�ib

fpzq
e2πiz � 1

dz

�

� ĺım
NÑ8

�» N� 1
2
�ib

�N� 1
2
�ib

fpzqe�2πiz
8̧

n�0

e�2πinzdz �
» N� 1

2
�ib

�N� 1
2
�ib

fpzq
8̧

n�0

e2πinzdz

�

�
8̧

n�0

ĺım
NÑ8

» N� 1
2
�ib

�N� 1
2
�ib

fpzqe�2πipn�1qzdz �
8̧

n�0

ĺım
NÑ8

» N� 1
2
�ib

�N� 1
2
�ib

fpzqe2πinzdz

�
8̧

n�0

» 8
�8

fpzqe�2πipn�1qzdz �
8̧

n�0

» 8
�8

fpzqe2πinzdz �
¸
nPZ

f̂pnq.

�
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América, 1966.

[2] Stein, Elias M.; Shakarchi, R., Complex Analysis, Princeton, Estados Unidos de Améri-

ca, 2003.

[3] Hardy, G.H.; Wright, E.M., An Introduction to the Theory of Numbers, Quinta edición,

Oxford University Press, Estados Unidos de América, 1979.
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