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Abstract

The mapping class group and the curve graph are two objects that we associate to a surface. In this
work we give a brief introduction to this concepts, we talk about a natural action of the mapping class
group over the curve graph and we prove using a quasi-isometry in the curve graph that the mapping
class group of an orientable surface with genus at least two is weakly hyperbolic relative to a finite
collection of curves stabilizers.

Key words: Large-scale geometry, hyperbolic groups, weakly relative hyperbolic groups, coned-off Cay-
ley graphs, curve graph.

Resumen

El grupo modular y el grafo de curvas son dos objetos que se asocian a una superficie. En este trabajo se
da una introduccién breve de estos conceptos, se habla de una accién del grupo modular en el complejo
de curvas y se prueba, usando una cuasiisometria al grafo de curvas, que el grupo modular de una
superficie orientable de género al menos dos es débilmente hiperbdlico relativo a una coleccién finita de
estabilizadores de curvas.

Palabras clave: Geometria a gran escala, grupos hiperbdlicos, grupos débilmente hiperbdlicos relativos,
grafos de Cayley aconados, grafo de curvas.
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1. Introduccion

Algunos de los objetivos de la teoria geométrica de grupos son estudiar a los grupos como objetos
geométricos y sus invariantes a gran escala, es decir, las propiedades que se preservan bajo cuasiisometrias.
La hiperbolicidad es una de estas invariantes. Se dice que un grupo finitamente generado es hiperbdélico
si la realizacion geométrica de alguno de sus grafos de Cayley respecto a un conjunto generador finito es
hiperbdlico en el sentido de Gromov.

Varias propiedades algebraicas y algoritmicas de los grupos hiperbdlicos se pueden deducir a través
del estudio de su geometria, como por ejemplo, que son finitamente presentados, que tienen el problema
de la palabra y el problema de la conjugacién solubles, que tienen una cantidad finita de tipos de conos
y que tienen una cantidad finita de clases de conjugacién de subgrupos finitos [BH99].

Existen grupos que tienen un comportamiento parecido al de los grupos hiperbdlicos pero que no lo
son. Tal es el caso de los grupos modulares de superficies orientables, los cuales en su mayoria no son
hiperbdlicos pero tienen varias propiedades de estos, por mencionar algunas, son finitamente presentados
(ver [FM12], [HTS80]), tiene una cantidad finita de clases de conjugacién de subgrupos finitos (ver, por
ejemplo, [Bri00, Stu04]) y tienen una cantidad finita de tipos de conos ([Mos95, NS97]).

El teorema de clasificacién de superficies afirma que una superficie orientable, de tipo finito, conexa
y con frontera compacta, es homeomorfa de forma tnica a una suma conexa de g > 0 toros con una
esfera de dimensién dos S? menos n > 0 puntos y b > 0 discos abiertos con cerraduras disjuntas. A g se
le conoce como el género de la superficie, a b como el niimero de componentes de frontera y a n como el
numero de ponchaduras. Se denota por Sy ,, a la superficie orientable de género g con n ponchaduras y
frontera vacia. A S, o se denota simplemente como Sj.

El grupo modular de una superficie S, denotado por Mod(.S), se define como el grupo de clases de
isotopia relativa a la frontera de homeomorfismos de S en si misma tales que preservan la orientacion
de S, son la identidad en su frontera y preservan el conjunto de ponchaduras. Como se mencioné an-
teriormente, los grupos modulares “tienen un comportamiento” como el de los grupos hiperbdlicos, sin
embargo, de entre las superficies de caracteristica de FEuler negativa, las inicas cuyo grupo modular es
un grupo hiperbdlico son la esfera con tres ponchaduras, la esfera con cuatro ponchaduras y el toro con
una ponchadura. Se pueden verificar ficilmente que los grupos modulares de las demas no son grupos
hiperbdlicos corroborando que contienen subgrupos abelianos de rango dos (los cuales son generados por
giros de Dehn en torno a clases isotopia de curvas esenciales disjuntas y no isotépicas en la superficie,
ver el Corolario 2.13 y la Observacién 3.5).

Para incluir en una lista mas amplia a los grupos hiperbdlicos y aquellos grupos que, como los grupos
modulares, presentan comportamientos parecidos a la de los grupos hiperbdlicos, Farb en [Far98] formula
el concepto de un grupo débilmente hiperbdlico relativo, el cual es una generalizacién del concepto de un
grupo hiperbdlico. Un grupo G finitamente generado es débilmente hiperbdlico relativo a {Hy, ..., H,}
a una coleccién finita de subgrupos finitamente generados de G si la realizacién geométrica del grafo de
Cayley aconado por {Hjy,...,H,} es hiperbdlico (ver Seccién 2.2).

El objetivo de este trabajo es probar que para g > 2, el grupo Mod(S,) es débilmente hiperbélico
relativo a una coleccion finita de subgrupos finitamente generados. Para esto serd necesario estudiar una
accién natural de grupo Mod(S,) en un espacio métrico particular.

Harvey en [Har81] asocia a una superficie S un complejo simplicial de dimensién finita, al cual le
llama complejo de curvas. Los vértices del complejo de curvas son las clases de isotopias de curvas
esenciales en S y los simplejos son colecciones de clases de curvas tales que dos a dos son disjuntas y
tienen representantes disjuntas. El 1-esqueleto del complejo de curvas de S se le conoce como grafo de
curvas y es cuasiisometrico al complejo de curvas. Para S2, So,1, So,2, So,3 el grafo de curvas es vacio;
para el T2, Sy1 y Sop.4 es una unién numerable disjunta de puntos; y para S, , con 3g +n > 5, es un
grafo conexo, de didmetro infinito e hiperbdlico.

El grupo modular Mod(S) actia por isometrias de forma natural en el grafo de curvas de S. Cuando
S =8, con g > 2, tal accién permite construir un cuasiisométria entre el grafo de curvas de S y el
grafo de Cayley de Mod(S) aconado por una coleccién finita de estabilizadores de clases de curvas.
En consecuencia, el grupo modular Mod(S) es débilmente hiperbdlico relativo a una coleccién finita de
subgrupos finitamente generados.



2. Preliminares

2.1. Cuasiisometrias

Una cuasiisométria entre espacios métricos (X,dx) vy (Y,dy) es una funcién f : X — Y para el cual
se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. Existen constantes A > 1, B > 0 tales para cualesquiera z,2’ € X,
1
Tx(@a') = B < dy(f(2), £(2')) < Mx(z,2') + B

2. Existe C' > 0 tal que para cada y € Y, existe x € X el cual satisface que
dy (y, f(z)) < C.

Una funcién que satisface la primera condicién, se le llama encaje cuasiisométrico; una que satisface
la segunda, se dice que tiene imagen cuasiidensa. Se dice que X y Y son cuasiisométricos si hay una
cuasiisometria entre ellos, esto se denota por X ~qr Y.

En [Li7] y en [BH99] se enuncian otras versiones de cuasiisometria equivalentes a la enunciada en
este trabajo. En tales versiones se puede visualizar con mejor claridad que la relaciéon de cuasiisometria
es una relacién de equivalencia entre espacios métricos.

Ejemplo 2.1. 1. Lainclusién Z — R es un encaje cuasiisométrico, méas aun, es una cuasiisometria ya
que todo ntimero real estd a distancia a lo més uno de algin ntiimero entero. En general, R" ~qor Z"
con las métricas usuales.

2. Dado un espacio métrico (X,d,) y A C X, del didmetro de A se define como

didam(A) := sup{dx(x,2') : x,2" € A}.

Se dice que X es de didmetro finito si didm(X) < co. No es dificil probar que los espacios métricos
de didmetro finito son cuasiisométricos entre si. En particular, Z (con la métrica inducida por R)
no es cuasiisométrico a un espacio de didmetro finito.

3. Dados un grupo G finitamente generado y A C G un conjunto generador finito de G, se tiene que
G con la métrica de las palabras inducida por A es cuasiisométrico a [Cay(G,A)| la realizacién
geométrica del grafo de Cayley de G respecto a A con la métrica de caminos [L17].

4. Sean A y A’ dos conjuntos generadores finitos de un grupo G. Entonces (G,dp) v (G,da/) son
cuasiisométricos. Mas aun, cualquier automorfismo de G es una cuasiisometria. Para mas detalles
puede consultar, por ejemplo, [L17] o [ABO19].

Proposicion 2.2. Sean f: X — Y y g:Y — X dos funciones entre espacios métricos. Sunpéngase que
existen \g,\; > 1y By, By > 0 tales que para cualesquiera z,z’ € X,

dy (f(2), f(z')) < Modx (z,2") + Bo (1)

y para cualesquiera y,y’ € Y,
dx(9(y), 9(y")) < Mdy (y,y) + Bi. (2)

Si go f es la funcién identidad en X, entonces f es un encaje cuasiisométrico.

Demostracion. De la desigualdad 2 se tiene que para cualesquiera x,z’ € X,

dx(9(f (%)), 9(f(2'))) < Mdy (f(x), f(z")) + Bi.

Ahora bien, dado que g o f es la funcién identidad en X, la desigualdad anterior implica que

/\ildx(m,x/) — % <dy(f(z), f(z')). (3)



Sean A = max{\g, \1} y B = max{ By, B1/\1}, entonces de las desigualdades 1 y 3 se deduce que

%dx(x,x’) ~ B <dy(f(z), f(&') < Adx(z,2') + B.

Por lo tanto, f es un encaje cuasiisométrico.
O

La igualdad g o f = Idx de la Proposicion 2.2 puede sustituirse por la condicién de que exista ¢ > 0
tal que para cualesquiera x € X, dx(z,g o f(z)) < ¢. A una funcién que satisface la condicién 1 se le
conoce como Lipchitz gruesa.

El lema de Schwarz-Milnor, también conocido como el Resultado Fundamental de la Teoria Geométri-
ca de Grupos, permite describir la geometria de grupo a partir de cémo actiia en espacios métricos. Para
poder dar un enunciado de este lema es conveniente recordar las definiciones siguientes:

Definicién 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que X es propio si para toda r € RT y toda
x € X, la bola cerrada {z' € X : d(z,2’) < r} es compacta respecto a la topologia inducida por métrica
d.

Definicién 2.4. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto. Se dice que una accién G x X — X
es:

1. Propia si para todo subconjunto compacto B C X el conjunto {g € G : g- BN B # ()} es finito.
2. Cocompacta si el espacio cociente G\X es compacto con la topologia cociente.
Ahora si se tiene lo necesario para enunciar el lema de Schwarz-Milnor.

Lema 2.5 (Schwarz-Milnor, cf. Corolario 5.4.2, Capitulo 5 de [L17]). Sean G un grupo y X un espacio
métrico, geodésico y propio. Si G actia en X por isometrias de forma propia y cocompacta, entonces G
es finitamente generado y para todo z € X la funcién

G— X

g—g-x

es una cuasiisometria. Mds aun, si se considera a G actuando en si mismo por multiplicacién izquierda,
esta cuasiisometria es equivariante.

En el lema anterior, G tiene la métrica de las palabras inducida por el conjunto generador finito.
El lema de Schwarz-Milnor, como se vera en la siguiente seccién, permite encontrar ejemplos de grupos
hiperbdlicos.

2.2. Hiperbolicidad de Gromov
Hiperbolicidad en espacios
Sea (X, d) un espacio métrico geodésico. Un tridngulo geodésico en X es una tercia (7o, y1,v2) donde

cada 7; : [0, L;] = X es una geodésica en X y

Yo(Lo) = 71(0),  71(L1) =72(0),  y2(L2) =70(0).

En lo consiguiente, se identificara a cada geodésica ; con su imagen en X. Ahora, si A C X, la d-vecindad
(cerrada) de A es Ns(A) la unién de bolas cerradas de radio § centradas en elementos de A
Se dice que X es un espacio hiperbdlico (en el sentido de Gromov) si existe 6 > 0 tal que para
cualquier tridngulo geodésico (7p,71,72), se cumple que la d-vecindad de la unién de cualesquiera dos
lados contiene al tercero, esto es, si
Y0 C Ns(71U72),

7 C Ns(v0 U2),
72 C Ns(v0o Um).



A 6 se le conoce como la constante de hiperbolicidad de X.
En la Figura 1, se puede apreciar una ilustraciéon de un tridngulo en el que la §-vecindad o U 1
contiene a ;.

Y1/ \70

di

Figura 1: La regiéon amarilla es §-vencindad de ~yy y la region azil es la de ;. La unién de estas contiene
a 2.

Ejemplo 2.6. 1. El espacio hiperbdlico H” es hiperbdlico en el sentido de Gromov con su métrica
usual (ver Corolario 1.33 de [Roe03]).

2. Paran > 1, R™ no es hiperbdlico. En efecto, para cualquier § > 0 se puede encontrar un triangulo
rectangulo suficientemente grande tal que uno de sus lados no estd contenido dentro de la §-vecindad
de la unién de sus otros lados.

3. Los espacios métricos de didmetro finito son hiperbdlicos, con constante de hiperbolicidad igual al
didmetro del espacio.

4. Las realizaciones geométricas de arboles son hiperbodlicos, con constante de hiperbolicidad igual a
cero.

El siguiente teorema relaciona la teoria de espacios hiperbdlicos con la teoria de espacios cuasiisométri-
cos, su demostracién no es sencilla y requiere un estudio més profundo de las teorias. Una demostracion,
se puede consultar, por ejemplo, en [BH99].

Teorema 2.7 (cf. Teorema 1.9, Capitulo IIL.H de [BH99]). Sean X y X’ espacio métricos geodésicos y
sea f: X’ — X un encaje cuasiisométrico. Si X es hiperbdlico entonces X’ es hiperbdlico.

Observaciéon 2.8. En particular, este teorema, prueba que la hiperbolicidad es un invariante cuasi-
isométrico, esto es que, si X y Y son espacios cuasiisométricos y uno de ellos es hiperbdlico, entonces el
otro también lo es.

Hiperbolicidad en grupos

Dados un grupo G y A C G conjunto generador finito de G, considérese Cay (G, A) el grafo de Cayley
de G respecto A, es decir el grafo que tiene a G como conjunto de vértices y f,h € G forman un arista
si f7'th e AUA"! — {e}, donde A~! es el conjunto de los elementos inversos de los elementos de A y e
el elemento neutro de G. Se dice que G es un grupo hiperbdlico si la realizacién geométrica |Cay (G, A)|
es un espacio hiperbdlico.

Observacién 2.9. La inclusién natural G — |Cay(G, A)| es una cuasiisometria. Por tanto, si se quiere
ver que G es hiperbdlico, es suficiente encontrar una cuasiisometria entre un espacio hiperbdlico y G.

Proposicién 2.10. Sean G y H grupos finitamente generados, si G es cuasiisométrico a H, entonces G
es hiperbdlico si y s6lo si H también lo es.

Demostracion. Sean X y Y conjuntos generadores finitos de G y H, respectivamente. De acuerdo con la
observacién anterior, las inclusiones G — |Cay(G, X)| y H — |Cay(H,Y)| son cuasiisometrias. Por la
transitividad de la relacién de cuasiisometrias, se tiene que |Cay(G, X)| ~gr |Cay(H,Y')|. Entonces la
veracidad de la proposicién viene en consecuencia de la Observacién 2.8. O



De la proposicién anterior y del Ejemplo 2.1(3), se deduce que la hiperbolicidad de un grupo no
depende del junto generador finito seleccionado, esto es que si G es hiperbodlico respecto a un conjunto
generado finito entonces también lo serd respecto a cualquier otro conjunto generador finito.

Ejemplo 2.11. 1. Los grupos finitos son hiperbdlicos, ya que sus grafos de Cayley respecto a cual-
quier conjunto generados son de didmetro finito y por el Ejemplo 2.6(3) estos son hiperbdlicos.

2. El grupo libre en n generadores es un grupo hiperbdlico, ya que ya su grafo de Cayley respecto a
un conjunto generador libre es un drbol y de acuerdo con el Ejemplo 2.6(4), éstos son hiperbdlicos.
En particular, el grupo de los enteros Z es un grupo hiperbdlico.

3. El grupo abeliano Z? no es hiperbdlico, pues este actiia en R? de forma propia y cocompacta. Asi,
por el Teorema 2.5, Z? es cuasiisométrico a R? el cual no es hiperbélico. En general, para n > 1,
Z™ no es hiperbdlico.

4. Los grupos virtualmente Z son grupos hiperbélicos. Donde un grupo es virtualmente Z si tiene
algin subgrupo de indice finito isomorfo a Z.

5. Los grupos fundamentales de superficies cerradas de género al menos 2 son hiperbdlicos, pues estos
actian por isometrias en su cubriente universal Riemanniano (el plano hiperbdlico) de forma propia
y cocompacta.

La siguiente proposiciéon enmarca una propiedad esencial de los grupos hiperbdlicos, la cual se puede
consultar como el Corolario 3.10 de la Seccién 3 del Capitulo IIL.T' de [BH99.

Proposicién 2.12. Sea G un grupo hiperbdlico y ¢ € G un elemento de orden infinito. Entonces se
cumple que

1. La funciéon Z — G dada por n — g" es un encaje cuasiisométrico.
2. (g) es de indice finito en el centralizador de g en G.
Corolario 2.13. Los grupos hiperbdlicos no contienen subgrupos isomorfos a Z"™ con n > 2.

Demostracion. Sea G un grupo hiperbdlico y H subgrupo de G isomorfo a Z" para algun n > 2. Sea
g € H un elemento distinto del elemento neutro, entonces g es de orden infinito. Se sigue del punto 2 de
la Proposicién 2.12 que Cg(g) el centralizador de g en G es virtualmente Z, y por lo tanto es hiperbdlico.

Por otro lado, como H es abeliano, se tiene que H = Z? es un subgrupo de Cg(g). Lo que contradice
que Cg(g) es virtualmente Z. O

Este resultado permite identificar de manera rapida cuando un grupo no es hiperbélico, simplemente
verificando si este tiene subgrupos isomorfos a Z?2. Esto servira en la Seccién 3 para probar que los grupos
modulares de superficies, salvo una cantidad finita de casos, no son grupos hiperbdlicos.

Hiperbolicidad relativa débil

Existe varios grupos que si bien no son hiperbdlicos se compartan como si lo fuesen, pues poseen
varias propiedades de estos, como por ejemplo los grupos modulares de superficies; esto ha llevado a
debilitar el concepto de grupo hiperbdlico para poder de alguna forma englobarlos. En esta seccion se
verd el concepto “més débil” de hiperbolicidad de un grupo, el cual involucra una modificacién del grafo
de Cayley del grupo.

Sean G un grupoy & = {Hy, ..., H,} una coleccidn finita de subgrupos propios finitamente generados
de G. Considérese X C G un conjunto generador finito de G y el grafo Cay(G, X). Se construye un nuevo
grafo como sigue: Para cada H; € & y cada clase lateral fH; se afade a Cay(G,X) un vértice vsg,,
llamado vértice cono; se pone una arista de longitud % ente vy, y cada elemento de fH;. A este nuevo

grafo se le denota por éa\y(G, X) vy se dice que es Cay(G, X) aconado por . Se dice que G es débilmente

—

hiperbdlico relativo a & si la realizacién geométrica |Cay (G, X)| es un espacio hiperbdlico. Farb demostré
que esta definicién no depende del conjunto generador finito de GG seleccionado.



Observacién 2.14. Sea V¢ el conjunto de los vértices conos de éa\y(G, X). Se cumple que la inclusién
G UVe < |Cay(G, X)| es una cuasiisometria. Asi, si se quiere probar que |Cay(G, X)| es hiperbdlico, es
suficiente con encontrar una cuasiisometria entre un espacio hiperbdlico y G U V.

Es facil de verificar que todo grupo hiperbdlico es débilmente hiperbdlico relativo a cualquier coleccién
finita de subgrupos finitamente generados (por ejemplo, respecto al conjunto que consiste de tinicamente
el subgrupo trivial). El siguiente ejemplo prueba que existen grupos que son débilmente hiperbdlicos
relativos a una coleccién finita de subgrupos finitamente generados, pero que no son hiperbdlicos.

Ejemplo 2.15. Consideremos Z? con los generadores canénicos eg = (1,0) y e; = (0,1), y H el subgrupo
generado por ep. Se tiene entonces que la realizacién geométrica del grafo de Cayley de Z respecto a
{eo, €2} aconado respecto a H, es cuasiisométrico a Z, y por la tanto es hiperbdlico. Asi, Z? es débilmente
hiperbdlico relativo a {H}. Un bosquejo del grafo de Cayley de Z? aconado respecto a {H} se puede
apreciar en la Figura 2.
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Figura 2: Grafo de Cayley de Z? respecto a {eg,e;} aconado respecto a H = (eg).

2.3. Curvas y superficies
Superficies

En este trabajo, a menos que se especifique lo contrario, una superficie serd una 2-variedad orientable,
conexa, de tipo finito y con frontera compacta (en caso de no ser vacia). Se comenzard enunciando el
teorema de clasificacién de este tipo de superficies. Para més detalles puede consultar, por ejemplo,
[Mas91].

Teorema 2.16 (Teorema de clasificacién de superficies). Sea S una superficie, entonces S es homeomorfa
(de forma tnica) a la suma conexa de una esfera (de dimensién 2) con g > 0 toros, removiendo n > 0
puntos y b > 0 discos abiertos con cerraduras disjuntas.

En el Teorema 2.16, a g se le conoce como el género de la superficie, a b como el nimero de
componentes de frontera y n como el nimero de ponchaduras. En el caso de que n sea cero, la superficie
es una superficie compacta.

Asi, cualquier superficie se puede etiquetar con la tripleta (g, b, n) de enteros no negativos. Se denotard
por Sy, a una superficie de género g con n ponchaduras y frontera vacia; tal superficie es homeomorfa
al interior de una superficie compacta de género g con n componentes de frontera. Ademads, para una
superficie cerrada (es decir, compacta y con frontera vacia) de género g, se abreviard a S, o como Sy.

Con la notacién anterior, se tiene que la caracteristica de Euler x(S) de una superficie S etiquetada
por (g,b,n), satisface que

x(S)=2-2g9— (b+n).

Puesto que x(5) es invariante de la clase de homeomorfismos de S, se sigue que una superficie S estd
determinada, salvo homeomorfismo, por cualquier terna formada por los nimeros g, b, n, y x(5).



Curvas

Sea S una superficie. Una curva en S es un encaje topolégico a : S' — 3, esto significa que o es un
homeomorfismo entre el circulo unitario S! y a(S').} Ademds, se dice que a es esencial si no es frontera
de un disco ponchado, ni es homotépica a un punto y tampoco homotdpica a una componente de frontera

de S.

Observacion 2.17. En este trabajo, al igual que en la literatura, se hard un abuso de la notaciéon para
llamar curva tanto a el encaje o como a su imagen.

En la Figura 3 se presentan ejemplos de curvas en Sa.

B

Figura 3: o es una curva esencial y 3 es no es esencial, mientas que 7y, en este contexto, no se considera
una curva.

Clasificacion de curvas

Se denotard por CE(S) al conjunto de curvas esenciales en una superficie S. En CE(S) definimos la
relaciéon a ~yp, B si y sélo si existe un homeomorfismo ¢ : S — S que preserva la orientacién con la
propiedad de que ¢(a) = §. Es facil de verificar que ~}, es una relacién de equivalencia en CE(S). A la
clase de equivalencia de una curva bajo esta relacion se le llama su tipo topoldgico. El objetivo de esta
seccion serd ver que hay una cantidad finita de tipos topoldgicos de curvas esenciales en una superficie.
Para esto es oportuno convenir el significado de cortar a una superficie.

Dada una curva « en una superficie cerrada S, cortar a S a lo largo « es el proceso que consiste de
quitarle a S el interior de una vecindad regular (cerrada) de «. Esto genera una superficie compacta (no
necesariamente conexa) S, con dos componentes de frontera.

Se dice que una curva « en una superficie S es separadora si la superficie resultante de cortar a S
sobre a no es conexa. En la Figura 4 se ilustra una curva separadora y otra que no lo es.

Observacion 2.18. Nétese que si « no es separadora, entonces « es esencial.
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Figura 4: 8 es una curva separadora mientras que « no lo es.

Lema 2.19. Sea S es un superficie cerrada de género g > 0 y a una curva en S que no es separadora.
Entonces, S, es una superficie de género g — 1 con dos componentes de frontera.

Demostracion. Sea, N una vecindad vecindad regular de a con la que se obtiene S,. Luego, las dos
componentes de frontera de S, provienen de la frontera de N y son precisamente las componentes
conexas de S, N V.

ITipicamente, esta es la definicién de una curva cerrada simple que se utiliza en topologia algebraica, en donde una
curva solamente es una funcién continua del [0, 1] a la superficie.



Dado que S es una superficie cerrada de género g y S, tiene dos componentes de frontera, se tiene
que

X(8) =2-2g,
X(Sa) =229 —2= -2

Donde ¢’ es el género de S,,. Luego, S =S, U N, y por tanto

X(S) = x(Sa) + X(N) = x(Sa N N),

Puesto que N es homeomorfo a un anillo y S, NN es homeomorfo a una unién disjunta de dos copias de
S, se tiene que x(N) = 0 = x (S, N N). Por tanto, 2 —2g = —2¢’, de donde se deduce que ¢’ = g—1. O

Observacién 2.20. El lema anterior y el teorema de clasificacion de superficies implican que hasta
homeomorfismo, S, no depende de la vecindad regular de « seleccionada. Ademas que, los homeomor-
fismos preservan la propiedad de separacién de una curva, esto es que, para cualquier homeomorfismo
¢S — S, se tiene que una curva « es separadora si y s6lo si ¢(«) es separadora. Esto tltimo se debe a
que bajo homeomorfismos los complementos van a complementos de manera homeomorfa.

Lema 2.21. Sea S una superficie cerrada de género ¢ > 1. Si @ y f son dos curvas en S que no son
separadoras, entonces hay un homeomorfismo ¢ : S — S tal que ¢(«) = 8. Més atin, se puede pedir que
¢ preserve la orientacion.

Demostracion. Sean N, y Ng vecindades regulares cerradas de a y [, respectivamente. Se tiene que
So =8 —int(N,) y Sg =5 — int(Ng), y ambas son de género g — 1 > 0 y tienen dos componentes de
frontera. Ademads

0S4 = Sa N N, = 0N,

85ﬂ = Slg ﬂNg = 8N5.

Por el teorema de clasificacién de superficies, existe un homeomorfismo p : S, — Sgz. En particular,
tlas, : 0Sq — 053 es un homeomorfismo.

Ahora, como N, y Ng son ambos homeomorfos a un anillo y o y 5 estdn en el interior de N, y N3
respectivamente, existe 1 : N, — Ng un homeomorfismo tal que n(a) = 8. Més atn, se puede hacer que
nlon. = ulss.,-

Luego, por el lema del pegado (véase Lema 12.2 de [Kos80]), se tiene que la funcién ¢ : S — S dada
por

| plx) stz e S,,
d(@) = { n(x) sixz € N,

es continua. Mas adn, como u y 7 son homeomorfismos, ¢ también lo es. Finalmente, se tiene que

P(a) = B.
Si se quiere un homeomorfismo que preserve la orientacién, entonces si es necesario se puede post-
componer a ¢ con un homeomorfismo que invierta la orientacién de S y fije a . O

Observacion 2.22. El lema anterior tiene como consecuencia que el conjunto de curvas no separadoras
es un tipo topoldgico en CE(S).

Ahora bien, si a es una curva separadora esencial, entonces la superficie S, que resulta de cortar a S
sobre a tiene dos componentes conexas, cada una de estas partes tiene exactamente una componente de
frontera, las que provienen de borrar en S el interior de una vecindad regular de «. Haciendo una cuenta
similar a la realizada en la demostracion del Lema 2.19, se llega a que una de las componentes conexas
de S, tiene género k > 1 y la otra g — k. Al minimo entre g y g — k se le llama el género de a.

Usando una versién del teorema de clasificacion de superficies para superficies compactas no conexas,
se puede probar que si a y 8 son dos curvas separadoras esenciales en una superficie S con el mismo
género, entonces existe un homeomorfismo ¢ : S — S tal que ¢(a) = .

Lo anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 2.23. Sean «, § € CE(S), entonces a ~y, 5 siy sélo si S, y Sz son homeomorfas.



Esto se traduce como que el género de una curva separadora esencial determina su tipo topoldgico.
Por lo tanto, hay |g/2]| tipos topolégicos de curvas separadoras esenciales en una superficie S, de género
g > 2, puesto que hay |g/2| formas distintas de obtener (hasta homeomorfismo) superficies no conexas
cortando a S, sobre una curva esencial.

Lo anterior demuestra el siguiente teorema.

Teorema 2.24. Sea g > 1, entonces |[CE(Sy)/ ~n | = g/2] + 1.

Isotopia de curvas

Dadas dos curvas a v 3 en una superficie S, una isotopia entre o y 8 es una homotopia H : S'xI — S
tal que Hgi gy es una curva para todo t € I, Hlgixq0y = @y Hlsix{1} = B. Las isotopias de curvas
inducen una relacién de equivalencia en CE(S), a las clases de equivalencia bajo esta relacién se les llama
clases de isotopia de curvas.

Dada una isotopia de curvas en S, ésta se puede extender a una isotopia de S, a la cual se le llama
isotopia ambiente. Esto se enmarca en el siguiente teorema.

Teorema 2.25 (cf. Teorema 1.3, Capftulo 8, [Hir76]). Sea S una superficie. Si F : S* x I — S es una
isotopfa de curvas, entonces existe una isotopia H : S x I — S tal que H|gy o} es la identidad en Sy
H(F(s,0),t) = F(s,t) para todo (s,t) € S* x I.

3. Grupo Modular

Dada una superficie S, una isotopia de homeomorfismos S es una homotopia H : S x I — § tal
que H|gy 4y es un homeomorfismo para cada t € I. Se dice que dos homeomorfismos ¢, : S — S son
isotdpicos si existe una isotopfa H tal que Hlsix oy = f ¥ Hlsixf1} = 9-

Sea S una superficie de género g > 0, b > 0 componentes de frontera y n > 0 ponchaduras. Se denota
por Homeo™ (S;85) al grupo de homeomorfismos de S que preservan la orientacién y son la identidad en
la frontera de S. El grupo modular de S ?, denotado por Mod(S), se define como Homeo™ (S; 9S) médulo
isotopia relativa a la frontera, es decir, Mod(S) es el grupo de clases de isotopia de homeomorfismos de
S que preservan la orientacion y restringidos a la frontera de .S son la identidad.

Ejemplo 3.1. 1. Sea D? el disco cerrado, entonces Mod(D?) es trivial. Este resultado es conocido
como el Lema de Alexander, se puede encontrar como el Lema 2.1 de [FM12].

2. Sea A el anillo cerrado S! x [0,1], se tiene que Mod(A) es isomorfo al grupo abeliano libre en un
generador Z [FM12]. En la Observacién 3.3 se muestran generadores que dejan este resultado.
Giros de Dehn

Considérense el anillo A del Ejemplo 3.1(2) y el encaje topoldgico de A en el plano (6,r) dado por la
funcién (0,t) — (0,t+ 1). Con esto, détese a A con la orientacién inducida por la orientacién estdndar
del plano.

Definicién 3.2. La funcién T : A — A dada por la férmula
T(6,t) = (0 + 27t,t)
se le llama giro (izquierdo) de A.

Observacién 3.3. T es un homeomorfismo de A que preserva su orientacion y que es la identidad en
la frontera de A. Si se usa 6 — 27t en lugar de 6 + 27t en la asignacién de T', se obtiene lo que se conoce
como giro derecho. Estos giros son precisamente generadores de Mod(A) que te dejan el resultado del
Ejemplo 3.1(2).

2También conocido en literatura como grupo modular de Teichmuller, grupo de homeotopia o grupo de difeotopia



Sean S un superficie y sea « una curva en S. Considérense N una vecindad regular cerrada de
ay ¢: A — N un homeomorfismo que preserva la orientacién. El giro de Dehn en torno a « es el
homeomorfismo T, : S — S dado por

[ ¢poTo¢p Y (z) size€N,
Ta(x)_{x sizeS—N.

Una descripcion grafica de un giro de Dehn se puede apreciar en la Figura 5.

(=

«

|z,

Figura 5: Ilustracion del giro de Dehn en torno a «.

Observacién 3.4. T, depende de la vecindad regular N y de la funcién ¢. Sin embargo, la clase de
isotopia de T,, no depende de ninguno de los dos puntos recién mencionados. Esto es que, si N’ es otra
vecindad regular cerrada de ay ¢’ : A — N’ es otro homeomorfismo que preserva la orientacién, entonces
T, definido andlogamente a T, usando N’ y ¢, es isotépico a Ty,.

Se tiene que si a y 8 son dos curvas isotdpicas en S, entonces T, y T también son isotépicos. El
Hecho 3.6 de [FM12] asegura que el converso también se cumple.

Por otro lado, se tiene que si a es una curva esencial, entonces la clase de isotopia de T, es un
elemento de orden infinito en Mod(S) (ver Proposicién 3.2 de [FM12]).

Si vy 8 son dos curvas disjuntas entonces las clases de isotopias de Ty, y T3 conmuntan en Mod(S),
este hecho se puede ver de forma rapida observando que los giros de Dehn mencionados tienen soporte
disjunto.

Observacién 3.5. De lo recién mencionado se deduce que si a y 8 son dos curvas esenciales disjuntas
que no son isotépicas, entonces las clases de isotopia de T,, y T generan un subgrupo isomorfo a Z? en
Mod(S). Para g > 2, siempre se pueden encontrar (al menos) dos curvas esenciales disjuntas en .S, cuyas
clases de isotopias son distintas, y por lo tanto Mod(S,) tiene un subgrupo isomorfo a Z2. Se sigue del
Corolario que para g > 2 2.13 que Mod(Sy) no es un grupo hiperbdlico.

Se finalizara esta seccién enunciando el teorema siguiente, el cual garantiza que el grupo modular de
una superficie cerrada es finitamente generado.

Teorema 3.6 (Teorema de Dehn-Lickorish). Para g > 0, el grupo modular Mod(S,) estd generado por
una coleccién finita de giros de Dehn en torno a clases de curvas no separadoras.

En la Figura 6 se pueden apreciar una coleccién finita de curvas cuyos giros de Dehn respectivos
generan a Mod(Sy). Para mds detalles se puede consultar la Seccién 4 de [FM12], en particular la
demostracion del Teorema 4.1.
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Figura 6: Los giros de Dehn en torno a estas 2g + 1 curvas generan a Mod(Sy).

3.1. Accién del Mod(S) en C(S5)

El grafo de curvas de una superficie S es el grafo C(S) que tiene como vértices a las clases de isotopia
de curvas esenciales tales que dos clases forman una arista si tienen representantes disjuntos. C(S) es el
1-esqueleto del complejo de curvas definido originalmente por Harvey en [Har81], en el cual los simplejos
estan formados por clases de isotopia de curvas con representantes disjuntos. Para g > 2, el grafo de
curvas C(Sy) es conexo; Masur y Minsky prueban en [MM99] que C(S,) es hiperbdlico y de didmetro
infinito.

El grupo modular Mod(S) actia por isometrias sobre el grafo de curvas C(S) de la siguiente forma:
Sean [¢] € Mod(S) y [@] € C(S). Se define naturalmente [¢] - [o] := [¢p(a)]. Esta definicién no depende de
los representantes seleccionados de [¢] y [a]. En efecto, si ¢ es isotdpico a ¢ y « es isotdpico a (3, entonces
existen isotopfas H : S xI = Sdegdapy F:S'xI = Sdeaaf. Luego, F' : S' x I — S dada
F'(z,t) = H(F(z,t),t) es una isotopia entre ¢(a) y (). El hecho de que la accién sea por isometrias es
consecuencia de que los homeomorfismos y las isotopias preservan el nimero de interseccién geométrico
de las clases de isotopia de curvas.

Ahora bien, si Ola] y O[8] denotan las érbitas de [o] y [8], respectivamente, y son iguales, entonces
por definicién existe [¢] € Mod(S) tal que

De esto se sigue que ¢(3) es isotdpico «. Luego, la isotopia H del Teorema 2.25, aplicado a ¢(8) y a,
satisface que H|gx 1y : S — S es un homeomorfismo que manda ¢(3) a o, lo que implica que ¢() ~4 a.
Por definicién § ~p, ¢(8) v de la transitividad de la relacién ~j, en CE(S), se sigue que § ~p, a.

Ahora bien, si & denota el tipo topolégico de una curva « en S, entonces por lo descrito previamente,
se tiene que

¢ : C(S)/Mod(S) —s CE(S)/mp,
Ola] — a.
es una funcién bien definida.
Proposicién 3.7. La funcién ¢ : C(S)/Mod(S) — CE(S)/ ~p, es una biyeccién.

Demostracion. Es facil ver que ¢ es sobreyectiva: para cada & € CE(S)/ ~p, se tiene que ((Ola]) = a.
Resta verificar que ( es inyectiva.

Sean O[a], O[f] € €(9)/Mod(s) tales que & = . Se sigue que a ~;, 3, lo que significa que existe un
homeomorfismo ¢ : S — S tal que ¢(a) = 3. Luego, [¢] - [o] = [¢(a)] = [B]. Esto prueba que [3] estd en
la 6rbita de [a], lo que implica que O[a] = O[F]. Por lo tanto, ¢ es inyectiva. O

Del resultado anterior y del Teorema 2.24 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 3.8. C(5)/Mod(s) es finito.

4. Resultado principal

En lo consiguiente, S denotarda a una superficie cerrada de género al menos dos, y para hacer la
lectura més amena, se usaran las letras latinas f, h para denotar clases de isotopias de homeomorfismos
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de S y las letras latinas a, b, ¢ para denotar clases de isotopia de curvas de S. Con esta convencion, es
natural denotar por f(a) a f - a.

Por el Corolario 3.8, se puede fijar {a1,...,a,} una coleccién finita de representantes de las drbitas
de aristas la accién del grupo Mod(S) en el grafo C(S). Para cada 1 < ¢ < n, sea H,, el estabilizador de
a; en Mod(S), es decir,

H,, :={h € Mod(S) : h(ar) = ax}.

Los grupos H,, son subgrupos finitamente generados de Mod(S), esto forma parte de la demostracién
del Teorema 4.11 de [FM12]. El objetivo principal este trabajo es probar el siguiente teorema

Teorema 4.1. El grupo Mod(S) es débilmente hiperbélico relativo a {H,,, ..., Hqy, }.

Para demostrar este teorema, es necesario previamente hacer algunas construcciones y probar algunos
resultados.

De la definicién del conjunto {as,...,a,}, de deduce que para cada b € C(S) existe un vinico aj €
{ai,...,a,} tal que b estd en la misma dérbita que ag. Considérese el subconjunto

Hy :={h € Mod(S) : h(ax) =b}
del grupo modular.

Lema 4.2. Para cada b € C(S), con las descripciones previamente mencionadas, se tiene f € Hj siy
solo si Hy, = fH,,.

Demostracion. Evidentemente si Hy = fH,, entonces f € Hy, pues f € fH,,.
Si fe€Hyyhe fH,,, entonces existe h' € H,, tal que h = fh'. Luego,

h(ax) = f'(ar) = f((ar)) = f(ar) = b,

implica que h € Hj. Se sigue que la clase lateral fH,, estd contenida en Hy. Por otro lado, si g € Hp
entonces f~tg(ar) = f~1(g(ax)) = f~1(b) = ax, de donde se sigue que g € fH,,, por lo tanto H, esta
contenido en fH,,. Esto prueba que Hy, = fH,, si f € H,,. O

El lema anterior, en particular prueba que para cada b € C(S) el conjunto H} es exactamente igual a
una clase lateral de un tinico H,, . Entonces, si se considera un conjunto generador finito A de Mod(S) y

se denota por I' al conjunto de vértices de Cay(Mod(S), A) aconado respecto a {Hg,, ..., Hqy, }, se tiene
que

U:C(S) — f,
b— VH,
es una funcién bien definida.
Teorema 4.3. La funcién U : C(S) — T’ es una cuasiisometria.
Antes de dar una demostracién de este teorema, es conveniente probar un par de lemas.

Lema 4.4. Sean K y L dos grafos conexos, n : K — L una funcién. Si existe D > 1 tal que para
cualquier par vértices a,b adyacentes en K se cumple que dr(n(a),n(b)) < D entonces para cualquier
par de vértices u,v en K se cumple que dr,(n(u),n(v)) < Ddg (u,v).

Demostracion. Sean u,v dos vértices arbitrarios en K y n = dg(u,v). Se tiene que existe un camino
(zo,21,...x,) de u a v que realiza la distancia de u a v, esto significa que, g = u, x, = v y que z; y
x;4+1 forman una arista de K, para todo 0 < ¢ < n—1. Usando la desigualdad del tridngulo y la hipdtesis
del lema, se obtiene que

dr(n(u),n(v)) < dp(n(u),n(@1)) + -+ de(m(@n-1),n(v))
<nD

= Ddg (u,v).
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Lema 4.5. La funcién ¥ : C(S) — T es inyectiva y su imagen es el conjunto de los vértices conos de
Cay(Mod(S), A).

Demostracion. Sean b,b’ € C(S) tales que vy, = vg,, . Por el Lema 4.2, se sabe que Hy, = Hy = fH,,
para algin f € Mod(S) y algin k € {1,...,n}. Se sigue que f € H, N Hy, lo que significa que b =
f(ag) =0'. Por lo tanto, ¥ es inyectiva.

Recuérdese que un vértice cono vppg, en @(Mod(S),A) corresponde a una clase lateral hH,, .
Considérese b = h(ay) € C(S). Por definicién, se tiene que h € Hp. Del Lema 4.2, hH,, = Hy y se sigue
que ¥(b) = vy, = vpm,, . Esto prueba que el conjunto de los vértices conos de éa\y(Mod(S),A) es la
imagen de V.

En particular, ¥ tiene imagen cuasidensa, pues cada vértice en I' estd a distancia de a lo méas % de
un vértice cono.

Demostracion del Teorema 4.3. Se ha probado ya que ¥ tiene imagen cuasidensa, entonces solo resta
probar que ¥ es un encaje cuasiisométrico. En virtud del la Proposicién 2.2, es suficiente con encontrar
una funcién ® : ' — C(S) con ® o ¥ igual a la identidad en C(S) y constantes A, \" > 1 tal que para
cualesquiera b,b’ € C(S) se cumple que

df(UHb7UHb/) < Ade (b, b/)
y para cualesquiera vértices v, v’ en T se satisface que

de(®(v), @(v")) < Ndp(v,0").

Noétese que, salvo la accién del Mod(S) en C(S), hay una cantidad finita de pares (b,’) de clases
de curvas esenciales disjuntas en C(S) (es decir, pares que forma una arista en C(S)). Sea {(b;,b})}7",
una enumeracién de estos pares. Se tiene que para cada a; existe algiin b; en la misma érbita de a;,
esto significa que existe f € Mod(S) tal que f(a;) = b;. Sea f;; € Mod(S) un elemento fijo tal que
fji(ai) = b;. De manera andloga, se define f;k € Mod(S), f;k(ak) = b;.. Este proceso da como resultado
una lista finita de elementos del grupo Mod(S), y por tanto existe una constante D > 0 tal que la
longitud de cada fj; y f}; (respecto a la métrica de las palabras en Mod(S) inducida por A) es menor o
igual que C.

Sean b y b elementos de C(S) a distancia uno en C(S). Se sigue que existen h € Mod(S) y j €
{1,...,m} tales que h(b;) = by h(b;) =V'. Ademds, existen i,k € {1,...,n} con la propiedad de que
fiilai) = bj y fji(ax) = b}. Se sigue que hfji(a;) = h(b;) = by que hfj;(ax) = h(b}) = V'. Lo que
implica que hfj; € Hy y que hfj, € Hy. Por lo tanto

1
df‘(hfjiaUHb) = 5 y df(hfjk7UHb/) = — (4)

5
Ahora bien, la multiplicacién izquierda del grupo Mod(S) es una accién por isometrias del Mod(S) en sf
mismo, y por lo tanto se cumple que

ds(hfjis hfjr) < da(hfji hfjk) = da(fii, fi) < 2D. (5)

La tltima desigualdad es por la desigualdad del tridngulo y porque las longitudes de f;; y f;r son menores
a D. Ahora bien, usando las desigualdades (4) y (5) y una vez més la desigualdad de tridngulo, se tiene
que

dz(vm,,vm, ) < dp(vm,, hfji) +dp(hfji hfik) + de(hfik vm,) < 2D + 1.

Asi, por el Lema 4.4, para cualesquiera b, b’ € C(S) se satisface que

dor (v, vi, ) < (2D + 1)de (b, V).
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Ahora se procederé a demostrar la existencia de la funcién ® : T' — C (S). Para cada f € Mod(S)
se define Ay C C(S) como Ay := {f(a;) : i < n}. Puesto que la accién de Mod(S) en C(S) es por
isometrias, se tiene que para cada f € Mod(S),

didm(A,) = méx{dc(a,d’) : a,a’ € Ay},
— max{de(g(a:), 9(a,)) : irj <},
= méx{dc(a;,a;) : i,j <n},
= didm(Azq),
donde Id es el elemento neutro del grupo Mod(S). Esto indica que el didmetro de Ay no depende de f

y como Arg es finito, existe una constante D > 1 tal que didm(Ay) < D; para todo f € Mod(S).
Sea v € AUA™!, la distancia entre A, y Ay, se define como

d(Ay, Agy) :=min{dc(a,a’) : a € Ay ya' € Ay}
y satisface que

d(Ay, Agy) = min{dc(a,a’) : a€ Ay y d' € Ay},
= ml’n{dc(g(al)ag ( )) : Z?] < ’I’L},
= min{dc(a;,v(a;)) : 4,5 <n}
=min{dc(a,a’) : a € Aigy a' € A}

= d(Asq, A,).

Ahora bien, como A es finito, v puede tomar solo una cantidad finita de valores y por tanto que existe
una constante Do > 1 tal que d(A;q, A,) < Ds para todo v € AU A~1. Se sigue que d(Af, Afy) < Dy
para todo f € Mod(S) y todo v € AUA™L.

Con esto, se define ® : ' — C(S) dada por vy, — by f s ®(f) € Ay un elemento fijo cualquiera
en Ay. Por el Lema 4.5, ® es una funcién bien definida, ya que el conjunto de los vértices conos estd en
correspondencia biyectiva con C(.5). En particular se cumple que ® o ¥ es la funcién identidad en C(.5).

Se tiene que en C/a\y(Mod(S), A) los vértices adyacentes son de la forma {f, fy} cony € AUA=*—{Id}
o de la forma {f, vy, } con f € Hp.

Si son de la primera forma, por definicién se tiene ®(f) € Ay y ®(fv) € Af, y por lo tanto

de(®(f), ®(f7)) < didm(As) + d(A, Ap,) + didm(Ap,) < 2D, + Do,

Si son de la segunda forma, existe un unico k € {1,...,n} tal que f(ar) = b, y por lo tanto b € Ay.
Como por definicién ®(f) € Ay, se satistace que

de(®(vi,). O(f)) = de(b, ®(f)) < diém(A) = Dy < 2D1+ D,
Se sigue, del Lema 4.4, que para cualesquiera dos elementos u, v en r
de(P(u), ®(v)) < (2D1 + Da)dp(u,v).

Por la Proposicion 2.2 que ¥ es un encaje cuasiisométrico.

Con lo anterior finalmente se puede dar una demostracién del Teorema 4.3

Demostracion del Teorema 4.3. Puesto que la hiperbolicidad es un invariante cuasiisométrico y C(S) es
hiperbdlico, se sigue del Teorema 4.3 que Cay(Mod(S), A) es hiperbdlico. O
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5. Propiedad BCP

En este trabajo se han enunciado los conceptos de un grupo hiperbdlico y un grupo débilmente
hiperbdlico relativo; existe un concepto mas relacionado con la hiperbolicidad en grupos, este es el de un
grupo hiperbdlico relativo, el cual se podria pensar como un concepto que se sitia en medio de los otro
dos, ya que es mas fuerte como el concepto de un grupo débilmente hiperbdlico relativo, pero no tanto
como el de un grupo hiperbdlico.

Existen varias caracterizaciones de un grupo hiperbélico relativo, la que se dard en esta parte se le
atribuye a Farb [Far9g].

En lo consiguiente, G denota un grupo finitamente generado, A C G subconjunto generador finito
de Gy & = {Hy,...,H,} un conjunto finito de subgrupos de G finitamente generados. Considérese
(Ta\y(G, A) el grafo de Cayley de G respecto a A aconado por &2.

Dado un camino w en (Ta\y(G,A)7 se dice que w penetra la clase lateral fH; si w pasa por el vértice
cono vgp,; un vértice vy (respectivamente v1) que precede a vyp, (respectivamente, que sigue de vyg, ) se
llama vértice de entrada (respectivamente, vértice de salida) de w en la clase lateral fH;. Se dice que el

camino w en (/]a\y(G, A) es sin retroceso si para cada clase lateral fH; en la que w penetra, w no regresa
a fH; después de salir de fH,.

Definicién 5.1 (Propiedad BCP). Se dice que el par (G, &) satistace la propiedad BCP (bounded coset
penetration) si, para cada P > 0 existe una constante ¢ = ¢(P) > 0 tal que si u y v son P-cuasigeodésicas
sin retroceso en éa\y(G, A) con el mismo punto inicial y los puntos finales a distancia a lo més uno en
Cay(G, A) entonces se cumple las condiciones siguientes:

1. Si u penetra la clase lateral fH; pero v no la penetra, entonces los vértices de entrada y de salida
de u en fH; estdn a una distancia de lo més ¢ en Cay(G, A).

2. Si ambos u y v penetran las clase lateral fH; entonces el vértice de entrada de u y el vértice de
entrada de v en la clase lateral fH; estdn a distancia a lo mds ¢ en Cay(G, A). Similarmente con
los vértices de salida.

Se dice que G es hiperbdlico relativo a P si C/a\y(G, A) es hiperbdlico y la pareja (G, &) satisface la
propiedad BCP.

Behrstock, Drutu y Mosher en [BDMO09] introducen un nuevo invariante de espacios cuasiisométricos
al que llaman metrically thick, el cual es suficiente para que un espacio métrico no sea hiperbdélico relativo
a cualquier coleccién no trivial de subconjuntos. Con esto prueban que, para el grupo Mod(Sy ), con
3g+mn > 5, no existe una coleccién finita de subgrupos propios finitamente generados tal que Mod(Sy,)
se hiperbdlico relativo respecto a tal coleccién (Corolario 8.3 de [BDMO09]).
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