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Resumen/Abstract

Abstract. In this thesis we develop two topics, the first one deals with the study of
the representability of elements in prime fields as sums of fractions; more precisely, for

n a positive integer and A € IF, we are interested in the solubility of the congruence

Xi

ff — A (méd p),

withx; € Zandy; € J, for T # {0}, J # {0} short intervals from .

For the second part, we work in obtaining an estimate for the number of solutions
to congruences that involve the product of subsets in small intervals modulo a prime;
specifically, let s € Z, h a positive integer and X' C [1, h], we are interested in estimate
the number Ly(p, X, s) of solutions to the congruence

4 4
[T(xi+s)=]]lyj+s) #0 (médp), x,yj€X.
i=1 j=1
We apply this bound to obtain new results on the number of integer points on expo-

nential curves modulo a prime.

Resumen. En la presente tesis se desarrollan dos temas, el primero concierne al
estudio de la representabilidad de elementos en campos primos mediante sumas de
fracciones; mas precisamente, para n entero positivo y A € IF, fijos, nos interesa saber

cuando la congruencia
nox
Y S =1 (méd p),
i=1Yi

admite soluciones con x; € Zyy; € J,paraZ # {0}, J # {0} intervalos pequefios
de IF,.

El segundo tema trata de la obtencién de una estimacién fina para el ntiimero de



Resumen II

soluciones a congruencias que involucran el producto de subconjuntos en pequefios
intervalos médulo primo; de manera concreta, sean s € Z, h entero positivoy X C

[1, h], nos interesa estimar el nimero Ly(p, X, s) de soluciones a la congruencia

4

4
[Txi4+s)=]]j+s) #0 (mod p), x;,y; € X.
i=1 j=1

Esta estimacién encuentra aplicacién en la obtencién de una cota superior no trivial
para el nimero de puntos enteros sobre curvas exponenciales médulo un primo.
Palabras clave: Campos primos, producto de conjuntos, suma de conjuntos, con-

gruencias multiplicativas, congruencias exponenciales.
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Introduccion

En el presente trabajo de tesis se desarrollan dos temas, el primero concierne al estudio
de la representabilidad de elementos en campos primos mediante sumas de fracciones;
mads precisamente, para n entero positivo y A € F,, fijos, nos interesa saber cuando la

congruencia

=

Y =2 (mod p),
i—1Yi
admite soluciones con x; € Ty y; € J,paraZ # {0}, J # {0} intervalos de FF,.

El segundo tema trata de la obtencién de una estimacién fina para el nimero de
soluciones a congruencias que involucran el producto de subconjuntos en pequefios
intervalos médulo primo; de manera concreta, sean s € Z, h entero positivoy X C

[1, h], nos interesa estimar el namero Ly (p, X, s) de soluciones a la congruencia

4 4

[Txi+s)=]]j+s) #0 (mod p), x;,y;€ X.
i=1 j=1

Esta estimacién encuentra aplicacion en la obtencién de una cota superior no trivial
para el nimero de soluciones (x,y) a la congruencia exponencial

x=ag’ (mdd p),

donde a y g son enteros fijos tales que a es primo relativo a p, g tiene orden multiplica-
tivo mayor que /1, y (x,y) recorre los puntos enteros de un cuadrado de lado .
Los resultados de nuestro trabajo en los temas antes mencionados se hallan en los

siguientes articulos conjuntos:

I. C. A. Diaz, M. Z. Garaev, Sums of fractions modulo p, Arch. Math. 106 (2016), 337-
344.

1. C. A. Diaz, M. Z. Garaev, ]. Herndndez, Products of subsets of small intervals and
points on exponential curves modulo a prime, Acta Arith. 193 (2020), 309-319.
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Introduccion 2

La tesis consta de tres capitulos. El capitulo uno lo dedicamos a introducir nociones
basicas acerca de las congruencias aditivas y su relacién con las sumas trigonométri-
cas, asi como algunos conceptos elementales sobre la suma y producto de conjuntos en
campos primos. El capitulo 2 corresponde a nuestros resultados respecto al problema
de sumas de fracciones médulo p. Por dltimo, en el tercer capitulo presentamos nues-
tro estudio del problema de productos de pequefios intervalos y puntos sobre curvas
exponenciales en campos primos. A continuacién damos un resumen mas detallado

del contenido de cada uno de los capitulos.

Resumen al Capitulo 1

En esta parte de la tesis se presentan los conceptos preliminares que serdn necesarios
en el Capitulo 2. Por ejemplo, se establece la férmula para el nimero de soluciones de
una congruencia aditiva mediante sumas trigonométricas, y también algunas conside-
raciones acerca de la suma y producto de conjuntos en F,.
Dados X1, Xp,..., X, C Z, A € Z y m un entero positivo, una congruencia aditiva

es una de la forma

X1+x+...+x,=A (méd m),

x1 € X1,x0 € Xo,...,xy € X,

El problema principal es determinar cuando una congruencia aditiva tiene solucién y,

de ser posible, proporcionar una férmula asintética para el nimero de soluciones.

Resumen al Capitulo 2

Las preguntas que involucran suma de fracciones médulo p han sido de interés en el
ambito de las congruencias aditivas. Una de tales cuestiones es el llamado problema de
Erd&s-Graham el cual busca saber si es verdad que para todo ¢ > 0, existe kg = ko(c) tal
que para cualquier primo py A € Z, existen k < kg enteros x; € [1,p],i =1,2,...,k,
tales que

1 1 1

—+—=+...+
X1 X2 X

=A (méd p). (1)
Sic > 1/2 la respuesta afirmativa se sigue de estimaciones cldsicas para las sumas de
Kloosterman. El caso ¢ < 1/2 fue resuelto por Shparlinski [21] utilizando estimaciones
de Karatsuba para un anélogo a las sumas de Kloosterman.

De manera natural uno se puede preguntar por el caso de intervalos no iniciales,

es decir, de la forma [L 4 1, L 4 p°]. Resulta que si ¢ < 1/2 es de una dificultad mucho

2



Introducciéon 3

mayor, donde el principal obstaculo proviene de que ahora no hay control sobre el
tamafio de los productos de elementos del intervalo. Si bien esta pregunta permanece
abierta, Shparlinski [20] estableci6 que si en lugar de sumar inversos se consideraban
sumas de fracciones, entonces era posible obtener resultados para intervalos arbitrarios
con 1/3 < ¢ < 1/2. Ocurre que en su resultado el nimero de sumandos necesarios es
grande cuando c se toma cercano a 1/3. Mds precisamente, utilizando estimaciones de

sumas exponenciales con fracciones Shparlinski demostré el siguiente teorema.

Teorema (Shparlinski [20]). Sean 7 y J dos intervalos en Fy. Entonces el niimero R =
R(A,Z, J) de soluciones a la congruencia

X1 X2 Xn — A
TR (méd p), )
X1,%X,.., X0 €L, yL,Y2,...,Yn €J,

satisface

I?’l n
- 217

< [ZNT| (1212 + (pl 7)) "2 ) po 0.

De este teorema se sigue que sin > 3y |Z| = || > p¥ 2%, entonces la congruen-
cia (2) tiene solucién para cualquier ¢ > 0. Notemos que para que n/(3n — 2) + € esté

cercano a 1/3 el valor de n debe ser grande.

En nuestro trabajo [9], combinamos herramientas analiticas y combinatorias para
obtener la existencia de soluciones a (2)) para una cantidad de sumandos menor que la

requerida por el teorema de Shparlinski. Los resultados conseguidos son los siguientes.

Teorema (Diaz, Garaev [9]). Sean Ty J intervalos de IF, tales que
ZI?|T| > pte, |ZI T > pite

Entonces para cualquier A € IF, la congruencia

8
Y= (mod p) 3)

tiene soluciéon con x1,...,xs € Zyyy,...,ys € J.

En particular, de este teorema se sigue que para cualquier € > 0 existe 6 = d(e) > 0
tal que si Z y J son intervalos de IFj, con

1 1
Z] > p3*e, |71 > pa?,

3



Introduccion 4

entonces cualquier elemento A € IF, puede ser representado en la forma (3) para algu-
nos xi1,...,Xx3 € Zyyy,...,ys € J. Notemos que en este caso (es decir, para n = 8) el
resultado de Shparlinski garantiza solucién cuando |Z| = |J| > p%H.

Teorema (Diaz, Garaev [9]). Sean Ty J intervalos de IF, tales que
71> pr, [T)| T3 > pite
Entonces para cualquier A € ¥ la congruencia
)3 T =) (méd p) (4)
tiene solucion con x1,...,x12 € Zyyy,...,y12 € J.

De este resultado se sigue que para cualquier ¢ > 0 existe 6 = d(e) > 0 tal que si Z
y J son intervalos de IF, con

Z) > pitte, 7] >

entonces cualquier elemento A € IF,, puede ser representado en la forma (4) para algu-
nos xi,..., X2 €Zyyy,...,yn € J.

Teorema (Diaz, Garaev [9]). Sean k un entero positivo fijo e Ly J intervalos de IF, tales que
Tl T > ptre.

Entonces para cualquier A € ¥ la congruencia

=

1k
Y =1 (mod p) )
i=1

i
i

<

tiene solucion con x1,..., X4 €LY y1,..., Yyax € J.
En particular, este teorema implica que para cualquier ¢ > 0 existe § = d(g) > 0, tal
que si Z'y J son intervalos de IF,, con

Z| > prite, | T| > prY,

4



Introducciéon 5

entonces cualquier elemento A € IF, es representable en la forma

=

=A (mdd p),

i
i

<

%
i=1
paraalgunos xq,..., X% €EZVyy1,...,Yax € J.

Resumen al Capitulo 3

En este capitulo, en primer lugar, estudiaremos congruencias del tipo

(x148)...(xn+s)=y1+5s)...(yn+5) Z0 (méd p),

donde p es un nlimero primo, y las variables pertenecen a un intervalo pequefio. Nues-
tro objetivo es obtener cotas superiores finas para el niimero de soluciones. Estas cotas
serdn aplicadas para obtener estimaciones no triviales al nimero, ]a,g(s; h), de solucio-
nes a
x=ag¥ (mdd p), ©)
s+1<x,y<s+h
donde 1 < p es un entero positivo y ¢ € IF, tiene orden multiplicativo T > h; ademds,
a,s € Zconmed(a,p) = 1.
Observando que paray € [s+ 1,5+ K] fijohay alo masun valorde x € [s+1,s + ]
que satisface la congruencia (6), se obtiene la estimacién trivial J; ¢(s; 1) < h.
De la teoria de estimaciones de sumas exponenciales y de caracteres se sabe que si
h < p*/%, entonces
Jog(s;h) < p'/?,

ver por ejemplo, Vinogradov [22], Montgomery [18] o Garaev [11]. Sin embargo, en el

rango h < p'/?

esta estimacion es peor que la trivial. El problema de obtener cotas no
triviales para [, ¢(s; h) para todos los rangos de & fue iniciado por Chan y Shparlinski
[6], con posteriores refinamientos de Cilleruelo y Garaev [8], y de Bourgain, Garaev,
Konyagin y Shparlinski [4, 5]. Mdas precisamente, para un entero positivo n y un entero

A #0 (méd p) denotamos con I, (s, h, A) al nimero de soluciones de la congruencia
(x1458)...(xn+s)=A (médp), 1<xy,...,x, <h.

Cilleruelo y Garaev [8] mostraron (para el caso n € {2,3}), y Bourgain, Garaev, Kon-

5



Introduccion 6

yagin y Shparlinski [4] (para cualquier n > 4), que si h < p'/ (=1, entonces se tiene
I,(s,h,A) < h°(), Esto a su vez implica que si i < pl/(”z_l), entonces

]a,g(s}h) < hl/n—o—o(l)'

En [5] Bourgain et. al. obtienen nuevas mejoras en el rango de h para n € {2,3}. Con-
cretamente, sea X’ un subconjunto arbitrario de enteros del intervalo [1, i] con | X| ele-

mentos. Denoétese por Ly, (p, X;s) al nimero de soluciones de la congruencia
n n

[Txi+s)=]](yj+s) #0 (médp), x,yj€X. (7)
-1 =T

Bourgain et. al. [5] probaron que si #*/|X| < p, entonces Ly(p, X;s) < |X|2h°(), y
si h8/|X[* < p, entonces L3(p, X;s) < |X[2h°(1). Como una consecuencia de estas

estimaciones ellos mostraron que

K1/2+0(1) g ]’l<p2/5,

. <
Jug(sih) < p1/3+e) si p< p3/20, ®)

Motivados por los argumentos de [5], obtuvimos una estimacién para el namero

Ly(p, X;s) de soluciones a la congruencia

(x1+5s)...(xa+s)=1+s)...(ya+s) Z0 (méd p),
Xi, Y e X C [1,]’1].

A partir de la cual conseguimos ampliar el rango de validez de la estimacién [, ¢ (s; ) <
h1/4+0(1) Nuestros resultados son los siguientes.

Teorema (Diaz, Garaev, Hernandez [10]). Sea X C [1, h] un subconjunto de enteros tal que
h14 h15
R [ < .
X T JAp <P
Entonces,
C logh
L4(p’ X,S) S |X|4e loglogh

para alguna constante absoluta C > 0.



Introducciéon 7

Corolario. Para h < p*/>' se cumple que

]a,g(sr'h) < h1/4+0(1).

Notacion

Para un ntimero primo fijo p, denotamos por IF, al campo de clases residuales médu-
lo p. A los elementos de F, los vamos a identificar con los elementos del conjunto
{0,1,...,p —1}.

Para un conjunto A la cardinalidad de A la estaremos denotando mediante |A|.
Para x € R denotamos por ||x|| a la distancia de x al entero mds cercano, es decir,
I = mingez{x — nl}.

Usaremos la siguiente notacion asintética, escribimos f(x) < g(x) para indicar que
existe una constante positiva C tal que |f(x)| < Cg(x), para x suficientemente grande.
En este trabajo, también estaremos utilizando f(x) = O(g(x)) de manera equivalente
a f(x) < g(x). La notacién f(x) = o(g(x)) significa que limy_, f(x)/g(x) = 0.
Finalmente, para funciones f, g : (0,c0) — R la notacién f(x) = ( g(x))o(l) indica que
para todo ¢ > 0 existe una constante ¢ = c(g) > 0 tal que |f(x)| < c(g(x))® para x
suficientemente grande.

Por ultimo, para n entero positivo el nimero de divisores positivos de n lo denota-

T(n) =)_1.

d|n

mos por 7(n), es decir,

Notemos que 7(n) es el nimero de soluciones a did, = 1, en enteros positivos dy, ds.
De manera general, para un entero k > 1, se denota por 7(1) al namero de solu-

ciones, en enteros positivos dy, . . ., dy, de la ecuaciéon
dldz...dk = n.

El siguiente resultado cldsico lo estaremos utilizando de manera frecuente.

Lema 0.1. Sea n entero positivo, entonces se cumple que

logn
T(n) S e loglogn’

para alguna constante positiva C. En particular, se tiene que T(n) = n°(),

Demostracién. Vamos a seguir la demostracién presentada en [16]. Sea n = pi' ... p.*

la descomposicion en primos de n. Ya que (1) = (a1 +1)(ap + 1) ... (ax + 1), se tiene

7



Introduccion 8

) : 9)

pucé > L etxélogz > a510g2,

que para cualquier 6 > 0 se cumple

Tn k 0
7(15)21—[<

i+1
IX,‘(S
i=1 \ P;

Como

se cumple que

a+1 1 1
—— <1 < edlog2,
pre = +(510g2_e

Utilizando esta desigualdad en (9) para los primos menores que 2!/¢, se tiene

T(n) 2170 a;+1
olog2
5 e I1 wo |
p>21/6 \ P

Por otro lado, si p > 2!/, entonces

Por lo tanto,

T(n) _ Al

Tomando
5— (1+¢)log2

~ loglogn
donde € > 0 es fijo, se sigue que

loglogn

20+9)lg2 Jog log n
(1+¢)log®2
(logn) e loglogn
(14 ¢)log®2
(logn)'~ T loglog n
(14 ¢)log®2
logn
loglogn’

T(n)
.

log(—5~) <

<elog2



Introducciéon 9

para n suficientemente grande. Luego

logn logn
< -9 o
log(t(n)) < (1+¢) logzloglogn + Slogzloglogn

logn
Por lo tanto,

logn
(142¢) logZIOglogn )

T(n) <e

para n suficientemente grande. [

Corolario. Para k entero positivo fijo, se cumple que

logn
C-_98
Tk(n) S e loglogn’

para alguna constante positiva C que solo depende de k.

Demostracion. En efecto, notemos que (1) es el ntimero de soluciones a
dldz...dk =n,

en enteros 1 < dy,dy,...,dx < n.Ya que cada uno de los d; es un divisor de 1, se sigue
que
T (n) < (t(n))"

Como k es un entero fijo, el resultado se sigue de la cota para 7(n). O






Capitulo 1

Congruencias aditivas

1.1 Sumas trigonométricas y congruencias aditivas

Sean m un entero positivo, A € Zy &, X>, ..., &}, subconjuntos finitos no vacios de Z.

Una congruencia aditiva es una de la forma

X4 +x,=A (mod m), (1.1)

X1 € Xp,...,xn € X

El problema general es hallar condiciones bajo las cuales esta congruencia admite so-
lucién y obtener, cuando sea posible, una férmula asintética para el ntimero de solu-
ciones, cuando m — oo.

Uno de los métodos utilizados para estudiar el nimero de soluciones a es
mediante sumas trigonométricas. El punto de partida para introducir esta herramienta

es la siguiente identidad elemental:

lmil e _ 1 si x=0 (moéd m), 12)
gy 0 si x#0 (moédm).

La cual se sigue a partir de la suma de una progresién geométrica, y del hecho de que
e’ = 1siysélosia € Z.
A partir de la identidad (1.2), al realizar la sustitucién x = x; + -+ x, — A se

obtiene

e 1 si i+ 4+x,—A=0 (méd m),

1
M=o 0 si x1+--+x,—AZ£0 (méd m).

11



Capitulo 1. Congruencias aditivas 12

De este modo, vemos que la expresion (1.3) corresponde a la funcién indicadora del
conjunto {x1,...,x, € Z:x1+---+x, = A (mdd m)}. Porlo tanto, si denotamos por
J al nimero de soluciones a (1.1 tenemos que

X1+ +XH

XL o sza

X1EX] xpeXH anXn
1 m—1

LYy g e

a=0 x1€X] x€X), Xn€Xy

Y1+ Jan A

Separando el término a = 0 se obtiene

| X7 ]| Al
m

J = + Error,

donde

X1+ +”Cn A

Error = Z Z Z Z i T

a=1 x1€X] x> Xn€Xy

El problema de hallar una férmula asintética no trivial para | se reduce a investigar

bajo qué condiciones se tiene que

Error = 0 (M) ,
m

1.2 Suma y producto de conjuntos

Otro método ampliamente utilizado para abordar el problema de la solubilidad de (1.1)
es el uso de técnicas combinatorias, concretamente usando resultados de suma y pro-
ducto de conjuntos en campos primos. En las siguientes lineas presentamos nociones

béasicas de estos conceptos.

Dados los subconjuntos no vacios X7, X, ..., &, C [Fj, el conjunto suma &7 + - - - +

X, se define mediante
X1+X2+-~~+Xn:{x1+~~~—i—xn:xi€Xi,1 §z§n}
Para un entero positivo k y X C IF, la suma k—muiltiple de A" se define como

kX =X+X+- -+ X ={x1+...+x:x, € X}

k sumandos

12



Capitulo 1. Congruencias aditivas 13

Utilizando la suma de conjuntos el problema de garantizar la existencia de solucio-
nes a (1.1) lo podemos establecer como el problema de demostrar que A es un elemento
de X1 + -+~ + Ay,

Anélogamente al conjunto suma, el conjunto producto se define por
XXXy ={xx0...x0x; € X, 1 < i< n}.
También haremos uso de la notacién

X l={x1:xex\ {0}

Sean X7, ..., &, C F,. Para A € IF) sea T) el nimero de soluciones a

X14+--+x, =A (méd p),
x; € X;.

Haciendo A = {x1 4+ --- + x, (mdd p) : x; € &}} tenemos que

2 )= Z (. oxm) ey x X Xyixp+--+x, =24 (m6d p)}|
AeA AeA (1.4)

= || ... Xl
Y también

Y 12=Y [{(x1,.cxn) €EX X x Xy ix 42, =A (mod p)} x
AcA AcA

{(y1,.coyn) €EX1 X+ X Xy:iyp+--+ys =A (mod p)}

=Y Hoxn), (i, yn) € Xy X oo X Xy (1.5)
AeA
X+t =A==+ +yn (méd p)}

T

donde T es el nimero de soluciones a la congruencia simétrica

K+t Xn S U Yt tyn (mod p),
xi,yieXi.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la suma ) . 4 Ty, y utilizando la

13



Capitulo 1. Congruencias aditivas 14

igualdad (L.5) tenemos

1/2
Y T < A2 (Z Ti) = A>T,
reA reA

Esta desigualdad junto con (1.4) conducen a una ttil relacién entre el ntimero de solu-
ciones de una congruencia simétrica y la cardinalidad del conjunto correspondiente, a

saber, la siguiente desigualdad

X112 ... | X |?

Al > =

14



Capitulo 2

Suma de fracciones médulo p

2.1 Planteamiento del problema y nuestros resultados

Sean p un nimero primo, A € [F, fijo,e Z y J dos intervalos en [F,. Vamos a decir que
un intervalo Z es no-cero si Z # {0}.

Motivados por el trabajo de Shparlinski [20], estudiaremos la siguiente congruencia

n

x:
= 6d p),
1-; i (méd p) 2.1)

xiEI,yiEJ,

donde Z, J son intervalos no-cero. Usando sumas exponenciales, Shparlinski obtu-
vo una férmula asintética para el nimero de soluciones a congruencias de la forma

T ai% = A (mdd p). Para el caso de (2.1)), sus resultados implican estimaciones no
triviales bajo ciertas condiciones impuestas a los tamafios de 7 y J. En particular, si
n>3yl|Z| = |J| > p"/ =2+ entonces la férmula asintética obtenida por Shpar-

linski resulta ser no trivial para cualquier ¢ > 0.

En esta parte de la tesis vamos a considerar el problema de la solubilidad de (2.1).
La idea principal en la cual descansan nuestros resultados es la de combinar herra-
mientas analiticas y combinatorias. Esta idea nos va a permitir garantizar la existencia
de soluciones a bajo condiciones més débiles en los tamafios de Z y J. En los
enunciados de los teoremas ¢ siempre denotara una constante positiva fija, y p sera
un ntimero primo. En seguida presentamos el primer teorema de este capitulo, el cual

corresponde a una mejora para el caso n = 8.

15



Capitulo 2. Suma de fracciones médulo p 16

Teorema 2.1 (Diaz, Garaev [9])). Sean 1 y [J intervalos no-cero de I, tales que
ZPIT| > ptte, ZI TP > pte

Entonces para cualquier A € ¥ la congruencia

X1 X2 X8 ,
—4+=4+...+==2A (mod 2.2
n " ( p) (2.2)

tiene solucion con (x1,...,x3) € I8y (y1,...,ys) € J°.

Del Teorema se sigue, en particular, que para cualquier ¢ > 0 existe un 6 =
6(e) > Otal quessi |Z| > p!/3¢y |J| > p!/37¢, entonces cualquier elemento A € F,
puede ser representado en la forma para algunos (x1,...,x3) € Z8y (y1,...,ys) €
J8. Este resultado representa una mejora respecto a lo obtenido por Shparlinski, pues

para este caso de su trabajo se sigue que hay solucién cuando |Z| = | 7| > p*/11+e.

El segundo teorema que enunciaremos corresponde al caso n = 4k, para k > 1.

Teorema 2.2 (Diaz, Garaev [9]). Sean k > 1 un entero positivo fijo, T y J intervalos no-cero
de IF, tales que
|I||j|2k/(k+1) > pl—i—s.

Entonces para cualquier A € ¥ la congruencia

| =

‘=1 (mod p) (2.3)

4k
3
i=1

<

tiene solucion con (x1,...,x4) € Z% y (y1,...,ya) € T*.

En particular, para cualquier ¢ > 0 existe § = d(g, k) > 0 tal que si |Z| > p!/(kt1)+e
y |J| > p'/?7, entonces cualquier elemento A € IF, es representable en la forma (2.3)

para algunos (x1,...,x4) € %y (y1,...,ya) € T*.

Por altimo, presentamos un resultado referente al caso n = 12.

Teorema 2.3 (Diaz, Garaev [9])). Sean Z y J intervalos no-cero de I, tales que
|j’ > P5/199/ ‘IHJlZl/ZO > P3/4+€-

Entonces para cualquier A € ¥ la congruencia

M2 o) (med p) (24)

yi. 2 Y12
16
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tiene solucién con (x1,...,x12) € L2y (y1,...,y12) € T2

Como una consecuencia del Teorema [2.3| se tiene que para cualquier ¢ > 0 existe
6 =6(e) > 0tal quessi |Z| > p/40T¢y [ J| > p'/27?, entonces cualquier A € FF, puede
ser representado en la forma ([2.4) para algunos (xi,...,x12) € Z2y (y1,...,y12) €
le_

2.2 Lemas

En la obtencion de los Teoremas (2.2)) y (2.3) se hace uso de la estimacién de Weil para
las sumas de Kloosterman. Para a,b y m > 1 enteros, la suma de Kloosterman asociada

a estos enteros se define por

. -1
S(a, b;m) — Z eZmuerrl;x .

El siguiente lema se encuentra en [15, Corolario 11.12].

Lema 2.1. Sean a, b, m enteros, con m positivo. Entonces

S(a, b;m)| < T(m) (med(a,b,m))"/?m'/2,

En particular notamos que en el caso m = p con p primo y mcd(a, b, p) = 1, se tiene
S(a,bip)| < 29172

El resultado del Lema 2.1|lo utilizaremos en conjuncién con la siguiente estimacion

de Vinogradov [23] para una doble suma trigonométrica.

Lema 2.2 (Vinogradov). Para cualesquier enteros M, L con M > 1 se cumple la desigualdad

m—1| L+M ax
Z Z e | < mlogm.
a=1 |x=L+1

Demostracién. Notemos que la suma interior es una suma geométrica la cual se puede

calcular como

L+M M—1 271 M
ax ca(L+1) ‘ax a4 [ e m —1
} : eme _ eZm o E : eanm _ 62711 o - )
627'[% 1

17
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y=2(1-x) y=2x

y = sen(7x)
05 1
05 1
Fig. 2.1
Como
-aM -aM -aM _ ;aM
627117 -1 em?(em m — e Ty )
ia - ia a A
eZm% -1 el (emm —e mm)
a
e™m [ sen (anM)
eMm \ sen(Z%) ]’

tenemos que

L+M i M taM
Y | = it e sen (%5°)
e ﬂﬂ)

x=L+1

IN

IN

De la figura (2.1) tenemos que

2x si 0<x<1/2,
sen(rmx) >
21—x) si 1/2<x<1.

Luego sen(7tx) > 2||x|| para 0 < x < 1. Por lo tanto,

1 < 1
jsen (20)] 21211

18
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Como ||x|| = [|1 — x| yparal <a < m/2setiene ||| = ;- se sigue
m—1| L+M o m/2
Y )y M| <2y — < mlogm. O
a=1 |x=L+1 =1 24

Del trabajo de Glibichuk [14] se sabe que si |X'||Y| > 2p, entonces 8X') = ;. La
siguiente version obtenida por Garaev y Garcia [12] (ver también Garcia [13] para una

afirmacién més general) serd parte importante en la obtencién de nuestros resultados.

Lema 2.3 (Garaev-Garcia). Sean A, BB, C, D subconjuntos de IF;; tales que
AllC| > 2+V2)p, |B||D| > (2+V2)p.

Entonces

(2A4)(2B) + (2€)(2D) = F,.

Demostracién. Consideremos el siguiente conjunto

H:{‘Zlizz (méd p) :dy,dy €D, b1, by €B y by +by 0 (mc’)dp)}.
1 2

2
Afirmacién. Si|B||D| > p entonces |H| > p — —|B||§>|,p-

En efecto, consideremos el conjunto R = [Fj, \ H. Sea I el niimero de soluciones a la
congruencia
di+dy = A(by +by) (méd p),
di,d» € D, b;,bbeB, AeR.

Ya que A € R se sigue que las tnicas posibles soluciones son cuando b; +by; = 0
(méd p), luego también debemos tener que di +d, = 0 (mdd p). De estas conside-
raciones se sigue que I < |B||D||R|. Por otro lado, expresando a I mediante sumas

trigonométricas tenemos que

ﬂ(dl +d27/\(b1 +b2))

- ¥ r piyert

d1,d2€D by,bpeB AER p a=0

IBP|IDPPR| | 1hZ 2riad ? o piab ?
= —+ = Z Z ey Z Ze P .

p pazl deD AER \beB

19
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Recordando que I < |B||D||R|, tenemos que

2 2
BI2|D|?|R 1P-d ad b
| | | | | | < |B||D||R|—|——Z ZeZHZP Z Ze 27ti
pazl deD AER |beB
177 1 ‘d2 /\b2
<|BIID|IR|+ - ¥ | ¥ &% 2 Y e
P =1 |dep —0 |beB

2
Z eZm ?

_ 18||p||R| + PBD Z
p
deD

2
< [B[|DIIR| + |B]| Z

Z eZm P

deD
= |B||D||R| + p|B||D|.

De aqu1 se sigue que |R|(|B||D| — p) < p* Ya que |B||D| > p, tenemos que |R| <
BID=p |D| . De este modo obtenemos que
2

p
H=p—|R|>p— e,
Ml =p= IR > p— b

lo cual demuestra la afirmacion.

Continuando con la demostracion del lema, denotemos por T al ntiimero de solu-

ciones a la congruencia

a+hc=a+hc; (méd p),
a,a1 €A, c,c1€C, heH.

(2.5)

Observemos que si tomamos ¢ = c; en (2.5), entonces a2 = a; y en este caso la congruen-
cia tendra a lo més | A||C|| | soluciones. Por otro lado, si tomamos ¢ # c; entonces h
queda univocamente determinado y tendremos a lo més | A|(].A| —1)|C|(|C| — 1) so-
luciones. De lo anterior se sigue que T < |A||C||H| + |A|(]A| —1)|C|(|]C| —1). Luego,

existe un hy € H tal que el numero, T (hg), de soluciones a

a+hoc =ay+hoer  (mod p),
a,m € A, c¢,c1€C,

20
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satisface

AP[C?
]

Recordando la relacién entre el niimero de soluciones a una congruencia simétrica y el

T(ho) < |A||C] +

tamafio del conjunto correspondiente, tenemos

AP%[C]? [AP%[C]? [A[[C]
> > =
|A—|—hoc| fatl T(ho) ‘AHC‘ N |A|2|C\2 1+ |J‘47u|c|

Utilizando el resultado de la afirmacion se sigue que
A+ hoC| > g

Por lo tanto, para cualquier A € Fj, se cumple que |A — (A + hyC)| > &, de donde
(A+hoC)N (A —(A+hoC)) # @. Es decir, para cualquier A € F, existenaj,a, € Ay
c1,cp € C tales que

a1 +hoct = A —ay —hocy  (méd p).

La demostracién termina notando que hy es de la forma hy = ‘;iiiﬁ para algunos

dl,dzepybl,bzEBCOI‘Ibl—l—bzy‘éO (mc’)d p) O

El siguiente resultado se debe a Cilleruelo y Garaev [8].

Lema 2.4 (Cilleruelo-Garaev). Sean J un intervalo en IFp, y A € IF,,. Entonces el niimero
W) de soluciones a la congruencia

xy=A (médp), xyeJ,

satisface
3/2+0(1)
wy < L2 g

Demostracion. Consideremos el intervalo 7 = {L+1,L+2,...,L+ M} en IF,. Note-
mos que la congruencia xy = A (méd p), x,y € J es equivalente a

{xy+ Lix+y)=A—L2 (méd p), 26)

1<xy<M.
Por el principio de las casillas de Dirichlet tenemos que para cada entero positivo T < p

21
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existe un entero 1 <t < T y un entero u tal que

tL

uy (moéd p), |ug| <

I

De obtenemos que
txy +up(x+y)=c (mdédp), 1<x,y<M,

conc = t(A —L?) (méd p) y 0 < ¢ < p. Escribiendo esta congruencia como una

ecuacion tenemos
txy +up(x+y)=c—zp, 1<x,y<M, zecZ. (2.7)

Observando el rango en el que varian los términos involucrados en esta igualdad, te-

nemos
TM? 2M

txy +up(x+y) —c
+
p T

p

z| = + 1.

Por lo tanto, tomando T ~ 4/ % se sigue que z K (% + 1),

Notemos que para cada z la ecuacién (2.7)) es equivalente a
(tx +uo)(ty +up) =n;, 1<x,y<M, (2.8)

conn, = tc+ uf + tpz. Dado un entero z sea J, el nimero de soluciones a (2.8); entonces

tenemos que

M3/2
Wy, <« W—l—l rzrgzsz

1/3
SiM > pl—o, para cada z el nimero de soluciones |, estd acotado por t(n), el
numero de divisores de 7, el cudl es po(l) = M°1). Por lo tanto, tenemos W, <

3/2+0(1
Ml’l;;() +M0(1)-

1/3
SiM < ’91—0, en este caso consideremos dos soluciones (xo, o), (x1,y1) tales que
{x0,y0} N{x1,y1} = @. Entonces tenemos que

L(xo+ Yo — x1 — Y1) = x1y1 — Xoyo (méd p),

de donde

L=ab™! (moédp), 0<|a| <M? 0<|b <2M.

22
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Multiplicando por b a la congruencia obtenemos
bxy +a(x+vy) =b(A —L?) (méd p).
Esta congruencia se puede escribir como
bxy+a(x+y)=c; (méd p), (2.9)
con ¢y = b(A — L2) (méd p) y |e1] < p/2. Observando que

lbxy +a(x +vy) —cq| <aM® + p'/?
<p,

se sigue que la congruencia es de hecho una igualdad. Por lo tanto, tenemos
bxy+a(x+y) = c1.
Esta igualdad es equivalente a
(bx +a)(by +a) = bey + a?,

donde |bc; + a?| < p*/3 < M*. Luego, en este caso el niimero W, de soluciones esta

acotado por el nimero de divisores de bc; + a2, el cual es M1,

Por lo tanto, en cualquier caso tenemos que

|j|3/2+o(1)

pl/2 +171°0. -

W) <

Consideremos la congruencia x ' +y~! —A =0 (méd p), donde A € IF,. Multipli-
cando por xy obtenemos que x +y — Axy = A(x + A ) (y+ A7) — A" =0 (méd p).
De aqui se sigue que (x + A1) (y + A71) = 172 (méd p). Y se tiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.1. Sean J un intervalo en F,yAe IF;;. Entonces el niimero W) de soluciones a
la congruencia

x4y t=A (modp), xyeJ,
satisface

|j|3/2+o(1)

Wy < T + |j|0(1). (2.10)

23
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Lema 2.5 (Ayyad, Cochrane, Zheng). Sean L, ..., Ly enteros, y Hy, ..., Hy enteros positi-
vos. El niimero | de soluciones a la congruencia

X1Xp = x3x4 (mod p),

Li+1<x;<L;j+H;i=1,...,4

satisface
Hi||Hy||Hs||H.
’ 1 ’ ‘ 2‘ | 3| ’ 4’ 0

1
v ((|H1||Hz||Hs||Hy)? log? p)

J

Para la demostraciéon del Teorema [2.2| vamos a necesitar el siguiente resultado de
Bourgain y Garaev [3].

Lema 2.6 (Bourgain-Garaev). Sea J un intervalo no-cero arbitrario en IFy. Para cualquier

entero positivo fijo k, el niimero Ty de soluciones a la congruencia

Vit Y Sy Tty (méd p), (2.11)

yl,...,yzkej,

satisface

ki), [TI* o(1)
T < | |T] +T |T|°. (2.12)

Demostracion. Sea J = {L+1,L+2,...,L+ N}. Primero consideremos el caso N <
k+1
p%. Vamos a ver que en este caso uno obtiene

T, < N+,
Sean
V= |NED/D |y = [NV = {L+1,L+2,...,L+2N}.
Para un v € [0.5V, V] dado, definamos la funcién 1, : J13 — Z.+ mediante
No(u) = |{(uy,v1) € 1 x [05V, V] :uvy =ugv  (méd p)}.
Por el Lema[2.5| se sigue que

Y Y n(u) < NV

u€Jy ve[0.5V,V]

24
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Por lo tanto existe un subconjunto V C [0.5V, V] con |V| ~ V tal que

Z No(u) < N1to() para cualquier v € V. (2.13)
ue

Para cualesquiera enteros y € ) = [0.5Y, Y] y v € V fijos, la cantidad Ty no excede
el nimero de soluciones a la congruencia
1 1 1 1
U1 — o U = 0¥k Uk+1 — OYk+1 Uok — UY2k

(méd p), (2.14)

en enteros u; € J1. Luego, sumando sobre los y; € ) y v € V y expresando el niimero
de soluciones a la congruencia (2.14) mediante sumas trigonométricas, obtenemos

2k
-n(u—v )’1
YAVT, < = Z YIY YA (2.15)
P n=0vcy ueJyyey
Parav € V y Bdelaforma B = 2° < N, denotemos por
Sop={u € J1:05B <n,(u) < B}.
Entonces
T =S5
B
y yaquev € V, por (2.13) tenemos
Nl+0(1)
|Sy,8] < 5 (2.16)
De (2.15) se tiene
1+0 _1 n(u—v )71 2k
YZkVTk<<N ZZZ(}: YA > .
B n=0veV \u€S,p |ycy

Por lo tanto, de la desigualdad de Holder y de (2.16)), obtenemos para algtin B fijo, que

2k
Ne@ /N\2-thd 5 inluoy) !
YAV, < (E) Y Y Y|y 217)
n=0veV ucS,p |[ycy

25
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La cantidad o
'Yy or | pe
— e P
p n=0veV uesS,p |[yey

estd acotada por el nlimero de soluciones de la congruencia

1 1 1 1 ,
Uy —oin Up — VY Upr1 — DYkt Uk — VYok

veV, ucS,p ye.

De este modo, se tiene la cota

L p 2k

IO MDY

P =0 veV ueS, p

140(1)
< YkVNT +Y%*B,

oot
Y e

yey

Por lo tanto, de (2.17) se tiene

N1t+o(1)

YZkVTk < NZk—1+0(1)B—2k+1 (ka + YZkB> )

Asi,
N2k—1+0(1)

2k?
N# 1+0(1),
v SN

Tk < N2k+0(1)Y_k+

de donde el resultado es cierto para este caso.

Supongamos ahora que N > pkzikl. Dividiendo el intervalo J = [L+1,L 4+ N] en
K~ N p’kzik1 subintervalos de longitud a lo més N; = pk%k1 se tiene que para algunos
intervalos J1, 7, . . ., Jox de longitud Nj se cumple la estimacién

2k
N
Ty < K*R; < ( k+1) Ry,
pT

donde Ry es el ntimero de soluciones a la congruencia

1
.. 44— méd p),
X1 Xk Xk+1 X2k ( p)

Expresando el namero de soluciones a esta congruencia mediante sumas trigonométri-
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cas, y aplicando la desigualdad de Holder se llega a

Rk<H 1/2k

donde R (i) es el ntimero de soluciones a la congruencia

1
X1 Xk Xk+1 Xok ( p)

Por lo tanto, para algtin i = i se tiene
Ry < Ry (io)-

k+1
Ya que |J;,| < N1 = p'% , tenemos que

2k2.
Ry (ip) < N{‘““’(” = pFNe),
Luego,
N 2k N2k+o(1)
Tk < T pkNO(l) =
pW p
y la demostracién al Lema (2.6)) esta completa. O

La demostracién al siguiente lema se encuentra en [20, Lemma 7]. Este sera utiliza-

do, siguiendo la prueba de Shaprlinski, para obtener una férmula asintética al ntimero

de soluciones a (2.1).

Lema 2.7 (Shparlinski). Sean Z y J intervalos de [0,p — 1| y sea W C I x J un conjunto
convexo arbitrario. Entonces, uniformemente sobre sobre los enteros a primos relativos con p,
se cumple

aq——- y_
Y M < <|I|+p1/2\.7|1/2) o(1),
(xy)eW

El dltimo resultado que se demostrara en esta seccién es la férmula asintética ha-
llada por Shparlinski [20] para el niimero de soluciones a (2.1). Esta férmula la vamos
a utilizar en la demostraciéon del Teorema concretamente, en el caso de intervalos

J relativamente pequefios.

Lema 2.8 (Shparlinski). Sean 7 y J intervalos no-cero de Fp. Entonces el niimero R =

27
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R(A,Z, J) de soluciones a

=

i

>

i=1

=A (méd p),

i

<

conx; € I,y; € J, satisface

R IR g1 (22 i 22) 0. e

Demostracién. Escribiendo a R mediante sumas exponenciales tenemos que

(g ey 1)

R- T p R

wrin€T yy e yned\{0} P a=

Intercambiando el orden de sumacién tenemos

n

1 p—l ) (x 71)
_ E Z p—2mial Z Z p27ria yp
a=0 xeZyeJ\{0}
1
|I| I|9*-7|n 4= 1 - 727r1a/\ Z Z 27‘[111 Yy )
x€ZyeJ\{0}

Para estimar el tamafio de la suma de la derecha, primero aplicamos el Lema [2.7| para

obtener una cota superior para la potencia n — 2 de la doble suma interior, y se obtiene

ann . n—2
R |;|? " - pito(1) (|I|_|_p1/2|j|1/2> W, (2.19)

donde
2

w=r|x r e

a=1 |xeZ ye J\{0}

Para esta tltima suma tenemos que

2

2
p—1 (1) 1
_Yly ¢ SRy o zpge e

a=1 |xeZyeJ\{0} a=0 |xeZ ye J\{0}
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Expandiendo el cuadrado e intercambiando el orden de sumacién se obtiene

2

_ _ 1.1
el 27ria G D) 2 2ria V1LY )
e e P

= pT’

a=0 |xeZ ye J\{0} x1,%€Z yq1,y,€T\{0} a=0
donde T es el nimero de soluciones a la congruencia
x1y2 =xy1 (méd p), x,x€Z, yi,y2 € J\{0}.

Por el Lema [2.5]se sigue que

T

_|ZPIIP? o(1)
== +o(zapt).

De este modo, por (2.20), (2.21) y (2.22) se tiene que

W= pT —|Z||T| < |Z||T|p" .

Por lo tanto, de (2.19) y (2.23) obtenemos

" T n-2
R-FEOIE < 211 (1214 p21712) " o,

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

La demostracién termina al observar que para el paréntesis de (2.24) se cumple que

T| 4 p1/2| 7|12 n=2 < 22 max { ], p1/2] 7|12 n=2
p p
_ méX{LZ‘n_z, <p1/2|j|1/2>n2} po(l)

= (IZ2+ (pl)™) .

2.3 Demostracion del Teorema 2.1

Podemos asumir |Z| > 10, | 7| > 10. Consideremos un intervalo Zy C IF, tal que

|Io| > 0.3|I|, 270 =1o+ 1y C 1.
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Es claro que tal intervalo siempre existe. Sea W) el nimero de soluciones a la congruen-
cia
1 1

x oy
Usando el Corolario 2.1 tenemos que

=A (moédp), x,yeJ\{0}

2 2 1 |j‘3/2+0 o
TP<|T\{0}P= Y wW<|gt+I v + |7t

Aeg1+T1
De aqui se sigue que
7'+ T 7Y > min { |7 |2, p1/2|j|1/2+0(1)} _
Denotando por A =D =Zy\ {0}, ypor B=C = (J '+ J 1) \ {0}. Tenemos que

Alle] = B[P > 01[Ty||T "+
‘ 1/2
> min { |ZI|7 20, (pZP7 1)
> p1—|—0.1£ > 4p

Luego se satisface la condicién del Lema Por lo tanto, obtenemos

(%) (4771) + (2L) (477") = F,.

Ya que 27y C Z, la demostracién del Teorema 2.1 estd completa. O

2.4 Demostraciéon del Teorema

La demostracion consta de dos casos.
Caso 1. | 7| > plkt1)/2k,

Fijemos un elemento xy € Z \ {0}, y denotemos por R al ntimero de soluciones a la

congruencia

Zyi_l =Ax,!, yied.

Basta con mostrar que R > 0. Denotando por J; = J \ {0} y expresando R via
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sumas exponenciales tenemos

p—1
R = )

Yir-Yak €T % g €p (61 <y1_1 et y4_k1 - )\XO_1>>
p—1

_ ﬂ+_ Z Z ep (ll (y1_1+".+y4_k1) ep <—a)\xo—1>>

P Pa= Ty1,--Yak €N

%4k+135%(mu;)(;;%<w-g)“.

yeN

De aqui se sigue que

4k

4k
k-l

(2.25)

Llx o)

- 15
P yeT

Aqui estamos utilizando la notacioén e, (z) = e?2/P_ Como una consecuencia de los

Lemas[2.1)y 2.2 tenemos

max < 3p1/2 log p. (2.26)

med(a,p)=

JE e ()

y€j1

En efecto, para med(a, p) = 1 se tiene

-1 p— -1
:ay 1 ay” b(y—x)
Z 627'(1 T — Z Z _ZeZm 7 Zm 7
ye yedi xeh P b=0
1 -1
1 Fz _oibx jay~ by
Sy p e g e
P p=0 xeN yen

Por lo tanto se tiene que

+by

Z eZm

yeN

Z —Zm'%"

0 |xeJy

—1
.uy
Z 62711 7

yeTN

3

< 1N
T

Estimando la suma sobre y € /1 mediante el Lema y separando el término corres-

pondiente a b = 0 tenemos

—1
2|j1| 1/2P

Z 6—2711'%

xeN

Z eZm 7

yeT
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Finalmente, ya que | J1| < p y por el Lema[2.2/se obtiene

< 2p'/2+2p'?logp

-1
ay
Z e2ﬂz—p

yeN

_.1/2
=p/“logp (2+ logp>

< 3p'/21og p.

Ahora, separando un cuadrado de la potencia 4k en (2.25), y estimando la potencia
4k — 2 mediante (2.26) tenemos

e 22 (o) )|
=1 |yen yeq
<o) 1B o o)
<) 1B o o)
()" LB E e (olto)
- (3p"2108p)" " 17

Por lo tanto,

4k
R > ’j;| . 34k—2|\71’p2k—1 (lOg p)4k—2 )
Ya que | 71| > |J| — 1 > $p*+1D/2% se sigue que R > 0y la afirmacion se verifica para

este caso.

Caso 2. | 7| < ptkt1)/2k,
Recordemos que T es el nimero de soluciones a la congruencia

y1_1+...+yk_1£yk_jl—|—...+y2_k1 (méd p),
yll---/kaej-
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Del Lema se sigue que para este caso se cumple
2k
Ty < (UI”‘Z/("“) + %) TP < | 72/ ) o)),

Por otra parte, de la relacién entre el nimero de soluciones de una ecuacién simétrica

y la cardinalidad del conjunto correspondiente, tenemos

|kj—1| N ’j‘zk S |j|2k/(k+1) —0.1e
|7 [/ (kD) Fo() P

Sea I C FF, un intervalo tal que |Zy| > 0.3|Z| y 2Zy C Z. La condicién del Lema 2.3[se
satisface con A = C = Zyy B = D = kJ . Luego, obtenemos

T(2k7 1) +1(2kT7Y) = F,

esto concluye la demostracién del teorema. O

2.5 Demostraciéon del Teorema

Sea R; el nimero de soluciones a la congruencia conx; € Z,y; € J. Hay tres
casos a considerar.

Caso 1. p%/1% < | 7| < p5/%7.

En vista del Lema [2.8|(aplicado con n = 12) el ntimero R; satisface

IlZ 12
| 1Z27]

Ry . ‘I|ll‘j’po'1€ _ |IHJ|6P5+O.15.

De la condicién del teorema se sigue que

0.1|Z"2| 7|2

0.11Z 12 j 12
’I’H’j‘po"lg< ; , ‘I‘|j‘6p5+0'18< | | | | )

p

Por lo tanto, Ry > 0y el resultado se sigue en este caso.
Caso 2. | 7| > p®/8.
Consideremos un elemento xy € Z \ {0} fijo. Denotemos por R; al namero de solu-

ciones a la congruencia

yl_1-|-,..—|-y1_21£/\x0_1 (méd p), vy, e J.
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Basta con mostrar que R, > 0. Denotando por J; = J \ {0} y siguiendo exactamente
el mismo argumento que en el Caso 2 del Teorema 2.2, obtenemos

AT 5 10
R >7—2 |J1lp° (log p)

Ya que | 71| > |J| —1 > 0.5p%/8, se tiene que R, > 0.
Caso 3. p1%/¥ < |J| < p*/8.

Siguiendo la notacién del Lema [2.6] denotamos por Tj al ntimero de soluciones a la

congruencia

1

1 1 1
i —=— 4. 4 —  (m6d p), e J. 2.27
Y1 Yk Yi+1 Yok ( p) /i ( )

Afirmacién. Tz < (T, T4)1/ 2 En efecto, expresando a T3 mediante sumas trigonométri-

cas tenemos

1 4.
T3 = Z Zep +y21+y31_y41_y51_y61))
Y€ P a=

1p 1 3, \3

T (x epwl)) (X o)
y€j1 ]/Ejl

1 ’”*1 °
= - Y eplay™)

pa:O ijl

e 2 4
= - Yo ep(ay )| | Y epayt)

pazO yeT yeh

Ahora aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

4\ 172
17= 17
e (EEeen]) (5

g\ 1/2
= ) (2.28)
= (T,Ty)"?

Observemos que cuando k = 2 el lado derecho de la congruencia (2.27) se puede fijar
de a lo mds | 7|*> maneras distintas. De esta observacién y del Corolario [2.1|facilmente

|]|3/2+0 R of 2
T, < e + TP T2

34
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yeN

Y eplay™)

671

se obtiene que
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Ya que | J| > p'®/37 > p'/3, se sigue que

|j|7/2+o(1)

T, < o172

(2.29)

Mis atn, por el Lema y la condicién | J| < p°/8, tenemos

8+40(1
Ty < ‘j’32/5+0 |\7| < |j|32/5+0(1),

Combinando esta estimacion con (2.28)) y (2.29), se colige que

|]|99/20+0(1)

T3 <
p1/4

De la relaciéon que entre el niimero de soluciones de una congruencia simétrica y la

cardinalidad del conjunto correspondiente, se sigue que

|J!6 1 i
<BI N =T +T T +T Y

Esto implica que
’3\771‘ > ‘j’21/22p1/470.1s.

Ahora, del mismo modo que en la demostraciéon del Teorema consideramos un
intervalo Zy C IF), que satisface

|Io| > 0.3|I|, 279 C 1.

Denotando por
A=D=1\{0}, B=c=(37")\{o}.

De lo antes expuesto se infiere que

|AlIC] = |B||D| > 0.1|Zo||3T 7|
> |I||j|21/20p1/4—0.28 > p1+0.1s > 479-

De esta manera, se satisface la condicién del Lema Por lo tanto,

(27o) (6J—1) + (2T <6j—1) =F,.

Ya que 27y C Z, la prueba concluye. O
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Capitulo 3

Producto de subconjuntos de intervalos

en ]Fp

3.1 Planteamiento del problema y nuestros resultados

Sea p un ntimero primo grande. Consideremos lo siguiente, un entero positivo h, un
entero ¢ de orden multiplicativo T > h, y enteros a,s con mcd(a, p) = 1. Denotemos

por J¢(s; 1) al nimero de soluciones a la congruencia

{x =ag¥ (mdd p), G3.1)

s+1<x,y<s+h.

Queremos estimar superiormente a ]u,g(s; h). Notemos queparauns+1 <y <s+h
fijo, esta congruencia tiene a lo mds una solucién x € [s + 1,5 + h]. Asi, la estimacioén
Ja,g(s;h) < h se cumple de manera trivial.

El problema de encontrar cotas superiores no triviales para J,¢(s; 1) se remonta a

un trabajo de Vinogradov [22] de 1926, en el cual se establece que
n? 1/27402
Jag(sih) = =+ O(p" " logp).

De esta férmula asintética se sigue que cuando h > p3/*logp el comportamiento
asint6tico de Juq(s; h) estd dado por h2/p. Por otro lado, si h < p3/log p se tiene la
siguiente estimacion

Jag(s;h) < p'/?log? p.

Posteriormente este problema y sus variantes han sido considerados en otros traba-
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jos (ver por ejemplo [18,[11], y las referencias ahi mencionadas). Sin embargo hasta 2010
todas las cotas obtenidas eran triviales para i < p!/2. El problema de encontrar cotas
superiores no triviales a J, ¢(s; i) para todos los rangos de & fue iniciado por Chan y Sh-
parlinski en [6]. En este trabajo ellos aplican estimaciones explicitas de suma-producto

de conjuntos en IF, para probar que

]ag(s} h) < h10/11+0(1)’

para h < pl1/19+0(1)

. Este resultado fue refinado en los trabajos de Cilleruelo y Garaev
[8], y de Bourgain, Garaev, Konyagin y Shparlinski [4} 5]. Concretamente, de [8] y [4]

se sabe que para cualquier entero n > 2 fijo, se cumple
1
Jog < p1/nto(1) para h < pr-1. (3.2)

El caso n € {2,3} de este resultado fue establecido en [8], haciendo uso de herramien-
tas de la teoria de aproximacion de Dirichlet y propiedades de la ecuacién generali-
zada de Pell. El caso n > 4 corresponde al trabajo [4], donde se aprovechan aspectos

aritméticos de los nameros algebraicos y propiedades métricas de polinomios.

Las ideas de [4] fueron desarrolladas en [5], donde consideraciones clave acerca
de la geometria de los nameros fueron agregadas. Esto les permitié obtener estima-
ciones finas para el niimero de soluciones a congruencias que involucran el producto
de subconjuntos de intervalos en IF,. Mas precisamente, sea L, (p, X’;s) el nimero de

soluciones a la congruencia
X1X0 ... Xy =Y1Y2...Yyn 20 (mébd p),
Xi,Yi € X,

donde X es un subconjunto arbitrario de enteros del intervalo [s + 1, s + &]. Bourgain

et. al. demuestran que

3
Lo(p, X;s) < |X[2h°0) si |h—X’<p,

K8
La(p, X;s) < |X)PneM) si — < p.
(P Xis) <|X <7
Como una consecuencia de estos resultados ellos obtienen la siguiente mejora sobre la
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estimacion (3.2) para los casos n = 2,3 :

B1/2+0(1) g h<r)2/5,

) <
Jag(sih) < p1/3+0(1) g h < p¥/2.

Basados en las ideas de [4} 5], en el trabajo [10] nosotros establecemos el siguiente

resultado.

Teorema 3.1 (Diaz, Garaev, Herndndez). Sea X C [s + 1, s + h| un subconjunto de enteros

tal que
h14 h15
X T ap <P

Entonces,
logh

Ly(p, X;s) < | X |*e lslogh
para alguna constante absoluta C > 0.

Este teorema lo aplicamos para obtener una estimacién superior para el niimero de

soluciones a (3.1). Especificamente, obtuvimos el siguiente teorema.

4/51

Teorema 3.2 (Diaz, Garaev, Herndndez). Para h < p*/°>" se cumple que

]a,g(s} h) < j1/4+0(1)

Notemos que este resultado mejora el rango para & obtenido en [4], de h < p!/15 a
h < p*/51,

3.2 Lemas

3.2.1 Resultante de polinomios

Sean f(x) = ap+mx+ - +a,x"y g(x) = by + byx + - - - + by x™ polinomios con
coeficientes reales, tales que a, # 0,b,, # 0. El resultante, Res(f, g), de f y g se define
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como el siguiente determinante

a, a,-1 ap—>» ... 0 0 O
0 a, a,-1 ... 0 0 O
0 0 0O ... a3 ap O
0 0 0 ... ap a1 ag
Res(f,g) := i A — 1),
(f g) bm bm—l bm—z 0 0 0 n m1§1?£n( 1 "Ll])
0 buy byq ... 0 0 0 1sjsm
0 0 0 ... by bp O
0 0 0 ... bp b1 b

donde Aq,..., Ay ¥ 1, ..., im son las raices de f(x) y g(x) respectivamente, contadas
con multiplicidad.

El siguiente es un resultado clasico de la teoria de polinomios, y sera utilizado en la
demostracion del Teorema

Teorema 3.3. Sean n,m > 0y sean f y g dos polinomios no nulos de grados n y m respecti-
vamente. Se cumple que Res(f,g) = 0siy sélo si f y g tienen una raiz comiin.

En seguida presentamos una cota para el resultante de polinomios obtenida por
Bourgain, Garaev, Konyagin y Shparlinski [5]. Consideremos dos enteros m,n > 2y
o € R. Se define la matriz circulante A(m, n, o) de tamafio (n —1) x (m+n —2) dela

siguiente manera

c oc+1 ... c+m—1 0 0o ... 0

0 -2 -1 0 ... 0
Alm,n,0) = o o+m o+m

0 0 o c+1 ee . o+m—1

Marquemos todos los elementos en la interseccion del i-ésimo renglén y la j-ésima
columnassii <j < i+ m — 1. Notemos que todos los elementos no marcados son cero

y, reciprocamente, para ¢ > 0 todos los ceros no estdn marcados.

Lema 3.1 (B-G-K-Sh [5]). Sean m,n > 2 enteros y 0,0 € R. Si en la matriz
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de tamafio (m +n —2) X (m 4+ n — 2), seleccionamos m + n — 2 elementos marcados de tal
forma que cada columna y cada renglén contiene exactamente un elemento seleccionado, la

suma de los elementos seleccionados es siempre igual a
X(m,n,0,0)=m—-1+4+0)(n—1+6)—0cb.

Como una consecuencia a este lema se tiene el siguiente corolario.
Corolario 3.1 (B-G-K-Sh [5]). Sean M > m,n > 2 enteros,c + M —m >0y 0+ M —n >
0. Asuma que una de las siguientes condiciones se cumple

1. o> 0;
2. 0>0;
3. 0+6>—1.
Entonces ©(M, M, 0,0) > X(m,n,0c + M —m,0 + M — n).

Demostracién. Notemos que por el lema anterior
X(M,M,0,0) —E(mnoc+M—-mb0+M-—n)=(c+M-—m)(0+M—n)—ob.
Cualquiera de las condiciones (1) — (3) implica que
(c+M—-—m)(6+M—n) > 00,

lo cual demuestra el corolario. O
Finalmente el siguiente lema es un caso particular de un resultado més general de

B-G-K-Sh [5].

Lema 3.2. Sean h > 1y 0,0 € R tales que 8 > 0, y sea M > 1 un entero fijo. Sean Py(Z) y

P>(Z) dos polinomios no constantes con coeficientes enteros,

M ) M .
Pi(Z)=Y a,ZM" y Py(Z) =) b;zM
i=0 i=0

tales que
la;| < AW, |bi| < ARTY, i=0,1,..., M,

para algiin A. Entonces
RGS(Pl, PZ) < hM2+M((T+9)’

donde la constante implicada en < depende tinicamente de A y M.
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Demostracién. Sin perdida de generalidad se puede asumir que A > 1. Definiendo

log A 9*:0+10gA

C=ot logh y logh’

se tiene 0* > gy 6* > 6 > 0. Luego se cumple la condiciéon (2) del Corolario (3.1). De

este modo se tiene
la;| < W, bl < WYY, i=0,1,..., M.

SeadegP) =mydegP, =n.Setienequel <m < Myl<n<M.

Las desigualdades
|aM—m| >1, ’bM—n| > 1,

implican que
cr+M-m>0, 6F+M-—n>0.

Recordamos que

A
ReS(Pl,Pz) = det ( 1) ,

A
donde
AM—m .-~ Ap-1 am 0 O 0
A = 0 amM-m ... apm-1 am O 0
0 0 AM-—m o+ --. AM—1 aM
y
bv—n ... by-1 by 0 0 ... 0
A, = 0 by—y ... by by 0 ... O
0 0 by—y .- ... by—1 bum

De la representacion del determinante mediante sumas y productos de sus elementos,
del Lema 3.1]y del Corolario[3.1]se deriva que

Res(Py, Py) < W MMom87),

Finalmente, la demostracién concluye al observar

1
~(M, M, c*,0%) = (M, M, ,60) + O (E) . O
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3.2.2 Elementos acerca de los enteros algebraicos

Recordemos que dado un polinomio no nulo P(Z) = ag + a1Z + - - - + a,Z" su altura

logaritmica H(P) se define como
H(P) = max {log |a;|}.
(P) = méx {logai}
Por extension, la altura logaritmica de un ntimero algebraico « se define como la altura
logaritmica de su polinomio minimo, esto es, del polinomio ménico de menor grado
con coeficientes racionales que tiene a « como raiz.
Vamos a necesitar la cota de Chang [7, Proposiciéon 2.5] para la funcién divisor en
campos de nimeros.
Lema 3.3 (Chang). Sea K una extension finita de Q de grado d = [K : Q|, y sea Z el anillo

de enteros en K. Sea también v € Zyi un entero algebraico de altura logaritmica a lo mds
H > 2. Entonces el niimero de pares (7y1,7y2) de enteros algebraicos y1,v, € Zx de altura

logaritmica a lo mds H con 5y = 172 es a lo mds e©H/108 H), donde la constante implicada
depende de d.
También necesitaremos la siguiente consecuencia al Teorema 4.4 de [17].

P. Si Pesde
altura logaritmica a lo mds H > 1, entonces Q es de altura logaritmica a lo mds H + O(1),

Lema 3.4. Sean P(Z) y Q(Z) dos polinomios con coeficientes en Z. tales que Q

donde la constante implicada depende solo del grado de P.

3.2.3 Elementos de la geometria de nimeros

Recordemos que una reticula en R"” es cualquier subgrupo aditivo de IR" generado
mediante combinaciones lineales enteras de 1 vectores linealmente independientes. Si
D C R" es compacto, convexo y con interior no vacio, decimos que D es un cuerpo
convexo. Diremos que el cuerpo convexo D es centralmente simétrico si para cada
x € D se tiene que —x € D.

Consideremos una reticula I' C IR y un cuerpo convexo D centralmente simétrico.
Parai = 1,2,...,n, el i—ésimo minimo sucesivo A;(D,T) de D con respecto a T se
define como el minimo ntmero positivo A tal que el conjunto AD contiene i vectores
linealmente independientes de la reticula I'. De la definicion se sigue que A1(D,T') <
A(D,T) < --- < Ay(D,T). Vamos a necesitar el siguiente resultado de Betke, Henk y
Wills [2].

Lema 3.5 (Betke-Henk-Wills). Para cualquier reticula I’ in R" y cualquier cuerpo convexo
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centralmente simétrico D se cumple

IDNT| <H( 0, r)+1)

Nosotros haremos uso de la siguiente consecuencia al lema anterior.

Corolario 3.2. Para cualquier reticula T in R" y cualquier cuerpo convexo centralmente

simétrico D tenemos
(2n 4+ 1)

n
Hmin{)\l(D,F),].} S W,

i=1
donde (2n + 1)!! denota el producto de los enteros positivos impares menores o iguales que
(2n+1).

Demostracion (Corolario). Sea A; = A;(D,T'). Por el Lema 3.5[se tiene que
DAT| <ﬁ(2—i+1>
T\
L 1
< T (2i +1) max {— 1}
A’

i=1

L 1
= (2i + 1! ] [ max —,1}.
i=1 Ai

Entonces ,
1
— < @i+1NDNIL
i=1 Max {All, 1}
La demostracién concluye al notar que [T} ; T} =T min{A;1}. O
A

3.3 Demostracion del Teorema

Recordemos que p denota a un ndmero primo suficientemente grande. Sea X = |X|
y € una constante positiva pequefia. Observemos que basta con demostrar el teorema

bajo las condiciones
K14 K15

X6 X0

En efecto, si X > ¢eh, entonces el resultado se sigue de [5, Teorema 17]. Asi, podemos

< ep. (3.3)

asumir que X < ¢h. En este caso podemos encontrar X’ talque X C &’ C [1,h|NZy
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|X’| = | X/e]. Por lo tanto, para X’ tenemos que

h14 h15
|X”6 + |X’|9 <8p.

y continuamos con X’ en lugar de | X'|. Luego, podemos asumir que (3.3) se cumple.

logh

. - CrootoaT
Procediendo por contradiccién, supongamos que Ly(p, X;s) > X*e ©slgh, para al-
guna constante positiva suficientemente grande C (en otro caso no hay nada més que

demostrar).

De se sigue que h® < h® < ep. En particular, sis = 0 (méd p), la congruencia
se convierte en una igualdad con s = 0 y la contradiccién se sigue para la cota del
numero de divisores. Entonces, vamos a suponer que s 0 (méd p).

De [5, Teorema 22], vemos que la contribucién a Ls(p, X’;s) que proviene del con-
junto de soluciones x; = y; para algunos 1 < i,j < 4 es a lo mas X#4gO(logh/ loglogh)
Por lo tanto, ya que C es suficientemente grande, podemos asumir que el ntimero | de

soluciones a la congruencia

4 4
H X +5) EHy]+s) 20 (méd p),
j=

all (3.4)
xi,Yj € X,
sujetas a la condiciéon
{x1,x2,%3, x4} NV {Yy1,¥2, Y3, ¥4} = D, (3.5)
satisface .-
ogh
J > X4e O6Cloglogh (3.6)

Con cada solucion x = (x1,x2,x3,%4) VY = (Y1,Y2,Y3,Ya) de sujeta a (3.5),
asociamos los polinomios

4 4
P(Z)=]1(Z+x) v R(2Z2)=]1(Z+w).
i=1 i=1
Ahora consideremos el polinomio
Ryy(2) = Py(Z) = Px(2)
= AZ>+BZ*+CZ+D,

45



Capitulo 3. Producto de subconjuntos de intervalos en IF), 46

con |A| < 4h, |B| < 6h%,|C| < 4h3y |D| < h*.

Ya que Ryy(s) =0 (méd p) y h < p'/8, se sigue que Ryy(Z) no es un polinomio
constante, caso contrario seria idénticamente cero lo que contradice (3.5). Ahora, por el
principio de las casillas de Dirichlet, existe x] tal que tenemos al menos |/ X soluciones
de (3.4) sujetas a (3.5) con el mismo x; = x]. Afirmamos que cualquier polinomio R
inducido por estas soluciones ocurre a lo mas ©(108"/10810gh) yeces. En efecto, fijemos

a Ry asumamos que R = Ryy. Tenemos que

R(=x1) = Ryy(=x1) = (y1 — x7)(y2 — x7) (y3 — 1) (ya — x1)-

Ya que R esta fijo, por el Lema [0.1|de la cota para la funcién divisor, se sigue que hay
a lo més eOogh/loglogh) nosihilidades para vy, Y2, Y3, ya. Una vez que los y; han sido
fijados, tenemos a lo mas eO(108/1/loglogh) posibilidades para los x; y la afirmacién se
sigue.

logh
0.5C oo 8 . . .
Por lo tanto, tenemos al menos X3¢~ Pslsf polinomios diferentes Rxy(Z).En otras

palabras, la congruencia
us® +vs’ +ws+t=0 (méd p),

. 0.5C
tiene al menos X°e

% > X3 log h soluciones en enteros u, v, w, t, sujetos a
lu| < 4h, |v| <6K?, |w| <4n®, |t| <Kt
Definimos ahora la reticulal[l]
I={(u,v,wt)€Z us’+vs’>+ws+t=0 (méd p)},
y el cuerpo convexo

D = {(u,v,w,t) € R*: |u| < 4h,|v| < 6h%, |w| < 4K3, |t| < K*}.

Por lo visto anteriormente, tenemos que |[T' N D| > X3log k. Por lo tanto, por el Coro-
lario 3.2} los minimos sucesivos A; = A;(D,T), i = 1,2, 3,4, satisfacen la desigualdad

4
1
A€ e (3.7)
E ' X3logh

1Ya que Z" es un grupo abeliano libre finitamente generado, cualquier subgrupo de él también lo
serd. En particular, I' es un grupo abeliano libre finitamente generado, y por lo tanto es una reticula.
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Ya que h es suficientemente grande, tenemos que A; < 1. Por la definicién de los A;,

tenemos que existen vectores linealmente independientes (u;, v;, w;, t;) € A;D NT para

i =1,2,3,4. Tenemos los siguientes cuatro casos.

Caso 1: A4 < 1. Por la desigualdad (3.7), tenemos A;AxA3A4 < (X3 logh)~!. Consi-

deremos el determinante

A = det

(41
U2
U3

04

Ya que (u;,v;, w;, t;) € ;D NT, tenemos que

|1/li| S 4:]”[/\1‘, |ZJZ'| S 6]’12)\,',

Por lo tanto,

|wi| S 4h3/\i,

A < MMz <«

cuando p — oo.

Como el sistema

up v wp f
Uy vy wy ftp

us vz ws t3

~ N < X

Uy Vg Wy Iy

w1
w»
w3

Wy

10

X3log

5 =o(p)

(mod p),

S O O O

|t < H*A

(3.8)

tiene una solucién no trivial, (X,Y,Z,T) = (s°,s2,5,1), se sigue que A = 0 (méd p).

Recordando que A = o(p) se tiene A = 0, lo cual contradice el hecho de que (u;, v;, w;, t;),

i =1,2,3,4, son vectores linealmente independientes. Luego, este caso es imposible.

Caso2: A3 < 1,A4 > 1. Dela desigualdad (3.7) tenemos que AjAxA; < (X3 logh) 1.
Ya que (u;,v;, w;, t;) € T parai =1,2,3, se sigue que

U, v, wy s3
Uy TV W2 82
Uz 03 W3 S
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Sean
U1 01 U —f v wq
A=det| upy vo wr |, DM =det| —t, v2 wr |,
Uz v3 Ws —t3 vz w3
up —tp wy up v —h
Ny=det| uy, —t, wr |, Az=det| u, v, —t
us —tz ws Uz vz —ts
Entonces .
Ko K10—i
AL o7—, AN <KL o7—, =123 3.10
<X logh AE logh (3-10)
Notemos que
A#0 (méd p). (3.11)
Pues en otro caso, de la congruencia (3.9) tendriamos
A=AM=M=A=0 (mdd p).
Entonces, por las estimaciones (3.10) se seguiria que
A=A =M =A7A=0.
Esto a su vez implica que el rango de la matriz
up o1 wyp b
up vy wz tz
us vz ws ft3
es estrictamente menor que 3, lo cual es imposible ya que los vectores
(ull 01, W1, tl)/ (uZI 02, Wy, t2)/ (l/l3, 03, W3, t3)1
son linealmente independientes. Por lo tanto, A # 0 (mdéd p).
Entonces, al resolver el sistema (3.9) obtenemos
A A
$3 = Kl (méd p), 2= KZ (méd p), s= KB’ (méd p). (3.12)

De aqui se sigue que
A3 = MA  (méd p).
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De las estimaciones (3.10) se sigue que el valor absoluto de ambos lados de esta con-
gruencia es menor que p/2. Luego, esta congruencia es, de hecho, una igualdad. En-
tonces

A = MA.

Por lo tanto, haciendo d = +mcd (A, A) para una eleccién apropiada del signo =+, se
sigue que
=da®, A=db>, A;=dab (3.13)

para algunos enteros a y b primos relativos. Sustituyendo esto en (3.12), llegamos a que
da®> = Aib (méd p).

Ahora, de (3.10) vemos que

h!2 h'2
3 p P
|da\<<X45<2 y ]Alb\<<45 5
Por lo tanto, obtenemos la igualdad

da® = Aqb.

Ya que mcd(a,b) = 1, se sigue que Ay = a’t y d = bt, para algtn entero t. Entonces
también tenemos que A = b3t. Por lo tanto, de (3.10) tenemos que
3 h?
- < —. 3.14
1<+ y b (3.14)

Entonces, de s = % (méd p) y de (3.13) se sigue que

a

=7

(méd p).
Sustituyendo esto en la congruencia (3.4), obtenemos
(bx1+a)---(bxg+a) — (by; +a)--- (bys+a) =0 (méd p).

De las estimaciones (3.10) y (3.14), asi como de las condiciones del teorema se sigue que

el valor absoluto del lado izquierdo es menor que p. Por lo tanto, tenemos la igualdad

(bx1 +a)(bxy + a)(bxs + a)(bxg +a) = (byy 4+ a)(by, + a) (bys + a) (bys + a).

49



Capitulo 3. Producto de subconjuntos de intervalos en IF), 50

Observemos que bx; +a # 0 (en otro caso, x; +a/b = 0 (méd p) lo cual contradice
(3-4)). Ahora, hay X* maneras de fijar (y1,Y2,Y3,44), y para cada una de ellas el la-
do izquierdo puede tener a lo més ¢Ollogh/loglogh) gulyciones en X1, X2, X3, X4. Esto nos
conduce a una contradiccion para C suficientemente grande.

Caso 3: A; < 1,A3 > 1. En este caso tenemos que A Ay < (X3logh)~1. Y tenemos

dos vectores linealmente independientes (u;, v;, w;, t;) € A;}DNT con
il <4k, ol <6AR,  fwi <ANEP, |H| < A,
parai = 1,2. Consideremos los polinomios
Ri(Z) =wZ3 + 012> +wiZ+t; v Ro(Z) = upZ® + 03 7% + woZ + to.

Notemos que estos polinomios son no constantes, de otro modo u#; = v; = w; =0,y
entonces R;(s) =t =0 (méd p), lo que implica que t; = 0 (pues |t;| < Ah* < p). A,
1 <deg(R;) <3.

Ya que Ry(s) = Ra(s) =0 (méd p), entonces

Res(R1(Z),Rz(Z)) = Res(R1(Z) — Ry(s),R2(Z) — Ra(s)) (mod p).

Como los polinomios R;(Z) — R;(s), i = 1,2, tienen a s como raiz comun, por el Teore-
ma 3.3]se sigue que Res(R1(Z) — Ry (s), R2(Z) — Ry (s)) = 0. Por lo tanto, Res(Ry, Ry) =
0 (méd p). Afirmamos ahora que Res(R1, Ry) = 0. En efecto, si Ay < Ay < 1/(4h), en-
tonces u; = up = 0. Aplicando el Lema3.2lconm = 2y ¢ = 6 = 1, obtenemos que
Res(Ry, Ry) < h8. Ya que, h® < ep para una constante positiva pequena ¢, se sigue que
|Res(R1,Rp)| < p. La afirmacion se obtiene de este hecho y de que Res(Ry,Ry) = 0

(méd p).
Si Ay > 1/(4h), entonces aplicamos el Lema3.2lconm =3y
. IOg 6)\1 . log 6/\2
=1+ logh ’ 0=1+ log h > 0.
Recordando que A, < X2 obtenemos
K15
Res(Ry, Rp) < -

Ya que h'°/X° < ep, obtenemos que |Res(Rq,Ry)| < py otra vez la afirmacion se
sigue.
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De este modo, Res(R1, Rp) = 0. Por lo tanto, los polinomios R;(Z) y Ry(Z) tienen
una raiz en comun, digamos Bo. Ya que R(Bg) = 0, se sigue que uno de los niimeros
u1Bo, v1Bo 0 w1 Bo es un entero algebraico (dependiendo si deg(R1) = 3,2 o 1 respecti-
vamente). Y por el Lema[3.4Jeste entero algebraico tiene altura logaritmica O(log ). De
aqui se sigue que By = ap/q, donde g es un entero positivo, ¢ < h3, y ag es un entero
algebraico de altura logaritmica O(logh).

Ahora, dada una solucién (x1, X2, X3, X4, Y1, Y2,Y3, Y1) € X 8 contada en |, formamos

el polinomio
4 4

R(Z)=T]Z+x)-T](Z+y))

i=1 =1
Ya que R(s) =0 (mdd p), R(Z) no puede ser un polinomio constante, ya que de otro

modo seria idénticamente cero, lo cual contradice (3.5)). Asi tenemos que

R(Z)=UZ>+VZ* 4+ WZ+T,
\U| < 4h, |V|<6Kh?, |W|<4h® |T|<Hh*

Por lo tanto, de R(s) = 0 (méd p) se sigue que (U,V,W,T) € DNT. Ya que A3 > 1,
obtenemos que (U, V, W, T') es una combinacién lineal de (u1, vy, w1, 1) y (112, v2, wo, £2).
Digamos

(U, V,W,T) =r(u1,v1, w1, t1) + ra(up, vp, wo, ta),

para algunos 71,7, € R. Esto implica que

R(Z) = rRy(Z) + Ry (Z). (3.15)

Se sigue entonces que R(Bo) = R(ag/q) = 0, esto es,

4 4

[ T(qxi + a0) = T [(qy; + o).

i=1 j=1

En particular, esta ecuacion tiene al menos | soluciones con x;,y; € X' y x; # y;. Por lo
tanto, recordando (3.6), vemos que existe una tupla fija (y1, y2, y3,y4) = (b1, b2, b3,bys) €
X* tal que la ecuacion

4 4
[ T(gxi +a0) =] J(qb; + o), (3.16)
i=1 j=1
tiene al menos ]
ﬁ > eO.5C10gh/loglogh (3.17)
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soluciones (x1, X2, x3,%4) € X* con {x1,x2,x3, x4} N {by, by, b3, by} = @. En particular,

(b1 + Bo) (by 4 Bo) (b3 + Bo) (bs + Bo) # 0.

Recordando que 1 < x; < h, 1 < g < h® y que ag es un entero algebraico de altura
logaritmica O(logh). Ya que los enteros algebraicos son un subanillo de los nameros

complejos, se tiene que los nimeros

4 4

[T(gxi+a0) vy TT(abj+ao)

i=1 j=1

son enteros algebraicos; mds atin son raices de polinomios de Z[X] cuyos coeficientes
estan acotados (en valor absoluto) por h°M) Por lo tanto, del Lema estos niimeros

son de altura logaritmica a 1o mas O(logh).

Ahora, por el Lema 3.3| concluimos que para un & suficientemente grande la ecua-
cién (B.16) tiene a lo mas eC11081/108l0g/ goluciones con x1, X2, x3, x4 € X. Esto contra-
dice (3.17) para C suficientemente grande.

Caso 4: Ay < 1,Ap > 1.Sea (uy,v1,wy, tp) € Z* el vector no cero correspondiente a
A1. Sabemos que
s’ + s> +wis+t =0 (moéd p).

Consideremos el polinomio
Ri(Z) = 1 Z° + 12> + w1 Z + 1.
Como en el Caso 3, tenemos que R;(Z) es un polinomio no constante. Dada una solu-
cién (x1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3, Y4) € X contada en ], consideremos el polinomio
4

R(Z) =T(Z+xi)) - [(Z+yj).

i=1 j=1

'S

Ya que R(s) = 0 (mdd p), tenemos que R(Z) también es un polinomio no constante
(en otro caso seria idénticamente cero, contradiciendo (3.5)). Procediendo como en el

caso anterior, escribimos R(Z) como

R(Z)=UZ*+VZ>+WZ+T,
\U| <4h, |V|<6h? |W|<4h3, |T|<h%
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De R(s) = 0 (mod p) se sigue que (U,V,W,T) € DNT. Ya que A, > 0, los vecto-
res (uy,v1,wi,t1) y (U, V,W,T) son linealmente dependientes. Luego R1(Z)|R(Z) en
Q7.

Ya que Ry (Z) es un polinomio no constante, tiene una raiz By. Entonces By también
es raiz de R(Z). A partir de este punto la prueba procede como en el Caso 3. Esto
concluye la demostraciéon del Teorema O

3.4 Demostracion del Teorema

Sea X el conjunto de aquellos x € {s+1,...,s + h} para los cuales
x=ag’ (méd p)

paraalginy € {s+1,...,5+ h}. Observemos que |X'| = J,¢(s; h).
Para cada (x1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3, Y1) € X tenemos que

X1X2X3X4

e {of 5d p) : t € [—4h +4,4h — 4]},
Y1YayaYa {g (mod p) [ I}

Por lo tanto, por el principio de las casillas de Dirichlet existe un ty € [—4h + 4,4h — 4]

tal que la congruencia

{xlex3X4 = ¢"y1yoysys  (mod p), (318)

Xi,Yi € X

tiene al menos | X |/8h soluciones.
Paraun A € F), fijo, denotemos mediante I, al ntimero de soluciones a la congruen-
cia
x1x2x3%4 = A (méd p)
x; € X;

y por T, al namero de soluciones a

{g“ylyzysm =A (mod p)

yi € X.
p—1
Observemos que Z I)T) es el nimero de soluciones de (3.18). Ademads, como una
A=0
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consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que
1 1
p—1 p—1 2 /p-1 2
Zhﬂﬁ(ﬂﬁ)([ﬁ@-
A=0 A=0 A=0

p—1
Notemos que lasuma Y _ I 2 es igual al ntimero de soluciones a la congruencia
A=0

X1X2X3X4 = Y1Y2y3ys (moéd p),

(3.19)
Xi,Yi € X.
p—1
Por otro lado, la suma Z T? es igual al nimero de soluciones a la congruencia
A=0
foxyxpx3x4 = g0 mod
§0X1X2X3X4 = &Y1¥2ysys  (m6d p) (3.20)

Xi,Yi € X.

Ya que g’ es un elemento invertible de F,, en esta congruencia podemos cancelar g'.
De este modo las congruencias (3.19) y (3.20) son equivalentes. Esto implica que

p—1 p—1
Y =) T
A=0 A=0
y asi
p—1 p—1
Y LT, <Y L
A=0 A=0
Por lo tanto, el ntmero de soluciones de (3.19) es mayor o igual que |X'|®/8h.

Hay dos casos a considerar.

Caso 1.

K14 K15
4 >y
e TP =P
En este caso la condicién k < p*/5! implica que |X'| < h'/* y la afirmaci6n del teorema
se sigue.
Caso 2.
K14 K15
o+ e < P
e TP P
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En este caso, del Teorema [3.1] tenemos
X 4to(1
P < y|4te@)
g = |4
Por lo tanto, |X| < h%“(l), y la demostracién termina. O
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Conclusion y trabajo a futuro

El objetivo de este trabajo de tesis fue presentar nuestros resultados respecto al estudio
del ntimero de soluciones a dos tipos especiales de congruencias médulo un niimero

primo p. La primer congruencia que estudiamos es la siguiente
n xX:
) = =) (mod p), (4.1)

donden € Z* y A € Fy, son fijos, y (x;,¥;) € Z X J con intervalos de [F, tales que Z #
{0}, J # {0}. Esta congruencia fue estudiada en primera instancia por Shparlinski

[20], donde obtiene una férmula asintética para el ntiimero de soluciones.

Respecto a esta congruencia nuestro interés fue obtener condiciones sobre los ta-
marfios de los intervalos 7, J que garantizaran la existencia de soluciones. En esta di-
reccion, los resultados obtenidos ampliaron el estado del arte cuandon = 8,n = 12y
n = 4k, k > 3; ver Teoremasy Creemos que nuestros resultados son suscep-
tibles de mejora, por ejemplo, debilitando mas las condiciones impuestas a |Z| y |7 |.

Queda como trabajo a futuro obtener dichas mejoras.

La segunda congruencia que investigamos es

n n

[T(xi+s)=]]lyj+s) #0 (médp), x,yj€ X, (4.2)
i=1 =1

donde 7 es un entero positivo fijo,s € Z y X C [1,h] con h un entero positivo. Esta
congruencia ha sido estudiada por Bourgain, Garaev, Konyagin y Shparlinski [5] para
n e {2,3}.

Para esta congruencia se obtuvo una estimacion superior para el niimero de solu-
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ciones, L4(p, X, s), a (3.2) cuando n = 4. Especificamente, se demostré que
logh
La(p, X,s) < | X |4 Toglogn

para alguna constante absoluta C > 0 (ver Teorema [3.1). Posteriormente aplicamos
esta estimacion para obtener una cota superior no trivial para el nimero de soluciones,
Ja,g(s; h), ala congruencia

x=ag¥ (méd p), (4.3)

donde a y g son enteros fijos tales que a es primo relativo a p, g tiene orden multiplica-
tivo mayor que un entero positivo h, y las variables x, y pertenecena {s+1,...,s + h}
donde s € Z.

El estudio de J,¢(s; ) se remonta a Vinogradov [22], y desde entonces han habi-
do mudiltiples trabajos donde pueden encontrarse estimaciones para este nimero, por
ejemplo, [4,5,16,18,[11}[18]. La estimacion que nosotros obtuvimos es (ver Teorema :

Sih< P4/51, entonces J;¢(s; h) < pl/4+0(1)

Observando la informacién que se tiene al momento (los casos n € {2,3,4}), creemos

que la siguiente conjetura tiene lugar.

Conjetura 4.1. Para un entero n > 2 fijo. Si h < p(==0*+1) entonces

Jag(sih) < j1/n+o(1)
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