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Resumen

RESUMEN

Esta tesis estd enfocada a la descripcion matematica del proceso de dispersion no
estacionaria de ondas planas sobre cunias bidimensionales. Esta dispersion (o difraccion)
se describe mediante un problema mixto en el que aparecen la ecuacion de onda, las
condiciones de frontera y las condiciones iniciales. En este caso abordaremos el problema
NN (Neumann-Neumann) que corresponde al caso en que ambas condiciones de frontera
satisfacen el operador de Neumann. Para obtener una representacion de la Transformada
de Fourier-Laplace del campo total estacionario se aplica el Método de las Caracteristicas
Complejas. Con ello se da una descomposicion de dicha transformada en la suma de las
densidades de las ondas incidente, reflejada y difractada. Uno de los grandes logros de esta
tesis es el de dar una férmula explicita para la onda difractada por el vértice de la cuna,
la cual nos permite establecer el campo total para el problema de Neumann. También se
analizan algunas propiedades de la solucién como el Principio de Amplitud Limite y la
velocidad de la convergencia de dicha amplitud limite. Se comparan nuestros resultados
con los de articulos previos relativos al mismo tema en el caso del semiplano.

PALABRAS CLAVE: Dispersion, Cuna, Neumann, Ondas planas, Problema mixto,
Formula exacta, Amplitud Limite.

ABSTRACT

This work focuses on the mathematical description of the process of non-stationary
scattering of plane waves on bidimensional wedges. This scattering (or diffraction) is de-
scribed by a mixed problem where we have the wave equation, the boundary conditions
and the initial conditions. Here we will solve the NN-problem (Neumann-Neumann prob-
lem) which corresponds to the case where both boundary conditions satisfy the Neumann
operator. To obtain a representation of the Fourier-Laplace transform of the total station-
ary field we use the Method of the Complex Characteristics. We decompose the mentioned
transform as the sum of the densities of the incident, reflected and diffracted waves. One
of the great achievements of this thesis is to give an explicit formula for the wave diffracted
by the vertex of the wedge, which allows us to establish the total field for the Neumann
problem. Also, some properties of the solution like the limit amplitude principle and speed
of convergence of the limit amplitude are discussed. We compare our results with those
of previous articles on the same subject in the case of the half-plane.

KEYWORDS: Scattering, Wedge, Neumann, Plane waves, Mixed Problem, Exact For-
mula, Amplitude Limit.
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Introduccion

La tesis estda dedicada a la descripcion matematica del proceso de dispersién no esta-
cionaria de ondas planas sobre cunas bidimensionales.
Consideramos las ondas planas

parat € R, y € (), donde F en general es una distribucién temperada y
supp F C [0, +00). (0.2)

La distribucién que se indica en (0.1) tiene sentido (ver [18]). En (0.1), ng = (cos «, sin «),
a es el angulo de incidencia de la onda u, y @ := R?*\ W, donde

W = {y: (y1,12) €ER? 1y = pcosh, yo :psinﬁ,pZ0,0geg(b}

es la cuna de magnitud
¢ € (0,m) (0.3)

y @ es el angulo de magnitud
O =21 — ¢, ¢ € (m,2m). (0.4)

La frontera de la cuna es 0Q = Q1 U @2, donde Q1 = {(y1,0):y; >0} y Q2 :=
{(pcos @, psing) : p > 0}, (véase la Figura 1).

La dispersion (o la difraccién) de la onda (0.1) se describe por el siguiente problema
mixto
{ Ou(y,t) = 0, yeQ; B u(y,t)log =0, teR (0.5)
w(y,t) = win(y,t), yeQq, t<O. '

Aqui O := 97 — A, B = (B1,Bs2) y B ulag = (B1 ulsg,, B2 ulag,), donde Bjy son

operadores lineales que pueden ser el operador identidad I, el operador de Neumann n
n

(donde n es un vector normal exterior a ()) o bien una combinacién lineal de estos dos
operadores.
El problema DD (Dirichlet-Dririchlet) corresponde al caso By = By = I. El problema
0
NN (Neumann-Neumann) corresponde al caso By = By = n El problema DN (Dirichlet-
n

Neumann) corresponde al caso By = —, By = 1.

on
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Figura 1. La onda incidente

Si u es solucion del problema (0.5), entonces diremos que u es el campo total, véase
la Figura 2.

El problema que se describe mediante el sistema (0.5) tiene el siguiente sentido fisico.
La onda incidente u;, (0.1) tiene un frente delante del cual u;, = 0. Esto se satisface pues
F(s) =0, para s < 0, por (0.2).

Supongamos que el vector de onda ng es como se muestra en la Figura 1. En este caso
para los valores del tiempo ¢t < 0, la onda wu;, no ha tocado a la cunia. En el momento
t = 0, la onda incidente toca por primera vez a la frontera de la cuna W en su vértice y
en ese momento comienza a interactuar con la cuna . La naturaleza de la onda puede
ser de distintos tipos: la onda electromagnética, la onda de sonido, la onda elastica, etc.

Las propiedades fisicas de la cuna determinan el caracter de la interaccién de la onda
con la cuna. En electromagnetismo las condiciones DD y NN corresponden a una cuna
perfectamente conductiva. Estas condiciones también se conocen como las condiciones
ideales. En acustica estas condiciones corresponden al caso de la cuna idealmente rigida
o idealmente suave, las condiciones DN corresponden al caso cuando un lado de W es
rigido y el otro es suave. Las condiciones del tercer tipo corresponden al caso de la cuna
impedance en electromagnetismo.

En todos los casos aparecen las ondas reflejadas por los lados Q1 y @2 de la cuna W
y la onda difractada por el vértice de la cuna W (véase la Figura 2). Las ondas reflejadas
u, se construyen segun las leyes de optica de tal forma que las condiciones de frontera se
cumplen para la suma B(u;, + u,)|ag = 0. La onda difractada ug4 no se calcula tan facil,
de hecho su célculo representa gran interés y gran dificultad.

En la Figura 2 se representan esquematicamente a las ondas difractada, reflejada e
incidente. La linea recta que se encuentra del lado derecho y que intersecta al angulo,
es el frente de a onda incidente en el tiempo ¢ > 0. Los segmentos de linea recta que
conectan los lados del angulo con las direcciones § = 6, (a las que llamaremos las
direcciones criticas) son los frentes de las ondas reflejadas por los lados de acuerdo a la
6ptica geométrica. Aqui

0, :=2¢ — «, O ;=21 — a. (0.6)
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Los circulos son los frentes de las ondas difractadas por el vértice. Esta tltima onda tiene
discontinuidades en las lineas 6 = 6, » las cuales se compensan precisamente por las ondas
reflejadas de tal forma que el campo total resulta ser continuo.

Y2

Y1

Figura 2. El campo total.

La onda reflejada u, es el resultado de las reflexiones épticas y estan expresadas
explicitamente por las condiciones de frontera (ver las férmulas [22, (9)] y [34, (1.9)]).
Asi que el interés mas grande y la mayor dificultad es la de encontrar u, la onda difractada
por el vértice de la cuna.

Muchos trabajos estan dedicados a la teoria matemaética de difraccién de ondas planas
sobre cunas bidimensionales. La primera etapa fue el desarrollo de la teoria de difraccion
estacionaria, tema que fue propuesto por Sommerfeld [45] y que marcé el inicio de una
coleccion de articulos dedicados al mismo tema. El problema de difraccién estacionaria
considera el proceso establecido cuando para valores grandes de t la onda u;, es peridédica
con respecto de t y con respecto de las variables del espacio. Esto puede suceder por
ejemplo cuando

F(s) = A e ™5 f(s), (0.7)

donde A es una constante, wy > 0 es la frecuencia de la onda incidente y la funcién f es
tal que

f(s) € C*(R), supp f C[0,+00), f(s)=1, s= s, paraalgin so>0.  (0.8)
En este caso
uin(y7 t) = A eiiWO(tinO‘y)f(t — g y)a te R (09)

Notemos que para valores grandes de t, wu,(y,t) = et . A e“0@ov): o5 decir u;, tiene
la forma e~ A(y), donde A(y) es la amplitud de la onda u;,. Entonces la teorfa de
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difraccion estacionaria supone que la solucién wu tiene la misma forma, es decir es una
funcién periédica con respecto de t dada por

u(y,t) = e " Ay), (0.10)

donde A(y) es la amplitud de la solucién u(y,t). Por lo tanto, en lugar del problema no
estacionario (0.5) se considera el problema estacionario para las amplitudes, el cual es el
problema de frontera para la ecuacién de Helmholtz

(A-wiAly) = 0, ye;
{ BA(y)\ayQ = 0, ! (0.11)

Este problema (0.11) se obtiene de (0.5) cuando buscamos una solucién u en la forma
(0.10). Precisamente este sistema (0.11) fue el objeto de estudio en los trabajos dedicados
a la teorfa de difraccién estacionaria sobre cunias, véase por ejemplo [1]-[6], [9]-[11], [13],
[29], [30], [32], [33], [36],[37], [46]. Sin embargo, desde el punto de vista matematico,
el problema (0.11) no estd bien planteado ya que formalmente este sistema homogéneo
tiene una infinidad de soluciones y no es claro cémo elegir la solucién correcta. En [45]
Sommerfeld propuso un método bastante artificial para encontrar la solucién para la
difraccién sobre el semiplano (® = 27). Este es el método de las soluciones ramificadas, es
decir, las soluciones de la ecuacion de Helmholtz sobre una superficie de Riemann. Otra
idea de Sommerfeld es representar a la amplitud de la onda incidente (0.7) en la forma

Ain(p,0, ) = A om0y — A giwopcos(f—a) y = (pcosb, psind). (0.12)

y considerar a A no como una constante, sino como una funcién A(«a) que depende del
angulo de incidencia «. Integrando A;,(p, 0, o) sobre un contorno apropiado, se obtiene

25) = [ A= ap (0.13)

Y

Es facil probar que Z satisface la ecuacién de Helmholtz en (0.11). Eligiendo un con-
torno apropiado 7 se puede encontrar una soluciéon u que satisfaga las condiciones de
frontera del tipo DD o NN sobre 0@Q). Ademas Sommerfeld propuso algunas condiciones
del comportamiento de la solucién en oo (las condiciones de Sommerfeld de radiacion) y
las condiciones sobre la orilla de la cuna que se siguen de las ideas fisicas. Las ideas de
Sommerfeld (més bien sus ideas de representar las soluciones en la forma (0.13)) fueron
desarrolladas por Malyuzhinets en [29] y [30], donde resolvié el problema para la cuna
m < ® < 27 y para las condiciones de frontera del tipo impedance.

Las integrales del tipo (0.13) después recibieron el nombre de integrales del tipo
Sommerfeld-Malyuzhinets. Existe gran bibliografia dedicada al desarrollo del método de
Sommerfeld-Malyuzhinets para la difraccién estacionaria, véase por ejemplo [1]-[6], [10]-
[11], [37], [46].

La segunda etapa del desarrollo de la teoria de difraccion sobre cunas se conecta
con un planteamiento del problema mas estricto: consideremos el problema de difraccion
(dispersién) no como un problema estacionario, sino como un problema de propagacién
de onda cuando la solucién obedece a la ecuacién de onda (0.5). Este planteamiento juega
un papel muy importante en la teoria de elasticidad. El inicio de esta direccién se propuso
en los trabajos de Sobolev [42]-[44]. Las soluciones de Sobolev se obtuvieron mediante su
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original método de las soluciones ramificadas de una ecuacién de onda sobre una superficie
de Riemann (la idea de este método inicié con el método de Sommerfeld de la solucién
del problema estacionario) el cual hasta el dia de hoy no estd justificado. En [44] Sobolev
obtuvo la solucién de (0.5) para el problema DD. El método de Sobolev nos permite
construir una clase de soluciones para la ecuaciéon homogénea de onda en la forma

f(Q) (0.14)

donde f es una multifuncién compleja con el punto de ramificaciéon ( = 0 y ( es una
solucion de una ecuacion algebraica. En el caso de la difraccion por una cuna, esta se
localiza en una superficie de Riemann logaritmica y se considera la difraccion de esta
superficie. Asi que, para los problemas DD y NN, el problema (0.5) se reduce a encontrar
la solucién periddica de la ecuacién de onda sobre la superficie de Riemann (usando el
método de paridad o imparidad, las soluciones de (0.5) se extienden a toda la superficie
de Riemann dependiendo de las condiciones de frontera del tipo Dirichlet o del tipo
Neumann). En el caso del problema de difraccién, la funcién f debe satisfacer algunas
condiciones que provienen de las propiedades fisicas del problema de dispersiéon. Ademas
cuando el perfil de la onda incidente es la funcién de Heaviside, esta se mueve de manera
paralela al eje x para t < 0. Esta funciéon que se extiende por cero a lo largo de la
superficie de Riemann logaritmica, es una solucién periddica generalizada de la ecuacion
de onda sobre la superficie de Riemann para t < 0 y satisface las condiciones de frontera
homogéneas del tipo DD.

Maés ain, esta funcién admite la representacién (0.14) para t < 0 para alguna funcién
f. La misma representacién para t > 0 nos da una solucion periédica para la ecuacion de
onda sobre la superficie de Riemann que satisface las condiciones de frontera homogéneas
del tipo DD. Esta funcién es solucion para el problema de difraccién por una cuna. La
solucién para una onda plana incidente arbitraria f(at + z) (que se mueve en la misma
direccién) se sigue de la solucién obtenida por la funcién © por medio de la integral tipo
convolucién con f’. Se supone que f es absolutamente continua. La clase de soluciones no
se puede describir formalmente y la unicidad de la soluciéon no se probé.

En [20] Keller y Blank también consideraron la difraccién de ondas por una cuna
cuando la onda incidente tiene el perfil de la funcion de Heaviside. Por el “Método de
Flujo Cénico” el problema se reduce a la solucion del problema con valores en la frontera
para la ecuacién de Laplace en un circulo con valores constantes a trozos sobre la frontera.
La solucién obtenida coincide con la solucion de Sobolev. Todos los casos de incidencia
estan considerados y todas las féormulas de la solucion total estan dadas, incluyendo la
dispersion dentro de la cuna. En [20] también se obtuvo una solucién formal para una
onda incidente arbitraria usando el Teorema de Duhamel. Esta solucién estd dada en
forma de una serie. No hay clases de soluciones y tampoco se garantiza algin teorema de
unicidad en [20].

t

En [39] Rottbrand consideré la difraccién de la onda plana G(t) = 6(t) / g(T) dr,

donde g es una funcién integrable por la cuna del tipo DN. En el articulo [31], seomenciona
la posibilidad de obtener la solucién para las condiciones de frontera del tipo DD y del
tipo NN.

Por medio de la transformacién de conformacion, el angulo se transforma al plano con
el corte dado por el eje real positivo. Esto proporciona una ecuacion de onda transformada
linealmente con respecto de las coordenadas polares. El correspondiente problema mixto
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con condiciones iniciales de frontera del tipo Rawlins se resolvié explicitamente en [40]
usando el método del operador de Wiener-Hopf.

La solucién para la onda incidente F(s) = (s72)4 se construy6 en [7] por Borovikov
quien usé esta férmula para reproducir la solucién de Sobolev expuesta en [43] y [44].

En todos los articulos mencionados no se indica explicitamente la clase de unicidad de
las soluciones. Cada vez se busca (y se encuentra) una solucién particular que satisfaga
algunas propiedades que se siguen de las propiedades fisicas del problema.

En los articulos [14], [21], [22] y [34] se inici6 el estudio sistematico del problema (0.5)
como un sistema mixto, apuntando a la realizacion del problema de Hadamard. Una de
las motivaciones principales fue la de demostrar el Principio de Amplitud Limite. Este
principio permite interpretar la difraccién estacionaria (0.11) como el caso limite de la
difraccién no estacionaria cuando ¢ — +o00. En este caso es suficiente establecer una clase
natural de soluciones para las ecuaciones de (0.5) para justificar las soluciones fisicas de
(0.5), incluso las condiciones de radiaciéon de Sommerfeld, etc.

En [14], [21], [22] y [34] tal problema fue resuelto para los problemas DD y DN. El
método que se usé fue el método de las caracteristicas complejas expuesto en [21]-[24]
y [34], y que su creador Komech aplicé por primera vez en [27] y [28]. Este método, a
diferencia de los demés, permite describir todas las soluciones en el espacio S’ de las
distribuciones temperadas.

Usando este método, en esta tesis resolvemos el problema para el caso de una cuna
del tipo NN (Capitulo II).

Notemos que el problema tipo NN no fue considerado en los articulos [14], [21], [22]
y [34], porque las representaciones para las soluciones obtenidas en [14], [21], [22] y [34]
no sirven en el caso de las cunias tipo NN (véase la férmula (2.40), la cual no es vélida
para w € R). Estas representaciones requieren algunas modificaciones apropiadas para
las cunas tipo NN las cuales se realizan en la tesis (véase también [15, secciones 4 y
5]). Gracias a este se puede obtener una férmula universal para la onda difractada por la
orilla de la cuna que sirve para todos los casos. Esta férmula resulté muy conveniente para
obtener caracteristicas cuantitativas de las ondas dispersas, ver [12]. En la tesis damos la
velocidad de la convergencia de la amplitud a la amplitud limite de la solucion.

En la tesis estudiamos la siguiente versién del problema (0.5)

Ou(y,t) =0, siy € Q
Oyu(y,t) =0, siye @1 |[t>0 (0.15)
On,u(y,t) =0, siy € Qs
con las condiciones iniciales

Aqui ny es un vector normal a @)y, externo a @) (ver la Figura 1) y w;, tiene la forma
(0.1).

Los capitulos de la tesis estan organizados de la siguiente manera.

En el Capitulo 1, desarrollamos el método de las caracteristicas complejas para obtener
una solucién del problema (0.15).

En el Capitulo 2, resolvemos el problema (0.15) y demostramos la unicidad de dicha
solucién en una clase funcional.

En el Capitulo 3, analizamos las propiedades de la solucion.
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En el Anexo mostramos algunos hechos técnicos que se utilizaron en cada uno de los
procesos de los capitulos previos.
Bibliografia.
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Capitulo 1

El método de las caracteristicas
complejas

1.1. Planteamiento del problema de dispersién

Consideramos la onda incidente u;,(y,t) de la forma (0.1). Obviamente su frente en
cualquier momento es la linea recta {y € R? : t —ng-y = 0}. Parang -y > t, u;(y,t) =0
por (0.2). Asumimos las siguientes condiciones sobre el vector ng. Primero, suponemos
que ¢ — 5 < a < 7. Entonces el frente de u;,(y,t) para t < 0 se localiza fuera de W'\ {0}.
En segundo lugar, suponemos que la onda incidente se refleja por ambos lados de la cuna.
Esto es equivalente a la condicién 0 < o < ¢. Estas dos condiciones para el vector ng se
expresan por las desigualdades

méux{gb—g,O} <a<min{g,¢}. (1.1)

La extensién de nuestros resultados para otro tipo de angulos ® y a no tienen grandes difi-
cultades. En particular las férmulas (2.45) y (2.76) siguen siendo vélidas para cualesquiera
angulos ® y «, (ver la Figura 1).

Denotemos por u(y,t) a una solucién del problema (0.15) y por

us(y,t) == u(y,t) —um(y,t), 1€R, ye. (1.2)

a la onda dispersa, esta onda es el resultado de la interaccion de la onda incidente wu;,
(dada por (0.1)) con la cuna. Obviamente, el campo total u es la suma de la onda dispersa
us v de la onda incidente u;,. Como veremos mas adelante, u, consiste de la onda reflejada
u, y la onda difractada por la orilla de la cuna, ug4, (véase (2.44)). De tal forma que por
(1.2) y (0.15), us es una solucién para el siguiente problema mixto

Dus(y,t) = 0, yeQ
ay2u5<y7 t) = _ayzuin(y7t)7 () € Ql t > 07 (13)
aﬂzuS(yv t) - _anzuin(y7 t), RS QQ

con las condiciones iniciales
us(y,0) = 0
{.(y g - O‘yEQ. (1.4)

15



16 CAPITULO 1. EL METODO DE LAS CARACTERISTICAS COMPLEJAS

En general, F puede ser una funcién discontinua (por ejemplo una ©-funcién), por ello
es necesario definir el significado de este problema mixto. Para este fin introducimos los
espacios de distribucién apropiados.

Definicién 1.1. Denotamos a los espacios normados numerables:

1) S(QxR) :={p(y,t) € C®(@Q xR) : [[¢llmnv = sup (L+ [yl + [t[)N]05,0(y,t)| <
(y,t)EQxR

1) S(@) = {e(y) € C=(Q) : ll¢llmy = sup(1 + [y) 17 ¢(y)| < oo}
yeQ
Ahora definimos el espacio S'(Q x RT) de las distribuciones temperadas con soporte
en Q x RT.
Definicién 1.2. S’(Q xR™T) es el espacio de las funcionales lineales continuas en S(Q xR)

con soporte en () X R+,

Para cada u € §'(Q x RY), existen m, N > 0 tales que
[(u(y, t), oy, )] < Cllellmy, ¢ €S(QxR). (1.5)

Necesitaremos el Teorema del tipo Paley-Wiener para cunas. Primero introducimos la
transformada de Fourier y la transformada de Fourier-Laplace.
Para una funcién u(t) € S(R), definimos y denotamos a su transformada de Fourier

CcOomo
—+00

W) = Fruful(w) = / oty dt,  weR. (1.6)
—00
Por la continuidad, esta transformada se puede extender a las distribuciones temperadas

u € 8'(R). Para el caso en el que supp u C R*, la distribucién @i(w) admite una extensién
analitica al semiplano superior

Ct={2€C:Im 2z > 0}. (1.7)

También utilizaremos la transformada de Fourier compleja en varias variables. Para cada
u(z) € C°(R™), denotaremos

u(§) = Fooelu)(§) := /eig“’cu(az) dz, £ eR" (1.8)

Ademas por el Teorema de Paley-Wiener
[u(w)] < C(1 + |w|)P|Im w| ™9, weCt, (1.9)

para algunos p,q > 0. A esta continuacién analitica le llamaremos la transformada de
Fourier-Laplace de u. Obviamente

Fioulu™ ()] () = (—iw)* G(w). (1.10)

Reciprocamente, si G(w) es una funcién analitica en C* que satisface (1.9), entonces su
valor en la frontera existe cuando Im w — 0+ en el sentido de S’(R), véase [26, Thm
1.5.2].

Usaremos el siguiente Teorema de Paley-Wiener para distribuciones, el cual resulta
ser una generalizacién directa de [26, Thm 1.5.2].
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Lema 1.3. 1) Sea u € 8'(Q x RT). Entonces su transformada de Fourier u(y,w) se

extiende a una funcion analitica en CT con valores en S§'(Q) y existen m, N > 0
tales que

@y, 1), o) < Cllellmn 1+ w))"Im w|™, ¢ € S(Q). (1.11)

11) Inversamente, sea u(y,w) una funcion analitica de w € C* con valores en S'(Q) y
que satisface la cota (1.5). Entonces u(y,w) es la transformada de Fourier-Laplace
de una distribucion u € §'(Q) x Rt).

Definicién 1.4. Denotamos por HP(CT,8'(Q)) al espacio de Banach de las funciones

holomorfas en C* con valores en §'(Q) que satisface la cota (1.11) para algunos m, N > 0.

Introducimos el espacio de soluciones para (1.3).

Definicién 1.5. 1) E. es el espacio de funciones u(y) € C (Q) N CY(Q) con la norma
finita dada por

[ull, = sup |u(y)| + sup {y}* |Vu(y)| < oo, (1.12)
yeQ yeQ
donde u
__ Y ra e

1) M. es el espacio de las distribuciones temperadas u(y,t) € S'(Q x R¥) tales que su
transformada de Fourier-Laplace u(y,w) es una funcion holomorfa de w € C* con
valores en E..

1.2. Reduccién al problema “estacionario” con parametro

Nuestro primer paso es el de aplicar la Transformada de Fourier-Laplace con respecto
de t al sistema (1.3) para reducir el problema no estacionario a un problema “estacionario”
con parametro w € C*. Para esto primero calculamos las transformadas de Fourier-
Laplace de las condiciones de frontera.

Lema 1.6. Sea u;, la onda incidente en la forma (0.1). Entonces para cada w € Ct, las
siquientes identidades se cumplen

Uin(y,w) = Fio [”in(%t)] oW = F(w) emov), (1.14)
y

Fis [8y2um(y,t)} Jeon (w) = iwﬁ(w) sin qv ¥ s (1.15)

Fiso |Ontna(.0)]| (@) = —iwF(w)sin(@ +aje 505, (1.16)

donde ﬁ(w) es la transformada de Fourier compleja de la funcion F(s).
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DEMOSTRACION. Calculando la transformada de Fourier de (0.1) y haciendo el cambio
de variable n =t — ng - y tenemos

Fise [tin(y, 0] (@) = Fiw [F(t = mo - y)] (w) = e“V F L, [F(n)] (w) = PV (w),

lo cual prueba (1.14). La definicién (0.1) de la onda incidente implica que u;,(y,t) =
F(t — y1cosa — yasina). Esta tltima igualdad se entiende en el sentido de distribu-
ciones, véase [18]. Derivando en el sentido de distribuciones obtenemos 0y, u,(y,t) =
—cosa F/'(t —yj cosa — yasina) y Oy, uin(y,t) = —sina F'(t — yy cosav — yz sin ). Calcu-
lando la transformada de Fourier de d,,u;,, haciendo el cambio de variable n =t —mng -y
y usando (1.10) tenemos

Frovs [pytin(5,8)] () = —sinar @0 F,_, [F'(t — gy cosr — gosina)] ()

= iwF(w)sina e“®oy), yeR*® weCt (1.17)

De aqui que (1.15) se sigue para y € Q.
Como en (1.17), obtenemos

~

Fys [0y tin(y,1)] (w) = iwF(w) cos a e®ov), (1.18)
Por (0.4), ny := (sin @, — cos ¢) = (—sin ¢, — cos ). Asi que
OnaWin (Y, 1) = Vi (Y1, y2) - N2 = —sin @ 0y, ui,(y,1) — cos @ Oy uin(y, 1). (1.19)

Calculando la transformada de Fourier de On,u;,, haciendo uso de la linealidad de la
transformada de Fourier, asi como de (1.17), (1.18) y el hecho de que sin(¢ — o) =
—sin(® + «), tenemos que

Fyvo [Ony tiin (v, 1)] (w) = —iwF(w) sin(® + a)e™®0¥) e R, (1.20)
d

Notemos que si y = (y1,y2) € @2, entonces ng - y = —s Lga)‘ Asi que de (1.20)
sin

obtenemos (1.16). O

Ahora podemos escribir el sistema “estacionario” con parametro w € C*, que corres-
ponde al sistema (1.3) después de aplicar la Transformada de Fourier-Laplace con respecto
de t.

Observacion 1.7. Escribimos la palabra “estacionario” entre comillas para diferenciar
entre este sistema y aquel sistema que describe la difraccion estacionaria con w = wy fijo
(recordemos que wy es la frecuencia de la onda incidente), véase (0.7). En el siguiente
sistema (1.21), w es un pardmetro variable de C*.

Corolario 1.8. La transformada de Fourier del sistema (1.3) estd dada por
(A+w?) Us(y,w) = 0, yeQ
Oyl (y,w) = —iwF(w)sina ey cose y € Q (1.21)

cos(P+a)

angas(y, CU) — ZCU?(CU) S]n(@ + 05)6_7;“):[/2 sin & , y e Q2
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DEMOSTRACION. La primera ecuacién se obtiene al aplicar la transformada de Fourier
a la primera ecuacién de (1.3), mientras que la segunda y tercera ecuacién de (1.21) se
siguen directamente de las férmulas (1.15) y (1.16). O

Notemos que las condiciones de frontera en (1.21) estan bien definidas para us(y,w) €
E.. Por otro lado, las condiciones de frontera de (1.3) no estan bien definidas para dis-
tribuciones temperadas u(y, t). Esto nos sugiere la siguiente definicién.

Definicién 1.9. Decimos que us(y,t) € M. es solucion de (1.3) si us(y,w) € E. es
solucion para (1.21).

Precisamente entenderemos el sistema (1.3) en este sentido cuando F € §'. Para el
caso en el que F € C*, el espacio M. se cambiard por &, y, véase (2.77).

1.3. Reduccion del problema en el plano

El segundo paso del Método de las Caracteristicas Complejas (MCC) es el de reducir el
problema (1.21) a un problema en el plano. Esto se hace a través de la extension por cero
de la solucién ug al plano y la aplicacion de las ecuaciones del sistema a dicha extension
en el sentido de distribuciones (véase [24], [25], [27] v [28]).

1.3.1. Reduccion del problema al primer cuadrante

Antes de hacer la extension es conveniente transformar (1.21) al problema en el com-
plemento del primer cuadrante. Esto se hace por medio de la transfromacién lineal de @)
al complemento del primer cuadrante.

Hacemos el cambio de variable (x1,z2) = L(y1,y2) que corresponde a la matriz £ que
transforma de manera biyectiva a @ en K = {(z1,22) : 1 < 0 6 23 < 0}, mediante las

ecuaciones
Yo

sin @
Encontraremos la nueva forma del sistema (1.21) en las coordenadas (xy, z3).

r1 =Y + Y2 cot ® y Ty = — (1.22)

Definicién 1.10. Sea v(z1,x9,w) la funcidn definida por
v(21, To,w) = Us (L7 (21, 22), w), weCh (z1,20) € K. (1.23)

Aunque la funcién v depende del parametro w, en algunas partes del resto del presente
trabajo escribiremos simplemente v(x) en lugar de v(zy, T2, w).
En estos términos, el sistema (1.21) para la funcién (1.23) se ve de la siguiente manera.

Lema 1.11. EIl problema (1.21) es equivalente al siguiente problema en el plano K
(

sin? ® r1e2

H(D,w)v(z,w) = {— 1 [AI —2cos ® 92 } — wz] v(r,w)= 0, v€ K

cot ® 0, v(z1,0,w) — Oy, v(11,0,w) = —iwF(w)sina e“™1ose 7 > (

sin ®
1
( sin®

02, 0(0, 22, w) + cot B 9y, v(0, 29, w) = iwWF (W) sin(P + a)erzcos(@+a) )5 ()

(1.24)
donde v(z,w) estd definida en (1.23).
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DEMOSTRACION. Primero hacemos la reduccién de la ecuacién de Helmholtz, para ello
aplicamos el cambio de variable (1.22) a la primera ecuacién de (1.21) e inmediatamente
obtenemos la primera ecuacién de (1.24), donde v(z) y us se relacionan mediante (1.23)
y D se define mediante D = (i0,,,10,,).

En segundo lugar, hacemos la reduccion sobre las condiciones de frontera.

Haciendo el cambio de variable (1.22) y utilizando la regla de la cadena obtenemos

1
Oy, = Oy, y Oy, = cot ® 0, — Sm—q)am, de donde

1
Oy s (Y, w) = Op, Us(y, w), Oy, s (Y, w) = cot D Oy, us(y, w) — ; Op,Us(y,w). (1.25)

in®
Asi que al igual que en (1.19) y por (1.25) obtenemos

1 ~
OnpUs(y,w) = s O, Us(y,w) + cot 0, Us (y, w). (1.26)
De tal forma que si y € ()1, entonces por (1.25) sustituyendo d,,us en la parte izquierda
de la segunda ecuacién de (1.21) y usando el hecho de que £(@Q1) = {(x1,0) : z; > 0},

tenemos

1
0 As ) = tq)am/\s 5 _-—am/\s 5
W), = [eor o) - gpoune)|
1
= cot ® 0, v(xy,0,w) — ﬁamv(xl,o,w), x1 > 0.
in

Mientras que en la parte derecha de la segunda ecuacién de (1.21) simplemente sustituimos
y1 por x1, dado que y = (y1,y2) € Q1 siy sélosi L(y) = (x1,0) y de este modo obtenemos
la segunda ecuacién de (1.24). Finalmente, si y € )9, entonces sustituyendo (1.26) en la
parte izquierda de la tercera ecuacién de (1.21) y usando que £(Q2) = {(0,z3) : 2 > 0},
tenemos

[3n2ﬂs(y,w)}

1
= [y i) ot ()]

Q2 sin ® YyeEQ2
1
= g 0nv(0,02,w) + cot @ 9,,0(0, 35, w), T2 > 0.

Y también en la parte derecha de la tercera ecuacién de (1.21) simplemente, de acuerdo
a (1.22), sustituimos yo por —zssin ®, ya que por la definicién de Q2: y = (y1,v2) € Qo
si y s6lo si yo = —x9sin @, para x5 > 0. De este modo obtenemos la tercera ecuacion de
(1.24). m

Definicién 1.12. Definimos al espacio E-(K) como la imagen del espacio E-(Q) bajo la
transformacion L.

Denotamos K := K \ {0}.

No es dificil convencerse de que E.(K) resulta ser el espacio de las funciones v(x) €
C(K)n C(K) cuya norma definida en (1.12) contintia siendo finita, con la diferencia de
que ahora el supremo se considera sobre la regién K. Es decir, si v(z) € C(K) N CY(K),
entonces

|v], = sup |v(2)] + sup {z}" [Vuv(x))] < oo. (1.27)
zeK yeK
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1.3.2. Extension al plano. Datos de Cauchy

En esta seccién extendemos el problema (1.24) a un problema en el plano. Después
de la diferenciacién de la funciéon discontinua apareceran los datos de Cauchy sobre la
frontera. Introducimos estos datos.

Definicién 1.13. Si v € E., con € < 1, entonces , v posee los siguientes datos de
Dirichlet sobre OK

0 _ Jv(@,0,w), 11>20 0 _J v(0,20,w), 29>0
vy (11, W) == { 0. o <0 Uy (X9, w) 1= 0. 2y < 0 (1.28)

y también v posee los datos de Newmann sobre OK

vi(z1) = [Opv(21,0,w)], = Oz v(21,0,w), @1 >0

0 0, 1 <07
1 ax17)<0,x2,w>, Ty > 0 (129)
vy(w2) = [aﬂvlv(O’ xQ’w)]O —10 ra <0

Observacion 1.14. La norma (1.27) implica que para cada | = 1,2 existen constantes
C(w), Co(w) € R, respectivamente, tales que

vz, w)| < Cw){z} ™, xmeR\{0} y |(z,w)]<Co(w), =R (1.30)
Mads aun, para cada l =1,2 y 5 =0,1 tenemos
v € S'(R), supp(v)) C RT Y v e L (R). (1.31)
Extendemos v(z,w) por 0 fuera de K y denotamos

vo(z,w) = { v(x(;,w), i ;% . (1.32)

Asf que por la definicién del espacio E., vy determina una distribucién regular en R?, pues
e < 1.

Lema 1.15. Sea v(z) € E.(K) una solucion de (1.24). Entonces en el sentido de las
distribuciones, es decir en S'(R?), tenemos que

H(D)vo(z) = do(x), z € R? (1.33)
donde dy(z) es la distribucion dada por

do(x) = Smlg T [5(961)’05 (w2) + 6(x2)vy (21) + 0 (1) 05 (22) + &' ()0 (1) (1.34)

—2cos® [5(:51)8:62118(332) + 6(29) 0, v (1) | + 20(0) cos @ §(y, :BQ)] :

DEMOSTRACION. Para 7 > 0 consideramos K, := {x € K : 1y < —T 6 19 < —T}.
Denotamos por

v, (z) = { S@’ z;% (1.35)
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Por el Teorema de Weil cada soluciéon de la ecuacion eliptica pertenece a C*. Por lo tanto
v, (x) € C®(K,), ya que 7-[( Ju-(z) = 0 para cada z € K, y H es un operador eliptico.
Entonces v, — vy en Ll (R?) cuando 7 — 0+ ya que v € E, con € < 1. Por lo tanto,

loc
vr(z) — vo(z)  en S'(R?), T—0+. (1.36)

Ahora aplicamos el operador H(D) de (1.24) a la distribucién v.. Ya que v, es una funcién
discontinua y vy es una solucién de la ecuaciéon homogénea transformada de Helmholtz en
K, tenemos

H(w, D)v,(z) = d.(x), z € R? (1.37)

donde d, es una distribucién con soporte en K. Diferenciando v, en el sentido de D'(R?),
obtenemos

d.(r) =

W 8(xo + 7)O(x1 + 7)0pv(x1, —7) + 8 (22 + 7)O (21 + T)v (21, —7)
)

+ §(x1 + 7)O (29 + 7)Op, v(—T, 22) + 0" (x1 + 7)O (29 + T)v(—T, T2)
—2cos® 6(xg + 7)O (21 + 7)0p,v(x1, —T)

—2cos® 0(xy + 7)O(x + T)0p,v(—T, T2)
(-

—2cos® v(—7,7)0(x1 + 7)0(z2 + T)
donde © es la funcién de Heaviside (véase Anexo III). La relacién (1.36) implica que
d.(r) — Hug(z) en S'(R?), T—0+.
Asi que para demostrar (1.34), sélo faltaria ver que
d, — dy, T—0+. (1.38)
Paso 1. La continuidad de v(z) en K implica que
O(x; + 7)v(x1, —7) — vi(21), T — O+, xr1 €R. (1.39)
De (1.12) tenemos que |v(z1, —7)| < C, 7> 0, 21 € R. Asi que (1.39) implica que
O(zy + 7)v(xy, —7) — V(21) en S'(R), T—0+.
De aqui, tenemos
§(xy +7)0(21 + T)v(21, —7) — &' (22)0)(21) en S'(R?), T—=0+. (1.40)
Similarmente, tenemos
§(x1 + 7)0 (29 + T)v(—T, 13) — §'(21)v)(22) en S'(R?), T—0+. (1.41)
y v(—7,—7) — v(0), por lo tanto
—2cos Pv(—7,—7)d(z1 + 7)0 (22 + T) —> —20(0) cos Pi(x), T—04+. (1.42)
Paso 2. La continuidad de Vuy(z) en K implica que

O, v(1, —T) = Op,v(x1) Yy >0, T—0+. (1.43)
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Por (1.12) tenemos
10,0 (21, —7)| < C{(x1,7)}° < Ci{z1} 7, Ty > —T. (1.44)

Como se asume que 0 < e < 1, entonces por el teorema de Lebesgue (1.43) y (1.44)
implican que

O(x1 + 7)0p,v(x1, —T) — O(21)0p,v(21,0) = v%(ml) en S’(Rz), T—=0+.
De aqui
d(xy + 7)0(x1 + T)0p,v(x1, —7) —> 5(3:2)1)%(:@) en S’(RQ), T—0+. (1.45)

Similarmente, tenemos

8 (x1 4+ 7)0(22 + 7)0p,v(—T,22) — 0 (21)v3(22)
—2cos P (xy + 7)O (21 + 7)0p,v(x1, —T) —> —2co0s (I>5($2)dd—mv?($1)
+2v(0) cos Po(x) T — 0+ (1.46)
—2cos Pd(z1 + 7)O (29 + T)0p,v(x2, —T) —> —2cO08 (I)(S(ifl)dd_@vg(@)
+2v(0) cos P ()
en §'(R?). Finalmente, (1.40)-(1.42) y (1.45)-(1.46), implican (1.38). O

En la siguiente proposicion expresamos a las condiciones de frontera en términos de
los datos de Cauchy.
Sea O(z) la funcién de Heaviside.

Proposicién 1.16. Sea v(z) € E.(K) una solucion de (1.24). Entonces para cadal = 1,2
y 6 =0,1, los datos de Cauchy vf definidos en (1.29) y (1.28), satisfacen las siguientes
condiciones de frontera

( 1
cot @ {g_m W (w) — 5(x1)v(0)] - g vil@)
= —iwﬁ(a}) sina ©(xp) ewrrcose
1 € R,
(1.47)
cot @ | L 00(zs) — 5(a2)0(0)| — — vi(za)
dzy 2 2 2)Y sin ® V2l
= iwF(w)sin(® 4 )O(zy) iwrzcos(@+a),
\ To € R.

DEMOSTRACION. Extendiendo a R la segunda y tercera ecuacién de (1.24) y usando
(1.28) y (1.29) obtenemos

1 . .
cotq)[(?xl Ul(xl,O,w)]O % vi(r,w) = —iwF(w)sina O(z;) s, 1 € R;
1 ~ ,
Cotcb[@gﬁ2 vS(O,xQ,w)] e v (29,w) = iwF(w)sin(® + a)O(zq) ewr2eos(®te) gy e R,
0 sin
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Usando derivacién en D', tenemos

(;1_131 W(r)) = v(0)6(zy) + [8961 zjl(xl,(),w)}07
j—% W) = v(0)3(@2) + [0, 01(0,22,0)] |

De aqui se deduce (1.47). O

1.4. Transformada de Fourier

Similarmente a la transformada de Fourier (1.6) introducimos la transformada de
Fourier de las funciones que pertenecen a S(R"), n > 1. Esta transformada de Fourier se
extiende por la continuacién al espacio S’'(R™) (véase por ejemplo [18]). Los teoremas del
tipo Paley-Wiener se siguen satisfaciendo para los conos convexos [26].

Aplicando la transformada de Fourier (1.6) (en el sentido de &’) a la ecuacién (1.33)
obtenemos

H(f, (.U){Jo(f) = do(g, w)

[ﬁ (6 +& —2cos® §&) —w?| 70(§), € E€R? (148)

donde 09(&) y dy(€), denotan la transformada de Fourier de las distribuciones tempera-
das vy y dy, respectivamente. Notemos que la identidad (1.48) también se entiende en el
sentido de las distribuciones. Calculando la transformada de Fourier de (1.34) obtenemos

1

sin® ®

jﬂ(ga w)

[ B1(€1) — 1(&) (i€ — 2i&; cos )
+05(&2) — D5 (&) (& — 2i&s cos @) — 2 cos Du(0)|.

Dado que H(&,w) # 0 para todos £ € R? y w € C*, la identidad (1.48) nos permite
expresar la solucién como

CZO(&OJ)
H(E w)’

Esto nos lleva a determinar las funciones desconocidas 73 (&) y una de las funciones 09(&;)
6 01(&1). Para ello usaremos las ecuaciones (1.47) y (1.48).

60(57("}) = § - R2.

Lema 1.17. La transformada de Fourier-Laplace para el sistema (1.47) y w € C*, toma
la forma

- | wF (w) sin o
cot @ [zzlv?(zl,w) + U(O)} + — 01(z1,w) = — T o5’ Im 2z >0,
_ 1 wF (w) sin(® + )
¢ @[ 0( 2, 0 } (29, w) = Tm 2z > 0.
cot P |iz909 (29, w) + v(0)] + - Dy (22, w) ot weos(@ T a) m 2o

(1.49)

DEMOSTRACION. Esto se sigue de (1.47) y del Teorema de Paley-Wiener [26] ya que
supp vf C R*. ]
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Lema 1.18. Paral = 1,2, existe C(w) € R tal que
Cw)

IN

‘6?<Zl>w)|

bl

Im Zl

DEMOSTRACION. La cota para 0} (2, w) se obtiene por integracién de (1.30) y de la trans-
formada de Fourier compleja, considerando £ = z; € C*. La demostracion de la cota para
0} (z1,w) se encuentra en el [21, Lemma 5.1]. O

1.5. La ecuacién de conexién y la formula general de
la solucién

En esta seccion se realiza el tercer paso del Método de las Caracteristicas Complejas:
el “levantamiento”de las transformadas de Fourier de los datos de Cauchy a la cubierta
universal de la superficie de Riemann del simbolo del operador de Helmholtz H (D). Esta
idea esta inspirada en la siguiente razon.

Denotamos por V = V(w) a la superficie de Riemann

V ={(z21,2) € C*: 2] + 25 — 22125 cos ® — w?sin® & = 0}, (1.51)
Notemos que si (21, 29) € V, entonces
(z18in @)% + (25 — 21 cos ®)? = w?sin? D,
Asi que las férmulas

z1 = wsingp

; C
29 —2z1cos® = wsin®cosp v e

dan una parametrizacién para V. Es conveniente cambiar el pardametro ¢ por el parametro
(= i¢. La superficie V tiene una cubierta universal V' 2 C con la proyeccién p: V — V
definida por

21 = 2z1(p) := —iwsinh p

2y = 25(p) = —iwsinh(p + iP) (1.52)

pip— (21, 22), {
Para [ = 1, 2, respectivamente, definamos Vz+ como la componente conexa del conjunto

{u €C:Im z(p) > O},

T ™
la cual contiene el punto y =1 S Y H= 7 <§ — @), respectivamente. Entonces

donde

IT={ueC:Imz(u) =0 0cIT},

[T ={peC:Imz(u) =0, ircl]},

Iy ={pecC:Im 2z =0, i(r—)ely},
[y ={pecC:Imz(u) =0, —i®cl}

(1.53)
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No es dificil convencerse de que

. , w
Iy = {,u = (1 +ipo) @ p1, pe € R py = arctan (w_l tanhm)} (1.54)
2
con la rama arctan0 = 0. La misma representacién se cumple para I'[ con la rama

arctan(0 = . Por lo tanto, el contorno I'{" es la traslacién de I'[ por el vector im, es
decir T} = I'] + im. Similarmente, el contorno I'; es la traslacién de I'] por im y I'J es
la traslacién de I'] por —i®. Asi, todos los contornos dados en (1.53) son traslaciones
idénticas de I'7. Denotamos y definimos el contorno

y(v) =T7 +iv, veR (1.55)

Entonces los contornos (1.53) se representan en la siguiente forma

7 =(0), I = y(m),
[ =a(r—@),  [f=1(-2) (1.56)

Para [ = 1,2, respectivamente, definamos la region \71_ como la componente conexa del
conjunto {y € C : Im z/(u) < 0} que contiene al punto p = —ig. Consideremos también
Vo=Vl y

Ve =VTuvV-uv,t (1.57)
(Ver la Figura 3, la cual corresponde al caso Re w > 0).

Podemos representar a las regiones V;*, V,”, V= y Vg en términos de los contornos
v(v) de la siguiente manera

Vit = {p:7(0) < p < ~(m)}, Vo ={p:y(=2m+¢) < p < y(-7+¢)};
Vim ={p:y(=m) <p<~(0)}, Vo ={p:v(-m+¢) <p <o)k (1.58)
Vi={p:iy(=r+0) <p<~y0)}, Ve ={p:v(=®) <p<y(m)}

(Ver la Figura 3). En este caso, el simbolo “ <” significa que el punto i se encuentra entre
las correspondientes curvas. De igual manera, para d > 0 consideraremos la subregién Vs 5
dada por

Vos = {n:2(=®+08) < p<a(r—0)}.

(Ver la Figura 3).

1.5.1. Levantamiento sobre la cubierta universal

Ahora “levantaremos” las funciones T)ZB sobre V;* por medio de las proyecciones (1.52).
Para ser més exactos, denotemos por T)lﬁ(,u, w) a la composicién de ﬂf(zl, w) con zy(p,w),
es decir

o (w) = 0 (z(p,w), zeCH 1=1,2, =01 (1.59)

Definicién 1.19. Definamos y denotemos por H(V') al conjunto de las funciones analiticas
en un conjunto abierto V C C.
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Notemos que la analiticidad de las funciones 1715 en C* implica la analiticidad de {}f

en f/ﬁ, para l = 1,2, es decir
o eH(VY), 1=1,2, f=0,1. (1.60)
Definicién 1.20. Para cada 0 < € < 1, definimos las regiones

Vit = {p:iq(e) <p<Alr—eo)l},
Vol = {u:q(=P+e) <p<y(r—@—e)}

Lema 1.21. Los levantamientos @) (1), definidos en (1.59), admiten las siguientes cotas

0P (w)] < Cee e, pevt

l,e

1=1,2.

(14 Im(—iwsinh pu))°

~1 <
0y (pw)] < Clw) Tm(—iew sinh )

o+
! mEVie et (161)

B w)| < Oyl imEiwsinh(u +i®)))°

€ V-
{ Im(—iwsinh(p +i®)) ’ HE Vo

DEMOSTRACION. De (1.59) y (1.50) tenemos que existe C(w) > 0 tal que

. C(w)
09 = |3 < — I > 0. 1.62
|vl (l‘a w)l |Ul (Zl<:u))‘ = Im Zl(,u)’ m Zl(”) ( )
Afirmamos que, para el caso [ = 1, se tiene
Im 2 (p) > W2SIE elRe i ne Vit (1.63)

En efecto, por (1.52), sabemos que si w = wy + iwq ¥ p = g + ifig, entonces

Im 2;(p) = Im(—iwsinhp) = —ws sinh py cos s + ws cosh py sin g

= wqcosh g _ tanh g1 cos po + sin o | - (1.64)
W2

Sabemos que cosh pu; > % el y ademds se satisface (4.8), asi que considerando estos
hechos en (1.64) se deduce (1.63). Lo cual concluye la prueba de la primer afirmacién de
(1.61) para el caso [ = 1. El caso | = 2, se demuestra de manera anéloga.

Por otro lado, las dos ultimas cotas que se indican en (1.61) se establecieron en [21,
(66)-(67)]. O
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Figura 3. La Superficie de Riemman

1.5.2. Ecuacion de Conexion

Ahora podemos formular nuestra ecuaciéon de conexién fundamental. Ya habiamos
notado que las funciones f)lﬁ (1, w) son analiticas en las regiones V,*, para | = 1,2, (véase
(1.60)).

Definicién 1.22. Para | = 1,2, denotamos por [0(p)], a la continuacion analitica, si es
que existe, de una funcion v(u) € H(V,") a la region compleja Vs (ver la Figura 3).
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También definimos las siguientes funciones

O (p,w) = 01 (p,w)+wsinh(p —i®) 09(u, w) + v(0) cos P, eV, (1.65)
Vo(p,w) = Us(p,w) + wsinh(p + 2i®) 09 (1, w) + v(0) cos P, pe€ Vs (1.66)

En [24] se estableci6 y demostré la siguiente ecuacién de conexion.
Proposicién 1.23. Sea v(x) € E.(K) una solucion de (1.24), entonces

a) La funcién v, (i) admite continuacion analitica de V;* a Vs, y la funcion vy(p) admite
continuacién analitica de V" a Vs.

b) Para las continuaciones analiticas de v () y 02(p), se cumple la siguiente ecuacion
de conexion

[01 (1)), + [B2(p)], = 0, pe Vs (1.67)

c¢) Para las continuaciones analiticas de v1(p) y 02(p) se cumple la siguiente estimacion

()], | < Cs (1+ M)’ ne Vs 1=1.2 (1.68)
. @ +7 . ~1 ~1
para cualquier § € | 0, — | ypara algin q € R que depende de vy (1) y U5(p).
DEMOSTRACION. Se encuentra en [24]. O

1.5.3. La forma de la solucién en los términos de los datos de
Cauchy

Definicién 1.24. Para cada 0 € [¢, 2], sea I'(0) el contorno descrito por

r(9) = { @ A sio<h<m (1.69)

y() Ufy(—ﬂ, sim <6 <2m,

donde y(v) es el contorno definido mediante (1.55) y las orientaciones del contorno T" se
muestran en la Figura 4.

En el articulo [21, Thm 9.1] se demostré el siguiente resultado sobre la representacién
integral de la solucién de la ecuacién de Helmholtz (A + w?) U(y,w) =0,y € Q, w € CT.

Teorema 1.25. Si existe una solucion al problema (1.21) en el espacio E. con ¢ € (0,1),
entonces esta se puede expresar mediante la siguiente integral:

1
47 sin @

/ e—pwsinh(u—iQ){q(M) d:uv p > 0, 0 e (¢, 27T)7 (170)
T(0)

us(p, 0, w)

donde T'(0) es el contorno descrito en (1.69) y la funcidn 0y estd definida en (1.65).
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1.6. Reduccion a la ecuacion en diferencias

En esta seccién reduciremos la ecuacién de conexion (1.67) que tiene cuatro funciones
incognitas a una que contenga solamente dos funciones incégnitas a la que llamaremos la
ecuacion en diferencias.

1.6.1. Eliminacion de dos datos de Cauchy en la ecuacién de
conexién

Lema 1.26. Para cada w € C*

ﬁ(w) sin® sin«

01 (p) = —wcos®sinhp ¥(p) + —v(0) cos D, w € Vit (1.71)

1sinh p — cos «
F(w) sin ®sin(® + a)
isinh(p 4 i®) — cos(® + «)

Uy(p) = —wcos® sinh(u +i®)od(u) — —v(0) cos ¢(1.72)
pe vy

DEMOSTRACION. De la primera ecuacién de (1.49) tenemos

L o wF(w) sin «
ot finit(a) 4 ofo)] - s
o cbvl(zl) cot D iz107(21) + v(0) P
; : ~ - o wF (w) sin ® sin a
asi que despejando v; (z1) tenemos 1 (z1) = — cos @ [zzlv?(zl) +v(0)] - 2’(1 j—wcosa .

Considerando el levantamiento (1.59) con la proyeccién (1.52) sobre la cubierta universal
y desarrollando, obtenemos (1.71). Por otro lado, (1.72) se obtiene al despejar 03 (z1) de
la segunda ecuacion de (1.49). O

Proposicién 1.27 (La Ecuacién de Conexién Reducida). Sea v(z) € E.(K) una
solucion al problema (1.24). Entonces las funciones ©f (u) € H(V,Y), | = 1,2, definidas en
(1.59) tienen continuacion meromorfa en Vs y ademds satisfacen la ecuacion de conexion

cosh o 0 (1) — cosh(p +i®)35 (1) = G(p,w),  p € Vi, (1.73)
donde

iF(w) sin «v sin(® + «)

G = —
(11,0) w isinh g — cos « * isinh(p + i®) — cos(P + a)

(1.74)

DEMOSTRACION. Sustituyendo (1.71) en la parte derecha de (1.65) obtenemos

F\(w) sin ® sin

1(p) = —wecos® sinhp o) (u) + — v(0) cos

1sinh p — cos «
twsinh(u — i®) ) (1) + v(0) cos ®

0 F(w) sin @ sin a

= —w[cos® sinhp — sinh(p — i®)] ) (1) +

isinhpu — cosa’
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'), 0 € [¢,7]

NE

'), 0 € (m, 27|

Figura 4. Contorno I'(9)
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Dado que cos ® sinh p — sinh(p — ¢®) = i cosh p sin @, entonces

?(w) sin ® sin «

01(p) = —iwsin® coshp ) () + pe v (1.75)

isinh 4 — cosa’
Anélogamente, sustituyendo (1.72) en la parte derecha de (1.66) obtenemos

B wsin(® + «) F(w)
isinh(p +i®) —cos(P+ ) w
—v(0) cos ® + wsinh(u + 2i®) 93 (1) + v(0) cos P

sin ®

Oo(p) = —wecos® sinh(p + i®)v) (1)

~

F(w)sin @ sin(® + «)
isinh(p +i®) — cos(® + a)

= —w|cos®sinh(p + iP) — sinh(p + 21@)] oy (p) —

Como cos @ sinh(p + i®) — sinh(p + 2iP) = —isin ® cosh(p + iP), tenemos que

~

F(w) sin @ sin(® + «)

_ vt (1.76
isinh(p + i®) — cos(P + a)’ uevy. (1.76)

U () = iw sin @ cosh(p + i) 09 (p)

Por otro lado, dado que 9, (1) tiene continuacién analitica a Vs, entonces por (1.75), 99 (1)
tiene continuacién meromorfa a Vs. Similarmente, #9(u) tiene continuacién meromorfa a
Vz. Por lo tanto las identidades (1.75) y (1.76) son vélidas en Vx. De tal forma que al
sustituir (1.75) y (1.76) en (1.67), para cada p € Vi obtenemos

ﬁ(w) sin® sin«

0 = —dwcoshpy sin® o(p) + ——
¢sinh 4 — cos

F(w)sin ®sin(® + «)

+-iw sin @ cosh(p + i®) o9 (1) — isinh(p + i®) — cos(® + )

= sin®| — dwcosh pu V(1) + iw cosh(p + i) 9 (1)

~

F(w) sina F(w)sin(® + «)
isinh pu —cosa  isinh(p + i®) — cos(P + «)

De la definicién del dngulo ® dada en (0.4), sabemos que sin ® # 0, entonces

—iwcosh p #9(n) + dwcosh(p 4+ i®)vy (1)

Flw) sin «v N sin(® + «) 0

[ w — —
isinhp —cosa  isinh(pu + i®) — cos(P + «) ’

finalmente de esta tltima igualdad se obtiene (1.73). [

La ecuacién (1.73) contiene dos funciones incégnitas, por lo tanto este problema
pareciera indeterminado. Sin embargo, resulta que es posible eliminar una funcién incégni-
ta usando las propiedades de automorfia de los levantamientos DZB . Este método fue pro-
puesto por Malyuzhinets en [29] y [30].
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1.6.2. Automorfismos

Para reducir la ecuacién (1.73) a la ecuacién en diferencias, usaremos las propiedades

de automorfia de las funciones 9 (u) y 91 (1), para ello a continuacién definimos los auto-

morfismos /1, y hs.

Definicién 1.28. Para cada | = 1,2, definimos los automorfismos by - V. — V de la
siguiente manera: hy es la reflevion del plano con respecto al punto i3, mientras que hy
es la reflexion del plano con respecto al punto i5 — i®, es decir

2
hi(p) = —p+im
{ ho(p) = —p + im — 2i® nel. (177)

Algunas propiedades de estos automorfismos hy y he se encuentran enunciadas en el
siguiente resultado.

Lema 1.29. Si hy y hy son los automorfismos definidos en (1.77), entonces

a) Las proyecciones z; dadas en (1.52) satisfacen las condiciones de automorfia
Zl(hl(ﬂ)) = Zl(:u)’ IS C? [ = 17 2. (178)
b) Los levantamientos @lﬁ dados en (1.59) satisfacen las condiciones de automorfia

o (ha(p)) = 9 (), peVir, 1=12 f=01 (1.79)

DEMOSTRACION. Notemos que (1.52) y (1.77) implican directamente (1.78). Mientras
que (1.79) se sigue de (1.78) por (1.59). O

1.6.3. La ecuacion en diferencias

En esta seccién reduciremos la ecuacion de conexién dada en (1.73) a una ecuacién en
diferencias. Una vez establecida dicha ecuacion en diferencias, en las siguientes secciones
le buscaremos una solucion meromorfa y después una solucién analitica.

Para ello introducimos las regiones

szg = V2UFL2(VZ), (180)
WE = VZ’QUhl(VEQ). (1.81)

Asf que por la definicién de la regién Vs dada en (1.58) y los automorfismos hiy ho
definidos en (1.77) tenemos que

Voo = {p:9(20) <p<ry(m} vy  Wyi={p:9(-20) <p<y(r+20)}
Observacion 1.30. No es dificil convencerse de que
a) VEQ es invariante bajo ho, es decir 52(17272) = VEQ.
b) Wy, = Vao U (Vsg + 2i®).
c) Vs C Ws.
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(Ver la Figura 3).

En el siguiente resultado extendemos la ecuacion de conexién (1.73) a C.
Lema 1.31. Sean v(z) € E.(K) una funcién que satisface (1.33)-(1.47) y o, 09 los le-
vantamientos definidos en (1.59). Entonces ¥ y 09 admiten continuaciones meromorfas
en C y ademds satisfacen las condiciones

—iw cosh p 09 (p, w) + iw cosh(p + @)Y (n,w) = G(u,w)
7 ) 3 LW e, 1.82
\ Weptin) = W, ! (52

donde G estd definida en (1.74).

DEMOSTRACION. De la ecuacién (1.73) y del hecho que @ son meromorfas en Vs y
automorfas con respecto de fy (para [ =1,2), y G es meromorfa en C, obtenemos que
la ecuacién (1.73) es valida en Wy. Ahora bien, dado que 09 es automorfa con respecto
de hg y meromorfa en Wy, entonces y automorfas o) admite continuacién meromorfa
a Wy U ho(Ws). Asi, dado que G es meromorfa en C, entonces de la ecuacién (1.73)
obtenemos que ¥{ admite continuacién meromorfa a Wg U ho(Wy); més atin, (1.73) se
cumple en esta regiéon. Andlogamente, dado que @) es automorfa con respecto de hiy

meromorfa en Wy, U hy(Wy), entonces 99 admite continuacién meromorfa a
W = WE U BQ(WZ) U 711 (Wg U BQ(WE))

y (1.73) se cumple en W. No es dificil convencernos de que W es la regién descrita por

la franja W = {u cy(—4P) < p < (4P + 71‘)} Continuando con este proceso obtenemos

que (1.73) se cumple en C y @ es automorfa con respecto de hi en C. O

Teorema 1.32 (La ecuacién en diferencias). Sean v(x) € E.(K) una solucion del
sistema (1.24) y ¥ la funcion definida en (1.59). Entonces ¥ es solucién del siguiente
problema que consiste de la ecuacion en diferencias y de la condicion de automorfia

we C, (1.83)

{ cosh p 99 (p, w) — cosh(p + 2i®) (pu + 2i®P,w) = B(u,w),
W (—p+in) = (p),

donde

(1.84)

B F(w) cosh cosh(p + 2i®)
w sinhp +icosa  sinh(pu + 2i®) +icosa |

DEMOSTRACION. PASO 1. Aplicando el automorfismo hy a (1.73), obtenemos
cosh(ha () 7 (ha(p)) — cosh(ha(p) +i®)t5(ha(p)) = G(ha(p)). (1.85)

Por (1.77) cosh(hy(p)) = — cosh(u +2i®) y qosh(ﬁg(u) +i®) = — cosh(p + iP). Ademas,
el Lema 1.29 afirma que o} (ha(n)) = 07 (ha(ha(p))) = 07 (u + 2i®) y 03(ha(p)) = 05(n),
para cada cada pu € C; asi que (1.85) se transforma en

— cosh(p 4 2i®) o) (u + 2i®) + cosh(p +i®)3 (1) = G(ha(p)), 1t € Vo, (1.86)
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PASO 2. Hacemos la suma de (1.73) con (1.86) y obtenemos que ©)(u) satisface la
siguiente ecuacién en diferencias:

cosh ()0 (1) — cosh(p + 2i®)0) (p + 2i®) = Gy (p), peC (1.87)
donde
Gi(p) == G(n) + G(ha(p)), peC. (1.88)
PASO 3. Simplificamos la expresién de G;. Para ello, de (1.88) y (1.74) tenemos
B iF(w) sin av sin(® + «)
Giln) = w { isinh p — cos i isinh(p +i®) — cos(P + oz)]
iF(w)

+

[_ ] sin v N ] sin(® + «) ] '
w isinh(hg(p)) —cosa  isinh(ha(p) 4+ i®) — cos(P + «)

Como sinh(hy(p)) = sinh(p + 2i®) y sinh(ho(u) + i®) = sinh(u + i®), entonces

Gilp) = iF(w) [_ sin o N sin(® + «)
. w isinhp —cosa  isinh(p + i®) — cos(P + «)
sin o sin(® + «)
~isinh(p + 2i®) — cos o * isinh(p +i®) — cos(® + a)]

Asi que al simplificar, concluimos que G; admite la siguiente representacion

Gi(p) =

iF(w) [ sin v sin v 2sin(® + «)

w | dsinhp—cosa isinh(p + 2i®) — cosa * isinh(p +i®) — cos(P + )

PASO 4. Resulta que GGy se puede transformar en una funcién del tipo
cosh(p) M (p) — cosh(p + 2i®) M (p + 2iP),

donde M (1) es una funcién meromorfa y ademds con esta representaciéon de Gy (u) se puede
encontrar de manera inmediata una solucion particular de la ecuacién en diferencias. Esta
es la parte central de la solucion del problema pues de este modo podemos encontrar una
solucién en forma explicita.

PASO 5. Finalmente, afirmamos que G(u) = B(u), donde B(u) esta definida en (1.84).
En efecto, sustituyendo (4.32) en (1.89) y simplificando, obtenemos

iF(w)

sin o sin v
Giln) = w {_isinh,u —cosa  isinh(p + 2i®) — cosa
coshpy+sina cosh(p + 2i®) —sina
+i sinhp —cosa isinh(p + 2i®) — cos a]
B iF(w) cosh cosh(p + 2i®)
o w L‘sinhu— cosa  isinh(u + 2i®) — cosa}
B F(w) cosh cosh(p + 2i®)
w [Sinhu+z’cosa ~ sinh(p + 2i9) —i—icosa}
= B(p,w).

Lo cual completa la demostracion del Teorema. O

E

(1.89)
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Hemos reducido la primer ecuacién del problema no estacionario (0.15) a la ecuacién
en diferencias del problema (1.83) con el pardmetro w € C*. En el siguiente capitulo
resolveremos esta ecuacion en diferencias que corresponde a las condiciones de frontera
del tipo Neumann-Neumann.



Capitulo 2

Solucién explicita del Problema de
Neumann

En este capitulo analizamos el problema de dispersiéon no estacionaria (0.15). De-
mostraremos que existe la solucién del problema (0.15) y que ademds esta es unica en el
espacio funcional M, con € = 1 — %, véase Teorema 2.19. Daremos la férmula explicita
para la solucién.

2.1. Solucidén particular del sistema (1.83)

En la Seccién 1.5, redujimos el problema no estacionario (0.15) al de resolver la
ecuacién de conexién (1.73). Las funciones desconocidas 97, | = 1,2 deben satisfacer (1.60)
y la funcién o, definida en (1.65) debe ser holomorfa en V.. Asf que nuestro objetivo ahora
es el de resolver la ecuacién de conexién (1.73), de tal forma que @(x) € H(V,"), 1 = 1,2,
y ademéds la funcién o1 (u) definida en (1.65) sea analitica en Vi, segin la Proposicién
1.23.

En la Seccién 1.6 se redujo este problema al de resolver el sistema (1.83). Tenemos
que resolver el sistema (1.83), de tal forma que ©9(x) € H(V;"). Ademas, es necesario que
la correspondiente funcién o (1) sea analitica en Vi, véase (1.65) y la Proposicién 1.23.

De acuerdo a la Proposicion 1.27, afirmamos que probar que la correspondiente funcién
1(1) definida en (1.65) pertenece a H(V) es equivalente a probar que la representacién
para 9 (i) dada en (1.75) es holomorfa en V.

Para alcanzar este objetivo, nuestro plan es el siguiente. Encontraremos una solucién
meromorfa w(y) del sistema (1.83) que sea analitica en V;". Calcularemos la funcién
w1 (u) correspondiente a la solucién w{(u) (dada por la expresion (1.75)) y veremos que
esta funcién 0 (1) no es analitica en Vx. Encontraremos los polos y residuos de esta funcién
en V. Usando estos polos y residuos corregiremos la solucién w?, usando la ecuacién en
diferencias homogénea asociada a la ecuacién en diferencias del sistema (1.83), de tal forma
que la nueva funcién 0;(u) correspondiente, dada por la expresién (1.75), sea analitica en
Vi

En el siguiente resultado proponemos una solucién meromorfa del sistema (1.83) que
es analitica en V", esto fue posible gracias a la forma explicita de la funcién B dada en
(1.84).

37
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Lema 2.1. La funcion w?(u) definida por

F(w) 1

. , e C, 2.1
w  sinhp+icosa a (2.1)

Wy () = 0 (p, w) =

tiene las siguientes propiedades
a) W9 (u) satisface el sistema (1.83).
b) wd(p) es analitica en Vi

DEMOSTRACION. a) Por un lado, haciendo cdlculos directos w{(u) satisface la ecuacién
en diferencias del sistema (1.83). Por otro lado, la condicién de automorfia de w?(u) se
sigue de (2.1) y del hecho de que sinh(—p + i7) = sinh p.

b) Notemos que si z* es un polo de w9(u), entonces por (2.1): sinh u* + i cos a = 0. Esto
sucede si y solo si existe k € Z tal que pu* =1 (—% +a+ 2k7r) O u =1 (—% —a+ 2k7r);
asi que por (1.58), ninguno de los posibles polos de @9 (1) se encuentra en V;. O]

Verifiquemos ahora si la funcién w; () dada por

(1) = —iw sin @ cosh(p)w? + F(w) sin ® T

2.2
isinh g — cosa’ (22)

que corresponde a la solucién w9 (p) mediante la férmula (1.75), es holomorfa en Vs,. Para

ello establecemos el siguiente resultado.
Lema 2.2. La funcion wq(p), definida por (2.2), tiene las siguientes propiedades
a) Los polos de w1 (p) son los puntos de la forma g y fog:
w1k = p1 + 2ikm, po g = Py + 2ik, ke, (2.3)

donde py, p; son los puntos en el plano complejo definidos por

p1L= —ig + i, pt=hi(p) = 237# —iq, (2.4)
véase la Figura 3.
b) El tinico polo de (i) en Vs es py. Ademds
Res(wy,p1) = —2@'?(@()) sin ®. (2.5)

DEMOSTRACION. Notemos que por (2.1) y (2.2) tenemos

F 1 - i
) + F(w)sin ® - e

wi(p) = —iwsin® coshp

w  sinhp+icosa tsinh p — cos a

cosh p + sin «

= —iF(w)sin® - . 2.6
iF(w) sin sinh 4 7 cos « (2:6)

a) Si p es un polo de w; (1), entonces por (2.6), existe m € Z tal quep =i (—5 + a + 2mn) =
p1+ 2imm, o bien p =i (-2 —a+2mn) =i (2 —a+2(m—1)71) = p} + 2i(m — D)7

En cualquier caso, existe k € Z tal que p = p11 1 6 p = pok.
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b) Usando a) y la definicién de Vg, dada en (1.58), los posibles polos de w;(u) que se
encuentran en Vs son p; y pe, donde p; estd definido en (2.4) y

.
pr = —g i (2.7)

Ademas (2.2) implica que si p es un polo de 1 (p), entonces

coshp +sina

Res(wy,p) = —iF(w)sin® - 2.8
(i) = ~iF () R 28)
Por otro lado, haciendo calculos tenemos cosh p; = sina y cosh p, = — sin «, asi que por
(2.8) tenemos que
=~ ) coshp; +sina PN .
Res(wy,p1) = —iF(w)sin® - b = —2iF(w)sin P,
cosh py
~ h i
Res(wy,ps) = —iF(w)sin® - Coshpa ¥ Sma _ 0.
cosh ps

Es decir, p; es el tinico polo de w4 (1) que se encuentra en Vs. Ademés, hemos calculado
el valor del residuo en dicho polo. O

Observacién 2.3. Este Lema 2.1 implica que w(1) no es una solucién apropiada para

el sistema (1.83), pues a pesar de que w(u) € H(V;"), la funcidn correspondiente 1y (1)
no es analitica en Vs. Por lo tanto, debemos hacer ajustes para corregirla. Fs decir,
necesitamos cambiar la funcion @9(p) por una funcion of(n) € H(V;") que sea solucidn

del sistema (1.83) y tal que la funcion correspondiente ¥1(u) sea analitica en Vs.

2.2. Solucién del sistema homogéneo correspondiente
a (1.83)

En esta Seccién consideramos la ecuacién en diferencias homogénea que corresponde
al problema (1.83). Concretamente encontramos una solucién particular s(u) € H(V;')
del sistema

{ cosh pu s(p) — cosh(p + 2i®)s(p + 2i®) = 0, ueC, (2.9)

s(—ptim) = s(),

tal que la funcién del tipo (1.75) correspondiente a s(p) tenga como tinico polo a p; en Vs

y de tal forma que su residuo compense al residuo de la solucién w?(u) en p;. Sumando

estas dos funciones w? (1) y s(u) obtendremos la solucién necesaria del sistema (1.83).

Definicién 2.4. Definimos la funcion

Hy(p) == coth [q( — p1)] + coth [¢(u = p})],  weC, (2.10)

donde py, pi estdn descritos en (2.4) y

q:=—. (2.11)
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Lema 2.5. La funcion Hy(u), definida en (2.10), tiene las siguientes propiedades
a) Hy(—p +im) = —Hy (1), para todo p € C.
b) Hy(p+ 2i®) = Hy(u), para todo p € C.
c¢) Los polos de Hy(p) se describen por
e = —@'g + i+ 2ikD

37 keZ. (2.12)
= 27 — a0 + 2ik®

d) El tinico polo de Hy () en Vs es el punto py definido en (2.4) y ademds

1 20
Res(Hyn,p1) = p =— (2.13)
e) Hy admite la siguiente cota
|Hy(w)] < Cs,  |p— x| >0, (2.14)
donde py es algun polo de Hy .
DEMOSTRACION. a) Por (2.4), tenemos que —p + im — p; = — (u — p}) y también —u +

im —pf = — (1 — p1), entonces
Hy(—p+in) = cothlg(—p 4 im — p1)] + coth [q(—p + im — p?)]
= coth[—g(u — p7)] + coth [—q(p — p1)]
= - [Coth [g(p — p1)] + coth [q(p — p1)]
= —Hy(p).
b) Usando (2.10) y (2.11), tenemos que
Hy(p+2i®) = coth|g(p+ 2i® — py1)] + coth [q(p + 2D — pi)]
= coth[g(p — p1) + iz] + coth [q(u — py) + i7]
= Hn(p)

c) Notemos que por (2.10),
Hy(p) = 1i(p) + 72(p), (2.15)
donde

7i(p) = coth[g(p —p1)],  72(p) :=cothg(n—p7)], peC. (2.16)
De (2.16) se sigue que p es polo de 7 siy sélo si u € Ay, donde

A = {—zg+za+2¢kq> : kez} (2.17)
Analogamente, i es polo de 75 si y solo si u € As, donde
ST .
Ay = {27 — i+ 2ikd : k € Z} (2.18)

Asi que (2.12) se sigue de (2.15), (2.17) y (2.18).
d) Para probar esta afirmacién, notemos que si p es un polo de Hy, entonces p es un polo
de 71 0 p es un polo de 7y, es decir, si p es un polo de Hy, entonces p € A; o p € As.
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Af.l Al N VE = {pl}
Para demostrar esta afirmacion, notemos que de (2.16) se sigue que p es polo de 7 si
y s6losi u € Ay. De la definicién de Vi, dada en (1.57), se sigue que p; € A;NVs. Por
otro lado, sip € A1, p # p1, entonces existe k € Z, k # 0, tal que p = —i5+ia+2ik®.

I) Si k> 0, entonces Im p > m. En efecto, por (0.4), & > 7y por (1.1), a > 0,
entonces o + 29 > 20 > 27 > 37“ Esto implica que Im p = =% + a + 2k® >
—% +a+2® > 7, para todo k > 1.

IT) Si & < 0, entonces Im p < —®. En efecto, como ® > 0 y por (1.1) a < 7,
entonces @ — ® < a < 7. Esto implica que Im p < —7 + a —2® < —®, para

todo k£ < —1.
En cualquier caso, la definicién de Vs, dada en (1.57), implica que p ¢ Vs.

Af.2 Ay N Vy = 0.
Para demostrar esta afirmacién, notemos que de (2.16) se sigue que p es polo de
Ty si y sélo si u € Ay. Por otro lado, si p € A,, entonces existe k € Z, tal que
p =13 —ia+ 2ik®.
I) Si k>0, entonces Im p > 7. En efecto, por (1.1), 37“ —a > m, esto implica que
_ 3m 3
Imp=F—a+2kd>F —a>mn, para todo k > 0.
IT) Si k < 0, entonces Im p < —®. En efecto, por a) del Lema 4.1 a + & > 37”,
entonces Im p < 37” —a—2P < —®, para todo k < —1.

En cualquier caso, la definicién de Vs, dada en (1.57), implica que p ¢ Vs.

De las Afirmaciones 1 y 2, se sigue que el tnico polo de Hy en Vi es p;. Ademds por
(2.15): Res(Hy,p1) = Res(71,p1). Y para cada pu € A;, se tiene que

Res(ﬁ,,u) — cosh [Q(,U _pl)] — l

qcoshlg(p —p1)] ¢

Lo cual implica (2.13).
e) Por (2.12), los polos de Hy pertenecen al eje imaginario, entonces (2.14) se sigue
directamente de (2.10). O

En el siguiente Lema proponemos una solucién particular del sistema (2.9).

Lema 2.6. Sea s la funcion dada por

2¢F(w) Hy(p, @)

= 2.19
s(k) - cosh (2.19)

donde Hy estd definida en (2.10). Entonces:
a) s(u) es solucion del sistema (2.9).

b) p1 es el uinico polo de s en Vs y ademds

Res(s,p1) = : (2.20)
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¢) s(u) € H(V).
DEMOSTRACION. a) Por (2.19) y b) del Lema 2.5, tenemos

 2gF(w)

cosh pu s(p) — cosh(p + 2i®)s(pu + 2id) = Hy(p) — Hy(p+2i®)| =0,

lo cual prueba que s(u) satisface la ecuacién en diferencias homogénea de (2.9). Por otro
lado, por (2.19) y a) del Lema 2.5

_2FW) Hy(ptim®)  20F@) —Hy®) _

s(=pim) = w cosh(—p +im) w — cosh(—p)
entonces s(u) también satisface la condicién de automorfia de (2.9).
b) Notemos que por (2.19), el hecho de que coshp; = sina y (2.13) tenemos

2F 1 oF
-Res(Hy,p1) = _%Fw) 1__ 2Fw)

wsina ¢ wsina

B 2¢F (w)

Res(s,p1) = w cosh p;

Lo cual prueba (2.20).
c) Por b), p1 es el tinico polo de s en Vs v p1 ¢ V' (véase la Figura 3), esto implica que
s e H(VH). O

2.3. La solucién “correcta” del sistema (1.83)

En esta Seccién encontraremos una solucién “apropiada” para el sistema (1.83), es
decir encontraremos una funcién 9?(u) que sea solucién del sistema (1.83) y tal que la
funcién correspondiente ©;(y) sea analitica en Vx. Esto se hace utilizando la solucién de
(1.83) y la solucién de la ecuaciéon homogénea asociada a (1.83), funciones dadas en (2.1)

y (2.19), respectivamente.

Teorema 2.7. Sea ¥ la funcién dada por

W) = @ (p) +s(p), peC, (2.21)
donde W) y s estdn definidas en (2.1) y (2.19), respectivamente. Entonces:
a) ¥9(u) es solucién del sistema (1.83).
b) o) € H(V;M).

¢) La funcidn v, (i) que corresponde a la solucién 10(p) es holomorfa en Vs,
DEMOSTRACION. a) 09(u) satisface la ecuacién en diferencias de (1.83) por a) del Lema
2.1 y a) del Lema 2.6. Mientras que a condicién de automorfia se sigue de c¢) del Lema
2.1y ¢) del Lema 2.6.

b) Por b) del Lema 2.1 y ¢) del Lema 2.6, w9 € H(V;") y s € H(V;"), respectivamente.
Asi que 9 € H(VT).
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c) De (1.75), (2.21) y (2.2) tenemos

bi(p) = —iwsin® cosh(p) [@) (1) + s(p)] + F(w) sin (I)i sinhs,;n—acos -
L -0 = . sin «v L

= | —iwsin ® cosh(p)w; () + F(w) sin (I)isinhp osa| T sin ® cosh(p)s(p)

= i (p) —iwsin ® cosh(u)s(p). (2.22)

Dado que cosh i € H(C), entonces por (2.22), p es polo de 1 en Vi si y sélo si p es polo
de 0y en Vi o p es polo de s en Vs. Por b) del Lema 2.2 y b) del Lema 2.6, p; es el
unico polo tanto de w; como de s en Vs, entonces el tinico posible polo de v, en Vs, es 1.
Ademés por (2.5), (2.20) y (2.22)

Res(v1,p1) = Res(wy,p1) — iwsin @ cosh p;Res(s, p1)
. —2F
= —2iF(w)sin® —dwsinPsina - — ()
w sin
= —2iF(w)sin® + 2iF(w) sin ®
0,
lo cual implica que p; no es polo de ©;. Por lo tanto v; € H(Vg). O

2.4. Lasolucién del problema estacionario con parametro

Suponiendo que la solucién ug del problema (1.21) existe en el espacio E. para algin
e € (0,1) (véase la Definicién 1.5), en esta Seccién encontraremos una representacién
integral intermedia de tal solucién. En la Seccién 2.8 demostraremos que la solucion
realmente se encuentra en el espacio £z, (véase el Corolario 2.20).

Teorema 2.8. Si existe una solucion al problema (1.21) en el espacio E. con € € (0, 1),
entonces u, admite la siguiente representacion integral:

ﬂs(/%@;w) = E

/ eSO i (1 @) dp,  p >0, 0 € (¢,2m), (2.23)
r(o)

donde I'(0) es el contorno descrito en (1.69) y la funcion Hy estd definida en (2.10).

DEMOSTRACION. Por (1.70) y (2.22)

P~ 1 —pw sin —i0) ~,
Wp00) = i [ € () du
(9
1 . )
= ot /e”“’s‘nh(”’(’) [wl(,u) — W sin@cosh(/vc)s(,u)} du
()
_ 1 efpwsinh(,ufie)wl (N) d,LL . E efpwsinh(ufié) COSh(ILL)S(ILL) du
47 sin ¢ 4

r'(6) I(0)
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Por un lado, usando (2.6) tenemos

1
47 sin ®

/e—pwsinh(p—w)wl(u) d,u _
T'(0)

1 . , ~ cosh p + sin
_ —pwsinh(pu—i0) | F ind - d
4 sin @ / ‘ [ i (w) sin sinh 1 47 cos a a

'(0)

— ZF(w) / e—pwsinh(u—i@) . (‘:OSh,u _'_‘Sin Q d
AT sinh pt + i cos a

0
— 0, (2.24)

(u—i0) cosh it + sin v

pues la funcién que se integra e=?~sinh es periédica de periodo 2im y

sinh 4+ 7 cos
la curva I'(0) sobre la que se integra se compone por dos lineas, una de ellas es traslacién
de la otra por 2im y poseen orientaciones contrarias (ver la Figura 4). Por el otro lado, de
(2.11) y (2.19), tenemos

_% efpwsinh(ufie) COShIM S(,LL) du
r(6)
— _E efpwsinh(,ufw) COSh,U, _QQF<CU) . HN(M? (I)) d
4 w cosh
I'(0)
_ 7 (W) / e—pwsmh(,u—zﬁ)I_IN<IU/7 CI)) dp. (225>
40
I'(0)
Asi que (2.23) se sigue de (2.24) y (2.25). O

2.5. Representacion de la Transformada de Fourier-
Laplace del campo total “estacionario”

En esta seccién encontramos una representacion integral de la Transformada de Fourier-
Laplace de la solucién u del problema (0.15).

Notemos que por (1.2) y (1.14), la Transformada de Fourier-Laplace de la solucién u
del problema (0.15) se puede expresar en la siguiente forma

~

u(y, w) = Us(y, w) + Fw)e™mov, yeQ, weCh, (2.26)

donde u,(y,w) representa la Transformada de Fourier-Laplace de la solucién wug del pro-
blema (1.3). Para el problema NN (0.15), encontraremos una representacién del tipo
Sommerfeld para u(y,w). En ella usaremos el contorno C que no depende del valor de 6 y
estd definido por dos lazos de la siguiente manera

C = CUC. (2.27)



2.5. REPRESENTACION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER-LAPLACE DEL CAMPO TOTAL “ESTAC

Aqui
T . 5T T or
C, = {NI—Z§3M1 > 1}U{1+Z,u2 : 5 < g < —E}U{,ul—z7 Dy > 1} (2.28)

y Cy := —C; — 3im, (ver la Figura 5).

Im p

[V

> Rep

Ca C1

|
SIE]

—27

5w
2

Figura 5. El contorno C

Deduciremos esta representacion aplicando el Teorema de Cauchy de Residuos a la
integral (2.23), para ello vamos a introducir los siguientes contornos para cada 6 € (¢, 27)

~ !/
{ r'eyur,url._, T <0 <2, (2.29)

L) = @)Ul uT_] —i(r — ¢), »<0<m,
donde
I'0) ={nel(®): [Re p| 21}, Ti={peC:Rep==l y(—7) < p<(m)}2.30)

y las orientaciones se muestran en la Figura 6. Para una mejor visualizacién de las lineas
verticales 'y y 'y —i(m — ¢), estas se encuentran ligeramente separadas en esta Figura
6.
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Y Im op
'), 0 € (m,2m)
/
d
s '(0), 0 € (6.1]
—/
-
7255 | IN—
F_ T
] 0
=3
T 1), 0¢c (x20)
o
I'(0), 6 € (¢, 7]
.—-—-——""“""—’/ l ——
Ll _31/
2
L~ i(r—0) I
Lon
T | e Cy
T
~3m
__——-—-—-"""""__—” B 7_71'
2

Figura 6. Los contornos tipo Sommerfeld

Teorema 2.9. La Transformada de Fourier-Laplace de la solucion u del problema (0.15),
admite la siguiente representacion

iF(w)

Ap.0,w) =

/6"’“Sinh“HN(u +if) du, p>0, 0 € (¢,2m), we CT, (2.31)
C

donde C es el contorno descrito en (2.27) y la funcion Hy estd definida en (2.10).

DEMOSTRACION. Por d) del Lema 2.5 el tinico polo de Hy(u) en Vi es p; (ver (2.4))
y ademds en (2.13) se tiene el valor del residuo en dicho punto. Para cada 6 € (m,27),
definimos los contornos

I"(6) = {u € T(6) : |Re ] < 1},
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de tal forma que podemos expresar al contorno I'(f) en la forma

r(e) { T(6) + [I"(0) U (—T4) U (~=T)] T <0< 2m,

[f(@) + (@)U (-T ) U (—F_)]] I — b<0<m (2.32)

donde el simbolo “+” indica la adicién algebraica de los contornos.

Asi que aplicando el Teorema de Cauchy de Residuos a la integral (2.23)

iF(w)
4P

Uu(p,0,0) = ° 45) [ine_p“Smh(pl_w)Res(HN, pl)] +

/ e—pwsinh(u—iG)HN(M7 (I)) d,u

r(9)

Por (2.4): sinh(p; — i0) = —icos(a — 0), usando (2.13) y simplificando tenemos

2 F@) T posinhin i
us(p,e,w) — 24((1(;)) |:2Z7T€ pw sinh(p1 —i6

207 iF .
)_:| I 1 4((;]) / efpwsmh(,uf'L@)HN(lu’ (I)) d’u/

()

/ e P sinh(u—iO)HN(,u’ q)) d[L
r(0)

™

— _F\ iwng-y
(w)e + 1T

Usando esta ultima igualdad y (2.26) concluimos que

iF(w)

u(p, 0, w) = e

/ eSO 0 B) dp, p > 0, 6 € (6,27), w e CF. (2.33)
L)
Sélo nos faltaria ver que es posible reemplazar los contornos f‘(@), que dependen de 6, por

el doble lazo C que no depende de . Para conseguir esto, en (2.33) hacemos el cambio de
variable g = pu — 16, entonces

up,0,w) = / e Posmh B I\ (B 416, ®) dB. (2.34)
L'(0)—if
Por la cota (2.14), Hy (84 i6) estd acotada con respecto de 3 sobre el contorno I'(6) —if.

Ademis este contorno se encuentra sobre la regién en la que la funcién e ?s""# decrece
siuper exponencialmente con respecto de 3, para todo w € Ct. Mds atn, las lineas R_z

y R_ sz, se encuentran en la region V_l_ U (f/_l_ — 2i7r> (ver Figura 3 y Figura 6). Asi que

podemos usar el Teorema de Cauchy para deformar el contorno I'(¢) — if de la integral
(2.34) al contorno C de la integral (2.31). Lo cual completa la prueba. O

2.6. Descomposicién de u en las densidades de las
ondas incidente, reflejada y difractada

En esta Seccién, vamos a descomponer a la funcién u, dada en (2.31), en la suma
de las Transformadas de Fourier-Laplace de las ondas incidente, reflejada y difractada.
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Generalmente esto se hace incluyendo los polos de Hx(u + i6) que se encuentran en el
eje imaginario, por (2.12). Mas especificamente, transformamos el contorno C, definido en
(2.27), en la suma algebraica de los contornos Cy y R de tal forma que ambos contornos
contengan en su interior a los polos de Hy(u + i0). Asi que definimos Cy el contorno
orientado en el sentido contrario a las manecillas del reloj como

Co = N U Y2 (235)
con vy =R —14i%, y1p:=R- i%’r, (ver la Figura 7 que corresponde al caso Re w > 0).
Definimos a R como el contorno cerrado orientado en sentido de las manecillas del reloj
dado por

. )
R:={peC:|Reul=1}U {,ul —zg D1 € [—1,1]} U {ul —1% D1 € [—1,1]} (2.36)

Asi que por (2.27), (2.35) y (2.36), C = Cy + R. Aqui el simbolo “4+” indica la adicién
algebraica de los contornos.

(VB

[ — 1 —
w TR TRl

B
3
i

w
3

Figura 7. El contorno Cj.

Definimos la franja

5
I, := {uEC:—%ﬁImug—g}. (2.37)
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En el siguiente Teorema encontramos una descomposicién de la funcién u, dada en
(2.31), en la suma de las Transformadas de Fourier-Laplace de las ondas incidente, reflec-
tada y difractada.

Teorema 2.10. La funcion u dada en (2.31) admite la siguiente descomposicion
u(y, w) = Uin(y, w) + u,(y, w) + Ua(y, w), y=pe? €@, weC, (2.38)

donde U;, estd dada en (1.14),

ﬁ(w) eipwcos(9791)’ ¢ < 0 < 91’
ﬂr(p, H,w) = (/)\, 0, <0< 02, (239)
F(w) eipwcos(9—92)7 92 < Ja < 27.‘.’
- F s |
ug(p,0,w) = ! 4(;:) /c e PeSIhIIT (1 + 00, w)dp, 0 # 0,5. (2.40)
0

DEMOSTRACION. De (2.31), (2.27), (2.35) y (2.36) , se sigue que para p > 0, 6 € [¢, 27]
yweCt,

. F ~ .
i(p.0.) = ) / eI (1 4 ) dj
C

iF (w : )
— 4((1) ) / e"""smh“HN(p +1i0)dp +
Co

~

1F(w ~ .
4((1))/6—pwsmh,u,HN(u+20)d#“
R

Por un lado, el primer sumando de esta igualdad coincide con (2.40), es decir

a(paevw) = ﬁd(p,Q,W)+ 4D

/e‘ﬂwsi“h“HN(u + i6)d . (2.41)
R

Por otro lado, como R es una curva cerrada simple recorrida en sentido de las manecillas
del reloj, por el Teorema del Residuo de Cauchy tenemos que

/ e PN Hy (o + i0)dp = —2im Yy Res(e ™™ Hy (s + ), u), (2.42)

R HEk

donde i, son los polos de e *sh 4 [ (114+i0) que se encuentran dentro de R. Notemos que
por (2.36), (2.37) y a) del Lema 4.14, los polos de e ?Siht [ (11 + i) que se encuentran
dentro de R son los mismos polos de e ”SmM e F (1 + i6) que se encuentran en Ily. De
tal manera que (2.42) y b) del Lema 4.14 implican que

i |efreosli=) y cirvess0-00| g <) <6,
/e—pwsinhuHN(y’ + z@)d,u — —4i® eiPWCOS(H*a)’ 01 << 02
R i [eireeos0m0)  girocos0-0)| g, <0 < o
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De aqui y por (1.14) se deduce que

(w) [epreost0-e) 4 ioweosto-00] | < 9 <y
(w) eirwcos(®—a) th <0 <0,
(1) |eipweost0=e) 4. inweost0-00)| g < < 27

/ —pwsmhuHN ;H—zG)d —
R

=) =) =

(W) 6ipwcos(9—91)’ 0 <6<6,
0 <0 < 0
((,U) eipwcos(9—92)7 82 < 0 <27

Uin(p, 0, w) +

) S )

pues ng -y = pcos(d — a). Asi que por (2.41) y la tltima cadena de igualdades

ﬁ(w) eipwcos(0—91)’ ¢ S 0 S 91
u(p,0,w) = uy(p,0,w)+ um(p,0,w)+ < 0, 01 <6 <0y
F(W) ez’pwcos(é'—ﬁg)’ 02 < 0 < or
De esta ultima igualdad y usando (2.39), obtenemos (2.38). O

Corolario 2.11. Si u, € E., para algin € € (0,1) es la solucion de (1.21), entonces la
solucion del sistema (0.15) admite la siguiente descomposicion

u(y,t) = win(y, t) + us(y, t), yeq, t>0, (2.43)

donde u;, estd dada en (0.1)y

us(yv t) = ur(ya t) + ud(ya t) (244)
Aqui
—F(t—pcos(@—@l)), ¢§0S01,
ur(p,ﬁ,t) = 0, 0 <0< 92, (245)
—F(t — pcos(d — 6s)), 0y < 0 < 2,
walp,0,8) = FL[ulp,0,)| (¢), (2.46)

y 01,02 son las direcciones dadas en (0.6).

DEMOSTRACION. La descomposicién (2.43) se sigue de la linealidad de la transformada
de Fourier-Laplace inversa, al aplicarla a la descomposicién (2.38). La expresion (2.45) se
obtiene de (2.39) con ayuda de las propiedades de la transformada de Fourier. ]

Observaciéon 2.12. A pesar de que la formula (2.43) nos da una descomposicion de la
solucion de (0.15), ain nos falta encontrar la forma explicita de la onda difractada ug.
Para hacer esto, primero necesitamos obtener una continuacion de la funcion ug(-,-,w) a

C+.

Definicién 2.13. Sea
O := [gb, 271'] \ {91, 82} (247)
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donde 01,0, estan definidos en (0.6). Para cualquier w € Ct, (p,0) € RT x O definamos
Ja(p,0,w) := /e_p“’smh“HN(,u+@'9) du, (2.48)
Co

donde Hy es la funcion (2.10) y Cy es el contorno definido en (2.35).

Primero extendemos Jy(-, -,t) a C*. En lo que resta de la tesis asumiremos que (p, 0) €
Rt X O, w=w; +iws y it = i1 + iflo.

Lema 2.14. 1) La integral en (2.48) converge absolutamente para w € C*, y determina
una funcion analitica con respecto a w € C*:

Ja(p,0,w) € H(CT), (p,0) € RT x ©. (2.49)

11) La funcion Jy(-,-,w) admite la siguiente representacion

Ja(p,0,w) = /ei”WCOSh“ZN(u +i6) du, weCt (2.50)
R
donde
o7 T
Zn(p) = Hy (/L — 27) — Hy (u — z§> , wne C, (2.51)

y ademds Jy(-,-,w) admite una extension continua a C+.
1) Ja(+, -, w) € C(R) y la siguiente cota se satisface
|Ta(p,0,w)] < C(0), w e CH. (2.52)

1v) El siguiente limite se cumple
jd(paeawl) :L}igojd(paeawl +Zw2) (253)

en el sentido de S'(Ry,).

Demostracion. i) De (2.10) se sigue que para 6 € [¢, 27| el conjunto P(6) de polos de la
funcién Hy(u + i0) esta dada por

P() = Pi(6) U [ — Pi(6) + im — 2i0 (2.54)

donde Py (0) = {—iZ +ic+ 2ik® — i0 : k € Z}. Esto implica que para 6 € [¢, 27]: Hy (u+
i) € H(C\ P()), —i% € P() s6lo para § = 6, y —i2F € P(f) sélo para 6 = 6;. As{ que
Hy(p + i0) admite la siguiente cota

|Hn(p+146)] < C(0), € Co, 0 01,0, (2.55)
Mads aun, la integral (2.48) converge absolutamente para cada w € C*, pues

|e—pwsinhp,| _ e—pwzcosh;u’ = puy +ipe € Co. (256)



52 CAPITULO 2. SOLUCION EXPLICITA DEL PROBLEMA DE NEUMANN

Para probar (2.49) es suficiente ver que para cada § > 0 y para cada 6 # 6, 05, la integral
0 .

/ % [e_p” sinh ”“] - Hy(p +i0) dp converge absolutamente y uniformemente con respecto
w

Co

de w € CT, Im w > ¢ > 0. Esto se sigue de la cota (2.55) y de (2.56).

ii) Haciendo el cambio de variable p — p + 4% para pp € 1y o — p+ 157” para [t € v
reducimos la integral (2.48) a la integral (2.50). Esta representacién (en contraste con
(2.48)) admite una continuacién a C* pues el integrando Zy (en contraste con Hy)

admite la cota
1Zy(p+1i0)] < C(@)e 2 peR, 06,0, (2.57)

por (2.51). Asf que la integral (2.50) es convergente para cada w € R. Vamos a probar que
Jal, -, gu) es continua para cada w € C*. 5i wy, — @ cuando k — +00, wy, € C*, entonces
lim ezpwkcoshu ZN(,U + ZQ) — ezpwcosthN(u + 20)’ e R y |€ipwkcosh,u ZN(,U + 20)| S

k—+o00
C(#) e 2 | € N, pues wp € C+ y se tiene (2.57). Mds atin por el Teorema de la
Convergencia Dominada de Lebesgue

lim jd(', -,wk) = jd(', ',w). (258)

k——+o0

Esto implica que Jy(+,-,w) € C (@)

iii) La cota (2.52) se sigue de (2.50), (2.57), el hecho de que |e/(@1F#2) coshpr| — =pwz coshy
para cualquier p € Ry wy > 0.

iv) La afirmacién (2.53) se sigue de (2.58) y (2.52). O

A partir de este momento, asumiremos que F tiene la forma (0.7) donde f es la
funcion suave que satisface las condiciones (0.8). Para extender la funcién ugy(-, -, w) a C+,
consideremos

~

F(w) == Fise [F(s)} — F, [A o0 f(s)}, w € R, (2.59)

F, ][] denota la transformada de Fourier en el sentido de §” asociada a la transformada
de Fourier clésica (1.6), y

Fi(w) = i fl(w —wy), w €R. (2.60)
Claramente
Fi(s) = ie ™% f'(s), s €R. (2.61)
Lema 2.15. 1) F(w;) admite continuacion analitica a C*. Es decir, el limite

F(w)) = lm F(w; + iws) (2.62)

wo—0+

existe en el sentido de S'(R). (También denotaremos a esta continuacion analitica

por f(w), w € C+ y diremos que esta es la Transformada de Fourier-Laplace de
F(s)). Mds ain, existe C' > 0 tal que

‘ﬁ(@‘ <C(mw)™!, wecCH (2.63)
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11) ﬁl(wl) admite continuacion analitica ﬁl(w) a C, es decir

~

Fy(w) € H(C) (2.64)
y para cada wy € R
~ . o) . N
Fl(wl + ZCOQ) € S(Rwl), 8wk Fl(wl + Z(.UQ) S Ck’N(l + |w1|)_ . (265)
Mds atn,
B ﬁ1(“) + a ﬁl(wl)
= ; = — R 2.
Fw) w—wp welh Flwr) wy — wp + 140’ i€ (2.66)
y ~
F(w) € C*(R\ {wo})- (2.67)

DEMOSTRACION. i) La continuacién analitica de F(w;) a C* y (2.62) se siguen del Teo-
rema Tipo Paley-Wiener para conos convexos, [26, Theorem 1.5.2], pues suppf C [0, c0)
por (0.8). La cota (2.63) se sigue de (0.8) ya que wy € R.

ii) f' € C3°(R) pues supp(f’) es un conjunto compacto, por (0.8). Asi que la existencia de
la continuacién analitica de F;(w;) a C y (2.65) se siguen del Teorema Clasico de Paley-
Wiener, [41]. Es fécil comprobar que F;(w) = (w —wo)F(w), para todo w € C* por (2.59),
(2.60) y el Principio de la Continuacién Analitica. Esto implica la primer identidad de
(2.66). La segunda identidad en (2.66) se sigue de (2.62) y (2.65). Finalmente, la afirmacion
(2.67) se sigue de la primera identidad en (2.66) y de (2.64). O

Ahora estamos listos para extender y(-, -, w) a C+.
Proposicién 2.16. La funcion uy(p,0,w) dada en (2.40) tiene las siguientes propiedades
1) U+, ,w) € H(CT)
11) Se satisface la siguiente cota

Ga(p,0,0)] < COwy!, weCT (2.68)

111) Para cualquier wy € R, existe el siguiente limite en el sentido de S8'(R,,,):

Ug(e, - wr) = lm ug(,-,wi +iwy),  w €R. (2.69)

UJ2~>0+

Demostracion. De (2.40), (2.48) y (2.66) deducimos que

i Fiw)

upbw) = = oo

Ju(p,0,w),  weCr. (2.70)

Por lo tanto, i) se sigue del Lema 2.15 i) y de (2.49), la cota (2.68) se sigue de (2.65) y
(2.52). La existencia del limite (2.69) se sigue de (2.62) y (2.53). O
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2.7. Férmula explicita para la onda difractada

En esta seccién, aplicamos la transformada de Fourier-Laplace inversa a la funcién
Ug(-,w), w € CT. Primero, lo haremos para la funcién auxiliar

wd(ﬂ? 97w) = ﬁ1(C‘u)\7d(p7 0, (.d), w e @7 (271)
donde J, esté dada por (2.50) y Fy(w) esta dada por (2.60).

2.7.1. Transformada de Fourier-Laplace inversa de la funcion
Wa(p,0.1)
Proposicién 2.17. Sea f una funcion suave que satisface (0.8). Entonces

1) Eriste la transformada de Fourier-Laplace inversa de la funcion Wy(-, -, w), w € C¥,
FL [Wa, - w)] (1), la cual se puede expresar en la siguiente forma
1

wa(p, 0,t) = Py /e_iwlth\/d(p,Q,wl) dw;. (2.72)

R

11) La funcion wa(p,0,t) también admite la siguiente representacion

+oo
wa(p,0,t) = de "ot / eirwocoshnz (4 i0) f'(t — pcosh ) du (2.73)
Y
wa(-, -, t) € C(R), supp(wq(-, -, 1)) C R¥. (2.74)

DEMOSTRACION. i) La primera afirmacion se sigue del Teorema tipo Paley-Wiener para
conos, [26, Theorem 1.5.2], pues Wy(-,-,w) € H(CT) por (2.64) y estd acotada en C*+ por
la segunda desigualdad de (2.65) y por (2.52). La representacién (2.72) se sigue del hecho
de que Wy(-,-,w1), wi € R es el §’-limite de la funcién wy(, -, w;y + iws), cuando wy — 0+
por (2.64), (2.65) y (2.52), (2.53).

ii) Sustituyendo (2.50) en (2.71) y entonces introduciendo esta expresién para wy en la
integral (2.72), obtenemos

1 PN .
wa(p,0,t) = 2—/6‘””13‘1(%) /e’”lpCOSh“ZN(u +140) dp | dws.
m
R R
De (2.65) y (2.57), tenemos que ‘e*i“’l(t*pc‘)gh”)ﬁl(wl)ZN(,u + 20)) < Cn(0) (14w ])~Ne2alul)

(w1, 1) € R% Asi que, por el Teorema de Fubini, por la definicién de la transformada de
Fourier (1.6) y por el Teorema de la Transformada de Fourier obtenemos

1 . ~
wa(p,0,t) = / g/e_wl(t_pCOSh“)Fl(wl) dwy | Zn(p+140) dp
R R
= /Fl(t — pcosh p) Zn(p + i0) du.

R
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De tal forma que obtenemos (2.73) de (2.61). La continuidad de wy se sigue de (2.73),
(2.57), (0.8) y del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue. La contencién en
(2.74) se sigue directamente de (2.73) y (0.8) pues suppf’ C [0, so] y p > 0. O

2.7.2. Demostracién de la representacion para la onda difracta-
da

Teorema 2.18. Para 0 # 61,05, p > 0 yt > 0, la onda difractada uy(p,0,t) para el
problema de dispersion no estacionario del problema NN (0.15) sobre la curia W admite
la siguiente representacion

—+00

/ eiwngOShMZN('u +1i0) f(t — pcosh ) dp, (2.75)

— 00

Z'efzwot

49

Ud(ﬂ, 0, t) -

donde Zy estd definida en (2.51) y f es la funcion suave que satisface (0.8).

DEMOSTRACION. De (2.70), (2.66) y (2.71) deducimos que

ud(paeat) :F_1 :

w—t |:4(I)(W1—WO)Wd(p’ 7w):|7 w GC )

donde F !, es la transformada de Fourier-Laplace inversa en el sentido de S'(R¥). Sabe-

mos que la transformada de Fourier-Laplace satisface que Fy_,, [ JIOE: g(t)} = f(w)ﬁ(w),
1

n T —dwot| — __
w € C*, para f,g € S'(R*) y F [9@‘)6 } i(w — wp)

, w € C*, entonces ob-

tenemos uq(p, 6,t) = [@(t)e‘iwﬂt * Wd(p,G,t)] La convolucién en la ultima integral

t

/e_iw‘)(t_s)wd(p, 0,s) ds.

0

40
, : ) 1
existe en el sentido usual por (2.74), asi que uq(p,0,t) = 13
Remplazando aqui wy por su expresién (2.73) tenemos

t +oo

/ / P07y (i) f'(s — peoshp) dp| ds. (2.76)

0 —00

Z'e—iwot

4P

ud(pa 6)’ t) =

La funcién ©(t — s)ePocoshu 7y (1 4 i0) f'(s — pcosh i) tiene soporte compacto en R?,
con respecto de (yu,s) por (0.8). Esto implica que esta funcién es integrable. Usando el
Teorema de Fubini intercambiamos el orden de integracion en (2.76) para obtener

+00 t
- —iwot )
uq(p,0,t) = Z€4q) / errwocoshi 7 (114 i) /f'(s — pcosh ) ds| du
oo 0
- —iwot e
— 264(1) / emorcoshi 7 (1 4+i6) f(t — pcosh ) du,

por el Teorema de Newton-Leibnitz. Lo cual concluye la demostracion. ]
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2.8. El campo total para el problema de Neumann

En esta seccién, daremos una solucion completa u al problema de dispersion de ondas
planas sobre cunas tipo Neumann-Neumann (0.15) con un perfil suave de la onda incidente.
Notemos que en la descomposicién de u dada en (2.43), tenemos que u = wu, + U, + ugq,
donde u;,, u, and ug estdn dadas explicitamente en (0.9), (2.45) y (2.75), respectivamente.

Definimos &y como el espacio de las funciones u(y, t) € C(Q x R*) tales que Vu(y,t) €

C(Q x R*) y su norma dada por

[ulle.v := sup [sup|u(y, )| + sup(l + )~ {y}°
t20 | yeQ yeQ

Vyu(y,t)’] <oo, N>0, (2.77)

es finita. Aqui y € R?, {y}, Q estén dados en (1.13).

Teorema 2.19. Supongamos que la onda incidente F tiene la forma (0.7) con el perfil
f(s) una funcion suave que satisface las condiciones (0.8). Entonces la funcion u dada en

(2.43) es una solucion cldsica del sistema (0.15) que pertenece al espacio C>®(Q x RT)N
C(Q x RT) N & _gg1-24 y ademds es la unica solucion en este espacio.

DEMOSTRACION. Primero probaremos directamente (sin usar la transformada de Fourier
inversa) que u satisface el sistema (0.15). Claramente, u;, satisface la ecuacién de D' Alem-
bert en R? x R por (0.9). La funcién u, también satisface la misma ecuacién en el sentido
clésico pero sélo en RT x © x R pues tiene discontinuidades en los rayos criticos [, :=
{(pcosty, psinby) € R* : p > 0}, k = 1,2, donde 615 son los dngulos definidos en
(0.6). Més atin, esta funcién es suave por trozos en Q,,, m = I,II,II] donde Q; :=
R* x (¢, 91) X ]R, Q[[ = R x (91,92) X R, Q[[[ = R x (02,27'(') x R. Todas estas
afirmaciones se siguen de (2.45). Finalmente, la funcién u, también satisface la ecuacién
de D’Alembert en R x © x R. Esto se puede verificar al derivar directamente bajo el
signo de la integral en (2.75) usando la cota (2.57) y la suavidad de las funciones Zy
(0 # 015) y f. Ademds también es una funcién suave por trozos en @Q,, \ {0}. De hecho, la
suavidad de ug en QrUQ1, Qrr vy QrrrUQs (ver (0.4)) se sigue de la convergencia uniforme,
con respecto a conjuntos compactos en Rt x © x R, de la integral (2.75) después de la
diferenciacion con respecto de p, 0,t. La diferenciacién de u, fuera de los rayos criticos I,
es decir la existencia de los limites de las derivadas cuando 6 — Q,f, k = 1,2 se prueba en
el Lema 4.15 del Anexo A7. En el mismo Lema se prueba que los saltos de las derivadas
en los rayos criticos [ son opuestos a los saltos de w, en I, asi que us = ug + u, (ver

(2.43) y (1.2)) es una funcién suave en Iy, es decir u € C°(Q x R¥).
Verifiquemos las condiciones de frontera de Neumann para u. De (0.9) y (2.45) se

sigue que %(um + u,) = 0. De la representacién (2.75) para uy también se sigue que
Q1,2

0 0 , . . .

— Uqg =0, pues — Zn(n+1i¢) y = Zn(p + 2im) son funciones impares.

20 "y, , 00 00

Finalmente probemos que u € £;_941-2,. Ya probamos que u € C(Q xRN C‘”(@ X
RT), asi que sélo necesitamos verificar la cota (2.77).
Como w;;, € & y u, satisface la cota (2.77) con ¢ = N = 1 — 2¢ por (2.45), asi que
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es suficiente verificar que las siguientes cotas se satisfacen
ua(p,0, 1) < C, (p,0,1) € @ x R, (2.78)
|7 ua(p, 0,1)] < Cs(1+t"720)(1+p 072 0<p<t. (2.79)
La cota (2.78) se sigue de (2.75), pues Zy satisface la cota (2.57). La prueba de (2.79)
coincide con la prueba de (91) y (118) para el problema DD (ver [22, Lemma 12.1, Theorem
12.2; Proposition 14.1]) pues Zy satisface una cota del tipo [22, Formula (33)] por (2.57).
Finalmente la unicidad de la solucién u en el espacio £;_94,1-24 se pruecba de la misma

forma que se probé la unicidad de la solucién en el problema DD (ver 21, Corollary 8.4]).
Con lo cual se completa la prueba del Teorema. O

Corolario 2.20. La solucion us(y,w) dada por la formula (2.23) pertenece al espacio
Ey_=z y por lo tanto la férmula (2.25) estd justificada.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.19 u € &i1—z1-z. Por la definicién de los espacios
E-n, (2.78) y la definicién de los espacios E. (Definicién 1.5) tenemos que si u € & n,
entonces u € E.. Por lo tanto © € 51,%. Ahora bien, la afirmacién del Corolario se sigue

de la férmula (2.26) ya que F(w)e™®0%) € Ey para F dada por (0.7) con f como en
(0.8). O
Observacion 2.21. Supongamos que s =0 en (0.8), es decir

f(s) =H(s), s € R, (2.80)
donde H(s) es la funcion de Heaviside. En este caso, la formula (2.75) para la onda
difractada tiene la forma

ac(
Z'e—iwot

49

)

D |

uq(p,0,t) = e opcoshi 7o (1 4-46) du, teR,

)

—ac(

e+

donde

ac(x) == { In(z +var=1), @21, (2.81)

0, r <1

Todas las afirmaciones del Teorema 2.19 siguen siendo vdlidas, con excepcion de las con-
tinutdades de los frentes de w;y,, u, y ug, los cuales tienen saltos generados por el salto de

f en0.

Observacion 2.22. En el caso (2.80), la onda incidente w;, dada en (0.7) no es una
funcion suave, sino que es una funcion generalizada, ya que no es continua. Por lo tanto,
la solucién del problema de dispersion (0.5) no necesariamente pertenece al espacio E.
definido por (2.77). De hecho la solucion u pertenece al espacio M. con e =1—q, donde
M. estd dado en la Definicion 1.9. Esto se sigue directamente de la representacion (2.70)
y (2.71). La teoria de dispersion de ondas generalizadas estd desarrollado en [21]. En el
mismo lugar se demostrd que la solucion del problema (0.5) es unica en M..

Observacion 2.23. Una solucion para el problema NN (0.15) se expresa por (2.43) con
ug dado por (2.75) no solamente para la cuna de magnitud 0 < ¢ < m y « que satisface
(1.1) sino también para el caso en el que ¢ = 0 y « toma un valor arbitrario (en el
caso ¢ = m, la onda difractada ug = 0). Esto se comprueba directamente sustituyendo
la funcion u en el sistema (0.15). Mds ain, en cualquier caso el Teorema 2.19 se sigue
cumpliendo.
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Capitulo 3

Propiedades de la solucion del
problema de Neumann y aplicaciones

3.1. El Principio de Amplitud Limite

En esta secciéon probamos que la amplitud de la solucién u(p, 8,t) del problema de
dispersion no estacionario NN (0.15) converge a la amplitud limite cuando ¢ — oco. Esta
amplitud limite es una solucién bien conocida para el problema de difraccién estacionario,
(ver por ejemplo [1]).

Definicién 3.1. Definimos la amplitud limite para las ondas incidente, reflejada y difrac-
tada, respectivamente, como

( Am(p79) = eiwopcos(ﬂ—a)

giwopcos(0=01) o < 9 < 6,
Ar(p7 9) = 07 91 S 0 S 02

eiwop cos(0—02) 0y < 6 <2 p > 0, RS @, (31)
i
Ay(p,0) = — ehopcoshi 7 (1 4+i6) dp
\ ).
donde Zy estd dada por (2.51) y consideremos
Asc(p,0) = Ain(p,0) + Ar(p,0) + Aa(p, 0). (3.2)
Introducimos el contorno
1
Ci o= [01 +z‘ﬂ U {—Cl - z%} , (3.3)

donde C; es el lazo definido en (2.28). La orientacién de C; se muestra en la Figura 8, [22,
(35)].

Teorema 3.2. Sea f una funcion que satisface (0.8) con sy > 0 y sea u una solucion
del tipo (2.43) del problema (0.15). Asi que para 6 € © (ver (2.47)), existe una amplitud
limite A(p,0,t) := u(p,0,t)e™"" de la solucion u y

lim = A(p, 0,1) = Axo(p, 0), (3.4)

29



60CAPITULO 3. PROPIEDADES DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE NEUMANN Y APLICAC]
donde la amplitud limite Ao, admite la siguiente representacion

As(p,0) = / e~ worsihi pr (14 40) dp. (3.5)

¢l
Mas aun, A satisface el siguiente problema de dispersion estacionario

{ (A —wp) As(p,0) = 0,  (p,0) €Q

0
a_nAoo(pae) = 07 (p,@)E@Q

DEMOSTRACION. De (0.1), (2.45) y (0.8) se sigue que
win (1, )™t — Au(p, ), u,(y, )™ — A.(p,0), t — +00, (3.6)

uniformemente en p < pg, 6 € [¢, 27|. Para continuar con la demostracién del Teorema,
en el siguiente Lemma también probamos esta convergencia para la onda difractada.

Lema 3.3. (Principio de Amplitud Limite para la onda difractada). Sea f
el perfil de la onda incidente dado por (0.8) con sy > 0. Entonces, para cada py > 0
se satisface el siguiente comportamiento asintdtico Aq(p,0,t) — Aq(p,0) — 0, cuando
t — +00, uniformemente para cada p € [0, po] y 0 € ©. Aqui Ag(p,0,t) := uq(p,0,t)e“"t
y Aa(p,0) estd definida en (3.1).

DEMOSTRACION. La representacién (2.75) implica que

+oo
Adlp6.t) = 1= [ 0P Ng(t = poosh p)Zy(u+i6) dp. (3.7)
Sélo faltaria probar que
Ad(pa 0, t) — Ad(p7 9)’ L — +00 (38)

uniformemente con respecto de p € [0, po] y 6 € ©. Por (3.1) y (3.7)

—+00

Ad(p,0,8) = Adlp.6) = 1= / oot f(t — peosh p) = 1| Zy(u+i6) dp. (3.9)

—00

Fijemos py > 0, 0 € [¢p,27] y ¢ > 0. Como los polos de Zy(u + i) se encuentran sélo
cuando p = 0 por (2.51), existe C' > 0 tal que |Zy(u+1i0)| < C,p € R, |u| > 1,0 € [¢, 27].
RO Pe— s Al
Vamos a elegir @ > 1 tal que 7€ " < c. Entonces por (2.51), (2.57) y (0.8)
T

/ eiwopcoshu[f(t - pCOSh,U) _ 1i| ZN(N + Z@)‘du < C / efgﬂdu <eg, t € R.

lul>a p>p

Nos falta probar la convergencia a cero de la integral (3.9) sobre [—fi, i]. Tenemos que
t— So _ _ <2
cosh uy(p,0) = —— > cosh i, para t > sg + pocosh i, donde p; es una solucién no
Po
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. ., — 50
negativa de la ecuacion cosh p; =

. Esto implica que f(t — pcosu) = 1 para u €
Po
[_ﬂ7ﬂ]a t > S0+ po COShIBa P =< po- De aqui que

elorcoshi[ f(t — peoshp) — 1) Zn(p + Zﬂ)’dﬂ =0<e, t=>so+pocoshpi, p < po.

t“\’;l

Esto completa la demostracion del Lema 3.3. O

s
2

AN
3
AR
+
o

‘_91

4
N
_5m
2]
UHJ

—3m

L

Figura 8. Contorno C; .

Continuamos ahora con la demostracion del Teorema 3.2. Usando el Lema 3.3, deduci-
mos que (3.4) se sigue de (2.43) y (3.6).
Vamos a probar la representaciéon (3.5) para A,,. Consideremos

_ — L e—wopsinhMHN(M+i9) dlu (310)
43 Jou

Probaremos que A = A, donde A, estd definida por (3.2). Definamos los contornos Cy
y I't como

CSF = va (v = 2im),

9
0 = i |G- g :—1§u1§1}U{1+w2:—fﬁuzé—z}

U{Ml*‘i[zﬂl__} :—1§M1§1}U{—1+’iﬂ2:_7S,U/QS__}a
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donde
T [ ™ 3w
V= {,Ud iy > 1}U{u1+@ |:Z,U1 - 5} —1< i < 1}U{u1 i < —1}-
(Ver la Figura 9). Notemos que por (3.3)

/Jr e—wopsinh/.l,HN(lu 4 i@)du — /+ e_wopSinh“HN(u + iQ)d,u + /+ 6—wopsinhH]_‘[N('u + i@)du.
(ox Co r
(3.11)

También usando el Teorema de Cauchy de los Residuos obtenemos

/ G_wOpSinhuHN<,u + Z@) dy] = N Z ReS(B_wopsinhMHN(u + 'LQ)’p)’
T+

donde R;(0) es el conjunto de todos los polos de la funcién e «oPsimhr Fiy (1 +i6) que se
encuentran en el interior de I'". Calculando los residuos mediante (2.54), (1.1) y (0.4),
obtenemos

eiwopcos(G—a) + eiwopCOS(9_91)7 0 (= [(]5, 91),

/ efu.zopsinh,ul,-_[N('u +29) d/J, — _4i® eiwopcos(Q—a)7 0 c [91,92],
I+ eiwopcos(Q—a) + eiWOPCOS(0_92)7 0 (- (02, 27'(']

e

| 40} NE
ENE]
\
%
—+

o

|

|
Ry

u

w
3

T+

B —
%
)
=1
|
L)
3

\%g
\

|

SN

Figura 9. Los contornos Cf y I'"



3.2. LA VELOCIDAD DE CONVERGENCIA DE LA AMPLITUD LIMITE 63
Asi que por (3.10), (3.11), (3.8) deducimos que A := A;, + A, + A4, con

Ay = L emwoPsmhi TG (1 + i6) dp.
4@ C(JJr

Por lo tanto, para concluir la prueba del Teorema, bastaria probar que
Ag = Ay, (3.12)

por (3.2). Haciendo el cambio de variable y +— p 4 i5 y luego el cambio de variable
@+ i+ 2im en la integral sobre ;" — 237” obtenemos

Ay = _L ehopcoshi 7o (1 4+ 40) du,
4@ Joivig

donde Zy estd definida en (2.51). Ahora estamos en las condiciones de transformar el
contorno ;" + i5 en el contorno R usando el decrecimiento exponencial de Zy. Esto es,
por el Teorema de Cauchy de los Residuos, (2.57), el hecho de que Zx (1 +1i6) es analitica
en C\ P(#) (ver (2.54)) y (2.57), obtenemos que

+o0
/ elopcoshi o (1 4+i0) dp = —/ emopcoshin 7 (1 +40) du.
Yz —o0
Por lo tanto (3.12) se sigue. De este modo, el Teorema 3.2 esta probado. O

3.2. La velocidad de convergencia de la amplitud limite

En esta seccion analizamos con mas detalle la diferencia entre la amplitud de la onda
difractada no estacionaria y su amplitud limite en el caso cuando el perfil f de la onda
incidente es la funcién de Heaviside (ver (2.80)). Sea

Rd(p797t) = Ad(p7 6) - Ad(pvevt)u P > 07 0 % 01,27 t > 07 (313)

donde A4(p,0), Aa(p,0,t) estan definidas en (3.1) y (3.7), respectivamente. Como f es la
funcion de Heaviside,

Ri(p,0,t) = ﬁ / elworcoshi 7 (1 4-40) dp, (3.14)
Jul>ac(L)

donde Zy y ac(-) estdn definidas en (2.51) y (2.81), respectivamente. Primero, necesitamos
una expansion de Zy(u + i6).

Lema 3.4. La funcion Zy admite la siguiente representacion

6
Zn(p+1i0) = by [Z ziEeFakan 4y (1) eFHAar e R. (3.15)
k=1
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donde
b1 = 4sin <§> :
zil: — zf(@,a) — 6:I:2iq(7r—9—&-oz) 1+ e:l:4iq(7r—a) ’
Z;: — Z;:(e, O{) — 6:I:2iq(7r—2c9—|—204) [1 + eiBiq(w—a)] [1 + e:l:4iq7r:|’ 516
Zm = 2h 42, €R, m=1,6; 12E(0,a)| < C, § €R, m = 2,6; (3.16)
21 = z1(0,a) =4cos [%(2% - 9)} cos [%(ﬂ' - oz)} ;

+ In2
|7’1 (/%6;04)|§C, :i:,uZT, QGR
DEMOSTRACION. De (2.51) y (2.10) se sigue que Zy(p) = Hy(p) + Ha(u), p € C, donde

B sinh (2igm)
) = T G+ (= 1) — 20k — D) b [q (i + 1~ )Fa — 20km)]

para k = 1,2. Sean p := iy +ius y s = s(p1) := e~9%1. Entonces, para k = 1,2, la funcién
Hj, admite la expansion

6
Hk(,“) = —ib; g hki,jsjﬁj + Tl(sil, eiZCkJ(H&)’ eiwk,Q(H»z))SiM ’
J=1

donde c11 (p2) = q(u2 — @), c1a(p2) == q(po — a — 27), caq (p2) = q(uz + o — 2m),
22 (p2) = q(p2 + o — 4m). En ambos casos la funcion s — r1(s, a1, a2) es analitica en

By(0) := {z € C: |z| < 1} para todos los a;,as € T := {2z € C: |z| = 1} y admiten la
cota

Ir1(s,a1,a2)] < Ch, ls| <27' aj,a, € T. (3.17)

Mas a_ﬁn, hfl — e:FQiq(uz—a—Tr)’ h;1 — T2iq(pa+a—3m) y h;j + h‘];j € R, para k = 1,2;
j = 1,6. Todas estas afirmaciones se prueban de manera similar a [12, Proposition 2.1
(iii)]. Por lo tanto, considerando ps = 0 deducimos (3.15), (3.16). O

Lema 3.5. La funcion R4(p,0,t) admite la siguiente representacion

b 6
Ry(p,0,t) = —ﬁ Z ZmBogm + Roo(p,H,t)] , (3.18)
m=1

donde by, z,, estdn dadas en (3.16) para m = 1,6,

“+o00
E, = Ept) = / 17 (3.19)
ac(f)
)
IReo(t,p,0)] < Clpo)t ™10 | t>pe21, R (3.20)

DEMOSTRACION. Se sigue de (3.14), (3.15) y de la paridad del integrando en (3.19). La
cota (3.20) se sigue de (3.16), (3.17). O
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El resultado principal de esta seccién es la descripcién de la velocidad de convergencia
de la amplitud limite. Siguiendo la idea de [19], encontramos por separado esta velocidad
para la parte real y para la parte imaginaria.

Teorema 3.6. Sea Ry la funcidn definida en (3.13). Las partes real e imaginaria de la
funcién e” 'Ry tienen el siguiente comportamiento asintético cuando t — oo

| biz1(2q + 1 2
Re[e ™" Ra(p,0,1)] = —% (2)" e o), @321
0
. b 2
Im[e™ Ry(p,0,1)] = — 45)210 (g) " et | g (4-tatD) (3.22)

donde 0 < p < pg y el simbolo O(-) depende solamente de py.

DEMOSTRACION. Después del cambio de variable u = %) et la funcién E, dada en (3.19),

toma la forma E,(p,t) = (§)p B,(p,t), donde

w2424 ,2
B,(p,t) = / a1
14+4/1-(2)2

Similarmente a la prueba de [12, Lemma 3.2] obtenemos las siguientes expansiones

P = 2p+1) P = 1
Ept) = grbelpt) + == 5Bl ) + 0 5], (323)

9 " p+1
_ iwot
donde E,(p,t) = o e P p2]

A7) y sustituimos en (3.23) para obtener

Ep(p,t):—iwoti 1 _eiwotpp(p+1> 1 O( 1 )

(i) 20 (iwg)?  t7+2 193

. Expandimos E, como en (4.48) (Anexo

Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (3.18) y usando (3.20) obtenemos

, bizy | /p\242q+1 P2 1
—iwot R (n f 1) = —-—t (_> t—(2a+2) _ <_> (¢4
e Ralp.6.1) 1@ |\2) T2 2) iwg
_% (£>4q w +—(g+2) _ (£>4q i +—(4q+1)
49 | \2 2/ i
6 , 9 4 o (3.24)
+3 mjt*(2q3+2) +iy njtf(Zqu)
j=3 Jj=3

6
+ SO~ L (p, 0, 1)t t — 00,
j=1

donde m;,n; € R por (3.16) y |re(p,8,t)| < C(po). Notemos que ¢ > }1 por (0.4), asi que
(3.21) y (3.22) se cumplen. O
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3.3. El caso del semiplano

En esta seccién consideramos el caso & = 27 (ver Observacién 2.23) y comparamos
nuestros resultados con los resultados de [19].

Proposicién 3.7. Sean ® =27 y f la funcion de Heaviside. Entonces la representacion
(2.75) para la onda difractada puede se puede reescribir como

ac(t)
,L'e—’iUJ()t ’ ]
ualp 0,1 = = / Pt IA (L) dp, >0, (3.25)
n
—ac(%)
donde
—sinh & cosh 4% cosh £=%
A = 2 — 2 4 - 2 __ . 3.96
(u) 2 Linh N+lg+10¢ sinh /L+lgfla sinh ufzgfza sinh ufzg+w< ( )
Mds atun
- ac(%) s . .
e "o , cosh £ cosh ¢
0.t) = iwgp cosh p 2 ) du. 397
Ud<p> ’ ) T / € [COShM—FCOSh(iQ) H ( )
—ae($)

para o = .

DEMOSTRACION. La representacion (3.25) se sigue de (2.51), (2.10) y (2.75) cuando f =
H y & = 27. La representacion (3.27) se sigue de (3.25) cuando a = 7. O

Observacion 3.8. En el caso del semiplano (® = 27) y la funcién de Heaviside f, la
representacion (3.25) para la onda difractada coincide con la representacion de la onda
difractada ®4 dada por (43) y modificada de acuerdo a [19, Section 3.3] cuando 6y # 0.
Para 6, =0

uq(p, 0,t) = 2P4(p,0,1t) (3.28)

DEMOSTRACION. Consideremos
90 = —T (329)

el angulo que corresponde a la orientacion de la onda incidente en nuestro problema.
Cuando 6y # 0, la onda difractada obtenida en [19] mediante la férmula (43) y modificada
de acuerdo a [19, Section 3.3] (la denotaremos por ®;) se expresa de la siguiente manera
para ¢o = 1 (omitimos la parte que corresponde a la onda incidente, ver [19, pdgina 210])

efl'u.)Qt eiwoS

Dylp,0,t) = —sgn(m — (0 — 00))v/p(1 + cos(6 — 6y)) / 5= p(s + pcos(d — 6y)) ds
eiwos

—sgn(m — (6 + 60))v/p(1 + cos(6 + bo)) /\/sT (s + pcos(f + o)) o

(3.30)
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Haciendo el cambio de variable s := pcoshp y usando la paridad de los integrandos
obtenidos después del cambio de variable podemos reescribir a ®; como

ac(%)

o —iwot ' cosh cosh H
P 0.t _ iwgpcoshp | — (0 -0
alp,0,1) o / ‘ [ BT = 0= 00) i+ cosh (o0 — )

7ac(;)

i(0—00)

cosh X0t%) osh £

—sen(m = (04 00)) G cosh (i 7 60))

dp.

Vamos a considerar el caso 0 > 0y + m, 7 < 0y < 7. Los otros casos se analizan de manera
similar. De (3.29) obtenemos

ac(t)
ie—iwot i ) b
Bilp.0.t) = 5 [ B ) dp (3:31)
—ae(?)
donde
stha) sinh * 9+a)

B(p) == cosh g (3.32)

cosh i — cosh(i(d — a))  coshp — cosh( 0+ a))

Los polos y residuos de A(u) y B(p) coinciden y ambas funciones son periodicas de periodo
2im. Mas aun, de (3.26) y (3.32), |A(u)| < Ce g v |B(p)| <Ce Bt , respectivamente.
Por lo tanto, aplicando el Teorema de Liouville A = B. Esto prueba que (3.25) y (3.31)

son funciones idénticamente iguales.
Cuando 0y = 0, [19, (43)] implica que

—iwot zw s
6 0 0

/\/— (s+ pcosf)

(I)d(pa 07 t) =

sgn(m — 0)+/p(1 + cos0)

ds. (3.33)

Haciendo el cambio de variable s = pcosh  y usando la paridad del integrando en la
integral obtenida, deducimos (3.28). O

Observacion 3.9. FEste hecho nos lleva a la diferencia en los términos principales del
comportamiento asintotico de la amplitud cuando t — oo. De hecho, en el caso de ® = 2,
a = 7 tenemos que para cada 0 < p < pg, t > po2* se tiene el siquiente comportamiento
asintotico cuando t — oo

A 3 0 _s
Re[e ™" Ry(p,0,t)] = _\/5{:_;2 cos o5 £72 + Ot 2),
0
; 2 0
Im [e"“’ot Ra(p, 0, t)] = —W—\/j cos 72 4 O(t_g).
0

Esto se sigue de (3.24) y (3.16) pues en este caso zo = 0. Por otro lado, de [19, (61)]

— O)M [1 + 0 <§2)} , cuando & — oo, donde

se sigue que Re &4 ~ —sgn(w
4m€3 (€ +n)?
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E=wo(t—p) yn=wop(l+ cosh). Por lo tanto

3\/15 0 5 7
Re®y = ——=—=cos-t 2 +0(t2).
‘ 2v2 mw? 2 ()
Andlogamente, de [19, (62)] obtenemos que
V2 0 .
Im &; = _yeP cos — ot t*% + O(t*g)'
271'(.4.]0 2



Capitulo 4

Anexo

4.1. Anexo Al. Algunas relaciones entre los angulos
ay ¢

Lema 4.1. Los valores a y @, definidos en (1.1) y (0.4), respectivamente, satisfacen cada
una de las siguientes condiciones

3
a) a+®>§.

b) —g+a+2<1>>7r.
c) —g+a—2<b<—<1>.

3
d) g—a+2<1>>7r.

3
e) g—a—2¢< —.
DEMOSTRACION. Se sigue de cdlculos directos al considerar (0.4) y (1.1). O

Lema 4.2. Los dngulos ¢, ® y «, definidos en (0.3), (0.4) y (1.1) respectiva-mente,
satisfacen las siguientes desigualdades

0 < —2r+a+20 (4.1)
=21 > a—-20—-9¢ (4.2)
0 > a—2® (4.3)
o0 < a+30 (4.4)
¢ < 2m—a (4.5)
21 < 4dm—« (4.6)
2% < 2r+a (4.7)

DEMOSTRACION. Vamos a usar (0.3), (0.4) y (1.1).

= Como ® > 7, entonces 2¢ > 27. Ademas o > 0, entonces o + 2® > 2 > 2, lo
cual implica (4.1).

69
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= Como a < qu) > m, entonces o — ¢ < —g < 0. Asi que a — 20 — ¢ =
a—20+ & — 271 < —2m, lo que prueba (4.2).

= Como a < T y & > 7, entonces a — P < 0. Asi que @ — 20 < a— P < 0, con lo que
(4.3) queda probado.

= Como ¢ > 7, entonces 3& > 37. Ademés o > 0, entonces a + 3® > 3® > 3, lo
cual implica (4.4).

3

» Como o < g, entonces 2m — o > 2w — g = g > 7. Y como ¢ <, se deduce (4.5).
7

» Como a < g, entonces 41 — o > 4w — g = ; > 27, lo cual implica (4.6).

= Como ¢ < 7, entonces 2¢ < 2w. Ademds o > 0, entonces 27 + a > 27, de donde se
deduce (4.7).

Con lo cual se concluye la demostracién del Lema. O

4.2. Anexo A2. Algunos hechos de las funciones trigonométri-
cas

Lema 4.3. Si0<e <1 yw=w; +iwy, € CT, entonces

?1 tanh 1 COS flg + sin iy > sine, =1 + ifo € Vﬁs (4.8)
2

w
DEMOSTRACION. Notemos que si p = 1 + ipg € Vﬁ;, entonces
A+e<pupp<m—A—c¢,

donde
A= A(w, 1) = arctan (ﬂ tanh,ul) . (4.9)

%)

De hecho, existe § € (57 g) tal que

Ademsds (4.9) implica que,
tanh
sin A = — AL v ocosA= e S (4.11)
Vw2 4 w? tanh? Vw2 + w? tanh? 1y
Entonces

w1 tanh g cos d + ws sin d
Vw2 + w? tanh? iy
—ws tanh g sin 6 + wy cos 0

Vw? + w? tanh?

sinpgy = sin(A+4) =

cospy = cos(A+0) =
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Asi que

2
w w
ety tanh 1 cos pg + sin g = sind \/1 + —; tanh? y; > sind > sine.
CL)Q (.UQ

Por lo tanto (4.8) se satisface. O

4.3. Anexo A3. Aplicaciéon del Operador de Laplace
a la funcién discontinua v,

Considerando la funcién v, definida en (1.35), tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 4.4.

0? 0?
Ayvr(x1,29) = [WUT(xl, 132):| + |:8I281’1 vy (21, 22) (4.12)
1 0 0
0
—(z1 + 7)0 (29 + T)%’U(—T, x9) — 0 (v + 7)O (22 + T)v(—T, x2)
1
0
—0(xe + 7)O (21 + 7)8721(561, —7) — &' (xo + 7)O(x1 + T)v(21, —T).
2

DEMOSTRACION. Derivando a la funcién v, con respecto de z; en el sentido D'(R) obte-
nemos

O (@ 2s) = [a—v(xl,xg)] — 8z + T)0(—T, 22)O (s + 7).

81’1 81’1 0
De donde
0? o |0 0
a—x%?}r(%, Ty) = or, L?—xlvr(%, 902)]0 - 8_:x15(x1 + 7)o(—7, 22)O(z2 + 7).

Por un lado:

0 0?

0 0
Ory |0y T 022 - (= 41
) [axlvf(xbmz)] i L%cf vT(xhxz)] i (w1 +7) 3$1U( 7, 22)0 (22 + TY4.13)

Por otro lado

0

675(351 + 1) o(—T,22)O(xa +7) = §(x1 4 T)v(—7,29)O (22 + T). (4.14)

1

Asi que de (4.13) y (4.14):
P o) = | Coonan)| — b+ n) o0t (415)
81’%@7— T1,T2 = 61’%1}7 T1,T9 . T T a{L‘IU T,T9 T2 T .

—0'(x1 + T)v(—T,22)O(x2 + 7).

Similarmente obtenemos
82 82
5 Ur (93 1y 552) = [

923 5V (71, 1:2)] ) —0(xe + T)a—’l)(l’l, —7)O(z1 +7) (4.16)

3_1'2 81'2
—0'(z2 + T)v(21, —7)O(21 + 7).
Asi que (4.12) se sigue de la suma de (4.15) y (4.16). O
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Lema 4.5.
2 82
—2cos CID(%@(%C1 vr(x1,29) = —2cosd - v (21, 22) i (4.17)
+2 cos DO (15 + T)a—v(xl, —7)O(x1 + 7)
61’1
+2cos Do (1 + T)a—"U(—T, 29)O(x9 + 7)
81’2

+2cos DO (x1 + 7)d(x2 + T)0(—T7, —7).

DEMOSTRACION. Notemos que

82 ( ) — a_ -8_ ( )
8952895107 Ty, Tz) = O _895107 T1, T2
= a—a—v(yc za)| —0(x1 + 7)v(—T,22)O (29 + T)
—ax2_ax171720 1T 7T T, T2 2T T
o [0 0
= 9 _a—mlvT(xl,xg)}O ~ om [0(z1 + T)v(—7,29)O (22 + 7)) .

Por un lado:

D10 ] = [ v@a)] - ot )L vfe, -0 + 7
(9.1'2 axl"UT T1,T2 . = aanxl’UT T, T2 . i) Taxlv X1, —T T T).

Pé)r otro lado:
— [0(z1 + T)v(—7,22)O (x5 + T)]

8:82
0
= O(x; + 7)7 [0(—=T,22)O(xg + T)]
2
0
= 0z +7) —U(—T,CCQ)@($2+T):| + d(zy + T)v(—T, —7)
aIg 0
0
= d(x1 + 7)87 (=T, 22)0(xs + 7')} +6(z1 + 7)0 (29 + TV(—T, —7T).
2
Asi que
o v (my,m0) = o vy (21, 22) —5($+)®(x+)8—v(x—)
972011 L1, T2) = 92907, L1, L2 . 2T T 1T T 07, 1, =T
0
—0(z1 + 7)O(z2 + 7')8711(—7', xg) — v(—7, —7)0(z1 + 7)0(x2 + 7).
2
De donde se deduce (4.17). O
2
L 4.6. — A -2 d =
ema 4.6 ST o { 2Ur (21, X2) coS 9% xlvT(:cl,xg)
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1 0
= —5= | (@1 +7)0(x2 + T) z—v(—T,32) + ' (21 + 7)O (22 + T)V(—T, 22)
sin® @ 651
+ 0(z2 4+ 7)O(x1 + T)%v(xl, —7)+ 8 (22 + 7)O(x1 + T)v(21, —7)
2

— 2cos Po(xe 4+ 7)O (21 + T)%U(xla —7)
1

— 2cos Po(xy + 7)O(xy + 7)=—v(—T, 22)
T

— 2cos Pv(—7, —7)0(z1 + 7)d(x2 + T)

(4.18)
DEMOSTRACION. De (4.12) y (4.17) obtenemos
2
Ay, (1, x9) — 208 o xlvT(xl,xg) =
o2 o2 2
— [a—x%w(a:l, xg)] ) + [aanxl vy (1, 9@)] ) —2cos® [89@‘289&1 v (21, 22) )
0
—0(xy + 7)O (22 + T)%U( T,x9) — ' (21 + 7)O (22 + T)v(—T, 22)
1
0
—0(zy + 7)O (21 + 7')871)(3:1, 7) = 8 (22 + 7)O(x1 + T)v(21, — 7).
2
+2cos Py (zy + 7)O(x1 + T)a—v(xl, —T)
&Bl
+2cos Po(zy + 7)O(z2 + T)aa—v( T, Z3)
Lo
+2cos ®u(—7, —7)0(x1 + 7)0 (22 + 7).
De donde se deduce (4.18). O
Lema 4.7. En S'(RT) se satisfacen los siguientes limites
§(xy +7)0 (20 + 7') v(=7,22) — 0(x1)va(z2)
T
8 (x1 + 7)0 (22 )v( T,13) — 0 (21)vd(z2)
§(xe + 7)O (21 + T) v(:cl, —7) — §(xo)vi(71)
&' (xe + 7)0 (21 + T)U(:El, —7) — 8 (z2)0 (1) T — 0+.
—2cos PO (z2 + 7)O(x; + T)a—v(xl, —7) —> —2cos CI>(5(x2)dd—v(1)(x1) + 2v(0) cos P (x)
L1 L1
—2cos P (z1 + 7)O(x2 + T)aa—v(—T, T9) —> —2cos <I>6(x1)dd—vg(a:2) + 2v(0) cos P (x)
L2 L2
—

—2cos Pv(—7, —7)0(x1 + 7)6 (22 + T) —2v(0) cos PI(z)

(4.19)

DEMOSTRACION. A continuacién la demostracién de algunas de estas afirmaciones, las
demas se demuestran de forma simétrica a las que aqui se presentan.



74 CAPITULO 4. ANEXO

Notemos que

) 0 - 9
Tli}I(I)l_i_ 5($1 + T)@($2 + 7)8—%U<—T, 332):| = 5(.1'1)@(1}2) Tli}%l_i_ 8_1’1@(_7-’ .1'2)

= §(x1) [@(m);—xlv(o, m)]

= (o) {aa—mvm,xg)}
= O(w1)vy(22)

0

Notemos que

lim [0'(z1 + 7)O(xg + T)v(—T, 22)] = ' (x1) [@(xg)v(O, To) | = & (z1)v5(22).

T—0+
Notemos que

) 0 , 0
715& —2cos P (o + 7)O (21 + T)a—xlv(xl, —T)} = —2cos Po(x9)O(z1) Tll)r(r)le 6’_I1U(xl’ —7)

= —2cos PH(z2) [@(xl)aa—xlv(% 0)}

= 208 DS () [aa—v(xl,())]o.

X1

En S'(R¥) y por la definicién de v? tenemos

dd—xlv?(xl) _ [aa—xlv(znl, ())}O - 5(a)0?(0) = {;—mv(m, O)L 50 (0),
de donde
[%v<xl,o>]o = ) — 3(e)e(0)
Asf que

lim |—2cos ®d(zy + 7)O (21 + 7)%0@1, —7)}
1

T—0+

= —2cos DO(z) {dd—v?m) - 6(931)1}(0)]

X1

= —2cos @5(%2)%@?(.%1) + 2 cos P (xq)d(x2)v(0)
1

= —2cos @5(1‘2)%0?(1‘1) + 2v(0) cos Do ().
1
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Proposicién 4.8. La siguiente identidad se satisface

) 1 02
Tll)%l_‘r |:_SH]—2(I) [AzUT(xl, I'Q) -2 COS(I)a(L'ngl UT([El, $2):|:| =
]' !/ !/
= alo [ 0(21)vy(w2) + d(w2)vy (21) + &' (21)v3(22) + ' (2)0] (1) (4.20)
d d
—2c0s D6 (21)—v) (12) —2cos DO (x9)—02(x1) + 20(0) cos D(x) | .

dl’Q dxl

DEMOSTRACION. Se sigue directamente de (4.18) y (4.19). O

4.4. Anexo A4. Algunas identidades de la trigonometria
hiperbdlica

Lema 4.9. Para todos A, B € C se tiene que
2cosh(A + B)

th A + tanh B = . 4.21
coth A+ fan sinh(A + B) + sinh(A — B) (421)
Lema 4.10. Para todos A, B € C se tiene que
2 cosh(A — B)
tanh A — coth B = — : 4.22
o «© sinh(A + B) — sinh(A — B) (422)
Lema 4.11. Sia = zg —ia yb= Zg + i, entonces
cosa = —isinha (4.23)
isinh pp — cosa = 2isinh MTM> cosh (,u ; a) (4.24)
2i1P 219 —
isinh(p + 2i®) —cosa = 2isinh (M i Z2 i a) cosh <W) (4.25)
A _
coshp+sina = 2isinh (MT) cosh ('M 5 a> (4.26)
21P — 21—
cosh(pp +2i®) —sinaw = 2isinh (M il ; a) cosh %) (4.27)
21® —b 219
cosh (FF22Z0) g (AE22 T (4.28)
2 2
sinh pobY —icosh [ & o (4.29)
2 2
sinh(a —i®) = icos(P + «) (4.30)
cosh(a —i®) = sin(®+ «) (4.31)
Lema 4.12. Si pu € C entonces
2sin(® + «) ~coshp+sina cosh(p 4+ 2i®) —sina

isinh(p +i®) — cos(® + )  disinhp—cosa  isinh(p + 2i®) — cosa’
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DEMOSTRACION. Para probar (4.32), usaremos los resultados expuestos en los Lemas
4.9, 4.10 y 4.11. Primero desarrollamos el lado derecho de (4.32). Usando las hipétesis del
Lema 4.11, (4.24)-(4.27), desarrollando y simplificando tenemos que

B ) sinh (“’Hf_a) cosh (“Hgb_b)

coshp+sina cosh(p 4 2i®) —sina  sinh (45°
isinhp —cosa  isinh(u + 2i®) —cosa  sinh (&%) sinh (;H—ng—i-a) cosh (,Uri-?é‘l’—a) )

asi que sustituyendo (4.29) y (4.28), respectivamente tenemos

;H—a) —isinh (/H—2Z<I> a)

isinhpy —cosa  isinh(u + 2i®) —cosa  sinh (5 "~ cosh (u+222<1> )

coshp +sina cosh(p + 2i®) — sina —i cosh (

de modo que al usar (4.22) y simplificar tenemos

cosh i + sin « cosh(p + 2iP) — sina

isinh p — cosa isinh(p + 2i®) — cos
2cosh (220 _ i)

Zsinh (@ + M) — sinh (m — M)

2 2
, cosh(i® — a)
= —2i— .
sinh(p + i®) — sinh(i® — a)
_ o cosh(a — i®)
B sinh(p + i®) + sinh(a — i®)’

Finalmente al utilizar (4.30), (4.31) y desarrollar obtenemos (4.32). O

4.5. Anexo A5. Propiedades de la funcién Hy

Lema 4.13. Si p(6) es un polo de T (p + i0) o es un polo de mo(p + i6) (ver (2.16)),

entonces . -
Res(7x(p + i6), u(0)) = Pl k=12 (4.33)

DEMOSTRACION. Si i es polo de 7, entonces

Res(r, 1) = coshg(p —p1)] _

1
geosh[g(u—p1)] ¢

Anélogamente, si 4 es polo de 7y, entonces

coshfg(p—py)] _ 1
gcosh[g(p—p})]  q

RGS(’Q, :u) =

En cualquier caso se obtiene (4.33). O

Lema 4.14. Para 0 € [¢,27] se tiene lo siguiente



4.5. ANEXO A5. PROPIEDADES DE LA FUNCION Hy 77

a) Los polos de Hy(p + i0) en Iy son

() = —zg +ia —if, 0 € [¢,2n] (4.34)
12(0) = 137” o — i, 6 < [0, 27] (4.35)

donde 6y, Oy son los dngulos definidos en (0.6).

b) Los polos de la funcion e P  Hy(u+1i0) en Iy son los puntos py(6), ua(0) y uz(0),
descritos en (4.34), (4.35) y (4.36), respectivamente. Ademds

29

Res(e ™S H (1 +0), 11 (0)) = girweosta=f) 5 <9 <o, (4.37)
m
A 20
Res(e ™S H (14 i6), 1 (0)) = == erwes=02) g, <9 < om (4.38)
m
) 20 .
Res(e P SMM by (4 i0), us(0)) = —— o000 4 <9 <6, (4.39)
m

DEMOSTRACION. a) De acuerdo a (2.12), los polos u de Hy(pu+i6) en C son de la forma

pup(0) = —ig Vo + 2k — if
k€ Z. (4.40)
S 7 : :
poi(6) = i~ + 2ik® — 0

De esta familia de polos de Hy(u+1i6), debemos considerar sélo aquellos que se encuentran
5 7T:|

en la franja Iy, es decir aquellos tales que Im p € [— 5 5|

Af1 Sik>16k<—1, entonces py (0) ¢ Iz, para todo 6 € [¢, 27].

En efecto, py (0) € Iy siy sélo si =27 < a4+ 2kP — 6 < 0.

» Sik > 1, entonces a+20—0 < a+2k®—0. Si b € [p,27n], —0 > —27, entonces
a+20 -2 < a+20 —0. De donde a + 2® — 27 < av + 2kP — 6. Asi que por
(4.1), a4+ 2k® — 0 > 0. Por lo tanto p 4(0) ¢ Il,.

» Si k< —1, entonces o +2k® — 0 < o — 20 — 6. Si 0 € [p,27], —0 < —¢,
entonces @« —29 —0 < a—2® — ¢. De donde a+2k® —0 < a—2P — ¢. Asi que
por (4.2), o+ 2k® — 6 < —2m. Por lo tanto py 4 (6) ¢ 1ls.

Lo cual prueba la Afirmacion 1.

Af.2 py0(0) € Iy, para todo 0 € [¢, 27].

En efecto, por definicién uo(f) = —z'g + i — 6. Si 0 € [¢,2w], por un lado
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0 < 27, entonces a — 0 > a — 21 y como « > 0, entonces a — 2w > —27, lo cual

implica que a — # > —2m. Por otro lado, como 6 > ¢, entonces —0 < —¢. Y por

(1.1), @ < ¢, de donde v — 0 < ¢ — ¢ = 0. Asi que —27 < a — 6 < 0, para todo
5

0 € [¢,27]. De donde, —g < —g—i-oz—@ < —g, para todo 6 € [¢, 2x]. Por lo tanto

p10(0) € Iy, para todo 6 € [¢, 27].

Lo cual prueba la Afirmacién 2. Mds aun, para todo 6 € [¢, 27], 1,0(f) es un polo
de Hy(p + i0) del tipo (4.34).

Sik>106k<—2, entonces pgi(0) ¢ Ily, para todo 0 € [¢, 27].

En efecto, pgx(0) € Ilg siy sélo si 2r < a — 2kP + 6 < 4.

» Sik>1y#0 € ¢ 2n], entonces a — 2k® + 0 < o — 2P + §. Como 0 < 2,
entonces o« — 2@ + 0 < o« — 2® + 27. Entonces o« — 2k® + 60 < o — 2P + 2.
Ademsds de (4.3), o — 2® + 27 < 27. Lo cual implica que a@ — 2k® + 0 < 2.
Por lo tanto pox(0) ¢ Ils.

» Sik < —2y0 € o 2n], entonces « — 2k® + 0 > a + 4P + 0. Como 6 > ¢,
entonces a+4P+0>a+4d+p=a+4P 427 — P = a+ 30 + 27. Ademds
de (4.4), a4+ 3P+ 27 > 4x. Lo cual implica que o — 2k® + 60 > 4x. Por lo tanto

p2,k(0) & Tl

Lo cual prueba la Afirmacién 3.

t2.0(0) € Il siy sélo si 6 € [0, 27].

3
En efecto, por definicién ps o = i _ia—if. De tal forma que po,0(0) € Il siy sélo

2
5 3
si —g < g—a—QS —gyﬁe [¢,27], lo cual es equivalente a 27 < o+ 0 < 47

y ¢ < 0 < 27 Esto sucede si y sélosi 2n —a < 60 <4dr—ay ¢ < 0 < 27.
Equivalentemente

max {27 — o, ¢} < 0 < min {47 — «, 27}

Asi que por (4.5) y (4.6), podemos concluir que po0(6) € Iy si y sélo si 6 €
27 — a, 27]. De modo que la Afirmacion 4, se sigue de la definicién de 0y dada en
(0.6). Mds aun, p20(f) es un polo de Hy (u+16) del tipo (4.35) siy sélosi 6 € [y, 27].

,LL27_1((9) € H2 si y sélo si 0 S [¢, 91]

3
En efecto, por definicién po 1 = Z?ﬁ —ia—2i®P —if. De tal forma que po —1(0) € Il

5 3
si y solo si o < M a—2b -0 < —g y 0 € [¢,27], lo cual es equivalente a

2
2t < a+20+0 <4dny ¢ <6 < 27w Esto sucede si y s6lo si 2n —a — 29 < 0 <
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At —a—2Py ¢ < 0 < 27m. Ademas de la definicién de ¢ y 6, dadas en (0.4) y (0.6),
respectivamente, tenemos que o + 2® = a + 227 — ¢) = 47 + o — 2¢ = 47 — 0.
Entonces o —1(0) € Il si y sélo si

méax {6; — 27, ¢} < 0 < min{6;, 27}

Equivalentemente, por (4.7), pa,—1(0) € Iz siy s6lo si 6 € [¢,0;]. Més atn, po —1(0)
es un polo de Hy(p + i) del tipo (4.36) siy sélo si 0 € [¢, 0;].

Con lo cual concluimos la demostracién de a).

b) Consideramos
T(p, p,0) = e PS e (1 +i6).

Dado que la funcién e ?*sBh# eg analitica en C, p es polo de T'(u, p,8) en Il si y sélo si
 es polo de Hy(p + i0) en Iy, asi que por el a), los tinicos polos de T'(i, p, 6) en Il5 son
p1(0), u2(0) vy pus(0). Ademés, si p es un polo de T'(u, p, 6) en Ils:

Res(T, j1) = e S0t Res( Hy (p + 0), ). (4.41)
Ahora analizamos los residuos de 1" en cada uno de sus 3 tipos de polos.

» Residuo de los polos del tipo ().
De (4.34) y la demostracién de a) tenemos que py(6) es un polo de 7 (ver 2.16),
asf que por (4.33): Res(71(p+16), pu1(0)) = 22. Entonces por (4.41) y (2.15) tenemos

Res(T, i (0)) = e ™" ORes(Hy (u +i6), i (6))
— O Res(ry -+ i) u (0)

— @ e—pwsinh(—i%—i—ia—zﬂ)‘
T
Por la trigonometrfa hiperbélica sinh (—i% + ia — i6) = —icos(a — §). Entonces
20 .
Res(T, ju1(0)) = =— eirweosta=t), ¢ <0 <2r.
T

» Residuo de los polos del tipo s (0).
De (4.35) y la demostracién de a) tenemos que ps(6) es un polo de 7 (ver 2.16),
asf que por (4.33): Res(72(p+10), p2()) = 22. Entonces por (4.41) y (2.15) tenemos

Res(T, ji2(0)) = e "5 2O Res( Hy(p 4+ 6), p2(6))

= emrhiORes (1o (u + i6), 2 (6))
29
—e
T

—pw sinh(i%r —ia—i6)

De la trigonometria hiperbdlica
3
sinh <z§ — i — iﬁ) = —icos(a+0) = —icos(—2m + a+0) = —icos(6 — 6),

donde 6 estd definido en (0.6). Entonces

20 .
Res(T, jip(0)) = — elrweos@=b2), Oy < 0 < 2.
m
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» Residuo de los polos del tipo p3(6).
De (4.36) y la demostracién de a) tenemos que p3z(6) es un polo de 7 (ver 2.16),
asf que por (4.33): Res(72(p+10), pu3(#)) = 22. Entonces por (4.41) y (2.15) tenemos

Res(T, ju3(0)) = e s m2ORes(Hy(p + i6), pi5(6))
= ™ Smh“zw)Res(Tg(u +1i0), us(0))
@ e Pw Sinh(f’i%”+2i¢f’ia72'9).
T

De la trigonometria hiperbdlica
>
sinh (—i; + 2ip — i — 2'9) = —icos(2p—a—0) = —icos(0;—0) = —icos(0—0,),

donde 6, esta definido en (0.6). Asi que

20 .
Res(T,js(6)) = — o000 4 <p<p,.
T

Lo cual completa la prueba de b). O

4.6. Anexo A6. Saltos de las ondas reflejada y drifrac-
tada sobre las direcciones “criticas”

Lema 4.15. Sean u,, uq las funciones dadas por (2.45) y (2.75), respectivamente. En-
tonces
a(k)ur a(k)ud
I 0,) = —3(22.0), keNy, (=1,2 4.42
d( 0% z) d( 0% z) 0 ( )

DEMOSTRACION. Consideremos el caso § = 6. El caso 8 = 0, se analiza de manera
similar.

AT
Primero encontramos J (Wﬁ, 91). De (2.45) se sigue que
_ 0%y, k)
J < a@k 791) = _Wuﬁl(p7 glat)u ke NO- (443)

Usando coordenadas polares y = (pcosf, psinf) en u,; y haciendo el cambio de variable
i = —i(6 — 6;) obtenemos u, (p, 0;,t) = e wolt=pcos@=01) £+ _ pcos(0 —6,)) = A, p, t),
donde

Alp, pot) = e wolt=peoshu) g4 5 cosh p). (4.44)

ok o)

Entonces Wum(p, 0,t),= (—i)ka—lukA(u, p,t), k € Ny. Asi que por (4.43), obtenemos

(k) (k)
J (%791) B —(—i)kg—A(O,P, t), k€N (4.45)
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Oy,
o0k’
iﬁ—i@l)} +coth [q(u—i—i@—z’@g)} — coth [q(u—l—i@—%ﬂ—ia)] —coth [q(,u%—z’@—ioz)] Como

Ahora encontramos J 91) . De (2.51) y (2.10) se sigue que Zn(p, 0,t) = coth [q(,u+

la funcién coth [q(u + 46 — 2'61)} es discontinua en 6 = 0;, entonces Zy(p, 0,t) también es

discontinua en § = ;. Asi que por (2.75) tenemos que

L [0Wy L {0Wy
J (87’;1’01) = 4 (87’“1’01) ) (4.46)
+o0o

donde uy(p, 6,t) = —% / A(p, p,t) coth [q(,u + 160 — i@l)} dp y A, p) estd dada por

0
(4.44). Usando % coth [q(u + 10 — i@l)] = z% coth [q(,u + 10 — i@l)], integrando por

partes k veces (for £ = 0 no integramos %), y usando que por (0.2) la integracién se

realiza en un intervalo compacto, obtenemos

+oo
L e [08 h 0 — i6)] d
agrtap0,t) = (=1) ﬂ/ﬁ_u’“ (4, p; 1) - cothlg(u + 6 —i61)] dp.
o)
Aplicando el Lema ?? con f(u) = (—1)k_1ikqa—/ﬁA(u, p,t) obtenemos
Oy . ok
o (e — (=i 2 . 4.4
3(Ggn) = it G0 (1.47)
Por lo tanto (4.42) se sigue de (4.46), (4.47) y (4.45). O

4.7. Anexo A7. Ayuda para el comportamiento asintético
de la solucion

t

t+ /12— p?

/ " " N1 2 1
] = (= - P Lio(= / . (4.48
- —tZ—pQI (2) +m(2) s e <t4)’ — 00. (4.48)

Lema 4.16. La funcion

m
] admite el siguiente comportamiento asintotico
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