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2. Solución expĺıcita del Problema de Neumann 37

2.1. Solución particular del sistema (1.83) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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2.6. Descomposición de û en las densidades de las ondas incidente, reflejada y
difractada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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4 ÍNDICE GENERAL

4. Anexo 69
4.1. Anexo A1. Algunas relaciones entre los ángulos α y Φ . . . . . . . . . . . . 69
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Resumen

Resumen

Esta tesis está enfocada a la descripción matemática del proceso de dispersión no
estacionaria de ondas planas sobre cuñas bidimensionales. Esta dispersión (o difracción)
se describe mediante un problema mixto en el que aparecen la ecuación de onda, las
condiciones de frontera y las condiciones iniciales. En este caso abordaremos el problema
NN (Neumann-Neumann) que corresponde al caso en que ambas condiciones de frontera
satisfacen el operador de Neumann. Para obtener una representación de la Transformada
de Fourier-Laplace del campo total estacionario se aplica el Método de las Caracteŕısticas
Complejas. Con ello se da una descomposición de dicha transformada en la suma de las
densidades de las ondas incidente, reflejada y difractada. Uno de los grandes logros de esta
tesis es el de dar una fórmula expĺıcita para la onda difractada por el vértice de la cuña,
la cual nos permite establecer el campo total para el problema de Neumann. También se
analizan algunas propiedades de la solución como el Principio de Amplitud Ĺımite y la
velocidad de la convergencia de dicha amplitud ĺımite. Se comparan nuestros resultados
con los de art́ıculos previos relativos al mismo tema en el caso del semiplano.

Palabras Clave: Dispersión, Cuña, Neumann, Ondas planas, Problema mixto,
Fórmula exacta, Amplitud Ĺımite.

Abstract

This work focuses on the mathematical description of the process of non-stationary
scattering of plane waves on bidimensional wedges. This scattering (or diffraction) is de-
scribed by a mixed problem where we have the wave equation, the boundary conditions
and the initial conditions. Here we will solve the NN-problem (Neumann-Neumann prob-
lem) which corresponds to the case where both boundary conditions satisfy the Neumann
operator. To obtain a representation of the Fourier-Laplace transform of the total station-
ary field we use the Method of the Complex Characteristics. We decompose the mentioned
transform as the sum of the densities of the incident, reflected and diffracted waves. One
of the great achievements of this thesis is to give an explicit formula for the wave diffracted
by the vertex of the wedge, which allows us to establish the total field for the Neumann
problem. Also, some properties of the solution like the limit amplitude principle and speed
of convergence of the limit amplitude are discussed. We compare our results with those
of previous articles on the same subject in the case of the half-plane.

Keywords: Scattering, Wedge, Neumann, Plane waves, Mixed Problem, Exact For-
mula, Amplitude Limit.
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Introducción

La tesis está dedicada a la descripción matemática del proceso de dispersión no esta-
cionaria de ondas planas sobre cuñas bidimensionales.

Consideramos las ondas planas

uin(y, t) := F(t− n0 · y), (0.1)

para t ∈ R, y ∈ Q, donde F en general es una distribución temperada y

supp F ⊂ [0,+∞). (0.2)

La distribución que se indica en (0.1) tiene sentido (ver [18]). En (0.1), n0 = (cosα, sinα),
α es el ángulo de incidencia de la onda uin y Q := R2 \W , donde

W :=
{
y = (y1, y2) ∈ R2 : y1 = ρ cos θ, y2 = ρ sin θ, ρ ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ φ

}
es la cuña de magnitud

φ ∈ (0, π) (0.3)

y Q es el ángulo de magnitud

Φ := 2π − φ, Φ ∈ (π, 2π). (0.4)

La frontera de la cuña es ∂Q = Q1 ∪ Q2, donde Q1 := {(y1, 0) : y1 > 0} y Q2 :=
{(ρ cosφ, ρ sinφ) : ρ > 0}, (véase la Figura 1).

La dispersión (o la difracción) de la onda (0.1) se describe por el siguiente problema
mixto {

�u(y, t) = 0, y ∈ Q; B u(y, t)|∂Q = 0, t ∈ R
u(y, t) = uin(y, t), y ∈ Q, t < 0.

(0.5)

Aqúı � := ∂2
t − ∆, B = (B1, B2) y B u|∂Q = (B1 u|∂Q1 , B2 u|∂Q2), donde B1,2 son

operadores lineales que pueden ser el operador identidad I, el operador de Neumann
∂

∂n
(donde n es un vector normal exterior a Q) o bien una combinación lineal de estos dos
operadores.

El problema DD (Dirichlet-Dririchlet) corresponde al caso B1 = B2 = I. El problema

NN (Neumann-Neumann) corresponde al caso B1 = B2 =
∂

∂n
. El problema DN (Dirichlet-

Neumann) corresponde al caso B1 =
∂

∂n
, B2 = I.
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Figura 1. La onda incidente

Si u es solución del problema (0.5), entonces diremos que u es el campo total, véase
la Figura 2.

El problema que se describe mediante el sistema (0.5) tiene el siguiente sentido f́ısico.
La onda incidente uin (0.1) tiene un frente delante del cual uin = 0. Esto se satisface pues
F(s) = 0, para s ≤ 0, por (0.2).

Supongamos que el vector de onda n0 es como se muestra en la Figura 1. En este caso
para los valores del tiempo t < 0, la onda uin no ha tocado a la cuña. En el momento
t = 0, la onda incidente toca por primera vez a la frontera de la cuña W en su vértice y
en ese momento comienza a interactuar con la cuña W . La naturaleza de la onda puede
ser de distintos tipos: la onda electromagnética, la onda de sonido, la onda elástica, etc.

Las propiedades f́ısicas de la cuña determinan el carácter de la interacción de la onda
con la cuña. En electromagnetismo las condiciones DD y NN corresponden a una cuña
perfectamente conductiva. Estas condiciones también se conocen como las condiciones
ideales. En acústica estas condiciones corresponden al caso de la cuña idealmente ŕıgida
o idealmente suave, las condiciones DN corresponden al caso cuando un lado de W es
ŕıgido y el otro es suave. Las condiciones del tercer tipo corresponden al caso de la cuña
impedance en electromagnetismo.

En todos los casos aparecen las ondas reflejadas por los lados Q1 y Q2 de la cuña W
y la onda difractada por el vértice de la cuña W (véase la Figura 2). Las ondas reflejadas
ur se construyen según las leyes de óptica de tal forma que las condiciones de frontera se
cumplen para la suma B(uin + ur)|∂Q = 0. La onda difractada ud no se calcula tan fácil,
de hecho su cálculo representa gran interés y gran dificultad.

En la Figura 2 se representan esquemáticamente a las ondas difractada, reflejada e
incidente. La ĺınea recta que se encuentra del lado derecho y que intersecta al ángulo,
es el frente de a onda incidente en el tiempo t > 0. Los segmentos de ĺınea recta que
conectan los lados del ángulo con las direcciones θ = θ1,2 (a las que llamaremos las
direcciones cŕıticas) son los frentes de las ondas reflejadas por los lados de acuerdo a la
óptica geométrica. Aqúı

θ1 := 2φ− α, θ2 := 2π − α. (0.6)
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Los ćırculos son los frentes de las ondas difractadas por el vértice. Esta última onda tiene
discontinuidades en las ĺıneas θ = θ1,2 las cuales se compensan precisamente por las ondas
reflejadas de tal forma que el campo total resulta ser continuo.

Figura 2. El campo total.

La onda reflejada ur es el resultado de las reflexiones ópticas y están expresadas
expĺıcitamente por las condiciones de frontera (ver las fórmulas [22, (9)] y [34, (1.9)]).
Aśı que el interés más grande y la mayor dificultad es la de encontrar ud la onda difractada
por el vértice de la cuña.

Muchos trabajos están dedicados a la teoŕıa matemática de difracción de ondas planas
sobre cuñas bidimensionales. La primera etapa fue el desarrollo de la teoŕıa de difracción
estacionaria, tema que fue propuesto por Sommerfeld [45] y que marcó el inicio de una
colección de art́ıculos dedicados al mismo tema. El problema de difracción estacionaria
considera el proceso establecido cuando para valores grandes de t la onda uin es periódica
con respecto de t y con respecto de las variables del espacio. Esto puede suceder por
ejemplo cuando

F(s) = A e−iω0sf(s), (0.7)

donde A es una constante, ω0 ≥ 0 es la frecuencia de la onda incidente y la función f es
tal que

f(s) ∈ C∞(R), supp f ⊂ [0,+∞), f(s) = 1, s ≥ s0, para algún s0 > 0. (0.8)

En este caso

uin(y, t) = A e−iω0(t−n0·y)f(t− n0 · y), t ∈ R. (0.9)

Notemos que para valores grandes de t, uin(y, t) = e−iω0t · A eiω0(n0·y); es decir uin tiene
la forma e−iω0tA(y), donde A(y) es la amplitud de la onda uin. Entonces la teoŕıa de
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difracción estacionaria supone que la solución u tiene la misma forma, es decir es una
función periódica con respecto de t dada por

u(y, t) = e−iω0tA(y), (0.10)

donde A(y) es la amplitud de la solución u(y, t). Por lo tanto, en lugar del problema no
estacionario (0.5) se considera el problema estacionario para las amplitudes, el cual es el
problema de frontera para la ecuación de Helmholtz{

(∆− ω2
0)A(y) = 0, y ∈ Q;

B A(y)|∂Q = 0,
(0.11)

Este problema (0.11) se obtiene de (0.5) cuando buscamos una solución u en la forma
(0.10). Precisamente este sistema (0.11) fue el objeto de estudio en los trabajos dedicados
a la teoŕıa de difracción estacionaria sobre cuñas, véase por ejemplo [1]-[6], [9]-[11], [13],
[29], [30], [32], [33], [36],[37], [46]. Sin embargo, desde el punto de vista matemático,
el problema (0.11) no está bien planteado ya que formalmente este sistema homogéneo
tiene una infinidad de soluciones y no es claro cómo elegir la solución correcta. En [45]
Sommerfeld propuso un método bastante artificial para encontrar la solución para la
difracción sobre el semiplano (Φ = 2π). Este es el método de las soluciones ramificadas, es
decir, las soluciones de la ecuación de Helmholtz sobre una superficie de Riemann. Otra
idea de Sommerfeld es representar a la amplitud de la onda incidente (0.7) en la forma

Ain(ρ, θ, α) = A eiω0n0·y = A eiω0ρ cos(θ−α), y = (ρ cos θ, ρ sin θ). (0.12)

y considerar a A no como una constante, sino como una función A(α) que depende del
ángulo de incidencia α. Integrando Ain(ρ, θ, α) sobre un contorno apropiado, se obtiene

Z(y) =

∫
γ

A(µ)eiω0ρ cos(θ−µ) dµ. (0.13)

Es fácil probar que Z satisface la ecuación de Helmholtz en (0.11). Eligiendo un con-
torno apropiado γ se puede encontrar una solución u que satisfaga las condiciones de
frontera del tipo DD o NN sobre ∂Q. Además Sommerfeld propuso algunas condiciones
del comportamiento de la solución en ∞ (las condiciones de Sommerfeld de radiación) y
las condiciones sobre la orilla de la cuña que se siguen de las ideas f́ısicas. Las ideas de
Sommerfeld (más bien sus ideas de representar las soluciones en la forma (0.13)) fueron
desarrolladas por Malyuzhinets en [29] y [30], donde resolvió el problema para la cuña
π < Φ < 2π y para las condiciones de frontera del tipo impedance.

Las integrales del tipo (0.13) después recibieron el nombre de integrales del tipo
Sommerfeld-Malyuzhinets. Existe gran bibliograf́ıa dedicada al desarrollo del método de
Sommerfeld-Malyuzhinets para la difracción estacionaria, véase por ejemplo [1]-[6], [10]-
[11], [37], [46].

La segunda etapa del desarrollo de la teoŕıa de difracción sobre cuñas se conecta
con un planteamiento del problema más estricto: consideremos el problema de difracción
(dispersión) no como un problema estacionario, sino como un problema de propagación
de onda cuando la solución obedece a la ecuación de onda (0.5). Este planteamiento juega
un papel muy importante en la teoŕıa de elasticidad. El inicio de esta dirección se propuso
en los trabajos de Sobolev [42]-[44]. Las soluciones de Sobolev se obtuvieron mediante su
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original método de las soluciones ramificadas de una ecuación de onda sobre una superficie
de Riemann (la idea de este método inició con el método de Sommerfeld de la solución
del problema estacionario) el cual hasta el d́ıa de hoy no está justificado. En [44] Sobolev
obtuvo la solución de (0.5) para el problema DD. El método de Sobolev nos permite
construir una clase de soluciones para la ecuación homogénea de onda en la forma

f(ζ) (0.14)

donde f es una multifunción compleja con el punto de ramificación ζ = 0 y ζ es una
solución de una ecuación algebraica. En el caso de la difracción por una cuña, esta se
localiza en una superficie de Riemann logaŕıtmica y se considera la difracción de esta
superficie. Aśı que, para los problemas DD y NN, el problema (0.5) se reduce a encontrar
la solución periódica de la ecuación de onda sobre la superficie de Riemann (usando el
método de paridad o imparidad, las soluciones de (0.5) se extienden a toda la superficie
de Riemann dependiendo de las condiciones de frontera del tipo Dirichlet o del tipo
Neumann). En el caso del problema de difracción, la función f debe satisfacer algunas
condiciones que provienen de las propiedades f́ısicas del problema de dispersión. Además
cuando el perfil de la onda incidente es la función de Heaviside, esta se mueve de manera
paralela al eje x para t < 0. Esta función que se extiende por cero a lo largo de la
superficie de Riemann logaŕıtmica, es una solución periódica generalizada de la ecuación
de onda sobre la superficie de Riemann para t < 0 y satisface las condiciones de frontera
homogéneas del tipo DD.

Más aún, esta función admite la representación (0.14) para t < 0 para alguna función
f . La misma representación para t > 0 nos da una solución periódica para la ecuación de
onda sobre la superficie de Riemann que satisface las condiciones de frontera homogéneas
del tipo DD. Esta función es solución para el problema de difracción por una cuña. La
solución para una onda plana incidente arbitraria f(at + x) (que se mueve en la misma
dirección) se sigue de la solución obtenida por la función Θ por medio de la integral tipo
convolución con f ′. Se supone que f es absolutamente continua. La clase de soluciones no
se puede describir formalmente y la unicidad de la solución no se probó.

En [20] Keller y Blank también consideraron la difracción de ondas por una cuña
cuando la onda incidente tiene el perfil de la función de Heaviside. Por el “Método de
Flujo Cónico” el problema se reduce a la solución del problema con valores en la frontera
para la ecuación de Laplace en un ćırculo con valores constantes a trozos sobre la frontera.
La solución obtenida coincide con la solución de Sobolev. Todos los casos de incidencia
están considerados y todas las fórmulas de la solución total están dadas, incluyendo la
dispersión dentro de la cuña. En [20] también se obtuvo una solución formal para una
onda incidente arbitraria usando el Teorema de Duhamel. Esta solución está dada en
forma de una serie. No hay clases de soluciones y tampoco se garantiza algún teorema de
unicidad en [20].

En [39] Rottbrand consideró la difracción de la onda plana G(t) = θ(t)

∫ t

0

g(τ) dτ ,

donde g es una función integrable por la cuña del tipo DN. En el art́ıculo [31], se menciona
la posibilidad de obtener la solución para las condiciones de frontera del tipo DD y del
tipo NN.

Por medio de la transformación de conformación, el ángulo se transforma al plano con
el corte dado por el eje real positivo. Esto proporciona una ecuación de onda transformada
linealmente con respecto de las coordenadas polares. El correspondiente problema mixto
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con condiciones iniciales de frontera del tipo Rawlins se resolvió expĺıcitamente en [40]
usando el método del operador de Wiener-Hopf.

La solución para la onda incidente F(s) = (s−
1
2 )+ se construyó en [7] por Borovikov

quien usó esta fórmula para reproducir la solución de Sobolev expuesta en [43] y [44].
En todos los art́ıculos mencionados no se indica expĺıcitamente la clase de unicidad de

las soluciones. Cada vez se busca (y se encuentra) una solución particular que satisfaga
algunas propiedades que se siguen de las propiedades f́ısicas del problema.

En los art́ıculos [14], [21], [22] y [34] se inició el estudio sistemático del problema (0.5)
como un sistema mixto, apuntando a la realización del problema de Hadamard. Una de
las motivaciones principales fue la de demostrar el Principio de Amplitud Ĺımite. Este
principio permite interpretar la difracción estacionaria (0.11) como el caso ĺımite de la
difracción no estacionaria cuando t→ +∞. En este caso es suficiente establecer una clase
natural de soluciones para las ecuaciones de (0.5) para justificar las soluciones f́ısicas de
(0.5), incluso las condiciones de radiación de Sommerfeld, etc.

En [14], [21], [22] y [34] tal problema fue resuelto para los problemas DD y DN. El
método que se usó fue el método de las caracteŕısticas complejas expuesto en [21]-[24]
y [34], y que su creador Komech aplicó por primera vez en [27] y [28]. Este método, a
diferencia de los demás, permite describir todas las soluciones en el espacio S ′ de las
distribuciones temperadas.

Usando este método, en esta tesis resolvemos el problema para el caso de una cuña
del tipo NN (Caṕıtulo II).

Notemos que el problema tipo NN no fue considerado en los art́ıculos [14], [21], [22]
y [34], porque las representaciones para las soluciones obtenidas en [14], [21], [22] y [34]
no sirven en el caso de las cuñas tipo NN (véase la fórmula (2.40), la cual no es válida
para ω ∈ R). Estas representaciones requieren algunas modificaciones apropiadas para
las cuñas tipo NN las cuales se realizan en la tesis (véase también [15, secciones 4 y
5]). Gracias a este se puede obtener una fórmula universal para la onda difractada por la
orilla de la cuña que sirve para todos los casos. Esta fórmula resultó muy conveniente para
obtener caracteŕısticas cuantitativas de las ondas dispersas, ver [12]. En la tesis damos la
velocidad de la convergencia de la amplitud a la amplitud ĺımite de la solución.

En la tesis estudiamos la siguiente versión del problema (0.5)
�u(y, t) = 0, si y ∈ Q
∂y2u(y, t) = 0, si y ∈ Q1

∂n2u(y, t) = 0, si y ∈ Q2

∣∣∣∣∣∣ t > 0 (0.15)

con las condiciones iniciales

u(y, t) = uin(y, t), y ∈ Q, t < 0. (0.16)

Aqúı n2 es un vector normal a Q2, externo a Q (ver la Figura 1) y uin tiene la forma
(0.1).

Los caṕıtulos de la tesis están organizados de la siguiente manera.
En el Caṕıtulo 1, desarrollamos el método de las caracteŕısticas complejas para obtener

una solución del problema (0.15).
En el Caṕıtulo 2, resolvemos el problema (0.15) y demostramos la unicidad de dicha

solución en una clase funcional.
En el Caṕıtulo 3, analizamos las propiedades de la solución.
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En el Anexo mostramos algunos hechos técnicos que se utilizaron en cada uno de los
procesos de los caṕıtulos previos.

Bibliograf́ıa.
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Caṕıtulo 1

El método de las caracteŕısticas
complejas

1.1. Planteamiento del problema de dispersión

Consideramos la onda incidente uin(y, t) de la forma (0.1). Obviamente su frente en
cualquier momento es la ĺınea recta {y ∈ R2 : t−n0 · y = 0}. Para n0 · y > t, uin(y, t) = 0
por (0.2). Asumimos las siguientes condiciones sobre el vector n0. Primero, suponemos
que φ− π

2
< α < π

2
. Entonces el frente de uin(y, t) para t ≤ 0 se localiza fuera de W \ {0}.

En segundo lugar, suponemos que la onda incidente se refleja por ambos lados de la cuña.
Esto es equivalente a la condición 0 < α < φ. Estas dos condiciones para el vector n0 se
expresan por las desigualdades

máx
{
φ− π

2
, 0
}
< α < mı́n

{π
2
, φ
}
. (1.1)

La extensión de nuestros resultados para otro tipo de ángulos Φ y α no tienen grandes difi-
cultades. En particular las fórmulas (2.45) y (2.76) siguen siendo válidas para cualesquiera
ángulos Φ y α, (ver la Figura 1).

Denotemos por u(y, t) a una solución del problema (0.15) y por

us(y, t) := u(y, t)− uin(y, t), t ∈ R, y ∈ Q. (1.2)

a la onda dispersa, esta onda es el resultado de la interacción de la onda incidente uin
(dada por (0.1)) con la cuña. Obviamente, el campo total u es la suma de la onda dispersa
us y de la onda incidente uin. Como veremos más adelante, us consiste de la onda reflejada
ur y la onda difractada por la orilla de la cuña, ud, (véase (2.44)). De tal forma que por
(1.2) y (0.15), us es una solución para el siguiente problema mixto

�us(y, t) = 0, y ∈ Q
∂y2us(y, t) = −∂y2uin(y, t), y ∈ Q1

∂n2us(y, t) = −∂n2uin(y, t), y ∈ Q2

∣∣∣∣∣∣ t > 0, (1.3)

con las condiciones iniciales {
us(y, 0) = 0
u̇s(y, 0) = 0

∣∣∣∣ y ∈ Q. (1.4)

15
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En general, F puede ser una función discontinua (por ejemplo una Θ-función), por ello
es necesario definir el significado de este problema mixto. Para este fin introducimos los
espacios de distribución apropiados.

Definición 1.1. Denotamos a los espacios normados numerables:

i) S(Q×R) := {ϕ(y, t) ∈ C∞(Q×R) : ‖ϕ‖m,N = sup
(y,t)∈Q×R

(1 + |y|+ |t|)N |∂αy,tϕ(y, t)| <

∞}.

ii) S(Q) := {ϕ(y) ∈ C∞(Q) : ‖ϕ‖m,N = sup
y∈Q

(1 + |y|)N |∂αy ϕ(y)| <∞}.

Ahora definimos el espacio S ′(Q × R+) de las distribuciones temperadas con soporte
en Q× R+.

Definición 1.2. S ′(Q×R+) es el espacio de las funcionales lineales continuas en S(Q×R)
con soporte en Q× R+.

Para cada u ∈ S ′(Q× R+), existen m,N ≥ 0 tales que

|〈u(y, t), ϕ(y, t)〉| ≤ C‖ϕ‖m,N , ϕ ∈ S(Q× R). (1.5)

Necesitaremos el Teorema del tipo Paley-Wiener para cuñas. Primero introducimos la
transformada de Fourier y la transformada de Fourier-Laplace.

Para una función u(t) ∈ S(R), definimos y denotamos a su transformada de Fourier
como

û(ω) := Ft→ω[u](ω) :=

+∞∫
−∞

eiωtu(t) dt, ω ∈ R. (1.6)

Por la continuidad, esta transformada se puede extender a las distribuciones temperadas
u ∈ S ′(R). Para el caso en el que supp u ⊂ R+, la distribución û(ω) admite una extensión
anaĺıtica al semiplano superior

C+ = {z ∈ C : Im z > 0} . (1.7)

También utilizaremos la transformada de Fourier compleja en varias variables. Para cada
u(x) ∈ C∞0 (Rn), denotaremos

ũ(ξ) := Fx→ξ[u](ξ) :=

∫
Rn

eiξxu(x) dx, ξ ∈ Rn. (1.8)

Además por el Teorema de Paley-Wiener

|ũ(ω)| ≤ C(1 + |ω|)p|Im ω|−q, ω ∈ C+, (1.9)

para algunos p, q ≥ 0. A esta continuación anaĺıtica le llamaremos la transformada de
Fourier-Laplace de u. Obviamente

Ft→ω[u(k)(t)](ω) = (−iω)k û(ω). (1.10)

Rećıprocamente, si G(ω) es una función anaĺıtica en C+ que satisface (1.9), entonces su
valor en la frontera existe cuando Im ω → 0+ en el sentido de S ′(R), véase [26, Thm
I.5.2].

Usaremos el siguiente Teorema de Paley-Wiener para distribuciones, el cual resulta
ser una generalización directa de [26, Thm I.5.2].
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Lema 1.3. i) Sea u ∈ S ′(Q × R+). Entonces su transformada de Fourier û(y, ω) se
extiende a una función anaĺıtica en C+ con valores en S ′(Q) y existen m,N ≥ 0
tales que

|〈û(y, t), ϕ(y)〉| ≤ C‖ϕ‖m,N(1 + |ω|)m|Im ω|−N , ϕ ∈ S(Q). (1.11)

ii) Inversamente, sea û(y, ω) una función anaĺıtica de ω ∈ C+ con valores en S ′(Q) y
que satisface la cota (1.5). Entonces û(y, ω) es la transformada de Fourier-Laplace
de una distribución u ∈ S ′(Q× R+).

Definición 1.4. Denotamos por HP (C+,S ′(Q)) al espacio de Banach de las funciones
holomorfas en C+ con valores en S ′(Q) que satisface la cota (1.11) para algunos m,N ≥ 0.

Introducimos el espacio de soluciones para (1.3).

Definición 1.5. i) Eε es el espacio de funciones u(y) ∈ C
(
Q
)
∩ C1(Q̇) con la norma

finita dada por

‖u‖ε = sup
y∈Q
|u(y)|+ sup

y∈Q̇
{y}ε |∇u(y)| <∞, (1.12)

donde

{y} :=
|y|

1 + |y|
y Q̇ := Q \ {0} . (1.13)

ii) Mε es el espacio de las distribuciones temperadas u(y, t) ∈ S ′(Q× R+) tales que su
transformada de Fourier-Laplace û(y, ω) es una función holomorfa de ω ∈ C+ con
valores en Eε.

1.2. Reducción al problema “estacionario” con parámetro

Nuestro primer paso es el de aplicar la Transformada de Fourier-Laplace con respecto
de t al sistema (1.3) para reducir el problema no estacionario a un problema “estacionario”
con parámetro ω ∈ C+. Para esto primero calculamos las transformadas de Fourier-
Laplace de las condiciones de frontera.

Lema 1.6. Sea uin la onda incidente en la forma (0.1). Entonces para cada ω ∈ C+, las
siguientes identidades se cumplen

ûin(y, ω) := Ft→ω

[
uin(y, t)

]∣∣∣
y∈Q

(ω) = F̂(ω) eiω(n0·y), (1.14)

Ft→ω

[
∂y2uin(y, t)

]∣∣∣
y∈Q1

(ω) = iωF̂(ω) sinα eiωy1 cosα, (1.15)

Ft→ω

[
∂n2uin(y, t)

]∣∣∣
y∈Q2

(ω) = −iωF̂(ω) sin(Φ + α)e−iωy2
cos(Φ+α)

sin Φ , (1.16)

donde F̂(ω) es la transformada de Fourier compleja de la función F(s).
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Demostración. Calculando la transformada de Fourier de (0.1) y haciendo el cambio
de variable η = t− n0 · y tenemos

Ft→ω [uin(y, t)] (ω) = Ft→ω [F(t− n0 · y)] (ω) = eiω(n0·y)Fη→ω [F(η)] (ω) = eiω(n0·y)F̂(ω),

lo cual prueba (1.14). La definición (0.1) de la onda incidente implica que uin(y, t) =
F(t − y1 cosα − y2 sinα). Esta última igualdad se entiende en el sentido de distribu-
ciones, véase [18]. Derivando en el sentido de distribuciones obtenemos ∂y1uin(y, t) =
− cosα F′(t− y1 cosα− y2 sinα) y ∂y2uin(y, t) = − sinα F′(t− y1 cosα− y2 sinα). Calcu-
lando la transformada de Fourier de ∂y2uin, haciendo el cambio de variable η = t− n0 · y
y usando (1.10) tenemos

Ft→ω [∂y2uin(y, t)] (ω) = − sinα eiω(n0·y)Ft→ω [F′(t− y1 cosα− y2 sinα)] (ω)

= iωF̂(ω) sinα eiω(n0·y), y ∈ R2, ω ∈ C+. (1.17)

De aqúı que (1.15) se sigue para y ∈ Q1.
Como en (1.17), obtenemos

Ft→ω [∂y1uin(y, t)] (ω) = iωF̂(ω) cosα eiω(n0·y). (1.18)

Por (0.4), n2 := (sinφ,− cosφ) = (− sin Φ,− cos Φ). Aśı que

∂n2uin(y, t) = ∇uin(y1, y2) · n2 = − sin Φ ∂y1uin(y, t)− cos Φ ∂y2uin(y, t). (1.19)

Calculando la transformada de Fourier de ∂n2uin, haciendo uso de la linealidad de la
transformada de Fourier, aśı como de (1.17), (1.18) y el hecho de que sin(φ − α) =
− sin(Φ + α), tenemos que

Ft→ω [∂n2uin(y, t)] (ω) = −iωF̂(ω) sin(Φ + α)eiω(n0·y), y ∈ R2. (1.20)

Notemos que si y = (y1, y2) ∈ Q2, entonces n0 · y = −y2
cos(Φ + α)

sin Φ
. Aśı que de (1.20)

obtenemos (1.16).

Ahora podemos escribir el sistema “estacionario” con parámetro ω ∈ C+, que corres-
ponde al sistema (1.3) después de aplicar la Transformada de Fourier-Laplace con respecto
de t.

Observación 1.7. Escribimos la palabra “estacionario” entre comillas para diferenciar
entre este sistema y aquel sistema que describe la difracción estacionaria con ω = ω0 fijo
(recordemos que ω0 es la frecuencia de la onda incidente), véase (0.7). En el siguiente
sistema (1.21), ω es un parámetro variable de C+.

Corolario 1.8. La transformada de Fourier del sistema (1.3) está dada por
(∆ + ω2) ûs(y, ω) = 0, y ∈ Q

∂y2ûs(y, ω) = −iωF̂(ω) sinα eiωy1 cosα, y ∈ Q1

∂n2ûs(y, ω) = iωF̂(ω) sin(Φ + α)e−iωy2
cos(Φ+α)

sin Φ , y ∈ Q2

(1.21)
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Demostración. La primera ecuación se obtiene al aplicar la transformada de Fourier
a la primera ecuación de (1.3), mientras que la segunda y tercera ecuación de (1.21) se
siguen directamente de las fórmulas (1.15) y (1.16).

Notemos que las condiciones de frontera en (1.21) están bien definidas para ûs(y, ω) ∈
Eε. Por otro lado, las condiciones de frontera de (1.3) no están bien definidas para dis-
tribuciones temperadas us(y, t). Esto nos sugiere la siguiente definición.

Definición 1.9. Decimos que us(y, t) ∈ Mε es solución de (1.3) si ûs(y, ω) ∈ Eε es
solución para (1.21).

Precisamente entenderemos el sistema (1.3) en este sentido cuando F ∈ S ′. Para el
caso en el que F ∈ C∞, el espacio Mε se cambiará por Eε,N , véase (2.77).

1.3. Reducción del problema en el plano

El segundo paso del Método de las Caracteŕısticas Complejas (MCC) es el de reducir el
problema (1.21) a un problema en el plano. Esto se hace a través de la extensión por cero
de la solución us al plano y la aplicación de las ecuaciones del sistema a dicha extensión
en el sentido de distribuciones (véase [24], [25], [27] y [28]).

1.3.1. Reducción del problema al primer cuadrante

Antes de hacer la extensión es conveniente transformar (1.21) al problema en el com-
plemento del primer cuadrante. Esto se hace por medio de la transfromación lineal de Q
al complemento del primer cuadrante.

Hacemos el cambio de variable (x1, x2) = L(y1, y2) que corresponde a la matriz L que
transforma de manera biyectiva a Q en K := {(x1, x2) : x1 < 0 ó x2 < 0}, mediante las
ecuaciones

x1 = y1 + y2 cot Φ y x2 = − y2

sin Φ
(1.22)

Encontraremos la nueva forma del sistema (1.21) en las coordenadas (x1, x2).

Definición 1.10. Sea v(x1, x2, ω) la función definida por

v(x1, x2, ω) = ûs(L−1(x1, x2), ω), ω ∈ C+, (x1, x2) ∈ K. (1.23)

Aunque la función v depende del parámetro ω, en algunas partes del resto del presente
trabajo escribiremos simplemente v(x) en lugar de v(x1, x2, ω).

En estos términos, el sistema (1.21) para la función (1.23) se ve de la siguiente manera.

Lema 1.11. El problema (1.21) es equivalente al siguiente problema en el plano K

H(D,ω)v(x, ω) :=

[
− 1

sin2 Φ

[
∆x − 2 cos Φ ∂2

x1x2

]
− ω2

]
v(x, ω) = 0, x ∈ K

cot Φ ∂x1v(x1, 0, ω)− 1

sin Φ
∂x2v(x1, 0, ω) = −iωF̂(ω) sinα eiωx1 cosα, x1 > 0

− 1

sin Φ
∂x1v(0, x2, ω) + cot Φ ∂x2v(0, x2, ω) = iωF̂(ω) sin(Φ + α)eiωx2 cos(Φ+α), x2 > 0

(1.24)
donde v(x, ω) está definida en (1.23).
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Demostración. Primero hacemos la reducción de la ecuación de Helmholtz, para ello
aplicamos el cambio de variable (1.22) a la primera ecuación de (1.21) e inmediatamente
obtenemos la primera ecuación de (1.24), donde v(x) y ûs se relacionan mediante (1.23)
y D se define mediante D = (i∂x1 , i∂x2).

En segundo lugar, hacemos la reducción sobre las condiciones de frontera.
Haciendo el cambio de variable (1.22) y utilizando la regla de la cadena obtenemos

∂y1 = ∂x1 y ∂y2 = cot Φ ∂x1 −
1

sin Φ
∂x2 , de donde

∂y1ûs(y, ω) = ∂x1ûs(y, ω), ∂y2ûs(y, ω) = cot Φ ∂x1ûs(y, ω)− 1

sin Φ
∂x2ûs(y, ω). (1.25)

Aśı que al igual que en (1.19) y por (1.25) obtenemos

∂n2ûs(y, ω) = − 1

sin Φ
∂x1ûs(y, ω) + cot Φ ∂x2ûs(y, ω). (1.26)

De tal forma que si y ∈ Q1, entonces por (1.25) sustituyendo ∂y2ûs en la parte izquierda
de la segunda ecuación de (1.21) y usando el hecho de que L(Q1) = {(x1, 0) : x1 > 0},
tenemos

∂y2ûs(y, ω)
∣∣∣
Q1

=

[
cot Φ ∂x1ûs(y, ω)− 1

sin Φ
∂x2ûs(y, ω)

]∣∣∣∣
y∈Q1

= cot Φ ∂x1v(x1, 0, ω)− 1

sin Φ
∂x2v(x1, 0, ω), x1 > 0.

Mientras que en la parte derecha de la segunda ecuación de (1.21) simplemente sustituimos
y1 por x1, dado que y = (y1, y2) ∈ Q1 si y sólo si L(y) = (x1, 0) y de este modo obtenemos
la segunda ecuación de (1.24). Finalmente, si y ∈ Q2, entonces sustituyendo (1.26) en la
parte izquierda de la tercera ecuación de (1.21) y usando que L(Q2) = {(0, x2) : x2 > 0},
tenemos[

∂n2ûs(y, ω)
]∣∣∣
Q2

=

[
− 1

sin Φ
∂x1ûs(y, ω) + cot Φ ∂x2ûs(y, ω)

]∣∣∣∣
y∈Q2

= − 1

sin Φ
∂x1v(0, x2, ω) + cot Φ ∂x2v(0, x2, ω), x2 > 0.

Y también en la parte derecha de la tercera ecuación de (1.21) simplemente, de acuerdo
a (1.22), sustituimos y2 por −x2 sin Φ, ya que por la definición de Q2: y = (y1, y2) ∈ Q2

si y sólo si y2 = −x2 sin Φ, para x2 > 0. De este modo obtenemos la tercera ecuación de
(1.24).

Definición 1.12. Definimos al espacio Eε(K) como la imagen del espacio Eε(Q) bajo la
transformación L.

Denotamos K̇ := K \ {0}.
No es dif́ıcil convencerse de que Eε(K) resulta ser el espacio de las funciones v(x) ∈

C
(
K
)
∩C1(K̇) cuya norma definida en (1.12) continúa siendo finita, con la diferencia de

que ahora el supremo se considera sobre la región K. Es decir, si v(x) ∈ C
(
K
)
∩ C1(K̇),

entonces
|v|ε = sup

x∈K
|v(x)|+ sup

y∈K̇
{x}ε |∇v(x))| <∞. (1.27)
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1.3.2. Extensión al plano. Datos de Cauchy

En esta sección extendemos el problema (1.24) a un problema en el plano. Después
de la diferenciación de la función discontinua aparecerán los datos de Cauchy sobre la
frontera. Introducimos estos datos.

Definición 1.13. Si v ∈ Eε, con ε < 1, entonces , v posee los siguientes datos de
Dirichlet sobre ∂K

v0
1(x1, ω) :=

{
v(x1, 0, ω), x1 ≥ 0

0, x1 < 0
; v0

2(x2, ω) :=

{
v(0, x2, ω), x2 ≥ 0
0, x2 < 0

(1.28)

y también v posee los datos de Neumann sobre ∂K̇

v1
1(x1) :=

[
∂x2v(x1, 0, ω)

]
0

=

{
∂x2v(x1, 0, ω), x1 > 0

0, x1 ≤ 0
;

v1
2(x2) :=

[
∂x1v(0, x2, ω)

]
0

=

{
∂x1v(0, x2, ω), x2 > 0
0, x2 ≤ 0

.
(1.29)

Observación 1.14. La norma (1.27) implica que para cada l = 1, 2 existen constantes
C(ω), C0(ω) ∈ R, respectivamente, tales que∣∣v1

l (xl, ω)
∣∣ ≤ C(ω) {xl}−ε , xl ∈ R \ {0} y

∣∣v0
l (xl, ω)

∣∣ ≤ C0(ω), xl ∈ R. (1.30)

Más aún, para cada l = 1, 2 y β = 0, 1 tenemos

vβl ∈ S
′(R), supp(vβl ) ⊂ R+ y vβl ∈ L

1
loc(R). (1.31)

Extendemos v(x, ω) por 0 fuera de K y denotamos

v0(x, ω) =

{
v(x, ω), x ∈ K

0, x /∈ K . (1.32)

Aśı que por la definición del espacio Eε, v0 determina una distribución regular en R2, pues
ε < 1.

Lema 1.15. Sea v(x) ∈ Eε(K) una solución de (1.24). Entonces en el sentido de las
distribuciones, es decir en S ′(R2), tenemos que

H(D)v0(x) = d0(x), x ∈ R2, (1.33)

donde d0(x) es la distribución dada por

d0(x) =
1

sin2 Φ

[
δ(x1)v1

2(x2) + δ(x2)v1
1(x1) + δ′(x1)v0

2(x2) + δ′(x2)v0
1(x1) (1.34)

−2 cos Φ
[
δ(x1)∂x2v

0
2(x2) + δ(x2)∂x1v

0
1(x1)

]
+ 2v(0) cos Φ δ(x1, x2)

]
.

Demostración. Para τ > 0 consideramos Kτ := {x ∈ K : x1 < −τ ó x2 < −τ}.
Denotamos por

vτ (x) =

{
v(x), x ∈ Kτ

0, x 6∈ Kτ .
(1.35)
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Por el Teorema de Weil cada solución de la ecuación eĺıptica pertenece a C∞. Por lo tanto
vτ (x) ∈ C∞(Kτ ), ya que H(D)vτ (x) = 0 para cada x ∈ Kτ y H es un operador eĺıptico.
Entonces, vτ −→ v0 en L1

loc(R2) cuando τ −→ 0+ ya que v ∈ Eε con ε < 1. Por lo tanto,

vτ (x) −→ v0(x) en S ′(R2), τ −→ 0 + . (1.36)

Ahora aplicamos el operador H(D) de (1.24) a la distribución vτ . Ya que vτ es una función
discontinua y v0 es una solución de la ecuación homogénea transformada de Helmholtz en
K, tenemos

H(ω,D)vτ (x) = dτ (x), x ∈ R2, (1.37)

donde dτ es una distribución con soporte en ∂Kτ . Diferenciando vτ en el sentido de D′(R2),
obtenemos

dτ (x) =
1

sin2 Φ

[
δ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)∂x2v(x1,−τ) + δ′(x2 + τ)Θ(x1 + τ)v(x1,−τ)

+ δ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)∂x1v(−τ, x2) + δ′(x1 + τ)Θ(x2 + τ)v(−τ, x2)

− 2 cos Φ δ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)∂x1v(x1,−τ)

− 2 cos Φ δ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)∂x2v(−τ, x2)

− 2 cos Φ v(−τ, τ)δ(x1 + τ)δ(x2 + τ)
]
,

donde Θ es la función de Heaviside (véase Anexo III). La relación (1.36) implica que

dτ (x) −→ Hv0(x) en S ′(R2), τ −→ 0 + .

Aśı que para demostrar (1.34), sólo faltaŕıa ver que

dτ −→ d0, τ −→ 0 + . (1.38)

Paso 1. La continuidad de v(x) en K implica que

Θ(x1 + τ)v(x1,−τ) −→ v0
1(x1), τ −→ 0+, x1 ∈ R. (1.39)

De (1.12) tenemos que |v(x1,−τ)| ≤ C, τ ≥ 0, x1 ∈ R. Aśı que (1.39) implica que

Θ(x1 + τ)v(x1,−τ) −→ v0
1(x1) en S ′(R), τ −→ 0 + .

De aqúı, tenemos

δ′(x2 + τ)Θ(x1 + τ)v(x1,−τ) −→ δ′(x2)v0
1(x1) en S ′(R2), τ → 0 + . (1.40)

Similarmente, tenemos

δ′(x1 + τ)Θ(x2 + τ)v(−τ, x2) −→ δ′(x1)v0
2(x2) en S ′(R2), τ −→ 0 + . (1.41)

y v(−τ,−τ) −→ v(0), por lo tanto

−2 cos Φv(−τ,−τ)δ(x1 + τ)δ(x2 + τ) −→ −2v(0) cos Φδ(x), τ −→ 0 + . (1.42)

Paso 2. La continuidad de ∇v0(x) en K̇ implica que

∂x2v(x1,−τ)→ ∂x2v(x1) ∀x1 > 0, τ → 0 + . (1.43)
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Por (1.12) tenemos

|∂x2v(x1,−τ)| ≤ C{(x1, τ)}−ε ≤ C1{x1}−ε, x1 > −τ. (1.44)

Como se asume que 0 ≤ ε < 1, entonces por el teorema de Lebesgue (1.43) y (1.44)
implican que

Θ(x1 + τ)∂x2v(x1,−τ)→ Θ(x1)∂x2v(x1, 0) = v1
1(x1) en S ′(R2), τ → 0 + .

De aqúı

δ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)∂x2v(x1,−τ) −→ δ(x2)v1
1(x1) en S ′(R2), τ → 0 + . (1.45)

Similarmente, tenemos

δ′(x1 + τ)Θ(x2 + τ)∂x1v(−τ, x2) −→ δ′(x1)v1
2(x2)

−2 cos Φδ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)∂x1v(x1,−τ) −→ −2 cos Φδ(x2)
d

dx1

v0
1(x1)

+2v(0) cos Φδ(x)

−2 cos Φδ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)∂x2v(x2,−τ) −→ −2 cos Φδ(x1)
d

dx2

v0
2(x2)

+2v(0) cos Φδ(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ → 0+ (1.46)

en S ′(R2). Finalmente, (1.40)-(1.42) y (1.45)-(1.46), implican (1.38).

En la siguiente proposición expresamos a las condiciones de frontera en términos de
los datos de Cauchy.

Sea Θ(x) la función de Heaviside.

Proposición 1.16. Sea v(x) ∈ Eε(K) una solución de (1.24). Entonces para cada l = 1, 2
y β = 0, 1, los datos de Cauchy vβl definidos en (1.29) y (1.28), satisfacen las siguientes
condiciones de frontera

cot Φ

[
d

dx1

v0
1(x1)− δ(x1)v(0)

]
− 1

sin Φ
v1

1(x1)

= −iωF̂(ω) sinα Θ(x1) eiωx1 cosα,
x1 ∈ R,

cot Φ

[
d

dx2

v0
2(x2)− δ(x2)v(0)

]
− 1

sin Φ
v1

2(x2)

= iωF̂(ω) sin(Φ + α)Θ(x2) eiωx2 cos(Φ+α),
x2 ∈ R.

(1.47)

Demostración. Extendiendo a R la segunda y tercera ecuación de (1.24) y usando
(1.28) y (1.29) obtenemos

cot Φ
[
∂x1 v1(x1, 0, ω)

]
0
− 1

sin Φ
v1

1(x1, ω) = −iωF̂(ω) sinα Θ(x1) eiωx1 cosα, x1 ∈ R;

cot Φ
[
∂x2 v

0
2(0, x2, ω)

]
0
− 1

sin Φ
v1

2(x2, ω) = iωF̂(ω) sin(Φ + α)Θ(x2) eiωx2 cos(Φ+α), x2 ∈ R.
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Usando derivación en D′, tenemos

d

dx1

v0
1(x1) = v(0)δ(x1) +

[
∂x1 v1(x1, 0, ω)

]
0
,

d

dx2

v0
2(x2) = v(0)δ(x2) +

[
∂x2 v1(0, x2, ω)

]
0
.

De aqúı se deduce (1.47).

1.4. Transformada de Fourier

Similarmente a la transformada de Fourier (1.6) introducimos la transformada de
Fourier de las funciones que pertenecen a S(Rn), n ≥ 1. Esta transformada de Fourier se
extiende por la continuación al espacio S ′(Rn) (véase por ejemplo [18]). Los teoremas del
tipo Paley-Wiener se siguen satisfaciendo para los conos convexos [26].

Aplicando la transformada de Fourier (1.6) (en el sentido de S ′) a la ecuación (1.33)
obtenemos

H(ξ, ω)ṽ0(ξ) = d̃0(ξ, ω) ≡
[

1

sin2 Φ

(
ξ2

1 + ξ2
2 − 2 cos Φ ξ1ξ2

)
− ω2

]
ṽ0(ξ), ξ ∈ R2, (1.48)

donde ṽ0(ξ) y d̃0(ξ), denotan la transformada de Fourier de las distribuciones tempera-
das v0 y d0, respectivamente. Notemos que la identidad (1.48) también se entiende en el
sentido de las distribuciones. Calculando la transformada de Fourier de (1.34) obtenemos

d̃0(ξ, ω) =
1

sin2 Φ

[
ṽ1

1(ξ1)− ṽ0
1(ξ1)

(
iξ2 − 2iξ1 cos Φ

)
+ṽ1

2(ξ2)− ṽ0
2(ξ2)

(
iξ1 − 2iξ2 cos Φ

)
− 2 cos Φv(0)

]
.

Dado que H(ξ, ω) 6= 0 para todos ξ ∈ R2 y ω ∈ C+, la identidad (1.48) nos permite
expresar la solución como

ṽ0(ξ, ω) =
d̃0(ξ, ω)

H(ξ, ω)
, ξ ∈ R2.

Esto nos lleva a determinar las funciones desconocidas ṽ1
2(ξ2) y una de las funciones ṽ0

1(ξ1)
ó ṽ1

1(ξ1). Para ello usaremos las ecuaciones (1.47) y (1.48).

Lema 1.17. La transformada de Fourier-Laplace para el sistema (1.47) y ω ∈ C+, toma
la forma

cot Φ
[
iz1ṽ

0
1(z1, ω) + v(0)

]
+

1

sin Φ
ṽ1

1(z1, ω) = − ωF̂(ω) sinα

z1 + ω cosα
, Im z1 > 0,

cot Φ
[
iz2ṽ

0
2(z2, ω) + v(0)

]
+

1

sin Φ
ṽ1

2(z2, ω) =
ωF̂(ω) sin(Φ + α)

z2 + ω cos(Φ + α)
, Im z2 > 0.

(1.49)

Demostración. Esto se sigue de (1.47) y del Teorema de Paley-Wiener [26] ya que
supp vβl ⊂ R+.
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Lema 1.18. Para l = 1, 2, existe C(ω) ∈ R tal que
|ṽ0
l (zl, ω)| ≤ C(ω)

Im zl
,

|ṽ1
l (zl, ω)| ≤ C(ω)

(1 + Im zl)
ε

Im zl
,

∣∣∣∣∣∣∣ Im zl > 0, ω ∈ C+. (1.50)

Demostración. La cota para ṽ0
l (zl, ω) se obtiene por integración de (1.30) y de la trans-

formada de Fourier compleja, considerando ξ = zl ∈ C+. La demostración de la cota para
ṽ1
l (zl, ω) se encuentra en el [21, Lemma 5.1].

1.5. La ecuación de conexión y la fórmula general de

la solución

En esta sección se realiza el tercer paso del Método de las Caracteŕısticas Complejas:
el “levantamiento”de las transformadas de Fourier de los datos de Cauchy a la cubierta
universal de la superficie de Riemann del śımbolo del operador de Helmholtz H(D). Esta
idea está inspirada en la siguiente razón.

Denotamos por V = V (ω) a la superficie de Riemann

V = {(z1, z2) ∈ C2 : z2
1 + z2

2 − 2z1z2 cos Φ− ω2 sin2 Φ = 0}. (1.51)

Notemos que si (z1, z2) ∈ V , entonces

(z1 sin Φ)2 + (z2 − z1 cos Φ)2 = ω2 sin2 Φ.

Aśı que las fórmulas

z1 := ω sinϕ
z2 − z1 cos Φ := ω sin Φ cosϕ

∣∣∣∣ ϕ ∈ C

dan una parametrización para V . Es conveniente cambiar el parámetro ϕ por el parámetro
µ := iϕ. La superficie V tiene una cubierta universal V̌ ∼= C con la proyección p : V̌ → V
definida por

p : µ 7−→ (z1, z2),

{
z1 = z1(µ) := −iω sinhµ
z2 = z2(µ) := −iω sinh(µ+ iΦ)

. (1.52)

Para l = 1, 2, respectivamente, definamos V̌ +
l como la componente conexa del conjunto{

µ ∈ C : Im zl(µ) > 0
}
,

la cual contiene el punto µ = i
π

2
y µ = i

(π
2
− Φ

)
, respectivamente. Entonces

∂V̌ +
l = Γ̌+

l ∪ Γ̌−l ,

donde

Γ̌−1 = {µ ∈ C : Im z1(µ) = 0, 0 ∈ Γ̌−1 },
Γ̌+

1 = {µ ∈ C : Im z1(µ) = 0, iπ ∈ Γ̌+
1 },

Γ̌−2 = {µ ∈ C : Im z2(µ) = 0, i(π − Φ) ∈ Γ̌−2 },
Γ̌+

2 = {µ ∈ C : Im z2(µ) = 0, − iΦ ∈ Γ̌+
2 }.

(1.53)
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No es dif́ıcil convencerse de que

Γ̌−1 =

{
µ = (µ1 + iµ2) : µ1, µ2 ∈ R, µ2 = arctan

(
ω1

ω2

tanhµ1

)}
(1.54)

con la rama arctan 0 = 0. La misma representación se cumple para Γ̌+
1 con la rama

arctan 0 = π. Por lo tanto, el contorno Γ̌+
1 es la traslación de Γ̌−1 por el vector iπ, es

decir Γ̌+
1 = Γ̌−1 + iπ. Similarmente, el contorno Γ̌−2 es la traslación de Γ̌+

2 por iπ y Γ̌+
2 es

la traslación de Γ̌−1 por −iΦ. Aśı, todos los contornos dados en (1.53) son traslaciones
idénticas de Γ̌−1 . Denotamos y definimos el contorno

γ(ν) ≡ Γ̌−1 + iν, ν ∈ R. (1.55)

Entonces los contornos (1.53) se representan en la siguiente forma

Γ̌−1 = γ(0), Γ̌+
1 = γ(π),

Γ̌−2 = γ(π − Φ), Γ̌+
2 = γ(−Φ).

(1.56)

Para l = 1, 2, respectivamente, definamos la región V̌ −l como la componente conexa del

conjunto {µ ∈ C : Im zl(µ) < 0} que contiene al punto µ = −iπ
2

. Consideremos también

V̌ − := V̌ −1 ∩ V̌ −2 y

V̌Σ := V̌ +
1 ∪ V̌ − ∪ V̌ +

2 . (1.57)

(Ver la Figura 3, la cual corresponde al caso Re ω > 0).
Podemos representar a las regiones V̌ +

l , V̌ −l , V̌ − y V̌Σ en términos de los contornos
γ(ν) de la siguiente manera

V̌ +
1 = {µ : γ(0) < µ < γ(π)}, V̌ +

2 = {µ : γ(−2π + φ) < µ < γ(−π + φ)};
V̌ −1 = {µ : γ(−π) < µ < γ(0)}, V̌ −2 = {µ : γ(−π + φ) < µ < γ(φ)};
V̌ − = {µ : γ(−π + φ) < µ < γ(0)}, V̌Σ = {µ : γ(−Φ) < µ < γ(π)}.

(1.58)

(Ver la Figura 3). En este caso, el śımbolo “ <′′ significa que el punto µ se encuentra entre
las correspondientes curvas. De igual manera, para δ > 0 consideraremos la subregión V̌Σ,δ

dada por

V̌Σ,δ =
{
µ : γ(−Φ + δ) < µ < γ(π − δ)

}
.

(Ver la Figura 3).

1.5.1. Levantamiento sobre la cubierta universal

Ahora “levantaremos” las funciones ṽβl sobre V̌ +
l por medio de las proyecciones (1.52).

Para ser más exactos, denotemos por v̌βl (µ, ω) a la composición de ṽβl (zl, ω) con zl(µ, ω),
es decir

v̌βl (µ, ω) = ṽβl (zl(µ, ω)), zl ∈ C+, l = 1, 2, β = 0, 1. (1.59)

Definición 1.19. Definamos y denotemos por H(V ) al conjunto de las funciones anaĺıticas
en un conjunto abierto V ⊂ C.
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Notemos que la analiticidad de las funciones ṽβl en C+ implica la analiticidad de v̌βl
en V̌ +

l , para l = 1, 2, es decir

v̌βl ∈ H(V̌ +
l ), l = 1, 2, β = 0, 1. (1.60)

Definición 1.20. Para cada 0 < ε < 1, definimos las regiones

V̌ +
1,ε = {µ : γ(ε) < µ < γ(π − ε)},
V̌ +

2,ε = {µ : γ(−Φ + ε) < µ < γ(π − Φ− ε)}.

Lema 1.21. Los levantamientos v̌βl (µ), definidos en (1.59), admiten las siguientes cotas



|v̌0
l (µ, ω)| ≤ Cε e

−|Re µ|, µ ∈ V̌ +
l,ε, l = 1, 2.

|v̌1
1(µ, ω)| ≤ C(ω)

(1 + Im(−iω sinhµ))ε

Im(−iω sinhµ)
, µ ∈ V̌ +

1,ε,

|v̌1
2(µ, ω)| ≤ C(ω)

(1 + Im(−iω sinh(µ+ iΦ)))ε

Im(−iω sinh(µ+ iΦ))
, µ ∈ V̌ +

2,ε,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ω ∈ C+. (1.61)

Demostración. De (1.59) y (1.50) tenemos que existe C(ω) > 0 tal que

∣∣v̌0
1(µ, ω)

∣∣ =
∣∣ṽ0
l (z1(µ))

∣∣ ≤ C(ω)

Im z1(µ)
, Im z1(µ) > 0. (1.62)

Afirmamos que, para el caso l = 1, se tiene

Im z1(µ) ≥ ω2 sin ε

2
e|Re µ|, µ ∈ V̌ +

1,ε. (1.63)

En efecto, por (1.52), sabemos que si ω = ω1 + iω2 y µ = µ1 + iµ2, entonces

Im z1(µ) = Im(−iω sinhµ) = −ω1 sinhµ1 cosµ2 + ω2 coshµ1 sinµ2

= ω2 coshµ1

[
−ω1

ω2

tanhµ1 cosµ2 + sinµ2

]
. (1.64)

Sabemos que coshµ1 ≥ 1
2
e|µ1| y además se satisface (4.8), aśı que considerando estos

hechos en (1.64) se deduce (1.63). Lo cual concluye la prueba de la primer afirmación de
(1.61) para el caso l = 1. El caso l = 2, se demuestra de manera análoga.

Por otro lado, las dos últimas cotas que se indican en (1.61) se establecieron en [21,
(66)-(67)].
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Γ̌+
1

γ(π − δ)

Γ̌−1
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2
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6
Im µ

0

−π
2

−iπ
2
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r

π
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Figura 3. La Superficie de Riemman

1.5.2. Ecuación de Conexión

Ahora podemos formular nuestra ecuación de conexión fundamental. Ya hab́ıamos
notado que las funciones v̌βl (µ, ω) son anaĺıticas en las regiones V̌ +

l , para l = 1, 2, (véase
(1.60)).

Definición 1.22. Para l = 1, 2, denotamos por [v̌(µ)]l a la continuación anaĺıtica, si es
que existe, de una función v̌(µ) ∈ H(V̌ +

l ) a la región compleja V̌Σ (ver la Figura 3).
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También definimos las siguientes funciones

v̌1(µ, ω) := v̌1
1(µ, ω) + ω sinh(µ− iΦ) v̌0

1(µ, ω) + v(0) cos Φ, µ ∈ V̌ +
1 , (1.65)

v̌2(µ, ω) := v̌1
2(µ, ω) + ω sinh(µ+ 2iΦ) v̌0

2(µ, ω) + v(0) cos Φ, µ ∈ V̌ +
2 . (1.66)

En [24] se estableció y demostró la siguiente ecuación de conexión.

Proposición 1.23. Sea v(x) ∈ Eε(K) una solución de (1.24), entonces

a) La función v̌1(µ) admite continuación anaĺıtica de V̌ +
l a V̌Σ y la función v̌2(µ) admite

continuación anaĺıtica de V̌ +
2 a V̌Σ.

b) Para las continuaciones anaĺıticas de v̌1(µ) y v̌2(µ), se cumple la siguiente ecuación
de conexión

[v̌1(µ)]1 + [v̌2(µ)]2 = 0, µ ∈ V̌Σ. (1.67)

c) Para las continuaciones anaĺıticas de v̌1(µ) y v̌2(µ) se cumple la siguiente estimación∣∣∣ [v̌l(µ)]l

∣∣∣ ≤ Cδ
(
1 + e|µ|

)q
, µ ∈ V̌Σ,δ, l = 1, 2; (1.68)

para cualquier δ ∈
(

0,
Φ + π

2

)
y para algún q ∈ R que depende de v̌1

1(µ) y v̌1
2(µ).

Demostración. Se encuentra en [24].

1.5.3. La forma de la solución en los términos de los datos de
Cauchy

Definición 1.24. Para cada θ ∈ [φ, 2π], sea Γ(θ) el contorno descrito por

Γ(θ) =

{ ←−−
γ(φ) ∪

−−−−→
γ(−Φ), si φ ≤ θ ≤ π,

←−−
γ(π) ∪

−−−−→
γ(−π), si π < θ ≤ 2π,

(1.69)

donde γ(ν) es el contorno definido mediante (1.55) y las orientaciones del contorno Γ se
muestran en la Figura 4.

En el art́ıculo [21, Thm 9.1] se demostró el siguiente resultado sobre la representación
integral de la solución de la ecuación de Helmholtz (∆ +ω2) ûs(y, ω) = 0, y ∈ Q, ω ∈ C+.

Teorema 1.25. Si existe una solución al problema (1.21) en el espacio Eε con ε ∈ (0, 1),
entonces esta se puede expresar mediante la siguiente integral:

ûs(ρ, θ, ω) =
1

4π sin Φ

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)v̌1(µ) dµ, ρ > 0, θ ∈ (φ, 2π), (1.70)

donde Γ(θ) es el contorno descrito en (1.69) y la función v̌1 está definida en (1.65).
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1.6. Reducción a la ecuación en diferencias

En esta sección reduciremos la ecuación de conexión (1.67) que tiene cuatro funciones
incógnitas a una que contenga sólamente dos funciones incógnitas a la que llamaremos la
ecuación en diferencias.

1.6.1. Eliminación de dos datos de Cauchy en la ecuación de
conexión

Lema 1.26. Para cada ω ∈ C+

v̌1
1(µ) = −ω cos Φ sinhµ v̌0

1(µ) +
F̂(ω) sin Φ sinα

i sinhµ− cosα
− v(0) cos Φ, µ ∈ V̌ +

1 ,(1.71)

v̌1
2(µ) = −ω cos Φ sinh(µ+ iΦ)v̌0

2(µ)− F̂(ω) sin Φ sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)
− v(0) cos Φ,(1.72)

µ ∈ V̌ +
2 .

Demostración. De la primera ecuación de (1.49) tenemos

1

sin Φ
ṽ1

1(z1) = − cot Φ
[
iz1ṽ

0
1(z1) + v(0)

]
− ωF̂(ω) sinα

z1 + ω cosα
,

aśı que despejando ṽ1
1(z1) tenemos ṽ1

1(z1) = − cos Φ
[
iz1ṽ

0
1(z1) + v(0)

]
− ωF̂(ω) sin Φ sinα

z1 + ω cosα
.

Considerando el levantamiento (1.59) con la proyección (1.52) sobre la cubierta universal
y desarrollando, obtenemos (1.71). Por otro lado, (1.72) se obtiene al despejar ṽ1

2(z1) de
la segunda ecuación de (1.49).

Proposición 1.27 (La Ecuación de Conexión Reducida). Sea v(x) ∈ Eε(K) una
solución al problema (1.24). Entonces las funciones v̌βl (µ) ∈ H(V̌ +

l ), l = 1, 2, definidas en
(1.59) tienen continuación meromorfa en V̌Σ y además satisfacen la ecuación de conexión

coshµ v̌0
1(µ)− cosh(µ+ iΦ)v̌0

2(µ) = G(µ, ω), µ ∈ V̌Σ, (1.73)

donde

G(µ, ω) :=
iF̂(ω)

ω

[
− sinα

i sinhµ− cosα
+

sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)

]
. (1.74)

Demostración. Sustituyendo (1.71) en la parte derecha de (1.65) obtenemos

v̌1(µ) = −ω cos Φ sinhµ v̌0
1(µ) +

F̂(ω) sin Φ sinα

i sinhµ− cosα
− v(0) cos Φ

+ω sinh(µ− iΦ) v̌0
1(µ) + v(0) cos Φ

= −ω
[

cos Φ sinhµ− sinh(µ− iΦ)
]
v̌0

1(µ) +
F̂(ω) sin Φ sinα

i sinhµ− cosα
.
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Dado que cos Φ sinhµ− sinh(µ− iΦ) = i coshµ sin Φ, entonces

v̌1(µ) = −iω sin Φ coshµ v̌0
1(µ) +

F̂(ω) sin Φ sinα

i sinhµ− cosα
, µ ∈ V̌ +

1 . (1.75)

Análogamente, sustituyendo (1.72) en la parte derecha de (1.66) obtenemos

v̌2(µ) = −ω cos Φ sinh(µ+ iΦ)v̌0
2(µ)− ω sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)
· F̂(ω)

ω
sin Φ

−v(0) cos Φ + ω sinh(µ+ 2iΦ) v̌0
2(µ) + v(0) cos Φ

= −ω
[

cos Φ sinh(µ+ iΦ)− sinh(µ+ 2iΦ)
]
v̌0

2(µ)− F̂(ω) sin Φ sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)
.

Como cos Φ sinh(µ+ iΦ)− sinh(µ+ 2iΦ) = −i sin Φ cosh(µ+ iΦ), tenemos que

v̌2(µ) = iω sin Φ cosh(µ+ iΦ)v̌0
2(µ)− F̂(ω) sin Φ sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)
, µ ∈ V̌ +

2 . (1.76)

Por otro lado, dado que v̌1(µ) tiene continuación anaĺıtica a V̌Σ, entonces por (1.75), v̌0
1(µ)

tiene continuación meromorfa a V̌Σ. Similarmente, v̌0
2(µ) tiene continuación meromorfa a

V̌Σ. Por lo tanto las identidades (1.75) y (1.76) son válidas en V̌Σ. De tal forma que al
sustituir (1.75) y (1.76) en (1.67), para cada µ ∈ V̌Σ obtenemos

0 = −iω coshµ sin Φ v̌0
1(µ) +

F̂(ω) sin Φ sinα

i sinhµ− cosα

+iω sin Φ cosh(µ+ iΦ)v̌0
2(µ)− F̂(ω) sin Φ sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)

= sin Φ
[
− iω coshµ v̌0

1(µ) + iω cosh(µ+ iΦ)v̌0
2(µ)

+
F̂(ω) sinα

i sinhµ− cosα
− F̂(ω) sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)

]
.

De la definición del ángulo Φ dada en (0.4), sabemos que sin Φ 6= 0, entonces

−iω coshµ v̌0
1(µ) + iω cosh(µ+ iΦ)v̌0

2(µ)

− F̂(ω)

[
− sinα

i sinhµ− cosα
+

sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)

]
= 0,

finalmente de esta última igualdad se obtiene (1.73).

La ecuación (1.73) contiene dos funciones incógnitas, por lo tanto este problema
pareciera indeterminado. Sin embargo, resulta que es posible eliminar una función incógni-
ta usando las propiedades de automorf́ıa de los levantamientos v̌βl . Este método fue pro-
puesto por Malyuzhinets en [29] y [30].
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1.6.2. Automorfismos

Para reducir la ecuación (1.73) a la ecuación en diferencias, usaremos las propiedades
de automorf́ıa de las funciones v̌0

1(µ) y v̌1
2(µ), para ello a continuación definimos los auto-

morfismos ȟ1 y ȟ2.

Definición 1.28. Para cada l = 1, 2, definimos los automorfismos ȟl : V̌ −→ V̌ de la
siguiente manera: ȟ1 es la reflexión del plano con respecto al punto iπ

2
, mientras que ȟ2

es la reflexión del plano con respecto al punto iπ
2
− iΦ, es decir{

ȟ1(µ) = −µ+ iπ

ȟ2(µ) = −µ+ iπ − 2iΦ

∣∣∣∣ µ ∈ C. (1.77)

Algunas propiedades de estos automorfismos ȟ1 y ȟ2 se encuentran enunciadas en el
siguiente resultado.

Lema 1.29. Si ȟ1 y ȟ2 son los automorfismos definidos en (1.77), entonces

a) Las proyecciones zl dadas en (1.52) satisfacen las condiciones de automorf́ıa

zl(ȟl(µ)) = zl(µ), µ ∈ C, l = 1, 2. (1.78)

b) Los levantamientos v̌βl dados en (1.59) satisfacen las condiciones de automorf́ıa

v̌βl (ȟl(µ)) = v̌βl (µ), µ ∈ V̌ +
l , l = 1, 2, β = 0, 1. (1.79)

Demostración. Notemos que (1.52) y (1.77) implican directamente (1.78). Mientras
que (1.79) se sigue de (1.78) por (1.59).

1.6.3. La ecuación en diferencias

En esta sección reduciremos la ecuación de conexión dada en (1.73) a una ecuación en
diferencias. Una vez establecida dicha ecuación en diferencias, en las siguientes secciones
le buscaremos una solución meromorfa y después una solución anaĺıtica.

Para ello introducimos las regiones

V̌Σ,2 := V̌Σ ∪ ȟ2(V̌Σ), (1.80)

W̌Σ := V̌Σ,2 ∪ ȟ1(V̌Σ,2). (1.81)

Aśı que por la definición de la región V̌Σ dada en (1.58) y los automorfismos ȟ1 y ȟ2

definidos en (1.77) tenemos que

V̌Σ,2 := {µ : γ(−2Φ) < µ < γ(π)} y W̌Σ := {µ : γ(−2Φ) < µ < γ(π + 2Φ)}.

Observación 1.30. No es dif́ıcil convencerse de que

a) V̌Σ,2 es invariante bajo ȟ2, es decir ȟ2(V̌Σ,2) = V̌Σ,2.

b) W̌Σ = V̌Σ,2 ∪ (V̌Σ,2 + 2iΦ).

c) V̌Σ ( W̌Σ.
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(Ver la Figura 3).

En el siguiente resultado extendemos la ecuación de conexión (1.73) a C.

Lema 1.31. Sean v(x) ∈ Eε(K) una función que satisface (1.33)-(1.47) y v̌0
1, v̌0

2 los le-
vantamientos definidos en (1.59). Entonces v̌0

1 y v̌0
2 admiten continuaciones meromorfas

en C y además satisfacen las condiciones{
−iω coshµ v̌0

1(µ, ω) + iω cosh(µ+ iΦ)v̌0
2(µ, ω) = G(µ, ω),

v̌0
1(−µ+ iπ) = v̌0

1(µ),

∣∣∣∣µ ∈ C, (1.82)

donde G está definida en (1.74).

Demostración. De la ecuación (1.73) y del hecho que v̌0
l son meromorfas en V̌Σ y

automorfas con respecto de ȟl (para l = 1, 2), y G es meromorfa en C, obtenemos que
la ecuación (1.73) es válida en W̌Σ. Ahora bien, dado que v̌0

2 es automorfa con respecto
de ȟ2 y meromorfa en W̌Σ, entonces y automorfas v̌0

2 admite continuación meromorfa
a W̌Σ ∪ ȟ2(W̌Σ). Aśı, dado que G es meromorfa en C, entonces de la ecuación (1.73)
obtenemos que v̌0

1 admite continuación meromorfa a W̌Σ ∪ ȟ2(W̌Σ); más aún, (1.73) se
cumple en esta región. Análogamente, dado que v̌0

1 es automorfa con respecto de ȟ1 y
meromorfa en W̌Σ ∪ ȟ2(W̌Σ), entonces v̌0

1 admite continuación meromorfa a

W̌ := W̌Σ ∪ ȟ2(W̌Σ) ∪ ȟ1

(
W̌Σ ∪ ȟ2(W̌Σ)

)
y (1.73) se cumple en W̌ . No es dif́ıcil convencernos de que W̌ es la región descrita por

la franja W̌ =
{
µ : γ(−4Φ) < µ < γ(4Φ + π)

}
. Continuando con este proceso obtenemos

que (1.73) se cumple en C y v̌0
1 es automorfa con respecto de ȟ1 en C.

Teorema 1.32 (La ecuación en diferencias). Sean v(x) ∈ Eε(K) una solución del
sistema (1.24) y v̌0

1 la función definida en (1.59). Entonces v̌0
1 es solución del siguiente

problema que consiste de la ecuación en diferencias y de la condición de automorf́ıa{
coshµ v̌0

1(µ, ω)− cosh(µ+ 2iΦ) v̌0
1(µ+ 2iΦ, ω) = B(µ, ω),
v̌0

1(−µ+ iπ) = v̌0
1(µ),

∣∣∣∣µ ∈ C, (1.83)

donde

B(µ, ω) :=
F̂(ω)

ω

[
coshµ

sinhµ+ i cosα
− cosh(µ+ 2iΦ)

sinh(µ+ 2iΦ) + i cosα

]
. (1.84)

Demostración. PASO 1. Aplicando el automorfismo ȟ2 a (1.73), obtenemos

cosh(ȟ2(µ)) v̌0
1(ȟ2(µ))− cosh(ȟ2(µ) + iΦ)v̌0

2(ȟ2(µ)) = G(ȟ2(µ)). (1.85)

Por (1.77) cosh(ȟ2(µ)) = − cosh(µ+ 2iΦ) y cosh(ȟ2(µ) + iΦ) = − cosh(µ+ iΦ). Además,
el Lema 1.29 afirma que v̌0

1(ȟ2(µ)) = v̌0
1(ȟ1(ȟ2(µ))) = v̌0

1(µ + 2iΦ) y v̌0
2(ȟ2(µ)) = v̌0

2(µ),
para cada cada µ ∈ C; aśı que (1.85) se transforma en

− cosh(µ+ 2iΦ)v̌0
1(µ+ 2iΦ) + cosh(µ+ iΦ)v̌0

2(µ) = G(ȟ2(µ)), µ ∈ V̌Σ,2. (1.86)
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PASO 2. Hacemos la suma de (1.73) con (1.86) y obtenemos que v̌0
1(µ) satisface la

siguiente ecuación en diferencias:

cosh(µ)v̌0
1(µ)− cosh(µ+ 2iΦ)v̌0

1(µ+ 2iΦ) = G1(µ), µ ∈ C (1.87)

donde

G1(µ) := G(µ) +G(ȟ2(µ)), µ ∈ C. (1.88)

PASO 3. Simplificamos la expresión de G1. Para ello, de (1.88) y (1.74) tenemos

G1(µ) =
iF̂(ω)

ω

[
− sinα

i sinhµ− cosα
+

sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)

]
+
iF̂(ω)

ω

[
− sinα

i sinh(ȟ2(µ))− cosα
+

sin(Φ + α)

i sinh(ȟ2(µ) + iΦ)− cos(Φ + α)

]
.

Como sinh(ȟ2(µ)) = sinh(µ+ 2iΦ) y sinh(ȟ2(µ) + iΦ) = sinh(µ+ iΦ), entonces

G1(µ) =
iF̂(ω)

ω

[
− sinα

i sinhµ− cosα
+

sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)

− sinα

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα
+

sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)

]
Aśı que al simplificar, concluimos que G1 admite la siguiente representación

G1(µ) =
iF̂(ω)

ω

[
− sinα

i sinhµ− cosα
− sinα

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα
+

2 sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)

]
.

(1.89)

PASO 4. Resulta que G1 se puede transformar en una función del tipo

cosh(µ)M(µ)− cosh(µ+ 2iΦ)M(µ+ 2iΦ),

dondeM(µ) es una función meromorfa y además con esta representación deG1(µ) se puede
encontrar de manera inmediata una solución particular de la ecuación en diferencias. Esta
es la parte central de la solución del problema pues de este modo podemos encontrar una
solución en forma expĺıcita.
PASO 5. Finalmente, afirmamos que G1(µ) = B(µ), donde B(µ) está definida en (1.84).
En efecto, sustituyendo (4.32) en (1.89) y simplificando, obtenemos

G1(µ) =
iF̂(ω)

ω

[
− sinα

i sinhµ− cosα
− sinα

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα

+
coshµ+ sinα

i sinhµ− cosα
− cosh(µ+ 2iΦ)− sinα

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα

]
=

iF̂(ω)

ω

[
coshµ

i sinhµ− cosα
− cosh(µ+ 2iΦ)

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα

]
=

F̂(ω)

ω

[
coshµ

sinhµ+ i cosα
− cosh(µ+ 2iΦ)

sinh(µ+ 2iΦ) + i cosα

]
= B(µ, ω).

Lo cual completa la demostración del Teorema.
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Hemos reducido la primer ecuación del problema no estacionario (0.15) a la ecuación
en diferencias del problema (1.83) con el parámetro ω ∈ C+. En el siguiente caṕıtulo
resolveremos esta ecuación en diferencias que corresponde a las condiciones de frontera
del tipo Neumann-Neumann.



Caṕıtulo 2

Solución expĺıcita del Problema de
Neumann

En este caṕıtulo analizamos el problema de dispersión no estacionaria (0.15). De-
mostraremos que existe la solución del problema (0.15) y que además esta es única en el
espacio funcional Mε con ε = 1− π

2Φ
, véase Teorema 2.19. Daremos la fórmula expĺıcita

para la solución.

2.1. Solución particular del sistema (1.83)

En la Sección 1.5, redujimos el problema no estacionario (0.15) al de resolver la
ecuación de conexión (1.73). Las funciones desconocidas v̌0

l , l = 1, 2 deben satisfacer (1.60)
y la función v̌1 definida en (1.65) debe ser holomorfa en V̌Σ. Aśı que nuestro objetivo ahora
es el de resolver la ecuación de conexión (1.73), de tal forma que v̌0

l (µ) ∈ H(V̌ +
l ), l = 1, 2,

y además la función v̌1(µ) definida en (1.65) sea anaĺıtica en V̌Σ, según la Proposición
1.23.

En la Sección 1.6 se redujo este problema al de resolver el sistema (1.83). Tenemos
que resolver el sistema (1.83), de tal forma que v̌0

1(µ) ∈ H(V̌ +
1 ). Además, es necesario que

la correspondiente función v̌1(µ) sea anaĺıtica en V̌Σ, véase (1.65) y la Proposición 1.23.

De acuerdo a la Proposición 1.27, afirmamos que probar que la correspondiente función
v̌1(µ) definida en (1.65) pertenece a H(V̌Σ) es equivalente a probar que la representación
para v̌1(µ) dada en (1.75) es holomorfa en V̌Σ.

Para alcanzar este objetivo, nuestro plan es el siguiente. Encontraremos una solución
meromorfa w̌0

1(µ) del sistema (1.83) que sea anaĺıtica en V̌ +
1 . Calcularemos la función

w̌1(µ) correspondiente a la solución w̌0
1(µ) (dada por la expresión (1.75)) y veremos que

esta función w̌1(µ) no es anaĺıtica en V̌Σ. Encontraremos los polos y residuos de esta función
en V̌Σ. Usando estos polos y residuos corregiremos la solución w̌0

1, usando la ecuación en
diferencias homogénea asociada a la ecuación en diferencias del sistema (1.83), de tal forma
que la nueva función v̌1(µ) correspondiente, dada por la expresión (1.75), sea anaĺıtica en
V̌Σ.

En el siguiente resultado proponemos una solución meromorfa del sistema (1.83) que
es anaĺıtica en V̌ +

1 , esto fue posible gracias a la forma expĺıcita de la función B dada en
(1.84).

37
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Lema 2.1. La función w̌0
1(µ) definida por

w̌0
1(µ) := w̌0

1(µ, ω) =
F̂(ω)

ω
· 1

sinhµ+ i cosα
, µ ∈ C, (2.1)

tiene las siguientes propiedades

a) w̌0
1(µ) satisface el sistema (1.83).

b) w̌0
1(µ) es anaĺıtica en V̌ +

1 .

Demostración. a) Por un lado, haciendo cálculos directos w̌0
1(µ) satisface la ecuación

en diferencias del sistema (1.83). Por otro lado, la condición de automorf́ıa de w̌0
1(µ) se

sigue de (2.1) y del hecho de que sinh(−µ+ iπ) = sinhµ.
b) Notemos que si µ∗ es un polo de w̌0

1(µ), entonces por (2.1): sinhµ∗ + i cosα = 0. Esto
sucede si y sólo si existe k ∈ Z tal que µ∗ = i

(
−π

2
+ α + 2kπ

)
ó µ∗ = i

(
−π

2
− α + 2kπ

)
;

aśı que por (1.58), ninguno de los posibles polos de w̌0
1(µ) se encuentra en V̌ +

1 .

Verifiquemos ahora si la función w̌1(µ) dada por

w̌1(µ) = −iω sin Φ cosh(µ)w̌0
1 + F̂(ω) sin Φ

sinα

i sinhµ− cosα
, (2.2)

que corresponde a la solución w̌0
1(µ) mediante la fórmula (1.75), es holomorfa en V̌Σ. Para

ello establecemos el siguiente resultado.

Lema 2.2. La función w̌1(µ), definida por (2.2), tiene las siguientes propiedades

a) Los polos de w̌1(µ) son los puntos de la forma µ1,k y µ2,k:

µ1,k := p1 + 2ikπ, µ2,k := p∗1 + 2ikπ, k ∈ Z, (2.3)

donde p1, p∗1 son los puntos en el plano complejo definidos por

p1 = −iπ
2

+ iα, p∗1 = ȟ1(p1) = i
3π

2
− iα, (2.4)

véase la Figura 3.

b) El único polo de w̌1(µ) en V̌Σ es p1. Además

Res(w̌1, p1) = −2iF̂(ω) sin Φ. (2.5)

Demostración. Notemos que por (2.1) y (2.2) tenemos

w̌1(µ) = −iω sin Φ coshµ
F̂(ω)

ω
· 1

sinhµ+ i cosα
+ F̂(ω) sin Φ · sinα

i sinhµ− cosα

= −iF̂(ω) sin Φ · coshµ+ sinα

sinhµ+ i cosα
. (2.6)

a) Si p es un polo de w̌1(µ), entonces por (2.6), existem ∈ Z tal que p = i
(
−π

2
+ α + 2mπ

)
=

p1 + 2imπ, o bien p = i
(
−π

2
− α + 2mπ

)
= i

(
3π
2
− α + 2(m− 1)π

)
= p∗1 + 2i(m − 1)π.

En cualquier caso, existe k ∈ Z tal que p = µ1,k ó p = µ2,k.
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b) Usando a) y la definición de V̌Σ, dada en (1.58), los posibles polos de w̌1(µ) que se
encuentran en V̌Σ son p1 y p2, donde p1 está definido en (2.4) y

p2 := −iπ
2
− iα. (2.7)

Además (2.2) implica que si p es un polo de w̌1(µ), entonces

Res(w̌1, p) = −iF̂(ω) sin Φ · cosh p+ sinα

cosh p
. (2.8)

Por otro lado, haciendo cálculos tenemos cosh p1 = sinα y cosh p2 = − sinα, aśı que por
(2.8) tenemos que

Res(w̌1, p1) = −iF̂(ω) sin Φ · cosh p1 + sinα

cosh p1

= −2iF̂(ω) sin Φ,

Res(w̌1, p2) = −iF̂(ω) sin Φ · cosh p2 + sinα

cosh p2

= 0.

Es decir, p1 es el único polo de w̌1(µ) que se encuentra en V̌Σ. Además, hemos calculado
el valor del residuo en dicho polo.

Observación 2.3. Este Lema 2.1 implica que w̌0
1(µ) no es una solución apropiada para

el sistema (1.83), pues a pesar de que w̌0
1(µ) ∈ H(V̌ +

1 ), la función correspondiente w̌1(µ)
no es anaĺıtica en V̌Σ. Por lo tanto, debemos hacer ajustes para corregirla. Es decir,
necesitamos cambiar la función w̌0

1(µ) por una función v̌0
1(µ) ∈ H(V̌ +

1 ) que sea solución
del sistema (1.83) y tal que la función correspondiente v̌1(µ) sea anaĺıtica en V̌Σ.

2.2. Solución del sistema homogéneo correspondiente

a (1.83)

En esta Sección consideramos la ecuación en diferencias homogénea que corresponde
al problema (1.83). Concretamente encontramos una solución particular s(µ) ∈ H(V̌ +

1 )
del sistema {

coshµ s(µ)− cosh(µ+ 2iΦ)s(µ+ 2iΦ) = 0,
s(−µ+ iπ) = s(µ),

∣∣∣∣µ ∈ C, (2.9)

tal que la función del tipo (1.75) correspondiente a s(µ) tenga como único polo a p1 en V̌Σ

y de tal forma que su residuo compense al residuo de la solución w̌0
1(µ) en p1. Sumando

estas dos funciones w̌0
1(µ) y s(µ) obtendremos la solución necesaria del sistema (1.83).

Definición 2.4. Definimos la función

HN(µ) := coth
[
q(µ− p1)

]
+ coth

[
q(µ− p∗1)

]
, µ ∈ C, (2.10)

donde p1, p∗1 están descritos en (2.4) y

q :=
π

2Φ
. (2.11)
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Lema 2.5. La función HN(µ), definida en (2.10), tiene las siguientes propiedades

a) HN(−µ+ iπ) = −HN(µ), para todo µ ∈ C.

b) HN(µ+ 2iΦ) = HN(µ), para todo µ ∈ C.

c) Los polos de HN(µ) se describen por

µk = −iπ
2

+ iα + 2ikΦ

µk = i
3π

2
− iα + 2ikΦ

∣∣∣∣∣∣ k ∈ Z. (2.12)

d) El único polo de HN(µ) en V̌Σ es el punto p1 definido en (2.4) y además

Res(HN , p1) =
1

q
=

2Φ

π
. (2.13)

e) HN admite la siguiente cota

|HN(µ)| ≤ Cδ, |µ− µk| ≥ δ, (2.14)

donde µk es algún polo de HN .

Demostración. a) Por (2.4), tenemos que −µ+ iπ − p1 = − (µ− p∗1) y también −µ+
iπ − p∗1 = − (µ− p1), entonces

HN(−µ+ iπ) = coth [q(−µ+ iπ − p1)] + coth [q(−µ+ iπ − p∗1)]

= coth [−q(µ− p∗1)] + coth [−q(µ− p1)]

= −
[

coth [q(µ− p∗1)] + coth [q(µ− p1)]
]

= −HN(µ).

b) Usando (2.10) y (2.11), tenemos que

HN(µ+ 2iΦ) = coth [q(µ+ 2iΦ− p1)] + coth [q(µ+ 2iΦ− p∗1)]

= coth [q(µ− p1) + iπ] + coth [q(µ− p∗1) + iπ]

= HN(µ)

c) Notemos que por (2.10),
HN(µ) = τ1(µ) + τ2(µ), (2.15)

donde

τ1(µ) := coth [q(µ− p1)] , τ2(µ) := coth [q(µ− p∗1)] , µ ∈ C. (2.16)

De (2.16) se sigue que µ es polo de τ1 si y sólo si µ ∈ A1, donde

A1 =
{
−iπ

2
+ iα + 2ikΦ : k ∈ Z

}
(2.17)

Análogamente, µ es polo de τ2 si y sólo si µ ∈ A2, donde

A2 =

{
i
3π

2
− iα + 2ikΦ : k ∈ Z

}
(2.18)

Aśı que (2.12) se sigue de (2.15), (2.17) y (2.18).
d) Para probar esta afirmación, notemos que si p es un polo de HN , entonces p es un polo
de τ1 o p es un polo de τ2, es decir, si p es un polo de HN , entonces p ∈ A1 o p ∈ A2.
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Af.1 A1 ∩ V̌Σ = {p1}.
Para demostrar esta afirmación, notemos que de (2.16) se sigue que µ es polo de τ1 si
y sólo si µ ∈ A1. De la definición de V̌Σ, dada en (1.57), se sigue que p1 ∈ A1∩V̌Σ. Por
otro lado, si p ∈ A1, p 6= p1, entonces existe k ∈ Z, k 6= 0, tal que p = −iπ

2
+iα+2ikΦ.

I) Si k > 0, entonces Im p > π. En efecto, por (0.4), Φ > π y por (1.1), α > 0,
entonces α + 2Φ > 2Φ > 2π > 3π

2
. Esto implica que Im p = −π

2
+ α + 2kΦ ≥

−π
2

+ α + 2Φ > π, para todo k ≥ 1.

II) Si k < 0, entonces Im p < −Φ. En efecto, como Φ > 0 y por (1.1) α < π
2
,

entonces α − Φ < α < π
2
. Esto implica que Im p ≤ −π

2
+ α − 2Φ < −Φ, para

todo k ≤ −1.

En cualquier caso, la definición de V̌Σ, dada en (1.57), implica que p /∈ V̌Σ.

Af.2 A2 ∩ V̌Σ = ∅.
Para demostrar esta afirmación, notemos que de (2.16) se sigue que µ es polo de
τ2 si y sólo si µ ∈ A2. Por otro lado, si p ∈ A2, entonces existe k ∈ Z, tal que
p = i3π

2
− iα + 2ikΦ.

I) Si k ≥ 0, entonces Im p > π. En efecto, por (1.1), 3π
2
−α > π, esto implica que

Im p = 3π
2
− α + 2kΦ ≥ 3π

2
− α > π, para todo k ≥ 0.

II) Si k < 0, entonces Im p < −Φ. En efecto, por a) del Lema 4.1 α + Φ > 3π
2

,
entonces Im p ≤ 3π

2
− α− 2Φ < −Φ, para todo k ≤ −1.

En cualquier caso, la definición de V̌Σ, dada en (1.57), implica que p /∈ V̌Σ.

De las Afirmaciones 1 y 2, se sigue que el único polo de HN en V̌Σ es p1. Además por
(2.15): Res(HN , p1) = Res(τ1, p1). Y para cada µ ∈ A1, se tiene que

Res(τ1, µ) =
cosh [q(µ− p1)]

q cosh [q(µ− p1)]
=

1

q
.

Lo cual implica (2.13).
e) Por (2.12), los polos de HN pertenecen al eje imaginario, entonces (2.14) se sigue
directamente de (2.10).

En el siguiente Lema proponemos una solución particular del sistema (2.9).

Lema 2.6. Sea s la función dada por

s(µ) := −2qF̂(ω)

ω
· HN(µ,Φ)

coshµ
, (2.19)

donde HN está definida en (2.10). Entonces:

a) s(µ) es solución del sistema (2.9).

b) p1 es el único polo de s en V̌Σ y además

Res(s, p1) = − 2F̂(ω)

ω sinα
. (2.20)



42 CAPÍTULO 2. SOLUCIÓN EXPLÍCITA DEL PROBLEMA DE NEUMANN

c) s(µ) ∈ H(V̌ +
1 ).

Demostración. a) Por (2.19) y b) del Lema 2.5, tenemos

coshµ s(µ)− cosh(µ+ 2iΦ)s(µ+ 2iΦ) = −2qF̂(ω)

ω

[
HN(µ)−HN(µ+ 2iΦ)

]
= 0,

lo cual prueba que s(µ) satisface la ecuación en diferencias homogénea de (2.9). Por otro
lado, por (2.19) y a) del Lema 2.5

s(−µ+ iπ) = −2qF̂(ω)

ω
· HN(−µ+ iπ,Φ)

cosh(−µ+ iπ)
= −2qF̂(ω)

ω
· −HN(µ,Φ)

− cosh(−µ)
= s(µ),

entonces s(µ) también satisface la condición de automorf́ıa de (2.9).
b) Notemos que por (2.19), el hecho de que cosh p1 = sinα y (2.13) tenemos

Res(s, p1) = − 2qF̂(ω)

ω cosh p1

· Res(HN , p1) = −2qF̂(ω)

ω sinα
· 1

q
= − 2F̂(ω)

ω sinα
.

Lo cual prueba (2.20).
c) Por b), p1 es el único polo de s en V̌Σ y p1 /∈ V̌ +

1 (véase la Figura 3), esto implica que
s ∈ H(V̌ +

1 ).

2.3. La solución “correcta” del sistema (1.83)

En esta Sección encontraremos una solución “apropiada” para el sistema (1.83), es
decir encontraremos una función v̌0

1(µ) que sea solución del sistema (1.83) y tal que la
función correspondiente v̌1(µ) sea anaĺıtica en V̌Σ. Esto se hace utilizando la solución de
(1.83) y la solución de la ecuación homogénea asociada a (1.83), funciones dadas en (2.1)
y (2.19), respectivamente.

Teorema 2.7. Sea v̌0
1 la función dada por

v̌0
1(µ) := w̌0

1(µ) + s(µ), µ ∈ C, (2.21)

donde w̌0
1 y s están definidas en (2.1) y (2.19), respectivamente. Entonces:

a) v̌0
1(µ) es solución del sistema (1.83).

b) v̌0
1 ∈ H(V̌ +

1 ).

c) La función v̌1(µ) que corresponde a la solución v̌0
1(µ) es holomorfa en V̌Σ.

Demostración. a) v̌0
1(µ) satisface la ecuación en diferencias de (1.83) por a) del Lema

2.1 y a) del Lema 2.6. Mientras que a condición de automorf́ıa se sigue de c) del Lema
2.1 y c) del Lema 2.6.
b) Por b) del Lema 2.1 y c) del Lema 2.6, w̌0

1 ∈ H(V̌ +
1 ) y s ∈ H(V̌ +

1 ), respectivamente.
Aśı que v̌0

1 ∈ H(V̌ +
1 ).
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c) De (1.75), (2.21) y (2.2) tenemos

v̌1(µ) = −iω sin Φ cosh(µ)
[
w̌0

1(µ) + s(µ)
]

+ F̂(ω) sin Φ
sinα

i sinhµ− cosα

=

[
−iω sin Φ cosh(µ)w̌0

1(µ) + F̂(ω) sin Φ
sinα

i sinhµ− cosα

]
− iω sin Φ cosh(µ)s(µ)

= w̌1(µ)− iω sin Φ cosh(µ)s(µ). (2.22)

Dado que coshµ ∈ H(C), entonces por (2.22), p es polo de v̌1 en V̌Σ si y sólo si p es polo
de w̌1 en V̌Σ o p es polo de s en V̌Σ. Por b) del Lema 2.2 y b) del Lema 2.6, p1 es el
único polo tanto de w̌1 como de s en V̌Σ, entonces el único posible polo de v̌1 en V̌Σ es p1.
Además por (2.5), (2.20) y (2.22)

Res(v̌1, p1) = Res(w̌1, p1)− iω sin Φ cosh p1Res(s, p1)

= −2iF̂(ω) sin Φ− iω sin Φ sinα · −2F̂(ω)

ω sinα

= −2iF̂(ω) sin Φ + 2iF̂(ω) sin Φ

= 0,

lo cual implica que p1 no es polo de v̌1. Por lo tanto v̌1 ∈ H(V̌Σ).

2.4. La solución del problema estacionario con parámetro

Suponiendo que la solución ûs del problema (1.21) existe en el espacio Eε para algún
ε ∈ (0, 1) (véase la Definición 1.5), en esta Sección encontraremos una representación
integral intermedia de tal solución. En la Sección 2.8 demostraremos que la solución
realmente se encuentra en el espacio E1− π

Φ
, (véase el Corolario 2.20).

Teorema 2.8. Si existe una solución al problema (1.21) en el espacio Eε con ε ∈ (0, 1),
entonces ûs admite la siguiente representación integral:

ûs(ρ, θ, ω) =
iF̂(ω)

4Φ

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)HN(µ,Φ) dµ, ρ > 0, θ ∈ (φ, 2π), (2.23)

donde Γ(θ) es el contorno descrito en (1.69) y la función HN está definida en (2.10).

Demostración. Por (1.70) y (2.22)

ûs(ρ, θ, ω) =
1

4π sin Φ

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)v̌1(µ) dµ

=
1

4π sin Φ

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)
[
w̌1(µ)− iω sin Φ cosh(µ)s(µ)

]
dµ

=
1

4π sin Φ

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)w̌1(µ) dµ− iω

4π

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ) cosh(µ)s(µ) dµ.
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Por un lado, usando (2.6) tenemos

1

4π sin Φ

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)w̌1(µ) dµ =

=
1

4π sin Φ

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)
[
−iF̂(ω) sin Φ · coshµ+ sinα

sinhµ+ i cosα

]
dµ

= −iF̂(ω)

4π

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ) · coshµ+ sinα

sinhµ+ i cosα
dµ

= 0, (2.24)

pues la función que se integra e−ρω sinh(µ−iθ) · coshµ+ sinα

sinhµ+ i cosα
es periódica de periodo 2iπ y

la curva Γ(θ) sobre la que se integra se compone por dos ĺıneas, una de ellas es traslación
de la otra por 2iπ y poseen orientaciones contrarias (ver la Figura 4). Por el otro lado, de
(2.11) y (2.19), tenemos

− iω
4π

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ) coshµ s(µ) dµ

= − iω
4π

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ) coshµ

[
−2qF̂(ω)

ω
· HN(µ,Φ)

coshµ

]
dµ

=
iF̂(ω)

4Φ

∫
Γ(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)HN(µ,Φ) dµ. (2.25)

Aśı que (2.23) se sigue de (2.24) y (2.25).

2.5. Representación de la Transformada de Fourier-

Laplace del campo total “estacionario”

En esta sección encontramos una representación integral de la Transformada de Fourier-
Laplace de la solución u del problema (0.15).

Notemos que por (1.2) y (1.14), la Transformada de Fourier-Laplace de la solución u
del problema (0.15) se puede expresar en la siguiente forma

û(y, ω) = ûs(y, ω) + F̂(ω)eiωn0·y, y ∈ Q, ω ∈ C+, (2.26)

donde ûs(y, ω) representa la Transformada de Fourier-Laplace de la solución us del pro-
blema (1.3). Para el problema NN (0.15), encontraremos una representación del tipo
Sommerfeld para û(y, ω). En ella usaremos el contorno C que no depende del valor de θ y
está definido por dos lazos de la siguiente manera

C = C1 ∪ C2. (2.27)
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Aqúı

C1 =
{
µ1 − i

π

2
: µ1 ≥ 1

}
∪
{

1 + iµ2 : −5π

2
≤ µ2 ≤ −

π

2

}
∪
{
µ1 − i

5π

2
: µ1 ≥ 1

}
(2.28)

y C2 := −C1 − 3iπ, (ver la Figura 5).

- Re µ
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q− 3π
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q−2π
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2
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Im µ
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6

�
C2

-

?

�
C1

-

Figura 5. El contorno C

Deduciremos esta representación aplicando el Teorema de Cauchy de Residuos a la
integral (2.23), para ello vamos a introducir los siguientes contornos para cada θ ∈ (φ, 2π)

Γ̃(θ) =

{
Γ′(θ) ∪ Γ+ ∪ Γ−, π < θ < 2π,[
Γ′(θ) ∪ Γ+ ∪ Γ−

]
− i(π − φ), φ < θ ≤ π,

(2.29)

donde

Γ′(θ) = {µ ∈ Γ(Θ) : |Re µ| ≥ 1}, Γ± = {µ ∈ C : Re µ = ±1, γ(−π) ≤ µ ≤ γ(π)}(2.30)

y las orientaciones se muestran en la Figura 6. Para una mejor visualización de las ĺıneas
verticales Γ± y Γ± − i(π − φ), estas se encuentran ligeramente separadas en esta Figura
6.
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�

-
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Figura 6. Los contornos tipo Sommerfeld

Teorema 2.9. La Transformada de Fourier-Laplace de la solución u del problema (0.15),
admite la siguiente representación

û(ρ, θ, ω) =
iF̂(ω)

4Φ

∫
C

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ) dµ, ρ > 0, θ ∈ (φ, 2π), ω ∈ C+, (2.31)

donde C es el contorno descrito en (2.27) y la función HN está definida en (2.10).

Demostración. Por d) del Lema 2.5 el único polo de HN(µ) en V̌Σ es p1 (ver (2.4))
y además en (2.13) se tiene el valor del residuo en dicho punto. Para cada θ ∈ (π, 2π),
definimos los contornos

Γ′′(θ) = {µ ∈ Γ(θ) : |Re µ| ≤ 1},
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de tal forma que podemos expresar al contorno Γ(θ) en la forma

Γ(θ) =

{
Γ̃(θ) +

[
Γ′′(θ) ∪ (−Γ+) ∪ (−Γ−)

]
, π < θ < 2π,[

Γ̃(θ) +
[
Γ′′(θ) ∪ (−Γ+) ∪ (−Γ−)

]]
− i(π − φ), φ < θ ≤ π,

(2.32)

donde el śımbolo “+” indica la adición algebraica de los contornos.
Aśı que aplicando el Teorema de Cauchy de Residuos a la integral (2.23)

ûs(ρ, θ, ω) =
iF̂(ω)

4Φ

[
2iπe−ρω sinh(p1−iθ)Res(HN , p1)

]
+
iF̂(ω)

4Φ

∫
Γ̃(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)HN(µ,Φ) dµ.

Por (2.4): sinh(p1 − iθ) = −i cos(α− θ), usando (2.13) y simplificando tenemos

ûs(ρ, θ, ω) =
iF̂(ω)

4Φ

[
2iπe−ρω sinh(p1−iθ) 2Φ

π

]
+
iF̂(ω)

4Φ

∫
Γ̃(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)HN(µ,Φ) dµ

= −F̂(ω)eiωn0·y +
iF̂(ω)

4Φ

∫
Γ̃(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)HN(µ,Φ) dµ.

Usando esta última igualdad y (2.26) concluimos que

û(ρ, θ, ω) =
iF̂(ω)

4Φ

∫
Γ̃(θ)

e−ρω sinh(µ−iθ)HN(µ,Φ) dµ, ρ > 0, θ ∈ (φ, 2π), ω ∈ C+. (2.33)

Sólo nos faltaŕıa ver que es posible reemplazar los contornos Γ̃(θ), que dependen de θ, por
el doble lazo C que no depende de θ. Para conseguir esto, en (2.33) hacemos el cambio de
variable β = µ− iθ, entonces

û(ρ, θ, ω) =
iF̂(ω)

4Φ

∫
Γ̃(θ)−iθ

e−ρω sinhβHN(β + iθ,Φ) dβ. (2.34)

Por la cota (2.14), HN(β+ iθ) está acotada con respecto de β sobre el contorno Γ̃(θ)− iθ.
Además este contorno se encuentra sobre la región en la que la función e−ρω sinhβ decrece
súper exponencialmente con respecto de β, para todo ω ∈ C+. Más aún, las ĺıneas R−π

2

y R− 5π
2

, se encuentran en la región V̌ −1 ∪
(
V̌ −1 − 2iπ

)
(ver Figura 3 y Figura 6). Aśı que

podemos usar el Teorema de Cauchy para deformar el contorno Γ̃(θ) − iθ de la integral
(2.34) al contorno C de la integral (2.31). Lo cual completa la prueba.

2.6. Descomposición de û en las densidades de las

ondas incidente, reflejada y difractada

En esta Sección, vamos a descomponer a la función û, dada en (2.31), en la suma
de las Transformadas de Fourier-Laplace de las ondas incidente, reflejada y difractada.
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Generalmente esto se hace incluyendo los polos de HN(µ + iθ) que se encuentran en el
eje imaginario, por (2.12). Más espećıficamente, transformamos el contorno C, definido en
(2.27), en la suma algebraica de los contornos C0 y R de tal forma que ambos contornos
contengan en su interior a los polos de HN(µ + iθ). Aśı que definimos C0 el contorno
orientado en el sentido contrario a las manecillas del reloj como

C0 := γ1 ∪ γ2 (2.35)

con γ1 := R − iπ
2
, y γ2 := R − i5π

2
, (ver la Figura 7 que corresponde al caso Re ω > 0).

Definimos a R como el contorno cerrado orientado en sentido de las manecillas del reloj
dado por

R := {µ ∈ C : |Re µ| = 1} ∪
{
µ1 − i

π

2
: µ1 ∈ [−1, 1]

}
∪
{
µ1 − i

5π

2
: µ1 ∈ [−1, 1]

}
(2.36)

Aśı que por (2.27), (2.35) y (2.36), C = C0 + R. Aqúı el śımbolo “+” indica la adición
algebraica de los contornos.
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Figura 7. El contorno C0.

Definimos la franja

Π2 :=

{
µ ∈ C : −5π

2
≤ Im µ ≤ −π

2

}
. (2.37)
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En el siguiente Teorema encontramos una descomposición de la función û, dada en
(2.31), en la suma de las Transformadas de Fourier-Laplace de las ondas incidente, reflec-
tada y difractada.

Teorema 2.10. La función û dada en (2.31) admite la siguiente descomposición

û(y, ω) = ûin(y, ω) + ûr(y, ω) + ûd(y, ω), y = ρeiθ ∈ Q, ω ∈ C+, (2.38)

donde ûin está dada en (1.14),

ûr(ρ, θ, ω) :=


F̂(ω) eiρω cos(θ−θ1), φ ≤ θ ≤ θ1,
0, θ1 < θ < θ2,

F̂(ω) eiρω cos(θ−θ2), θ2 ≤ θ ≤ 2π,

(2.39)

ûd(ρ, θ, ω) :=
iF̂(ω)

4Φ

∫
C0
e−ρω sinhµHN(µ+ iθ, ω)dµ, θ 6= θ1,2. (2.40)

Demostración. De (2.31), (2.27), (2.35) y (2.36) , se sigue que para ρ > 0, θ ∈ [φ, 2π]
y ω ∈ C+,

û(ρ, θ, ω) =
iF̂(ω)

4Φ

∫
C

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ)dµ

=
iF̂(ω)

4Φ

∫
C0

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ)dµ+
iF̂(ω)

4Φ

∫
R

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ)dµ.

Por un lado, el primer sumando de esta igualdad coincide con (2.40), es decir

û(ρ, θ, ω) = ûd(ρ, θ, ω) +
iF̂(ω)

4Φ

∫
R

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ)dµ. (2.41)

Por otro lado, como R es una curva cerrada simple recorrida en sentido de las manecillas
del reloj, por el Teorema del Residuo de Cauchy tenemos que∫

R

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ)dµ = −2iπ
∑
µk

Res(e−ρω sinhµHN(µ+ iθ), µk), (2.42)

donde µk son los polos de e−ρω sinhµHN(µ+iθ) que se encuentran dentro deR. Notemos que
por (2.36), (2.37) y a) del Lema 4.14, los polos de e−ρω sinhµHN(µ+ iθ) que se encuentran
dentro de R son los mismos polos de e−ρω sinhµHN(µ + iθ) que se encuentran en Π2. De
tal manera que (2.42) y b) del Lema 4.14 implican que

∫
R

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ)dµ =


−4iΦ

[
eiρω cos(θ−α) + eiρω cos(θ−θ1)

]
, φ ≤ θ ≤ θ1

−4iΦ eiρω cos(θ−α), θ1 < θ < θ2

−4iΦ
[
eiρω cos(θ−α) + eiρω cos(θ−θ2)

]
, θ2 ≤ θ ≤ 2π
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De aqúı y por (1.14) se deduce que

iF̂(ω)

4Φ

∫
R

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ)dµ =


F̂(ω)

[
eiρω cos(θ−α) + eiρω cos(θ−θ1)

]
, φ ≤ θ ≤ θ1

F̂(ω) eiρω cos(θ−α), θ1 < θ < θ2

F̂(ω)
[
eiρω cos(θ−α) + eiρω cos(θ−θ2)

]
, θ2 ≤ θ ≤ 2π

= ûin(ρ, θ, ω) +


F̂(ω) eiρω cos(θ−θ1), φ ≤ θ ≤ θ1

0, θ1 < θ < θ2

F̂(ω) eiρω cos(θ−θ2), θ2 ≤ θ ≤ 2π

pues n0 · y = ρ cos(θ − α). Aśı que por (2.41) y la última cadena de igualdades

û(ρ, θ, ω) = ûd(ρ, θ, ω) + ûin(ρ, θ, ω) +


F̂(ω) eiρω cos(θ−θ1), φ ≤ θ ≤ θ1

0, θ1 < θ < θ2

F̂(ω) eiρω cos(θ−θ2), θ2 ≤ θ ≤ 2π

De esta última igualdad y usando (2.39), obtenemos (2.38).

Corolario 2.11. Si ûs ∈ Eε, para algún ε ∈ (0, 1) es la solución de (1.21), entonces la
solución del sistema (0.15) admite la siguiente descomposición

u(y, t) = uin(y, t) + us(y, t), y ∈ Q, t > 0, (2.43)

donde uin está dada en (0.1) y

us(y, t) = ur(y, t) + ud(y, t). (2.44)

Aqúı

ur(ρ, θ, t) :=


−F
(
t− ρ cos(θ − θ1)

)
, φ ≤ θ ≤ θ1,

0, θ1 < θ < θ2,
−F
(
t− ρ cos(θ − θ2)

)
, θ2 ≤ θ ≤ 2π,

(2.45)

ud(ρ, θ, t) := F−1
ω→t

[
ûd(ρ, θ, ω)

]
(t), (2.46)

y θ1, θ2 son las direcciones dadas en (0.6).

Demostración. La descomposición (2.43) se sigue de la linealidad de la transformada
de Fourier-Laplace inversa, al aplicarla a la descomposición (2.38). La expresión (2.45) se
obtiene de (2.39) con ayuda de las propiedades de la transformada de Fourier.

Observación 2.12. A pesar de que la fórmula (2.43) nos da una descomposición de la
solución de (0.15), aún nos falta encontrar la forma expĺıcita de la onda difractada ud.
Para hacer esto, primero necesitamos obtener una continuación de la función ûd(·, ·, ω) a
C+.

Definición 2.13. Sea
Θ := [φ, 2π] \ {θ1, θ2}. (2.47)
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donde θ1, θ2 están definidos en (0.6). Para cualquier ω ∈ C+, (ρ, θ) ∈ R+ ×Θ definamos

Jd(ρ, θ, ω) :=

∫
C0

e−ρω sinhµHN(µ+ iθ) dµ, (2.48)

donde HN es la función (2.10) y C0 es el contorno definido en (2.35).

Primero extendemos Jd(·, ·, t) a C+. En lo que resta de la tesis asumiremos que (ρ, θ) ∈
R+ ×Θ, ω = ω1 + iω2 y µ = µ1 + iµ2.

Lema 2.14. i) La integral en (2.48) converge absolutamente para ω ∈ C+, y determina
una función anaĺıtica con respecto a ω ∈ C+:

Jd(ρ, θ, ω) ∈ H(C+), (ρ, θ) ∈ R+ ×Θ. (2.49)

ii) La función Jd(·, ·, ω) admite la siguiente representación

Jd(ρ, θ, ω) =

∫
R

eiρω coshµZN(µ+ iθ) dµ, ω ∈ C+ (2.50)

donde

ZN(µ) := HN

(
µ− i5π

2

)
−HN

(
µ− iπ

2

)
, µ ∈ C, (2.51)

y además Jd(·, ·, ω) admite una extensión continua a C+.

iii) Jd(·, ·, ω) ∈ C(R) y la siguiente cota se satisface

|Jd(ρ, θ, ω)| ≤ C(θ), ω ∈ C+. (2.52)

iv) El siguiente ĺımite se cumple

Jd(ρ, θ, ω1) = ĺım
ω2→0

Jd(ρ, θ, ω1 + iω2) (2.53)

en el sentido de S ′(Rω1).

Demostración. i) De (2.10) se sigue que para θ ∈ [φ, 2π] el conjunto P (θ) de polos de la
función HN(µ+ iθ) está dada por

P (θ) = P1(θ) ∪
[
− P1(θ) + iπ − 2iθ

]
(2.54)

donde P1(θ) =
{
−iπ

2
+ iα + 2ikΦ− iθ : k ∈ Z

}
. Esto implica que para θ ∈ [φ, 2π]:HN(µ+

iθ) ∈ H(C \ P (θ)), −iπ
2
∈ P (θ) sólo para θ = θ2 y −i5π

2
∈ P (θ) sólo para θ = θ1. Aśı que

HN(µ+ iθ) admite la siguiente cota

|HN(µ+ iθ)| ≤ C(θ), µ ∈ C0, θ 6= θ1, θ2. (2.55)

Más aún, la integral (2.48) converge absolutamente para cada ω ∈ C+, pues

|e−ρω sinhµ| = e−ρω2 coshµ1 , µ = µ1 + iµ2 ∈ C0. (2.56)
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Para probar (2.49) es suficiente ver que para cada δ > 0 y para cada θ 6= θ1, θ2, la integral∫
C0

∂

∂ω

[
e−ρω sinhµ

]
·HN(µ+ iθ) dµ converge absolutamente y uniformemente con respecto

de ω ∈ C+, Im ω ≥ δ > 0. Esto se sigue de la cota (2.55) y de (2.56).
ii) Haciendo el cambio de variable µ 7→ µ + iπ

2
para µ ∈ γ1 y µ 7→ µ + i5π

2
para µ ∈ γ2

reducimos la integral (2.48) a la integral (2.50). Esta representación (en contraste con
(2.48)) admite una continuación a C+ pues el integrando ZN (en contraste con HN)
admite la cota

|ZN(µ+ iθ)| ≤ C(θ)e−2q|µ|, µ ∈ R, θ 6= θ1, θ2, (2.57)

por (2.51). Aśı que la integral (2.50) es convergente para cada ω ∈ R. Vamos a probar que
Jd(·, ·, ω) es continua para cada ω ∈ C+. Si ωk → ω cuando k → +∞, ωk ∈ C+, entonces
ĺım

k→+∞
eiρωk coshµ ZN(µ + iθ) = eiρω coshµZN(µ + iθ), µ ∈ R y |eiρωk coshµ ZN(µ + iθ)| ≤

C(θ) e−2q|µ|, k ∈ N, pues ωk ∈ C+ y se tiene (2.57). Más aún por el Teorema de la
Convergencia Dominada de Lebesgue

ĺım
k→+∞

Jd(·, ·, ωk) = Jd(·, ·, ω). (2.58)

Esto implica que Jd(·, ·, ω) ∈ C
(
C+
)
.

iii) La cota (2.52) se sigue de (2.50), (2.57), el hecho de que
∣∣eiρ(ω1+iω2) coshµ

∣∣ = e−ρω2 coshµ

para cualquier µ ∈ R y ω2 ≥ 0.
iv) La afirmación (2.53) se sigue de (2.58) y (2.52).

A partir de este momento, asumiremos que F tiene la forma (0.7) donde f es la
función suave que satisface las condiciones (0.8). Para extender la función ûd(·, ·, ω) a C+,
consideremos

F̂(ω1) := Fs→ω1

[
F(s)

]
= Fs→ω1

[
A e−iω0sf(s)

]
, ω1 ∈ R, (2.59)

Fs→ω1 [·] denota la transformada de Fourier en el sentido de S ′ asociada a la transformada
de Fourier clásica (1.6), y

F̂1(ω1) := i f̂ ′(ω1 − ω0), ω1 ∈ R. (2.60)

Claramente

F1(s) = ie−iω0sf ′(s), s ∈ R. (2.61)

Lema 2.15. i) F̂(ω1) admite continuación anaĺıtica a C+. Es decir, el ĺımite

F̂(ω1) = ĺım
ω2→0+

F̂(ω1 + iω2) (2.62)

existe en el sentido de S ′(R). (También denotaremos a esta continuación anaĺıtica

por F̂(ω), ω ∈ C+ y diremos que esta es la Transformada de Fourier-Laplace de
F(s)). Más aún, existe C > 0 tal que∣∣∣F̂(ω)

∣∣∣ ≤ C(Im ω)−1, ω ∈ C+. (2.63)
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ii) F̂1(ω1) admite continuación anaĺıtica F̂1(ω) a C, es decir

F̂1(ω) ∈ H(C) (2.64)

y para cada ω2 ∈ R

F̂1(ω1 + iω2) ∈ S(Rω1),

∣∣∣∣∂(k)

∂ωk
F̂1(ω1 + iω2)

∣∣∣∣ ≤ Ck,N(1 + |ω1|)−N . (2.65)

Más aún,

F̂(ω) =
F̂1(ω)

ω − ω0

, ω ∈ C+; F̂(ω1) =
F̂1(ω1)

ω1 − ω0 + i0
, ω1 ∈ R (2.66)

y

F̂(ω) ∈ C∞(R \ {ω0}). (2.67)

Demostración. i) La continuación anaĺıtica de F̂(ω1) a C+ y (2.62) se siguen del Teo-
rema Tipo Paley-Wiener para conos convexos, [26, Theorem I.5.2], pues suppf ⊂ [0,∞)
por (0.8). La cota (2.63) se sigue de (0.8) ya que ω0 ∈ R.
ii) f ′ ∈ C∞0 (R) pues supp(f ′) es un conjunto compacto, por (0.8). Aśı que la existencia de

la continuación anaĺıtica de F̂1(ω1) a C y (2.65) se siguen del Teorema Clásico de Paley-

Wiener, [41]. Es fácil comprobar que F̂1(ω) = (ω−ω0)F̂(ω), para todo ω ∈ C+ por (2.59),
(2.60) y el Principio de la Continuación Anaĺıtica. Esto implica la primer identidad de
(2.66). La segunda identidad en (2.66) se sigue de (2.62) y (2.65). Finalmente, la afirmación
(2.67) se sigue de la primera identidad en (2.66) y de (2.64).

Ahora estamos listos para extender ûd(·, ·, ω) a C+.

Proposición 2.16. La función ûd(ρ, θ, ω) dada en (2.40) tiene las siguientes propiedades

i) ûd(·, ·, ω) ∈ H(C+)

ii) Se satisface la siguiente cota

|ûd(ρ, θ, ω)| ≤ C(θ)ω−1
2 , ω ∈ C+. (2.68)

iii) Para cualquier ω1 ∈ R, existe el siguiente ĺımite en el sentido de S ′(Rω1):

ûd(·, ·, ω1) := ĺım
ω2→0+

ûd(·, ·, ω1 + iω2), ω1 ∈ R. (2.69)

Demostración. De (2.40), (2.48) y (2.66) deducimos que

ûd(ρ, θ, ω) =
i

4Φ
· F̂1(ω)

ω − ω0

Jd(ρ, θ, ω), ω ∈ C+. (2.70)

Por lo tanto, i) se sigue del Lema 2.15 i) y de (2.49), la cota (2.68) se sigue de (2.65) y
(2.52). La existencia del ĺımite (2.69) se sigue de (2.62) y (2.53).
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2.7. Fórmula expĺıcita para la onda difractada

En esta sección, aplicamos la transformada de Fourier-Laplace inversa a la función
ûd(·, ω), ω ∈ C+. Primero, lo haremos para la función auxiliar

ŵd(ρ, θ, ω) := F̂1(ω)Jd(ρ, θ, ω), ω ∈ C+, (2.71)

donde Jd está dada por (2.50) y F̂1(ω) está dada por (2.60).

2.7.1. Transformada de Fourier-Laplace inversa de la función
ŵd(ρ, θ, t)

Proposición 2.17. Sea f una función suave que satisface (0.8). Entonces

i) Existe la transformada de Fourier-Laplace inversa de la función ŵd(·, ·, ω), ω ∈ C+,
F−1
ω→t
[
ŵd(·, ·, ω)

]
(t), la cual se puede expresar en la siguiente forma

wd(ρ, θ, t) =
1

2π

∫
R

e−iω1tŵd(ρ, θ, ω1) dω1. (2.72)

ii) La función wd(ρ, θ, t) también admite la siguiente representación

wd(ρ, θ, t) = ie−iω0t

+∞∫
−∞

eiρω0 coshµZN(µ+ iθ)f ′(t− ρ coshµ) dµ (2.73)

y

wd(·, ·, t) ∈ C(R), supp(wd(·, ·, t)) ⊂ R+. (2.74)

Demostración. i) La primera afirmación se sigue del Teorema tipo Paley-Wiener para
conos, [26, Theorem I.5.2], pues ŵd(·, ·, ω) ∈ H(C+) por (2.64) y está acotada en C+ por
la segunda desigualdad de (2.65) y por (2.52). La representación (2.72) se sigue del hecho
de que ŵd(·, ·, ω1), ω1 ∈ R es el S ′-ĺımite de la función ŵd(·, ·, ω1 + iω2), cuando ω2 → 0+
por (2.64), (2.65) y (2.52), (2.53).
ii) Sustituyendo (2.50) en (2.71) y entonces introduciendo esta expresión para ŵd en la
integral (2.72), obtenemos

wd(ρ, θ, t) =
1

2π

∫
R

e−iω1tF̂1(ω1)

∫
R

eiω1ρ coshµZN(µ+ iθ) dµ

 dω1.

De (2.65) y (2.57), tenemos que
∣∣∣e−iω1(t−ρ coshµ)F̂1(ω1)ZN(µ+ iθ)

∣∣∣ ≤ CN(θ)(1+|ω1|)−Ne−2q|µ|,

(ω1, µ) ∈ R2. Aśı que, por el Teorema de Fubini, por la definición de la transformada de
Fourier (1.6) y por el Teorema de la Transformada de Fourier obtenemos

wd(ρ, θ, t) =

∫
R

 1

2π

∫
R

e−iω1(t−ρ coshµ)F̂1(ω1) dω1

ZN(µ+ iθ) dµ

=

∫
R

F1(t− ρ coshµ)ZN(µ+ iθ) dµ.
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De tal forma que obtenemos (2.73) de (2.61). La continuidad de wd se sigue de (2.73),
(2.57), (0.8) y del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue. La contención en
(2.74) se sigue directamente de (2.73) y (0.8) pues suppf ′ ⊂ [0, s0] y ρ ≥ 0.

2.7.2. Demostración de la representación para la onda difracta-
da

Teorema 2.18. Para θ 6= θ1, θ2, ρ ≥ 0 y t ≥ 0, la onda difractada ud(ρ, θ, t) para el
problema de dispersión no estacionario del problema NN (0.15) sobre la cuña W admite
la siguiente representación

ud(ρ, θ, t) =
ie−iω0t

4Φ

+∞∫
−∞

eiω0ρ coshµZN(µ+ iθ)f(t− ρ coshµ) dµ, (2.75)

donde ZN está definida en (2.51) y f es la función suave que satisface (0.8).

Demostración. De (2.70), (2.66) y (2.71) deducimos que

ud(ρ, θ, t) = F−1
ω→t

[
i

4Φ(ω1 − ω0)
ŵd(ρ, θ, ω)

]
, ω ∈ C+,

donde F−1
ω→t es la transformada de Fourier-Laplace inversa en el sentido de S ′(R+). Sabe-

mos que la transformada de Fourier-Laplace satisface que Ft→ω

[
f(t) ∗ g(t)

]
= f̂(ω)F̂(ω),

ω ∈ C+, para f, g ∈ S ′(R+) y Ft→ω

[
Θ(t)e−iω0t

]
= − 1

i(ω − ω0)
, ω ∈ C+, entonces ob-

tenemos ud(ρ, θ, t) =
1

4Φ

[
Θ(t)e−iω0t ∗ wd(ρ, θ, t)

]
. La convolución en la última integral

existe en el sentido usual por (2.74), aśı que ud(ρ, θ, t) =
1

4Φ

t∫
0

e−iω0(t−s)wd(ρ, θ, s) ds.

Remplazando aqúı wd por su expresión (2.73) tenemos

ud(ρ, θ, t) =
ie−iω0t

4Φ

t∫
0

 +∞∫
−∞

eiρω0 coshµZN(µ+ iθ)f ′(s− ρ coshµ) dµ

 ds. (2.76)

La función Θ(t − s)eiρω0 coshµZN(µ + iθ)f ′(s − ρ coshµ) tiene soporte compacto en R2,
con respecto de (µ, s) por (0.8). Esto implica que esta función es integrable. Usando el
Teorema de Fubini intercambiamos el orden de integración en (2.76) para obtener

ud(ρ, θ, t) =
ie−iω0t

4Φ

+∞∫
−∞

eiρω0 coshµZN(µ+ iθ)

 t∫
0

f ′(s− ρ coshµ) ds

 dµ

=
ie−iω0t

4Φ

+∞∫
−∞

eiω0ρ coshµZN(µ+ iθ)f(t− ρ coshµ) dµ,

por el Teorema de Newton-Leibnitz. Lo cual concluye la demostración.
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2.8. El campo total para el problema de Neumann

En esta sección, daremos una solución completa u al problema de dispersión de ondas
planas sobre cuñas tipo Neumann-Neumann (0.15) con un perfil suave de la onda incidente.
Notemos que en la descomposición de u dada en (2.43), tenemos que u = uin + ur + ud,
donde uin, ur and ud están dadas expĺıcitamente en (0.9), (2.45) y (2.75), respectivamente.

Definimos Eε,N como el espacio de las funciones u(y, t) ∈ C(Q× R+) tales que∇u(y, t) ∈
C(Q̇× R+) y su norma dada por

‖u‖ε,N := sup
t≥0

[
sup
y∈Q
|u(y, t)|+ sup

y∈Q̇
(1 + t)−N {y}ε

∣∣∣∇yu(y, t)
∣∣∣] <∞, N ≥ 0, (2.77)

es finita. Aqúı y ∈ R2, {y} , Q̇ están dados en (1.13).

Teorema 2.19. Supongamos que la onda incidente F tiene la forma (0.7) con el perfil
f(s) una función suave que satisface las condiciones (0.8). Entonces la función u dada en

(2.43) es una solución clásica del sistema (0.15) que pertenece al espacio C∞(Q̇×R+) ∩
C(Q× R+) ∩ E1−2q,1−2q y además es la única solución en este espacio.

Demostración. Primero probaremos directamente (sin usar la transformada de Fourier
inversa) que u satisface el sistema (0.15). Claramente, uin satisface la ecuación de D′Alem-
bert en R2×R por (0.9). La función ur también satisface la misma ecuación en el sentido
clásico pero sólo en R+ × Θ × R pues tiene discontinuidades en los rayos cŕıticos lk :=
{(ρ cos θk, ρ sin θk) ∈ R2 : ρ > 0}, k = 1, 2, donde θ1,2 son los ángulos definidos en
(0.6). Más aún, esta función es suave por trozos en Qm, m = I, II, III donde QI :=
R+ × (φ, θ1) × R, QII := R+ × (θ1, θ2) × R, QIII := R+ × (θ2, 2π) × R. Todas estas
afirmaciones se siguen de (2.45). Finalmente, la función ud también satisface la ecuación
de D′Alembert en R+ × Θ × R. Esto se puede verificar al derivar directamente bajo el
signo de la integral en (2.75) usando la cota (2.57) y la suavidad de las funciones ZN
(θ 6= θ1,2) y f . Además también es una función suave por trozos en Qm \{0}. De hecho, la
suavidad de ud en QI∪Q1, QII y QIII∪Q2 (ver (0.4)) se sigue de la convergencia uniforme,
con respecto a conjuntos compactos en R+ × Θ × R, de la integral (2.75) después de la
diferenciación con respecto de ρ, θ, t. La diferenciación de ud fuera de los rayos cŕıticos lk,
es decir la existencia de los ĺımites de las derivadas cuando θ → θ±k , k = 1, 2 se prueba en
el Lema 4.15 del Anexo A7. En el mismo Lema se prueba que los saltos de las derivadas
en los rayos cŕıticos lk son opuestos a los saltos de ur en lk, aśı que us = ud + ur (ver

(2.43) y (1.2)) es una función suave en lk, es decir u ∈ C∞(Q̇× R+).

Verifiquemos las condiciones de frontera de Neumann para u. De (0.9) y (2.45) se

sigue que
∂

∂θ
(uin + ur)

∣∣∣∣
Q1,2

= 0. De la representación (2.75) para ud también se sigue que

∂

∂θ
ud

∣∣∣∣
Q1,2

= 0, pues
∂

∂θ
ZN(µ+ iφ) y

∂

∂θ
ZN(µ+ 2iπ) son funciones impares.

Finalmente probemos que u ∈ E1−2q,1−2q. Ya probamos que u ∈ C(Q×R+)∩C∞(Q̇×
R+), aśı que sólo necesitamos verificar la cota (2.77).

Como uin ∈ E0,0 y ur satisface la cota (2.77) con ε = N = 1 − 2q por (2.45), aśı que
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es suficiente verificar que las siguientes cotas se satisfacen

|ud(ρ, θ, t)| ≤ C, (ρ, θ, t) ∈ Q× R+, (2.78)

| 5 ud(ρ, θ, t)| ≤ Cδ(1 + t1−2q)(1 + ρ−(1−2q)), 0 < ρ < t. (2.79)

La cota (2.78) se sigue de (2.75), pues ZN satisface la cota (2.57). La prueba de (2.79)
coincide con la prueba de (91) y (118) para el problema DD (ver [22, Lemma 12.1, Theorem
12.2, Proposition 14.1]) pues ZN satisface una cota del tipo [22, Formula (33)] por (2.57).

Finalmente la unicidad de la solución u en el espacio E1−2q,1−2q se prueba de la misma
forma que se probó la unicidad de la solución en el problema DD (ver [21, Corollary 8.4]).
Con lo cual se completa la prueba del Teorema.

Corolario 2.20. La solución ûs(y, ω) dada por la fórmula (2.23) pertenece al espacio
E1− π

Φ
y por lo tanto la fórmula (2.23) está justificada.

Demostración. Por el Teorema 2.19 u ∈ E1− π
Φ
,1− π

Φ
. Por la definición de los espacios

Eε,N , (2.78) y la definición de los espacios Eε (Definición 1.5) tenemos que si u ∈ Eε,N ,
entonces û ∈ Eε. Por lo tanto û ∈ E1− π

Φ
. Ahora bien, la afirmación del Corolario se sigue

de la fórmula (2.26) ya que F̂(ω)eiω(n0·y) ∈ E0 para F dada por (0.7) con f como en
(0.8).

Observación 2.21. Supongamos que s0 = 0 en (0.8), es decir

f(s) = H(s), s ∈ R, (2.80)

donde H(s) es la función de Heaviside. En este caso, la fórmula (2.75) para la onda
difractada tiene la forma

ud(ρ, θ, t) =
ie−iω0t

4Φ

ac( t
ρ

)∫
−ac( t

ρ
)

eiω0ρ coshµZN(µ+ iθ) dµ, t ∈ R,

donde

ac(x) :=

{
ln(x+

√
x2 − 1), x ≥ 1,

0, x < 1.
(2.81)

Todas las afirmaciones del Teorema 2.19 siguen siendo válidas, con excepción de las con-
tinuidades de los frentes de uin, ur y ud, los cuales tienen saltos generados por el salto de
f en 0.

Observación 2.22. En el caso (2.80), la onda incidente uin dada en (0.7) no es una
función suave, sino que es una función generalizada, ya que no es continua. Por lo tanto,
la solución del problema de dispersión (0.5) no necesariamente pertenece al espacio Eε
definido por (2.77). De hecho la solución u pertenece al espacio Mε con ε = 1− q, donde
Mε está dado en la Definición 1.9. Esto se sigue directamente de la representación (2.70)
y (2.71). La teoŕıa de dispersión de ondas generalizadas está desarrollado en [21]. En el
mismo lugar se demostró que la solución del problema (0.5) es única en Mε.

Observación 2.23. Una solución para el problema NN (0.15) se expresa por (2.43) con
ud dado por (2.75) no solamente para la cuña de magnitud 0 < φ < π y α que satisface
(1.1) sino también para el caso en el que φ = 0 y α toma un valor arbitrario (en el
caso φ = π, la onda difractada ud ≡ 0). Esto se comprueba directamente sustituyendo
la función u en el sistema (0.15). Más aún, en cualquier caso el Teorema 2.19 se sigue
cumpliendo.
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Caṕıtulo 3

Propiedades de la solución del
problema de Neumann y aplicaciones

3.1. El Principio de Amplitud Ĺımite

En esta sección probamos que la amplitud de la solución u(ρ, θ, t) del problema de
dispersión no estacionario NN (0.15) converge a la amplitud ĺımite cuando t → ∞. Esta
amplitud ĺımite es una solución bien conocida para el problema de difracción estacionario,
(ver por ejemplo [1]).

Definición 3.1. Definimos la amplitud ĺımite para las ondas incidente, reflejada y difrac-
tada, respectivamente, como

Ain(ρ, θ) := eiω0ρ cos(θ−α)

Ar(ρ, θ) :=


eiω0ρ cos(θ−θ1), φ ≤ θ < θ1

0, θ1 ≤ θ ≤ θ2

eiω0ρ cos(θ−θ2), θ2 < θ ≤ 2π

Ad(ρ, θ) :=
i

4Φ

∫ +∞

−∞
eiω0ρ coshµZN(µ+ iθ) dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρ > 0, θ ∈ Θ, (3.1)

donde ZN está dada por (2.51) y consideremos

A∞(ρ, θ) := Ain(ρ, θ) + Ar(ρ, θ) + Ad(ρ, θ). (3.2)

Introducimos el contorno

C+
1 :=

[
C1 + i

π

4

]
∪
[
−C1 − i

13π

4

]
, (3.3)

donde C1 es el lazo definido en (2.28). La orientación de C+
1 se muestra en la Figura 8, [22,

(35)].

Teorema 3.2. Sea f una función que satisface (0.8) con s0 ≥ 0 y sea u una solución
del tipo (2.43) del problema (0.15). Aśı que para θ ∈ Θ (ver (2.47)), existe una amplitud
ĺımite A(ρ, θ, t) := u(ρ, θ, t)eiω0t de la solución u y

ĺım
t→∞

A(ρ, θ, t) = A∞(ρ, θ), (3.4)

59



60CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE LA SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE NEUMANN Y APLICACIONES

donde la amplitud ĺımite A∞ admite la siguiente representación

A∞(ρ, θ) :=

∫
C+

1

e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ) dµ. (3.5)

Más aún, A∞ satisface el siguiente problema de dispersión estacionario{
(∆− ω2

0) A∞(ρ, θ) = 0, (ρ, θ) ∈ Q
∂

∂n
A∞(ρ, θ) = 0, (ρ, θ) ∈ ∂Q

Demostración. De (0.1), (2.45) y (0.8) se sigue que

uin(y, t)eiω0t −→ Ain(ρ, θ), ur(y, t)e
iω0t −→ Ar(ρ, θ), t→ +∞, (3.6)

uniformemente en ρ ≤ ρ0, θ ∈ [φ, 2π]. Para continuar con la demostración del Teorema,
en el siguiente Lemma también probamos esta convergencia para la onda difractada.

Lema 3.3. (Principio de Amplitud Ĺımite para la onda difractada). Sea f
el perfil de la onda incidente dado por (0.8) con s0 ≥ 0. Entonces, para cada ρ0 > 0
se satisface el siguiente comportamiento asintótico Ad(ρ, θ, t) − Ad(ρ, θ) −→ 0, cuando
t −→ +∞, uniformemente para cada ρ ∈ [0, ρ0] y θ ∈ Θ. Aqúı Ad(ρ, θ, t) := ud(ρ, θ, t)e

iω0t

y Ad(ρ, θ) está definida en (3.1).

Demostración. La representación (2.75) implica que

Ad(ρ, θ, t) =
i

4Φ

+∞∫
−∞

eiω0ρ coshµf(t− ρ coshµ)ZN(µ+ iθ) dµ. (3.7)

Sólo faltaŕıa probar que

Ad(ρ, θ, t) −→ Ad(ρ, θ), t −→ +∞ (3.8)

uniformemente con respecto de ρ ∈ [0, ρ0] y θ ∈ Θ. Por (3.1) y (3.7)

Ad(ρ, θ, t)− Ad(ρ, θ) =
i

4Φ

+∞∫
−∞

eiω0ρ coshµ
[
f(t− ρ coshµ)− 1

]
ZN(µ+ iθ) dµ. (3.9)

Fijemos ρ0 > 0, θ ∈ [φ, 2π] y ε > 0. Como los polos de ZN(µ + iθ) se encuentran sólo
cuando µ = 0 por (2.51), existe C > 0 tal que |ZN(µ+iθ)| ≤ C, µ ∈ R, |µ| ≥ 1, θ ∈ [φ, 2π].

Vamos a elegir µ > 1 tal que
8CΦe−

π
Φ
|µ̄|

π
< ε. Entonces por (2.51), (2.57) y (0.8)∫

|µ|≥µ̄

∣∣∣eiω0ρ coshµ
[
f(t− ρ coshµ)− 1

]
ZN(µ+ iθ)

∣∣∣dµ < 8C

∫
µ≥µ̄

e−
π
Φ
µdµ < ε, t ∈ R.

Nos falta probar la convergencia a cero de la integral (3.9) sobre [−µ̄, µ̄]. Tenemos que

coshµ1(ρ, θ) =
t− s0

ρ0

≥ cosh µ̄, para t ≥ s0 + ρ0 cosh µ̄, donde µ1 es una solución no
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negativa de la ecuación coshµ1 =
t− s0

ρ0

. Esto implica que f(t − ρ cosµ) = 1 para µ ∈

[−µ̄, µ̄], t ≥ s0 + ρ0 cosh µ̄, ρ ≤ ρ0. De aqúı que

µ̄∫
−µ̄

∣∣∣eiω0ρ coshµ
[
f(t− ρ coshµ)− 1

]
ZN(µ+ iθ)

∣∣∣dµ = 0 < ε, t ≥ s0 + ρ0 cosh µ̄, ρ ≤ ρ0.

Esto completa la demostración del Lema 3.3.
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Figura 8. Contorno C+
1 .

Continuamos ahora con la demostración del Teorema 3.2. Usando el Lema 3.3, deduci-
mos que (3.4) se sigue de (2.43) y (3.6).

Vamos a probar la representación (3.5) para A∞. Consideremos

A :=
i

4Φ

∫
C+

e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ) dµ. (3.10)

Probaremos que A = A∞, donde A∞ está definida por (3.2). Definamos los contornos C+
0

y Γ+ como

C+
0 := γ+

1 ∪ (γ+
1 − 2iπ),

Γ+ :=
{
µ1 + i

[π
4
µ1 −

π

2

]
: −1 ≤ µ1 ≤ 1

}
∪
{

1 + iµ2 : −9π

4
≤ µ2 ≤ −

π

4

}
∪
{
µ1 + i

[
π

4
µ1 −

5π

2

]
: −1 ≤ µ1 ≤ 1

}
∪
{
−1 + iµ2 : −11π

4
≤ µ2 ≤ −

3π

4

}
,
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donde

γ+
1 :=

{
µ1 − i

π

4
: µ1 ≥ 1

}
∪
{
µ1 + i

[π
4
µ1 −

π

2

]
: −1 ≤ µ1 ≤ 1

}
∪
{
µ1 − i

3π

4
: µ1 ≤ −1

}
.

(Ver la Figura 9). Notemos que por (3.3)∫
C+

1

e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ)dµ =

∫
C+

0

e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ)dµ+

∫
Γ+

e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ)dµ.

(3.11)

También usando el Teorema de Cauchy de los Residuos obtenemos∫
Γ+

e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ) dµ = −2iπ
∑

p∈R1(θ)

Res(e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ), p),

donde R1(θ) es el conjunto de todos los polos de la función e−ω0ρ sinhµHN(µ + iθ) que se
encuentran en el interior de Γ+. Calculando los residuos mediante (2.54), (1.1) y (0.4),
obtenemos

∫
Γ+

e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ) dµ = −4iΦ


eiω0ρ cos(θ−α) + eiω0ρ cos(θ−θ1), θ ∈ [φ, θ1),
eiω0ρ cos(θ−α), θ ∈ [θ1, θ2],
eiω0ρ cos(θ−α) + eiω0ρ cos(θ−θ2), θ ∈ (θ2, 2π].

q
qq
q

q

qq

q
q

q
q

q

q
0

π
2

−π
4

− 3π
4

− 9π
4

− 11π
4

−π

− 3π
2

−3π

− 7π
2

− 5π
2

−π
2

�

?

-

�

6

-

"
"
"
"
""

"
"
"
"
""

"
"
"
"
""

"
"
"
"
""

*

�

*

�

γ+
1

γ+
1 − 2iπ

Γ+

6

Figura 9. Los contornos C+
0 y Γ+
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Aśı que por (3.10), (3.11), (3.8) deducimos que A := Ain + Ar + Ad, con

Ad :=
i

4Φ

∫
C+

0

e−ω0ρ sinhµHN(µ+ iθ) dµ.

Por lo tanto, para concluir la prueba del Teorema, bastaŕıa probar que

Ad = Ad, (3.12)

por (3.2). Haciendo el cambio de variable µ 7→ µ + iπ
2

y luego el cambio de variable
µ 7→ µ+ 2iπ en la integral sobre γ+

1 − i3π
2

obtenemos

Ad = − i

4Φ

∫
γ+

1 +iπ
2

eiω0ρ coshµZN (µ+ iθ) dµ,

donde ZN está definida en (2.51). Ahora estamos en las condiciones de transformar el
contorno γ+

1 + iπ
2

en el contorno R usando el decrecimiento exponencial de ZN . Esto es,
por el Teorema de Cauchy de los Residuos, (2.57), el hecho de que ZN(µ+ iθ) es anaĺıtica
en C \ P (θ) (ver (2.54)) y (2.57), obtenemos que∫

γ+
1 +iπ

2

eiω0ρ coshµZN (µ+ iθ) dµ = −
∫ +∞

−∞
eiω0ρ coshµZN (µ+ iθ) dµ.

Por lo tanto (3.12) se sigue. De este modo, el Teorema 3.2 está probado.

3.2. La velocidad de convergencia de la amplitud ĺımite

En esta sección analizamos con más detalle la diferencia entre la amplitud de la onda
difractada no estacionaria y su amplitud ĺımite en el caso cuando el perfil f de la onda
incidente es la función de Heaviside (ver (2.80)). Sea

Rd(ρ, θ, t) := Ad(ρ, θ)− Ad(ρ, θ, t), ρ ≥ 0, θ 6= θ1,2, t ≥ 0, (3.13)

donde Ad(ρ, θ), Ad(ρ, θ, t) están definidas en (3.1) y (3.7), respectivamente. Como f es la
función de Heaviside,

Rd(ρ, θ, t) =
i

4Φ

∫
|µ|≥ac( t

ρ
)

eiω0ρ coshµZN(µ+ iθ) dµ, (3.14)

donde ZN y ac(·) están definidas en (2.51) y (2.81), respectivamente. Primero, necesitamos
una expansión de ZN(µ+ iθ).

Lema 3.4. La función ZN admite la siguiente representación

ZN(µ+ iθ) = ib1

[
6∑

k=1

z±k e
∓2kqµ + r±1 (µ)e∓14qµ, µ ∈ R.

]
(3.15)
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donde

b1 := 4 sin
(
π2

Φ

)
;

z±1 = z±1 (θ, α) := e±2iq(π−θ+α)
[
1 + e±4iq(π−α)

]
,

z±2 = z±2 (θ, α) := e±2iq(π−2θ+2α)
[
1 + e±8iq(π−α)

][
1 + e±4iqπ

]
,

zm := z+
m + z−m ∈ R, m = 1, 6; |z±m(θ, α)| ≤ C, θ ∈ R, m = 2, 6;

z1 = z1(θ, α) = 4 cos
[π

Φ
(2π − θ)

]
cos
[π

Φ
(π − α)

]
;

|r±1 (µ, θ, α) | ≤ C, ±µ ≥ ln 2
q
, θ ∈ R.

(3.16)

Demostración. De (2.51) y (2.10) se sigue que ZN(µ) = H1(µ) +H2(µ), µ ∈ C, donde

Hk(µ) =
sinh (2iqπ)

sinh [q (µ+ i(−1)kα− 2i(k − 1)π)] sinh [q (µ+ i(−1)kα− 2ikπ)]
,

para k = 1, 2. Sean µ := µ1 + iµ2 y s = s(µ1) := e−qµ1 . Entonces, para k = 1, 2, la función
Hk admite la expansión

Hk(µ) = −ib1

[
6∑
j=1

h±k,js
±2j + r1(s±1, e±ick,1(µ2), e±ick,2(µ2))s±14

]
,

donde c1,1 (µ2) := q(µ2 − α), c1,2 (µ2) := q(µ2 − α − 2π), c2,1 (µ2) := q(µ2 + α − 2π),
c2,2 (µ2) := q(µ2 + α − 4π). En ambos casos la función s 7→ r1(s, a1, a2) es anaĺıtica en
B1(0) := {z ∈ C : |z| < 1} para todos los a1, a2 ∈ T := {z ∈ C : |z| = 1} y admiten la
cota

|r1(s, a1, a2)| ≤ C1, |s| ≤ 2−1, a1, a2 ∈ T. (3.17)

Más aún, h±1,1 = e∓2iq(µ2−α−π), h±2,1 = e∓2iq(µ2+α−3π) y h+
k,j + h−k,j ∈ R, para k = 1, 2;

j = 1, 6. Todas estas afirmaciones se prueban de manera similar a [12, Proposition 2.1
(iii)]. Por lo tanto, considerando µ2 = 0 deducimos (3.15), (3.16).

Lema 3.5. La función Rd(ρ, θ, t) admite la siguiente representación

Rd(ρ, θ, t) = − b1

4Φ

[
6∑

m=1

zmE2qm +R∞(ρ, θ, t)

]
, (3.18)

donde b1, zm están dadas en (3.16) para m = 1, 6,

Ep := Ep(ρ, t) =

+∞∫
ac( tρ)

eiω0ρ coshµ−pµ dµ (3.19)

y

|R∞(t, ρ, θ)| ≤ C(ρ0)t−14q , t ≥ ρ02
1
q , θ ∈ R. (3.20)

Demostración. Se sigue de (3.14), (3.15) y de la paridad del integrando en (3.19). La
cota (3.20) se sigue de (3.16), (3.17).
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El resultado principal de esta sección es la descripción de la velocidad de convergencia
de la amplitud ĺımite. Siguiendo la idea de [19], encontramos por separado esta velocidad
para la parte real y para la parte imaginaria.

Teorema 3.6. Sea Rd la función definida en (3.13). Las partes real e imaginaria de la
función e−iω0tRd tienen el siguiente comportamiento asintótico cuando t→ +∞

Re
[
e−iω0tRd(ρ, θ, t)

]
= −b1z1(2q + 1)

4Φω2
0

(ρ
2

)2q

t−(2q+2) +O
(
t−(4q+2)

)
, (3.21)

Im
[
e−iω0tRd(ρ, θ, t)

]
= − b1z1

4Φω0

(ρ
2

)2q

t−(2q+1) +O
(
t−(4q+1)

)
, (3.22)

donde 0 < ρ ≤ ρ0 y el śımbolo O(·) depende solamente de ρ0.

Demostración. Después del cambio de variable u =
ρ

t
eµ, la función Ep dada en (3.19),

toma la forma Ep(ρ, t) =
(ρ
t

)p
Bp(ρ, t), donde

Bp(ρ, t) =

+∞∫
1+
√

1−( ρ
t
)2

eiω0
u2t2+ρ2

2ut u−p−1 du.

Similarmente a la prueba de [12, Lemma 3.2] obtenemos las siguientes expansiones

Ep(ρ, t) =
ρp

tp+1
Ep(ρ, t) +

2(p+ 1)

iω0

· ρ
p

tp+2
Ep+1(ρ, t) +O

(
1

tp+3

)
, (3.23)

donde Ep(ρ, t) = − 2

iω0

eiω0t

[
t

t+
√
t2 − ρ2

]p+1

. Expandimos Ep como en (4.48) (Anexo

A7) y sustituimos en (3.23) para obtener

Ep(ρ, t) = −eiω0t
ρp

2p(iω0)
· 1

tp+1
− eiω0t

ρp(p+ 1)

2p(iω0)2
· 1

tp+2
+O

(
1

tp+3

)
.

Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (3.18) y usando (3.20) obtenemos

e−iω0tRd(ρ, θ, t) = −b1z1

4Φ

[(ρ
2

)2q 2q + 1

ω2
0

t−(2q+2) −
(ρ

2

)2q 1

iω0

t−(2q+1)

]
−b1z2

4Φ

[(ρ
2

)4q 4q + 1

ω2
0

t−(4q+2) −
(ρ

2

)4q 1

iω0

t−(4q+1)

]
+

6∑
j=3

mjt
−(2qj+2) + i

6∑
j=3

njt
−(2qj+1)

+
6∑
j=1

O(t−(2qj+3)) + r∞(ρ, θ, t)t−14q, t→∞,

(3.24)

donde mj, nj ∈ R por (3.16) y |r∞(ρ, θ, t)| ≤ C(ρ0). Notemos que q > 1
4

por (0.4), aśı que
(3.21) y (3.22) se cumplen.
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3.3. El caso del semiplano

En esta sección consideramos el caso Φ = 2π (ver Observación 2.23) y comparamos
nuestros resultados con los resultados de [19].

Proposición 3.7. Sean Φ = 2π y f la función de Heaviside. Entonces la representación
(2.75) para la onda difractada puede se puede reescribir como

ud(ρ, θ, t) =
ie−iω0t

2π

ac( t
ρ

)∫
−ac( t

ρ
)

eiω0ρ coshµA(µ) dµ, t ≥ 0, (3.25)

donde

A(µ) :=
− sinh iα

2

2

[
cosh µ+iθ

2

sinh µ+iθ+iα
2

sinh µ+iθ−iα
2

+
cosh µ−iθ

2

sinh µ−iθ−iα
2

sinh µ−iθ+iα
2

]
. (3.26)

Más aún,

ud(ρ, θ, t) =
e−iω0t

π

ac( ρ
t
)∫

−ac( ρ
t
)

eiω0ρ coshµ

[
cosh µ

2
cosh iθ

2

coshµ+ cosh(iθ)

]
dµ. (3.27)

para α = π.

Demostración. La representación (3.25) se sigue de (2.51), (2.10) y (2.75) cuando f =
H y Φ = 2π. La representación (3.27) se sigue de (3.25) cuando α = π.

Observación 3.8. En el caso del semiplano (Φ = 2π) y la función de Heaviside f , la
representación (3.25) para la onda difractada coincide con la representación de la onda
difractada Φd dada por (43) y modificada de acuerdo a [19, Section 3.3] cuando θ0 6= 0.
Para θ0 = 0

ud(ρ, θ, t) = 2Φd(ρ, θ, t) (3.28)

Demostración. Consideremos

θ0 = α− π (3.29)

el ángulo que corresponde a la orientación de la onda incidente en nuestro problema.
Cuando θ0 6= 0, la onda difractada obtenida en [19] mediante la fórmula (43) y modificada
de acuerdo a [19, Section 3.3] (la denotaremos por Φd) se expresa de la siguiente manera
para c0 = 1 (omitimos la parte que corresponde a la onda incidente, ver [19, página 210])

Φd(ρ, θ, t) =
e−iω0t

2π

−sgn(π − (θ − θ0))
√
ρ(1 + cos(θ − θ0))

t∫
ρ

eiω0s

√
s− ρ(s+ ρ cos(θ − θ0))

ds

−sgn(π − (θ + θ0))
√
ρ(1 + cos(θ + θ0))

t∫
ρ

eiω0s

√
s− ρ(s+ ρ cos(θ + θ0))

ds

 .
(3.30)
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Haciendo el cambio de variable s := ρ coshµ y usando la paridad de los integrandos
obtenidos después del cambio de variable podemos reescribir a Φd como

Φd(ρ, θ, t) =
e−iω0t

2π

ac( t
ρ

)∫
−ac( t

ρ
)

eiω0ρ coshµ

[
−sgn(π − (θ − θ0))

cosh i(θ−θ0)
2

cosh µ
2

coshµ+ cosh(i(θ − θ0))

−sgn(π − (θ + θ0))
cosh i(θ+θ0)

2
cosh µ

2

coshµ+ cosh(i(θ + θ0))

]
dµ.

Vamos a considerar el caso θ > θ0 +π, π
2
< θ0 < π. Los otros casos se analizan de manera

similar. De (3.29) obtenemos

Φd(ρ, θ, t) =
ie−iω0t

2π

ac( t
ρ

)∫
−ac( t

ρ
)

eiω0ρ coshµB (µ) dµ, (3.31)

donde

B(µ) :=

[
sinh i(θ−α)

2

coshµ− cosh(i(θ − α))
−

sinh i(θ+α)
2

coshµ− cosh(i(θ + α))

]
cosh

µ

2
. (3.32)

Los polos y residuos de A(µ) y B(µ) coinciden y ambas funciones son periódicas de periodo

2iπ. Más aún, de (3.26) y (3.32), |A(µ)| ≤ C e
Re|µ|

2 y |B(µ)| ≤ C e
|Re µ|

2 , respectivamente.
Por lo tanto, aplicando el Teorema de Liouville A ≡ B. Esto prueba que (3.25) y (3.31)
son funciones idénticamente iguales.

Cuando θ0 = 0, [19, (43)] implica que

Φd(ρ, θ, t) = −e
−iω0t

2π
sgn(π − θ)

√
ρ(1 + cos θ)

t∫
ρ

eiω0s

√
s− ρ(s+ ρ cos θ)

ds. (3.33)

Haciendo el cambio de variable s = ρ coshµ y usando la paridad del integrando en la
integral obtenida, deducimos (3.28).

Observación 3.9. Este hecho nos lleva a la diferencia en los términos principales del
comportamiento asintótico de la amplitud cuando t→∞. De hecho, en el caso de Φ = 2π,
α = π tenemos que para cada 0 < ρ ≤ ρ0, t ≥ ρ024 se tiene el siguiente comportamiento
asintótico cuando t→∞

Re
[
e−iω0tRd(ρ, θ, t)

]
= −

3
√
ρ

√
2 πω2

0

cos
θ

2
t−

5
2 +O(t−

7
2 ),

Im
[
e−iω0t Rd(ρ, θ, t)

]
= −

√
2ρ

πω0

cos
θ

2
t−

3
2 +O(t−

5
2 ).

Esto se sigue de (3.24) y (3.16) pues en este caso z2 = 0. Por otro lado, de [19, (61)]

se sigue que Re Φd ∼ −sgn(π − θ)

√
η(3ξ + η)

4πξ
3
2 (ξ + η)2

[
1 +O

(
1

ξ2

)]
, cuando ξ → ∞, donde
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ξ = ω0(t− ρ) y η = ω0ρ(1 + cos θ). Por lo tanto

Re Φd = −
3
√
ρ

2
√

2 πω2
0

cos
θ

2
t−

5
2 +O(t−

7
2 ).

Análogamente, de [19, (62)] obtenemos que

Im Φd = −
√

2ρ

2πω0

cos
θ

2
eiω0t t−

3
2 +O(t−

5
2 ).



Caṕıtulo 4

Anexo

4.1. Anexo A1. Algunas relaciones entre los ángulos

α y Φ

Lema 4.1. Los valores α y Φ, definidos en (1.1) y (0.4), respectivamente, satisfacen cada
una de las siguientes condiciones

a) α + Φ >
3π

2
.

b) −π
2

+ α + 2Φ > π.

c) −π
2

+ α− 2Φ < −Φ.

d)
3π

2
− α + 2Φ > π.

e)
3π

2
− α− 2Φ < −Φ.

Demostración. Se sigue de cálculos directos al considerar (0.4) y (1.1).

Lema 4.2. Los ángulos φ, Φ y α, definidos en (0.3), (0.4) y (1.1) respectiva-mente,
satisfacen las siguientes desigualdades

0 < −2π + α + 2Φ (4.1)

−2π > α− 2Φ− φ (4.2)

0 > α− 2Φ (4.3)

2π < α + 3Φ (4.4)

φ < 2π − α (4.5)

2π < 4π − α (4.6)

2φ < 2π + α (4.7)

Demostración. Vamos a usar (0.3), (0.4) y (1.1).

Como Φ > π, entonces 2Φ > 2π. Además α > 0, entonces α + 2Φ > 2Φ > 2π, lo
cual implica (4.1).

69
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Como α <
π

2
y Φ > π, entonces α − Φ < −π

2
< 0. Aśı que α − 2Φ − φ =

α− 2Φ + Φ− 2π < −2π, lo que prueba (4.2).

Como α <
π

2
y Φ > π, entonces α−Φ < 0. Aśı que α− 2Φ < α−Φ < 0, con lo que

(4.3) queda probado.

Como Φ > π, entonces 3Φ > 3π. Además α > 0, entonces α + 3Φ > 3Φ > 3π, lo
cual implica (4.4).

Como α <
π

2
, entonces 2π−α > 2π− π

2
=

3π

2
> π. Y como φ < π, se deduce (4.5).

Como α <
π

2
, entonces 4π − α > 4π − π

2
=

7π

2
> 2π, lo cual implica (4.6).

Como φ < π, entonces 2φ < 2π. Además α > 0, entonces 2π + α > 2π, de donde se
deduce (4.7).

Con lo cual se concluye la demostración del Lema.

4.2. Anexo A2. Algunos hechos de las funciones trigonométri-

cas

Lema 4.3. Si 0 < ε < 1 y ω = ω1 + iω2 ∈ C+, entonces

−ω1

ω2

tanhµ1 cosµ2 + sinµ2 ≥ sin ε, µ = µ1 + iµ2 ∈ V̌ +
1,ε. (4.8)

Demostración. Notemos que si µ = µ1 + iµ2 ∈ V̌ +
1,ε, entonces

A+ ε < µ2 < π − A− ε,

donde

A := A(ω, µ1) = arctan

(
ω1

ω2

tanhµ1

)
. (4.9)

De hecho, existe δ ∈
(
ε,
π

2

)
tal que

µ2 = A+ δ. (4.10)

Además (4.9) implica que,

sinA =
ω1 tanhµ1√

ω2
2 + ω2

1 tanh2 µ1

y cosA =
ω2√

ω2
2 + ω2

1 tanh2 µ1

. (4.11)

Entonces

sinµ2 = sin(A+ δ) =
ω1 tanhµ1 cos δ + ω2 sin δ√

ω2
2 + ω2

1 tanh2 µ1

,

cosµ2 = cos(A+ δ) =
−ω1 tanhµ1 sin δ + ω2 cos δ√

ω2
2 + ω2

1 tanh2 µ1

.
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Aśı que

−ω1

ω2

tanhµ1 cosµ2 + sinµ2 = sin δ

√
1 +

ω2
1

ω2
2

tanh2 µ1 ≥ sin δ > sin ε.

Por lo tanto (4.8) se satisface.

4.3. Anexo A3. Aplicación del Operador de Laplace

a la función discontinua vτ

Considerando la función vτ definida en (1.35), tenemos los siguientes resultados.

Proposición 4.4.

∆xvτ (x1, x2) =

[
∂2

∂x2
1

vτ (x1, x2)

]
0

+

[
∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

(4.12)

−δ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)
∂

∂x1

v(−τ, x2)− δ′(x1 + τ)Θ(x2 + τ)v(−τ, x2)

−δ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)
∂

∂x2

v(x1,−τ)− δ′(x2 + τ)Θ(x1 + τ)v(x1,−τ).

Demostración. Derivando a la función vτ con respecto de x1 en el sentido D′(R) obte-
nemos

∂

∂x1

vτ (x1, x2) =

[
∂

∂x1

v(x1, x2)

]
0

− δ(x1 + τ)v(−τ, x2)Θ(x2 + τ).

De donde

∂2

∂x2
1

vτ (x1, x2) =
∂

∂x1

[
∂

∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

− ∂

∂x1

δ(x1 + τ)v(−τ, x2)Θ(x2 + τ).

Por un lado:

∂

∂x1

[
∂

∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

=

[
∂2

∂x2
1

vτ (x1, x2)

]
0

− δ(x1 + τ)
∂

∂x1

v(−τ, x2)Θ(x2 + τ).(4.13)

Por otro lado

∂

∂x1

δ(x1 + τ)v(−τ, x2)Θ(x2 + τ) = δ′(x1 + τ)v(−τ, x2)Θ(x2 + τ). (4.14)

Aśı que de (4.13) y (4.14):

∂2

∂x2
1

vτ (x1, x2) =

[
∂2

∂x2
1

vτ (x1, x2)

]
0

− δ(x1 + τ)
∂

∂x1

v(−τ, x2)Θ(x2 + τ) (4.15)

−δ′(x1 + τ)v(−τ, x2)Θ(x2 + τ).

Similarmente obtenemos

∂2

∂x2
2

vτ (x1, x2) =

[
∂2

∂x2
2

vτ (x1, x2)

]
0

− δ(x2 + τ)
∂

∂x2

v(x1,−τ)Θ(x1 + τ) (4.16)

−δ′(x2 + τ)v(x1,−τ)Θ(x1 + τ).

Aśı que (4.12) se sigue de la suma de (4.15) y (4.16).
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Lema 4.5.

−2 cos Φ
∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2) = −2 cos Φ

[
∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

(4.17)

+2 cos Φδ(x2 + τ)
∂

∂x1

v(x1,−τ)Θ(x1 + τ)

+2 cos Φδ(x1 + τ)
∂

∂x2

v(−τ, x2)Θ(x2 + τ)

+2 cos Φδ(x1 + τ)δ(x2 + τ)v(−τ,−τ).

Demostración. Notemos que

∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2) =
∂

∂x2

[
∂

∂x1

vτ (x1, x2)

]
=

∂

∂x2

[[
∂

∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

− δ(x1 + τ)v(−τ, x2)Θ(x2 + τ)

]
=

∂

∂x2

[
∂

∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

− ∂

∂x2

[δ(x1 + τ)v(−τ, x2)Θ(x2 + τ)] .

Por un lado:

∂

∂x2

[
∂

∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

=

[
∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

− δ(x2 + τ)
∂

∂x1

v(x1,−τ)Θ(x1 + τ).

Por otro lado:
∂

∂x2

[δ(x1 + τ)v(−τ, x2)Θ(x2 + τ)]

= δ(x1 + τ)
∂

∂x2

[v(−τ, x2)Θ(x2 + τ)]

= δ(x1 + τ)

[[
∂

∂x2

v(−τ, x2)Θ(x2 + τ)

]
0

+ δ(x2 + τ)v(−τ,−τ)

]
= δ(x1 + τ)

∂

∂x2

[
v(−τ, x2)Θ(x2 + τ)

]
+ δ(x1 + τ)δ(x2 + τ)v(−τ,−τ).

Aśı que

∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2) =

[
∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

− δ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)
∂

∂x1

v(x1,−τ)

−δ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)
∂

∂x2

v(−τ, x2)− v(−τ,−τ)δ(x1 + τ)δ(x2 + τ).

De donde se deduce (4.17).

Lema 4.6. − 1

sin2 Φ

[
∆xvτ (x1, x2)− 2 cos Φ

∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2)

]
=
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=
1

sin2 Φ

[
δ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)

∂

∂x1

v(−τ, x2) + δ′(x1 + τ)Θ(x2 + τ)v(−τ, x2)

+ δ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)
∂

∂x2

v(x1,−τ) + δ′(x2 + τ)Θ(x1 + τ)v(x1,−τ)

− 2 cos Φδ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)
∂

∂x1

v(x1,−τ)

− 2 cos Φδ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)
∂

∂x2

v(−τ, x2)

− 2 cos Φv(−τ,−τ)δ(x1 + τ)δ(x2 + τ)
]
.

(4.18)

Demostración. De (4.12) y (4.17) obtenemos

∆xvτ (x1, x2)− 2 cos Φ
∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2) =

=

[
∂2

∂x2
1

vτ (x1, x2)

]
0

+

[
∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

− 2 cos Φ

[
∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2)

]
0

−δ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)
∂

∂x1

v(−τ, x2)− δ′(x1 + τ)Θ(x2 + τ)v(−τ, x2)

−δ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)
∂

∂x2

v(x1,−τ)− δ′(x2 + τ)Θ(x1 + τ)v(x1,−τ).

+2 cos Φδ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)
∂

∂x1

v(x1,−τ)

+2 cos Φδ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)
∂

∂x2

v(−τ, x2)

+2 cos Φv(−τ,−τ)δ(x1 + τ)δ(x2 + τ).

De donde se deduce (4.18).

Lema 4.7. En S ′(R+) se satisfacen los siguientes ĺımites

δ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)
∂

∂x1

v(−τ, x2) −→ δ(x1)v1
2(x2)

δ′(x1 + τ)Θ(x2 + τ)v(−τ, x2) −→ δ′(x1)v0
2(x2)

δ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)
∂

∂x2

v(x1,−τ) −→ δ(x2)v1
1(x1)

δ′(x2 + τ)Θ(x1 + τ)v(x1,−τ) −→ δ′(x2)v0
1(x1)

−2 cos Φδ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)
∂

∂x1

v(x1,−τ) −→ −2 cos Φδ(x2)
d

dx1

v0
1(x1) + 2v(0) cos Φδ(x)

−2 cos Φδ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)
∂

∂x2

v(−τ, x2) −→ −2 cos Φδ(x1)
d

dx2

v0
2(x2) + 2v(0) cos Φδ(x)

−2 cos Φv(−τ,−τ)δ(x1 + τ)δ(x2 + τ) −→ −2v(0) cos Φδ(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ → 0+.

(4.19)

Demostración. A continuación la demostración de algunas de estas afirmaciones, las
demás se demuestran de forma simétrica a las que aqúı se presentan.
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Notemos que

ĺım
τ→0+

[
δ(x1 + τ)Θ(x2 + τ)

∂

∂x1

v(−τ, x2)

]
= δ(x1)Θ(x2) ĺım

τ→0+

∂

∂x1

v(−τ, x2)

= δ(x1)

[
Θ(x2)

∂

∂x1

v(0, x2)

]
= δ(x1)

[
∂

∂x1

v(0, x2)

]
0

= δ(x1)v1
2(x2)

Notemos que

ĺım
τ→0+

[δ′(x1 + τ)Θ(x2 + τ)v(−τ, x2)] = δ′(x1)
[
Θ(x2)v(0, x2)

]
= δ′(x1)v0

2(x2).

Notemos que

ĺım
τ→0+

[
−2 cos Φδ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)

∂

∂x1

v(x1,−τ)

]
= −2 cos Φδ(x2)Θ(x1) ĺım

τ→0+

∂

∂x1

v(x1,−τ)

= −2 cos Φδ(x2)

[
Θ(x1)

∂

∂x1

v(x1, 0)

]
= −2 cos Φδ(x2)

[
∂

∂x1

v(x1, 0)

]
0

.

En S ′(R+) y por la definición de v0
1 tenemos

d

dx1

v0
1(x1) =

[
∂

∂x1

v(x1, 0)

]
0

+ δ(x1)v0
1(0) =

[
∂

∂x1

v(x1, 0)

]
0

+ δ(x1)v(0),

de donde [
∂

∂x1

v(x1, 0)

]
0

=
d

dx1

v0
1(x1)− δ(x1)v(0).

Aśı que

ĺım
τ→0+

[
−2 cos Φδ(x2 + τ)Θ(x1 + τ)

∂

∂x1

v(x1,−τ)

]

= −2 cos Φδ(x2)

[
d

dx1

v0
1(x1)− δ(x1)v(0)

]
= −2 cos Φδ(x2)

d

dx1

v0
1(x1) + 2 cos Φδ(x1)δ(x2)v(0)

= −2 cos Φδ(x2)
d

dx1

v0
1(x1) + 2v(0) cos Φδ(x).
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Proposición 4.8. La siguiente identidad se satisface

ĺım
τ→0+

[
− 1

sin2 Φ

[
∆xvτ (x1, x2)− 2 cos Φ

∂2

∂x2∂x1

vτ (x1, x2)

]]
=

=
1

sin2 Φ

[
δ(x1)v1

2(x2) + δ(x2)v1
1(x1) + δ′(x1)v0

2(x2) + δ′(x2)v0
1(x1) (4.20)

−2 cos Φδ(x1)
d

dx2

v0
2(x2) −2 cos Φδ(x2)

d

dx1

v0
1(x1) + 2v(0) cos Φδ(x)

]
.

Demostración. Se sigue directamente de (4.18) y (4.19).

4.4. Anexo A4. Algunas identidades de la trigonometŕıa

hiperbólica

Lema 4.9. Para todos A,B ∈ C se tiene que

cothA+ tanhB =
2 cosh(A+B)

sinh(A+B) + sinh(A−B)
. (4.21)

Lema 4.10. Para todos A,B ∈ C se tiene que

tanhA− cothB = − 2 cosh(A−B)

sinh(A+B)− sinh(A−B)
. (4.22)

Lema 4.11. Si a = i
π

2
− iα y b = i

π

2
+ iα, entonces

cosα = −i sinh a (4.23)

i sinhµ− cosα = 2i sinh

(
µ+ a

2

)
cosh

(
µ− a

2

)
(4.24)

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα = 2i sinh

(
µ+ 2iΦ + a

2

)
cosh

(
µ+ 2iΦ− a

2

)
(4.25)

coshµ+ sinα = 2i sinh

(
µ− b

2

)
cosh

(
µ− a

2

)
(4.26)

cosh(µ+ 2iΦ)− sinα = 2i sinh

(
µ+ 2iΦ− a

2

)
cosh

(
µ+ 2iΦ− b

2

)
(4.27)

cosh

(
µ+ 2iΦ− b

2

)
= −i sinh

(
µ+ 2iΦ + a

2

)
(4.28)

sinh

(
µ− b

2

)
= −i cosh

(
µ+ a

2

)
(4.29)

sinh(a− iΦ) = i cos(Φ + α) (4.30)

cosh(a− iΦ) = sin(Φ + α) (4.31)

Lema 4.12. Si µ ∈ C entonces

− 2 sin(Φ + α)

i sinh(µ+ iΦ)− cos(Φ + α)
=

coshµ+ sinα

i sinhµ− cosα
− cosh(µ+ 2iΦ)− sinα

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα
. (4.32)
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Demostración. Para probar (4.32), usaremos los resultados expuestos en los Lemas
4.9, 4.10 y 4.11. Primero desarrollamos el lado derecho de (4.32). Usando las hipótesis del
Lema 4.11, (4.24)-(4.27), desarrollando y simplificando tenemos que

coshµ+ sinα

i sinhµ− cosα
− cosh(µ+ 2iΦ)− sinα

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα
=

sinh
(
µ−b

2

)
sinh

(
µ+a

2

) − sinh
(
µ+2iΦ−a

2

)
cosh

(
µ+2iΦ−b

2

)
sinh

(
µ+2iΦ+a

2

)
cosh

(
µ+2iΦ−a

2

) ,
aśı que sustituyendo (4.29) y (4.28), respectivamente tenemos

coshµ+ sinα

i sinhµ− cosα
− cosh(µ+ 2iΦ)− sinα

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα
=
−i cosh

(
µ+a

2

)
sinh

(
µ+a

2

) −
−i sinh

(
µ+2iΦ−a

2

)
cosh

(
µ+2iΦ−a

2

)
= i

[
tanh

(
µ+ 2iΦ− a

2

)
− coth

(
µ+ a

2

)]
,

de modo que al usar (4.22) y simplificar tenemos

coshµ+ sinα

i sinhµ− cosα
− cosh(µ+ 2iΦ)− sinα

i sinh(µ+ 2iΦ)− cosα
=

= −i
2 cosh

(
µ+2iΦ−a

2
− µ+a

2

)
sinh

(
µ+2iΦ−a

2
+ µ+a

2

)
− sinh

(
µ+2iΦ−a

2
− µ+a

2

)
= −2i

cosh(iΦ− a)

sinh(µ+ iΦ)− sinh(iΦ− a)

= −2i
cosh(a− iΦ)

sinh(µ+ iΦ) + sinh(a− iΦ)
.

Finalmente al utilizar (4.30), (4.31) y desarrollar obtenemos (4.32).

4.5. Anexo A5. Propiedades de la función HN

Lema 4.13. Si µ(θ) es un polo de τ1(µ + iθ) o es un polo de τ2(µ + iθ) (ver (2.16)),
entonces

Res(τk(µ+ iθ), µ(θ)) =
1

q
=

2Φ

π
, k = 1, 2. (4.33)

Demostración. Si µ es polo de τ1, entonces

Res(τ1, µ) =
cosh [q(µ− p1)]

q cosh [q(µ− p1)]
=

1

q
.

Análogamente, si µ es polo de τ2, entonces

Res(τ2, µ) =
cosh [q(µ− p∗1)]

q cosh [q(µ− p∗1)]
=

1

q
.

En cualquier caso se obtiene (4.33).

Lema 4.14. Para θ ∈ [φ, 2π] se tiene lo siguiente
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a) Los polos de HN(µ+ iθ) en Π2 son

µ1(θ) = −iπ
2

+ iα− iθ, θ ∈ [φ, 2π] (4.34)

µ2(θ) = i
3π

2
− iα− iθ, θ ∈ [θ2, 2π] (4.35)

µ3(θ) = −i5π
2

+ 2iφ− iα− iθ, θ ∈ [φ, θ1], (4.36)

donde θ1, θ2 son los ángulos definidos en (0.6).

b) Los polos de la función e−ρω sinhµHN(µ+ iθ) en Π2 son los puntos µ1(θ), µ2(θ) y µ3(θ),
descritos en (4.34), (4.35) y (4.36), respectivamente. Además

Res(e−ρω sinhµHN(µ+ iθ), µ1(θ)) =
2Φ

π
eiρω cos(α−θ), φ ≤ θ ≤ 2π, (4.37)

Res(e−ρω sinhµHN(µ+ iθ), µ2(θ)) =
2Φ

π
eiρω cos(θ−θ2), θ2 ≤ θ ≤ 2π, (4.38)

Res(e−ρω sinhµHN(µ+ iθ), µ3(θ)) =
2Φ

π
eiρω cos(θ−θ1), φ ≤ θ ≤ θ1. (4.39)

Demostración. a) De acuerdo a (2.12), los polos µ de HN(µ+ iθ) en C son de la forma

µ1,k(θ) := −iπ
2

+ iα + 2ikΦ− iθ

µ2,k(θ) := i
3π

2
− iα + 2ikΦ− iθ

∣∣∣∣∣∣∣∣ k ∈ Z. (4.40)

De esta familia de polos de HN(µ+iθ), debemos considerar sólo aquellos que se encuentran

en la franja Π2, es decir aquellos tales que Im µ ∈
[
−5π

2
,−π

2

]
.

Af.1 Si k ≥ 1 ó k ≤ −1, entonces µ1,k(θ) /∈ Π2, para todo θ ∈ [φ, 2π].

En efecto, µ1,k(θ) ∈ Π2 si y sólo si −2π < α + 2kΦ− θ < 0.

Si k ≥ 1, entonces α+2Φ−θ ≤ α+2kΦ−θ. Si θ ∈ [φ, 2π], −θ ≥ −2π, entonces
α+ 2Φ− 2π ≤ α+ 2Φ− θ. De donde α+ 2Φ− 2π ≤ α+ 2kΦ− θ. Aśı que por
(4.1), α + 2kΦ− θ > 0. Por lo tanto µ1,k(θ) /∈ Π2.

Si k ≤ −1, entonces α + 2kΦ − θ ≤ α − 2Φ − θ. Si θ ∈ [φ, 2π], −θ ≤ −φ,
entonces α−2Φ−θ ≤ α−2Φ−φ. De donde α+2kΦ−θ ≤ α−2Φ−φ. Aśı que
por (4.2), α + 2kΦ− θ < −2π. Por lo tanto µ1,k(θ) /∈ Π2.

Lo cual prueba la Afirmación 1.

Af.2 µ1,0(θ) ∈ Π2, para todo θ ∈ [φ, 2π].

En efecto, por definición µ1,0(θ) = −iπ
2

+ iα − iθ. Si θ ∈ [φ, 2π], por un lado
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θ ≤ 2π, entonces α − θ ≥ α − 2π y como α > 0, entonces α − 2π > −2π, lo cual
implica que α − θ > −2π. Por otro lado, como θ ≥ φ, entonces −θ ≤ −φ. Y por
(1.1), α < φ, de donde α − θ < φ − φ = 0. Aśı que −2π < α − θ < 0, para todo

θ ∈ [φ, 2π]. De donde, −5π

2
< −π

2
+α− θ < −π

2
, para todo θ ∈ [φ, 2π]. Por lo tanto

µ1,0(θ) ∈ Π2, para todo θ ∈ [φ, 2π].

Lo cual prueba la Afirmación 2. Más aún, para todo θ ∈ [φ, 2π], µ1,0(θ) es un polo
de HN(µ+ iθ) del tipo (4.34).

Af.3 Si k ≥ 1 ó k ≤ −2, entonces µ2,k(θ) /∈ Π2, para todo θ ∈ [φ, 2π].

En efecto, µ2,k(θ) ∈ Π2 si y sólo si 2π ≤ α− 2kΦ + θ ≤ 4π.

Si k ≥ 1 y θ ∈ [φ, 2π], entonces α − 2kΦ + θ ≤ α − 2Φ + θ. Como θ ≤ 2π,
entonces α − 2Φ + θ ≤ α − 2Φ + 2π. Entonces α − 2kΦ + θ ≤ α − 2Φ + 2π.
Además de (4.3), α − 2Φ + 2π < 2π. Lo cual implica que α − 2kΦ + θ < 2π.
Por lo tanto µ2,k(θ) /∈ Π2.

Si k ≤ −2 y θ ∈ [φ, 2π], entonces α − 2kΦ + θ ≥ α + 4Φ + θ. Como θ ≥ φ,
entonces α+ 4Φ + θ ≥ α+ 4Φ + φ = α+ 4Φ + 2π−Φ = α+ 3Φ + 2π. Además
de (4.4), α+ 3Φ + 2π > 4π. Lo cual implica que α−2kΦ +θ > 4π. Por lo tanto
µ2,k(θ) /∈ Π2.

Lo cual prueba la Afirmación 3.

Af.4 µ2,0(θ) ∈ Π2 si y sólo si θ ∈ [θ2, 2π].

En efecto, por definición µ2,0 = i
3π

2
− iα− iθ. De tal forma que µ2,0(θ) ∈ Π2 si y sólo

si −5π

2
≤ 3π

2
− α− θ ≤ −π

2
y θ ∈ [φ, 2π], lo cual es equivalente a 2π ≤ α+ θ ≤ 4π

y φ ≤ θ ≤ 2π. Esto sucede si y sólo si 2π − α ≤ θ ≤ 4π − α y φ ≤ θ ≤ 2π.
Equivalentemente

máx {2π − α, φ} ≤ θ ≤ mı́n {4π − α, 2π}

Aśı que por (4.5) y (4.6), podemos concluir que µ2,0(θ) ∈ Π2 si y sólo si θ ∈
[2π − α, 2π]. De modo que la Afirmación 4, se sigue de la definición de θ2 dada en
(0.6). Más aún, µ2,0(θ) es un polo de HN(µ+iθ) del tipo (4.35) si y sólo si θ ∈ [θ2, 2π].

Af.5 µ2,−1(θ) ∈ Π2 si y sólo si θ ∈ [φ, θ1].

En efecto, por definición µ2,−1 = i
3π

2
− iα−2iΦ− iθ. De tal forma que µ2,−1(θ) ∈ Π2

si y sólo si −5π

2
≤ 3π

2
− α − 2Φ − θ ≤ −π

2
y θ ∈ [φ, 2π], lo cual es equivalente a

2π ≤ α + 2Φ + θ ≤ 4π y φ ≤ θ ≤ 2π. Esto sucede si y sólo si 2π − α − 2Φ ≤ θ ≤
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4π−α−2Φ y φ ≤ θ ≤ 2π. Además de la definición de Φ y θ1 dadas en (0.4) y (0.6),
respectivamente, tenemos que α + 2Φ = α + 2(2π − φ) = 4π + α − 2φ = 4π − θ1.
Entonces µ2,−1(θ) ∈ Π2 si y sólo si

máx {θ1 − 2π, φ} ≤ θ ≤ mı́n {θ1, 2π}

Equivalentemente, por (4.7), µ2,−1(θ) ∈ Π2 si y sólo si θ ∈ [φ, θ1]. Más aún, µ2,−1(θ)
es un polo de HN(µ+ iθ) del tipo (4.36) si y sólo si θ ∈ [φ, θ1].

Con lo cual concluimos la demostración de a).

b) Consideramos

T (µ, ρ, θ) := e−ρω sinhµHN(µ+ iθ).

Dado que la función e−ρω sinhµ es anaĺıtica en C, µ es polo de T (µ, ρ, θ) en Π2 si y sólo si
µ es polo de HN(µ+ iθ) en Π2, aśı que por el a), los únicos polos de T (µ, ρ, θ) en Π2 son
µ1(θ), µ2(θ) y µ3(θ). Además, si µ es un polo de T (µ, ρ, θ) en Π2:

Res(T, µ) = e−ρω sinhµRes(HN(µ+ iθ), µ). (4.41)

Ahora analizamos los residuos de T en cada uno de sus 3 tipos de polos.

Residuo de los polos del tipo µ1(θ).
De (4.34) y la demostración de a) tenemos que µ1(θ) es un polo de τ1 (ver 2.16),
aśı que por (4.33): Res(τ1(µ+ iθ), µ1(θ)) = 2Φ

π
. Entonces por (4.41) y (2.15) tenemos

Res(T, µ1(θ)) = e−ρω sinhµ1(θ)Res(HN(µ+ iθ), µ1(θ))

= e−ρω sinhµ1(θ)Res(τ1(µ+ iθ), µ1(θ))

=
2Φ

π
e−ρω sinh(−iπ

2
+iα−iθ).

Por la trigonometŕıa hiperbólica sinh
(
−iπ

2
+ iα− iθ

)
= −i cos(α− θ). Entonces

Res(T, µ1(θ)) =
2Φ

π
eiρω cos(α−θ), φ ≤ θ ≤ 2π.

Residuo de los polos del tipo µ2(θ).
De (4.35) y la demostración de a) tenemos que µ2(θ) es un polo de τ2 (ver 2.16),
aśı que por (4.33): Res(τ2(µ+ iθ), µ2(θ)) = 2Φ

π
. Entonces por (4.41) y (2.15) tenemos

Res(T, µ2(θ)) = e−ρω sinhµ2(θ)Res(HN(µ+ iθ), µ2(θ))

= e−ρω sinhµ2(θ)Res(τ2(µ+ iθ), µ2(θ))

=
2Φ

π
e−ρω sinh(i 3π

2
−iα−iθ).

De la trigonometŕıa hiperbólica

sinh

(
i
3π

2
− iα− iθ

)
= −i cos(α + θ) = −i cos(−2π + α + θ) = −i cos(θ − θ2),

donde θ2 está definido en (0.6). Entonces

Res(T, µ2(θ)) =
2Φ

π
eiρω cos(θ−θ2), θ2 ≤ θ ≤ 2π.
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Residuo de los polos del tipo µ3(θ).
De (4.36) y la demostración de a) tenemos que µ3(θ) es un polo de τ2 (ver 2.16),
aśı que por (4.33): Res(τ2(µ+ iθ), µ3(θ)) = 2Φ

π
. Entonces por (4.41) y (2.15) tenemos

Res(T, µ3(θ)) = e−ρω sinhµ2(θ)Res(HN(µ+ iθ), µ3(θ))

= e−ρω sinhµ2(θ)Res(τ2(µ+ iθ), µ3(θ))

=
2Φ

π
e−ρω sinh(−i 5π

2
+2iφ−iα−iθ).

De la trigonometŕıa hiperbólica

sinh

(
−i5π

2
+ 2iφ− iα− iθ

)
= −i cos(2φ−α−θ) = −i cos(θ1−θ) = −i cos(θ−θ1),

donde θ1 está definido en (0.6). Aśı que

Res(T, µ3(θ)) =
2Φ

π
eiρω cos(θ−θ1), φ ≤ θ ≤ θ1.

Lo cual completa la prueba de b).

4.6. Anexo A6. Saltos de las ondas reflejada y drifrac-

tada sobre las direcciones “cŕıticas”

Lema 4.15. Sean ur, ud las funciones dadas por (2.45) y (2.75), respectivamente. En-
tonces

J

(
∂(k)ur
∂θk

, θl

)
= −J

(
∂(k)ud
∂θk

, θl

)
, k ∈ N0, l = 1, 2. (4.42)

Demostración. Consideremos el caso θ = θ1. El caso θ = θ2 se analiza de manera
similar.

Primero encontramos J

(
∂(k)ur
∂θk

, θ1

)
. De (2.45) se sigue que

J

(
∂(k)ur
∂θk

, θ1

)
= −∂

(k)

∂θk
ur,1(ρ, θ1, t), k ∈ N0. (4.43)

Usando coordenadas polares y = (ρ cos θ, ρ sin θ) en ur,1 y haciendo el cambio de variable
µ = −i(θ− θ1) obtenemos ur,1(ρ, θ1, t) = e−iω0(t−ρ cos(θ−θ1))f(t− ρ cos(θ− θ1)) = A(µ, ρ, t),
donde

A(µ, ρ, t) := e−iω0(t−ρ coshµ)f(t− ρ coshµ). (4.44)

Entonces
∂(k)

∂θk
ur,1(ρ, θ, t),= (−i)k ∂

(k)

∂µk
A(µ, ρ, t), k ∈ N0. Aśı que por (4.43), obtenemos

J

(
∂(k)ur
∂θk

, θ1

)
= −(−i)k ∂

(k)

∂µk
A(0, ρ, t), k ∈ N0. (4.45)
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Ahora encontramos J

(
∂(k)ud
∂θk

, θ1

)
. De (2.51) y (2.10) se sigue que ZN(ρ, θ, t) = coth

[
q(µ+

iθ− iθ1)
]

+coth
[
q(µ+ iθ− iθ2)

]
−coth

[
q(µ+ iθ−2iπ− iα)

]
−coth

[
q(µ+ iθ− iα)

]
. Como

la función coth
[
q(µ+ iθ− iθ1)

]
es discontinua en θ = θ1, entonces ZN(ρ, θ, t) también es

discontinua en θ = θ1. Aśı que por (2.75) tenemos que

J

(
∂(k)ud
∂θk

, θ1

)
= J

(
∂(k)u1

∂θk
, θ1

)
, (4.46)

donde u1(ρ, θ, t) = − q

2iπ

+∞∫
−∞

A(µ, ρ, t) coth
[
q(µ + iθ − iθ1)

]
dµ y A(µ, ρ) está dada por

(4.44). Usando
∂

∂θ
coth

[
q(µ + iθ − iθ1)

]
= i

∂

∂µ
coth

[
q(µ + iθ − iθ1)

]
, integrando por

partes k veces (for k = 0 no integramos ∂(k)u1

∂θk
), y usando que por (0.2) la integración se

realiza en un intervalo compacto, obtenemos

∂(k)

∂θk
u1(ρ, θ, t) = (−1)k−1 i

kq

2iπ

+∞∫
−∞

∂(k)

∂µk
A(µ, ρ, t) · coth[q(µ+ iθ − iθ1)] dµ.

Aplicando el Lema ?? con f(µ) = (−1)k−1ikq
∂(k)

∂µk
A(µ, ρ, t) obtenemos

J

(
∂(k)u1

∂θk
, θ1

)
= (−i)k ∂

(k)

∂θk
A(0, ρ, t). (4.47)

Por lo tanto (4.42) se sigue de (4.46), (4.47) y (4.45).

4.7. Anexo A7. Ayuda para el comportamiento asintótico

de la solución

Lema 4.16. La función

[
t

t+
√
t2 − ρ2

]m
admite el siguiente comportamiento asintótico

[
t

t+
√
t2 − ρ2

]m
=

(
1

2

)m
+m

(
1

2

)m−1
1

8
· ρ

2

t2
+O

(
1

t4

)
, t→∞. (4.48)
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