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Introduccion

El modelo Materia Oscura Fria con Constante Cosmoldgica o “Lambda Cold Dark
Matter” (ACDM por sus siglas en inglés) es llamado el modelo estandar de la cosmologia ya
que describe de manera general como estd formado el Universo, su dindmica a grandes escalas
de distancia (del orden de cientos de Megaparsecs) y es capaz de explicar fendmenos que
hasta hace algunos afios eran un misterio. El modelo considera que del contenido total del
Universo, ~ 5% estd compuesto por particulas del modelo estandar (bariones y fermiones),
mientras que el 95% restante consiste en dos componentes hasta el momento desconocidos
a los que llamamos materia oscura ~ 25% y energia oscura ~ 70%, los cuales ayudan
a explicar algunas interrogantes tal como las curvas de rotacién galdcticas y la reciente
expansion acelerada que presenta el Universo, de forma que sea consistente con las ecuaciones
de la Teoria de la Relatividad General de Einstein. La existencia de la materia oscura y la
energia oscura se basa en sus propiedades dindamicas gravitacionales que ajustan de manera
precisa diversos datos observacionales cosmoldgicos y galacticos. Desafortunadamente, hasta
el dia de hoy no ha sido posible dar una explicacién acerca del origen de estos componentes
y se desconoce por completo su naturaleza.

De entre todos los candidatos para describir la energia oscura, la constante cosmoldgica
es el lider en el sentido de que hace el mejor ajuste a los datos observacionales conocidos.
Sin embargo, el modelo ACDM presenta fuertes problemas entre los que se encuentran: (7)
el problema de la constante cosmoldgica en la gran discrepancia entre su valor predicho y
observado [?, 3|, asi como (ii) el problema de la coincidencia césmica, el cual no explica
porque estamos viviendo en una época en que la densidad de materia oscura es del mismo
orden que la densidad de energia oscura [?, 5, 6].

A fin de resolver este problema, desde hace algunos anos diversos investigadores han
propuesto la existencia de una interacciéon no gravitacional entre los componentes del sector
oscuro (ver referencia 3 de [1]). La idea principal detras de ésta hipdtesis es que la interaccién
genera un mecanismo dindmico entre materia oscura y energia oscura, de tal manera que el
cociente de las densidades evoluciona desde un valor inicial en tiempos tempranos hasta un
valor de orden unidad en el presente. Sin embargo, uno de los problemas que presenta esta
idea es que no se tiene un principio fisico conocido (tal como un principio de norma) que
nos guie para hallar la forma del acoplamiento. Por esta razén es que se trabaja en base a
algunas suposiciones sencillas, por ejemplo, su simplicidad matematica.
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v Introduccion

En este sentido, en la literatura sobre este tema se han estudiado acoplamientos pro-
porcionales a la densidad de materia oscura (y energia oscura), asi como al pardmetro de
Hubble con coeficientes constantes. La dindmica de dichos modelos ha sido analizada en ([2])
concluyendo que, para ser viables, son necesarias limitaciones muy restricciones sobre los
coeficientes de interaccion.

Es por esto que en este trabajo vamos a estudiar un modelo en el que existe una nueva
interaccion () entre la materia y energia oscura que, ademas de aminorar el problema de
la coincidencia césmica, tenga coeficientes de interaccién dindmicos con el fin de explorar
si podemos obtener condiciones menos restrictivas sobre los coefinientes de interaccién. El
andlisis de nuestra propuesta se llevard a cabo con la teoria de sistemas dindmicos, ya que
las ecuaciones de Friedmann pueden ser escritas como un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden. Vamos a mostrar la existencia de puntos criticos del sistema
y cémo a partir de ciertos objetos geométricos en el espacio-fase es posible determinar los
estados tempranos y tardios de este modelo cosmoldgico.
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Capitulo 1

Variedades diferenciales

Vamos a comenzar con el concepto de variedad ya que se refiere a la generalizacion de
nuestras ideas de curvas y superficies en espacios de dimensién arbitraria. Mientras que en
IR? una curva es parametrizada mediante un tinico ntimero (z(t), y(t), z(t)), se tiene que en el
caso de una superficie es necesario dar 2 valores u y v de forma (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) para
describirla. Se dice entonces que la curva y la superficie son localmente homeomorfas a IR y
a IR? respectivamente. Para el caso de una variedad tenemos que es homoemérfica a IR™ de
forma local aunque de forma global puede diferir completamente.

1.1. Variedades

Definimos una variedad diferencial M como aquel objeto que satisface
= M es un espacio topoldgico.

» M esta dada con una familia {(U;,¢;)} en donde {U;} es una familia de conjuntos
abiertos que cubren a M U;U; = M, y p; es un homeomorfismo de U; a un subespacio
abierto U/ de R™.

» Dados U; y U; tal que U; NU; # 0, el mapeo v);; = cpigoj_l que va de ¢;(U; NUj) a
©i(U; NUj) es infinitamente diferenciable.

La pareja (U;, ¢;) es llamada una carta coordenada, mientras que a la familia {(U;, ¢;)} se
le conoce como atlas. El subconjnto U; es llamado vecindad coordenada, y ¢; es llamada
funcién coordenada, la cual estd representada por m funciones {z!(p),...2™(p)}.

1.2. Calculo sobre variedades
Trabajar con variedades diferenciables nos permite usar las ideas del cédlculo definidas

sobre espacios vectoriales. Por otro lado, el hecho que la transformacién de coordenadas sea
sueave nos asegura que los calculos son independientes de las coordenadas elegidas.
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1.2.1. Mapeos diferenciales

Sea f un mapeo de una variedad m-dimensional M a otra n-dimensional N, de forma que
envia al punto p € M al punto f(p) € N. Tomando una carta (U, ) sobre M y otra carta
(V,1) sobre N podemos representar al mapeo por medio de

Yfe Tl IR™ — IR™. (1.1)
Escribiendo ¢(p) = 2* y ¢(f(p)) = y*, podemos tomar y = 1 fp~1 y si y € C™ se dice que f
es diferenciable en p o en 2 = ((p). Ahora, si ¢¥fp~! es invertible y ambos son infinitamente
diferenciables, f es llamado un difeomorfismo entre M y N.

1.2.2. Curvas y vectores

Vamos a analizar dos tipos especiales de mapeos llamados curvas y funciones. Una curva
es un mapeo ¢ : (a,b) — M, en donde (a,b) es un intervalo abierto a < 0 < b. Para el caso de
una curva cerrada podemos ver el mapeo de la forma ¢ : S' — M, y en ambos casos ¢ va de un
intervalo abierto a M. Utilizando la carta (U, ¢) la curva c(¢) tiene la representacion x = gc :
IR—IR™. Por otro lado, una funcién f sobre M es un mapeo suave de M a IR. Tomando la
carta (U, p) la representaciéon de f estd dada por fo~ ! :IR™ — IR, la cual es una funcién de
m variables que nos entrega un escalar. Denotamos al conjunto de funciones suaves sobre M

por medio de F(M).

1.2.3. Vectores

Definimos un vector como el vector tangente a una curva sobre M y para esto empleamos
las ideas de curva y funcién descritas arriba. El vector tangente en ¢(0) es la derivada di-
reccional de la funcién f(c(t)) a lo largo de la curva ¢(t) en ¢ = 0, con razén de cambio en

t=20
v, (1.2)
En términos del sistema coordenado
(0f/0x") (dat(c(t))/dt)[e=o, (1.3)

en donde df (¢(t))/dt en t = 0 se obtiene al aplicar el operador diferencial X a f
df (c(t))/dtli—o = X" (9f/02") = X[f]. (1.4)

De esta forma definimos a X = X* (0f/0z") como el vector tangente a M en p = ¢(0)
a lo largo de la curva c(t). El conjunto de vectores tangentes en p forman un espacio vec-
torial llamado espacio tangente a M en p y lo denotamos por 7,M. Usando la teoria de
espacios vectoriales podemos estudiar a 7, M y es posible mostrar que dim 7),M = dim M.
Finalmente al escribir un vector cualquiera V' € T, M de la forma V' = V#¢,, llamamos a V#
los componentes de V' en la base e,.
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1.2.4. 1-formas

Dado que T),M es un espacio vectorial, existe un espacio de vectores duales cuyos ele-
mentos son funciones lineales que mapean elementos de 7,M a IR. Llamamos a este espacio
dual espacio cotangente y a los elementos vectores duales, vectores cotangentes o 1-
formas. El ejemplo més sencillo de una 1-forma es el diferencial df de una funcién f € F(M).
Si denotamos la accién de un vector V' sobre f como V[f] = V#(0f/0z") € IR, entonces la
accion de df € Ty M sobre V' esta dada por

(df, V) = V[f] = V*OF/dz") € R, (1.5)

siendo (df,V) R-lineal en V y en f. Dado que df se expresa en términos de las coordenadas
z = ¢(p) como df = (0f /0xt)dx", es natural considerar {dz*} como la base de T, M con la
propiedad

(dz”,0/0x") = Ox¥ [0x" = 6. (1.6)
Escribiendo a una 1-forma de manera general como w = w,dz", y tomando un vector V' =
V#9/0z* tenemos que el producto interior ( , ) : TyM ® T,M — IR viene dado por

(w, V) = w, V" (dz",0f /0x") = w, V"5, = w, V" (1.7)

1.2.5. Tensores

Un tensor de tipo (g,7) es un mapeo multilineal que toma ¢ elementos de oMy r
elementos de T),M y los envia a los reales. Denotamos a dicho conjunto de objetos en p por
medio de 7., (M) y escribimos a un elemento de la forma

T?p
0 0
V1...Up B cee hr

Sea ahora V; = V;#0/0x" (1 <i <)y w; = wi, det (1 <i<q)ylaacciéon de T viene dada
por

T — THirHq

dz™ ... da”". (1.8)

T(wi,...wgVa,... V) =TH0 e, wy,, ... W, | VA (1.9)

1.2.6. Mapeos inducidos

Un mapeo suave f : M — N induce de manera natural un mapeo f, llamado mapeo
diferencial f. : T)M — Ty, N cuya forma explicita se obtiene a partir de la definiciéon
de derivada direccional a lo largo de una curva. Si g € F(N), entonces gf € F(M) y para
todo vector V' € T,M que actia sobre gf nos entrega un escalar V[gf]. Definimos ahora
J+V € Ty, N por medio de

(fV)lgl = Vigfl, (1.10)
o en términos de las cartas coordenadas (U, ¢) sobre M y (V, 1) sobre N
(L)~ ()] = Vigfv™ (@), (1.11)

en donde x = ¢(p) y y = ¥(f(p)). Sea ahora V = VF9/dx* y f.V = W0/0y", podemos
reescribir la ecuacién anterior de la forma

O [ @) = v [ @) (112)

W —
oy~
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Por ejemplo, vamos a tomar g = y* de esta forma tenemos la relaciéon entre W< y V#

wWe = V“a%uy“, (1.13)
siendo 0y®/dx* el Jacobiano de f. Es posible extender la idea al caso de tensores tipo (g, 0)
en donde obtenemos f. : I oy )
Otro mapeo inducido por f es f*: 15 p)(N ) = T, (M) y como actiia en sentido contrario a
f recibe el nombre de pullback. Si tomamos V € T,M y w € T}*(p)N , el pullback de w dado
por f* esta dafinido por

(ffw, V) = (w, f.V). (1.14)
De igual forma, es posible extender la idea al caso de tensores tipo (0,7) de la forma f* :
S py (V) = S, (M).
1.2.7. Flujos y derivada de Lie

Sea X un campo vectorial. Definimos una curva integral x(t) como aquella curva sobre M
cuyo vector tangente en el punto x(t) es X|;. Tomando la carta coordenada (U, ¢)

dt XH(X(t) (1.15)
dt ’

en donde z* es la componente p de ¢(z(t)) y X = X*0/0x#, es decir, hallar la curva integral
de un campo vectorial X es equivalente a resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Damos una condicién inicial para resolver el problema de forma completa,
asumiendo zf; como la coordenada al tiempo ¢ = 0 y tomando o (¢, () como una curva integral
de X que pasa por el punto xg en t = 0, denotamos su trayectoria por medio de o (¢, xg)

& o (t,20) = X*(o(t, ), (1.16)

con la condicién 0¥ (0, zg) = zfj. Llamamos a este mapeo o : IR xM — M flujo generado por
X € x(M) y las propiedades que satisface son

» 0(0,2) = x.
» t — o(t,x) es una solucion de (1.16).
w o(t,o(s,x)) =o(t+s,x),

para todo t,s € IR. Es necesario que se cumpla la 1ltima propiedad para que la solucién sea
unica una vez que damos la condicion inical.

1.2.8. Grupos de transformacién uniparamétricos
Un flujo o(t, z) es un difeomorfismo de M a M, dado por o, : M — M que satisface
v 0(0s(x)) = ops(x), es decir, oy - 05 = Op4s.

= 0, = mapeo identidad.
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" 0_t = (O't)_l.

Este grupo es llamado grupo de transformaciéon uniparamétrico y de forma local es
similar al grupo aditivo en IR, aunque de manera global puede no serlo. Bajo la accién de o,
tenemos a partir de (1.16)

ot (x) = ot'(e,x) = 2t + eX#(x). (1.17)

El campo vectorial X es llamado el generador infinitesimal de la transformacion oy.

1.2.9. Derivada de Lie

Sean o(t,x) y 7(t,z) dos flujos generados por los campos vectoriales X, Y

dot(s,x)
ds

drH(t, z)

= X"(o(s,x)) I

=YH*(o(s,x)). (1.18)
Para evaluar el cambio del campo vectorial Y a lo largo de o(s,z) debemos comparar al
vector Y en el punto z con el vector en 2’ = o.(x). No es posible tomar la diferencia entre
los componentes de Y en ambos puntos ya que pertenecen a espacios diferentes T},(M) y
T(,E(x)(M ) asi que vamos a definir un operador derivada que posee la propiedad de mapear
Y|y () @ T:(M) por medio de

(0'_6>* : Tae(x)(M) — Ta;(M), (1.19)

para después tomar la diferencia entre los vectores (0-¢)«Y|s (z) ¥ Y |z, ya que ambos
pertenecen a T,(M). De esta forma definimos a la derivada de Lie de un campo vecto-
rial Y a lo largo del flujo o de X por medio de

.1
ﬁXy’:egfoEka‘a*YVJ@'_ywx‘ (1.20)

Tomando dos campos vectoriales sobre M X = X# 9z /0z" y Y = Y 0x/0x*, podemos
definir al corchete de Lie [X, Y] por medio de

(X, Y]f = XIYIf]] = YIX[], vfeC . (1.21)

Hay que notar que [X,Y] es un campo vectorial, mientras que XY y Y X son tnicamnete
términos de segundas derivadas. Se acostumbra escribir la derivada de Lie de Y a lo largo de
X por medio de

LxY =[X,Y]. (1.22)

El corchete de Lie satisface las siguientes propiedades:
1. Es lineal en cada una de sus entradas

[aX1 + XQ, by, + YQ] = ab[Xl,Yl] + a[Xl, YQ] + b[Xg, Yﬂ + [XQ,YQ]. (123)

para todo a,b € R.
2. Antisimetricidad
(X,Y]=-[Y, X]. (1.24)
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3. Identidad de Jacobi
[X,Y],Z] +[[Z,X], Y]+ [[Y, Z],X] =0. (1.25)

De forma geométrica podemos ver al corchete de Lie como la prueba de la no conmutatividad
de dos flujos sobre la variedad. Sean o(s,z) y 7(t,x) dos flujos generados por los campos
vectoriales X, Y, tenemos que la diferencia entre las coordenadas de los puntos que se obtienen
al elegir el orden para las trayectorias € a lo largo de o y d a lo largo de 7 se puede expresar
de forma

e[ X, Y] =71+ (5,0(e,x)) — ot (e, 7(0,x)), (1.26)

es decir, el corchete de Lie para X y Y es una medida del error para la clausura de un
paralelogramo generado por los flujos y puede verse que LxY = [X, Y] = 0, solamente cuando

o(s,7(t,z)) =7(t,0(s,x)). (1.27)

Vamos ahora a analizar la derivada de Lie de un mapeo f € F(M) a lo largo del flujo o,
generado por el campo vectorial X

Lxf

Il
=
|
=
Q
[0
&
N
|
=
&
S~—
|

= XMz)g o =X, (1.28)

la cual es la derivada direccional a lo largo de X. Finalmente, la derivada de Lie de un tensor
satisface

Lx(t1 +t2) = Lx(t1) + Lx (t2), (1.29)
siendo t; y to campos tensoriales del mismo tipo y

Ex(tl ®t2) :ﬁx(t1)®£x(t2), (1.30)
con t1 y to campos tensoriales arbitrarios. Para el caso de un tensor arbitrario se tiene que

Lxt=X[t,"]dz""®e, + t," (Lxda") @ +t,"dz" @ (Lx ey). (1.31)

1.3. Variedades Riemannianas

1.3.1. Tensor métrico

Sea M una variedad diferenciable y p un punto en M. Decimos que una métrica Rieman-
niana g sobre M es un campo tensorial (0,2) que satisface

L gp (U,v)= 9p (V,U)

2. (U U)>0, V U,
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en donde U,V € My g, = g|p. Dado que g, es un mapeo T, M ® T, M — IR, es posible definir
un mapeo lineal g, (U, ) : T,M — IR dado por V' — g, (U, V) y decimos que g, (U, ) se trata
de una l-forma wy € T;M. De manera similar, w € T,y M produce Vi, € T, M por medio
de (w,U) = g (Vi, U), es decir, la métrica g, da origen a un isomorfismo entre T), M y Ty M.
Tomando la carta (U, ) y las coordenadas = en M, podemos escribir

9p = G (p) dat @ dz". (1.32)

Si tomamos a g como el determinante de g"” es posible demostrar que g, g” A= g’\”gw = 52‘,
asi que existe un isomorfismo entre T,M y T7M que puede expresarse por medio de

wy, = G U” Ut = g™ w,. (1.33)

1.3.2. Conexién afin

Una conexién afin V es un mapeo V : x(M) x x(M) — x(M), o (X,Y) — VxY que
satisface

VxyvZ = VxY+VxZ
Vin) = [V
Vx(fY) = X[f]Y +/VY, (1.34)

con fe F(M)y X,Y,Z € x(M). Tomando la carta coordenada (U, ¢) podemos definir los
coeficientes de conexién Fl;j,\ por medio de

Vieu=Ve, ep=enly (1.35)

vp®

Una vez que la acciéon de V ha sido definida sobre los vectores base es posible calcular la

accién sobre cualquier vector. Sea V' = V#e, y W = W" e, elementos de x(M), tenemos que
VW = Ve, (We,) =V* |eu[W]e, + W' Ve, e,

= VF(OW?*/0x" + W"T),) ex. (1.36)

Por efinicién, V mapea a los vectores V' y W a un nuevo vector dado por (1.36) cuyo compo-

nente A es VAV, WA
VW= oW /ozh + T, W, (1.37)

Debemos notar que V, W es el coeficiente del vector V. W =YV, W?ey, el cual no debe
confundirse con la derivada covariante de WA,

1.3.3. Transporte paralelo y geodésicas

Sea ¢ una curva sobre M, (U, ¢) una carta coordenada y X un campo vectorial definido a
lo largo de ¢

Xy = X (e(t)) eple(r)- (1.38)
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Si X satisface la condicion
VyX =0, para todo t € (a,b), (1.39)

se dice que X ha sido trasportado de forma paralela a lo largo de ¢ en donde V' = d/dt =
(dz#(c(t))/dt) eulc) es el vector tangente de c(t). Reescribiendo la ecuacién anterior en com-
ponentes
dx* dz¥ (e(t))
+Ih, S XN = 0. 1.40
dt dt ( )

Si el vector tangente V (t) es transportado de manera paralela a lo largo de ¢(t)
ViV =0, (1.41)

y se dice que ¢(t) es llamada geodésica. Sobre una variedad estas son las curvas que describen
las trayectorias més cortas entre dos puntos. Reescribimos la ecuacién anterior de la forma
dz¥ da?

A2t
e + Iy o a =0, (1.42)

1.3.4. Derivada covariante de campos tensoriales

Definimos la derivada covariante de f € F(M) con ayuda de la derivada direccional
Vxf = X|[f]. Recordando las propiedades (1.34), podemos ver que satisface la regla de
Leibnitz

Vx(Th @T) = (VxTh) @ To + T1 @ (VxTv), (1.43)

con Ty y Tp campos tensoriales arbitrarios. Para el caso de una 1-forma w € Q' (M), es
necesario recordar que para (w,Y) € F(M) con Y € x (M), debe cumplirse

X[(w,Y)]=Vx (w,Y)=(Vxw,Y)+ (w,VxY). (1.44)
Reescribiendo con componentes encontramos que
(Vxw), = X" Ow, — XFT), wy, (1.45)
y para el caso de X = ¢, se tiene que
(Vyw), = 0wy, — Fi‘w wy, (1.46)

mientras que para w = dz”
Vyda” = =T, da?. (1.47)

Finalmente, para el caso de un tensor arbitrario

Vy tf\&: = 0Oy t/\l’ +F/\1 tm,)\uq + .
Ap Al )\ - A
+ T ptl&, p ' _Pﬁul tfi 225 p#q -
)\
Tp o tail e (1.48)
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1.3.5. La conexion métrica

Vamos a comenzar exigiendo que la métrica g, sea covariantemente constante, es decir, si
dos vectores X y Y son transportados de forma paralela a lo largo de una curva, su producto
interno debe permanecer constante a lo largo de dicha curva. Sea ahora V un vector tangente
a la curva sobre la cual son transportados X y Y, tenemos que

0 = V\/[Q(X, Y)] =V [(V,{g)(X, Y) + g(vHX7 Y) + g(X, VHY)] (1'49)
VE XYY (Vg (1.50)

y como debe cumplirse para toda curva y cualesquira vectores
(Vieg)uw = Ox 9w — T3 9w — TRy G = 0. (1.51)

Tomando permutaciones de (\, i, v) hallamos que

6,u gu — FZV 7 FZ)\ kv = 07 (152)
O I =LA g — T gix = 0, (1.53)
asi que con la combinacién (1.52) + (1.53) - (1.51)
8# gux + 0y 9 — O\ Guv + T;T)\ Grv + T)’fy 9kp — 2F?My) gx =0, (1'54)
en donde T%, = 21“‘/\”].5 F!’j/\ —.FZ)\ y T, =1/2 {F;V+F’,j#}. El tensor T3, es antisig}étrico
con respecto a los indices inferiores 15, = —T))\ y recibe el nombre de tensor de torsion.

Vamos ahora a definir los simbolos de Christoffel {;V} por medio de

1
re 72 5 gn/\ (8/.1,91//\ + 8Vgu)\ - 8)\gl.LV>7 (155)
con los coeficientes de conexién dados por

M = Thuy+T}

[nv]
R 1 K K K
o ) (1.5

El segundo término de la iltima linea es llamado contorsién y lo denotamos por medio de
K},. Se tiene que cuando éste se anula sobre la variedad la conexién métrica V es llamada
conexién de Levi-Civita. Sobre una variedad Riemanniana (M, g), s6lo existe una conexién
simétrica compatible con la métrica g, ésta es la conexién de Levi-Civita.

1.4. Curvatura

1.4.1. Torsiéon y tensor de Riemann

Vamos a definir al tensor de torsion T : x(M) @ x(M) — x(M) y al tensor de Riemann
R:x(M)®x(M)® x(M) — x(M) por medio de

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y] (1.57)
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R(X,Y,Z) =VxVy Z —VyVxZ — VixyZ. (1.58)

Los componentes de ambos tensores con respecto a la base coordenada {e,} y la base dual
{dz"} estdn dados por

T:‘l, = <dac)‘,T(eu,e,,)> = <d95)‘,VMeV —Voeu)

= (da*\T),en—T0,en) =10, —T7, (1.59)
y
RiW = (da",R(ey,ey)en) = (dz",V,Vyex =V, V en)
= 0.7, —8VFZ/\+I‘Z)\FZ”—FZ)\FZ%, (1.60)
El tensor de Riemann satisface las identidades de Bianchi
1. Primera identidad
R(X,Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z)X = 0. (1.61)
2. Segqunda identidad
(VxR)(Y,Z)V +(VzR)(X,Y)V + (VyR)(Z,X)V = 0. (1.62)

1.4.2. Tensor de Ricci y escalar de curvatura

A partir del tensor de Riemann es posible construir dos nuevos tensores contrayendo
indices. Comencemos con el tensor de Ricci, el cual es un tensor rango (0,2) definido por

Ric(X,Y) = (dz", R(e,, Y)X), (1.63)
y en notaciéon de componentes
Ricyy = Ricley, e,) = Ry, = Ry (1.64)

Si contraemos indices nuevamente llegamos al escalar de curvatura R, el cual estd dado
por

R = g" Ric(ey,en) = g" Ry (1.65)
1.4.3. Tensor de curvatura de Riemann con conexién de Levi-Civita

Usando la conexién de Levi-Civita podemos definir al tensor de Riemann de la forma

1/ 6%g. 52 520, 5%,
RH}\/J,Z/ = 3 ).\g £ T - )\g In (166)

2 \ 0xr0x¥  OxF0xv  OJx Ozt JxFoxH
+ gCU(FguFZV - Féurzu)a (167)

en donde Ry, = gncRg\W y satisface

Royvw = —Rowu (1.68)
Rn)\w/ = _R)\H/JJ/ (169)
RK)\}U/ = R;uxn)\ (170)
Ric,, = —Ricy,. (1.71)

10



CAPITULO 1. VARIEDADES DIFERENCIALES
1.4. CURVATURA

Por otro lado, reescribiendo las identidades de Bianchi en componentes

R}, = R\ + Ry, =0, (1.72)
(ViR)§ + (ViR)S, 0 + (VoR)S,, =0, (1.73)

tenemos que contrayendo £ y u en la dltima ecuacién
(VeRic)yw + (VRN . — (VL Ric)x, = 0. (1.74)

Si ademds, contraemos los indices A y v, tenemos que V,, (RS — 2Ric)) = 0. Es decir
V,.G" =0, (1.75)

en donde G* es el Tensor de Einstein definido por
1
GM = Rict" — ig‘“’R. (1.76)

Usando las propiedades de simetria (1.68) - (1.71) podemos restringir el nimero de compo-
nentes independientes del tensor de Riemann. Sea m la dimensién de nuestra variedad (M, g),
la antisimetria (1.68) implica que hay (N 5") elecciones independientes del par (u,v). De
igual forma, a partir de (1.69) encontramos que hay N pares independientes para (r, A). Por
otro lado, dado que R, es simétrico bajo el intercambio de (x,A) y (u,v), el nimero de

elecciones se reduce de N? a (N;rl) = %N(N +1).

1.4.4. TIsometrias y transformaciones conformes

Sea (M, g) una variedad (pseudo) Riemannianay f un difeomorfismo f : M — M. Decimos
que es una isometria si la métrica se preserva

95 0) = 9ps (1.77)

es decir, si gy (f«X, fxY) = gp(X,Y) para todo X,Y € T;, M. Reescribiendo la ecuacién en
componentes tenemos

oy~ 8yf3

St 5 I8 (P)) = 9 (D), (1.78)
donde z e y son las coordenadas de p y f(p) respectivamente. Es posible demostrar que el
mapeo identidad, la inversa y la composicién de isometrias es también una isometria y todos
ellos forman un grupo. Dado que la isometria preserva la longitud de los vectores podemos
relacionarla con las rotaciones en IR™.

Ahora, si tomamos sobre la variedad un difeomorfismo que preserve la métrica hasta
un escalar de la forma

f*gf(p) = eQng, o€ F(M), (1.79)

en donde gy (fe X, fiY) = e?g,(X,Y) para todo X,Y € T,M. Reescribiendo nuevamente
en componentes tenemos

dy® Oy "
% Oz gaﬂ(f(p)) = 62 () g/u/(p)' (180)
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El conjunto de todas las transformaciones conformes es un grupo y lo llamamos grupo conforme
y se denota por Conf(M). Si tomamos una transformacién conforme f, el d&ngulo 6" entre f, X
vy f«Y est dado por

cos® = €2 g, XY [[€%7 gen XY - €% g XY Y2 = cos o, (1.81)

es decir, f preserva el angulo pero no preserva la magnitud. Finalmente vamos a mencionar
un concepto relacionado con las transformaciones conformes, este es el reescalamniento de
Weyl. Sean g y g métricas sobre una variedad M. Se dice que g esta relacionada de manera
conforme con ¢ si

g, =Wy, (1.82)

Podemos ver que existe una relacién de equivalencia entre ambas métricas y le llamamos
estructura conforme. La transformacién g — €2?¢g es llamada reescalamiento de Weyl y el
conjunto de ellas forma un grupo llamado Weyl (M).

1.4.5. Campos vectoriales de Killing

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y X € x(M). Si un desplazamiento esta dado por
eX, con € de caracter infinitesimal y generador de una isometria, llamamos a X un campo
vectorial de Killing. Se tiene que bajo dicha isometria se satisface

O(z" + eX®) O(z* + eX?)
Oxt Ox?

gua(z + €eX) = g (). (1.83)
Es posible demostrar que g,,, y X" satisfacen la ecuacién de Killing ya que

Xgafguv + 0u X" grw + &,X’\gw\ =0, (1.84)
y de la definicion de la derivada de Lie tenemos que

(Lx9)w = 0. (1.85)

Sea ¢; un grupo uniparamétrico de transformaciones que generan al campo vectorial de
Killing. Usando la ecuacion anterior podemos ver que localmente la geometria no se mod-
ifica a lo largo de ¢, asi que en pocas palabras, el campo vectorial de Killing representa la
direccion de simetria de la variedad.

Un conjunto de campos vectoriales de Killing se llama dependiente si uno de ellos puede ser
expresado como una combinacién de los otros con la ayuda de coeficientes constantes. Por lo
tanto pueden haber mas vectores de Killing que dimensiones de la variedad. Llamamos a este
el nimero maximo de vectores independientes, el cual no tiene relaciéon directa con la dimen-
sién de M. En un espacio-tiempo m-dimensional (m > 2), hay m(m + 1) vectores de Killing,
de los cuales, m generan trnaslaciones, (m — 1) generan los boost y (m — 1)(m — 2)/2 rota-
ciones espaciales. Dichos espacios que admiten m(m + 1)/2 vectores de Killing son llamados
espacios maximalmente simétricos.

12



Capitulo 2
Cosmologia

La cosmologia es la rama de la fisica que estudia el origen, la evolucion y el destino
del Universo utilizando la Teoria General de la Relatividad (TGR) y la ley de Hubble. La
primera nos ayuda a entender como esta formado el espacio-tiempo e introduce el principio
cosmolégico, en tanto que la ley de Hubble nos dice que vivimos en un Universo que no
es estatico sino que se las galaxias se alejan unas de otras con velocidad proporcional a la
distancia que las separa. Cuando queremos estudiar al Universo a gran escala la gravedad es
la interaccién que gobierna la dindmica y es por ello que los modelos cosmoldgicos de hoy en
dfa estdan cimentados sobre la (TGR).

2.1. Principio cosmoldgico.

Algo aceptado desde tiempos de Copérnico es que no ocupamos un lugar privilegiado en
el Universo, si estuviéramos localizados en otra regiéon observariamos algo muy similar a lo
que podemos ver en nuestra posicion. Por lo tanto parece natural aceptar que el Universo
es homogéneo e isotrépico a escalas comoldgicas, es decir la composicion de éste es
la misma en cualquier punto y no existe una direccion privilegiada al momento de realizar
observaciones. Desde la perspectiva de la (TGR), el Universo es un espacio-tiempo represen-
tado por una variedad diferencial M sobre la cual se define una métrica Lorentziana ¢ y
se denota de forma compacta como (M, g). Vamos a tomar una familia de hipersuperficies
tipo-espacio ¥, que folian todo el espacio-tiempo con la propiedad de ser etiquetados a través
de un parametro continuo n € IR, de tal forma que para cada valor de 7 se estd eligiendo una
hipersuperficie ¥, en particular (ver figura 2.1). Se dice entonces que un espacio-tiempo es
espacialmente homogéneo si existe una familia de hipersuperficies tipo-espacio 3, que folian
todo el espacio-tiempo de tal forma que para cada n y para cualesquiera dos puntos P, Q) € ¥,
existe una isometria de la métrica.

Ahora, para definir lo que es un espacio-tiempo espacialmente isotrépico considere primero
una congruencia de curvas tipo-tiempo en M, es decir, una familia de curvas que llenan a
toda la variedad M tales que en cada punto P € M pasa una curva tipo tiempo y se puede
definir un vector tangente U, asi como un conjunto Vp(U) formado de vectores ortogonales
a U en el punto P. Entonces, un espacio-tiempo es espacialmente isotropico si es llenado por
una congruencia de curvas que satisfacen la propiedad de que dado cualquier punto Py dados
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cualesquiera dos vectores unitarios tangentes ! s1,s9 € Vp(U) existe una isometria de g la
cual deja a Py al vector U (situado en P) fijos, pero rota s hacia sy (ver figura 2.1). La idea de

.

Figura 2.1: Hipersuperficies tipo espacio X, y curvas tipo tiempo que llenan la variedad M

un Universo homogéneo e isotrépico proviene de los primeros trabajos de Einstein, quien hizo
la suposicion basandose en conjeturas tedricas a fin de simplificar las soluciones. Actualmente
la mejor evidencia en favor de la isotropia viene dada por la uniformidad de la temperatura de
la Radiaciéon Césmica de Fondo (CMBR), la cual es un campo que permea todo el Universo
con temperatura ~ 2.75 K con diferencias de apenas §t/t ~ 1075 K. Vamos a mencionar
que las densidades de inhomogeneidades primitivas son el resultado de las fluctuaciones de
temperatura en el CMBR y esto ofrece una prueba para las teorias de formacién de estructuras.
La evidencia directa de la homogeneidad en la distribucién de galaxias es mas sutil, y aunque
el conteo de galaxias ha aportado evidencias favorables su interpretacién no es muy directa.
En otras palabras, dado que la luz es sélo una pista para hallar objetos masivos, dichos conteos
unicamente nos permiten determinar cémo estd distribuida la luz (por ejemplo galaxias) y no
la materia en general.

2.2. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker

La tnica métrica compatible con el principio cosmoldgico de isotropia y homogeneidad
espacial a gran escala es la de Friedmann-Robertson- Walker (FRW). En coordenadas esféricas
(r,0,¢) el elemento de linea ds® tiene la forma

dr?

1 — kr?

ds* = —dt* + a*(t) | +72(d6? + sin® 0d¢?)], (2.1)
en donde la funcién a(t) es llamada factor de escala y k es una constante que nos indica la cur-
vatura espacial del Universo. Dependiendo del valor de k el Universo puede ser cerrado, abierto
o plano, de acuerdo a si la curvatura espacial es positiva, negativa o nula, respectivamente.
La curvatura espacial queda determinada a través del contenido de materia-energia en
el Universo, es decir, de la abundancia de cada una de sus componentes. Hasta ahora las
observaciones cosmoldgicas realizadas por WMAP sugieren que el valor de k es practicamente

'Por “espaciales” se refiere a que son ortogonales al vector U.
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k

Densidad critica

Curvatura espacial

Tipo Universo

k>0
k<0
k=20

P > Perit
P < Perit
P = Pecrit

positiva
negativa
nula

cerrado
abierto
plano

Cuadro 2.1: Distintas geometrias dependiendo del valor del factor de curvatura espacial k y
de la densidad critica p.

cero, ésto es, que el Universo es espacialmente plano [10]. Una de las predicciones que se
pueden obtener de la métrica de FRW es la expansién del Universo cuantificada a través
del factor de escala a(t). Esta funcién representa la distancia comdvil, es decir, la distancia
entre dos puntos arbitrarios que se van alejando entre si conforme el Universo se expande. Se
considera que ésta distancia es cero en ¢t = 0 y a partir de este momento aumenta debido a la
expansion del Universo. Hoy en dia se denota como “ag” y se normaliza al valor ag = 1.

2.2.1. Vectores de Killing para la métrica de FRW

Otra forma de considerar la isotropia espacial es a través de la condiciéon de que las ecua-
ciones deben ser invariantes ante rotaciones espaciales, y de forma similiar la homogeneidad
se puede establecer como la invarianza ante translaciones espaciales. Se dice entonces que el
espacio-tiempo (M, g) es invariante bajo un grupo uni-paramétrico si se satisface

£.9 = 0, (2.2)

en donde el grupo uni-paramétrico es generado por el campo vectorial € llamado campo vec-
torial de Killing de la métrica. La invariancia bajo un grupo tres-paramétrico de rotaciones
espaciales (isotropia) implica la existencia de un espacio vectorial de Killing

g1 = cos(¢)0y — cot()sin(¢)0y, (2.3)
g9 = sin(¢)dy + cot(8) cos(¢)0y, (2.4)
g3 = 0O, (2.5)

Por otro lado, la invariancia bajo un grupo tres-paramétrico de traslaciones espaciales
(homogeneidad) implica la existencia de otro espacio-vectorial de vectores de Killing

. f(lm :sin(H) cos(9)o, + POy, :is?ézg) a¢] , (2.6)

65 = f(lr) 5in(6) sin6)0, + COS(G):m(@ Do + :‘S)iffg)) 84 : (2.7)

e = f(lr) _cos(@)@r—smr(e)ag , (2.8)
donde la funcién f(r) es: f(r) = L.
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2.3. Las componentes del Universo
La mayoria de los modelos cosmolédgicos considera la existencia de 4 tipos de materia:

Materia barionica. Estd constituida por los bariones y fermiones del Modelo FEstandar.
Se encuentra principalmente en forma de estrellas, galaxias, polvo interestela y se ha
establecido a partir de proceso de nucleosintesis que la proporcion total en el Universo
es ~ 4.5% [10].

Radiacién. Se trata de una radiacién electromagnética (Radiacién césmica de fondo CMB
por sus siglas en inglés) que permea todo el Universo de forma altamente isotrépica cuya
distribucion espectral corresponde a la de un cuerpo negro con una temperatura de 2.725
K [10]. Se estima que su abundancia hoy en dia a la densidad de la materia-energia es
de ~ 0.005 %.

Materia oscura. Se trata de aquel tipo de materia que no emite radiacién electromagética
y ha sido detectada a través de sus efectos gravitacionales usando curvas de rotacion en
galaxias, aunque también se encuentra en los cimulos de galaxias, asi como en regiones
”vacias”. Se desconoce su naturaleza y por lo tanto las particulas que la componen no
pertenecen al modelo estdndar. Las estimaciones actuales sugieren que es ~ 23.3% de
la proporcién total de materia-energia en el Universo actual [10].

Energia oscura. Es el nombre genérico que se utiliza para denominar al responsable de la
presente expansion acelerada del Universo (segin el modelo esténdar). Fue descubierta
inicialmente por Adam Riess et al. [11] en 1998 y confirmada meses mas tarde por
Perlmutter et al. [13]. Segun el modelo ACDM, su abundancia se estima del orden de
~ 72 % de la densidad total de materia-energia presente en el Universo [10].

2.4. Fluido perfecto y el tensor de energia-momento

En cosmologia se considera a cada uno de los componentes del Universo como un fluido
caracterizado por cantidades macroscépicas tales como densidad, presién, temperatura,
entropia, viscosidad, etc. Por ejemplo, las galaxias, cimulos de galaxias, etc., pueden consid-
erarse como particulas de un fluido. A pesar de que cada particula del fluido tiene su propia
velocidad, el fluido como un todo (a nivel cosmolégico) tiene su propio campo de velocidades
global. Ahora, para caracterizar sus propiedades se define el tensor de energia-momento
TH el cual contiene toda la informacién relativa a la energia del fluido. Las componentes
T v T% corresponden a la densidad de energia p y la componente de la presién p*, T
corresponde a la densidad de momento y los elementos T% corresponde al flujo de momento.

Un caso particular de fluidos muy ttiles en cosmologia son los llamados fluidos perfectos ya
que permiten aproximar en buena medida el comportamiento de los fluidos cosmolégicos, por
ser homogeneos e isotrépicos. Un fluido perfecto se define como aquel en el cual un observador
comovil verd al fluido alrededor de él isotrdpico y ésto sélo es posible si el tiempo y camino
libres medios entre colisiones son muy grandes comparados con las escalas usadas por el
observador. Los fluidos perfectos se distinguen por ser caracterizados por dos componentes,
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su densidad p y presién p medidos en el marco de referencia en reposo del fluido. Debido a
la isotropia todos los términos fuera de la diagonal son cero, ya que no existe flujo neto de
momento en direccién ortogonal. Ademas, los componentes de la diagonal deben ser iguales
T =722 = 733 asi que los ntiimeros independientes son por lo tanto la densidad de energia
p =T y la presién T%. Escribimos entonces al tensor de energia-momento del fluido perfecto

" = pUrU" + p(g"” + U UY), (2.9)
en donde g,,,, es el tensor métrico y U* es la cuadrivelocidad de un observador comévil
Aot
ur =2 (2.10)
dr

siendo 7 el tiempo propio del observador. Normalizando las cuadrivelocidades comoviles, se
tiene: UYU, = —1, asi que

U* = (1,0,0,0), U, =(—1,0,0,0), (2.11)
v la traza T de T" es
T=T=g"Tw=3p—p. (2.12)
2.4.1. Conservacion local de la materia

Partiendo del tensor de fluido perfecto y usando la identidad de Biachi es posible tener
una ecuacion de conservacion local de masa-energia

v, T, =0, (2.13)
la cual es obedecida individualmente por cada una de las diferentes componentes de materia-
energia presentes en el Universo. Tomando la componente temporal V,T*; = 0

0T, + T\ T =T, Ty = 0, (2.14)
y dado que el tensor T#,, de un fluido perfecto es diagonal en el sistema de referencia comévil
podemos reescribir la ecuacién anterior como

QT +Th T — 717, — 19T —T5,T?% = 0. (2.15)
Para nuestro caso, los simbolos de Christoffel distintos de cero son
Iy = th = rit - g y Iy =0, (2.16)
asi que sustituyendo en (2.15) y tomando los elementos de 7%, a partir de (B.4)
—0p+ 15,37 — T = T% —T%) = 0,
= —p g(—Sp “3p) = o0 (2.17)

De esta forma se llega a la ecuacion de conservacion local de materia-energia
, a
pt3-_(p+p) =0, (2.18)

la cual debe ser cumplida por todos los fluidos presentes en el Universo. Como se mencioné al
inicio de esta seccidon, esta expresion no es de forma estricta una “ecuacién de conservacién”
dado que la densidad de materia-energia no se conserva en general en un espacio-tiempo curvo.
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2.4.2. Ecuaciones de estado

El modelo més sencillo que se ha propuesto nos dice que los fluidos relevantes en cosmologia
presentan una ecuacion de estado muy sencilla que relaciona la presién del fluido con su
densidad de energia de forma lineal

p=wp, (2.19)

donde w es una constante de proporcionalidad adimensional?. Se acostumbra llamar a
esta expresion ecuacion de estado barotropica y cada fluido en el Universo tienen asociado su
propia ecuacion. Para modelarvlas distintas componentes se tiene

tipo de materia ‘ w
Materia bariénica y oscura 0
Radiacién 1/3
Constante cosmolégica -1

Para el caso de las componentes de materia baridnica y oscura, se supone que su presion es
tan pequenia comparada con su densidad de energia que puede considerarse cero (sin que esto
implique que la densidad sea cero). Comunmente los fluidos que tienen la caracteristica de
p = 0 son llamados polvo. Para el caso de la energia oscura, si se asume que ésta es la constante
cosmoldgica, entonces se tiene que su ecuacién de estado es p = —p (es decir, w = —1).

2.5. Ecuaciones de Friedmann

Las ecuaciones de Friedmann permiten estudiar de manera cuantitativa la evolucién, com-
posicién, geometria y dindmica del Universo. Para deducirlas partimos de las ecuaciones de
Einstein

1
R, =8rG (T;w - 2gWT> , (2.20)

en donde R, es el tensor de Ricci, G es la constante gravitacional de Newton, 7T}, el tensor
de energia-momento total del Universo y T la traza de T},

T =Th, + Tl +Tp, + Tiy + ooy (2.21)

uperi ndi m T notan “materi riémi materi ur ra-
los superi ndices “b”, “mo”, “r”, “A” denotan “materia bariénica”, “materia oscura”, “ra

diacién” y “constante cosmoldgica” respectivamente. Los puntos suspensivos indican cualquier
otro tipo de materia o energia adicional que otro modelo pudiera proponer. Vamos a comenzar
calculando la componente temporal de (2.20) y para ello tomamos al tensor T}, de la forma
(B.4), los elementos de la matriz g,, como (B.2) y para la traza de T (B.5) tenemos que
sustituyendo en (2.20)

1 81G
Ryt = 8nG [p +506p - p)] =— Bp+p), (2.22)
en donde p y p denotan la densidad y presién total de los fluidos que conforman al Universo
P = Pb+t Pmo+ pr+pA+ ... (223)
P = Db+ Pmot+Prt+pat.. (2.24)

2Tomando el valor de la velocidad de la luz ¢ = 1. La expresién completa es p = cwp.
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Finalmente sustituimos (B.20) en (2.22)

a 4G
- _ . 2.2
a 3 (3]9 P) ( 5)

Esta ecuacion es llamada sequnda ecuacion de Friedmann. La primera se deriva a partir de la
segunda tomando las componentes radiales de la forma (B.2), asi que

a? 1
Ryp = SWGm [p - 5(317 - P)] ) (2.26)
con k el factor de la curvatura espacial. Usando nuevamente (B.20) se encuentra que
ai + 242 + 2k
Igualando estas dos expresiones
. . 2
a a 2k
-+2( - — =47G(p — 2.28
ot (a)+a2 mG(p = p), (2.28)
y sustituyendo (2.25) en esta tdltima expresién
-\ 2
a 2k ArG
2( - — = 4 - —_
(a) + 3 mG(p—p)+ —5—Bp+0),
ArG
= —3 Bp=3p+p+3p),
drG
= —A4
3 P
N
a k 8rG
= - - = —). 2.29
() T (2.29)
Si defimos al parametro de Hubble de la forma
1(t
H(t) = at) (2.30)

H%(t) = ?,)(t) — a,f(t) (2.31)

Existen otras dos formas de expresar esta ecuacion. Una de ellas es a través de los pardmetros
de densidad €); para cada una de las componentes de materia presentes en el Universo

Pi
0= 2.32
Perit ( )

en donde p; es la densidad de materia-energia de la i—ésima componente de materia del
Universo v perit €s la densidad critica que a su vez se define como
3H?(t)

&G’

Perit () = (2.33)
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la cual proviene de asumir £ = 0 en (2.31). Cuando p = perir se dice que el Universo es
espacialmente plano, si p > perit €s cerrado, y si p < peit €s abierto ( Cuadro 2.1).

Vamos a distinguir el tiempo césmico ¢, asi como cualquier otra cantidad cosmoldgica evaluada
en el presente con un subindice o superindice cero. Por tanto, el valor presente de la densidad
critica lo representamos como

3H? _
POs = perit(to) = ﬁ ~1.16 x 10~ 2"kg/m?, (2.34)

donde Hy = H (tp) es la constante de Hubble. Usando ahora (2.32) y (2.33) podemos reescribir
la ecuacién de Friedmann de la siguiente forma. Primero vamos a dividir ambos lados por H?
e identificamos el factor que corresponde a la densidad critica

P k
1= — . 2.35
Perit a’H? ( )
Si definimos al parametro € que corresponde a la curvatura espacial del Universo como
k
y usando también (2.33), la ecuacién (2.35) se convierte en
1 = Qtotar + 2k, (237)
con
Qiotal = =0y 4+ Qo + 0 + Q0 + ... (2.38)
crit

Otra forma de expresar la ecuacién de Friedmann es uniendo las expresiones (2.31) y (2.37)
con la ayuda de la ecuacién de conservaciéon de la materia. Primero hay que encontrar la de-
pendencia de la densidad p; con respecto al factor de escala para cada una de las componentes.
Ya que la presién asociada al fluido de materia barionica es cero, la ecuacién de conservacién
de materia toma la forma

a
po+3-pp = 0, (2.39)
== 32
Pb a
dlnpy, 3dlna
a dt -’
Pb a
:>/ dlnp, = -3/ dlna,
Pbo ao
3
= In <p8> = In (@) ,
Py a
P
= mla) = 2, (2.40)

donde hemos normalizado al factor de escala de forma que en el presente ag = 1. Ya que para
la materia oscura se tiene exactamente la misma expresion que para la baridnica tenemos

0
Pmol(a) = ;:;0, (2.41)
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con pY . el valor presente de la densidad de la materia oscura. En ocasiones se suele agrupar
ambas componentes, materia bariénica y oscura, en una misma expresion, y se suele referir a
ella simplemente como “materia” y la denotamos como py(a). Esta se define de la siguiente
forma

pvi(a) = pu(a) + pmo(@);, PRI = b + Pinos (2.42)
con lo que se llega a
0
P
pu(a) = a—%/[. (2.43)

Para la componente de radiacion, la ecuacion de estado puede calcularse a partir del tensor
de energia-momento del campo electromagnético

1
= FuaF® — =g FopF?, (2.44)

T
4

7%
en donde F),, es el tensor de Faraday 3 cuya traza es

TH, = FoFH — F,3FP, = ", =0, (2.45)
Considerando las ecuaciones (B.5) y (2.45), obtenemos que T#, = 0 = 3p; — pr, asi que

1

. 2.46
P =30 (2.46)

Sustituyendo la ecuacién anterior en (2.18) obtenemos

dpy a
4— =0

a ’
idpr _ _43,
pr dt a
d1n py dlna

dt dt
d

4
Pr
=>/ dlnp, = —4/
Pro 1
=1In (pg) = In (1)
Pr a

_ A
= pe(a) = e (2.47)

Y
Ina,
4

Para el caso de la constante cosmoldgica se tiene puede relacionarse con la energia de vacio;
una especie de densidad de energia caracteristica del espacio libre. Una caracteristica que
se debe satisfacer es que debe ser isotrdpica, asi que su tensor de energia-momento debe
comportanrse como un invariante de Lorentz bajo transformacion de coordenadas. Para el

)

caso local se debe satisfacer que el tensor es proporcional a la métrica T,Egac = —Pvactuv, Y&

3El tensor de intensidad del campo electromagnético F),, se define en términos del cuadripotencial A como
F,, =0,A, —0,A, donde A, = (—¢,A), ¢ y A son los potenciales eléctrico y magnético respectivamente.
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que 7 es el inico tensor invariante de tipo (0,2). Cuando generalizamos al caso de cualesquiera
sistemas de coordenadas se tiene

T}Szac) = —PvacYuv, (248)

y comparando con eltensor del fluido perfecto llegamos a una ecuacién de estado de la forma
Pvac = —P(vac)- Sustituyendo esta expresién en (2.18) y sustitutendo la etiqueta de vacio por
la de una constante cosmolégica se obtiene

dpa
— =0 2.49
i ; (2.49)

lo cual implica que la densidad de la constante cosmoldgica siempre es una constante
pa = p] = cte. (2.50)

Sustituyendo ahora las expresiones (2.40, 2.41, 2.47, 2.50) en la ecuacién de Friedmann ten-

€11n0S 0 0 0
$7G k
.W—7r<%+mm+m+d>—ﬂ, (2.51)

3 asd al at

y dividiendo por Hg e identificando la expresion de la densidad critica

H? 0 1 0 1 | Q k

Hg B pgrit aS p(c)rit a3 p(c)rit a4 pgrit CL2H02 ‘
Tomando las definiciones del pardametro de densidad y de la curvatura espacial Q0 =_k / Hg
llegamos a
00 Qo a0\ /2
H@:m&£+£+&+%+£>. (2.53)

Para determinar el valor de k a partir del parametro de curvatura Q% en el modelo ACDM se
tiene

Cerrado k>0 = Q<0 = Q0+ +0%+0Y>0.
Plano k=0 = =0 = N+ +0Q+Q=0.

Abierto k<0 = Q)>0 = Q4+ +0)+Q<0.

0

0o ¥ QR queda determinada la geometrfa del Universo.

Es decir, hallando los valores de ()

2.6. Un Universo en expansion

2.6.1. Descubrimiento de la aceleracién

En 1998 un grupo de astrénomos encabezados por Adam G. Riess publicaron un articulo
titulado “Observational evidence from supernovae for an accelerating Universe and a cosmo-
logical constant” [11] en el que indicaban la posible expansion acelerada del Universo hoy en
dia. Este grupo realizé un estudio sobre 50 supernovas tipo la que se encontraban a diversas
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1(2)

:

40 50 SNe Ia (1998)

38

Qo=0.3, Qp =0.7 (= Qyy=0.0)
7777777 Q0=0.2, Qp =0.0 (= Qyy=0.8)
—  Oyo=l, Q0.0 (3 Q4=0.0)

36 1
34

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Z
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.2: Grafica de los 50 datos de supernovas tipo la utilizados por Riess et al. [11], con
los que llegaron a la conclusion de la existencia de una aceleracién presente del Universo y la
posible existencia de una constante cosmoldgica no nula.

distancias cosmolégicas y descubrieron que éstas parecian tener una luminosidad aparente
menor de la que predecia el modelo cosmolégico mas aceptado en aquel entonces: g = 1
(con Q2,9 = 0.00005 y Qrp = Qo = 0). Revisaron las posibles razones que atenuaban su lumi-
nosidad tales como errores sistematicos en las mediciones, polvo interestelar, evolucién de la
metalicidad, lentes gravitaciones, etc. y a pesar de tomar en cuenta estos fenémenos, la lumi-
nosidad era de cualquier forma notablemente menor a lo esperado (ver figura 2.2). De aqui se
concluyd que el atenuamiento era en realidad debido a que las supernovas se encontraban a
una distancia mayor de la esperada, es decir, estaban en promedio 10 %-15 % maés distantes
que lo que predecia el modelo. Al realizar un analisis estadistico para determinar y acotar los
valores de Qg y Q40 encontraron que el modelo favorecido (i.e., que mejor ajustaba los datos)
era el de una constante cosmoldgica positiva Qxg9 > 0, con un 99.9% de nivel de confianza
(4.0 o) y un Universo en expansién acelerada, con también un 99.9 % de confianza; asum-
iendo solamente que (g fuera positiva. Con esto concluyeron que el aparente atenuamiento
de las supernovas podria explicarse con la presencia de una constante cosmoldgica positiva
(Qa0 =~ 0.7, asumiendo Q; = 0) y con un Universo en una etapa de expansion acelerada [11].
Esto desperté gran interés entre la comunidad y generd que diversos grupos se pusieran a
trabajar en el tema. Ese mismo ano un grupo liderado por Saul Perlmutter realizé un estu-
dio semejante al de Riess y, usando una forma distinta de manejo de datos llega a la misma
conclusién: un Universo en expansién acelerada y la presencia de una constante cosmolégica
con contribucién del orden de Q59 ~ 0.7 [12, 13].

Por la parte tedrica se han propuesto una gran cantidad de modelos para explicar las
observaciones de manera satisfactoria y hasta el momento todos lo hacen de manera parcial
(mostrando aspectos incomprendidos de la teoria), o abriendo nuevos problemas. Entre todos
los modelos destaca “ACDM” (Lambda Cold Dark Matter), el cual como vimos antes, propone
un universo constitutido principalmente por materia oscura fria y constante cosmoldgica a
manera de energia oscura.
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2.6.2. El parametro de desaceleracion

En el estudio de la supernovas tipo Ia se ha encontrado que el Universo no sélo se esta
expandiendo, sino que la rapidez a la cual lo hace estd cambiando con el tiempo. El parametro
de desaceleracién es una manera de cuantificar esto. Si se considera una expansion de Taylor
del factor de escala alrededor de la época actual

a(t) = alto) + alto)(t — to) + %d(to)(t PRI (2.54)

Dividiendo por a(tp) y tomando coeficiente de (¢ — tp)como el pardmetro de Hubble actual,
podemos reescribir
a(t)

a(to)

siendo ¢(t) el parametro de desaceleracién

1
=1+ Hy(t —to) — iqug(t —to)? + ... (2.55)

Q) = ———F—~—. (2.56)

En términos de ¢(t) se tiene

a>0 = q(t)<0 Expansion acelerada del Universo.
i<0 = q(t)>0 Expansién desacelerada del Universo.
De igual forma, de la definicion del parametro de Hubble

H(t) > 0= Ezpansion del Universo.

H(t) < 0= Contraccion del Universo.

2.7. Expansion acelerada del Universo

Se acostumbra escribir al corriento al rojo gravitacional como

14+2=2 (2.57)
a

y con la ayuda del pardmetro de desaceleracién (2.56) reescribimos al factor de Hubble como

H(2) = Hyexp < /0 [+ ()] din(1 + z')> . (2.58)

Dedinimos la distancia de luminosidad

L
d? = — 2.59
L AT F ) ( )
con L la luminosidad absoluta de la fuente y F' el flujo de fotones medido por un observador,
como una medicién de distancias en astronomia la cual se basa en la diferencia entre la

magnitud absoluta y aparente de un objeto astronémico, ya que la magnitud aparente se ve
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afectado por la curvatura del espacio-tiempo, el correimiento al rojo de fotones y la dilatacion
del tiempo. Empleando (2.58), se tiene que

dp(z) = C(lHEZ) /OZ exp <— /Oz[l +q(2")] dIn(1 + z’)) dz', (2.60)

en donde hemos asumido un Universo plano. Haciendo una expansién de ¢(z) alrededor de
z = 0 a primer orden

dq

q(z) = qo+z—

2.61
= (261)

z=0

podemos calcular el valor que el pardmetro de desaceleracién tiene hoy en dia, gy = q(z = 0),
y por otro lado (dg/dz)|.—o indicard la evolucién de ¢(z). Con esto se podrd investigar el signo
de qp y si ha habido transiciones en el pasado a partir del signo de (dq/dz)|.,—¢. Tomando en
cuenta la expansion (2.61), la expresién (2.60) resulta

Cc(l+2) (7 dz'
dilz) = Hy /0 (1+ 2/)1Fa0=a% e*'do’ (2.62)

donde ¢, = (dg/dz)|.=o. Del analisis estadistico usando los datos de supernova Ia se encuentra
que las mejores estimaciones son:

dg
z

q = —0.7432, = 1.6344. (2.63)

2=0

Observe cémo ¢y < 0, lo cual significa que el Universo tiene una expansion acelerada hoy
en dia. Ademds, dq/dz|,—p > 0 lo cual sugiere un periodo de desaceleracién en el pasado
del Universo, debido a que la funcién ¢(z) es una recta bajo la aproximacion lineal ¢(z) =
qo + 2(dg/dz)| =0, y si dq/dz|,—p > 0 (con gy < 0) implica entonces que ¢(z) fue positiva para
algin z > 0 (en algiin momento en el pasado) en particular.

2.7.1. Transicion desaceleracion - aceleracién en el pasado

Los datos de SNe Ia dan evidencia que el Universo se expande aceleradamente hoy en
dia y sugieren que hubo un periodo de desaceleracion previo al de aceleracién presente. La
transicion entre un periodo previo de desaceleracién seguido de un periodo acelerado sucederia
cuando ¢(z:) = 0, donde z; indica el valor de redshift cuando la transicién sucede. Usando
nuevamente la aproximacién lineal de ¢(z) en (2.61) se tiene

q(z) = 0=gqo+qhz,
%0

= 2 = = 7
4o

(2.64)

en donde ¢ = (dg/dz)|.=o. Al evaluar q(z) en los valores de las mejores estimaciones para
(9o, q(,) se obtiene z; = 0.442, lo cual indica que hubo una transicién entre desaceleracién -
aceleracién y que ésta sucediéo muy probablemente a un redshift de z; = 0.442.
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2.7.2. El problema de la coincidencia césmica

Este es uno de los problemas que tiene el modelo cosmolégico ACDM que més ha des-
pertado interés entre la comunidad. De acuerdo a las predicciones de ACDM, la densidad de
energia oscura hoy en dia es del mismo orden que el de la densidad de materia (oscura +
bariénica). Es decir, de todos los posibles valores que estas densidades podria valer hoy en
dia, resulta que estamos viviendo justamente en una época en la cual ambas parecen tener
casi el mismo valor. Como se mencioné anteriormente, usando datos observacionales en com-
binacién con ACDM se encuentra que los parametros de densidad de constante cosmolégica
y de materia oscura + baridnica, hoy en dia son Qxp =~ 0.73 v Qo =~ 0.27. La figura 2.3
muestra la evolucién de los pardmetros de densidad, en funcién del factor de escala, donde las
relaciones son Qn(a) = pa(a)/pls = Qo/a® vy Qa = pa/pls = Qao = constante. Observe
cémo cuando a = 1, los valores de 5 y 2\ son muy cercanos en comparacion a la diferencia
de valores en tiempos pasados del Universo.

Problema de la coincidencia cosmica
In(p(a)/pgge)

1000 -

100

cosmological constant

0.1} \
‘ ‘ ‘ L oa

0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.3: Gréficas del logaritmo para materia (oscura + bariénica) y energia oscura como
constante cosmologica.
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Capitulo 3
Sistemas dinamicos

El objetivo de la teoria de sistemas dinamicos es estudiar los modelos de evolucion de
fendmenos naturales y asi representar su evolucién en el espacio fase, en donde el conocimiento
de ciertos objetos geométricos resulta clave para la comprension del problema. Esto da lugar
a modelos matematicos que se esriben en términos de ecuaciones diferenciales, asi que en
sentido amplio, lo que hacemos es determinar la estructura del conjunto de soluciones que
representan al sistema. Se dara una descripcion de los teoremas mas importantes de la teoria,
asi como de la formulaciéon Hamiltoniana de sistemas dindmicos, la cual es pieza clave para el
seguimiento de esta tesis.

3.1. Sistemas lineales

Comenzamos con una ecuacion diferencial de la forma

I = AfZ, (3.1)
en donde A una matriz nxn, £ un vector de IR", y
dxy
r=— = : . (3.2)
dt :
dxo
di
Puede hallarse que la solucién de este sistema junto con una condicién inicial Z(0) = &
estd dada por
Z(t) = xo e, (3.3)
con e una matriz nxn. A partir de este momento y hasta el final del capitulo, vamos a

escribir los vectores sin flecha x y como vectores columna.

3.1.1. Sistemas lineales desacoplados
Consideremos un sistema de ecuaciones desacoplado
il = —I1

i‘Q = 2:132, (3.4)
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el cual puede ser escrito de forma matricial como

. -1 0

T = Az, con Az( 0 2 > (3.5)
De manera general, si la matriz es diagonal el sistema se reducird a un sistema lineal de-
sacoplado cuya solucién viene dada por

a:l(t) = Cleit
xg(t) = 026_2t. (3.6)

Definimos ahora el retrato de fase como una representacién geométrica de todas las trayectorias
de un sistema dindmico en donde cada curva representa una condicién inicial diferente, en
donde la configuracion de las curvas en el espacio de fase revela informacion sobre la existencia
de atractores, repulsores, puntos silla, etc. Un grafico de un retrato de fases de un sistema
dindmico representa las trayectorias del sistema con flechas y sus estados de equilibrio estable
e inestable con puntos. Vamos a mencionar que un sistema dindmico definido por sistema
de ecuaciones tipo (3.1) puede ser visto como un mapeo ¢ : Rz IR?> — IR? definido por la
solucién z(t, ¢) dado por

o(t) = [ o ] ‘. (3.7)

3.1.2. Teorema fundamental de los sistemas lineales

Para poder demostrar este teorema es necesario calcular la derivada de la funcién
exponencial e* usando la nocién de convergencia uniforme.

Teorema. Sea A una matriz cuadrada, entonces

d
s et = Aet. (3.8)

Demostracion: Sea A es una matriz nxn, se tiene que para todo t € IR

. GAE+R) _ JA()
dt h—0 h

2 kpk—1
= @ lim lim <A+A2h+...+AZ,) (3.9)

= At (3.10)

La ultima igualdad se obtiene gracias a que e

posible intercambiar el orden de los limites.

converge uniformemente para |z| < 1y es
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Teorema fundamental de los sistemas lineales. Sea A una matriz n x n. Se tiene que
para todo zg € IR", el problema con valores inciales

T = Ax
z(0) = xmo (3.11)
tiene una unica solucion dada por
z(t) = e 1, (3.12)
Demostracion: Para la existencia de la solucién usamos el teorema anterior
d
z(t) = p ey = AeMag = Ax(t), (3.13)

para todo tg € IR. Ademds, z(0) = I zo = x0, asf que z(t) = eA®) x4 es solucién del sistema.

Para la unicidad vamos a tomar y(t) = e~z (t) como solucién de (3.11), asi que

g(t) = —Ae Ma(t) + Ae Mi(t)
= —Ae Mz(t) + Ae M Ax(t)
= 0, (3.14)

para todo ty € IR, por lo que y(t) debe ser una constante. Si tomamos ahora t = 0, puede verse

que y(t) = xo y por lo tanto toda solucién de (3.11) estd dada por x(t) = Aet, y(t) = eAtay.

3.1.3. Teoria de la estabilidad

Vamos a definir 3 subespacios importantes en el estudio de los sistemas lineales: el
subespacio estable, el inestable y el centro. Sea A una matriz nzn con k eigenvalores
negativos {\1,... A}, v (n — k) eigenvalores negativos diferentes {Ag11,...An}. Sea ahora
{v1,...v,} un conjunto de eigenvectores, se dice que los subespacios estable E® e inestable
E" se generan a partir de {v1,...vx} ¥ {Uk+1,...0n} respectivamente. Si la matriz A tiene
sélo eigenvalores imaginarios, entonces también existe el subespacio centro E€.

Vamos a tomar un sistema del tipo (3.1) y con w; = u; + iv; un eigenvector general de A
correspondiente al eigenvalor \; = a; + 1b;. Notemos que si b = 0, entonces v; = 0. Tomando
B ={uy,...Up, Ugs1,Vkt1,- - - Um, Uy } una base de IR™ (con n = 2m — k).

Definicién: Sea \j = a;+1ibj, wj = uj +iv; y B = {u1, ... Uk, Ugt1, Vkt1, - - - Um, Upy } UNA
base de IR™ (con n = 2m — k). Se tiene que

E® = generado por {uj,vjla; < 0}
E" = generado por {u;,vjla; >0} (3.15)
E¢ = generado por {u;,vjla; =0},

(3.16)

es decir, E°, E" y E° son subespacios de IR"™ generados por las partes real e imaginaria de
los eigenvectores generalizados w; correspondientes a los eigenvalores A; con la parte real
negativa, positiva e igual a cero respectivamente.
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3.2. Sistemas no lineales: Teoria local

Vamos a comenzar con una ecuacién diferencial del tipo

&= f(z), (3.17)

en donde f : E —IR, y F es un subconjunto abierto de IR". Se mostrara mas adelante que
bajo ciertas condiciones el sistema (3.17) tiene una tnica solucién para cada xg € E definido
sobre un intervalo maximo de existencia (o, 5) €IR. En general no es posible resolver un
sistema de ecuaciones de este tipo, sin embargo, una gran cantidad de informacion cualitativa
del comportamiento local puede ser obtenida con las herramientas que estudiaremos en este
apartado. En particular, vamos a revisar el teorema de Hartman-Grobman el cual afirma que
es posible tener un homeomorfismo alrededor del equilibrio entre las trayectorias del sistema
no lineal y las trayectorias del sistema linearizado.

3.2.1. Conceptos y definiciones

Considerando un sistema de ecuaciones diferenciales autdnomo

i = f(z), (3.18)

como el opuesto a un no autéonomo
i = f(,0), (3.19)

en donde la funcién f puede o no depender de la variable independiente ¢. Sin embargo,
todo sistema no auténomo con x €IR™ puede ser escrito como un sistema auténomo tomando
Tpt1 =1ty Tny1 = 1. Vamos a comenzar calculando la solucién de (3.18) por medio de

t
(1) = 2(0) + / F(3)ds, (3.20)
0
en donde f es una una funcion diferenciable.

Definicion: La funciéon f :IR™ — IR" es diferenciable en zy €IR", si existe una transfor-
macién D f(xg) € L(IR™) que satisface

i @0+ 1) = f(zo) = Df(zo)h _
|h| =0 Al

0, (3.21)

en donde D f(x) es llamada la derivada direccional de f a lo largo de zg.

Teorema. Si f :IR" — IR" es diferenciable en zg €IR", las derivadas parciales 0f;/0x;,
con i,j =1...n existen en xg y para todo = €IR",

Df(zo)z = gj(xo)xj. (3.22)
j=1

En otras palabras, si f es diferenciable, la derivada D f estd dada por la matriz Jacobiana.
Demostracion.
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Principios de Analisis Matematico, Walter Rudin, paginas 215-217.

Definicién: Sea f : E —IR" diferenciable sobre E. Entonces, f € C*(FE) si la derivada
Df : E — L(IR") es continua sobre E. Es decir, las derivadas parciales 0f;/0x;, con
1,7 = 1...n existen y son continuas sobre E.

3.2.2. Teorema fundamental de existencia y unicidad

FEn esta seccién vamos a establecer el TFEU para un sistema auténomo bajo la suposicién
que f € CY(E). Asfmismo probaremos el teorema de Hartman-Grobman y el teorema de la
variedad estable.

Definicion. Sea E un subconjunto abierto de IR". Se dice que una funcién f: E — IR"”
satisface la condicion de Lipschitz sobre E, si existe una constante positiva K, tal que para
todo z,y € £

[f(z) = F(y)| < K|z —yl. (3.23)

La funcion f se dice que es localmente Lipschitz sobre E si para todo zg € F existe una
e-vecindad de xg, N.(z9) C E y una constante K tal que para todo z,y € N(xg)

|f(z) = f(y)| < Kolz —yl. (3.24)

Lema. Sea E un subconjunto abierto de R" y f : E — IR". Entonces, si f € CY(E), f es
localmente Lipschitz sobre E.
Demostracién: Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 71 y 72.

Teorema fundamental de existencia y unicidad. Sea F un subconjunto abierto de
IR™ que contiene a zg y f una funcién diferenciable. Entonces, existe un nimero a > 0 tal
que el problema con valores iniciales

i = f(z)
z(0) = o, (3.25)

tiene una solucién tnica z(t) en el intervalo [—a, al.
Demostracién: Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 73 - 75.

3.2.3. Dependencia de las condiciones iniciales
Vamos a investigar la dependencia de la soluciéon para el problema con valor inicial
i = f(z)
z(0) = v, (3.26)

Si la ecuacién diferencial depende del parametro p € IR"™, es decir, si la funcién f(x) es
reemplazada por f(x, i), se tiene que la solucién u(t,y, 1) también depende del pardmetro p.
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Hablando de forma aproximada, la dependencia del la solucién u(t,y, ) sobre la condicién y
asi como del pardmetro p es continua.

Teorema. Dependencia de la condicién inicial Sea E un subconjunto de IR"™ que
contiene a xq y se asume que f € C'(E). Entonces existe un nimero a > 0 y § > 0 tal que
para todo y € N(zg) el problema con valor inicial (3.26) tiene una tnica solucién u(t,y) con
u € CHQ)y G = [~a,a] x Ns(zo) CIR"*1. Ademas, para todo y € Ns(xo) se tiene que u(t,y)
es al menos dos veces diferenciable para todo t € [—a, a].

Demostracion. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 80 -82.

Teorema. Dependencia de los parametros. Sea E un subconjunto abierto de IR ™™
que contiene al punto (zg,yo) con zg €IR", yo €ER™ y f € C1(E). Se tiene entonces que existe
un a > 0y 0 > 0 tal que para todo y € Ns(zp) y u € Ns(po), el problema con valor inicial
(3.26) tiene una tnica solucién u(t,y, i), con u € CH(G).

Demostracion. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, pdgina 83.

3.2.4. Intervalo maximo de existencia

Hemos visto en la seccién anterior que la solucién para una ecuacién del tipo (3.25) si
existe es tnica en un intervalo (—a,a). En esta seccién vamos a ver que el sistema tiene una
solucién x(t) definida en un intervalo méximo de existencia (o, 3). Ademds, si 8 es finito y
existe el limite

r1 = lim z(¢
BB~ (),
entonces x1 € I, siendo E la frontera de E. Cabe mencionar que la frontera de un conjunto
abierto F viene dada por = F ~ E, en donde E denota la clausura de E.

Teorema. Sea E un subconjunto abierto de IR" y f € C'(FE). Entonces, para todo
xo € E existe un intervalo méximo (a, 3) sobre el cual (3.25) tiene una solucién tnica z(t).
Demostracién. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 89, 90.

Definicién. El intervalo («, ) es llamado intervalo mdzimo de existencia de la solucién
x(t) para el sistema (3.25).

3.2.5. Flujo definido por una ecuacion diferencial

En la seccién 3.1 definimos el flujo de un sistema de ecuaciones por medio del mapeo
¢y = et :JIR™ —-IR™ de un sistema lineal & = Ax. Se tiene que satisface las propiedades

¢0($> = o,
¢s(9e(2)) = Pste(z), (3.27)
P—1(Pe(z)) = de(p—t()) =z, (3.28)

para todo x €IR. Vamos ahora a definir el flujo para un sistema no lineal, el cual también
satisface las propiedades anteriores. Comenzamos definiendo al intervalo maximo de existencia
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(a, ) de la solucién ¢(t, xzg) por I(xp).

Definicién. Sea E un subconjunto abierto de IR" y f € C1(E). Sea ¢(t, o) solucién de
(3.18) definida en su intervalo méximo de existencia I(zp). Entonces, para todo t € I(x), el
mapeo ¢, : E — E esta dado por

bi(w0) = H(t, z0),

es llamado flujo de la ecuacion diferencial; mientras que ¢; es llamado el flujo del campo
vectorial f(x).

3.2.6. Linearizacion

Una forma de comenzar nuestro analisis para un sistema no lineal
i = f(a), (3.29)

es determinar sus puntos de equilibrio y cémo describir su comportamiento alrededor de los
mismos. A continuacién vamos a mostrar que el comportamiento del sistema no lineal en la
vecindad de los puntos criticos es determinado por el sistema lineal

i = Az, (3.30)
en donde A = D f(xz¢). La funcién lineal Ax = D f(z¢)x es llamada la parte lineal de (3.29).

Definicién. Un punto 2y €IR" es llamado un punto de equilibrio o punto critico de (3.29)
si f(zp) = 0. Un punto de equilibrio es llamado hiperbdlico si niguno de los eigenvalores de
la matriz A = Df(xo) tiene parte real cero, decimos entonces que el sistema (3.30) es la
linearizacion de (3.29) en xy. Tomando un desarrollo en serie de Taylor para un punto de
equilibrio g =0

(@) = 0+ Df(0)e + %sz(o)a:2+... (3.31)

se tiene que D f(0)z es una buena aproximacién para el sistema no lineal f(z) cerca de x = 0.

Definicién. Un punto de equilibrio g del sistema no lineal (3.29) es llamado sumidero si
todos los eigenvalores de la matriz D f(x() tienen parte real negativa, fuente si los eigenvalores
tiene parte real positiva y silla si tiene al menos un eigenvalor con parte real positiva y un
eigenvalor con parte real negativa.

3.2.7. Teorema de la variedad estable

Se trata de uno de los resultados més importantes en la teoria local de sistemas dinamicos,
ya que muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico el sistema (3.29) posee una
variedad estable (S) e inestable (U) tangentes a E* y a E" en xy. Ahora, si (3.29) es el flujo
del sistema no lineal se tiene que S y U son invariantes bajo ¢; y se satisface

tlg(r)lo ¢1(c) =xg Ve e S tiu}loo ¢1(c) = xo Ve e U.
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Definicion. Sea X un espacio métrico y A, B son subconjuntos de X. Un homeomor-
fismo h de A sobre B es un mapeo uno uno y continuo entre A y B, tal que h : A — B
y h™1 : B — A es continua, y se dice que A y B son homeomérficas o topolégicamente
equivalentes.

Teorema de la variedad estable. Sea F un subconjunto abierto de IR™ que contiene
al origen, f € CY(E) y ¢ el flujo del sistema no lineal (3.29). Suponga que f(0) = 0 y que
D f(0) tiene k eigenvalores con parte real negativa y n — k aigenvalores con parte real positiva.
Entonces, existe una variedad diferenciable k-dimensional S tangente al subespacio estable
E? del sistema lineal (3.30) en el origen tal que para todo t > 0, ¢.(S) C S y para todo xg € S

tliglo de(0) = 0.

De igual forma una variedad diferenciable (n — k)-dimensional U tangente al subespacio in-
estable E" de (3.30) tmabién en el origen, tal que para todo ¢t < 0,¢,(U) C U para todo
xo €U,

A ¢y (o) = 0.

Demostracién. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 108-111.

Definicién. Sea ¢; el flujo del sistema no lineal (3.29). Las variedades estable e inestable
se definen por medio de

wH(0) = [ ¢:(9), w(0) = J ¢n(0), (3.32)

<0 t>0

y puede demostrarse que dichas variedades son tinicas e invariantes bajo el flujo ¢;.

Teorema de la variedad centro. Sea f € C"(E), donde E es un subconjunto abierto de
IR™ que contiene al origen y 7 > 1. Suponiendo que f(0) = 0y que D f(0) posee k eigenvalores
con parte real negativa, j eigenvalores con parte real positiva, y m = (n — k — j) eigenvalores
con parte real cero. Entonces, existe una variedad centro W¢(0) de clase C" tangente al
subespacio E¢ e invariante bajo ¢;.

Demostracién. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 115, 116.

3.2.8. El Teorema de Hartman-Grobman

Se trata de otro de los resultados importantes en la teoria local de ecuaciones difer-
enciales ordinarias, el cual nos dice que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico xzg, el
sistema no lineal (3.29) posee la misma estructura que el sistema lineal (3.30) con A = D f(xo).

Definicién. Dos sistemas auténomos (3.29) y (3.30) son equivalentes topoldgicos en la
vecindad del origen si existe un homeomorfismo H que mapea un subconjunto abierto U que
contiene al origen a un subconjunto abierto V', y mapea trayectorias de U a V preservando
la orientacién. Si el mapeo preserva también la parametrizacion del tiempo, entonces los
sistemas (3.29) y (3.30) son conjugados topoldgicos en la vecindad del origen.
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Teorema de Hartman-Grobman. Sea F un subconjunto abierto de IR™ el cual contiene
al origen, sea f € C1(E) y ¢; el flujo del sistema lineal (3.29). Suponiendo que f(z) = 0, y
A = Df(0) una matriz cuyos eigenvalores no son imaginarios puros, existe un homeomorfismo
H de un subconjunto abierto U el cual contiene al origen a un subconjunto V' que también
contiene al origen, tal que para todo xg € U y t € Iy CIR

H o ¢y(x0) = e H(xo). (3.33)

Es decir, H mapea trayectorias de (3.29) en trayectorias en (3.30) en la vecindad del origen
y preserva la parametrizacion.
Demostracién. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 119 - 123.

3.2.9. Estabilidad y funciones de Liapunov

Como hemos visto en secciones anteriores, la establilidad de cualquier punto de equilibrio
hiperbdlico xy de (3.29) estd determinada por los eigenvalores \; de la matriz Df(z). Un
punto de equilibrio hiperbdlico es asintoticamente estable si y sélo si Re(\;) < 0 Vi, y
asintoticamente inestable si se trata de una fuente o un punto silla.

Definicién. Sea ¢, el flujo de la ecuacién diferencial (3.29) definida para todo ¢t €IR. Un
punto de equilibrio x( es estable si y s6lo si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo
x € Ns(zo) yt >0

o1(x) € Ne(zo). (3.34)

El punto de equilibrio xy es asintoticamente estable si existe un § > 0 tal que para todo
x € Ns(zo)
lim ¢y (xg) = o. (3.35)
t—o0

Teorema. Si xy es un punto de equilibrio estable de (3.29), ningin eigenvalor de D f(z)
tiene parte real positiva.
Demostracién. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, pagina 122.

Teorema. Sea E un subconjunto abierto de IR que contiene a xy. Suponga que f €
CH(E), f(x) = 0 y que existe una funcién V € C1(E) que satisface V(x¢) =0y V(x) > 0, si
x # xo. Entonces,

= Si V(x) <0, para todo x € F, g es un punto de equilibrio estable.
s Si V(:C) < 0, para todo = € EF ~ xq, x¢ es asintoticamente estable.
s Si V(x) > 0, para todo x € E ~ xq, xg es asintoticamente estable.

Demostracién. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 130,131.

3.2.10. Sistemas Hamiltonianos

En esta seccién vamos a estudiar sistemas que aparecen en problemas fisicos cuando
utilizamos una formulacion Hamiltoniana.
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Definicién. Sea E un cubconjunto abierto de IR** y sea H € C?(E), con H =
H(z,y), x,y €IR™. Un sistema de la forma
_OH . OH
~ oy Y=o
es llamado sistema Hamiltoniano con n grados de libertad sobre E. Una caracteristica
importante de estos sistemas es que la energia se conserva a lo largo de las trayectorias.

x

(3.36)

Teorema de la conservacion de la energia. La energia total de un sistema Hamilto-
niano H (z,y) es una constante.
Demostracién. La derivada total del Hamiltoniano a lo largo de una trayectoria z(t), y(t)

se escribe
dH_87H. OH ., O0HOH 8H8H_

at ot oy T ar oy oy or

Por lo tanto, H(x,y) es constante a lo largo de cualquier curva que sea solucién de (3.29).

(3.37)

Lema. Si el origen es un foco para el sistema Hamiltoniano

se tiene que el origen no es estrictamente un méximo o minimo del Hamiltoniano H(z,y).
Un foco es un punto asintéticamente estable cuando todas las orbitas en sus proximidades
tienden a él pero no entran en él. Para que esto suceda los eigenvalores del sistema son
complejos conjugados con parte real negativa.

Demostracién. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 154,155.

Definicién. Un punto critico del sistema (3.29) en donde D f(x¢) no posee eigenvalores
nulos es llamado punto critico no degenerado, y en caso contrario se denomina punto critico
degenerado.

Teorema. Todo punto critico no degenerado del sistema Hamiltoniano (3.38) es un punto
silla o un centro; ademas, (zg, o) es un punto silla de (3.30) si y sélo si es un punto silla del
Hamiltoniano H (z,y). En caso de ser un maximo o minimo local de H(x,y), decimos que se
trata de un centro.

Demostracion. Differential Equations and Dynamical Systems, L. Perko, paginas 154,155.

Definicién. Sea E un subconjunto abierto de IR", y sea V € C?(E). Un sistema de la
forma

& = —grad V(x), (3.39)

es llamdo sistema gradiente de FE. Noétese que los puntos criticos del sistema gradiente
corresponden a punto criticos de la funcién V(x), con grad V' (z) = 0, mientras que los puntos
en donde V(x) # 0 son llamados puntos regulares.

Definicién. Sea zp un punto critico de V(z), el cual es un minimo estricto. La funcién
V(z) — V(zo) es llamda funcion de Liapunov del sistema en la vecindad de zo.
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Teorema. En los puntos regulares de V(x) las trayectorias del sistema gradiente (3.39)

cruzan las superficies de nivel de V(x) = cte. Los puntos criticos estrictos de la funcién V(x)
son puntos de equilibrio asintéticamente estables.
Defiincién. Todo punto critico no degenerado del sistema gradiente (3.39) sobre IR? es un
punto silla o un nodo, ademas, si (zg, yo) es un punto silla de la funcién V(z,y), es un punto
silla de (3.39). Por otro lado, si (29, yo) es un maximo o minimo estricto de V' (z,y), decimos
que es un punto inestable o estable de (3.39) respectivamente.

3.2.11. Estabilidad estructural

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo
con x € E CIR" abierto y f una funcién clase C'' con norma

1£1ly = sup|[f ()| + sup|| D f ()], (3.41)

mientras que para el caso que K C F sea un subconjunto compacto, la norma sobre K serd

[1F 11y = sup||f (@)[| + sup|[D f (2)] (3.42)

Definicion: Un campo vectorial f se dice estructuralmente estable si existe un € > 0 tal
que para toda g € C1(E) con ||f — g|[1 < €. Se dice entonces que existe un homeomorfismo
H : E — E tal que preserva la orientacién y mapea trayectorias de 2’ = f(z) a 2’ = g(z). A
manera de resumen podemos decir:

= Los puntos de equilibrio hiperbdlicos se preservan bajo pequenas perturbaciones;
ademas, el nimero de eigenvalores con parte real negativa permanece inalterado.

= Las orbitas hiperbdlicas también se conservan, ademés de que la dimensién de las var-
iedades estables e inestables es invariante. [16]

Teorema de Peixoto Sea f € C'(M), con M una variedad diferenciable dos dimension-

al. Entonces, f es estructuralmente estable sobre M si y sélo si se cumplen las siguientes

propiedades.

1. El namero de puntos criticos y de orbitas cerradas es finito.

2. Todos los puntos criticos son hiperbdlicos.
3. No existen drbitas heteroclineas que conecten puntos silla.

4. El conjunto de vectores estructuralmente estables es abierto y denso en C*(M).
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Demostracion: Differential Equations, Dynamical Systems and Linear Algebra by
S.W.Hirsch and S.Smale, paginas 298-301.

Definicion. Suponga que se tiene una familia de ecuaciones diferenciales del tipo
2 = f(x,\o), (3.43)

conx € E CIR", E abierto, f € C1(E) y A €IR™. Entonces, si 2’ = f(z, \g) es estructuralmente
estable, A\g es llamado valor de bifurcacién.
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Capitulo 4
Sistemas dinamicos en cosmologia

La teoria de sistemas dindmicos es adecuada para determinar los posibles estados (tempra-
nos y tardios) de los modelos cosmolégicos, ya que las ecuaciones que gobiernan al Universo
forman un sistema finito de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para nuestro caso, vamos a
trabajar el modelo para un sistema compuesto por materia bariénica (B), materia oscura
(DM) y energia oscura (DE), en el cual, ademds de existir la atraccién gravitacional usual, se
tiene que el sector oscuro presenta una interaccién () que puede relacionarse con el decaimien-
to de materia oscura a energia oscura. La idea central es aliviar el problema de la coincidencia
cOsmica, ya que como vimos en el caspitulo 2, es una de las interrogantes que tiene el modelo
estandar de la cosmologia.

4.1. Ecuaciones de movimiento

Partiendo de las ecuaciones de campo de Einstein vamos a hallar las ecuaciones de
movimiento para un modelo de energia oscura interactuante

G = 87G [Ty, '+ Ty, P + T, PM 4+ T, PP (4.1)
con TWi el tensor de energia-momento del fluido perfecto. Tomando la identidad de Bianchi

= Vv'7T,P%=0
VG =V'T," =0, = VT, =F, (4.2)
_ VVT#V DE — _F,u?

siendo F,, = Fu(pDM,pDE, U Vo UY Vappr) €l cuadrivector de interaccién. Ahora,
proyectando sobre un vector U* perpendicular a nuestra hipersuperficie podemos definir al
término de interaccién @

UtV PR =0,
Uit PM = UMF,=Q, (4.3)
UurNrT,, P = —UMF, = -Q. (4.4)
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Tomando al tensor de fluido perfecto de la forma (2.9) y después de algo de algebra

UMVVTMVZ‘ — U“VV [Tp,z/ == pUy,Ul/ + gw/p}
UV ypi — (pi +pi)V,UY, (4.5)

asi que para cada componente

vaupb,r - (pb,r +pb,r)quV =0
vaupi - (pz +Pi)quV - UVFV = Qa (46)
UVVuPi - (pz +pz)quV = _UVFV = -

Para el caso de la métrica de FRW (2.18) y usando los valores para w vistos en la seccién 3.2

pp+3Hpg = 0, (4.7)
pr+4Hpr = 0, (4.8)

ppym +3Hppy = Q, (4.9)

ppe +3H(1+w)ppr = —Q. (4.10)

4.2. Modelo ACold Dark Matter

Como vimos en el capitulo 2, ACDM es el modelo estdndar de la cosmologia gracias al
ajuste que presentan sus predicciones con las observaciones. Vamos a comenzar por analizar
este modelo con la ayuda de sistemas dinamicos y esto nos servird a manera de ejemplo
para después pasar al caso en donde la interaccién @) es distinta de cero. Reescribiendo las
ecuaciones anteriores

IbB + 3HPB = 07
pr+4Hpr = O,
pDM + 3HPDM = Oa
ppe = 0, (4.11)
puede hallarse de forma sencilla que las soluciones vienen dadas por
ap\3 ap\ 3
porr(a) = ppar (%) poar(a) = ppar (22)
ag 4
pr(a) = pf (2) pala) = 2. (4.12)

Sustituyendo en la ecuacién de Friedmann usando 3H3/87G = pY ., y multiplicando ambos
lados de la igualdad por el término (a®/a3H3)

@\* _ 8G ()" 4 ()" + poar (2" 4| - & a \"
a - 3 pB a pR a pDM (13 pA (I2 ) HO(LO

1 2[/713 PR | PDM 0

P ag La® — at ‘
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Tomando el cambio de variable = a/ag y 7 = Hopt, podemos definir la funcién y = dx/dr

Q% 9k 09 Y
y? = 22 [5 + =24 DM 4 0f + =, (4.14)
x T
y de igual forma
dy 1 [0% % QOD M 0
—“ =——z|—= 2 — 20| - 4.15
dr 2" [ x3 + A (4.15)
En este momento tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
QY% QO 09 Q%
y2=x[ + R+ =B 0} + }
d 1 [Q% Q% QY
W 1o 0% Tou oo (4.16)
dr 27 | a3
asi que para hallar los puntos criticos vamos a tomar y = dy/dr =0
QO
0% + 0%, + 27R - 20823 =0, (4.17)
0% 0,3 0
0% + 0%, + 2 + 02 + Q% =0. (4.18)
x

Definimos ahora una nueva variable Q?M = QOB + Q% > ¥ usando el hecho que QOR ~ 0.005,
podemos despreciar éste término y escribir al sistema como

QY —20%2% =0, QY 4+ 0823 + 022? = 0. (4.19)
(1) Para el caso de un universo plano Q¢ = 0 tenemos
0o 1/3
209, — Q%23 =0, = T = (ﬁg) . (4.20)
A
(7i) Para el caso con curvatura

08, =208 = 30%2% + Qlx =0,

—0o
z [30%2% + Q%] =0, = 21 =0, 23 = /37%0, (4.21)

lo cual sélo es valido para QO < 0. Vamos a establecer algunas relaciones entre la forma del

potencial Vy la localizacién de puntos criticos con los sistemas dindmicos de tipo Newtoniano

_ _ oV
a= Oa

= Si los puntos criticos & = y, y = —0V/0x se encuentran sobre el eje x, se trata de un
universo estatico yg = 0, z = xp.

= (20,0) es un punto critico si y sélo si es un punto de retorno para el potencial V(x) = 0.

= Si el punto (xp,0) es un maximo local de V' (x), se trata de un punto silla.

41



CAPITULO 4. SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA
4.2. MODELO ACOLD DARK MATTER

= Si el punto (z9,0) es un minimo local de V' (x), se trata de un punto centro.
= Si el punto (xp,0) es un punto de inflexién V(x), se trata de un punto singular.
s El espacio-fase del potencial es simétrico respecto a x y es antisimétrico respecto a y.

Todas estas propiedades son consecuencia del teorema de Hartman-Grobman, asi que para
caracterizar a los puntos criticos necesitamos determinar los eigenvalores de la matriz del

sistema. Tomando la ecuacién A\? 4+ detA = 0, con
0 1
A= |: Vv 0

T 022

:| (:)30,0)

la matriz de linearizacién. Por lo tanto, en caso de tener un maximo encontraremos que Aq

v Ao seran reales y de signo contrario, pero en caso de tener un minimo para el potencial \;
L S . Qv Qo

y A9 serdan imaginarios puros. Para ACDM se tiene A\ = x—’g” +O% ) Ao =—/ x—%” + 0%y

las graficas del potencial y el espacio-fase se muestran en la figura 4.1

.
a
Trayectoriak =0 __,.--";
Modelos abiertos e _——
- —
- . — e -
o -__-?__df —"'_f.’-._iy — =i P .
— — s
" ,/.".

Sy

VA =
\ “Modelos cerrados

e /

Figura 4.1: Espacio-fase y potencial para el caso ACDM en donde se muestra un universo
acelerante en términos del potencial. La parte sombreada del gréafico estd relacionada con la

region acelerante.
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4.3. Modelo sector oscuro interactuante

Las observaciones recientes nos dicen que las componentes principales del Universo 95 —
96 % son dos entidades a las que llamamos energfa y materia oscura, de las cuales se conoce
muy poco y son esenciales para tener una teroria consistente con las ecuaciones de campo
de Einstein. En el caso de materia oscura se sabe que se trata de materia no luminosa que
forma estructuras e interacciona gravitacionalmente con la materia bariénica. Por otro lado,
la energia oscura se trata de un objeto que presenta repulsiéon gravitacional y se dice que es
la responsable de la expansién acelerada.
Ahora bien, ya que no entendemos como actiian estas componentes nada nos impide creer
que existe alguna interaccién no gavitacional entre ellas la cual pueda jugar un papel muy
importante al momento de resolver (o aliviar) algunos problemas tedricos. Por ejemplo, puede
ser usada para entender el problema de coincidencia césmica [19], ya que de esta forma tenemos
que la densidad de energia oscura ya no es una constante, sino es una funciéon cambiante en
el tiempo. Tomando la interaccion del sector oscuro de la forma

Q =3H [f(a)ppE + g(a)ppum], (4.22)

podemos separar en dos casos dependiendo si las funciones f(a) o g(a) son cero.

4.3.1. Caso f(a) =0y g(a) #0.

Definimos la funcién g(a) por medio de

o) = Her . (4.23)
con A, B, C'y D constantes a determinar. Tomando los limites especiales
lim g(a) = B =apy = B=apyD, (4.24)
a—0 D
Cl}_}nf{ gla) = % =a%y = A=0a%,0C, (4.25)
Jim ga) = A0 =aby, (4.26)
y con E = D/C la funcién estd dada por
gla) = Q%MZ I g?ﬂ”g —a) (4.27)
De la relacién
R R L T
tenemos que
E= W (4.29)

e
Apy — Ypyr
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podemos graficar el denominador como funcién de a. Para que este término nunca se anule se
exige que 0 < F < 1, asi que se tienen dos combinaciones de las a’s que se estudiardn como
subcasos especiales. Estas combinaciones son

a%M>a%M>oz£M y oszM>aODM>a%M. (4.30)

Sustituyendo en las ecuaciones de conservacion para los fluidos, tenemos que para materia y
energia oscura

ppym +3Hppy = 3Hg(a)ppur, (4.31)
ppE+3H(1+w)ppr = —3Hg(a)ppum. (4.32)

Vamos a comenzar resolviendo (4.31)

poae = 3H [g(a) — 1] poar = 3lg(a) — 1 por > = (4.33)

a

ppy = Aexp /g[g(d) —1]da| . (4.34)

ao

Usando (4.27) y después de un poco de élgebra
pori(a) = ppay - BV - [(1 = B) + B on D). (4.35)

Sustituyendo este resultado en (4.32) y con ayuda de fracciones parciales llegamos a una

solucion del tipo
a

0
Poe , 1 P

=—=4+— | h d 4.36
poea) = $22 + s [ hia) @y, (4.36)

ao

con h(a) = a®(1+®) el factor integrante. Finalmente

pop(a) = a2 e — 300, - / a*@purte) =t [afDM(l ~ E)a+ Ea%M] :
1

(1 = E)a + EJPCbu—ba)-1 dal (4.37)

4.3.2. f(a)#0,y g(a)=0.

Para este caso tenemos que el término de acoplamiento estd dado por

Q = 3H f(a)ppE, (4.38)
en donde f(a) se define como
_ Ba+5(1-q)
fla) =7 = U —a) (4.39)
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Tomando los limites como en el caso anterior llegamos a

a9 pa+ Fa$ (1 —a)

= 4.40
fla) = “PELTAE = (4.40)
con F'=U/T. Sustituyendo en (4.32) y siguiendo el procedimiento del caso anterior
“fla)+(14+w) .
po5(a) = Py - exp [—3 [ O L ), (4.41)
ag
cuya solucion estd dada por
e e !
ppe(a) = pYyy - a3t twl g1 — F) 4 FPPlebe=epsl (4.42)
Usando este resultado en (4.31) podemos hallar la densidad de materia oscura
ppm +3Hppy = 3H f(a)ppE, (4.43)
y usando nuevamente factor integrante tenemos que la solucién estd dada por
a
ppm(a) = a3 [p%M - 3p%E/l [dafDE(l — F) 4 Fa$pg| - a 3@betw)-L.
e f
[a(1 — F) + F]}@be—0pe)-1 da} . (4.44)

Es importante mencionar que al momento de hacer los calculos con la ayuda de la computadora
(methematica), es necesario utilizar valores para las a’s a fin de obtener soluciones manejables.
Se llevé a cabo el estudio de 5 casos para cada combinacién (4.30), asi que se analizaron 20
casos distintos los cuales se presentan a partir de lo obtenido por la computadora.

4.4. Anadlisis con sistemas Hamiltonianos

Tomando 7 = Hy -t y x = a/ag podemos reescribir la primer ecuacién de Friedmann de
la forma

) a\? [81G K
H* = (=) =(—)IlpB+prr+pDM+pDE]—— =
a 3 a
a? 8TG\ 5
- £ _ ca- - — 4.45
7F <3H§> a” - [pB + pr + pprm + pPDE] HE (4.45)
y recordando que y = a/Hy llegamos finalmente a
1 1 1
y = x> [Q% <3> + Q% (4) + Q((]J <2> + pD](\)4(x) + pD]oE(x)} ) (4.46)
€ x € Perit Perit

Usando la formulacién Hamiltoniana tenemos que el sistema puede ser visto como y?/2 +
V(x) = 0, asi que el potencial viene dado por

2? [0 (1 o (1 o (1 pom(x) | ppE(T)
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con las soluciones para la densidad de materia y energia oscura

I:p’w(‘f(x)} — Q([))M . x'?’(aeD]W_]') . [(1 _ E) x4+ E]?"(O‘fDM_O‘%M)’
Perit
[pr(x)} = [Q%E —3. [ gt

Perit 1

o (1= B)i + B abpll(1 — B) - 5 + EPbu=ba)-1qz] . (4.48)
Escribimos las ecuaciones de movimiento para los fluidos
(42)+(2) on= () s
a a a
- (5)° () o2
(d/;ZE> + <z> -(14+w)-ppr = — <2> ~g(a) - ppm

[dZiE] — (;3) “lg(x) - ppm + (1 +w) - ppEl, (4.49)

y tomando la adicién de ambos términos llegamos a

()~ () == G e temnan

De esta forma, tenemos que la segunda ecuacion de Friedmann se escribe

a 4rG
<a> = - <3> “lpB + prR + pDM + pDE + 3{Pr + PpE}]
4G
= - (3> -[pB +20R + poum + (14 3w) - ppE]
d’x 1 1 1 pom(x) ppE(T)
Z2) = —Zp Y (= 200 [ — 1+ 3w) - . (4.51
(d7'2> 2" [ B<$3> - R<$4> " ot + {1+ 3u) Porit ( )
Derivando el potencial
dVv 2
[ (:1:)] = - <x) . [QB +Qr+ Q¢ + pD](\f(x) + pDoE(x)] -
dZL' 2 pc’r‘it pcrit
C(F [3% A% 2% phy(@) +ppp(®)
) e e I
2 2 / /
= (g) : [QB +2-Qp— pDM(T PhE _ ZPpE 3— xpDM] ) (4.52)
Perit Perit
y después de un poco de algebra
dv
[ (x)} - (5) - [QB+29R+”§M —|—(1—|—3w)p()DE] (4.53)
dx 2 crit Perit
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4.4.1. Resultados

Como se mencioné arriba, para obtener la densidad de materia y energia oscura en cada
uno de los casos es necesario sustituir valores especificos para las el conjunto de a%,,, oz% M
y aé u de forma que sea consistente con la restriccion 0 < E/ < 1. En la tabla 1 se muestran
las distintas combinaciones que usamos para el analisis de esta tesis

Caso | %y, aODM aéM Caso | app aODE aéE
1 0.1 0.06 | 0.04 11 0.11 | 0.09 | 0.08
2 0.13 | 0.09 | 0.02 12 0.13 | 0.06 | 0.01
3 0.11 | 0.08 | 0.04 13 0.1 | 0.05 | 0.04
4 0.12 | 0.03 | 0.01 14 0.12 | 0.03 | 0.01
5 0.11 0.1 0.09 15 0.11 | 0.1 | 0.09
6 0.06 | 0.07 0.1 16 0.08 | 0.09 | 0.11
7 0.02 | 0.09 | 0.13 17 0.01 | 0.06 | 0.13
8 0.02 | 0.08 | 0.11 18 0.04 | 0.05 | 0.1
9 0.02 | 0.09 | 0.13 19 0.01 | 0.03 | 0.12
10 0.08 | 0.09 0.1 20 0.09 | 0.1 | 0.11

Tabla 1. Distintas combinaciones para los parametros apy Yy apg.

Ahora bien, no escribimos la forma explicita de las soluciones por cuestion de espacio, pero
se muestran las graficas tanto del potencial como el diagrama de espacio-fase para algunos
casos de cada modelo. Al igual que en el caso ACDM, se elimina la componente de radiacion
al parametro de densidad critica actual es muy pequena. Para el caso de la curvatura, vamos
a usar el valor £ = 0 ya que segun las estimaciones recientes el Universo es practicamente
plano ([7]).

4.5. Estudio dinamico del sector interactuante
Vamos a comenzar analizando el caso en donde la funcion f se anula, asi que

aaODM + EaODM(l —a)
a+E(1-a) '

o _ f
en donde E = 2PM — DM aDM, (4.54)
[+
Apy — Ypayr

g(a) =

asi que las ecuaciones de conservacion se escriben de la forma

ps+3Hpp =0,
IO'DM + 3HPDM = Q = 3g(a)HpDM, (4.55)
ppE +3(1+w)Hppr = —Q = —3g(a)Hppu.

en donde Q > 0 representa la transferencia de energia oscura a materia oscura y ¢ < 0
representa el proceso inverso. A partir de las ecuaciones de Friedmann

H? = (87;6;) loB + poym + (1 +w)ppE] (4.56)

H = —47G [pB + pPDM + PDE], (4.57)
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Figura 4.2: Espacio-fase y potencial para el caso 1

y usando regla de la cadena tenemos que para i = B, DM y DE

o (5)- () () () e (2) e

De esta forma es posible reescribir (4.55) como

aH (dpdlZLM> +3Hppmw = 3g(a)Hppm =
(") 30 = 3Hg(aon (4.59)
y
al <dZZE> +3H(1+w)ppr = —3g(a)Hppum =
a <d€£E) +3(1+w)ppr = —3g(a)ppum- (4.60)
Definimos
Qpp = (?}ﬁ) ppE, v = (22?2) pv, Q= (?;;) Q =39(a)pu, (4.61)
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Figura 4.3: Espacio-fase y potencial para el caso 3

en donde / denota la derivada con respecto a N = (—w Ina). Tomando Q = 3g(a)Qprs y
g=—g/w

3g(a -
g )QDM = Qb = =3Qpm Qe — 350, (4.62)

3g(a -
Q,DE = 3QDE(1 — QDE) + g,u(})QDM = Q/DE = SQDE(I — QDE) + 3QQDM- (4.63)

A partir de la ecuacién de Friedmann Qp =1 — Qpg — Qpus, v usando (4.54) para la forma
de g(a) las ecuaciones finalmente se escriben como
‘o = =3QpMQpE + 360D,

Este sistema tiene puntos criticos asintéticamente cuando a — 0 o cuando a — oo, y como
vimos anteriormente

lim g(a) = gpar, (4.65)
a—0

0 ala) — ot
Jim g(a) = gp - (4.66)
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0.5tk / ----%h"“‘mxh

Figura 4.4: Espacio-fase y potencial para el caso 5

Los puntos criticos (27, 2},5) son

3 p(1=Qpr) =37y =0, = Qpp(1—Qpg) -3 Upy =0,
=3y + 392 =0 = Qpy [§—3QpE] =0, (4.67)

es decir,

pE(L=QpE) = QppQpy =0, ¥y Qpp[(1 —Qpe) — Upy] = 0. (4.68)
El primer punto critico es Q}, = 0, por lo que Qp,, = 0y Q5 = 1. Este es un universo
dominado por materia bariénica.
El segundo punto critico es (1—-Q}, 5 —Q,,) = 0, asi que Q},,,+ Q7,5 = 1. Este es un modelo
compatible con un término de interaccién no nulo y satisface Qpg(1-Q} ;) —g(1-Q}5) =0,
asi que O}, = § (punto A), o O}, (punto B). Para cada caso se tiene que

Qpy=1-Qpp=1-§ = Qpyy=1—g punto A

Para ver la estabilidad de los puntos criticos vamos a tomar la matriz Jacobiana del sistema

( Qpg > — fl7) = < 30pr(1 —Qpr) —3§QpM ) _ ( f1(QpE, Qo) > (4.70)
Qpm —3QpeQpy +39QpE J2(QpE,Qpum) )7 '
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es decir
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Figura 4.5: Espacio-fase y potencial para el caso 6

- [ agflE aggM ] _ [ 3(1 - Qpg) — 3QpE —3g _
ors 0 —3Qpm —3QpE + 39
(3 —6Qpp) —6g ]
= - . 4.71
[ —3Qpm —3(9— QpE) (471)

Tenemos dos puntos criticos (A) Qhp =g, Qpy = 1 —9) v (B) Qpp =1, Q) =
Sustituyendo en la matriz anterior, tenemos que para (A)

y para el punto (B)

Df(A) = [ T } , (4.72)
Df(B) = [ _03 3(;?1) } : (4.73)

—

Ahora, para hallar los eigenvalores tenemos det [Df(A) — A =0

= X —3(1-2§)A—95(1 —g) = 0. (4.74)

3(1—29)— X —33 ‘
-3(1-3) -
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Figura 4.6: Espacio-fase y potencial para el caso 8

Esta es una ecuacién de segundo orden cuyas raices estan dadas por
M=31-g), M =-3G (4.75)

Si llamamos Q4 , =g y Q4,, = (1 —§) podemos hacer la clasificacién de los puntos criticos
en (A) de la forma

(i) Inestablesi AM'=31-§)>0= g<1 = Q8,;,>0
M=-3>0=>§<0 = Qp=g<0. (4.76)

(1) Establesi M =31-§)<0 = §>1 = Q3,=(1-§) <0
M=-37<0 = §>0 = Qbp=3>0. (4.77)
Para el caso de (iii) tenemos que es un punto silla y aparecen dos subcasos:

(iii—a) M'=31-§)>0 = g<1 = Q8,;,=(1-3 >0
N=-37<0= >0 = Q8,=§>0, (4.78)
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Figura 4.7: Espacio-fase y potencial para el caso 10

el cual es un punto que representa al estado fisico del universo en el pasado. Por otro lado
(i —b) M =31-§<0=g<1=03,=01-§ <0
M=-3>0= §<0= Q,=§<0,

(4.79)

lo cual no tiene validez ya que ambas densidades son negativas. Para el punto (B) tenemos
que siguiendo el mismo procedimiento que para (A), las raices vienen dadas por

y las densidades de materia y energia oscura

QB =1 QB =o. (4.81)

Clasificando ahora los puntos criticos

(1) Puntosillasi AP=-3<0
M=3G-1)>0 = (§-1)>0 = §g>1 (4.82)

(2) BEstablesi A =-3<0

M=3G-1)<0 = (G-1)<0 = §<1, (4.83)
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Figura 4.8: Espacio-fase y potencial para el caso 11

el cual es un punto fisico hacia el futuro. Cabe mencionar que para que un modelo fisico sea
viable, uno de los puntos criticos debe corresponder a un universo dominado por materia, es
decir Qpr — 0 Qpys — 1 para tiempos suficientemente cercanos y corresponder a un punto
silla. El tnico candidato es (A) con el subcaso (iii — a), por lo que

e

. !
j=d5p = 0<——LE <1 = 0< a5 < —w, (4.84)
w
y como w < —1/3 para que pueda ser energia oscura se debe cumplir 0 < af),, < 1/3.

Para dominacién de materia oscura necesitamos [Q5,,| < 1, asf que
~ A 2 - =0A
pe(1=Qpp) =9(1 —Qpg) = Qpp—[pe]" -9+ 9Q%E =0
= (1+9)%p — e = 3, (4.85)
ya que para tiempos tempranos
Qpp=§=apy <1, (4.86)
v la desidad de materia oscura viene dada por

Oy =1-Q3, ~1—3. (4.87)
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Figura 4.9: Espacio-fase y potencial para el caso 13

En tiempos tardios debemos obtener un universo dominado por energia oscura, el cual debe
corresponder al punto estable (B)

pe(1=Qpg) = 9(1 —Qpp), (4.88)
y tomando en cuenta que para a — co, Qpp — 1, Qpy — 0y tener estabilidad
QP p(1 = QPp) = ahy (1= QBp). apy < 1. (4.89)

Recordando la forma de aé Y el hecho que 0 < B/ < 1

0 I
« —
0<M<17 =

/
Aprr — Apur
. e _f 0 _f e _f
(1) apyr—apy >0, = 0<apy —apy <aby —apy
:>afDM<a0DM<a€DM, con 0<aphy <—w.
(i) by —aby <0, =0>ahy —aly >ahy —aly,

:>afDM>aODM>a%M, con 0<aphy < —w. (4.90)
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Figura 4.10: Espacio-fase y potencial para el caso 15
Para el caso en que el término de acoplamiento estd dado por Q = 3H f(a)ppp tenemos

ol af
E=-PE D con 0 < FE < 1. (4.91)
App — Apg

Las ecuaciones de conservacion pueden escribirse como

3f(a .
Q/DE = 3QDE(1 — QDE) + fu() )QDE = QIDE = 3QDE(1 — QDE) — 3fQDE,

3f(a ~
o = —3QpEQpN — fu())QDE = oy = 3oy + 3fQpE, (4.92)
0 e —
siendo la forma de f(a) = aaDiig?lD_Ea ()1 %) y para los casos limites
lim f(a) = app,
a—0
A _ At
algglo fla) = app. (4.93)
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Figura 4.11: Espacio-fase y potencial para el caso 16

En ambos casos tenemos el sistema con puntos criticos

301 - Qpp) —3fAp=0 = Qpp(l - Ug) — fQE =0,
—30peQpy +3fQpp =0, = —QppQpy + fQpe =0,
= Qpp(1—=Qpp) — ooy =0, = Qpp (1 —Qpp) — Qo] =0.
El primer punto critico es
Qpp=0 = Qpp+Qpy =1,

mientras que el segundo punto critico esta dado por

1-Qpp — Qo) =0, = Qpp+Qpy =1, con Qp =0.

peEll = Qpp—f1=0, = (a) Qpp =0 = Qpy =1,

®) Qpp=010-f) =y =1,

y los llamamos puntos C' y D respectivamente.

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)
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Figura 4.12: Espacio-fase y potencial para el caso 18

4.5.1. Inestabilidad y puntos criticos

Al igual que en el caso anterior, vamos a analizar la matriz derivada del sistema de ecua-
ciones

(o ) == (o e ) = (Hioeao ) 49

Qpy —3QpeQpMm +3fQpE f2(pE, Qo)
es decir
DFE) — a?zflg agﬁM [ 3(1-9Qpr) - 3QpE — 3f 0 B
J@ = opt oR" | = —3Qpar + 3F 30pp |
pr  Ipm DM DE
(3—6Qpg) —3f 0 ]
= . 4.99
[ 3(f —Qpm) -3QpE (4.99)

Tenemos nuevamente dos puntos criticos (C) Qpp =0, Qpy =1 y (D) Qpp = (1 -
), Qpy = f. Sustituyendo en la matriz anterior, tenemos que para (C)

Df(C) = [ _?’?E%f__fi) _00} (4.100)
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Figura 4.13: Espacio-fase y potencial para el caso 20

y para el punto (D)

DﬂD):[B—G(l—f)—Sf 0

0 3(f 1)

—

Ahora, para hallar los eigenvalores tenemos det [Df(C) — M| =0

‘ 3(—13E1f2;)/\ _0)\ ’ = M3(1—-f)—A =0

Puede verse facilmente que las raices vienen dadas por
A =0, 2 =317/,
Para el punto (D)

. 31— f) =\ 0

det [Df(D) — M| = - = [-3(1—

0 31— f)=A

AW =3(f-1)  puntoDQpr=1-F,  Qpy=F

punto C Qpp =0, Qpy = 1.

(4.101)

(4.102)

(4.103)
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log R(N)

+ ACDM

» Modelo 1
* Modelo 3
* Modelo 5

Figura 4.14: Evolucién del cociente energia/materia oscura R(a) para los casos 1, 3 y 5 asi como
para el modelo ACDM. Se tiene que el valor de Ry es 0.25 para los tres casos, R_,, es —00 y
R vale -1 para el caso 1 y 3, y -0.75 para el caso 2.

Para la clasificacién del punto (D)

(1) Inestablesi AN =3(f-1)>0 =
f>1 =2Qhp=0-/)<0 o =f> 1 (4.105)

Podemos ver que para este punto la densidad de energia oscura es negativa y por lo tanto no
es aceptable.

(ii) Establesi AP =3(f—1)<0 =
f<l =2Qhr=0-f)>0 o =f <1 (4.106)

Este es un caso aceptable hacia el futuro en donde el término de energia oscura es dominante
y f cuando a — oo es afDE.A continuacién vamos a mostrar las graficas en donde se
muestra la evolucién del cociente de energia y materia oscura R con respecto al tiempo
cHésmico, y para cada grafica se muestran 3 modelos interactuantes asi como el modelo ACDM.

Como un resumen de resultados podemos mencionar que aunque las funciones f(a) y g(a)
son definidas de manera similar a partir de los parametros a¢, a® y o , tenemos que para ambos
casos se obtienen soluciones muy diferentes para tiempos tempranos y futuros en cuanto al
cociente de densidades de energia y materia oscura. Para el caso en el que QQ o« ppas se tiene
que sin importar la relacién entre los parametros de acoplamiento siempre es posible hallar
un valor finito para R en el pasado (a — 0), mientras que para tiempos tardios (a — 00), el
valor de R diverge. Este caso es contrario al modelo ACDM asi que debe ser desechado. En el
caso en que ) x ppg se tiene que sin importar la relacién entre a%,p, a% 5y aé p siempre es
posible hallar un valor finito hacia el futuro para R, mientras que en hacia el pasado el valor
diverge y si es compatible con ACDM.
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log R(N)

« ACDM
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* Modelo 8
* Modelo 10

Figura 4.15: Evolucién del cociente energia/materia oscura R(a) para los casos 6, 8 y 10
asi como para el modelo ACDM. Se tiene que los valores de Ry son (0.4, -0,33, 0.4), R_, es

(-1.92, -1.96, -0.98) y para R, tenemos que es oo para los tres.

log R(N)

e ACDM

® Modelo 11
e Modelo 13
» Modelo 15

-10 -5

Figura 4.16: Evolucién del cociente energia/materia oscura R(a) para los casos 11, 13 y 15
asi como para el modelo ACDM. Se tiene que los valores de Ry son (0, 0.25, 0.25), R_, es

—oo en los tres casos y Ry es (0.5, 1.96, 1.54).
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log R(N)
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= Modelo 16
« Modelo 18
« Modelo 20

Figura 4.17: Evolucién del cociente energia/materia oscura R(a) para los casos 16, 18 y 20
asi como para el modelo ACDM. Se tiene que el valor de Ry es (0.25, 0,-0.25), R_o, es —00 y
R es 1 para los tres casos.
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Capitulo 5
Conclusiones

Segin el modelo estdndar de la cosmologia el 95% de la materia/energia presente en el
Universo es hasta el momento desconocida y sélo se tienen algunos indicios de su naturaleza,
asi como de su interaccion con la materia ordinaria. En este trabajo se presenté un modelo
de interaccién entre materia y energia oscura en el cual existe un término de interaccién @
proporcional de forma no lineal a los prametros de densidad con coeficientes dindmicos. Este
acoplamiento es nuevo en la literatura y proporciona un intercambio de energia en el sector
oscuro, el cual ayuda a aliviar el problema de la coincidencia césmica.

Definimos la funcién de interaccion de la forma
Q =3H[f(a)ppE + 9(a)ppum]; (5.1)
con f(a)y g(a) funciones de acoplamiento dadas por

aa®, + Fa$,, (1 —a)
a+ F(1—a) ’

acd,p + Ea% (1 — a)

a+ E(1—a) (52)

f(a) = gla) =

de acuerdo a ciertos casos limite en el tiempo. Se procedid a trabajar dos casos por separado ya
que la funcion general no es integrable de forma general y para cada caso se tienes dos subca-
sos dependiendo de la relacién entre los diferentes valores de los parametros de acoplamiento.
Como ejemplo se analiza el caso ACDM con ayuda de la teoria de sistemas Hamiltonianos,
el cual nos permite estudiar el modelo de forma sencilla a partir de la funcién potencial y
asi graficar el espacio-fase de soluciones. En la figura (4.1) se muestra su evolucién dindmi-
ca asi como la region acelerante para los casos en que la curvatura es positiva, negativa o nula.

Para el caso de nuestro modelo se trabaja con curvatura nula y se muestra que, sin importar
de que manera estan relacionados los parametros de acoplamiento el sistema posee al menos
un punto critico inestable (punto silla) en el pasado, el cual puede ser relacionado con la
etapa de dominacién de materia oscura. Las soluciones se muestran en las figuras (4.2 —4.13).
Finalmente tomando un cambio de variable para N = —wlna se tiene que las ecuaciones
cosmoldgicas pueden ser vistas como un sistema dindmico dos dimensional, y con la ayuda del
teorema de Poincaré-Bendixon se procede a analizar el modelo como un sistema con estabilidad
estructural. Primero hallamos los puntos crtiticos para cada caso y se estudia para cada
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subcaso si se trata de un sistema estable o inestable con la ayuda de la matriz linearizada.
Se muestra que los casos con relevancia fisica son aquellos en los que el acoplamiento es
proporcional al pardmetro de energia oscura, ya que permite soluciones cosmoldgicas que se
comportan de manera similar a ACDM en el pasado y proporcionan en el futuro un valor
finito (de orden unidad) para el cociente entre la densidad de energia y materia oscura R =
Qpr/Qpy. Es en este sentido que nuestro modelo aminora el problema de la coincidencia
c6ésmica. Esto dltimo se representa en las figuras (4.16,4.17)
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Apéndice A
Ecuacion de Killing

Vamos a ver algunos ejemplos sencillos para comprender el funcionamiento de la ecuacién
de Killing.

Ejemplo 1. Sea V la conexién de Levi-Civita. Demuestra que la ecuacion de Killing puede
escribirse de la forma

(VuX)y + (Vo X))y = 0, X0 + 0, X, — 2T, X = 0. (A1)

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana, usando la definicén de derivada de Lie de un
tensor general y Vg =0

(Lxg)(Y, Z) = g(Vy X, Z) + g(¥, Vs X), para todoX, Y, Z € x(M). (A:2)
Usando la identidad de Ricci
Z[9(X,Y)] = g(VzX,Y) +g(X,VzY), (A3)
podemos reescribir
9(X, V1Y) = Y[g(X. 2)] - g(X,Vy2) = Y[X(2)] - X[Vy 2] = (V¥ X)(2).  (Ad)
De esta forma (A.2 viene dada por
(Lxg)(Y,Z) = (VX)(Y, Z) + (VX)(Z,Y), (A.5)
y como debe cumplirse para todo Y, Z € x(M), tenemos que en coordenadas locales
(Lx9uw = VX + VX (A.6)
Finalmente, usando (1.46) y F/’\W = F{}u

(VX))o + (Vo X))y = 0, X, + 9, X, — 2T, X = 0. (A7)
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Ejemplo 2. Sea el espacio de Minkowski (IP{4,77) en donde que todos los ceoficientes de
conexién de Levi-Civita sea anulan. Las ecuaciones de Killing vienen dadas por

9, X, + 0,X, =0, (A.8)

cuyas soluciones

m
Xi)

corresponden a translaciones espaciales. Ahora, tomando X, = a,,x", con a,, constante,
tenemos que a partir de (A.8) a,, debe ser antisemétrico respecto a p <+ v. Usando las
propiedades de simetria (1.68) - (1.71) (2i6) existen 6 soluciones independientes, de las cuales
3 corresponden a rotaciones alrededor del eje x

=0 (0<i<3) (A.9)

X(j)O = 0, X(])m = 6jmn$m, (1 < j, m,n < 3), (A.lO)
mientras que las otras 3 corresponden a los boost de Lorentz a lo largo de z*
Xwo=2" Xgym = Orma’, (1 <k,m<3). (A.11)

En un espacio-tiempo m-dimensional (m > 2), hay m(m + 1) vectores de Killing de los
cuales, m generan trnaslaciones, (m — 1) generan los boost y (m — 1)(m — 2)/2 rotaciones
espaciales. Dichos espacios que admiten m(m+1)/2 vectores de Killing son llamados espacios
maximalmente simétricos.

Ejemplo 3. Sea g = df ® df + sin® d¢ & ¢ la métrica estandar de S2. Las ecuaciones de
Killing (A.1) son

O Xy + 09Xp=0, (A.12)
0p Xy + 0y Xy + 2sinfcostXg =0, (A.13)
OpXop+ Xy — 2cot 0X4 = 0. (A.14)

A partir de (A.12) se ve que X es independiente de 0, asi que X (0, ¢) = f(0) y sustituyendo
en (A.13) tenemos
Xy =—F(0)sinfcosb + g(0), (A.15)

en donde F(¢) = [ f(¢)d¢ . Sustituyendo ahora la ecuacién anterior en (A.14) y haciendo un
poco de algebra
df

d
d—g—Qcoth(Q) = T db — F(9). (A.16)

Igualando ambos términos a una constante arbitraria y multiplicando el lado izquierdo por

el 2cotbdd — g, —2 f, tenemos una derivada total
d . —92 . —9
@[sm 99(9)} =(Csin" "0, (A.17)
asi que
g(0) = (C — C cot 0)sin?f. (A.18)
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Tomando ahora la derivada del lado derecho de (A.16)

Xo(p) = f(¢)=Asinf+ Bcoso
F(¢) = —Acos¢+ Bsing —C, (A.19)

asi que sustituyendo en (A.15)

Xy4(0,6) = [Acos¢— Bsing + C]sinfcosf + sin® §[Cy — C cot 0]
= [Acos$ — Bsin¢]sinfcosf + Cy sin” 6. (A.20)

De esta forma tenemos que el vector de Killing viene dado por

x = x0 2 x0 0

00 0¢
= A(sin¢§9+cos¢cot9;¢)
+ B(cosgbaae—singi)cot@;) +Cq (96¢>’ (A.21)
y los vectores base
L, = —cosqﬁ;e—i-sinqﬁcotO;qb,
L, = sin¢§9+cos¢co‘c0;¢,
L, = E?d) (A.22)

genaradores de rotacion al rededor de los ejes z, y y z respectivamente.
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Apéndice B

Elementos de la métrica de FRW

El elemento de linea ds? en coordenadas esféricas viene dado por

ds?® = —dt® + a*(t) [1 5+ r2(df?* + sin® quﬁz)] , (B.1)
—kr
asi que la métrica en forma matricial se escribe como
-1 0 0 0
B 0 a?/(1—kr?) 0 0
I =1 ¢ 0 a%r? 0 ’ (B:2)
0 0 0 a®r?sin®6
y su determinante g,,, toma la forma
6,4 i 2
a’r®sin“ 0
g=detg,, = T (B.3)
En el sistema comoévil las componentes del tensor 7}, son
—-p 0 0 O
0 p 00
Bo— gher  —
"), = g"" T 0 0 p 0 > (B4)
0 0 0 p
cuya traza T es
T="Te(T",) = g¢"" T =T",, = 3p— p. (B.5)
Usando (1.55) los simbolos de Christoffel no nulos para FRW son
aa kr
Ft = —_— FT = B
" 1 — kr? 1 — kr? (B.6)
Thy = aar’ I, = aar’sin® 6 (B.7)
a
I, = Tip=Th="- (B.8)
he = —r(1—kr?) v = —T(1— kr?)sin? @ (B.9)
1
rfy = 1%, = . (B.10)
ng, = —sinfcosd Fzsd) = cot 6. (B.11)
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El tensor de Riemann R’ ouv se define como

R 4 = 00y = 0,10, + 10 T, —T0 T, (B.12)

y en este caso los términos distintos de cero para la métrica de FRW, son

aa

¢ _ B.1
R rtr 1— kr2 ( 3)
R yy = air? (B.14)
R oo = air? sin?(6) (B.15)
r 0 a
Ry = Ry = R¢tt¢> “ (B.16)
R gy = —R%g, =1(a>+k) (B.17)
R4y = R4, =1%(0"+k)sin®(0) (B.18)
-2
9 . ) _ a” + k
Ry = R°,4= T2 (B.19)

Los términos distintos de cero del tensor de Ricci R, = R L Son los elementos de la
diagonal

Ry = -—3%
a
ai + 2a® + 2k
Rog = r*(aii +2a* + 2k)
Ryy = r2(ad+2a* + 2k)sin? 0,

asi que la contraccién del tensor de Ricci consigo mismo viene dada por

N N\ 4 N 2
bRy =12 [(2) + 42 a a "
R*PR,p =12 [(a) + a3(a +k)+ <a> + 2k <a2 + 2 , (B.21)
y el escalar de curvatura R = R®, = Rg, g% se escribe como
i, (a\®, k
-+l -) +=
a a a

Del tensor de Einstein G\, = R, — % guw R, se tiene que los tnicos términos distintos de
cero son los de la diagonal

R=6 (B.22)

3 .9
Gy = ﬁ(a —|—l<:)Gm~
2ai + a® + k

S M B.2
-1+ kr? (B.23)

Gy = fT2(2ad + a? + k:)

Gyp = —1(2ad+ a* + k)sin?6),

70



Bibliografia

1]

[11]

[12]

L. Arturo Urena et al, Dynamics of interacting dark energy, Physical Review D., 79,
063518 (2009).

Sergio del Campo et al, Interacting models may be key to solve the cosmica coincidence
problem, Journal of Cosmology and Astrophysical Particle, 2009 (020)

T. Padmanabham, The cosmologycal cosntant; the weight of vacum, Phys. Rept. 380,
(2003) 385

I. Zlatev, L-M Wang and P.J. Steinhardt Quintessence, cosmic coincidence and the cos-
mologycal constant, Phys. Rev. Letter, 82 (1999) 896

P. J. Steinhardt Cosmologycal challanges for the 215t century, in Critical problems in
physics, V. L. Fitch and D. R. Marlow eds., Princeton University Press, Princeton U.S.A.
(1997), pg. 123

P.J. Steinhardt, 1. Zlatev and L-M Wang Cosmologicall tracking solutions, Physical Re-
view D. 59, 123504 (1999).

WMAP Collaboration, G. Hinshaw et al., Five-year Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe (WMAP) observations: data processing, sky maps and basic results, Astrophys. J.
Suppl. 180 (2009)

Robert M. Wald, “General Relativity”, The University of Chicago Press, 1984, ISBN
0-226-87033-2.

Sean Carroll, “Space and Geometry. An introduction to General Relativity”, Addison
Wesley, 2004, ISBN 0-8053-8732-3.

WMAP Collaboration, N. Jarosik et al., Seven-Year Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe (WMAP) Observations: Sky Maps, Systematic Errors, and Basic Results. Submit-
ted to Astrophysical Journal Supplement Series (2010). [arXiv:1001.4744v1].

Supernova Search Team collaboration, A. G. Riess et al., 1998, Observational evidence
from supernovae for an accelerating universe and a cosmological constant, Astron. J. 116,
1009. [astro-ph/9805201].

S. Perlmutter et al., 1998, Discovery of a supernova explosion at half the age of the
universe and its cosmological implications, Nature (London) 391, 51.

71



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

S. Perlmutter et al., 1999, Measurements of  and A from 42 high-redshift supernovae,
Astrophys. J., 517, 565.

James B. Hartle, “Gravity, An introduction to Finstein’s General Relativity”, Addison
Wesley, 2003, ISBN 0-8053-8662-9.

Lawrence Perko, “Differential Equations and Dynamical Systems”, Springer-Verlag, 1991,
ISBN 0-387-97443-1.

M. W. Hirsh and M. Smale, “Differential Equations, Dynamical Systems and Linear
Algebra”, Academic Press, New York, 1974

Riess A G et al, 2007, New Hubble Space Telescope Discoveries of Type la Supernovae
at z > 1: Narrowing contraints on the early behavior of dark energy, Astrophy. J., 659:
98-121

Turner M. & Riess A. G., 2002, Astrophy. J. 569, 18

Yun-He, Li and Xin Zhang, Running coupling: Does the coupling dark energy and dark
matter change sing during the cosmological evolution? (2011)

Roy Maartens et al, Dynamics of dark energy with a coupling to dark matter, Physical
Review D., 78, 023505 (2008).

Roy Maartens et al, Quintessence with cuadratic coupling to dark matter, Physical Review
D., 81, 083003 (2010).

Marek Szydtowski, Coosmologycal zoo - accelerating models with dark energy, J. C. P.
A., 391, 51 (2011).

72



