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Introduccion

La pregunta sobre la existencia de modos atrapados por obstaculos sumergi-
dos, es de gran interés. Consideremos el problema de ondas de agua atrapadas
por un cilindro sumergido. Desde el punto de vista matematico, se trata de:
Supongamos que ['¢ es la curva definida por {z = z(t),y = y(t),t € [—7, 7|}
con z(t) y y(t) suaves, > + 3 # 0, y que maxy(t) = y(0), v"(0) < 0,
2'(0) > 0. I'p = {(2,0) : © € R} es la superficie libre. 2 es el dominio

exterior a la curva ['¢ e inferior a I'p; y llegamos a
(

Ap—k2p=0,  enQ,

g—i = Ao, en I'p,

QulQa
Sie-

=0, en ['c,

Ve

., 2 . 7
para la funcién ¢; A = “’7, w es la frecuencia y k es el nimero de ondas

en la direccién del cilindro. De aqui en adelante vamos a suponer que las
unidades estan escogidas de tal manera que g = 1. Soluciones de este proble-
ma pertenecientes al espacio de Sobolev H;(2) son llamadas ondas atrapadas
y existen sélo para ciertos valores de A (el valor propio) para k fijo.

\%
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Problemas relacionados a este han sido estudiados y discutidos ampliamente
en la literatura matematica. Para el caso de la playa con pendiente constante
Stokes en [4] demostrd la existencia de modos atrapados, obteniendo una
solucion analitica. Para el caso de la playa con pendiente constante Ursell
en [6] demostro la existencia de un nimero finito M (a) de modos atrapados
para valores pequenos del angulo «, donde M () es el entero mas grande n
para el cual (2n —1)a < /2. Para el caso de un cilindro sumergido de longi-
tud infinita que esta en un semiespacio infinito Ursell en [5]-[6] demostré la

existencia de ondas guiadas.

Usando la teoria de ecuaciones diferenciales parciales elipticas para dominios
no acotados Jones en [7] demostré la existencia de un modo atrapado no
solo para cilindros pequenos como los de Ursell, sino para cualquier cilindro

horizontal sumergido.

Jones en [7] estableci6 los teoremas de comparacién para las ondas de gravedad
de los cuales se obtiene que existe un nimero finito de modos, para un valor

de k.

Para el caso del escalén de Jones, Evans y Mclver en [3] demostrarén que
existe un unico modo fundamental para pequenos y grandes valores de k.

Mas ain, con la ayuda del analisis numérico Evans y Mclver obtuvieron el
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nimero de ondas guiadas con gran exactitud. Ursell en [8] obtuvo los mis-
mos resultados de Jones y Garipov con demostraciones mas sencillas en las
cuales utilizé la teoria de operadores lineales simétricos acotados junto con
el teorema de Kelvin de la hidrodinamica clasica, el cual es una version del

principio minimax (ver [2]).

Bonnet-Ben Dhia y Joly en [9] demostraron que existe sélo el modo funda-
mental para frecuencias altas. Ellos consideraron el problema de ondas de
agua que son guiadas a lo largo de la costa y lo redujeron a un problema de
valores propios con una familia de operadores autoadjuntos de resolvente no

compacta en dimension dos.

En el trabajo nos ocupamos del problema de ondas atrapadas por un cilindro
horizontal sumergido que se propagan a lo largo de la direccion del eje del
cilindro y nuestro propdsito es construir la asintética de esta frecuencia para

valores grandes de k, donde k es el nimero de onda.

La tesis se divide en dos capitulos, en el primero se utilizan los principios de
comparacion (los cuales son consecuencias particulares de los resultados de
Jones (1953)) para demostrar la existencia y unicidad de los modos atrapa-
dos, para valores grandes de k. Para esto nos guiamos con Bonnet Ben Dhia y

Joly [9] en el cual demostraron la existencia y unicidad del modo guiado para
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diferentes geometrias, pero el resultado de ellos no nos sirve para aplicarlo
directamente porque a diferencia del de nosotros las geometrias del fondo son
diferentes, en particular en la de ellos el fondo tiene playa mientras que en
la nuestra no la hay. Ademds trabajamos con parametros y operadores dife-
rentes; ellos con el pardmetro w y operador no acotado mientras que nosotros
con parametro k (k — oo) y operador acotado, lo cual nos reduce los calculos

en la demostracion de que el operador es autoadjunto.

En la seccion 1.1 enunciamos el problema de ondas de agua atrapadas por

un cilindro horizontal sumergido y consideramos un problema auxiliar

(

A —k*¢p =0, en €2,

%:wv GHFF,

90 _
o7 0, en Pc,

para una funcién arbitraria ¢(z) € La(R) que es igual al valor de la derivada
normal del potencial en la superficie libre y demostramos que su solucién
existe y es unica. En la secciéon 1.2 definimos un operador acotado A de la

siguiente manera
Ay = ¢|y=0

y cuyos autovalores % son inversos a las frecuencias de las ondas atrapadas.

Es decir

Il
> =
<

Ay
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y demostramos que es lineal, simétrico y autoadjunto y encontramos que
cero es una cota inferior del espectro del operador en mencién. Ahora en la
seccién 1.3 se demuestra que el espectro esencial de este operador es el con-
junto [0, k7], terminamos esta seccién definiendo el espectro discreto como
el conjunto de valores propios que no estdn en el espectro esencial, porque
nuestro interés es demostrar cuantos valores propios hay por encima del es-

pectro esencial.

En la seccién 1.4 establecemos algunos principios para comparar los auto-
valores de los problemas espectrales asociados a dos curvas cerradas una
contenida dentro de la otra; para esto usamos el principio minimax. Con este
fin, se consideran los problemas de valores propios con condiciones de Dirich-
let y Neumann para un rectangulo de base 2z y altura y~, donde y~ es el
minimo de |y(¢)|. Comparando estos problemas con el nuestro, demostramos

la existencia y unicidad de las ondas guiadas cuando k — oo.

En el segundo capitulo se usa la teoria potencial y la solucién fundamental
para el operador de Helmholtz para reducir el problema inicial a un sistema
de dos ecuaciones integrales con dos incégnitas, usando una técnica similar
a la de Zhevandrov y Merzon en [10] nos va a llevar en la seccién 2.5 a en-

contrar la asintética de la frecuencia de la onda guiada.
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En la seccién 2.2 se retoma el problema de ondas de agua atrapadas por un
cilindro horizontal sumergido y se enuncia el resultado principal, el cual dice

que el tinico valor propio del problema tiene la forma A(k) = k — 3%, donde

_ T —2k[y(0)] ~1y).
B=h/a@ 0)(1+O0(k™)

y su correspondiente funcién propia

_1 [ —ip'&+nT(p') A VAW
e =gz [ e (14 ) e

—00
™

k / Ki(ky/(x(t) — €)* + (y(t) —n)?)

: ﬁ_ﬂ V(@(t) =€)+ (y(t) — n)?
X [y () (x(t) — &) — 2" (¢)(y(t) — n)][(1 — M3)_1(M2%)](t)dt,
donde
Alp) =(1 — 81p) 1 2 M alp. ) A

dipL(p) lp=p+

M
L) =1- = con 7(p) = VI

P, My, M, My(p,ps) y Ms estan definidas en secciones 2.3 v 2.4. En la
seccion 2.3 usando la teoria potencial se reduce el problema a un sistema de
dos ecuaciones en términos de las funciones ¢ y 6, donde ¢ es la transformada
de Fourier de ¢ el valor del potencial en la superficie libre y # es el valor del
potencial en el fondo, respectivamente. En la seccion 2.4 se lleva el sistema

a una ecuacion para ¢; usando la técnica de Zhevandrov y Merzon en [10] y
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las series de Neumann se resuelve exactamente la ecuacion y por ultimo en

la seccion 2.5 utilizando el método de Laplace se encuentra la asintética para

la (.

Observamos que en nuestro trabajo en comparacién con el de [10] las asintéticas
se vuelven exponenciales, es decir, la distancia de la frecuencia de las ondas
atrapadas al espectro continuo es exponencialmente pequena en k. Este he-
cho hace ver al problema muy complicado desde el punto de vista de las
expansiones asintoticas, pero, como nosotros construimos una expansion que

converge exactamente, no se presentan dichas dificultades.
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Capitulo 1

Existencia y unicidad

1.1. Introducciéon

El propdsito de este capitulo es utilizar el principio de comparacién para

demostrar la existencia y unicidad de las ondas guiadas.

La geometria del problema es como sigue: Suponemos que I'c es la curva
definida por {z = z(t),y = y(t),t € [—m, 7|} con z(t) y y(t) suaves, z"*+y"* #
0, y que méxy(t) = y(0), ¥"(0) < 0, 2/(0) > 0. I'pr = {(z,0) : z € R} es la
superficie libre. €2 es el dominio exterior a la curva I'c e inferior a I'p (ver

Fig. 1.1).



2 CAPITULO 1. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

p Y
I'p
x
l'c
Q
Figura 1.1: Dominio (2
Consideremos el siguiente problema
(
Ao —k*p =0, en €,
g—i = w?¢, en ['p, (1.1.1)
% =0, en ['c.

Aqui ¢ € HY(Q), H' es el espacio de Sobolev estandar de funciones con
energia finita, k es el nimero de onda, w es la frecuencia. Utilizaremos la

siguiente notacion

y~ = min |y(t)|. (1.1.2)

te[—m,m]

Denotemos por wy la solucion positiva de la ecuacion
k=w? k> 0. (1.1.3)

En el presente capitulo demostraremos el siguiente resultado: Si y~ > 0, ex-
iste un modo guiado a alta frecuencia (ver Sec. 1.4). Consideremos el siguiente

problema auxiliar
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.
Ao — k% =0, en €,
g_g = 1, en ['x, (1.1.4)
% =0, en ['c,

para ¢ € Ly(I'p).

Lema 1.1.1. Para cada ) € Lo(T'r), existe una tinica ¢ € H'(Q) tal que ¢ es

una solucion generalizada de (1.1.4) y satisface las siguientes desigualdades:

@l < Const ||[U||yrp), (1.1.5)

[¢lrellse) < Const [Pl Ly (1.1.6)

Demostracion. Para cada ¢ € Lo(T'r), existe una unica ¢ € H'(Q) tal que
¢ es una solucién generalizada de (1.1.4), entonces para cualesquiera y €

H'(€2), tenemos que aplicando el teorema de la divergencia

/[Aqﬁx + Vo - Vy]dedy = / v(xVo)dzdy

Q Q
0
a¢xda+/aﬁxda.
I'r
De (1.1.4),
/[k:quX + V¢ - Vy]dedy = /d)(x)x(x, 0)dz. (1.1.7)
Q

R
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Definamos

Bl ] = / Rox - Vo -Vildedy ¥y () = / ()X (z, 0)do,

(1.1.8)
entonces de (1.1.7)
Blo, x] = (¢, x). (1.1.9)
Definamos ahora el funcional lineal
f:HY(Q) —R
- /wxda. (1.1.10)
I'r

Dado que y € H*(Q) y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz f es acotado.

En efecto:

< ¥llzawmlixlzawr < Clixlla @)

’/ Yxdo

Del teorema de representacion de Riesz, dado que f es lineal y acotado,
existe un tnico elemento ¢y € H'(Q) tal que f(x) = (¢o, X)1(a), para todo

x € HY(Q), es decir,
/wxda = (¢0, X)m1(02)- (1.1.11)
I'r

Lo cual demuestra que existe una tnica ¢y € H'(Q2) tal que ¢y es una solucién

generalizada de (1.1.4). Resta demostrar que ¢y satisface (1.1.5) y (1.1.6). De

(1.1.11) y de la definicién de producto interno en H'(Q),
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[ oo = [nc+Vor-Todsty  wxe H'@)
I'p Q
En particular para y = ¢q, tenemos:

Q

/@%w:/w&wvmmmwzwm@my (11.12)
I'r

Usando la desigualdad de Schwarz

/¢%wsnwhmm%mﬂm (1.1.13)
I'r

Por lo tanto, de (1.1.13) y de (1.1.12), tenemos

I9oll7r () < 181 acrm 00l )
En consecuencia,
@0l @) < 1l Locrp)-

Lo que demuestra (1.1.5). Para demostrar (1.1.6), tenemos de (1.1.13), (1.1.5)

0ITp | La(Tp) S ollHL(Q) S Lo(Tg)-
[[¢olry |l < Clloo| < Cll¥||

Lo cual demuestra (1.1.6) y en consecuencia el lema. O

1.2. Analisis espectral del operador A

En esta seccién hacemos un andlisis cualitativo y se encuentra que cero es

una cota inferior del espectro del operador A que definimos a continuacién.
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Sea k € R, k — 00, definamos el operador acotado A como sigue

A . LQ(FF> — LQ(FF)

W) — Ay = @lr,, (1.2.1)
donde ¢ es la solucién generalizada correspondiente a 1), segun el lema 1.1.1.
Lema 1.2.1. El Operador A es lineal, acotado y simétrico.

Demostracién. Para 1y y 1y en Lo(T'x), existen ¢1 y ¢o en H'(Q) soluciones

generalizadas de (1.1.4) y tales que

Ay = il v Athe = @afr,. (1.2.2)

Demostremos que A es lineal. En efecto, de (1.2.2), de la linealidad del ope-
rador derivada normal y del Laplaciano, tenemos que para A € R, ¢ + Ao

satisface (1.1.4) y por lo tanto, A()1+Ahs) = A(1h1)+AA(1)s). Asi A es lineal.

De (1.1.6) se tiene que A es acotado. Demostremos que A es simétrico. En

efecto de (1.2.2) y de la férmula de Green

/(¢1A¢2 — G Ay )dxdy = / <¢1% — gbz%) ds.
Q

o0

De la descomposicién de la frontera de €2 y sumando y restando en el lado

izquierdo de la igualdad anterior k?¢,¢,, tenemos que:
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/[¢1(A¢2 — k) — dpo( Ay — K1) dxdy =/ (¢1% — sz%) ds
Q I'r
+/ <¢1% — ¢2%)d8-
NG}

De la igualdad anterior y de (1.1.4), tenemos que

_ 02 O
0= / (9251% - ¢2%>d8'

T'r

De (1.1.4) y sustituyendo en la ecuacién anterior, obtenemos

/ Apyihads = / Atpoihids.

Fp FF

Por lo tanto, A es simétrico. O
Lema 1.2.2. El operador A es Autoadjunto.

Demostracion. Del Lema 1.2.1 A es acotado y simétrico y como D(A) =

Ls(T'r), entonces A es autoadjunto. O

Los problemas (1.1.1) y (1.1.4) se relacionan de la siguiente manera: Para

Y € Ly(T'r), existe ¢ € H'(Q) que satisface (1.1.4) y

Y = wolr, y A = |, (1.2.3)

Es decir

w k) = A (1.2.4)
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Por lo tanto,

(A, ¢) = [ ¢(x,0)¢(x)de = w? | ¢*(x (1.2.5)
[ f e
donde (.,.) denota el producto interno en Ly(I'r). En efecto,
(AY, ) =(w ™), ¥) = w (W ¢(z,0),0¢(,0))
o (6(,0),6(2,0)) = [ 6*(w,0)d
R

Denotemos por o(A) el espectro del operador A. Del Lema 1.2.2, 0(A) C R.

Sea A € R. Supongamos A € p(A) (Conjunto Resolvente ), entonces para toda
¢ € Ran(A — AI), existe una 1» € D(A) = Lo(I'p), tal que (A — X))y = &.
De (1.2.5),

(A= AD)d, ¥) = (A, ) + (=N (@, ¥) Z(=NPIL, 0,
Por lo tanto, N(A — A\I) = {0}, siempre que (—\) > 0, es decir, (A — \I) es
una biyeccién y (A — AI)~! existe, siempre que (—\) > 0. De la desigualdad
de Schwartz,

Ml Lwp < 1A = ADY Lo 19 Lo -

Llamando (A — M)y = &, tenemos

1A =AD" N ore) < (X NN Lo

-1

Lo cual significa que (A — AI)~! es acotada siempre que —A > 0. Es decir

A € R pertenece al conjunto resolvente de A siempre que —\ > 0, entonces

o(A) C [0,00). (1.2.6)
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1.3. El espectro esencial
Determinaremos el espectro esencial del operador A.
Teorema 1.3.1. Se cumple que [0, k7] C 0egs(A).

Demostracion. Dado que el espectro esencial es un conjunto cerrado (ver

[14]), es suficiente demostrar la siguiente inclusién
(0, k") C 0ess(A).

Sea 0 < A < k~!. Consideremos la sucesién de funciones 1, (z) € Ly(T'r)

Un(T) = Xny(2,0),  neN, (1.3.1)
donde
1 ao
Xa(e,) = <= 00 () eX e nen,

con T = Vk? + A2, La escogencia de la funcién

Lyl —i7|z|

x(z,y) = ex e :

se debe a partir del método de separaciéon de variables. Ademas, x,(x,y) €
H'(Q) satisface (1.1.4), 6 ,n € C*(R) son tales que

0 <0(y),n(x) <1 con 6(0), 0'(0) # 0y

n(x) = B B (1.3.2)
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Para demostrar que A € o0.4(A) de la definicién de espectro esencial (ver
[16], paginas 144 y 228), es suficiente demostrar que A € Co(A), es decir

(1n)nen satisface:

1) ||1/}TL||L2(FF) > 0,
i) ¥, € D(A) y limyoo || AYn + My ||y = 0.

De (1.3.1) y (1.3.2), tenemos

1@z = [ 1o, (0P
Iy R

:/%ﬁ(%) He(o)+%9’(0)

2

dx

:HQ(O) + %9’(0) / P2 (w)du > 0.

—00

Que demuestra i) y garantiza que ¢, € Lo(I'r). De (1.3.1), se tiene que

1/2
71113)10 | Aty — AUy || Lo 0y :nlg{)lo (/ IXn(x,0) — )\Xny(w70)|2dx)
R

1/2
= fm 2 0’(0)(/1772(5)@)
n—oo N n n
R

\ 1/2
= lim — 9’(0)(/n2(u)du> = 0.
n—oo N

R

Asi se demuestra ii). O

Ahora demostraremos el siguiente teorema:
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Teorema 1.3.2. Se cumple que Oess(A) = [0, k1.

Demostracion. Del teorema 1.3.1 es suficiente demostrar

Gess(A) C [0, E7).

Sea A € 0.s5(A), entonces existe una sucesion (i, )nen del D(A) tal que

||wn||L2(FF) - 17 Vn € N,
A, — M, — 0, fuertemente en Lo(T'p), (1.3.3)
Uy — 0, débilmente en Ly(T'r).

(Ver [16], paginas 144 y 228) Sumando y restando k=1 (v, 1, ), tenemos que

(Awnawn) - kil(wna wn) = p(k;wmwn)a

donde
p(/f;@bn, ¢n) = (A¢n - k_l¢n7 Z%);

entonces

(At s ¥n) = k7,0 = K s Pn).- (1.3.4)

De (1.3.3), 1, — 0, débilmente en Ly(I'p), es decir, para toda x € Ly(I'p),

/Xwn(:r;)dx — 0.

R

Asi que tomando:

X = A¢n - k_lwm
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tenemos p(k; ¥, , ¥,) <0 y p(k; ¥y, 1¥,) — 0 cuando n — oo. Entonces,

(Awna z/}n) - kilenH%Q(FF) <0.

Tenemos

|(Awn - )\?ﬂn, wn” = ‘(Awn7wn) - >\|a

por (1.3.3) también tenemos

(A, n) — A cuando n — oo.

Entonces, A € [0, k7!]. Lo cual completa la demostracién del teorema. O

Denotemos por o4(A) al conjunto de valores propios del operador A que no

pertenecen al espectro esencial o.zs(A).

De (1.2.6) y del teorema 1.3.2 deducimos que:

oq(A) C (K7, +o0). (1.3.5)
En lo que sigue denotemos por
N := N(k) el nimero de valores propios de o,4(A), (1.3.6)

cada uno de ellos contado un nimero de veces igual a su multiplicidad. De-

cimos que N es el nimero de modos guiados para un cierto valor de k.
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1.4. Criterios de comparacion

En esta seccién utilizando algunos criterios de comparacion, establecemos
que existe a lo més un modo guiado a alta frecuencia cuando

y~ > 0. (1.4.1)

Definamos las funciones S, := S,,(k) como siguen:

A
Si = sup (25_,1#)’ (1.4.2)
YeLa(T'F),0#0 ||w||L2(FF)
donde (A, 1)) estd definida en (1.2.5). Para cada entero m > 1,
A
Sm = Inf sup (49, ) (1.4.3)

VeV (Tr) PYeVL h£0 kuiz(rp)’

donde V,,(I'r) denota el conjunto de todos los subespacios de dimensién m
de Ly(T'p) y para V C Lo(T'r)
Vi ={y e LyTF): /ngdx =0 V¢eV}
R
Sean I'c y I's curvas tales que
I's encierra a I'c, (1.4.4)

Sea Q) el dominio asociado a T's. De (1.4.4)

QcQ. (1.4.5)

De manera similar como en la definicién del operador A en (2.4.21), podemos
definir el operador A, asociado al problema (1.1.4), para el dominio Q, corres-

pondiente a la curva C. Para ¢ € Ly(Tr), del lema 1.1.1, existe ¢ € H(Q),
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que satisface (1.1.4) con Ay = ¢|,—. Igualmente, existe ¢ € H'(Q), que

satisface el siguiente problema

.
A¢ — k2 =0, en (2,
g—;_%. = ¢, en FF, (146)
03
\ 57 = 0, en I's

y es tal que Ay = qi~>|y:0.

Lema 1.4.1. Para ¢ € Ly(I'p), se tiene

(Agp, ) < (A, ).

Demostracion. Sea

/¢—d+/(¢ 5202 d+/¢ s~ [ 6%
AO\Q) o9

Sean iy, iz los vectores normales exteriores a las curvas I'c y ' respecti-

vamente y 7o = —1i3, entonces 71; y 7o son los vectores normales exteriores

correspondientes a A(Q \ Q). De (1.1.4), se tiene que 3 8¢ = 0. Por lo tanto,

= [ o /<z>—d +/¢§ﬁ /¢8n2

A\Q)
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De (1.1.4) y (1.4.6), se tiene que ¢, |,—0 = ¢yly—0 = ¥, luego

ol [itsi [l [
/¢—d +/¢
i o

dx = /gb(m,O)@/J(a:)da:

o ()
/ ¢>—ds— [ éta0u(yis

Entonces de Iy, I, I3y I4, se tiene que

/¢—da+/¢|y owie)ds ~ [ 3ol

R

y=0

De (1.1.4), (1.4.6) y (1.4.5), se tiene que Ag — k2 = 0y A¢p — k*p = 0 en
Q, aplicando el teorema de Green, se tiene

0= [[1806 - adolasay = | (a% - ‘9—%) (1.4.7)

Q o
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Dado que

/ég /(b_d +/$\y=o¢(x)dx
/d)_d _/¢_d +/¢|yo¢(l’)dx

de (1.4.7), se tiene que

/ o + / ey

Reemplazando la igualdad anterior en I, se tiene que I = 0. Dado que

/ e / (6AG + V6 - Vo)dudy / (K26 + |[Vo|2)dady > 0

(Q\Q) o0 Q\Q

v Al — ¢) — k*(¢ — ¢) = 0 en Q , entonces

J6- 022 Das = [1G-0)a0-06)+ V(65— 0) - V(6 - olldsdy

o0 Q

:/ k(6 — ¢)° + V(¢ — ¢)|*)dwdy > 0.
Q

De I, se tiene

/cb—d </ ¢>—ds+/¢ 5209 d8+/¢—ds

(Q\Q)

/gb—ds
/gb—d < /gb—ds

En consecuencia,

Es decir
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/¢|yow o< [ Bovts

R

De lo cual se tiene (Av, 1)) < (A, 4)). En consecuencia el lema. ]

Lema 1.4.2. Sean I'c y I's curvas que satisfacen (1.4.4), entonces

S < S, Vm > 1.
Mds aiin, N > N.

Demostracion. Del lema 1.4.1, se tiene que (A, 1) < (flw, ).

Supongamos que 1 es la funcién propia correspondiente a Sy, entonces

(Avn,9r) _ (A, vn)

S1= <
[ e | Y[/

sp ALY _ s

" el o [V, rp

De manera andloga se concluye que Sy, < Sp,, de (1.3.6), se tiene que N < N.

Asi concluye la demostracién del lema. O
Sean I'¢ la curva que esta entre las lineas verticales —zg =2 y g = x, y
Q; ={(z,y) : yestaencimadel'c, y <0, —xg <z <0} (1.4.8)

Definamos el operador AP : Ly(I'r) — Ly(T'g), como APy = ¢(x,0),

donde I'y, = T (U v ¢ € HY(Q;) satisface
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Ap — k¢ =0, en €,
% = wa el FFia
(1.4.9)
% =0, en I,
o =0, en r = +xg.

El espectro de AP consta de una sucesién de valores propios S2 que esta

definida por la siguiente expresion

A
VEVETE) pevL, 40 ||¢||L2D(FF.)

donde VP(T'f.) denota el conjunto de todos los subespacios m-dimensionales
de L7 (Tr,) = {¥ € La(T'r,) : Ylo—say = 0}

De manera similar, definamos el operador AV : Ly(T'r,) — Ly(T'f,), como
ANy = ¢(x,0), donde ¢ € H'(£2;) satisface

,

A —k*¢p =0, en €);,
% = wa en FFiv
g (1.4.11)
% =0, en I'c,,
% =0, en r = +xg.

Denotemos por SY a la sucesién de valores propios de AY. La cual viene

dada por:
A
SN = sup (12/1_1#) (1.4.12)
veLa(Cr) a0 [Ny,
Y para cada entero m > 1,
A
SN = inf sup —( ¥, 9)

, (1.4.13)
VeVm(Tr) ypevL 40 ||¢||%2(FF¢)
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donde V,,,(I'g,) denota el conjunto de todos los subespacios de dimensién m

de Ly(T'g,) con
L ={y e LyTp): /@ugdl« =0, V¢eV}h
Con esta notacion, tenemos la siguiente proposicion
Proposicion 1.4.3.
méx (SN kY > S, > SP Ym > 1. (1.4.14)
Entonces,
(i) Si SP > k' entonces N >m,
(ii) Si SN < k7', entonces N < m.

Demostracion. El espacio LY (I'f.) definido antes puede ser considerado como
un subespacio de Ly(I'r), dado que cada funcién de LY (T'r,) puede ser ex-
tendida a una funcién de Ly(I'r). Por lo tanto, tenemos V2 (T'x) C Vo (I'r)
para todo m > 1 y deducimos de (1.4.10) que S2 < sup i (A¢:¥)

PeV L ¢”L2(FF )

Ve VE(Tg). Como V €V, (L), entonces S < Sy, < sup Hlﬁ(llléxw
eV L Ly(Tr;)

con

De otro lado,
fqb(x, 0)¢(z)dx

Sm = Inf sup
VeVn(Tr) pev L ps£0 H¢HL2(FF ) + ||¢||L2(FF )

donde, FFe = FF \ FFz

Sea 1 € Lo(I'r,), entonces 1) se puede extender a una funcién en Ly(I'r), asi
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Entonces
/ ¢(x,0)p(x)de < k™ HPl7, 0y - (1.4.15)
—0,20]
Si max (SN | k! ) = k7', entonces [ o(z,0)yp(z)dr < k7MY, Ir)
[—z0,w0]
luego

fgb(:v,O)z/J(x)dx
< k1
||@/)|| 2mr) TN, e —

Por lo tanto, S, < k™. Si méx (SY , k=') = SV entonces

[ oz, 0)Y(x)dx > k’_IH@DH%Q(rFi)» de (1.4.15), tenemos

[—z0,20]

[ oz, 0)¢(x)dx [ 6z, 0)(x)dx

[—z0,z0] >l R\[—z0,20]

||1/}||L2 FF o - ||¢||L2(FF

[ o 0@l oy + 161Eir,y) 2L bl 00 @61 i,

[—z0,z0] R

En consecuecia,

[ o, 0)(x)dx

[—z0,70]

SN = inf sup
VEVN(Tr) vt pro 191 o)

f¢ x,0)¢(x)dx
> inf sup

VEVN(Tr,) pevL p£0 ‘WH 2(Tr,) + ’WHLQ (Tr,)

=S,,

Asi se obtiene la desigualdad (1.4.14). Demostremos la desigualdad (7). Si
S > k=1 entonces S, > SP > k™' y N > m y asf se obtiene (7). Ahora
para (ii), si, SN < k™!, entonces max(SY , k™) =k 'y k' > S, en

consecuencia N < m. ]



1.4. CRITERIOS DE COMPARACION 21

—Zo Lo

Figura 1.2: Rectangulo

Usamos la proposicién 1.4.3 para el caso cuando €2; es un rectangulo de base

2x( y altura y~ sobre el cilindro (ver Fig. 1.2).
Semejante a como se definié el operador A”, para la curva I'c en el dominio

Q), podemos definir AP, para la curva I'g, correspondiente al dominio €.

Definamos

AP Ly(Tr) — Ly(Tp,),

APY = ¢(2,0),

donde 'y, = T'x (€ con ¢ € HY(Q;) tal que,

;

A¢ — k?¢ =0, en €,
% = 1/)’ en FF“
9 (1.4.16)
% = Oa eny=-y,
¢ =0, en r = .
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Lema 1.4.4. El espectro de AP consta de una sucesion de valores propios

SD " con SP = w=?, el cual satisface

w *ktanh(ky~) = 1. (1.4.17)

Demostracion. Para ) € Ly(I'g), existe ¢ € H'(£;) que satisface el proble-
ma (1.4.16). Usando el método de separacion de variables podemos suponer
que ¢(z,y) = F(x)G(y), para algunas funciones 'y G, colocando A > 0

como constante de separacion, tenemos que

G RF@-F'@) G RF@) -

Cly) ~ o) Cly) o

Imponiendo las condiciones de frontera, obtenemos los siguientes problemas:

—G"(y) = \G(y),

F'(z) = (=A+ k*)F(z),
(€) 4 @&(0) = w2G(0), (d) (1.4.19)

De (1.4.18-(a)), se tiene que

Gly) = — AN +y7) (1.4.20)

sin(vAy~)
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De (1.4.18-(b)), se tiene que si A + k% > 0, entonces F(x) = 0.

De (1.4.19-(c)), se tiene que

_ C cosh(VA(y +y7)) |

) cosh(vy~)

(1.4.21)

De (1.4.19-(d)), se tienen los siguientes casos

1. Si =\ + k% > 0, entonces F(z) = 0.

2. Si —A+ k? =0, entonces F(x) = Cte. Por lo tanto de (1.4.21),

_C’cosh(\/x(y +y7)) '

oe,y) = cosh(vAy~)

Puesto que ¢, (z,0) = w?¢(z,0) encontramos que cuando —\ + k? = 0,

tenemos la siguiente relacion

1 = w %k tanh(ky ™). (1.4.22)

3. Si =\ + k? < 0, entonces

Crcos(VA — k?z) si VA —k?z9 = § + mm,
Cysin(vA — k2x) si VA — k2xg = mm,

F(z) =

por lo tanto, de (1.4.21)

_ Ccosh(vA(y+y 7)) cos(vA—k2z) i A/ N —k2p, =T
P(z,y) = cosh(vxy ™) SVA S Ko =g +m,

_Ccosh(\/X(y+y*))sin(\/)\—k2;t) . — 12,
cosh(VAg) si VA —Kk2zg = mm.
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Puesto que ¢, (z,0) = w?¢(z,0) encontramos que cuando —\ + k? < 0,

tenemos la siguiente relacion

1 = w2V X tanh(VAy ™), (1.4.23)

con

\//\—kzxozg+m7r 0 VA —k2xq = mm.

De (1.4.22) y (1.4.23) la sucesién de valores propios S2| viene dada por SP
es igual a w=? el cual satisface w”*ktanh(ky~) =1y SP = w2(k), m > 1,

m

es la tnica solucién de la ecuacién 1 = w, ? 11, tanh(p,y ™), con fi, = VAm

y—)\m+k2<0y(\/)\m—k2x0:§+m7r 6 VA — kE?xg = mm). O]

Teorema 1.4.5. 57 0 < y~, entonces existe a lo mds un modo guiado a alta

frecuencia (k — 00).

Demostracién. Dado que y~ > 0, y de (1.1.3), (1.4.17), tenemos que k! <
w™?. Por lo tanto del Lema 1.4.4 existen por lo menos m valores propios &y,
entre k=1, w’?, S’n’z > k~! | para todo m > 1. Por lo tanto de la proposi-
cién 1.4.3, tenemos que N < N. De (1.4.17) tenemos que w_? — k' =
O(k=te=?%") cuando k — oo, entonces m es a lo mds igual a 1. Ahora apli-
cando el lema 1.4.2 tenemos N > N y en consecuencia, N = 1. Lo cual

demuestra que existe a lo mas un modo guiado a alta frecuencia. [



Capitulo 2

Asintdotica de la frecuencia

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior se mostré que para el problema de ondas de agua a alta
frecuencia, existe un 1inico modo guiado el cual se propaga en la direccién
del eje del cilindro. Nuestro interés en el presente capitulo es construir la
asintotica de esta frecuencia, para valores grandes de k, donde k es el nimero

de onda.

2.2. Resultado principal

Supongamos como en el capitulo anterior, que la curva ['c esta dada por
z(t),y(t) € C®°[—m, 7], con 2 + y* # 0, tal que maxy(t) = y(0), y"(0) < 0,
2'(0) > 0,'r = {(x,0) : © € R} es la superficie libre. €2 es el dominio exterior

25
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a la curva I'c e inferior a I'p (ver Fig. 1.1), para la geometria del problema.
Buscamos el potencial de velocidad en la forma exp{i(wt—kz)}é(z, y), donde
z es la coordenada horizontal a lo largo del eje del cilindro, w es la frecuencia

y k es el nimero de onda; llegamos al problema

(

Ay —k*p =0, en Q,

by = Ao, en Tp, (2.2.1)

9¢ _
| o7 = 0, en e,

para la funcién ¢; aqui A = w?. Soluciones de este problema pertenecientes
al espacio de Sobolev H;(f2) son llamadas ondas atrapadas y existen sélo
para ciertos valores de A (el valor propio) para k fijo. Como se demostré en
el capitulo anterior, el espectro esencial de (2.2.1) coincide con el intervalo
[k, 00). Del capitulo 1 existe un tnico valor propio A por debajo del espectro
esencial para valores grandes de k. Nuestro interés es construir asintéticas
de esta frecuencia. El resultado principal de esta tesis es enunciado a conti-

nuacion.
Teorema 2.2.1. El inico valor propio A(k) de (2.2.1) tiene la forma
MNE) =k — 2, (2.2.2)

donde

™

T IOy 1 5
O (0)(1+O(k™)), (2.2.3)

3=
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y su correspondiente funcion propia

o0

b —ip'&+nT(p’) A )A(p’) /
= R (R b

—00

ok / K (/@) — 2 + (w(®) —n)?)
o) @) - P + W) — n)?

—T

X [y (6)(2(t) — &) — ' (1) (y(t) = M][(L — M)~ (Mo

donde

Alp) =(1 - M5>12mf£f];f|*f‘(p”

L(p) =1 — L con T(p) =\/k?+ p?,

Y

P, My, Ms, My(p,py) vy M estan definidas en secciones 2.3 y 2.4.

27

En el resto del capitulo se desarrolla la demostracién del enunciado anterior

y se construye la correspondiente funcién propia.

2.3. Reduccion a un par de ecuaciones

Primero, reducimos (2.2.1) a un par de ecuaciones integrales sobre I'r y I'c

para las funciones ¢ = ¢|r, y 6 = ¢|r,. En todo lo que sigue supondremos

que ¢(z,y) es una funcién lisa; como veremos en la seccién 2.4, la solucién que

construiremos satisface esta condicion. Para este fin, consideremos la regién

Q\ B,(&,7m), donde B, := B,(&,1) = {(z,y) : \/(x —&)? + (y —n)? < p} es
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el disco de radio p con el centro en (£, 7), y aplicamos la férmula de Green a

¢y (—5=Ko(kr)) en Q\ B,, donde

r=y(z—€?*+(y—n)? (23.1)
y Kp es la funcién de Macdonald (ver [11], pag 376)(asi que —5=Ko(kr) es la

solucién fundamental del operador A — k?), entonces

1 1
A(—2—K0(kr)) - I<:2(—2—K0(k;7‘)) =0, en Q\ B, y en consecuencia
77 m

0= [ 1= 5 Ko(kr) 30— K6 ~0IA(~ - Kulkr)) ~*(~ 5 Ko(kr))]}dody.
O\B,

Supongamos que ¢ € C*(2\ B,) lo cual es cierto ya que A es analitica en
una banda de longitud 2k, entonces ¢ € C'*(£2). Usando la férmula FA¢ =

div(EV¢) —VE -V, se tiene que la ecuacién anterior se puede escribir como

0= / {div(—%Ko(kr)ng) - div(gbV(—%Ko(kr)) ) }dxdy.
O\B,

Aplicando la férmula de Green y haciendo p — 0, concluimos

Lema 2.3.1. Se cumple la siguiente igualdad

O:/(—%Ko(kr)ng)-ﬁpds—/((;SV(—%Ko(k‘r)))-ﬁpds (2.3.2)

I'r I'r

) 1 _ ’ 1 .
+ ’l)lir(l) (—%Ko(kr)V@ - 1l,ds — il_r)r(l] / ¢V(—%K0(lm’)) Ti,ds
0B, 0B,

1

1
+ [ Kalhn) Vo) iicds — [ 6¥(— - Kulh) - icds
le

le

Para reescribir la ecuacién (2.3.2), se tiene en cuenta que
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Lema 2.3.2. Sea ¢ € C1(Q), entonces se cumplen las siguientes identidades
(a)

[ Kol ¥6) v = - [ Kok /&= (o)

()
/¢V(—%Ko(kr))-ﬁpds:;€—z / Ké(k('x(ig)f)j;;nz)go(x)dx.
(c)
lim (—ZLKO(/W)W) s = 0.
p rs T
(d)
iy [ OV (-5 Kalkr) - s = o(¢.n).
9B,
(¢)
/(_%KO(kT)V¢) 'ﬁods =0.
(f)
1 ok [0 =97+ G0 =)
FZ OV (o Ko(kr) - icds = — / L TR TN

[y (8)(x(t) — &) — () (y(t) — m)]O(t)dt.

Demostracion. Demostremos (a), se toma y = 0 en (2.3.1) y ip = (0,1).
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Entonces
1 !
/(—%Ko(m)vﬁb) Tpds = /(—%KO(]W)”y:Ova:O (0, 1)dz
Ip —o0
- / Kolk/(z — €7 + ) (x)de

Asi queda demostrado (a). Para demostrar el item (b), se toma y = 0 en

(2.3.1) y ip = (0,1) y puesto que

1

V( 2T

k
Kokr)) = == Ki(br) (=
Luego la integral es igual a

[ 69 tothr) sivds = [ ote0)(~orithn) o)

X ( T y=0- (0, 1)dz

k[ Kk P )

o ERIE

—00

p(z)dr,

donde 7 esta dado por (2.3.1). En consecuencia obtenemos (b). Demostremos
el ftem (c), coloquemos r = p, y dado que —Ky(kp) = In(kp) — K(kp),

R(kp) € C[0,00) v |R(kp)| < cte, cuando p — 0, se sigue

1 1
Iim | /(——Ko(kr)ng) -M,ds| < lim —|In(kp) — R(kp)|2mpsup ||Vo|| = 0.
2w p—0 27 0B,

p—0
9B,

De donde se obtiene (c). Demostremos el item (d). Coloquemos r = p. Si
(&,m) € €, sea aft) = (pcost + &, psint + n) la parametrizacién de 0B,.

Puesto que kK/|(kr) = _71 + Ri(kp), (ver [11]) donde K;(kp) es continua y
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Ri(kp) — 0, cuando p — 0, y teniendo en cuenta que @, = —Vr|,—, =

)|r=p, tenemos

) k
OV (=5 Ko(kr)) - 7i, =(pcost + &, psint +n) - —K;(kp)

1 -1

=5 (7 TRilkp)olpcost + €, psint +1).

Dado que [|&/(s)|| = p v ds = pdt, entonces

27
1
_Hm_/_¢(pcost+§,psint+n)dt=cb(f,n)
p—0 27T
0

y
2
1
—lim — /ﬁl(kp)d)(pcost + &, psint +n)pdt =0,
p—0 27
0
en consecuencia
2
) 1 L1
iy [ oV(— oK) s = o [ (e
0B, 0
2
1
— lim — /ﬁl(k:p)qﬁ(pcost + &, psint +n)pdt
p—0 27
0
= ¢(&,m).

De donde obtenemos (d). El item (e), se tiene por la condicién de imper-
meabilidad del problema (2.2.1), puesto que V¢ - rig = %(x(t},y(t)) = 0.

Entonces queda demostrado (e). Para ver el item (f) de (2.3.1) y teniendo

o= W TO) o aaE e,
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tenemos para x = z(t), y = y(t)

V(g Kolbr)lee - e = g Kk (L8 X020y

W), )
COEOs

=—§[y'<t><<> 6 -

K/ 0P G0 D)

¥ GO e R

En consecuencia,

VI + W) —n)?)
277 \/(w(t) - 5)2 + (y(t) —n)?

/qbV ——Ko(krr)) niods =

X [y (0)(x(t) — &) — 2'(t)(y(t) — n)]6(t)dt.
Por lo tanto se obtiene (f) y también el lema. O

Ahora usando el lema 2.3.2 y haciendo el limite cuando p — 0 en la ecuacion

(2.3.2), obtenemos:

Lema 2.3.3. Se cumple la siguiente igualdad

- / Koky/T = &7 + 1P)p(2)d

[ Ealk/@ =GP+ ) o(z (2.3.3)
2” . (x—&2+n?
k /”Kaw + (w0 —n)?)
o) ) - 5)2 INOELE

X [y (0)(x(t) — &) — 2 (B)(y(t) —m))o(t)dt, — (&n) € Q.
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Lema 2.3.4. Sea ¢ € C(R). Pasando en la ecuacion (2.5.3) al limite cuando

n — 07, tenemos la siguiente ecuacion integral

=\ / Ko(k|z — €))p(x)dz

[ K} (k/(a( +y(1)?)
k
’ ¢<x<t>—s) +y<t>

< [y (6)(x(t) — &) — 2"(t)y(£))0(t)dt.

Demostracion. Es suficiente tomar el limite cuando 7 — 0~ en la segunda

integral de la ecuacién (2.3.3) y demostrar que

—k K} k;\/ - 1
lim —2 / (z— & + 1) — (6. (2.3.4)
n —0— —|— 77 2

En efecto, usando la siguiente representacién para K((z)

K(I)(Z> _ _i —ln( )+ﬁ2<z)

z 22

(ver [11], pag 376), donde Ry es una funcién continua. Colocando

2z =ky/(z —§)?+ n?, de la teoria potencial (ver [1], pag 60; [17], pag 402)

lim /K’ (ky/(z —&)2+1n?) o(x)dz
n—0- 27 k;\/m
:nli%l{—%/ @ _i(;)Jr e gk 5)} (&),
donde

—00
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y ng — 0 cuando n — 0. En efecto, como Ky es una funcién continua es

£+1
suficiente demostrar [ nln[k/(z — &)2 + n?Jdz — 0. Como |Inz| < C2’ y
€1

cambiando de variable % = t/, tenemos

1 1/n
/n(t2 +n?)2dt = n*to / (2 +1)2dt ~n— 0
-1 —1/n

lo que demuestra (2.3.4). Puesto que los limites de los otros términos de la

ecuacién integral (2.3.3) son inmediatos. El lema queda demostrado. ]

Lema 2.3.5. Pasando en cada uno de los términos de la ecuacion (2.3.3) a

& =x(t) y al limite cuando n — y(t), se tiene la siguiente ecuacion integral

A [ Kli/Ge =20 + Y@

[ Ky(ky/e =20 + y(1)?)
V@ =) +y()?

o [ KGO ) —y0P)
Vit - R E

— ky(t) p(x)de

x [y () (e(tr) = 2(8)) — ' (01)(y(t) — y(£)]0(tr)dtr.

Demostracion. El limite de los tres primeros términos es inmediato, asi que
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es suficiente demostrar

. [ Ky (ky/(a )2+ (y(t1) —n)?)
E:w(t)WHy()?Wﬂr V(@ (tl) ) (y(t1) —n)?

(2.3.5)

x [y (t)(w(tr) — &) — 2 (t1) (y(t1) — n)]0(t1)dts

1 [ Ky(ky/(@(t) — 2(0)2 + (w(t) — y(O)2)
S
2 (t)+27r J V() — (t))2+(y(tl)—y(t))2

< [y (t)(x(tr) — 2(t) — 2'(t) (y(t:) — y(1))]0(t1)dts.

En efecto, colocando § = z(t), n = y(t) + &, se tiene

. Ky w P ) =y =)
5{ / O <>> OETOEDE (236)

X l’l(tl)9<t1)dt1

F Kyl — 20 + () — y) — )
271” NCOE x<t>> ) -yt — 2P

X [y (t) (2 (t) — z(t)) — ' (t2) (y(tr) — y(t))]e(tl)dtl}

= I(t) + II(t), (2.3.7)

donde

) K (k/ (ae( )2+ (y(tr) —y(t) —)?)
I(t) = lim
" ew{%_w NE <t1> <>> Tl — o) — o

X x'(tl)ﬁ(tl)dtl}, (2.3.8)
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™

& g/ G~ 207 T )~ a )
15/ el —s0r o) o - Y

—Tr

X [y (t) (w(t) — =(t)) — 2" (t2) (y(tr) — y(t))]9(t1)dt1}-

[I(t) = lim

e—0t

Procediendo como en la demostracion del limite (2.3.4), se obtiene

El limite de II(t) es inmediato. De (2.3.7) y de los limites anteriores se

obtiene la demostracion del lema. ]

Pasando en la ecuacién (2.3.3) a los limites cuando n — 0~ y cuando n — y(t)
con { = x(t), y usando los lemas 2.3.4 y 2.3.5 de las férmulas de salto para

los potenciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones integrales

Lema 2.3.6. Tenemos el siguiente sistema

rol(€) =A / Ko(klz — €])p(x)de

™

K/ — 97 T y(0?)
- ’f/ V@) =2 + gt 2310

< [y (8)(x(t) — &) — 2'(t)y ()]0 (t)dt,
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70(t) =\ / Ko(k/( — 2O + (0P (a)dx

o0

o T Rk
ky(t) / NG b Al (2.3.11)

Ki(ky/(x(ty) — 2(t))* + (y(tr) — y(1))?)
k
’ / ViEt) — (1) + (y(t) — y (1))

x [y (t) (@ (tr) — 2(t)) — 2 (02) (y(t) — y(£))]0(t2)dtr.

Para aplicar la técnica de [10] a (2.3.10) y (2.3.11) es necesario pasar a la

transformada de Fourier ¢ de la funcién ¢,

Fe_pll©)]() @(p)Z\/% / e (£ .

Usando la férmula K/(z) = —K;(z) (ver [11]), se sigue el lema

Lema 2.3.7. Tenemos las siguientes transformadas de Fourier

(a)
FepEKo(KIEDI(P) = \/]CZLW.
(b)
Ki(k\/€2 + hY) BN e
ool VeI |-, |
(¢)

Fey [K()(k\/guihg)} () = ﬁhm
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W
Feop i OO I )t~ o]
\/m/ etpr(t)+y(t ‘/k2+p2y'(t)9(t)dt.

“

AN y(®?)
7 H’{ o/ om0 T PO @)

o / P O+UOV R 31 (10 1 .

—T

—T

Demostracion. Ahora demostremos (a) (ver [18], pag 322), en efecto, como

Melher en 1870 demostr6 que (ver [11], pag 376)

o0

cos(@[E])
y dado que
1 el T cos(z|¢]) .
Fart| s | ©) = [ Gorts =2 [ b= 2

Pasando de nuevo a la transformada de Fourier £ — x, tenemos

s = Pt Pt e |0 ) = 2B

Asi se tiene (a). Demostremos ahora (b), dado que

KibV@ 0], [ e Ki(ky/@ 1)
.'F&Hp{ /—52 2 } (p) = / /—52 yy

[ Ki(ky/@ 1) |
:2/cos(p£ 1\/625-1-7—}:2

0
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Usando J_y,2(x) = (%)1/2 cosz, (ver [12], pag 54), tenemos que

Entonces,

Ky (k 52+h2] - Vi Jeki (kV/EH1R)
_\/271']?0/'(] 1/2 pé m

Ahora usamos la siguiente férmula (ver [12], pag 416)

r K (aVEZ+22) , b (Va0 "
/J“(bt)t‘“rl (a +z )dt _ (L) K, 1(2Va? + b?).

(2 4 22)2¥ a” z
0

Por lo tanto, colocando = —1/2, v=1,t =&, z2=ho,b=py a=F,

ffqp[m%gf)] () = “,f_”(V’thp )1/2K1/2(ho\/m).

De ([12], pag 80), tenemos que Kj(z) = (1)1/2

5-) ' “e~%. Asi obtenemos (b).

Para la demostracién de (c) (ver [18], pag 279) derivamos con respecto a p

en ambos lados de la igualdad en la férmula (b) y obtenemos

— 2 d Ki(k\/€2+ Rh3)
p ehom__fgﬂp{ 1 f + }()

N dp NGRS
_ K (k€2 + hg)}
- fﬁﬁp |:Z£ \/m (p)

:Fg_”’[lijf (k:\/ém)}( )
e
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Asi obtenemos (c¢). Usaremos (b) para demostrar (d)

P i [ N R )y’<t><x<t>—£>e<t>dt] W

:k/fgﬂp|: —LE

K/ Y0P
¢<x<t> 5) +y<t> e

— /eipx(t)fgﬂp |:§K1(k 52 + y(t)2>1 (p)y/(t)9<t>dt

& +y(t)?
—i [ - z’d%fw [Kl(k ) ) ot
ipx(t k2+p2, 1
m / OVF 1 (1)6(1)dt.

En consecuencia (d). Para demostrar (e) también usamos (b)

fw[— [ KGO = 07 v >y<t>x'<t>9<t>dt} »)

V(@(t) - 5) +y(t)

- / v e IRy

- / et g, | I E VO )y

§2 +y(t)?

—T
™

- ﬂ-/eipx(t)-i-y(t)\/ k2+p2$’(t>9(t)dt.

—T

En consecuencia, queda demostrado (d). ]

Del lema 2.3.7 y de la ecuacién (2.3.11), llegamos al siguiente sistema para

@(p), O(1):
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Lema 2.3.8. Tenemos el siguiente sistema

(1 - %)@(p) = /ﬂ e +u(OT() <x'(t) + iiy(;ff))e(odt, (2.3.12)

—T

o) =5s [ [ " Kalh/ S 0o dp

—00 —00

’ KI ]f :L‘t
— e of 7 d, 2.3.1
e // V“) B(0) (23.13)
ko[ Ky(ky/o(ty,1))
ﬂ—_ﬂ_ Q(tht)

x [y (t) (z(t) — (1) — 2/ (t2) (y(t1) — y(1))]0(t1)dts,
donde
7(p) =k + p?,
s(x,t) ==(z — x(t))* + y(t)?, (2.3.14)

oty t) :=(x(tr) — z(t))> + (y(t1) — y(t)).

Usando de nuevo los resultados del lema 2.3.7 y de los dos primeros términos

del lado derecho de la ecuacién (2.3.13) se sigue:

Lema 2.3.9. Tenemos las siguientes identidades

oo

—ip'x(t)+y(t)T(p/
= [ e Kot /S D) dme)ar = [ By,
Vs

R2 o
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2.
k t v/ K k t T ./ /
y( ) /elpz 1( g([E? >>d:C<,5(p’)dp’ _ /elp 2O+ () @(p/)dp/’
L S(x.1) J

donde T(p) y s(x,t) estan definidas en (2.3.14).

Demostracion. De (2.3.14), el lema 2.3.7 y usando las propiedades de las

transformadas de Fourier:

/eip’wKo(k\/W)dx zeip/x(t)/eiplwf(o(k\/mmx

—e PO, Ko(k/Z? + y(0)2)](0)

e P Tt +y(t)r(p)

7(p')
Luego se obtiene 1. Para obtener 2, de (2.3.14), el lema 2.3.7 y usando las

propiedades de las transformadas de Fourier:

/ efip’mKl(k V g(x’t))dx :efip’a:(t) / efip’mKl(k V r? + y2(t))d$

. (.0 . 2+ 520
:eiiplx(t)f ) |:K1(k\/$2 + yQ(t))
o 22+ y2(t)
__ T e~ T(t)+y(t) ()
ky(t)
Entonces se obtiene 2. ]

Del lema 2.3.9 y de la ecuacién integral (2.3.13), llegamos al siguiente sistema
para ¢(p), 0(t):

Lema 2.3.10. Tenemos el siguiente sistema

(1 — %)@(p) = ] e Fy(O7(p) (:zc'(t) + M)Q(t)dt, (2.3.15)

—T
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e}

O(t) =— —ip'z(t)+y(t)T(p") 1 >0\ dv'
) 27r/€ oy ) PP

—0o0

~ f K(l)(k \V Q(tla t)) (2.3.16)
T i o(ty,t)

x [y (t) (@) — 2(t)) — 2 (02) (y(t) — y(1))]0(t2)dtr,

donde 7(p) y o(t1,t) estan definidas en (2.5.14).

Reescribimos el sistema (2.3.15) - (2.3.16) como:

Lema 2.3.11. Tenemos el siguiente sistema

(1= 225 ) ot = ()0, 23.17)
(1= NE)6)(t) = (Vp)(0), 23.15)
donde
p) Z/ﬂMl(pvt
/M2 P O@)dy, (2.3.19)

(Mg /M3 tl, )Q(tl)dtl,
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con

M, (p,t) =ePr)+v®)7®) (x'(t) n ipy’(t)),

7(p)
Coy b ey A
My(p',t) =5-¢ 1+ ) (2.3.20)
PR IN)
oo o(ty, 1)

X [y (t) (x(tr) — (1)) — 2'(t1) (y(t) — y(?))],
donde T(p), o(t1,t) estan definidas en (2.5.14).

Obviamente, mediante las féormulas estandares de la teoria potencial, una

solucién de (2.3.17), (2.3.18) da una solucién de (2.2.1).

2.4. Solucion del sistema

Consideremos la ecuacién (2.3.18). Recordemos lo siguiente (ver [15])

Lema 2.4.1. Sea

[IK <y [ Ky < 01

Entonces

| K|l pyfrm < M|l Lyf—r 7,

donde

(Fu)(x) = / Kz, y)u(y)dy.
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No es dificil ver que usando las expresiones asintéticas de K;(x) para valores
pequenos y grandes de z, que el niicleo M3 en (2.3.18) satisface las condiciones
del lema 2.4.1 con M = const. k=/2.

En efecto consideremos el siguiente lema

Lema 2.4.2. De la definicion de Ms(t1,t) dada en (2.3.18), se sigue que
/|M3(t1,t)]dt1 < Ck2, /|M3(t1,t)|dt < k2,
donde C' es una constante.

Demostracion. De la definicién de M;s(ty,t), dada en (2.3.20), para 6 > 0,
dividimos el intervalo de integracién en los dominios k|t; —t| < § y k|t; —t| >
6. En el primer dominio usamos la asintética de Kj(z) ~ L y en el segundo

la asintética de Kj(z) ~ \/5-€77,
4

™

/\M3<t1,t)|dt1 _ / /(1) (1) — (1) = &' (1) (w(h) =y

o(t1,t)

—T k‘tl—t‘<5

Wke_k\/m, .
v f i gt (e ~ ()

k“tl—t‘>5

x (y(t1) — y(t))|dts,

donde p(ty,t) esta definido en (2.3.14). Cuando k|t; — t| < ¢, entonces
Y (1) (z(t) — 2(t) — 2'(t2) (y(tr) — y(t)) = O((t1 — 1)) y dado que o(t1, 1) =
O((t; — t)?), por lo tanto el integrando en este caso es acotado, y como el

tamano del dominio es del orden de 1/k , la integral a lo largo del mismo es

del orden de 1/k.
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Cuando k|t —t| > §, de la definicién de o(t1,t)

[y (t) (e () — x(t) — o' (L) (y(tr) —y(B)] _ Gy oD > G,

o(t1,1) -

por lo tanto el integrando es menor que Cyvke ¥©2. La integral de esta expre-
sién sobre el dominio k|t; —t| > & es del orden de v/ke %2, en consecuencia

la demostracion del lema. O

Por lo tanto de los lemas 2.4.1 y 2.4.2 podemos invertir el operador 1 — M; en

(2.3.18) usando la serie de Neumann obtenemos la solucién () en términos

de ¢(p) :
0(t) = [(1 — M) Mag)(t), (2.4.1)

donde (1 — Ms)~" = 3209 M. Sustituyendo (2.4.1) en (2.3.17) finalmente

llegamos a una ecuacién para @(p) :

(1 - %)@@) — VL1 — X)W (p). (2.4.2)

Aplicamos el razonamiento de [10] a la ecuacién integral (2.4.2). En efecto,
sabemos que A es dado por (2.2.2), donde 3 es exponencialmente pequefio en

k (ver [9]). Por lo tanto el primer factor en el lado izquierdo de (2.4.2),

L(p);zl_izl_k_—ﬁ2

7(p) Vi +p?

es exponencialmente pequeno cuando & — oo en el punto p = 0.

(2.4.3)

De hecho, las raices de L(p) = 0 tienden a cero cuando k — oc.
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Lema 2.4.3. La ecuacion L(p) = 0 cuando p — 0 se cumple si

p=ps= ii\/gﬁ +0(e8°), (2.4.4)
donde L(p) esta definida en (2.4.3), e¢=1/k.

Demostracion. Sea
Li(p) = 7(p) — k. (2.4.5)

La expansion de Ly (p) esta dada por
Li(p) = 0ip® + lop* + -+ + Lo p™ ™+ Lyga(p)p™ ™2, (2.4.6)

donde

= g con e=1/k (2.4.7)

ly > 0,5 |Lpia(p)| < C para p suficientemente pequenio. Ahora usando

(2.4.6), podemos escribir una expansién en [ para la raiz de la ecuacion

Lyi(p) + 52 = 0.

La raiz de esta ecuacion esta dada por el teorema de la funcién implicita.

Denotando la raiz por p, obtenemos

pr =E0p1+ Bps + -+ B + B Py (8)], (2.4.8)
donde

P11 = ) |Pn+1(ﬁ)| <C.

SIS
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De (2.4.5), (2.4.8) y como

T(p) —k+ 5 _ Li(p) + 5

L) = 7(p) 7(p)

Y

se tiene que, para p dado por (2.4.4), L(p) = 0 cuando p — 0. ]

Por esta razon, las consideraciones heuristicas de la seccién 2 de [10] son

aplicables a (2.4.2). Siguiendo aquellos argumentos, buscamos una ¢ en la

forma
. A(p)
p) = —, 2.4.9
ORE. (249
donde L(p) esta definida en (2.4.3), y A es desconocida.
Obtenemos, de (2.3.19), (2.3.20), (2.4.2), (2.4.3) y (2.4.9) la integral
A [ AQY)
Msy— = Msy(p' ' 4.
(L2 / A ) (2410)

También veremos (ver lema 2.4.8 abajo) que A(p) es analitica en una banda
que contiene al eje real y como M, es analitica en una banda que contiene al
eje real podemos cambiar en la integral (2.4.10) el contorno de integracién al

mostrado en la Fig. 2.1. (con una a apropiada)
A Zy

Y

N X

—a a

Fig. 2.1: Contorno v

Se sigue del teorema de los residuos,
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i AW) AW, Mo(p DAR)
Ma(p', t) dp’ = /Mg(p',t) dp’ + 2mi . (2.4.11)
/ L(p') L(p') LD lp=p,
o S
Lema 2.4.4. Tenemos la siguiente representacion:
2mi 2
MoV (1+ 0(3?)). (2.4.12)

LWy, P
Demostracion. De (2.4.5) y (2.4.3), se sigue que la expansion de L(p) esta

dada por

L(p) = e(lip* + lop™ 4 -+ - + L™ ™ + Lyia(p)p™t?), (2.4.13)

donde

0 = g con e€=1/k (2.4.14)

64 >0y |Lyi2(p)| < C para p suficientemente pequeno.

Ahora usando (2.4.13), podemos escribir una expansion de L'(p)

L'(p) = ep (261 +Alp? + -+ Ly "+ Zn(p)p”> , (2.4.15)

donde |0, (p)| < C para p suficientemente pequenio. De (2.4.15) y (2.4.14) se

sigue que L'(p, ) tiene la siguiente expansion

L(ps) =B [Ly+ B Ly + -+ BLi(e) + 5" L1 (B2)], (2.4.16)

donde
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Ly = 2i\/l) = iV/2e, (2.4.17)

donde ¢; esta definida en (2.4.14) y L ,,(5,¢)| < C para ¢ suficientemente

pequeno. Usando la serie geométrica y de (2.4.16), se sigue que

1
L/(P+) eBLy

{1 _ 522_:2 e BP(e) + gnﬂpnﬂ(g,g)} (2.4.18)
0

|Poi1(0,€)| < C para e suficientemente pequeno.

De (2.4.18), se tiene (2.4.12). El lema queda demostrado. O

Denotemos por M el lado derecho de (2.4.2)

(VI2)(p) : = (L~ 31) N 0)
— Ui -ty [ A 2a9)
_ [ M4(p,p’) / /
_700 L(p’) A(p )dp,
y
My(p,p) = My(1 — M) "' My(p/, 1), (2.4.20)

donde My, My, M estan definidas en (2.3.20). De (2.4.9), entonces (2.4.2) se

transforma en

Al ,
L(p) .

Alp) = / My(p,p') (2.4.21)
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De (2.4.9), (2.4.11), el lema 2.4.4, (2.4.19), (2.4.20), 2.4.21, tenemos que

(2.4.2) se convierte en

V21 My(p,pi)Apy)
o ﬁ53/2

A(p)

(1+O(52))+/M4(p,p')zlgj:§dp', (2.4.22)

donde L y v estan definidos en (2.4.3). Reescribiendo (2.4.22) como

_ V2rMy(p, p)Aps)

(- 31 A](p) PrDAe) oy, az)
donde
WAY) = [ Mot (2420

y My(p,p') es dado por (2.4.20). Ahora el operador Ms es pequefio en k como

se demostrara en el lema 2.4.7.

Lema 2.4.5. Para p' € vy, tenemos las siguientes desigualdades:

Para la parte del arco en el contorno v, se tiene

|My(p,p)| < Cey @D, (2.4.25)

Para la parte del contorno en el eje real se tiene

, A
‘M4(p,p’)‘ < VO @)+7(@) (1 + ( /)>. (2.4.26)
7(p

Demostracion. Tenemos de (2.4.20) que
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Mu(p,p') = / Mi(p, 1) Mo, 1)t

Y /.../Ml(p,th)MQ(p',tl)x (2.4.27)
n=1 r

(n+1)—wveces

X H M (t;, Ly )dtadty - - - dty g,

=1

donde My, My, M3 estan definidas en (2.3.20). Puesto que

: ipy'(t)
M p’ t :elpx(t)+y(t)7(p) (x/ t + ,
1( ) ( ) T(p)

]. e / A
Mo t) =— e~ P'=t)+y)r(@) (1
2(p7 1) 271'6 + T(p,) )

y de la definicién de Mj(t1,t), dada en (2.3.20) y del lema 2.4.2, se obtienen

las desigualdades 2.4.25 y 2.4.26. Asi queda demostrado el lema. [

Lema 2.4.6. Para p € v se tiene que

1
— | <R
’L(p)‘ -

Demostracion. De (2.4.3) se tiene que en el arco tenemos hasta O(k™>°)

CL2

=551 O(k_4>7

1
L)l = |1 - -

V1+12/k?

y en la parte del contorno que esta en el eje real el minimo de |L(p)| se alcanza

en los puntos p = +a, por lo tanto, la desigualdad atin se cumple. ]

Ahora el operador M es pequernio en k dado que |L(p)| > const k=2 alo

largo de v y My(p,p’) es exponencialmente pequeno.
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Lema 2.4.7. El operador 1 — M tiene inversa.

Demostracién. En efecto, de la definicién de M; dada en (2.4.24)

1[5 )

—00

dp < / (/ ‘Mz;(p,p’)
L(p)
N
De las cotas para My(p,p') y ﬁ dadas en los lemas 2.4.5 y 2.4.6, obtenemos

( 'M4 f) dp) dp <Cle2Hu )/62T(p)ly(0)dp_

—o0 5 —0o0
Puesto que
[e%s} o) 1
/ 2 DI04y o / 2 DOl gy 4 9 / 2 IO g,
—00 1 0
< T 2rO) 4 ,-2kly(0)
2[y(0)|
<(Ce2kly(O)]

Por lo tanto

()

— 0 ~

lo cual concluye la demostracién. ]

El operador 1 — M en la ecuacién (2.4.23) tiene inversa, luego aplicamos las

series de Neumann para resolver esta ecuacion y tenemos
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1 \/§7TM4(p,p+)A(p+)

A(p) = (1 - MS) 583/2

(1+0(p%). (2.4.28)

A continuacién, mostraremos que efectivamente A(p) es analitica en una ban-

da que contiene al eje real, como lo habiamos supuesto.

Lema 2.4.8. A(p) es analitica en una banda que contiene al eje real.

Demostracion. De (2.4.28), obtendremos A(p) = > a,(p), donde

V21 My (p, p1) Alpy)
B/2e3/2

an(p) = M;( > (1+0(5?). (2.4.29)

De (2.4.27) se tiene que My(p, p+) se puede expresar como

My(p,p+) = Z bi(p,p+)
3=0

donde

bo(p,p4) = /Ml(p;h)Mz(er;tl)dtl

s

n J
bi(p,p+) = / e / Mi(p,tjs1)Ma(py,t1) H M3 (ti, L) )dtrdts - - dt .

o i=1

(j+1)—veces

Dado que 7(p) (definido en (2.3.14)) es analitica en una banda de longitud
2k, entonces M;(p,t) definida en ( 2.3.20) es analitica en p en la misma ban-
da. Por tanto, by es analitica en p. De manera andloga se tiene que los otros

términos de la sucesién b;, son analiticos en la banda mencionada antes,
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ademds obtenemos ||b,|| < Ce 2Oy §70 =2k DO converge,
entonces usando el criterio M de Weierstrass la serie » >, b;(p) converge
uniformemente a My(p,py). En consecuencia My(p,p;) es analitica en la

misma banda.

Del argumento anterior y de (2.4.29) se sigue que ag(p) es analitica en la

banda. Ahora demostremos la analiticidad de a;(p), para esto recordamos

M4(p,7p+>

L) dp'. (2.4.30)

M5M4(p7p+) :/M4(p7p/)

Y

Primero veamos que la integral en (2.4.30) este bien definida, para ello nece-
sitamos que My (p,p’) sea analitica en p’, en la banda mencionada antes, lo
cual es cierto porque Ms(p',t1) es analitica en p’ en dicha banda y con un
analisis similar a como se hizo anteriormente My (p, p’) es analitica en p’. Aho-
ra como My(p,p’) es analitica en p, entonces M5M4(p,p+) es analitica en p, y
repitiendo reiteradamente el mismo proceso se tiene que a,(p) es analitica en
la banda mencionada, luego usando de nuevo el criterio M de Weierstrass se

obtiene la analiticidad de A(p). Tenemos la demostracién del lema 2.4.8. [
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2.5. Asintética del nimero

Calculemos ahora la asintética del nimero 3. Colocando p = p, en la igual-

dad (2.4.28) y dividiendo por A(p,), obtenemos una ecuacién para [3 :

8= Y1 S Mip )y, (14O, (251

Lema 2.5.1. Para valores grandes de k, se tiene que

A —— O] = 5.
B=k 27 (0] 0)(L+O(k™)), (2.5.2)

donde y(t) tiene un mdximo estricto en el interior de [—m, 7| y 2'(0) > 0.

Demostracion. En efecto, del término principal en (2.5.1),

V2r

B = E;),TM4(]?+,]9+)
Var
~ 32 /M1(p+,t1)M2(p+,t1)dt1, (2.5.3)

con My(ps,p+), p+y Mi(ps,t1), Ma(ps,t1) definidos en (2.3.20) y (2.4.4).
Teniendo en cuenta que e™(t)P+ = 1 4 O(\%), T(py) = k(1 4+ 0(ef?)) v
efly(tl)lT(p-ﬁ-) — €7k|y(t1)|(1 _|_ O(efkhl(o)‘ﬁQ))7 dado que )\ — k — 52 y como

k= %, tiene que ser 1 + —2—~ = 2(1 + O(g/3?)), luego

T(p+)

/Ml(P+>t1)M2(p+>t1)dt1

™

-2 / eI (o (1) + %) dty (14 0(5%)),

—T
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con 7(p;) definida por (2.3.14).
Aplicando el método de Laplace (ver [13]) al término principal de la integral,

se tiene (2.5.2). En efecto, la integral anterior se puede escribir en la forma:

b

I(k) = / ) (1)t

a

donde p(t) = 2|y(t1)] es la fase, q(t;) = L(2/(t;) + v )y g — g h =,

T(p+)

Cuando k es grande, el valor maximo de la integral se obtiene cuando p(t;)

alcanza un minimo estricto en 0 € [—, 7|, ademads se tiene:
(i) p'(t1) v q(t1) son continuas en t; = 0,
(i) p(t1) — p(0) = Pt + O(t3) cuando t; — 0,
(iii) q(t1) = Q(t1)"* + O(ty) cuando t; — 0,

con las constantes P = [y"(0)] >0, Q@ = 22/(0) > 0, v =1, p =2, ¢ =0, de

donde
Q. v e kp(c) L
(k) =2=T"(—-)——(1 k
(k) =221 (2) (14 OG7)
cuando k£ — oo. Se tiene la demostraciéon del lema. O

Y por lo tanto, se obtiene el resultado del teorema 2.2.1.
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