
Asintóticas para frecuencias altas de ondas

atrapadas por cilindros sumergidos

Tesis que presenta

RUBEN DARIO ORTIZ ORTIZ

para obtener el grado de Doctor en Matemáticas.
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Introducción

La pregunta sobre la existencia de modos atrapados por obstáculos sumergi-

dos, es de gran interés. Consideremos el problema de ondas de agua atrapadas

por un cilindro sumergido. Desde el punto de vista matemático, se trata de:

Supongamos que ΓC es la curva definida por {x = x(t), y = y(t), t ∈ [−π, π]}

con x(t) y y(t) suaves, x′2 + y′2 �= 0, y que máx y(t) = y(0), y′′(0) < 0,

x′(0) > 0. ΓF = {(x, 0) : x ∈ R} es la superficie libre. Ω es el dominio

exterior a la curva ΓC e inferior a ΓF ; y llegamos a

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ − k2φ = 0, en Ω,

∂φ
∂y

= λφ, en ΓF ,

∂φ
∂�n

= 0, en ΓC ,

para la función φ; λ = ω2

g
, ω es la frecuencia y k es el número de ondas

en la dirección del cilindro. De aqúı en adelante vamos a suponer que las

unidades estan escogidas de tal manera que g = 1. Soluciones de este proble-

ma pertenecientes al espacio de Sobolev H1(Ω) son llamadas ondas atrapadas

y existen sólo para ciertos valores de λ (el valor propio) para k fijo.

v
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Problemas relacionados a este han sido estudiados y discutidos ampliamente

en la literatura matemática. Para el caso de la playa con pendiente constante

Stokes en [4] demostró la existencia de modos atrapados, obteniendo una

solución anaĺıtica. Para el caso de la playa con pendiente constante Ursell

en [6] demostró la existencia de un número finito M(α) de modos atrapados

para valores pequeños del ángulo α, donde M(α) es el entero más grande n

para el cual (2n−1)α ≤ π/2. Para el caso de un cilindro sumergido de longi-

tud infinita que esta en un semiespacio infinito Ursell en [5]-[6] demostró la

existencia de ondas guiadas.

Usando la teoŕıa de ecuaciones diferenciales parciales eĺıpticas para dominios

no acotados Jones en [7] demostró la existencia de un modo atrapado no

solo para cilindros pequeños como los de Ursell, sino para cualquier cilindro

horizontal sumergido.

Jones en [7] estableció los teoremas de comparación para las ondas de gravedad

de los cuales se obtiene que existe un número finito de modos, para un valor

de k.

Para el caso del escalón de Jones, Evans y McIver en [3] demostrarón que

existe un único modo fundamental para pequeños y grandes valores de k.

Más aún, con la ayuda del análisis numérico Evans y McIver obtuvieron el
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número de ondas guiadas con gran exactitud. Ursell en [8] obtuvo los mis-

mos resultados de Jones y Garipov con demostraciones más sencillas en las

cuales utilizó la teoŕıa de operadores lineales simétricos acotados junto con

el teorema de Kelvin de la hidrodinámica clásica, el cual es una versión del

principio minimax (ver [2]).

Bonnet-Ben Dhia y Joly en [9] demostraron que existe sólo el modo funda-

mental para frecuencias altas. Ellos consideraron el problema de ondas de

agua que son guiadas a lo largo de la costa y lo redujeron a un problema de

valores propios con una familia de operadores autoadjuntos de resolvente no

compacta en dimensión dos.

En el trabajo nos ocupamos del problema de ondas atrapadas por un cilindro

horizontal sumergido que se propagan a lo largo de la dirección del eje del

cilindro y nuestro propósito es construir la asintótica de esta frecuencia para

valores grandes de k, donde k es el número de onda.

La tesis se divide en dos caṕıtulos, en el primero se utilizan los principios de

comparación (los cuales son consecuencias particulares de los resultados de

Jones (1953)) para demostrar la existencia y unicidad de los modos atrapa-

dos, para valores grandes de k. Para esto nos guiamos con Bonnet Ben Dhia y

Joly [9] en el cual demostraron la existencia y unicidad del modo guiado para
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diferentes geometŕıas, pero el resultado de ellos no nos sirve para aplicarlo

directamente porque a diferencia del de nosotros las geometŕıas del fondo son

diferentes, en particular en la de ellos el fondo tiene playa mientras que en

la nuestra no la hay. Además trabajamos con parámetros y operadores dife-

rentes; ellos con el parámetro ω y operador no acotado mientras que nosotros

con parámetro k (k → ∞) y operador acotado, lo cual nos reduce los cálculos

en la demostración de que el operador es autoadjunto.

En la sección 1.1 enunciamos el problema de ondas de agua atrapadas por

un cilindro horizontal sumergido y consideramos un problema auxiliar

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ − k2φ = 0, en Ω,

∂φ
∂�n

= ψ, en ΓF ,

∂φ
∂�n

= 0, en ΓC ,

para una función arbitraria ψ(x) ∈ L2(R) que es igual al valor de la derivada

normal del potencial en la superficie libre y demostramos que su solución

existe y es única. En la sección 1.2 definimos un operador acotado A de la

siguiente manera

Aψ = φ|y=0

y cuyos autovalores 1
λ

son inversos a las frecuencias de las ondas atrapadas.

Es decir

Aψ =
1

λ
ψ
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y demostramos que es lineal, simétrico y autoadjunto y encontramos que

cero es una cota inferior del espectro del operador en mención. Ahora en la

sección 1.3 se demuestra que el espectro esencial de este operador es el con-

junto [0, k−1], terminamos esta sección definiendo el espectro discreto como

el conjunto de valores propios que no están en el espectro esencial, porque

nuestro interés es demostrar cuantos valores propios hay por encima del es-

pectro esencial.

En la sección 1.4 establecemos algunos principios para comparar los auto-

valores de los problemas espectrales asociados a dos curvas cerradas una

contenida dentro de la otra; para esto usamos el principio minimax. Con este

fin, se consideran los problemas de valores propios con condiciones de Dirich-

let y Neumann para un rectángulo de base 2x0 y altura y−, donde y− es el

mı́nimo de |y(t)|. Comparando estos problemas con el nuestro, demostramos

la existencia y unicidad de las ondas guiadas cuando k → ∞.

En el segundo caṕıtulo se usa la teoŕıa potencial y la solución fundamental

para el operador de Helmholtz para reducir el problema inicial a un sistema

de dos ecuaciones integrales con dos incógnitas, usando una técnica similar

a la de Zhevandrov y Merzon en [10] nos va a llevar en la sección 2.5 a en-

contrar la asintótica de la frecuencia de la onda guiada.
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En la sección 2.2 se retoma el problema de ondas de agua atrapadas por un

cilindro horizontal sumergido y se enuncia el resultado principal, el cual dice

que el único valor propio del problema tiene la forma λ(k) = k − β2, donde

β = k

√
π

2|y′′(0)|e
−2k|y(0)|x′(0)(1 + O(k−1)).

y su correspondiente función propia

φ(ξ, η) =
1

4π

∞∫
−∞

e−ip′ξ+ητ(p′)
(

1 +
λ

τ(p′)

)
A(p′)
L(p′)

dp′

− k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2)√

(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2

× [y′(t)(x(t) − ξ) − x′(t)(y(t) − η)][(1 − M̂3)
−1(M̂2

A

L
)](t)dt,

donde

A(p) =(1 − M̂5)
−1 2πiM4(p, p+)A(p+)

d
dp

L(p)|p=p+

,

L(p) =1 − λ

τ(p)
con τ(p) =

√
k2 + p2

p+, M̂2, M̂3, M4(p, p+) y M̂5 estan definidas en secciones 2.3 y 2.4. En la

sección 2.3 usando la teoŕıa potencial se reduce el problema a un sistema de

dos ecuaciones en términos de las funciones ϕ̃ y θ, donde ϕ̃ es la transformada

de Fourier de ϕ el valor del potencial en la superficie libre y θ es el valor del

potencial en el fondo, respectivamente. En la sección 2.4 se lleva el sistema

a una ecuación para ϕ̃; usando la técnica de Zhevandrov y Merzon en [10] y
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las series de Neumann se resuelve exactamente la ecuación y por último en

la sección 2.5 utilizando el método de Laplace se encuentra la asintótica para

la β.

Observamos que en nuestro trabajo en comparación con el de [10] las asintóticas

se vuelven exponenciales, es decir, la distancia de la frecuencia de las ondas

atrapadas al espectro continuo es exponencialmente pequeña en k. Este he-

cho hace ver al problema muy complicado desde el punto de vista de las

expansiones asintóticas, pero, como nosotros construimos una expansión que

converge exactamente, no se presentan dichas dificultades.
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Caṕıtulo 1

Existencia y unicidad

1.1. Introducción

El propósito de este caṕıtulo es utilizar el principio de comparación para

demostrar la existencia y unicidad de las ondas guiadas.

La geometŕıa del problema es como sigue: Suponemos que ΓC es la curva

definida por {x = x(t), y = y(t), t ∈ [−π, π]} con x(t) y y(t) suaves, x′2+y′2 �=

0, y que máx y(t) = y(0), y′′(0) < 0, x′(0) > 0. ΓF = {(x, 0) : x ∈ R} es la

superficie libre. Ω es el dominio exterior a la curva ΓC e inferior a ΓF (ver

Fig. 1.1).

1
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ΓF

ΓC

�

�

Ω

x

y

Figura 1.1: Dominio Ω

Consideremos el siguiente problema⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ − k2φ = 0, en Ω,

∂φ
∂y

= ω2φ, en ΓF ,

∂φ
∂�n

= 0, en ΓC .

(1.1.1)

Aqúı φ ∈ H1(Ω), H1 es el espacio de Sobolev estandar de funciones con

enerǵıa finita, k es el número de onda, ω es la frecuencia. Utilizaremos la

siguiente notación

y− = mı́n
t∈[−π,π]

|y(t)|. (1.1.2)

Denotemos por ω0 la solución positiva de la ecuación

k = ω2, k > 0. (1.1.3)

En el presente caṕıtulo demostraremos el siguiente resultado: Si y− > 0, ex-

iste un modo guiado a alta frecuencia (ver Sec. 1.4). Consideremos el siguiente

problema auxiliar
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ − k2φ = 0, en Ω,

∂φ
∂�n

= ψ, en ΓF ,

∂φ
∂�n

= 0, en ΓC ,

(1.1.4)

para ψ ∈ L2(ΓF ).

Lema 1.1.1. Para cada ψ ∈ L2(ΓF ), existe una única φ ∈ H1(Ω) tal que φ es

una solución generalizada de (1.1.4) y satisface las siguientes desigualdades:

‖φ‖H1(Ω) ≤ Const ‖ψ‖L2(ΓF ), (1.1.5)

‖φ|ΓF
‖L2(ΓF ) ≤ Const ‖ψ‖L2(ΓF ). (1.1.6)

Demostración. Para cada ψ ∈ L2(ΓF ), existe una única φ ∈ H1(Ω) tal que

φ es una solución generalizada de (1.1.4), entonces para cualesquiera χ ∈

H1(Ω), tenemos que aplicando el teorema de la divergencia

∫
Ω

[Δφχ + ∇φ · ∇χ]dxdy =

∫
Ω

div(χ∇φ)dxdy

=

∫
ΓF

∂φ

∂y
χdσ +

∫
ΓC

∂φ

∂�n
χdσ.

De (1.1.4),

∫
Ω

[k2φχ + ∇φ · ∇χ]dxdy =

∫
R

ψ(x)χ(x, 0)dx. (1.1.7)
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Definamos

B[φ, χ] =

∫
Ω

[k2φχ + ∇φ · ∇χ]dxdy y (ψ, χ) =

∫
ΓF

ψ(x)χ(x, 0)dσ,

(1.1.8)

entonces de (1.1.7)

B[φ, χ] = (ψ, χ). (1.1.9)

Definamos ahora el funcional lineal

f : H1(Ω) −→ R

χ 	→
∫
ΓF

ψχdσ. (1.1.10)

Dado que χ ∈ H1(Ω) y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz f es acotado.

En efecto:

∣∣∣∣
∫
ΓF

ψχdσ

∣∣∣∣ ≤ ‖ψ‖L2(ΓF )‖χ‖L2(ΓF ) ≤ C‖χ‖H1(Ω).

Del teorema de representación de Riesz, dado que f es lineal y acotado,

existe un único elemento φ0 ∈ H1(Ω) tal que f(χ) = (φ0, χ)H1(Ω), para todo

χ ∈ H1(Ω), es decir,

∫
ΓF

ψχdσ = (φ0, χ)H1(Ω). (1.1.11)

Lo cual demuestra que existe una única φ0 ∈ H1(Ω) tal que φ0 es una solución

generalizada de (1.1.4). Resta demostrar que φ0 satisface (1.1.5) y (1.1.6). De

(1.1.11) y de la definición de producto interno en H1(Ω),



1.2. ANÁLISIS ESPECTRAL DEL OPERADOR A 5

∫
ΓF

ψχdσ =

∫
Ω

(φ0χ + ∇φ0 · ∇χ)dxdy ∀χ ∈ H1(Ω).

En particular para χ = φ0, tenemos:

∫
ΓF

ψφ0dσ =

∫
Ω

(φ2
0 + ‖∇φ0‖2)dxdy = ‖φ0‖2

H1(Ω). (1.1.12)

Usando la desigualdad de Schwarz

∫
ΓF

ψφ0dσ ≤ ‖ψ‖L2(ΓF )‖φ0‖L2(ΓF ) (1.1.13)

Por lo tanto, de (1.1.13) y de (1.1.12), tenemos

‖φ0‖2
H1(Ω) ≤ ‖ψ‖L2(ΓF )‖φ0‖H1(Ω).

En consecuencia,

‖φ0‖H1(Ω) ≤ ‖ψ‖L2(ΓF ).

Lo que demuestra (1.1.5). Para demostrar (1.1.6), tenemos de (1.1.13), (1.1.5)

‖φ0|ΓF
‖L2(ΓF ) ≤ C‖φ0‖H1(Ω) ≤ C‖ψ‖L2(ΓF ).

Lo cual demuestra (1.1.6) y en consecuencia el lema.

1.2. Análisis espectral del operador A

En esta sección hacemos un análisis cualitativo y se encuentra que cero es

una cota inferior del espectro del operador A que definimos a continuación.
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Sea k ∈ R, k → ∞, definamos el operador acotado A como sigue

A : L2(ΓF ) −→ L2(ΓF )

ψ 	−→ Aψ = φ|ΓF
, (1.2.1)

donde φ es la solución generalizada correspondiente a ψ, según el lema 1.1.1.

Lema 1.2.1. El Operador A es lineal, acotado y simétrico.

Demostración. Para ψ1 y ψ2 en L2(ΓF ), existen φ1 y φ2 en H1(Ω) soluciones

generalizadas de (1.1.4) y tales que

Aψ1 = φ1|ΓF
y Aψ2 = φ2|ΓF

. (1.2.2)

Demostremos que A es lineal. En efecto, de (1.2.2), de la linealidad del ope-

rador derivada normal y del Laplaciano, tenemos que para λ ∈ R, φ1 + λφ2

satisface (1.1.4) y por lo tanto, A(ψ1+λψ2) = A(ψ1)+λA(ψ2). Aśı A es lineal.

De (1.1.6) se tiene que A es acotado. Demostremos que A es simétrico. En

efecto de (1.2.2) y de la fórmula de Green

∫
Ω

(φ1Δφ2 − φ2Δφ1)dxdy =

∫
∂Ω

(
φ1

∂φ2

∂�n
− φ2

∂φ1

∂�n

)
ds.

De la descomposición de la frontera de Ω y sumando y restando en el lado

izquierdo de la igualdad anterior k2φ1φ2, tenemos que:
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∫
Ω

[φ1(Δφ2 − k2φ2) − φ2(Δφ1 − k2φ1)]dxdy =

∫
ΓF

(
φ1

∂φ2

∂�n
− φ2

∂φ1

∂�n

)
ds

+

∫
ΓC

(
φ1

∂φ2

∂�n
− φ2

∂φ1

∂�n

)
ds.

De la igualdad anterior y de (1.1.4), tenemos que

0 =

∫
ΓF

(
φ1

∂φ2

∂�n
− φ2

∂φ1

∂�n

)
ds.

De (1.1.4) y sustituyendo en la ecuación anterior, obtenemos

∫
ΓF

Aψ1ψ2ds =

∫
ΓF

Aψ2ψ1ds.

Por lo tanto, A es simétrico.

Lema 1.2.2. El operador A es Autoadjunto.

Demostración. Del Lema 1.2.1 A es acotado y simétrico y como D(A) =

L2(ΓF ), entonces A es autoadjunto.

Los problemas (1.1.1) y (1.1.4) se relacionan de la siguiente manera: Para

ψ ∈ L2(ΓF ), existe φ ∈ H1(Ω) que satisface (1.1.4) y

ψ = ω2φ|ΓF
y Aψ = φ|ΓF

. (1.2.3)

Es decir

ω−2ψ = Aψ. (1.2.4)
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Por lo tanto,

(Aψ, ψ) =

∫
R

φ(x, 0)ψ(x)dx = ω2

∫
R

φ2(x, 0)dx, (1.2.5)

donde (., .) denota el producto interno en L2(ΓF ). En efecto,

(Aψ, ψ) =(ω−2ψ, ψ) = ω−2(ω2φ(x, 0), ω2φ(x, 0))

=ω2(φ(x, 0), φ(x, 0)) = ω2

∫
R

φ2(x, 0)dx.

Denotemos por σ(A) el espectro del operador A. Del Lema 1.2.2, σ(A) ⊂ R.

Sea λ ∈ R. Supongamos λ ∈ ρ(A) (Conjunto Resolvente ), entonces para toda

ξ ∈ Ran(A − λI), existe una ψ ∈ D(A) = L2(ΓF ), tal que (A − λI)ψ = ξ.

De (1.2.5),

((A − λI)ψ, ψ) = (Aψ, ψ) + (−λ)(ψ, ψ) ≥(−λ)‖ψ‖2
L2(ΓF ).

Por lo tanto, N(A − λI) = {0}, siempre que (−λ) > 0, es decir, (A − λI) es

una biyección y (A− λI)−1 existe, siempre que (−λ) > 0. De la desigualdad

de Schwartz,

−λ‖ψ‖2
L2(ΓF ) ≤ ‖(A − λI)ψ‖L2(ΓF )‖ψ‖L2(ΓF ).

Llamando (A − λI)ψ = ξ, tenemos

‖(A − λI)−1ξ‖L2(ΓF ) ≤ (−λ)−1‖ξ‖L2(ΓF ).

Lo cual significa que (A − λI)−1 es acotada siempre que −λ > 0. Es decir

λ ∈ R pertenece al conjunto resolvente de A siempre que −λ > 0, entonces

σ(A) ⊂ [0,∞). (1.2.6)
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1.3. El espectro esencial

Determinaremos el espectro esencial del operador A.

Teorema 1.3.1. Se cumple que [0, k−1] ⊂ σess(A).

Demostración. Dado que el espectro esencial es un conjunto cerrado (ver

[14]), es suficiente demostrar la siguiente inclusión

(0, k−1) ⊂ σess(A).

Sea 0 < λ < k−1. Consideremos la sucesión de funciones ψn(x) ∈ L2(ΓF )

ψn(x) = χny(x, 0), n ∈ N, (1.3.1)

donde

χn(x, y) =
1√
n

θ(
y

n
) η(

x

n
) e

|y|
λ e−iτ |x|, n ∈ N,

con τ =
√

k2 + λ2. La escogencia de la función

χ(x, y) = e
|y|
λ e−iτ |x|,

se debe a partir del método de separación de variables. Además, χn(x, y) ∈

H1(Ω) satisface (1.1.4), θ , η ∈ C∞(R) son tales que

0 ≤ θ(y), η(x) ≤ 1 con θ(0), θ′(0) �= 0 y

η(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, si x ≤ 0 ó x ≥ 3

1, si 1 ≤ x ≤ 2.

(1.3.2)
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Para demostrar que λ ∈ σess(A) de la definición de espectro esencial (ver

[16], páginas 144 y 228), es suficiente demostrar que λ ∈ Cσ(A), es decir

(ψn)n∈N satisface:

i) ‖ψn‖L2(ΓF ) > 0,

ii) ψn ∈ D(A) y ĺımn→∞ ‖Aψn + λψn ‖L2(ΓF ) = 0.

De (1.3.1) y (1.3.2), tenemos

∫
ΓF

|ψn(x)|2dx =

∫
R

|ψny(x, 0)|2dx

=

∞∫
−∞

1

n
η2

(
x

n

) ∣∣∣∣1λθ(0) +
1

n
θ′(0)

∣∣∣∣
2

dx

=

∣∣∣∣1λθ(0) +
1

n
θ′(0)

∣∣∣∣
2

∞∫
−∞

η2(u)du > 0.

Que demuestra i) y garantiza que ψn ∈ L2(ΓF ). De (1.3.1), se tiene que

ĺım
n→∞

‖Aψn − λψn‖L2(ΓF ) = ĺım
n→∞

( ∫
R

|χn(x, 0) − λχny(x, 0)|2dx

)1/2

= ĺım
n→∞

λ

n
θ′(0)

( ∫
R

1

n
η2

(
x

n

)
dx

)1/2

= ĺım
n→∞

λ

n
θ′(0)

( ∫
R

η2(u)du

)1/2

= 0.

Aśı se demuestra ii).

Ahora demostraremos el siguiente teorema:
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Teorema 1.3.2. Se cumple que σess(A) = [0, k−1].

Demostración. Del teorema 1.3.1 es suficiente demostrar

σess(A) ⊂ [0, k−1].

Sea λ ∈ σess(A), entonces existe una sucesión (ψn)n∈N del D(A) tal que

‖ψn‖L2(ΓF ) = 1, ∀n ∈ N,

Aψn − λψn → 0, fuertemente en L2(ΓF ), (1.3.3)

ψn ⇀ 0, débilmente en L2(ΓF ).

(Ver [16], páginas 144 y 228) Sumando y restando k−1(ψn, ψn), tenemos que

(Aψn, ψn) − k−1(ψn , ψn) = p(k; ψn, ψn),

donde

p(k; ψn , ψn) = (Aψn − k−1ψn , ψn),

entonces

(Aψn , ψn) − k−1‖ψn‖2
L2(ΓF ) = p(k; ψn, ψn). (1.3.4)

De (1.3.3), ψn ⇀ 0, débilmente en L2(ΓF ), es decir, para toda χ ∈ L2(ΓF ),

∫
R

χψn(x)dx → 0.

Aśı que tomando:

χ = Aψn − k−1ψn,
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tenemos p(k; ψn , ψn) < 0 y p(k; ψn , ψn) → 0 cuando n → ∞. Entonces,

(Aψn , ψn) − k−1‖ψn‖2
L2(ΓF ) < 0.

Tenemos

|(Aψn − λψn , ψn)| = |(Aψn, ψn) − λ|;

por (1.3.3) también tenemos

(Aψn, ψn) → λ cuando n → ∞.

Entonces, λ ∈ [0, k−1]. Lo cual completa la demostración del teorema.

Denotemos por σd(A) al conjunto de valores propios del operador A que no

pertenecen al espectro esencial σess(A).

De (1.2.6) y del teorema 1.3.2 deducimos que:

σd(A) ⊂ (k−1 , +∞). (1.3.5)

En lo que sigue denotemos por

N := N(k) el número de valores propios de σd(A), (1.3.6)

cada uno de ellos contado un número de veces igual a su multiplicidad. De-

cimos que N es el número de modos guiados para un cierto valor de k.
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1.4. Criterios de comparación

En esta sección utilizando algunos criterios de comparación, establecemos

que existe a lo más un modo guiado a alta frecuencia cuando

y− > 0. (1.4.1)

Definamos las funciones Sm := Sm(k) como siguen:

S1 = sup
ψ∈L2(ΓF ),ψ �=0

(Aψ, ψ)

‖ψ‖2
L2(ΓF )

, (1.4.2)

donde (Aψ, ψ) está definida en (1.2.5). Para cada entero m > 1,

Sm = ı́nf
V ∈Vm(ΓF )

sup
ψ∈V ⊥,ψ �=0

(Aψ, ψ)

‖ψ‖2
L2(ΓF )

, (1.4.3)

donde Vm(ΓF ) denota el conjunto de todos los subespacios de dimensión m

de L2(ΓF ) y para V ⊂ L2(ΓF )

V ⊥ = {ψ ∈ L2(ΓF ) :

∫
R

ψ ξdx = 0 ∀ξ ∈ V }.

Sean ΓC y ΓC̃ curvas tales que

ΓC̃ encierra a ΓC , (1.4.4)

Sea Ω̃ el dominio asociado a ΓC̃ . De (1.4.4)

Ω̃ ⊂ Ω. (1.4.5)

De manera similar como en la definición del operador A en (2.4.21), podemos

definir el operador Ã, asociado al problema (1.1.4), para el dominio Ω̃, corres-

pondiente a la curva C̃. Para ψ ∈ L2(ΓF ), del lema 1.1.1, existe φ ∈ H1(Ω),
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que satisface (1.1.4) con Aψ = φ|y=0. Igualmente, existe φ̃ ∈ H1(Ω̃), que

satisface el siguiente problema

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ̃ − k2φ̃ = 0, en Ω̃,

∂φ̃
∂�n

= ψ, en ΓF ,

∂φ̃
∂�n

= 0, en ΓC̃ .

(1.4.6)

y es tal que Ãψ = φ̃|y=0.

Lema 1.4.1. Para ψ ∈ L2(ΓF ), se tiene

(Aψ, ψ) ≤ (Ãψ, ψ).

Demostración. Sea

I =

∫

∂(Ω\Ω̃)

φ
∂φ

∂�n
ds +

∫

∂Ω̃

(φ̃ − φ)
∂(φ̃ − φ)

∂�n
ds +

∫
∂Ω

φ
∂φ

∂�n
ds −

∫

∂Ω̃

φ̃
∂φ̃

∂�n
ds.

Sean �n1, �n3 los vectores normales exteriores a las curvas ΓC y ΓC̃ respecti-

vamente y �n2 = −�n3, entonces �n1 y �n2 son los vectores normales exteriores

correspondientes a ∂(Ω \ Ω̃). De (1.1.4), se tiene que ∂φ
∂�n1

= 0. Por lo tanto,

I1 =

∫

∂(Ω\Ω̃)

φ
∂φ

∂�n
ds =

∫
ΓC

φ
∂φ

∂�n1

ds +

∫
ΓC̃

φ
∂φ

∂�n2

dσ =

∫
ΓC̃

φ
∂φ

∂�n2

dσ.
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De (1.1.4) y (1.4.6), se tiene que φ̃y|y=0 = φy|y=0 = ψ, luego

I2 =

∫

∂Ω̃

(φ̃ − φ)
∂(φ̃ − φ)

∂�n
ds

=

∫
ΓC̃

(φ̃ − φ)
∂(φ̃ − φ)

∂�n3

ds +

∫
R

(
(φ̃ − φ)

∂(φ̃ − φ)

∂y

)∣∣∣∣
y=0

dx

=

∫
ΓC̃

(φ̃ − φ)
∂(φ̃ − φ)

∂�n3

ds

=

∫
ΓC̃

φ
∂φ̃

∂�n3

dσ −
∫
ΓC̃

φ̃
∂φ

∂�n3

dσ −
∫
ΓC̃

φ
∂φ̃

∂�n3

dσ +

∫
ΓC̃

φ
∂φ

∂�n3

dσ

= −
∫
ΓC̃

φ̃
∂φ

∂�n3

dσ +

∫
ΓC̃

φ
∂φ

∂�n3

dσ

= −
∫
ΓC̃

φ̃
∂φ

∂�n3

dσ −
∫
ΓC̃

φ
∂φ

∂�n2

dσ,

I3 =

∫
∂Ω

φ
∂φ

∂�n
ds =

∫
R

(
φ

∂φ

∂y

)∣∣∣∣
y=0

dx =

∫
R

φ(x, 0)ψ(x)dx

e

I4 = −
∫

∂Ω̃

φ̃
∂φ̃

∂�n
ds = −

∫
R

φ̃(x, 0)ψ(x)dx.

Entonces de I1, I2, I3 y I4, se tiene que

I = −
∫
ΓC̃

φ̃
∂φ

∂�n3

dσ +

∫
R

φ|y=0ψ(x)dx −
∫
R

φ̃|y=0ψ(x)dx.

De (1.1.4), (1.4.6) y (1.4.5), se tiene que Δφ̃ − k2φ̃ = 0 y Δφ − k2φ = 0 en

Ω̃, aplicando el teorema de Green, se tiene

0 =

∫

Ω̃

[Δφφ̃ − Δφ̃φ]dxdy =

∫

∂Ω̃

(
∂φ

∂�n
φ̃ − ∂φ̃

∂�n
φ

)
ds. (1.4.7)
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Dado que

∫

∂Ω̃

φ̃
∂φ

∂�n
ds =

∫
ΓC̃

φ̃
∂φ

∂�n3

dσ +

∫
R

φ̃|y=0ψ(x)dx,

∫

∂Ω̃

φ
∂φ̃

∂�n
ds =

∫
ΓC̃

φ
∂φ̃

∂�n3

dσ +

∫
R

φ|y=0ψ(x)dx,

de (1.4.7), se tiene que

∫
ΓC̃

φ̃
∂φ

∂�n3

dσ +

∫
R

φ̃|y=0ψ(x)dx =

∫
R

φ|y=0ψ(x)dx.

Reemplazando la igualdad anterior en I, se tiene que I = 0. Dado que

∫

∂(Ω\Ω̃)

φ
∂φ

∂�n
ds =

∫

Ω\Ω̃

(φΔφ + ∇φ · ∇φ)dxdy =

∫

Ω\Ω̃

(k2φ2 + ‖∇φ‖2)dxdy ≥ 0

y Δ(φ̃ − φ) − k2(φ̃ − φ) = 0 en Ω̃ , entonces

∫

∂Ω̃

(φ̃ − φ)
∂(φ̃ − φ)

∂�n
ds =

∫

Ω̃

[(φ̃ − φ)Δ(φ̃ − φ) + ∇(φ̃ − φ) · ∇(φ̃ − φ)]dxdy

=

∫

Ω̃

[k2(φ̃ − φ)2 + ‖∇(φ̃ − φ)‖2]dxdy ≥ 0.

De I, se tiene

∫
∂Ω

φ
∂φ

∂�n
ds ≤

∫

∂(Ω\Ω̃)

φ
∂φ

∂�n
ds +

∫

∂Ω̃

(φ − φ̃)
∂(φ − φ̃)

∂�n
ds +

∫
∂Ω

φ
∂φ

∂�n
ds

=

∫

∂Ω̃

φ̃
∂φ̃

∂�n
ds.

En consecuencia, ∫
∂Ω

φ
∂φ

∂�n
ds ≤

∫

∂Ω̃

φ̃
∂φ̃

∂�n
ds.

Es decir
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∫
R

φ|y=0ψ(x)dx ≤
∫
R

φ̃|y=0ψ(x)dx.

De lo cual se tiene (Aψ,ψ) ≤ (Ãψ, ψ). En consecuencia el lema.

Lema 1.4.2. Sean ΓC y ΓC̃ curvas que satisfacen (1.4.4), entonces

Sm ≤ S̃m, ∀m ≥ 1.

Más aún, Ñ ≥ N.

Demostración. Del lema 1.4.1, se tiene que (Aψ, ψ) ≤ (Ãψ, ψ).

Supongamos que ψ1 es la función propia correspondiente a S1, entonces

S1 =
(Aψ1, ψ1)

‖ψ1‖2
L2(ΓF )

≤ (Ãψ1, ψ1)

‖ψ1‖2
L2(ΓF )

≤ sup
ψ∈L2(ΓF ),ψ �=0

(Ãψ, ψ)

‖ψ‖2
L2(ΓF )

= S̃1.

De manera análoga se concluye que Sm ≤ S̃m, de (1.3.6), se tiene que N ≤ Ñ .

Aśı concluye la demostración del lema.

Sean ΓC la curva que esta entre las ĺıneas verticales −x0 = x y x0 = x, y

Ωi = {(x, y) : y esta encima de ΓC , y < 0, −x0 < x < x0}. (1.4.8)

Definamos el operador AD : L2(ΓFi
) −→ L2(ΓFi

), como ADψ = φ(x, 0),

donde ΓFi
= ΓF

⋂
Ω̄i y φ ∈ H1(Ωi) satisface
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ − k2φ = 0, en Ωi,

∂φ
∂�n

= ψ, en ΓFi
,

∂φ
∂�n

= 0, en ΓCi
,

φ = 0, en x = ±x0.

(1.4.9)

El espectro de AD consta de una sucesión de valores propios SD
m que esta

definida por la siguiente expresión

SD
m = ı́nf

V ∈VD
m(ΓFi

)
sup

ψ∈V ⊥, ψ �=0

(Aψ, ψ)

‖ψ‖2
LD

2 (ΓFi
)

, (1.4.10)

donde VD
m(ΓFi

) denota el conjunto de todos los subespacios m-dimensionales

de LD
2 (ΓFi

) = {ψ ∈ L2(ΓFi
) : ψ|x=±x0 = 0}.

De manera similar, definamos el operador AN : L2(ΓFi
) → L2(ΓFi

), como

ANψ = φ(x, 0), donde φ ∈ H1(Ωi) satisface⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ − k2φ = 0, en Ωi,

∂φ
∂�n

= ψ, en ΓFi
,

∂φ
∂�n

= 0, en ΓCi
,

∂φ
∂x

= 0, en x = ±x0.

(1.4.11)

Denotemos por SN
m a la sucesión de valores propios de AN . La cual viene

dada por:

SN
1 = sup

ψ∈L2(ΓFi
),ψ �=0

(Aψ,ψ)

‖ψ‖2
L2(ΓFi

)

. (1.4.12)

Y para cada entero m > 1,

SN
m = ı́nf

V ∈Vm(ΓFi
)

sup
ψ∈V ⊥,ψ �=0

(Aψ,ψ)

‖ψ‖2
L2(ΓFi

)

, (1.4.13)
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donde Vm(ΓFi
) denota el conjunto de todos los subespacios de dimensión m

de L2(ΓFi
) con

V ⊥ = {ψ ∈ L2(ΓFi
) :

∫
ΓFi

ψξdx = 0, ∀ξ ∈ V }.

Con esta notación, tenemos la siguiente proposición

Proposicion 1.4.3.

máx (SN
m , k−1) ≥ Sm ≥ SD

m, ∀m ≥ 1. (1.4.14)

Entonces,

(i) Si SD
m > k−1, entonces N ≥ m,

(ii) Si SN
m ≤ k−1, entonces N < m.

Demostración. El espacio LD
2 (ΓFi

) definido antes puede ser considerado como

un subespacio de L2(ΓF ), dado que cada función de LD
2 (ΓFi

) puede ser ex-

tendida a una función de L2(ΓF ). Por lo tanto, tenemos VD
m(ΓFi

) ⊂ Vm(ΓF )

para todo m ≥ 1 y deducimos de (1.4.10) que SD
m ≤ sup

ψ∈V ⊥
(Aψ,ψ)

‖ψ‖2
L2(ΓFi

)

con

V ∈ VD
m(ΓFi

). Como V ∈ Vm(ΓF ), entonces SD
m ≤ Sm ≤ sup

ψ∈V ⊥
(Aψ,ψ)

‖ψ‖2
L2(ΓFi

)

.

De otro lado,

Sm = ı́nf
V ∈Vm(ΓF )

sup
ψ∈V ⊥,ψ �=0

∫
R

φ(x, 0)ψ(x)dx

‖ψ‖2
L2(ΓFi

) + ‖ψ‖2
L2(ΓFe )

,

donde, ΓFe = ΓF \ ΓFi
.

Sea ψ ∈ L2(ΓFe), entonces ψ se puede extender a una función en L2(ΓF ), aśı

Φ̃ =
ψ̃ey

√
k2+p2

√
k2 + p2

, Φ̃|y=0 =
ψ̃√

k2 + p2
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Entonces ∫
R\[−x0,x0]

φ(x, 0)ψ(x)dx ≤ k−1‖ψ‖2
L2(ΓFe ). (1.4.15)

Si máx (SN
m , k−1) = k−1, entonces

∫
[−x0,x0]

φ(x, 0)ψ(x)dx ≤ k−1‖ψ‖2
L2(ΓFi

),

luego ∫
R

φ(x, 0)ψ(x)dx

‖ψ‖2
L2(ΓFi

) + ‖ψ‖2
L2(ΓFe )

≤ k−1

Por lo tanto, Sm ≤ k−1. Si máx (SN
m , k−1) = SN

m , entonces

∫
[−x0,x0]

φ(x, 0)ψ(x)dx ≥ k−1‖ψ‖2
L2(ΓFi

), de (1.4.15), tenemos

∫
[−x0,x0]

φ(x, 0)ψ(x)dx

‖ψ‖2
L2(ΓFi

)

≥ k−1 ≥

∫
R\[−x0,x0]

φ(x, 0)ψ(x)dx

‖ψ‖2
L2(ΓFe )

.

Luego,

∫
[−x0,x0]

φ(x, 0)ψ(x)dx[‖ψ‖2
L2(ΓFe ) + ‖ψ‖2

L2(ΓFi
)] ≥[

∫
R

φ(x, 0)ψ(x)dx]‖ψ‖2
L2(ΓFi

)

En consecuecia,

SN
m = ı́nf

V ∈VN
m (ΓFi

)
sup

ψ∈V ⊥,ψ �=0

∫
[−x0,x0]

φ(x, 0)ψ(x)dx

‖ψ‖2
L2(ΓFi

)

≥ ı́nf
V ∈VN

m (ΓFi
)

sup
ψ∈V ⊥,ψ �=0

∫
R

φ(x, 0)ψ(x)dx

‖ψ‖2
L2(ΓFe ) + ‖ψ‖2

L2(ΓFi
)

=Sm

Aśı se obtiene la desigualdad (1.4.14). Demostremos la desigualdad (i). Si

SD
m > k−1, entonces Sm ≥ SD

m > k−1 y N ≥ m y aśı se obtiene (i). Ahora

para (ii), si, SN
m ≤ k−1, entonces máx(SN

m , k−1) = k−1 y k−1 ≥ Sm, en

consecuencia N < m.
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Figura 1.2: Rectángulo

Usamos la proposición 1.4.3 para el caso cuando Ωi es un rectángulo de base

2x0 y altura y− sobre el cilindro (ver Fig. 1.2).

Semejante a como se definió el operador AD, para la curva ΓC en el dominio

Ω, podemos definir ĀD, para la curva ΓC̄ , correspondiente al dominio Ω̄.

Definamos

ĀD : L2(ΓFi
) −→ L2(ΓFi

),

ĀDψ = φ(x, 0),

donde ΓFi
= ΓF

⋂
Ω̄i con φ ∈ H1(Ω̄i) tal que,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ − k2φ = 0, en Ω̄i,

∂φ
∂�n

= ψ, en ΓFi
,

∂φ
∂�n

= 0, en y = −y−,

φ = 0, en x = ±x0.

(1.4.16)
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Lema 1.4.4. El espectro de ĀD consta de una sucesión de valores propios

S̄D
m, con S̄D

0 = ω−2
− , el cual satisface

ω−2
− k tanh(ky−) = 1. (1.4.17)

Demostración. Para ψ ∈ L2(ΓFi
), existe φ ∈ H1(Ω̄i) que satisface el proble-

ma (1.4.16). Usando el método de separación de variables podemos suponer

que φ(x, y) = F (x)G(y), para algunas funciones F y G, colocando λ > 0

como constante de separación, tenemos que

−G′′(y)

G(y)
= −k2F (x) − F ′′(x)

F (x)
= λ ó − G′′(y)

G(y)
= −k2F (x) − F ′′(x)

F (x)
= −λ.

Imponiendo las condiciones de frontera, obtenemos los siguientes problemas:

(a)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−G′′(y) = λG(y),

G′(0) = ω2G(0),

G′(−y−) = 0.

(b)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

F ′′(x) = (λ + k2)F (x),

F (−x0) = F (x0) = 0.

(1.4.18)

(c)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

G′′(y) = λG(y),

G′(0) = ω2G(0),

G′(−y−) = 0.

(d)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

F ′′(x) = (−λ + k2)F (x),

F (−x0) = F (x0) = 0.

(1.4.19)

De (1.4.18-(a)), se tiene que

G(y) = −A cos(
√

λ(y + y−))

sin(
√

λy−)
. (1.4.20)
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De (1.4.18-(b)), se tiene que si λ + k2 > 0, entonces F (x) = 0.

De (1.4.19-(c)), se tiene que

G(y) =
C cosh(

√
λ(y + y−))

cosh(
√

λy−)
. (1.4.21)

De (1.4.19-(d)), se tienen los siguientes casos

1. Si −λ + k2 > 0, entonces F (x) = 0.

2. Si −λ + k2 = 0, entonces F (x) = Cte. Por lo tanto de (1.4.21),

φ(x, y) = −C cosh(
√

λ(y + y−))

cosh(
√

λy−)
.

Puesto que φy(x, 0) = ω2φ(x, 0) encontramos que cuando −λ + k2 = 0,

tenemos la siguiente relación

1 = ω−2
− k tanh(ky−). (1.4.22)

3. Si −λ + k2 < 0, entonces

F (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

C1 cos(
√

λ − k2x) si
√

λ − k2x0 = π
2

+ mπ,

C1 sin(
√

λ − k2x) si
√

λ − k2x0 = mπ,

por lo tanto, de (1.4.21)

φ(x, y) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−C cosh(
√

λ(y+y−)) cos(
√

λ−k2x)

cosh(
√

λy−)
si

√
λ − k2x0 = π

2
+ mπ,

−C cosh(
√

λ(y+y−)) sin(
√

λ−k2x)

cosh(
√

λy−)
si

√
λ − k2x0 = mπ.
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Puesto que φy(x, 0) = ω2φ(x, 0) encontramos que cuando −λ + k2 < 0,

tenemos la siguiente relación

1 = ω−2
√

λ tanh(
√

λy−), (1.4.23)

con

√
λ − k2x0 =

π

2
+ mπ ó

√
λ − k2x0 = mπ.

De (1.4.22) y (1.4.23) la sucesión de valores propios S̄D
m, viene dada por S̄D

0

es igual a ω−2
− , el cual satisface ω−2

− k tanh(ky−) = 1 y S̄D
m = ω−2

m (k), m ≥ 1,

es la única solución de la ecuación 1 = ω−2
m μm tanh(μmy−), con μm =

√
λm

y −λm + k2 < 0 y (
√

λm − k2x0 = π
2

+ mπ ó
√

λm − k2x0 = mπ).

Teorema 1.4.5. Si 0 < y−, entonces existe a lo más un modo guiado a alta

frecuencia (k → ∞).

Demostración. Dado que y− > 0, y de (1.1.3), (1.4.17), tenemos que k−1 <

ω−2
− . Por lo tanto del Lema 1.4.4 existen por lo menos m valores propios ξm

entre k−1, ω−2
− , S̃D

m > k−1 , para todo m ≥ 1. Por lo tanto de la proposi-

ción 1.4.3, tenemos que N ≤ Ñ . De (1.4.17) tenemos que ω−2
− − k−1 =

O(k−1e−2ky−
) cuando k → ∞, entonces m es a lo más igual a 1. Ahora apli-

cando el lema 1.4.2 tenemos Ñ ≥ N y en consecuencia, N = 1. Lo cual

demuestra que existe a lo más un modo guiado a alta frecuencia.



Caṕıtulo 2

Asintótica de la frecuencia

2.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior se mostró que para el problema de ondas de agua a alta

frecuencia, existe un único modo guiado el cual se propaga en la dirección

del eje del cilindro. Nuestro interés en el presente caṕıtulo es construir la

asintótica de esta frecuencia, para valores grandes de k, donde k es el número

de onda.

2.2. Resultado principal

Supongamos como en el caṕıtulo anterior, que la curva ΓC esta dada por

x(t), y(t) ∈ C∞[−π, π], con x′2 + y′2 �= 0, tal que máx y(t) = y(0), y′′(0) < 0,

x′(0) > 0, ΓF = {(x, 0) : x ∈ R} es la superficie libre. Ω es el dominio exterior

25
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a la curva ΓC e inferior a ΓF (ver Fig. 1.1), para la geometŕıa del problema.

Buscamos el potencial de velocidad en la forma exp{i(ωt−kz)}φ(x, y), donde

z es la coordenada horizontal a lo largo del eje del cilindro, ω es la frecuencia

y k es el número de onda; llegamos al problema

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δφ − k2φ = 0, en Ω,

φy = λφ, en ΓF ,

∂φ
∂�n

= 0, en ΓC ,

(2.2.1)

para la función φ; aqúı λ = ω2. Soluciones de este problema pertenecientes

al espacio de Sobolev H1(Ω) son llamadas ondas atrapadas y existen sólo

para ciertos valores de λ (el valor propio) para k fijo. Como se demostró en

el caṕıtulo anterior, el espectro esencial de (2.2.1) coincide con el intervalo

[k,∞). Del caṕıtulo 1 existe un único valor propio λ por debajo del espectro

esencial para valores grandes de k. Nuestro interés es construir asintóticas

de esta frecuencia. El resultado principal de esta tesis es enunciado a conti-

nuación.

Teorema 2.2.1. El único valor propio λ(k) de (2.2.1) tiene la forma

λ(k) =k − β2, (2.2.2)

donde

β =k

√
π

2|y′′(0)|e
−2k|y(0)|x′(0)(1 + O(k−1)), (2.2.3)
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y su correspondiente función propia

φ(ξ, η) =
1

4π

∞∫
−∞

e−ip′ξ+ητ(p′)
(

1 +
λ

τ(p′)

)
A(p′)
L(p′)

dp′

− k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2)√

(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2

× [y′(t)(x(t) − ξ) − x′(t)(y(t) − η)][(1 − M̂3)
−1(M̂2

A

L
)](t)dt,

donde

A(p) =(1 − M̂5)
−1 2πiM4(p, p+)A(p+)

d
dp

L(p)|p=p+

,

L(p) =1 − λ

τ(p)
con τ(p) =

√
k2 + p2,

p+, M̂2, M̂3, M4(p, p+) y M̂5 estan definidas en secciones 2.3 y 2.4.

En el resto del caṕıtulo se desarrolla la demostración del enunciado anterior

y se construye la correspondiente función propia.

2.3. Reducción a un par de ecuaciones

Primero, reducimos (2.2.1) a un par de ecuaciones integrales sobre ΓF y ΓC

para las funciones ϕ = φ|ΓF
y θ = φ|ΓC

. En todo lo que sigue supondremos

que φ(x, y) es una función lisa; como veremos en la sección 2.4, la solución que

construiremos satisface esta condición. Para este fin, consideremos la región

Ω \ Bρ(ξ, η), donde Bρ := Bρ(ξ, η) = {(x, y) :
√

(x − ξ)2 + (y − η)2 < ρ} es
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el disco de radio ρ con el centro en (ξ, η), y aplicamos la fórmula de Green a

φ y (− 1
2π

K0(kr)) en Ω \ Bρ, donde

r =
√

(x − ξ)2 + (y − η)2 (2.3.1)

y K0 es la función de Macdonald (ver [11], pag 376)(aśı que − 1
2π

K0(kr) es la

solución fundamental del operador Δ − k2), entonces

Δ(− 1

2π
K0(kr)) − k2(− 1

2π
K0(kr)) = 0, en Ω \ Bρ y en consecuencia

0 =

∫
Ω\Bρ

{− 1

2π
K0(kr)[Δφ−k2φ]−φ[Δ(− 1

2π
K0(kr))−k2(− 1

2π
K0(kr))]}dxdy.

Supongamos que φ ∈ C2(Ω \ Bρ) lo cual es cierto ya que A es anaĺıtica en

una banda de longitud 2k, entonces φ ∈ C∞(Ω). Usando la fórmula EΔφ =

div(E∇φ)−∇E ·∇φ, se tiene que la ecuación anterior se puede escribir como

0 =

∫
Ω\Bρ

{div(− 1

2π
K0(kr)∇φ) − div(φ∇(− 1

2π
K0(kr)) ) }dxdy.

Aplicando la fórmula de Green y haciendo ρ → 0, concluimos

Lema 2.3.1. Se cumple la siguiente igualdad

0 =

∫
ΓF

(− 1

2π
K0(kr)∇φ) · �nF ds −

∫
ΓF

(φ∇(− 1

2π
K0(kr))) · �nF ds (2.3.2)

+ ĺım
ρ→0

∫
∂Bρ

(− 1

2π
K0(kr)∇φ) · �nρds − ĺım

ρ→0

∫
∂Bρ

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nρds

+

∫
ΓC

(− 1

2π
K0(kr)∇φ) · �nCds −

∫
ΓC

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nCds.

Para reescribir la ecuación (2.3.2), se tiene en cuenta que



2.3. REDUCCIÓN A ECUACIONES INTEGRALES 29

Lema 2.3.2. Sea φ ∈ C1(Ω̄), entonces se cumplen las siguientes identidades

(a)

∫
ΓF

(− 1

2π
K0(kr)∇φ) · �nF ds = − λ

2π

∞∫
−∞

K0(k
√

(x − ξ)2 + η2)ϕ(x)dx.

(b)

∫
ΓF

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nF ds =

kη

2π

∞∫
−∞

K ′
0(k

√
(x − ξ)2 + η2)√

(x − ξ)2 + η2
ϕ(x)dx.

(c)

ĺım
ρ→0

∫
∂Bρ

(− 1

2π
K0(kr)∇φ) · �nρds = 0.

(d)

− ĺım
ρ→0

∫
∂Bρ

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nρds = φ(ξ, η).

(e)

∫
ΓC

(− 1

2π
K0(kr)∇φ) · �nCds = 0.

(f)

∫
ΓC

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nCds = − k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2)√

(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2

×[y′(t)(x(t) − ξ) − x′(t)(y(t) − η)]θ(t)dt.

Demostración. Demostremos (a), se toma y = 0 en (2.3.1) y �nF = (0, 1).



30 CAPÍTULO 2. ASINTÓTICA DE LA FRECUENCIA

Entonces

∫
ΓF

(− 1

2π
K0(kr)∇φ) · �nF ds =

∞∫
−∞

(− 1

2π
K0(kr))|y=0∇φ|y=0 · (0, 1)dx

= − λ

2π

∞∫
−∞

K0(k
√

(x − ξ)2 + η2)ϕ(x)dx.

Aśı queda demostrado (a). Para demostrar el ı́tem (b), se toma y = 0 en

(2.3.1) y �nF = (0, 1) y puesto que

∇(− 1

2π
K0(kr)) = − k

2π
K ′

0(kr)(
x − ξ

r
,

y − η

r
).

Luego la integral es igual a

∫
ΓF

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nF ds =

∞∫
−∞

φ(x, 0)(− k

2π
K ′

0(kr)|y=0)

× (
x − ξ

r
,
y − η

r
)|y=0 · (0, 1)dx

=
kη

2π

∞∫
−∞

K ′
0(k

√
(x − ξ)2 + η2)√

(x − ξ)2 + η2
ϕ(x)dx,

donde r esta dado por (2.3.1). En consecuencia obtenemos (b). Demostremos

el ı́tem (c), coloquemos r = ρ, y dado que −K0(kρ) = ln(kρ) − K(kρ),

K(kρ) ∈ C[0,∞) y |K(kρ)| < cte, cuando ρ → 0, se sigue

ĺım
ρ→0

|
∫

∂Bρ

(− 1

2π
K0(kr)∇φ) ·�nρds| ≤ ĺım

ρ→0

1

2π
| ln(kρ)−K(kρ)|2πρ sup

∂Bρ

‖∇φ‖ = 0.

De donde se obtiene (c). Demostremos el ı́tem (d). Coloquemos r = ρ. Si

(ξ, η) ∈ Ω, sea α(t) = (ρ cos t + ξ, ρ sin t + η) la parametrización de ∂Bρ.

Puesto que kK ′
0(kr) = −1

ρ
+ K1(kρ), (ver [11]) donde K1(kρ) es continua y
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K1(kρ) → 0, cuando ρ → 0, y teniendo en cuenta que �nρ = −∇r|r=ρ =

−(x−ξ
r

, y−η
r

)|r=ρ, tenemos

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nρ =φ(ρ cos t + ξ , ρ sin t + η) · k

2π
K ′

0(kρ)

=
1

2π
(
−1

ρ
+ K1(kρ))φ(ρ cos t + ξ , ρ sin t + η).

Dado que ‖α′(s)‖ = ρ y ds = ρdt, entonces

− ĺım
ρ→0

1

2π

2π∫
0

−φ(ρ cos t + ξ, ρ sin t + η)dt = φ(ξ, η)

y

− ĺım
ρ→0

1

2π

2π∫
0

K1(kρ)φ(ρ cos t + ξ , ρ sin t + η)ρdt = 0,

en consecuencia

− ĺım
ρ→0

∫
∂Bρ

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nρds =

1

2π

2π∫
0

φ(ξ, η)dt

− ĺım
ρ→0

1

2π

2π∫
0

K1(kρ)φ(ρ cos t + ξ , ρ sin t + η)ρdt

= φ(ξ, η).

De donde obtenemos (d). El ı́tem (e), se tiene por la condición de imper-

meabilidad del problema (2.2.1), puesto que ∇φ · �nC = ∂φ
∂�n

(x(t), y(t)) = 0.

Entonces queda demostrado (e). Para ver el ı́tem (f) de (2.3.1) y teniendo

�nC =
(y′(t),−x′(t))√
x′(t)2 + y′(t)2

, ds =
√

x′(t)2 + y′(t)2dt,
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tenemos para x = x(t), y = y(t)

∇(− 1

2π
K0(kr))|ΓC

· �nC = − k

2π
K ′

0(kr)|ΓC
(
x(t) − ξ

r
,
y(t) − η

r
)|ΓC

· (y′(t),−x′(t))√
x′(t)2 + y′(t)2

= − k

2π
[y′(t)(x(t) − ξ) − x′(t)(y(t) − η)]

× K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2)√

(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2

1√
x′(t)2 + y′(t)2

.

En consecuencia,

∫
ΓC

φ∇(− 1

2π
K0(kr)) · �nCds = − k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2)√

(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2

× [y′(t)(x(t) − ξ) − x′(t)(y(t) − η)]θ(t)dt.

Por lo tanto se obtiene (f) y también el lema.

Ahora usando el lema 2.3.2 y haciendo el ĺımite cuando ρ → 0 en la ecuación

(2.3.2), obtenemos:

Lema 2.3.3. Se cumple la siguiente igualdad

φ(ξ, η) =
λ

2π

∞∫
−∞

K0(k
√

(x − ξ)2 + η2)ϕ(x)dx

+
kη

2π

∞∫
−∞

K ′
0(k

√
(x − ξ)2 + η2)√

(x − ξ)2 + η2
ϕ(x)dx (2.3.3)

− k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2)√

(x(t) − ξ)2 + (y(t) − η)2

× [y′(t)(x(t) − ξ) − x′(t)(y(t) − η)]θ(t)dt, (ξ, η) ∈ Ω.
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Lema 2.3.4. Sea ϕ ∈ C(R). Pasando en la ecuación (2.3.3) al ĺımite cuando

η → 0−, tenemos la siguiente ecuación integral

πϕ(ξ) =λ

∞∫
−∞

K0(k|x − ξ|)ϕ(x)dx

+ k

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + y(t)2)√

(x(t) − ξ)2 + y(t)2

× [y′(t)(x(t) − ξ) − x′(t)y(t)]θ(t)dt.

Demostración. Es suficiente tomar el ĺımite cuando η → 0− en la segunda

integral de la ecuación (2.3.3) y demostrar que

ĺım
η →0−

−kη

2π

∞∫
−∞

K ′
0(k

√
(x − ξ)2 + η2)√

(x − ξ)2 + η2
ϕ(x)dx = −1

2
ϕ(ξ). (2.3.4)

En efecto, usando la siguiente representación para K ′
0(z)

K ′
0(z)

z
= − 1

z2
− ln(z) + K2(z)

(ver [11], pag 376), donde K2 es una función continua. Colocando

z = k
√

(x − ξ)2 + η2, de la teoŕıa potencial (ver [1], pag 60; [17], pag 402)

ĺım
η →0−

−k2η

2π

∞∫
−∞

K ′
0(k

√
(x − ξ)2 + η2)

k
√

(x − ξ)2 + η2
ϕ(x)dx

= ĺım
η →0−

{
− η

2π

∞∫
−∞

ϕ(x)

(x − ξ)2 + η2
dx + ηg(k, η, ξ)

}
=

1

2
ϕ(ξ),

donde

g(k, η, ξ) =
k2

2π

∞∫
−∞

[− ln(k
√

(x − ξ)2 + η2) + K2(k
√

(x − ξ)2 + η2)]ϕ(x)dx
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y ηg → 0 cuando η → 0. En efecto, como K2 es una función continua es

suficiente demostrar
ξ+1∫
ξ−1

η ln[k
√

(x − ξ)2 + η2]dx → 0. Como | ln x| ≤ Cxδ y

cambiando de variable t
η

= t′, tenemos

1∫
−1

η(t2 + η2)
δ
2 dt = η2+δ

1/η∫
−1/η

(t′2 + 1)
δ
2 dt′ ∼ η → 0

lo que demuestra (2.3.4). Puesto que los ĺımites de los otros términos de la

ecuación integral (2.3.3) son inmediatos. El lema queda demostrado.

Lema 2.3.5. Pasando en cada uno de los términos de la ecuación (2.3.3) a

ξ = x(t) y al ĺımite cuando η → y(t), se tiene la siguiente ecuación integral

πθ(t) =λ

∞∫
−∞

K0(k
√

(x − x(t))2 + y(t)2)ϕ(x)dx

− ky(t)

∞∫
−∞

K ′
0(k

√
(x − x(t))2 + y(t)2)√

(x − x(t))2 + y(t)2
ϕ(x)dx

+ k

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t))2)√

(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t))2

× [y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))]θ(t1)dt1.

Demostración. El ĺımite de los tres primeros términos es inmediato, aśı que
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es suficiente demostrar

ĺım
ξ=x(t), η →y(t)

k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t1) − ξ)2 + (y(t1) − η)2)√

(x(t1) − ξ)2 + (y(t1) − η)2
(2.3.5)

× [y′(t1)(x(t1) − ξ) − x′(t1)(y(t1) − η)]θ(t1)dt1

= −1

2
θ(t) +

k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t))2)√

(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t))2

× [y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))]θ(t1)dt1.

En efecto, colocando ξ = x(t), η = y(t) + ε, se tiene

ĺım
ε→0+

{
εk

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t) − ε)2)√

(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t) − ε)2
(2.3.6)

× x′(t1)θ(t1)dt1

+
k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t) − ε)2)√

(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t) − ε)2

× [y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))]θ(t1)dt1

}

= I(t) + II(t), (2.3.7)

donde

I(t) = ĺım
ε→0+

{
εk

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t) − ε)2)√

(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t) − ε)2

× x′(t1)θ(t1)dt1

}
, (2.3.8)
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II(t) = ĺım
ε→0+

{
k

2π

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t) − ε)2)√

(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t) − ε)2
(2.3.9)

× [y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))]θ(t1)dt1

}
.

Procediendo como en la demostración del ĺımite (2.3.4), se obtiene

I(t) = −1

2
θ(t).

El ĺımite de II(t) es inmediato. De (2.3.7) y de los ĺımites anteriores se

obtiene la demostración del lema.

Pasando en la ecuación (2.3.3) a los ĺımites cuando η → 0− y cuando η → y(t)

con ξ = x(t), y usando los lemas 2.3.4 y 2.3.5 de las fórmulas de salto para

los potenciales, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones integrales

Lema 2.3.6. Tenemos el siguiente sistema

πϕ(ξ) =λ

∞∫
−∞

K0(k|x − ξ|)ϕ(x)dx

+ k

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + y(t)2)√

(x(t) − ξ)2 + y(t)2
(2.3.10)

× [y′(t)(x(t) − ξ) − x′(t)y(t)]θ(t)dt,
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πθ(t) =λ

∞∫
−∞

K0(k
√

(x − x(t))2 + y(t)2)ϕ(x)dx

− ky(t)

∞∫
−∞

K ′
0(k

√
(x − x(t))2 + y(t)2)√

(x − x(t))2 + y(t)2
ϕ(x)dx (2.3.11)

+ k

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t))2)√

(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t))2

× [y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))]θ(t1)dt1.

Para aplicar la técnica de [10] a (2.3.10) y (2.3.11) es necesario pasar a la

transformada de Fourier ϕ̃ de la función ϕ,

Fξ→p[ϕ(ξ)](p) ≡ ϕ̃(p) =
1√
2π

∞∫
−∞

e−ipξϕ(ξ)dξ.

Usando la fórmula K ′
0(z) = −K1(z) (ver [11]), se sigue el lema

Lema 2.3.7. Tenemos las siguientes transformadas de Fourier

(a)

Fξ→p[K0(k|ξ|)](p) =
π√

k2 + p2
.

(b)

Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p) =

π

kh0

e−h0

√
k2+p2

.

(c)

Fξ→p

[
K0(k

√
ξ2 + h2

0)

]
(p) =

π√
k2 + p2

e−h0

√
k2+p2

.
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(d)

Fξ→p

[
k

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + y(t)2)√

(x(t) − ξ)2 + y(t)2
y′(t)(x(t) − ξ)θ(t)dt

]
(p)

=
iπp√
k2 + p2

π∫
−π

eipx(t)+y(t)
√

k2+p2
y′(t)θ(t)dt.

(e)

Fξ→p

[
− k

π∫
−π

K1(k
√

(x(t) − ξ)2 + y(t)2)√
(x(t) − ξ)2 + y(t)2

x′(t)y(t)θ(t)dt

]
(p)

= π

π∫
−π

eipx(t)+y(t)
√

k2+p2
x′(t)θ(t)dt.

Demostración. Ahora demostremos (a) (ver [18], pag 322), en efecto, como

Melher en 1870 demostró que (ver [11], pag 376)

K0(k|ξ|) =

∞∫
0

cos(x|ξ|)√
k2 + x2

dx,

y dado que

Fx→ξ

[
1√

k2 + x2

]
(ξ) =

∞∫
−∞

eiξx

√
k2 + x2

dx = 2

∞∫
0

cos(x|ξ|)√
k2 + x2

dx = 2K0(k|ξ|).

Pasando de nuevo a la transformada de Fourier ξ → x, tenemos

2π√
(−x)2 + k2

= Fξ→x

[
Fx→ξ

[
1√

x2 + k2

]
(ξ)

]
(x) = 2Fξ→x[K0(k|ξ|)](x).

Aśı se tiene (a). Demostremos ahora (b), dado que

Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p) =

∞∫
−∞

eipξ K1(k
√

ξ2 + h2
0)√

ξ2 + h2
0

dξ

=2

∞∫
0

cos(pξ)
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

dξ.
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Usando J−1/2(x) =
(

2
πx

)1/2
cos x, (ver [12], pag 54), tenemos que

cos(pξ) =
J−1/2(pξ)

√
πpξ√

2
.

Entonces,

Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p) =

√
2πp

∞∫
0

J−1/2(pξ)
√

ξ
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

dξ.

Ahora usamos la siguiente fórmula (ver [12], pag 416)

∞∫
0

Jμ(bt)tμ+1 Kν(a
√

t2 + z2)

(t2 + z2)
1
2
ν

dt =
bμ

aν

(√
a2 + b2

z

)ν−μ−1

Kν−μ−1(z
√

a2 + b2).

Por lo tanto, colocando μ = −1/2, ν = 1, t = ξ, z = h0, b = p y a = k,

Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p) =

√
2π

k

(√
k2 + p2

h0

)1/2

K1/2(h0

√
k2 + p2).

De ([12], pag 80), tenemos que K1/2(z) =
(

π
2z

)1/2
e−z. Aśı obtenemos (b).

Para la demostración de (c) (ver [18], pag 279) derivamos con respecto a p

en ambos lados de la igualdad en la fórmula (b) y obtenemos

−πp

k
√

k2 + p2
e−h0

√
k2+p2

=
d

dp
Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p)

= Fξ→p

[
iξ

K ′
0(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p)

= Fξ→p

[
i

k

d

dξ
K0(k

√
ξ2 + h2

0)

]
(p)

= −p

k
Fξ→p

[
K0(k

√
ξ2 + h2

0)

]
(p).
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Aśı obtenemos (c). Usaremos (b) para demostrar (d)

Fξ→p

[
k

π∫
−π

K ′
0(k

√
(x(t) − ξ)2 + y(t)2)√

(x(t) − ξ)2 + y(t)2
y′(t)(x(t) − ξ)θ(t)dt

]
(p)

= k

π∫
−π

Fξ→p

[
(ξ − x(t))

× K1(k
√

(x(t) − ξ)2 + y(t)2)√
(x(t) − ξ)2 + y(t)2

]
(p)y′(t)θ(t)dt

= k

π∫
−π

eipx(t)Fξ→p

[
ξK1(k

√
ξ2 + y(t)2)√

ξ2 + y(t)2

]
(p)y′(t)θ(t)dt

= k

π∫
−π

eipx(t)

(
− i

d

dp
Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + y(t)2)√

ξ2 + y(t)2

]
(p)

)
y′(t)θ(t)dt

=
iπp√
k2 + p2

π∫
−π

eipx(t)+y(t)
√

k2+p2
y′(t)θ(t)dt.

En consecuencia (d). Para demostrar (e) también usamos (b)

Fξ→p

[
− k

π∫
−π

K1(k
√

(x(t) − ξ)2 + y(t)2)√
(x(t) − ξ)2 + y(t)2

y(t)x′(t)θ(t)dt

]
(p)

= −k

π∫
−π

Fξ→p

[
K1(k

√
(x(t) − ξ)2 + y(t)2)√

(x(t) − ξ)2 + y(t)2

]
(p)y(t)x′(t)θ(t)dt

= −k

π∫
−π

eipx(t)Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + y(t)2)√

ξ2 + y(t)2

]
(p)y(t)x′(t)θ(t)dt

= π

π∫
−π

eipx(t)+y(t)
√

k2+p2
x′(t)θ(t)dt.

En consecuencia, queda demostrado (d).

Del lema 2.3.7 y de la ecuación (2.3.11), llegamos al siguiente sistema para

ϕ̃(p), θ(t):
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Lema 2.3.8. Tenemos el siguiente sistema

(
1 − λ

τ(p)

)
ϕ̃(p) =

π∫
−π

eipx(t)+y(t)τ(p)

(
x′(t) +

ipy′(t)
τ(p)

)
θ(t)dt, (2.3.12)

θ(t) =
λ

2π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−ip′xK0(k
√

ς(x, t))dxϕ̃(p′)dp′

− ky(t)

2π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−ip′x K ′
0(k

√
ς(x, t))√

ς(x, t)
dxϕ̃(p′)dp′ (2.3.13)

+
k

π

π∫
−π

K ′
0(k

√
�(t1, t))√

�(t1, t)

× [y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))]θ(t1)dt1,

donde

τ(p) :=
√

k2 + p2,

ς(x, t) :=(x − x(t))2 + y(t)2, (2.3.14)

�(t1, t) :=(x(t1) − x(t))2 + (y(t1) − y(t))2.

Usando de nuevo los resultados del lema 2.3.7 y de los dos primeros términos

del lado derecho de la ecuación (2.3.13) se sigue:

Lema 2.3.9. Tenemos las siguientes identidades

1.

1

π

∫
R2

e−ip′xK0(k
√

ς(x, t))dxϕ̃(p′)dp′ =

∞∫
−∞

e−ip′x(t)+y(t)τ(p′)

τ(p′)
ϕ̃(p′)dp′,
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2.

ky(t)

π

∫
R2

e−ip′x K1(k
√

ς(x, t))√
ς(x, t)

dxϕ̃(p′)dp′ =

∞∫
−∞

e−ip′x(t)+y(t)τ(p′) ϕ̃(p′)dp′,

donde τ(p) y ς(x, t) estan definidas en (2.3.14).

Demostración. De (2.3.14), el lema 2.3.7 y usando las propiedades de las

transformadas de Fourier:

∞∫
−∞

e−ip′xK0(k
√

ς(x, t))dx =e−ip′x(t)

∞∫
−∞

e−ip′xK0(k
√

x2 + y(t)2 )dx

=e−ip′x(t)Fx→−p′ [K0(k
√

x2 + y(t)2 )](p′)

=
πe−ip′x(t)+y(t)τ(p′)

τ(p′)
.

Luego se obtiene 1. Para obtener 2, de (2.3.14), el lema 2.3.7 y usando las

propiedades de las transformadas de Fourier:

∞∫
−∞

e−ip′x K1(k
√

ς(x, t))√
ς(x, t)

dx =e−ip′x(t)

∞∫
−∞

e−ip′x K1(k
√

x2 + y2(t))√
x2 + y2(t)

dx

=e−ip′x(t)Fx→−p′

[
K1(k

√
x2 + y2(t))√

x2 + y2(t)

]

=
π

ky(t)
e−ip′x(t)+y(t)τ(p′).

Entonces se obtiene 2.

Del lema 2.3.9 y de la ecuación integral (2.3.13), llegamos al siguiente sistema

para ϕ̃(p), θ(t):

Lema 2.3.10. Tenemos el siguiente sistema

(
1 − λ

τ(p)

)
ϕ̃(p) =

π∫
−π

eipx(t)+y(t)τ(p)

(
x′(t) +

ipy′(t)
τ(p)

)
θ(t)dt, (2.3.15)
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θ(t) =
1

2π

∞∫
−∞

e−ip′x(t)+y(t)τ(p′)
(

1 +
λ

τ(p′)

)
ϕ̃(p′)dp′

+
k

π

π∫
−π

K ′
0(k

√
�(t1, t))√

�(t1, t)
(2.3.16)

× [y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))]θ(t1)dt1,

donde τ(p) y �(t1, t) estan definidas en (2.3.14).

Reescribimos el sistema (2.3.15) - (2.3.16) como:

Lema 2.3.11. Tenemos el siguiente sistema

(
1 − λ

τ(p)

)
ϕ̃(p) = (M̂1θ)(p), (2.3.17)

[(1 − M̂3)θ](t) = (M̂2ϕ̃)(t), (2.3.18)

donde

(M̂1θ)(p) =

π∫
−π

M1(p, t)θ(t)dt,

(M̂2ϕ̃)(t) =

∞∫
−∞

M2(p
′, t)ϕ̃(p′)dp′, (2.3.19)

(M̂3θ)(t) =

π∫
−π

M3(t1, t)θ(t1)dt1,
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con

M1(p, t) =eipx(t)+y(t)τ(p)

(
x′(t) +

ipy′(t)
τ(p)

)
,

M2(p
′, t) =

1

2π
e−ip′x(t)+y(t)τ(p′)

(
1 +

λ

τ(p′)

)
, (2.3.20)

M3(t1, t) =
k

π

K ′
0(k

√
�(t1, t))√

�(t1, t)

× [y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))],

donde τ(p), �(t1, t) están definidas en (2.3.14).

Obviamente, mediante las fórmulas estándares de la teoŕıa potencial, una

solución de (2.3.17), (2.3.18) da una solución de (2.2.1).

2.4. Solución del sistema

Consideremos la ecuación (2.3.18). Recordemos lo siguiente (ver [15])

Lema 2.4.1. Sea

π∫
−π

|K(x, y)|dx < M,

π∫
−π

|K(x, y)|dy < M.

Entonces

‖K̂u‖L2[−π,π] ≤ M‖u‖L2[−π,π],

donde

(K̂u)(x) =

π∫
−π

K(x, y)u(y)dy.
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No es dif́ıcil ver que usando las expresiones asintóticas de K1(x) para valores

pequeños y grandes de x, que el núcleo M3 en (2.3.18) satisface las condiciones

del lema 2.4.1 con M = const. k−1/2.

En efecto consideremos el siguiente lema

Lema 2.4.2. De la definición de M3(t1, t) dada en (2.3.18), se sigue que

π∫
−π

|M3(t1, t)|dt1 < Ck−1/2,

π∫
−π

|M3(t1, t)|dt < Ck−1/2,

donde C es una constante.

Demostración. De la definición de M3(t1, t), dada en (2.3.20), para δ > 0,

dividimos el intervalo de integración en los dominios k|t1−t| < δ y k|t1−t| >

δ. En el primer dominio usamos la asintótica de K ′
0(z) � 1

z
y en el segundo

la asintótica de K ′
0(z) � √

π
2z

e−z,

π∫
−π

|M3(t1, t)|dt1 =

∫
k|t1−t|<δ

|y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))|
�(t1, t)

dt1

+

∫
k|t1−t|>δ

√
πke−k

√
�(t1,t)

√
2(�(t1, t))3/4

|ẏ(t1)(x(t1) − x(t)) − ẋ(t1)

× (y(t1) − y(t))|dt1,

donde �(t1, t) esta definido en (2.3.14). Cuando k|t1 − t| < δ, entonces

y′(t1)(x(t1)− x(t))− x′(t1)(y(t1)− y(t)) = O((t1 − t)2) y dado que �(t1, t) =

O((t1 − t)2), por lo tanto el integrando en este caso es acotado, y como el

tamaño del dominio es del orden de 1/k , la integral a lo largo del mismo es

del orden de 1/k.
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Cuando k|t1 − t| > δ, de la definición de �(t1, t)

|y′(t1)(x(t1) − x(t)) − x′(t1)(y(t1) − y(t))|
�(t1, t)

≤ C1 y
√

�(t1, t) > C2,

por lo tanto el integrando es menor que C1

√
ke−kC2 . La integral de esta expre-

sión sobre el dominio k|t1 − t| > δ es del orden de
√

ke−kC2 , en consecuencia

la demostración del lema.

Por lo tanto de los lemas 2.4.1 y 2.4.2 podemos invertir el operador 1−M̂3 en

(2.3.18) usando la serie de Neumann obtenemos la solución θ(t) en términos

de ϕ̃(p) :

θ(t) = [(1 − M̂3)
−1M̂2ϕ̃](t), (2.4.1)

donde (1 − M̂3)
−1 =

∑∞
n=0 M̂n

3 . Sustituyendo (2.4.1) en (2.3.17) finalmente

llegamos a una ecuación para ϕ̃(p) :

(
1 − λ

τ(p)

)
ϕ̃(p) = [M̂1(1 − M̂3)

−1M̂2ϕ̃](p). (2.4.2)

Aplicamos el razonamiento de [10] a la ecuación integral (2.4.2). En efecto,

sabemos que λ es dado por (2.2.2), donde β es exponencialmente pequeño en

k (ver [9]). Por lo tanto el primer factor en el lado izquierdo de (2.4.2),

L(p) := 1 − λ

τ(p)
= 1 − k − β2√

k2 + p2
, (2.4.3)

es exponencialmente pequeño cuando k → ∞ en el punto p = 0.

De hecho, las ráıces de L(p) = 0 tienden a cero cuando k → ∞.
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Lema 2.4.3. La ecuación L(p) = 0 cuando p → 0 se cumple si

p = p± = ±i

√
2

ε
β + O(ε1/2β3), (2.4.4)

donde L(p) esta definida en (2.4.3), ε = 1/k.

Demostración. Sea

L1(p) = τ(p) − k. (2.4.5)

La expansión de L1(p) esta dada por

L1(p) = �1p
2 + �2p

4 + · · · + �n+1p
n+1 + Ln+2(p)pn+2, (2.4.6)

donde

�1 =
ε

2
con ε = 1/k (2.4.7)

�1 > 0, y |Ln+2(p)| ≤ C para p suficientemente pequeño. Ahora usando

(2.4.6), podemos escribir una expansión en β para la ráız de la ecuación

L1(p) + β2 = 0.

La ráız de esta ecuación esta dada por el teorema de la función impĺıcita.

Denotando la ráız por p±, obtenemos

p± = ±β[p1 + β2p3 + · · · + βnpn + βn+1Pn+1(β)], (2.4.8)

donde

p1 =
i
√

2√
ε

, |Pn+1(β)| ≤ C.
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De (2.4.5), (2.4.8) y como

L(p) =
τ(p) − k + β2

τ(p)
=

L1(p) + β2

τ(p)
,

se tiene que, para p dado por (2.4.4), L(p) = 0 cuando p → 0.

Por esta razón, las consideraciones heuŕısticas de la sección 2 de [10] son

aplicables a (2.4.2). Siguiendo aquellos argumentos, buscamos una ϕ̃ en la

forma

ϕ̃(p) =
A(p)

L(p)
, (2.4.9)

donde L(p) esta definida en (2.4.3), y A es desconocida.

Obtenemos, de (2.3.19), (2.3.20), (2.4.2), (2.4.3) y (2.4.9) la integral

(M̂2
A

L
)(t) =

∞∫
−∞

M2(p
′, t)

A(p′)
L(p′)

dp′. (2.4.10)

También veremos (ver lema 2.4.8 abajo) que A(p) es anaĺıtica en una banda

que contiene al eje real y como M2 es anaĺıtica en una banda que contiene al

eje real podemos cambiar en la integral (2.4.10) el contorno de integración al

mostrado en la Fig. 2.1. (con una a apropiada)

�

�

xa−a

iy

γ

Fig. 2.1: Contorno γ

Se sigue del teorema de los residuos,
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∞∫
−∞

M2(p
′, t)

A(p′)
L(p′)

dp′ =

∫
γ

M2(p
′, t)

A(p′)
L(p′)

dp′ + 2πi
M2(p+, t)A(p+)

d
dp

L(p)|p=p+

. (2.4.11)

Lema 2.4.4. Tenemos la siguiente representación:

2πi
d
dp

L(p)|p=p+

=

√
2π

βε3/2
(1 + O(β2)). (2.4.12)

Demostración. De (2.4.5) y (2.4.3), se sigue que la expansión de L(p) esta

dada por

L(p) = ε(�1p
2 + �2p

4 + · · · + �n+1p
n+1 + Ln+2(p)pn+2), (2.4.13)

donde

�1 =
ε

2
con ε = 1/k (2.4.14)

�1 > 0 y |Ln+2(p)| ≤ C para p suficientemente pequeño.

Ahora usando (2.4.13), podemos escribir una expansión de L′(p)

L′(p) = εp
(
2�1 + 4�2p

2 + · · · + �̃n−1p
n−1 + �̃n(p)pn

)
, (2.4.15)

donde |�̃n(p)| ≤ C para p suficientemente pequeño. De (2.4.15) y (2.4.14) se

sigue que L′(p+) tiene la siguiente expansión

L′(p+) = εβ
[
L′

0 + β2L′
2 + · · · + βnL′

n(ε) + βn+1L′
n+1(β, ε)

]
, (2.4.16)

donde
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L′
0 = 2i

√
�1 = i

√
2ε, (2.4.17)

donde �1 esta definida en (2.4.14) y |L′
n+1(β, ε)| ≤ C para ε suficientemente

pequeño. Usando la serie geométrica y de (2.4.16), se sigue que

1

L′(p+)
=

1

εβL′
0

{
1 − β2L′

2

L′
0

− · · · − βnPn(ε) + βn+1Pn+1(β, ε)

}
(2.4.18)

|Pn+1(β, ε)| ≤ C para ε suficientemente pequeño.

De (2.4.18), se tiene (2.4.12). El lema queda demostrado.

Denotemos por M̂4 el lado derecho de (2.4.2)

(M̂4
A

L
)(p) : = [M̂1(1 − M̂3)

−1M̂2
A

L
](p)

= [M̂1(1 − M̂3)
−1

∞∫
−∞

M2(p
′, t1)

L(p′)
A(p′)dp′](p) (2.4.19)

=

∞∫
−∞

M4(p, p
′)

L(p′)
A(p′)dp′,

y

M4(p, p
′) = M̂1(1 − M̂3)

−1M2(p
′, t1), (2.4.20)

donde M1, M2, M3 están definidas en (2.3.20). De (2.4.9), entonces (2.4.2) se

transforma en

A(p) =

∞∫
−∞

M4(p, p
′)

A(p′)
L(p′)

dp′. (2.4.21)
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De (2.4.9), (2.4.11), el lema 2.4.4, (2.4.19), (2.4.20), 2.4.21, tenemos que

(2.4.2) se convierte en

A(p) =

√
2πM4(p, p+)A(p+)

βε3/2
(1 + O(β2)) +

∫
γ

M4(p, p
′)

A(p′)
L(p′)

dp′, (2.4.22)

donde L y γ están definidos en (2.4.3). Reescribiendo (2.4.22) como

[(1 − M̂5)A](p) =

√
2πM4(p, p+)A(p+)

βε3/2
(1 + O(β2)), (2.4.23)

donde

(M̂5A)(p) =

∫
γ

M4(p, p
′)

A(p′)
L(p′)

dp′, (2.4.24)

y M4(p, p
′) es dado por (2.4.20). Ahora el operador M̂5 es pequeño en k como

se demostrara en el lema 2.4.7.

Lema 2.4.5. Para p′ ∈ γ, tenemos las siguientes desigualdades:

Para la parte del arco en el contorno γ, se tiene

|M4(p, p
′)| ≤ Cey(0)(k+τ(p)). (2.4.25)

Para la parte del contorno en el eje real se tiene

∣∣∣∣M4(p, p
′)

∣∣∣∣ ≤ Cey(0)(τ(p′)+τ(p))

(
1 +

λ

τ(p′)

)
. (2.4.26)

Demostración. Tenemos de (2.4.20) que
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M4(p, p
′) =

π∫
−π

M1(p, t1)M2(p
′, t1)dt1

+
∞∑

n=1

π∫
−π

· · ·
π∫

−π

(n+1)−veces

M1(p, tn+1)M2(p
′, t1)× (2.4.27)

×
n∏

i=1

M3(ti, t(i+1))dt1dt2 · · · dtn+1,

donde M1, M2, M3 están definidas en (2.3.20). Puesto que

M1(p, t) =eipx(t)+y(t)τ(p)

(
x′(t) +

ipy′(t)
τ(p)

)
,

M2(p
′, t1) =

1

2π
e−ip′x(t1)+y(t1)τ(p′)

(
1 +

λ

τ(p′)

)
,

y de la definición de M3(t1, t), dada en (2.3.20) y del lema 2.4.2, se obtienen

las desigualdades 2.4.25 y 2.4.26. Aśı queda demostrado el lema.

Lema 2.4.6. Para p ∈ γ se tiene que

∣∣∣∣ 1

L(p)

∣∣∣∣ ≤ Ck2.

Demostración. De (2.4.3) se tiene que en el arco tenemos hasta O(k−∞)

|L(p)| =

∣∣∣∣1 − 1√
1 + p2/k2

∣∣∣∣ =
a2

2k2
+ O(k−4),

y en la parte del contorno que esta en el eje real el mı́nimo de |L(p)| se alcanza

en los puntos p = ±a, por lo tanto, la desigualdad aún se cumple.

Ahora el operador M̂5 es pequeño en k dado que |L(p)| ≥ const k−2 a lo

largo de γ y M4(p, p
′) es exponencialmente pequeño.
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Lema 2.4.7. El operador 1 − M̂5 tiene inversa.

Demostración. En efecto, de la definición de M̂5 dada en (2.4.24)

∞∫
−∞

∣∣∣∣
∫
γ

M4(p, p
′)

L(p′)
dp′

∣∣∣∣
2

dp ≤
∞∫

−∞

( ∫
γ

∣∣∣∣M4(p, p
′)

L(p′)

∣∣∣∣dp′
)2

dp.

De las cotas para M4(p, p
′) y 1

L(p′) dadas en los lemas 2.4.5 y 2.4.6, obtenemos

∞∫
−∞

( ∫
γ

∣∣∣∣M4(p, p
′)

L(p′)

∣∣∣∣dp′
)2

dp ≤Ck4e−2k|y(0)|
∞∫

−∞

e−2τ(p)|y(0)|dp.

Puesto que

∞∫
−∞

e−2τ(p)|y(0)|dp =2

∞∫
1

e−2τ(p)|y(0)|dp + 2

1∫
0

e−2τ(p)|y(0)|dp

≤ τ(1)

2|y(0)|e
−2τ(1)|y(0)| + e−2k|y(0)|

<Ce−2k|y(0)|.

Por lo tanto

∞∫
−∞

( ∫
γ

∣∣∣∣M4(p, p
′)

L(p′)

∣∣∣∣dp′
)2

dp ≤ Ck4e−4k|y(0)|,

lo cual concluye la demostración.

El operador 1− M̂5 en la ecuación (2.4.23) tiene inversa, luego aplicamos las

series de Neumann para resolver esta ecuación y tenemos
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A(p) = (1 − M̂5)
−1

√
2πM4(p, p+)A(p+)

βε3/2
(1 + O(β2)). (2.4.28)

A continuación, mostraremos que efectivamente A(p) es anaĺıtica en una ban-

da que contiene al eje real, como lo habiamos supuesto.

Lema 2.4.8. A(p) es anaĺıtica en una banda que contiene al eje real.

Demostración. De (2.4.28), obtendremos A(p) =
∑∞

n=0 an(p), donde

an(p) = M̂n
5

(√
2πM4(p, p+)A(p+)

β
√

2ε3/2

)
(1 + O(β2)). (2.4.29)

De (2.4.27) se tiene que M4(p, p+) se puede expresar como

M4(p, p+) =
∞∑

j=0

bj(p, p+)

donde

b0(p, p+) =

π∫
−π

M1(p, t1)M2(p+, t1)dt1

y

bj(p, p+) =

π∫
−π

· · ·
π∫

−π

(j+1)−veces

M1(p, tj+1)M2(p+, t1)

j∏
i=1

M3(ti, t(i+1))dt1dt2 · · · dtj+1.

Dado que τ(p) (definido en (2.3.14)) es anaĺıtica en una banda de longitud

2k, entonces M1(p, t) definida en ( 2.3.20) es anaĺıtica en p en la misma ban-

da. Por tanto, b0 es anaĺıtica en p. De manera análoga se tiene que los otros

términos de la sucesión bj, son anaĺıticos en la banda mencionada antes,
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además obtenemos ‖bn‖ < Ce−2k(n+1)|y(0)|, y
∑∞

n=1 e−2k(n+1)|y(0)| converge,

entonces usando el criterio M de Weierstrass la serie
∑∞

n=1 bj(p) converge

uniformemente a M4(p, p+). En consecuencia M4(p, p+) es anaĺıtica en la

misma banda.

Del argumento anterior y de (2.4.29) se sigue que a0(p) es anaĺıtica en la

banda. Ahora demostremos la analiticidad de a1(p), para esto recordamos

M̂5M4(p, p+) =

∫
γ

M4(p, p
′)

M4(p
′, p+)

L(p′)
dp′. (2.4.30)

Primero veamos que la integral en (2.4.30) este bien definida, para ello nece-

sitamos que M4(p, p
′) sea anaĺıtica en p′, en la banda mencionada antes, lo

cual es cierto porque M2(p
′, t1) es anaĺıtica en p′ en dicha banda y con un

análisis similar a como se hizo anteriormente M4(p, p
′) es anaĺıtica en p′. Aho-

ra como M4(p, p
′) es anaĺıtica en p, entonces M̂5M4(p, p+) es anaĺıtica en p, y

repitiendo reiteradamente el mismo proceso se tiene que an(p) es anaĺıtica en

la banda mencionada, luego usando de nuevo el criterio M de Weierstrass se

obtiene la analiticidad de A(p). Tenemos la demostración del lema 2.4.8.
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2.5. Asintótica del número β

Calculemos ahora la asintótica del número β. Colocando p = p+ en la igual-

dad (2.4.28) y dividiendo por A(p+), obtenemos una ecuación para β :

β =

√
2π

ε3/2
(1 − M̂5)

−1M4(p, p+)|p=p+(1 + O(β2)). (2.5.1)

Lema 2.5.1. Para valores grandes de k, se tiene que

β = k

√
π

2|y′′(0)|e
−2k|y(0)|x′(0)(1 + O(k−1)), (2.5.2)

donde y(t) tiene un máximo estricto en el interior de [−π, π] y x′(0) > 0.

Demostración. En efecto, del término principal en (2.5.1),

β =

√
2π

ε3/2
M4(p+, p+)

=

√
2π

ε3/2

π∫
−π

M1(p+, t1)M2(p+, t1)dt1, (2.5.3)

con M4(p+, p+), p+, M1(p+, t1), M2(p+, t1) definidos en (2.3.20) y (2.4.4).

Teniendo en cuenta que eix(t1)p+ = 1 + O( β√
ε
), τ(p+) = k(1 + O(εβ2)) y

e−|y(t1)|τ(p+) = e−k|y(t1)|(1 + O(e−k|y(0)|β2)), dado que λ = k − β2 y como

k = 1
ε
, tiene que ser 1 + λ

τ(p+)
= 2(1 + O(εβ2)), luego

π∫
−π

M1(p+, t1)M2(p+, t1)dt1

=
1

π

π∫
−π

e−2k|y(t1)|(x′(t1) +
ip+y′(t1)
τ(p+)

) dt1(1 + O(β2)),
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con τ(p+) definida por (2.3.14).

Aplicando el método de Laplace (ver [13]) al término principal de la integral,

se tiene (2.5.2). En efecto, la integral anterior se puede escribir en la forma:

I(k) =

b∫
a

e−kp(t1)q(t1)dt1,

donde p(t1) = 2|y(t1)| es la fase, q(t1) = 1
π
(x′(t1) + ip+y′(t1)

τ(p+)
), a = −π, b = π.

Cuando k es grande, el valor máximo de la integral se obtiene cuando p(t1)

alcanza un mı́nimo estricto en 0 ∈ [−π, π], además se tiene:

(i) p′(t1) y q(t1) son continuas en t1 = 0,

(ii) p(t1) − p(0) = Ptμ1 + O(t31) cuando t1 → 0,

(iii) q(t1) = Q(t1)
ν−1 + O(t1) cuando t1 → 0,

con las constantes P = |y′′(0)| > 0, Q = 1
π
x′(0) > 0, ν = 1, μ = 2, c = 0, de

donde

I(k) = 2
Q

μ
Γ
(ν

μ

) e−kp(c)

(Pk)ν/μ
(1 + O(k−1))

cuando k → ∞. Se tiene la demostración del lema.

Y por lo tanto, se obtiene el resultado del teorema 2.2.1.
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